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OZET

GEOMETRIK UZAYLAR VE UYGULAMALARI

KUSAK, Hatice

Doktora Tezi, Matematik Boliimii
Tez Yoneticisi: Prof. Dr. Ali CALISKAN
Ocak 2011, 82 sayfa

Bu tezde geometrik uzaylardaki bazi yapilar teorik olarak incelenmis, her
yapt i¢in robotik, mekanik, kinematik ve tasarim gibi alanlarda bazi

uygulamalar verilmistir.

Tezde cesitli sayr sistemleri, Clifford cebirleri ve Oklid uzay ile ilgili
temel kavramlar verilmistir. Temel doniisiimler hatirlatilarak, diizlemsel
kinematik ile ilgili teorik bir ¢calisma yapilmistir. BDGT deki interpolasyon
teknikleri ile mekanik bir uygulama calismasi yapilmistir. Oklid uzayindaki
geometrik yapilar, herhangi bir zaman skalasinda incelenerek daha genel
sonuglar elde edilmistir. Dual uzaylarin temel kavramlar1 yardimiyla robotik
hareketler ile ilgili bir uygulama verilmistir. Galile diizleminin temel
kavramlart ve bazi bilgisayar uygulamalar1 ele alinarak, trigonometrik

fonksiyonlar incelenmistir.

Bu tezin amaci, geometrik uzaylar arasindaki benzerlikleri ve farkliliklar
dikkate alarak geometrinin; robotik caligmalarda, mekanikte, kinematikte,
bilgisayar bilimlerinde ve Ozellikle tasarimda etkin bir bi¢cimde nasil

kullanildigini bilgisayar programlar1 yardimiyla ortaya koymaktir.

Anahtar sozciikler: Geometrik uzaylar, Galile diizlemi, Dual Uzay,

Kuaterniyon, Zaman skalasi, BDGT.
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ABSTRACT

GEOMETRIC SPACES AND THEIR APPLICATIONS

KUSAK, Hatice

Ph.D. in Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Ali CALISKAN
January 2011, 82 pages

In this thesis, different structures are being investigated, some
applications are done at the subjects like robotic, mechanical, kinematical,

design for each space.

In the thesis various number systems and Clifford Algebras are introduced,
and the concepts about Euclidean space are given. Some transformations in
Euclidean Geometry are mentioned also, a theorical study is done about plane
kinematic and a mechanical appication study is done by the interpolation
methods. More general results are obtained by investigating the geometric
structures on any time scale. An application is given about robotic motions by
the main terms of dual spaces. Basic properties of Galilean plane and its

computer applications are given.

The main purpose of this thesis is; the similarities and the differences
between the spaces in geometry at the robotic studies, mechanical,
kinematical, computer sciences also especially the usage in designment are

the provided.

Keywords: Geometric spaces, Galilean space, Dual space, Quaternions,

Time scale, CAGD.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIiZiNi

Simgeler Aciklama
IR Reel sayilar kiimesi.
C Karmasgik sayilar kiimesi.
ID Dual sayilar kiimesi.
q Kuaterniyon.
Q Dual kuaterniyon.
o Dual ag1.
€ Dual birim.

(B

Beta egrisi.

Hss="/g E nin E’ ne gore shear hareketi.

—5

vf Stiriklenme hiz vektorii.

Uy Bagil hiz vektorii.

Ta Mutlak hiz vektorii.

I Dual sayilar halkas.

Sing Galile siniisti.

Kisaltmalar

BDGT Bilgisayar Destekli Geometrik Tasarim.

CAGD Computer Aided Geometric Design.



1. GIRIS

Bilim adamlar1 yiizyillardir geometride cesitli uzaylar kesfetmis ve bu
uzaylarin robotik, mekanik, miihendislik, bilgisayar, fizik vs. gibi alanlarda
kullaniminin nasil elverisli olabilecegi {izerinde arastirmalar yapmuglardir. Bu
nedenle, bu tezde genel olarak, geometrik uzaylardaki yapilarin ¢esitli bilim
sahalaryla iligkileri arastirilmaya calisilmistir. Farkli geometrik uzaylarin cebirsel
yapilar1 hakkinda bazi temel kavramlar hatirlatildiktan sonra, bu geometrik
uzaylar iizerinde analiz, kinematik, mekanik ve tasarim acisindan bazi

uygulamalara yer verilmistir.

Ikinci boliimde, Clifford cebirlerinin ¢ikis noktasi olan karmagsik sayilar
tanitilmis, dual sayilar ve kuaterniyon ile ilgili temel kavramlar verilmistir. Ayrica
kullanim pratikligini saglamak amaciyla kuaterniyon cebrini esas alan bir hesap

makinesi programi yapilmustir.

Karmasik sayilar, ilk defa, Italyan matematik¢i Gerolamo Cardano (1501-
1576) tarafindan bulunmus ve tasarlanmistir (Hillman et al., 2005). Daha
sonralari, karmasik sayiyr reel diizlemde bir nokta olarak alan Fransiz
matematikgisi ARGAND' dir. R? ile gosterilen diizlemdeki tiim (x,y) ikilileri
artik bir karmasik sayr olarak diisiiniilmektedir (Donmez, 1999). Boylece, Oklid
uzayini karmasik sayilar yardimi ile inceleme firsat1 ortaya cikmustir. Diizlemde
donmeyi ifade eden karmagik sayilar, uzay icin yetersiz kalmaktadir. Bunun
tizerine, uzaydaki donme doniisiimlerinin kullanisii  mekanik anlamda
kolaylastiran farkli bir yap1 olarak, 1843 yillarinda William Rowan Hamilton
tarafindan ‘“kuaterniyonlar” tanimlanmistir. Bir kuaterniyon, karmasik sayilarin
genellestirilmesi ile olusan ii¢ sanal elemanli dort bilesenli bir yapidir. Hamilton
kuaterniyonlar1 tanimlamakla iki vektor i¢in, bolimiin de miimkiin olabilecegini
gostermis, yeni bir ¢arpim islemini vektor cebrine dahil etmis ve bdoylece ii¢

boyutlu uzayda hareketlerin tetkikini kolaylagtirmistir (Hamilton R., 1844).

Uciincii boliimde, Oklid uzaymin temel kavramlari verilmis ve sonrasinda
araglarin hareketini saglayan tekerlek yapisina Oklid uzaymdaki diferensiyel
geometrik Ozelliklerden yararlanilarak mekanik acidan yeni bir bakis acisi
getirilmistir. Ayrica, Oklid uzayinda gerceklesebilen diizlemsel kinematige shear

doniistimii ile farkli bir geometrik anlam yiiklenmistir.



Doérdiincii  bolimde, analizde kullanimi olduk¢a yaygin olan zaman
skalasinin geometrik uygulamalarina yer verilmistir. Son zamanlarda uygulamali
bilimler ve analizde zaman skalasinin kullanimi1 hizli bir bi¢cimde artmaktadir. Ik
olarak, Stefan Hilger (1989) doktora tezinde zaman skalasi teorisini ele alarak
stirekli analiz ve ayrik analizi birlestirme ve genelleme imkani bulmustur. Bu

tezde, baz1 geometrik yapilar zaman skalasinda incelenmistir.

Besinci boliimde, dual uzaymn ve miihendislikteki robotik hareketlerinin
temel kavramlari ele alinmig ve dual uzaylardaki vida yapilar ile robotik

hareketler incelenmistir.

Yiizyillardir bir taraftan cesitli sayr kiimeleri iizerine cebirsel anlamda
arastirmalar yapilirken, diger taraftan bu say1 kiimelerinin geometrik yapilar ile
ilgili 6nemli arastirmalar yapilmistir. Bu sayr kiimelerinden birisi de dual
sayilardir. Dual sayilar 19. yilizyilda Clifford tarafindan tanimlanmis, Kotelnikov
ve Study tarafindan genellestirilerek kat1 cisim kinematigine uygulamalari
verilmistir. Ayrica dual say1 cebri iizerine (Blaschke, W. 1949), (Miiller, 1963),
(Kose, 1974), (Veldkamp, 1976), (Agrawal, 1985) ve diger matematikgiler
tarafindan gilintimiize kadar 0zgiin calismalar yapilmis ve konu ile ilgili
arastirmalar devam edilmektedir. Kuaterniyonlar gibi uzayda donme hareketlerini
karakterize eden yapilarin yaninda, donme ve otelemeyi birlikte ifade eden farkli

bir yap1 olarak, dual kuaterniyonlar kesfedilmistir (Yang 1964).

Altinct boliimde, Galile diizleminin temel kavramlar1 verilmis ve Galile bu
diizlemin trigonometrisi ile ilgili temel formiiller ispatlanmis ve geometrik

yorumlari verilmistir.



2. SAYI SISTEMLERI VE CLIFFORD CEBIiRLERI

2.1 Karmagsik Sayilar

Teorem 2.1.1: Karmasik sayilar kiimesi C , bir cisim yapisina sahiptir.
Teorem 2.1.2: z € € olsun. w? = z olacak sekilde w € C vardur.

Tanmmm 2.1.1: a,b € IR ve (a,b) € C icin (a,b) = (a,0) + (0,b) yazilabilir.
Ote yandan (b,0).(0,1) carpim yapildiginda (0,b) esit oldugundan (a,b)

karmagik sayis1
(a,b) = (a,0) + (0,1).(b,0) =a+ib
“standart bicimi” ile tanimlanabilir.

Tammm 2.1.2: a,b € IR olmak iizere z = a + ib karmagik sayisinin eslenigi

“karmasik sayisinin eslenigi”’ Z = a — ib dir.

Tamm 2.1.3: x;,y; € IR ve j=12 olmak iizere z; = x; +iy; “karmasik

sayllarinda islemler” asagidaki gibi tanimlanir:
1) Toplama: z; + z, = (xq + x3) + (Y1 + y,)i
2) Carpma: z; . z; = (X1 — ¥1¥2) + (X172 + X2y1)i
olarak tanimlanir.

Tanmm 2.1.4: x,y € IR olmak iizere z=x+iy karmasik sayisimin [R?
diizleminde baslangic noktasina olan uzakli§i, bu saymin modiilii olarak

isimlendirilen

2] = 2 + iyl = 2% + 37
reel sayis1 olarak tanimlanir.

Tanim 2.1.5: z = (x, y) karmagik sayilarin kiimesine “karmasik diizlem” denir.



Tamim 2.1.6: x; ,y; € IR ve j = 1,2 olmak lizere z; = x; +iy; ve 2z, = x; +

iy, noktalar1 arasindaki “vzakhk”

|z; — z;| = |AB| = \/(x1 —x2)% + (1 — y2)?
denklemi ile tanimlidir.

Tanim 2.1.7: x,y € IR olmak lizere z = x + iy standart formunda verilen

karmagik sayinin
z = |z|(cos @ + isinB)
biciminde yazilisina “karmasik saymnin kutupsal formu’ denir.
Tamim 2.1.8: V n € Z i¢in karmasik sayilarda
z™ = |z|™ (cosnb + i sinnf)

esitligi ile “De Moivre kurali” tanimlanir (Hillman et al., 2005).
Tamm 2.1.9: e’ = cos 6 + i sin 0 ile gosterilen

R—C

0 —s eif

operatoriine ‘“kompleks say1 operatorii” denir.

Tamm 2.1.10: ¢, f € IR olmak iizere

a -p
p «
formundaki matrislerin ciimlesi z = a + i bi¢imindeki karmagik sayilardan

olusan € kompleks sayilar ciimlesine izomorfdur (Yang, 1963).



2.2 Dual Sayilar

Tammm 2.2.1: x,x € IR ve £* =0 olmak iizere £ = x + &x” seklinde tanimlanan

sayilara “dual sayilar’ denir. Dual sayilarin kiimesi
ID={f=x+é& :x,x €IR)

ile gosterilir. Burada x ve x" bilesenleri X dual sayisinin, sirasiyla, reel ve dual

kisimlaridir.

Tamm 2.2.2: Dual sayilarda dort islem asagidaki sekilde verilebilir:

1) Toplama: +9=(x+& )+(y+& )=(x+y)+&(x +y°)
2) Carpma: iy =(x+ex)(y+ey)=xy+e(xy +xy)
3) Esitlik: %=$ ancak veancak x=y ve x =y olur.

4) Skalerle Carpma: A(x+é&x )= Ax+&ix’

5) Bblme:§=x :(x )y 6y):£+g—xy zxy

yoy+e +e)-&) Yy y
sonsuzdur (Kose, 1974).

ve y=0 i¢in

Teorem 2.2.1: (ID, +,®) iicliisii bir cisim degildir.
Tamm 2.2.3: Dual sayilar x,x € IR ve £> =0 olmak iizere %= x+é&x  seklinde
gosterilebildigi gibi aym zamanda X =(x,x ) swal ikilileriyle de gosterilebil-

mektedirler.

Tamm 2.2.4: z=(x,x ) dual sayilarmin olusturdugu noktalar kiimesine “dual

diizlem” denir ve ID ile gosterilir. Her bir (x,x") ikilisine de dual diizlemin bir “dual

noktasr’’ denir.

Tamm 2.2.5: 7 =x+& “dual sayisimn eglenigi” diye z = x—&x  dual sayisina

denir.

Tamm 2.2.6: G, ID dual sayilar kiimesinin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. G

tizerindeki bir f fonksiyonu her X i¢in G de bir y dual sayisina gotiiriiyorsa y dual

sayistna f fonksiyonunun X deki degeri denir, ve § = f (%) seklinde gosterilir. y nin



reel kismi ve dual kismu, sirasiyla, Re § =u(x,x") ve Duy =u (x,x") seklindedir.

Boylece
$=f@) =ulxx)+eau (x,x)

denklemi ile ‘f dual degiskenli fonksiyonu” reel ve dual kisimlariyla birlikte

yazilabilir (Kose, 1974).

Teorem 2.2.2: a,a’ € IR olmak iizere

a a
(A) =
/ 0 a
formundaki matrislerin ciimlesi IM ise (IM,+,.) ve (ID,®,®) halkalar1 izomorftur

(Yang, 1963).

2.3 Kuaterniyonlar
Tamim 2.3.1: Sanal bilesenleri olarak i,j,k vektorlerinin
i’ =j =k’=-1;ij=k = -ji; jk =i=kj; ki = j=-ik;
kosullarin1 sagladigi bilindigine gore bu vektorlerin birlesimi olan
g=w+ix +jy+kz
dortlii yapisina “kuaterniyon” denir (Hamilton, 1844).

Iki q, =w, +x,i+y,j+zk ve q, = w, +x,i +y,j+zk kuaterniyonu

verilsin. Kuaterniyon cebri asagidaki gibi tantmlanmaktadir:

Tammm 2.3.2: q, ve q, kuaterniyonlarinin toplamm ve farki

Qo £q, =(W, +x i +y,j+z, k)£ (w, +xi+yj+zk)

=Wy W)+ X, 2x)Di+(y, £y)j +(z, £z)k

ile tanimlidir.



Tamm 2.3.3: q, ve q, kuaterniyonlarinin “carpim’”

qod; = (W, + Xl +¥oj + 2 K) (W, +xi +y,j+2K)
= (WoW, - XX, - Yo, - ZoZ )+
(WoX, + XW, +Y,Z, -2,y,)i+
(Woy, - XoZ; + YW, +ZoX,)j+

(Woz, +X,Y, - YoX, +z,w, )k
olarak elde edilir.
Tamm 2.3.4: q= w + xi + yj+ zk kuaterniyonunun “‘eslenigi”
gq¥=(w+xi+yj+zk)*=w-xi-yj-zk
ile verilir.

Tamm 2.3.5: q= w + xi + yj+ zk kuaterniyonunun ‘“normu”
N(@=NW+xi+yj+zk)=w’ + x> +y* + 2
seklinde tiim bilesenlerinin karelerinin toplamina esittir.

Tamm 2.3.6: Bir q kuaterniyonunun “tersi” q”' = g/N(q) ile bulunur

(Shoemake, 1987).

Tanmm 2.3.7: ¢ # 0 olmak iizere p kuaterniyonunu bir ¢ kuaterniyonuna bolmek

1

icin kuaterniyonlarda degisme oOzelligi olmadigindan p yi q° ile carpmak

erekir. -
8 I =pq

carpimina p nin q ile “soldan boliimii” denir. Benzer sekilde sagdan boliimii de

tanimlamak mumkiindir.

Tanmm 2.3.8: qo = cos @ +§0 sin@ bir birim kuaterniyon, §0 birim vektor
olmak iizere, q, birim kuaterniyonuna ‘“kuaterniyon operatorii” denir. Boylece
bir q, kuaterniyon operatorii ile §0 ekseni etrafinda 6 acis1 kadar dondiirme

hareketi saglanir (Yang, 1963).



2.4 Kuaterniyon Cebri icin Bir Uygulama Calismasi:

Bu calisma i¢in kuaterniyon cebrindeki tiim cebirsel islemler C++
programinda ile yazilarak kuaterniyon hesap makinesi kodlari olusturulmustur,
(Bkz. Ek1). Sonrasinda Hesap makinesinin gorselligini artirmak igin C#
programindan kullanilmistir. Programi paket program tarzinda hazirlayarak
kurulum asamasim daha kolaylastirmak i¢in ve ayrica C# programini yiikleme
geregi duymadan dogrudan bilgisayara indirebilmek icin hesap makinesinin kendi
kurulumu olusturulmustur. Kuaterniyon Cebri Hesap Makinesi Programin
bilgisayara yiikledikten sonra masaiistinde Sekil 2.1 deki klasor simgesi

goriilmektedir.

| ¢

Ed -
RUaCEETt o]

Sekil 2.1 Kuaterniyon Cebri Hesap Makinesi Programinin klasor simgesi

KUATERNIYON
Kuatermipan Skalerle Carpimi {ki Kuaterriyan un Farks
Bilegenlerini Giriniz : i Sk aler Degenini Giririz | : Birinici Kuaterripon | E
- — - Bileganlei Girniz I i ikinci Kuaternipon | '
[ Bilegenlen Goster } I Terzni Bul ] S =

I Wormunu Bul ] I Eslenigini Bul ]

iki Kuiaternipon un Carpm

e Welerek Dondume Birinci Kuatermipon | | Kuatemivan Toplam
Diznme Agran Girniz 3 _: [kinci Kuatemiyan |" | ey
: 7 Kuatemivon Sapisin Giniz | |
-1
Didnme Dodrubusunu Girniz -~ ; i e
= Kuatemiyonlan Ginniz |
[ssi
1
Dondurlecek Vektari Giiniz \ | |
; [ssiin Derecesi | |
Bilesenlei Ginriz i | O —

Fauterriyan Taplami

Sekil 2.2 Hesap Makinesinin Veri Girme Sayfasi



Klasorii tiklayinca Sekil 2.2 deki gibi hesap makinesinin veri girme sayfasi
acilir. Veri girme sayfasinda kuaterniyonun bilesenlerinin girilmesi, skalalerle
carpim, iki kuaterniyonun toplami, farki ve carpimini hesaplattiran butonlar
vardir. Boylelikle kuateniyonlarla yapilan geometrik islemler daha hizli ve
giivenilir bir sekilde hesaplatilabilecektir. Ayn1 zamanda hesap makinesinde bir
vektoriin  kuaterniyon yardimiyla dondiiriilmesini ve dondiiriilmiis vektoriin
bilesenlerini hesaplamak miimkiindiir. Simdi hesap makinesindeki her bir butonun

isleyisini orneklerle gorelim:

Ornek 2.4.1: g =10+ 128, + 158, + 20€; kuaterniyonunu hazirladigimiz
hesap makinesinde bilesenleri girildikten sonra bilesenleri bazlar1 ile birlikte bir

mesaj kutusu icinde versin. Sonra girilen kuaterniyonun tersi, normu ve eslenigi

hesaplatilsin (Bkz.Sek. 2.3).

F.uatermiyon

Bilesenlerini Giriniz 110121520 i

Bilesenler [g]

l Bilegenler Goster ] [ Terzini Bul ] 10e0 12el 15=2 20e3

[ Morrmunu Bul ] [ E glerigini Bul ]

() (b)

Quanternion un Tersi

10e0 12el 1522 2083

Tersi = 0,33922676577637%e0 -0,407072115931655e1 -0,50854014566456% e -0,673453531552755e3

Tararn

(©)

Eslenigi

Maormu = 29,4758059459674 Eglenigi = 1020 -12e1 -15e2 -20e3

Tarnarm Tamam |

(d) (e)
Sekil 2.3 Verilen Kuaterniyonun (a)bilesenlerini klavyeden girme

(b) bilesenlerinin bazlarla yazilist (c) tersi (d) normu (e) eslenigi
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(")l'nek 2.4.2: qi. = 1+ 381 + 5é>2 + 783 ve [, = 2+ 4‘81 + 652 + 883

kuaterniyonlariin kuaterniyon carpimi hesaplatilsin (Bkz. Sek. 2.4).

iki Kuaternivan un Carpim Carpim EJ

Birinci Kuaterniyon (1357 | Birinci Quaternion = 1e0 3el 5e2 7e3
Ikinci Quaternion = 2el 4el fef 8e3

Ikinci Kusternivan |24E8 ! Catpim = -96e0 8ol 2082 2083

[ Carp ]

() (b)

Sekil 2.4 Verilen kuaterniyonlarin (a) bilesenlerinin klavyeden girilisi (b) carpimin sonucu

Ornek 2.4.3: q; = 1 + 2€; + 38, + 4€; kuaterniyonunun 5. dereceden kuvveti

alinsin (Bkz. Sek. 2.5).

[Dzsii
Usziin Derecesi :5 |
Bilesarler Giriniz 1234 i

e — glls = 0eO 1250e1 1875e2 25003

(a) (b)

Sekil 2.5 Verilen kuaterniyonun (a) bilesenlerinin klavyeden girilisi (b) iissii

Ornek 2.4.4: q; =1+26, +36, +48;, g, =1+ 28, +36, +48; ve
ayrica q3 = 1+ 2€, + 3€, + 4€; kuaterniyonlarinin toplami hesaplatilsin (Bkz.
Sek. 2.6).

Euaternivon Toplanm

Fuaternivon S avizim Ginniz i3 i

Euaterniyonlan Giriniz [122412241234 |

lel Zel 3eZ 4e3
led Zel Je2 4e3
1le0 2Zel Je2 4e3

Toplam = 3e0 6el 9e2 1Ze3

[ Kauternivon Toplanm ]

(a) )

Sekil 2.6 Verilen kuaterniyonun (a) bilesenlerinin klavyeden girilisi (b) toplami1
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Ornek 2.4.5: q; = 2 + 108, + 3&, + 14€; kuaterniyonu 5 skalerli ile ¢arpilsin
(Sekil 2.7).

Skalerle Carpirmi
Skaler Dederini Giriniz |5 | Skalerle Carpimi X
Bilegenleri Girniz 210314 | Carpim = 10e0 S0el 15e2 70e3
Skolete Garp
(@ (b)

Sekil 2.7 Verilen kuaterniyonun (a) bileseninin klavyeden girilisi (b) skalerle ¢arpimi

Ornek 2.4.6: Dénme agis1 6 = 30 dénme dogrultusu $* = (0,0,1) olmak iizere ¢*

= cos @ + $*sin@ kuaterniyonu ile (2,3,4) vektoriinti dondiirerek dondiirtilmiis vektoriin

koordinatlar1 hesaplatilsin (Bkz. Sek. 2.8).

A Werlerek Dondlrme
Donme Acizn Giriniz |§E_I

Dionme Dogrultuzunu Ginniz IEE 1 |

-Dinme Matrisi-

Dindiiriilecek Vekitri Giiniz |23 4 |
Selua R 0,566025624916837 -0,499999516987256 D
0,499999616957256 D,366025624916837 O
001
(a) (b)

Dondiiriilmiis Vekior

< 0,232052395571906 3,59807610572502 4 =

Tarmarm

(©
Sekil 2.8 Verilen kuaterniyonun (a) donme acisinin klavyeden girilisi

(b) donme matrisinin hesabi (¢) vektoriin dondiiriilmiis hali
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2.5 Dual Kuaterniyonlar
Tanmim 2.5.1: Dual vektorlere benzer sekilde iki reel kuaterniyon

{ q=d+aé, +bé,+ cé;
q* - d* +a*§1 +b*52 +C*é)3

olmak iizere Q = q + £q*,&? = 0 seklinde tamimlanan ya da
D=d+ed", A=a+e¢ea*, B=b+¢eb*, C=c+ec*
dual sayilart i¢in
Q=D+ Aé; + Be, + Ce,
biciminde yazilan dortliiye “dual kuaterniyon’ denir.

Dual kuaterniyonlar cebri asagida verilmistir:

Tamm 2.5.2: Iki “dual kuaterniyonun toplamy” karsilikli olarak bu iki
kuaterniyonun reel ve dual kisimlarinin toplamiyla elde edilir. Ayni1 kaide fark

icin de vardir,

Tanim 2.5.3: 1ki dual kuaterniyon

{Q=q+€q*
P=p+ep”

olsun. iki “dual kuaterniyonun carpini”
QXP=qXp+e(gxp +q xXp)
PXQ=pXq+e(xq +p" xq)
ile verilir. Dual kuaterniyon ¢arpimlari, genel olarak komutatif degillerdir.
Tamm 2.5.4: Bir Q = g + €q* “dual kuaterniyonunun eslenigi”
Ko =K, + €K, = D — Aé; — Bé, — Cé;

olarak tanimlanuir.
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Tamm 2.5.5: Q X (KQ) carpimina Q “dual kuaterniyoun normu” denir ve N,

ile gosterilir.
Tamim 2.5.6: Bir Q “dual kuaterniyonunun tersi” Q"' = Q/N(Q) ile tanimlanur.

Tammm 2.5.7: Q #0 olmak iizere P kuaterniyonunu bir Q kuaterniyonuna
bolmek igin kuaterniyonlarda degisme ozelligi olmadigindan P yi Q' ile

carpmak gerekir. R; = PQ ™" carpimina P nin Q ile soldan “boliimii” denir.

Benzer sekilde sagdan boliimii de tanimlamak miimkiindiir.

Tamm 2.5.8: A ve B iki birim dual vektor olsun (Bkz. Bolim 5). Ave B birim
dual vektorlerinin arasindaki dual ag1 ® = 6 + €6* olsun. 8" = 0 ise olusan
Q* = cos®+ @*sin® dual kuaterniyonuna “donme operatorii”’, 8 = 0 iken
olusan dual kuaterniyona ‘“kayma operatorii” ve 6 # 0,0" # 0 durumunda

olusan dual kuaterniyona ise “vida operatorii” denir (Yang, 1963)(Bkz Sek.2.9).

Sekil 2.9 Vida hareketi (Hacisalihoglu, 1983).



14

3. OKLiD UZAYI
3.1 Temel Kavramlari

Tamm 3.1.1: Oklid geometrisine gore iki A(x,y) ve A;(x;,y,) noktalari

arasindaki “wzakhk” d,, = V(= x)% + (y; — y)? formiilii ile tanimlanur.

Tanim 3.1.2: [ ve [; dogrularinin denklemleri y =kx+s ve y; = kix + 54

ki—k
kkq+1

dir ve dogrular arasindaki &;;, agisiigin tan &y, = formiiliine “‘iki dogru

arasindaki acinin tanjantr” denir.

Tamm 3.1.3: [ ve [; dogrularinin x-ekseni ile yaptiklar1 agilar ¢ ve ¢, olmak

lizere; tan @ = k,tan @, = kq icin

tang; —tangp  ky—k
1+tang,-tang kk; +1

tand;;, = tan(p; — @) =

formuliine ““iki dogru arasindaki ac¢1” denir. Eger k = k; egimleri esit ise [ ve [;

birbirine “paraleldir” denir ve dogrular arasindaki &;;, agis1 sifir olur.

Tanim 3.1.4: |s; — s| ifadesi [ ve l; dogrular arasindaki y ekseni tizerindeki

dogru parcasinin uzunlugu olmak iizere

uzakligina “paralel dogrular arasindaki uzakhk” denir. Her bir [ ve [;

dogrularinin x ekseni ile yaptig1 a¢1 ¢ olmak iizere

1

cos @

VkZ+ 1= /tang?+1=

olur. Dikkat edilirse 6;;, ve d;;, lerin nitelikleri farklidir. §;;, agisal 6l¢ii birimi

dy;, ise uzaklik birimidir (Yaglom, 1979).
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3.2 Oklid Uzayinda Mekanik Bir Uygulama

Bu calismada, engebeli arazi aracimin uygun arazi modellenmesi ig¢in,
Bilgisayar Destekli Geometrik Tasarim (BDGT) teknikleri ile yeni bir yaklasim
sunulacaktir. Arazi yiizeylerinde {i¢ boyutlu kiibik bir egri, test yolu olarak
alinmis ve tekerlek modellemesi i¢in iki farkli geometrik metod verilmistir:
Birinci metotta tekerlekler oskiilator cemberler olarak diistiniilmiis ve ikinci

metotta ise tekerlekler oskiilator kiire olarak alinmugtir.
3.2.1 Onbilgiler ve Tarihge:

Siispansiyon sistemi aracin tekerlek sistemiyle ilgili bir mekanizmadir.
Siispansiyon sistemi olusturulurken bilmemiz gereken en Onemli sey engebeli
arazilerde yol alirken ani ve degisen pozisyonlardan onu nasil koruyacagimizdir,
(Kilit, 2005). Bu nedenle, bircok tekerlek cesidi, siispansiyon sistemini dizayn

etmek i¢in yiizyillardir tiretilmeye devam edilmistir.

Birlesik devletler “rocker-bogie” tasarimi ile ilgilenerek 1997 de Mars

Pathfinder “Sojourner” araci ingaa edilmisti, (Patel et al., 2002).

“Bogie” terimi eski demir yolu sisteminden gelir. Bogie, alt1
tekerleklerden olusan ve egrilen ray boyunca mil etrafinda donen trenin alt
takimidir. “Rocker” terimi de diferensiyel tasarimindan gelir. Rocker tekerlekle
ara¢ govdesini cesitli pozisyonlarda sallanmaya bagli olarak dengede kalmasini
saglar (Thianwiboon et al., 2001). Bu yiizden engebeli arazi modellemeleri ve

ara¢ tekerlek yapilar1 geometrik metodlar kullanilarak dizayn edilmelidir.

Son ¢alismalarda, engebeli arazi icin iki boyutlu iiclincii mertebeden egri
kullanilmis ve tekerlekler bu mekanizmanin kinetik 6zellikleri kullanilarak elde

edilmistir (Kilit, 2005).

Ancak bu ¢aligmalarda yol yapisinin iki boyutlu oldugu varsayildigindan
bu coziimlerin, gercekci ii¢ boyutlu uzay goriintiisii icin yetersiz kaldig

goriilmektedir.

Bu calismada engebeli araziler icin BDGT da kullanilan {i¢ boyutlu ii¢iincii
mertebeden parametrik kiibik egrilerin interpolasyon teknikleri kullanilmistir.

Rocker-bogie govdesindeki tekerleklerin siispansiyon mekanizmasi, oskiilator
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cember ve oskiilator kiireler ile 3 boyutlu uzayda diferensiyel geometrik
yontemler kullanilmasiyla elde edilmistir (Goetz, 1970; Heinrich, 1963; Gray,
1997).

3.2 .2 Engebeli arazi icin BDGT interpolasyon metodu

,5’ (1), egri iizerindeki bir nokta olmak iizere bir parametrik kiibik egri

3@):2&;" 0<t<I, 3.1)

ile tanimlanir. (3.1) denkleminin agik hali
B)=ar +a* +ar' +a, 0<r<lI (3.2)
dir. Bu esitlik A(¢) nin ii bilesenine
x(t)=a, t’ +a, " +a, t' +a,,
y(0) = ay,t’ +a, 1> +a ' +a,,
) =a, ' +a, 1> +a, t' +a,,

biciminde ayrilabilir. Yukaridaki denklemi ¢6zebilmek icin, bilinmeyen on iki
katsayi, cebirsel katsayr olarak bilinmeli ve belirtilmelidir. Degisken degerli
egrinin seklini kontrol etmek zordur. Daha iyi bir yaklasim icin geometrik
kisitlamalar1 saglayan uygun sinir sartlar kurulmalidir. Sinir sartlari oniki cebirsel
katsayinin hesaplanmas1 icin gerekli olan oniki denklemi kurmaya uygun
olmalidir. Herbir boliimiin bilinen u¢ noktalarinin koordinatlar1 ihtiya¢ duyulan
oniki denklemin altisindan elde edilir. Diger alti denklem, u¢ noktalardaki iki
teget vektoriin bulunmasiyla elde edilir. Teget vektorlerinin dogrultulari, egrilerin
u¢ noktalarindaki egimleriyle bulunur. Ug¢ noktalarindaki teget vektorlerinin
biiyiikliiklerindeki degisiklikler egrinin seklinin degisimini gosterir (Bkz. Sekil
3.1).
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Sekil 3.1 Kiibik splaynin u¢ noktalar1 ve teget vektorleri

Bir kiibik egriyi tanimlamak i¢in u¢ noktalarinin ve teget vektorlerinin
kullanilmas: islemi bir Hermit interpolasyonu formundadir. Herbir kiibik egri

parcasi 0 dan 1 e parametrelenir, boylece iki u¢ noktasi, t parametrik degiskeninin
limit degeri olan B(O) ve B(l) ye karsihik gelir. (3.2) denkleminde t = 0 ve

t = 1 yerine konulursa, iki u¢ noktalariin vektorleri ve
,3(0)2670 ﬂ(l)=ﬁ3+52+&1+50

cebirsel katsayilar1 arasindaki iligkisi bulunmus olur. Teget vektorlerini

bulabilmek icin (3.2) denkleminde t ye gore diferansiyellenebilmesiyle
B0) =3a, 1* +2a, t +a,

bagintist bulunur. U¢ noktalarindaki teget vektorleri =0 ve t=1 yerine

konulmasiyla

L) =aq, p(1)=3d,+2d,+a,

bulunur. (3.2) denklemindeki a, cebirsel katsayisi, u¢ noktalarinin ve teget

vektorlerinin sinir sartlart agikga
d,=p)  a=p0)
d, ==30)+3(1)-25O)- (1)

d, = 280)-28(1)+ B(0)+ B (1)
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seklinde yazilabilir. g, nin bu degerlerini (3.2) denkleminde yerine yazip tekrar

diizenledigimizde
B(0)=2631+H) BOYH=2643) (1) HE=21*+) BOWE—2) (1)

bagintis1 bulunur. B(O), B(l), ,5” 0) ve ,B' (1) degerleri geometrik katsayilar olarak
adlandirilirlar ve bilinen vektorlerin niteliklerini  gosterirler. Bu  vektor
biiyiikliiklerinin polinom katsayilar1 genellikle “blending fonksiyonlary” olarak
bilinirler. T parametresini bu blending fonksiyonlarda O dan 1 ye kadar

degistirerek egri parcasinin iizerinde cesitli noktalar bulunabilir (David, 1990).

Ornek 3.2.1: Burada BDGT kullanilmasiyla bir kiibik splayn

modellemesinin bir bilgisayar programi vardir (Bkz. Sekil 3.2).

Sekil 3.2 Kiibik splayn modellenmesi

3.2.3 Yeni bir tekerlek yapisi icin baz1 diferensiyel geometrik yaklasimlar:

Arazi aracinin engebeli zeminde daha kararli hareket etmesi i¢in tekerlek
slispansiyon mekanizmasi, piiriizlii zeminle giiclii bir temas kurmalidir. Bu
sebepten temas problemini ¢dzebilmek i¢in bircok metod olusturulmustur. Burada
iki tane tekerlek modelleme teknigi sunulmus ve geometrik acgidan ele alinarak
incelenmistir. Birinci metod {i¢ boyutlu uzayda tekerlekleri oskiilator ¢ember
olarak gosterir. Ikinci metodda bir kiiresel tekerlek yapisi kullanilmis ve bu

diisiince ti¢ boyutlu kiibik splayn iizerinde uygulanmistir.
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3.2.3.1 Uc boyutlu uzayda cemberlerle arac tekerleklerinin modellenmesi

Bu boliimde ii¢ boyutlu uzayda ¢ember tekerleginin yeni bir geometrik

metodunu sunacagiz. Bir arazi zeminini asagidaki gibi tanimlayabiliriz:

B = (x(0), 3,0, 7,00 = O Y are,).

j=1i=0

Sekil 3.3 den goriiliiyor ki (f) kiibik splayn egrisi (x,, y,,z,) degme noktasinda

tekerlege deger. Uc boyutlu uzayda bir P ¢emberi
P= Ca‘+Rl cosal + R, sin aV

denklemi ile gosterilir. V vektorii diizlemin birim normal vektorii, C cemberin
merkezi, R, yaricap, U vektorii C den ¢ember iizerindeki bir noktaya olan bir
birim vektor olsun. & , x-ekseni ve (x,,y,,Z,) noktasindaki egrinin tegeti

arasindaki agidir. P egri lizerinde bir noktadir (Bkz. Sekil 3.3).

Sekil 3.3 Ug boyutlu uzayda bir gember

Bu denklemde P noktasinin degme noktasi olarak alindiginda

ﬁ: (-x09y0’Z0)

olur. Tekerlegin konumunu elde etmek i¢in asagidaki denklem ile verilen ii¢

boyutlu ¢cemberin merkezine ihtiyacimiz vardir:
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—

C=P—R cosall —R sinaV
= (X,, Y, 2,) — R, cosalU — R, sin aV (3.3)

Tekerlegi bu yolla tanimlayabilecegimiz asikardir. Ciinkii tekerlek merkezi Sekil
34 de goriildigii gibi egri boyunca tiim kiibik splayn koordinatlarinin
hesaplanmasi ile bulunabilir.

Sekil 3.4 Ug boyutlu uzaydaki Cemberlerle Tekerlek Modellemesi

. . 3 3 - i o o+ e . 1 *  .s
P(t,t,,t,) ¢emberinin ,b’(t)zzizoait egrisini t,1,,1, gibi ii¢ noktada
kesitigini diisiinelim. Bu iki 7,,#, noktalar egri iizerindeki her ¢ noktasina

sonsuzda yakinsaktir. Boylece P(t,t,,t,) cemberinin limiti ¢ noktasinda

“Oskiilator cember” olarak adlandirilir ve

lim P(,1,,1,)

1‘1 ,t2,1‘3 —t

formulii ile gosterilir.

lim
t1,t2 —t

/@ /@
1t € t=

Sekil 3.5 Ug boyutlu uzayda oskiilator cember
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Oyleyse R, oskiilatoér ¢emberinin yarigap formuliiniin kullanilmastyla

asagidaki denklemi tanimlayabilecegimiz goriilir (Bkz. Sekil 3.5).

B> 1

JBxp) ki

Burada k, , () egrisinin P noktasindaki egriligidir. Sekil 3.6 daki kiibik splayn

R =

tizerinde egriliklerin degisimlerinin bir 6rnegi yer almaktadir.

——  curvature

variation of the curvature 28579,00000

70000,00000

§0000,00000 ""‘1

50000,00000 \

40000,00000 f ‘.

30000,00000 ! \ '

20000,00000 = '

10000,00000 / \ " L

i

O.m&]:l T L} T L] T T L] T T T T T I
Q
Qﬁ" 0- Q‘}

H Q
Q}@b‘ Q@ QQ' N

Sekil 3.6 Bir kiibik splayn iizerindeki egrilik degisimlerinin bir 6rnegi

3.2.3.2 Uc boyutlu uzayda arac tekerleginin kiireyle modellenmesi

Bu boliimde, arag¢ i¢in geometrik tasarim metodlarini kullanan yeni bir
bogie sistemi yapilandirilmaya calisilmistir. Daha Once aciklandigi gibi, bu
calismada, daha fazla gerceklik alabilmek i¢in ii¢ boyutlu uzayda tekerlek-yol

degme modelini hesaba kattik. Ug boyutlu uzayda S(z,,,t,,t,) kiiresini tekerlek
egrisi ve arazi yolunu ise yine B(t) = Zloaiti 0<t<1, t¢ boyutlu parametrik

kiibik egrisi olarak diisiindiik. Burada yeni bir bogie sistem i¢in
x, = Rcosa

v, = Rssina

<. :VR22—R12
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gibi 6zel bir kiire denklemi kullanilmistir (Bkz. Sekil 3.7).

Sekil 3.7 Ug boyutlu uzayda bir kiire

Burada, tanimlanan kiirenin merkezi (x.,y.z.), yaricapt R, ve (3.3)

denklemindeki oskiilator ¢emberinin yaricapt R, dir. Kiire merkezinin,
(X9, ¥-2,) noktasina oOtelenmesiyle merkez noktasinin koordinatlarini tekrar

bicimlendirirsek
X, =x,+Rcosa

Y, =Y, +tRsinax

Zc:ZO—i-\JIQZZ_IQI2

olur. #,,t,,t; noktalar1 parametrik kiibik egri iizerinde herhangi bir ¢ noktasina

yakinsadiginda S(t,¢,,¢,,t;) kiiresinin limitine

S = lim S(t,tl,tz,t3)

1:ty 13—t

¢t noktasindaki “Oskiilator Kiiresi” denir (Bkz. Sekil 3.8).

lim
te g —1t
.
2 T

Sekil 3.8 Ug boyutlu uzayda oskiilator kiire

t1

t t=
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Oskiilator kiiresinin yaricapi

R’=(R)’ +[kiRl,]2

2

denkleminden elde edilebilir. Bu denklemdeki k&, sembolil, (x,,Y,.2,)

noktasindaki egrinin burulmasini gosterir. Boylece kiiresel tekerlegin merkezini
ve yaricapini hesaplamis oluruz, ayrica kiiresel tekerlek bogie sisteminin

tasartmini gerceklestirmis oluruz (Bkz. Sekil 3.9).

Sekil 3.9 Uc boyutlu uzayda kiiresel tekerleklerle arac modellenmesi

3.2 .4 Sonuclar

Bu calismada engebeli arazi modellemesi icin BDGT deki interpolasyon
metodu kullanildi. Bu metodun kullanilmasiyla arazi {izerinde bir yol, u¢ noktalar
ile kolayca kontrol altina alinabilir. Sonra, iic boyutlu arazi iizerindeki bir arag
icin bazi tekerlek cesitleri diisiiniildii. Yapilandirilan bu tekerlekler diferensiyel

geometrik dzelliklerle incelendi.

Sonug olarak; bu metodlarin, ii¢ boyutlu uzayda BDGT deki kiibik splayn
interpolasyonlar1 ile bir arazi aracinin hareketini gelistirmek i¢in ileri kontrol

etmede kullanilabilecegi anlasildi, (Kusak and Caliskan, 2009).



24

3.3 Oklid Uzayinda Déniisiimler

Tanmm 3.3.1: Bir nesnenin x-eksenine gore veya y-eksenine gore ayni
dogrultudaki degisimine “iki boyutlu oteleme (2D-translation)” denir. Bir
nesnenin ii¢ boyutlu koordinat sisteminde belirtilen tiim noktalarinin x, y ve z
koordiatlarina sirastyla Ax, Ay ve Az Gteleme miktarlarimin eklenmesine “Ug

Boyutta Oteleme ( 3D-Translation )” denir.

Tanm 3.3.2: Olcekleme islemi, bir nesnenin boyutunun x ve y eksenleri
yoniinde degistirilmesine “iki boyutlu oOlcekleme (2D-Scaling)” denir.
Olgekleme islemi, bir nesnenin boyutunun x,y,z eksenleri yoniinde

degistirilmesine “‘ii¢c boyutlu élcekleme (3D-Scaling)” denir .

Tanim 3.3.3: y ekseninin x ekseni ile saga dogru meyilli hale getirilmesine *‘iki

boyutlu eksenel meyillendirme (Shearing)’denir (Bkz.Boliim 7).

Tamm 3.3.4: Bir nesneyi tanimlayan noktalarin bir referans noktasi etrafinda bir
[ acis1 kadar dondiiriilmesine “iki boyutlu eksenel dondiirme(Rotating)”
denir. Nesnenin x,y,z —eksenleri etrafinda belirli agilar altinda dondiiriilmesine

‘““lic boyutlu eksenel dondiirme (Rotating )’ denir.

Tanmmm 3.3.5: Nesnelerin simetrik gorintilerine “iki boyutlu yansima
(Reflection)” denir. Nesnenin x, y, z—eksenlerine gore simetrik goriintiisiinii

almaya “ii¢ boyutlu yansima (Reflection)”’denir, (Rogers et al.,1989).
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3.4 Oklid Diizlem Déniisiimlerinin Bir Kinematik Uygulamas

Bu calismada, iki metal diizlem levhadan, biri sabit iken digerinin shear
hareketi ile esnemesi sonucu olusan diizlem hareketi incelenmektedir. Diizlem
hareketlerinde, genel olarak, iki diizlem birbirinin aymidir. Hareketli diizlem
iizerinde alinan sabit noktanin hareketi, hem dénme, hem 6teleme doniisiimleri ile
tanimlanmaktadir. Ancak diizlemlerin birbirine gore hareketleri incelenirken
deformasyonlar gozoniinde bulundurulmamaktadir. Burada levhalardan birinin
sabit, digerinin fiziksel bir etki ile deformasyona wugratilmis oldugunu
diistiniiyoruz. Diizlemdeki bu deformasyonu shear hareketi ile gosterecegiz.

Boylece hareket sonucu olusan hiz bagintilarin1 ve pol egrisini hesaplayacagiz.

Geometrik tasarimda nesnelerin hareketleri i¢in donme, 6teleme, dlcekleme
ve shearing gibi cesitli doniisiimler kullanilmaktadir, (Rogers et al.,1989).
Kinematikte diizlem hareketini, koordinat sisteminden dolayi, donme ve Oteleme

doniisiimleri ile tanimlariz, (Mller, 1963).

Kinematikte, diizlemsel harekette kullanilan diizlemler birebir aynidir.
Teorik olarak bu miimkiindiir ancak bazi fiziksel kosullarda diizlemin yapisinda
bir deformasyon s6z konusu olabilir. Diizlem bir metal levha olarak alinirsa,
1sidan dolay1 bir deformasyon olabilir, ya da diizlem plastik bir yapida ise
esnemeden kaynaklanan deformasyon almabilir. Biz caligmamizda olusabilecek
bu deformasyonlari shearing (kirpma-kaykilma) hareketi ile geometrik olarak
anlamlandirtyoruz. Artik burada hareketimizi shearing ve Oteleme ile
tanimhiyoruz. Boylelikle diizlemsel harekete, bu anlamda yontem olarak

kinematige baska bir agidan bakmis oluyoruz.
Diizlem hareketinde baz vektorlerinin donme hareketini
é, = @é,cosp + é,sing
8, = —8;sing + &, cos @

denklemleri(Bkz. Tanim 3.3.4), diizlemler arasindaki otelemeyi(Bkz. Tanim

3.3.1) ise
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1_1.) = é)lul + é)zuz
denklemiyle gosteriyoruz. (x,y) noktasina shear doniisiimii uygularsak

(x,y) = (x,ax +y)

yazilabilir(Bkz. Tanim 3.3.3 ve Bolim 6). Burada a sayisi aciyr verir.
Calismamizda diizlemin baz vektorlerini shear doniisiimii altinda doniistiiriiyoruz.
Sonra iki diizlemin arasindaki oteleme vektoriinii tamimlayarak hareketimizi
shearing ve Oteleme hareketiyle olusturuyoruz. Hareketimizde E hareketli
diizleminin ortogonal olmayan birim catis1 {0, e;,e,} olsun. E sabit diizleminin
ortogonal gatisin {0', e;, 5} alalim. Bu iki koordinat sistemini E ve E diizlemleri
ile temsil edecek ve hareketli koordinat sisteminin sabit koordinat sistemine gore
bir parametreli hareketini ele alacagiz, ve bdylece calismamizda diizlemsel
hareketi, oteleme ve shearing hareketleri ile tanimlamis olacagiz. Hareketli
sistemin baglangi¢ noktasindan sabit sistemin baslangi¢ noktasina giden Gteleme

vektorii

B

00, == 1_1.) == é)lul + é)zuz

seklindedir. Her iki koordinat sisteminin birbirine gore yaptiklar1 aciy1 shearing
katsayist olarak alalim. Bu durumda hareketli diizlemin birim baz vektorlerini

shearing doniisiimii ile asagidaki gibi verebiliriz:

€1=€1

- (] >/ 1
e, =e; Tito? +e, Tiio? (3.4)

Tanmm 3.4.1: 1 6teleme ve ¢ shear doniisiimleri altinda tanmimlanan E ve E’
diizlemsel hareketine ‘“‘shear doniisiimlii bir parametreli diizlemsel hareket”

denir ve Hg; = E/E’ seklinde gosterilir.

Uy, Uy, @ biiylikliiklerini asagidaki gibi t (burada t parametresi zaman
olarak kabul edilebilir) temel parametresinin yeterli derecede tiirevlenebilen

fonksiyonlar1 oldugunu varsayalim:

up = uy () Uy = Uy (t) ® =¢(t)
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fonksiyonlar1 tanimlidir. Hareketli E diizlemi ve sabit E diizlemi iizerinde alinan
bir X noktasinin koordinatlari, sirasiyla, (xq,x,) ve (xi,xé) olsun. Bu noktalara

karsilik gelen konum vektorleri
X = 0X = 8,x, + &,x,
X'=0% =8éx, +éx,
biciminde ifade edilebilir. Bu durumda vektorel toplama kuralindan
0X=00+0X =—00 +0X

= _ﬁ + .7_(') = 51(—u1 + xl) + 82(_'“,2 + xZ) . (35)

=1

bagintist elde edilir. X noktasinin x4, x, koordinatlar1 ¢ zamanindan bagimsiz ise
yani X4, X, sabit ise X noktasinin hareketli E- diizleminde tespit edilmis oldugunu
diistiniir veya kisaca X , E nin bir noktasi, tersine olarak xi, xé sabit sayilar ise X ,

E' de sabit kalir veya X E " nin bir noktasi olur.

3.4.1 Tiirev Denklemleri:

Bir X noktasinin hem sabit hem hareketli diizleme gore hizlarini arastirmak i¢in
hareketin tiirev denklemlerini elde etmemiz gerekir. Bunun icin & ve &,
vektorlerini sabit kabul ederek (3.4) denklemlerinin ¢ zamanina gore tiirevleri

hesaplanir.

Teorem 3.4.1: Shearing doniisiimii ile tamimlanan Hg, = E/E" diizlemsel

hareketinin {€,, €,} baz vektdrlerinin t zamanina gore tiirevi

e = 0

5 (p > (P(P -
e, = eq4 —

2 J1+¢? 1 149272

seklindedir.
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Ispat: E diizleminde t ye gore tiirev alirken é; ve &, baz vektorlerini sabit olarak

diisiinmeliyiz. Bu yilizden tiirev denklemleri

> _ > _ 51 _ (péz
G=0 ve &= o (Fni)

seklinde bulunur.

Teorem 3.4.2: Hs; = E/E bir parametreli diizlemsel hareketin t zamanina gore

tirevi

olarak elde edilir.

Ispat: U = é;u, + é,u, vektoriiniin tiirevini alirken €; ve &, vektorleri hareketli

diizlemde alindig icin bu vektorler sabit olmayacagindan

ﬁ = é>1u1 + 511'1,1 + é>2u2 + 82172

. . é Qé :
=O.u1+51u1+§0( L z )u2+é>2ﬁ2

JiteZ  (1+9?)

2 . (Puz > (p(p N
= 1(“1 +—‘W>+e2 (o + i)
elde edilir.

Tanmm 3.4.2: Shear doniisiimii ile yeniden yapilandirilan Hgy = E/E’ bir
parametreli hareketinin tiirev denklemleri

® P -

61:09 € = 1+(p261_1+q)262’

— -

. Quy = QP
u=|u +—=je +(u +—u)
( 1 \/TW) 1 27 1422
baz ve Otleme vektorlerinin tiirevleri ile verilir.

Tanim 3.4.3: Hareketin tiirev denklemlerinde gecen ¢ tiirevine shearing

doniisiimiiniin ““acisal hiz1” denir.
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3.4.2 Bagil, Mutlak ve Siiriiklenme Hiz Vektorlerinin Birlesimi

E diizlemi E' diizlemine gore bir parametreli bir hareketi gerceklestirirken bir
X noktas1 da hareketli E diizlemindeki yerini ¢ zamam ile degistirsin. Boylece
olusan hareketten bagil, mutlak ve siiriiklenme hiz vektorleri olmak tizere ii¢ farkli

hiz olusur.

Tammm 3.4.4: E iizerindeki (X) egrisine ait olan X noktasinin E ye gore hiz

vektorii , X noktasinin “bagil iz vektorii” olarak adlandirilir ve ¥, ile
1‘_7)7‘ - )_() == é)lx_.)l + é)zx_.)z
biciminde tanimlidir.

Tamm 3.4.5: E iizerindeki (X') egrisine ait olan X noktasinin E  ye gore hiz

vektorii, X' noktasinin “mutlak hiz vektorii” olarak ve v, ile

-

VU, = i+ X
biciminde tanimlidr.

Tanm 3.4.6: H;; = E/E’ diizlemsel hareketinde, E hareketli diizlemi iizerinde X
noktas1 sabit kalirken X noktasinin E diizlemine gére hiz vektoriine X noktasinin

“sitriiklenme hiz vektorii” denir ve ¥y ile gosterilir.

Teorem 3.4.3: Hg; = E/E' hareketinde mutlak hiz vektoriinii, bagil hiz ve

siiriiklenme hiz vektorlerinin toplamina esittir, yani ¥, = ¥ + ¥, dir.

Ispat: Tamm 3.5.2 ve Tanim 3.5.4 iin kullanilmasiyla (3.5) denkleminin t

parametresine gore tiirevi

-

Vg=—-u+x

— —z2 _Puz N\ 5 (99 N . &1 &
R (u1 + \/1+<p2> €2 ((1+(p2)u2 + uz) T o (J1+<p2 (1+(p2)) X2

dir. Tanim 3.5.6 den dolay1 v, = 0 oldugunda siiriiklenme hiz vektorii soyledir:
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. puU DX - : DPX
_f,:é>1 —1, Ppuz PX2 %4 uz_l—iz_(l’(l’ 2]. (3.6)

— +e [L
J1+92 | 1+¢? 2 [1+9?) 1+¢?

Not 3.1: X noktasi E diizlemi iizerinde sabit kaliyorsa yani v, = 0 ise mutlak

hiz vektori

-

Vg = ﬁf
denkleminde goriildiigii lizere siiriiklenme hiz vektoriine esit olur.
3.4.3 Ani Shearing Polii ve Pol Egrisi

Burada bir parametreli hareketimizin her t aninda siiriikklenme hiz1 sifir olan

noktalarini arastiracagiz.

Teorem 3.4.4: Her ani t parametresi icin siiriiklenme hiz vektorii sadece bir
noktada sifir olur, yani Hg; = E/E haraketi iizerinde ¢» # 0 kisitlamasiyla her

iki E ve E diizlemde sabit kalan sadece bir nokta vardir.

Ispat: Hy, = E/E harketinde her ani t parametresi icin siiriiklenme hizinin
sifir oldugu nokta sadece E diizleminde sabit kalmaz aym zamanda E diizlemi

iizerinde de sabit kalir. vy = 0 alinmastyla

e Qup px2_ _

Uy W-I_W 0 3.7)
A S Qexy

(1+¢2)u2 U, o = 0 (3.8)

denklemlerini elde ederiz. Burada ¢ # 0 ve p # 0 oldugundan (3.7) ve (3.8)

denklemlerinden asagidaki bagintilart buluruz. Shearing hareketinde é)l =0
oldugu i¢in hareket boyunca €; bazinin sabit kaldig1 anlagilmaktadir. Bu nedenle,
harekette sabit ve hareketli diizlemin anlik hareketlerinde her iki diizlemde

noktalarin x; apsisi aymi kalir. Boylece

P1 =X P2 =

J1+¢2 . 1+¢?
@

u1+u2=— o0 uz_uz

denklemleri pol noktasini verir.
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Tamm 3.4.7: OP =P = é,p, + é,p, konum vektorii ile verilen P(py,p,)
noktast Hgq; hareketinin polii ya da ani donme polii ya da ani donme merkezi

olarak adlandirilir.

Not 3.2: (3.6) denkleminde verilen siiriikklenme hizinda 14 ve 1, yerine yazarsak
siirliklenme hiz1 pol noktasinin bilesenleri ile
. ¢

1_7)f:(xz—?92)- 1+¢)261_1+(p2

biciminde yazilabildigi goriiliir.

3.4.4 Sonuclar:

1. Hareketli koordinat diizleminde t aninda alinan X noktas1 ve aynm1 andaki P pol

noktasinin olusturdugu vektor
PX = é;(xz — p2)

olur. PX vektriiniin Uy siiriiklenme vektorii sifir olmadig igin bu vektorlerin dik

olmadig goriilir. Yani shear doniisiimii yardimiyla olusturulan diizlemsel

harekette

Y = (x; = p2)?¢
PX, =——
(PX, ¢5) 1+ @2
denklemi saglanir.

2. ﬁf stiriiklenme hiz vektoriiniin uzunlugu shear doniisiimlii diizlemsel harekette

asagidaki gibidir:

- _ _ . 1 (pz
|Uf| = |x2 pzl(p\/m-l_ (1+92)2"

3. Shearing doniisiimii ile bir parametreli Hgq diizlemsel hareket iizerinde, E
diizleminin hareketli (P) pol egrisi E  diizleminin sabit (P’) pol egrisi iizerinde

kaymadan yuvarlanamaz.
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Ornek3.4.1 E dizlemi sabit E’ diizlemi iizerinde baslangic noktasi
(tcost + 2tsint, tsint — 2tcost) olan ve donme agis1 @(t) =t olacak sekilde
hareket etsin. Bu durumda E diizlemi iizerindeki bir X = (x;, x,) noktasinin E’
diizlemine gore ve E nin E' diizlemine gore hem Oklid uzayinda dénme, teleme
iceren diizlemsel harekete gore hem de Oklid uzayinda shear hareketi iceren
diizlemsel hareketine gore olusan hareket doniisiimlerini ve hizlarinin hesabini
MAPPLE 11 programi ile bularak sonu¢ egrilerinin kiyaslarini yapalim, (Bkz
Ek2 ve Ek3).

(a) (b)

Sekil 3.10 U 6teleme vektoriiniin (a) shear hareketi (b) dogal hareketi boyunca

¢izdigi egrisinin Mapple ¢iktis1

1 F3
05 [25
. r2
2 o 2 4
5
0.5
. ok |
1 2 15 R 05 0
(a) (b)

Sekil 3.11 u oteleme vektoriiniin tiirev vektoriiniin (a) shear hareketi (b) dogal hareketi

boyunca ¢izdigi egrisinin Mapple ¢iktisi
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1 3
1.1]
12 2
1.3
1.4 b
03 15 2 23\3
05 1 15 27
(a) (b)

Sekil 3.12 X vektoriiniin (a) shear hareketi (b) dogal hareketi boyunca ¢izdigi egrisinin Mapple

ciktisi

1 F3
0.5 25

. F2

2 L] 2 4
5
051
. . =1
4] 2 45 E 05 0
(a) (b)

Sekil 3.13 ¥, bagil hiz vektoriiniin (a) shear hareketi (b) dogal hareketi

boyunca ¢izdigi egrisinin Mapple ciktisi

3 1
2
0s
r1
a ) 4/2' 4 [|2 2 4 [
45
-2
3 1
(@) (b)

Sekil 3.14 17f bagil hiz vektoriiniin (a) shear hareketi (b) dogal hareketi
boyunca ¢izdigi egrisinin Mapple ciktisi
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25

]

151

Ra

=
[
.

()

(b)

Sekil 3.15 ¥, bagil hiz vektoriiniin (a) shear hareketi (b) dogal hareketi

boyunca c¢izdigi egrisinin Mapple ¢iktisi

05

15

15 2 2_;/3

(a)

(b)

Sekil 3.16 Pol egrisinin (a) shear hareketindeki (b) dogal hareketindeki Mapple ¢iktist
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4. ZAMAN SKALASINDA GEOMETRIK YAPILAR

4.1 Zaman Skalas ile Tlgili Temel Bilgiler

Siirekli analizi ve ayrik analizi basarili bir bigimde birlestirebilen zaman
skalasinda analiz, ilk olarak Stefan Hilger (1988) tarafindan doktora tezinde ele
alinmistir. Bu boliimde zaman skalasinda tanimli bir fonksiyon icin A tiirev

kavramu ile ilgili baz1 temel bilgiler verilmistir.

Tamm 4.1.1: Reel sayilarin bogstan farkli kapali bir alt kiimesine zaman skalasi

denir ve T ile gosterilir (Bohner et al., 1966; 2001).

Tamm 4.1.2: Her t € T, t < maxT i¢in o(t) = inf{s:s € T,s > t} ile tanimlanan
0:T — T operatoriine “ileriye sicrama” (forward jump) operatorii adi verilir. T

kapali oldugundan, her t € T i¢in (t) € T olur.

Her t € T, t > minT icin p(t) = sup{s:s € T,s < t} ile tanimlanan
p: T — T operatoriine “‘geriye sicrama” (backward jump) operatorii adi verilir. T

kapali oldugundan her t € T i¢in p(t) € T olur.

o(t) =tise t €T ye “sag yogun” (right dense) nokta ve o(t) > t ise

sag yayilmis (right scattered) nokta denir.

p(t) =tiset € T ye “sol yogun” (left dense) nokta ve p(t) < t ise sol
yayilmis (left scattered) nokta denir (Agarwal et al., 1999; Bohner et al., 2001).

Tanm 4.1.3: f: T — IR fonksiyonu ve t € T* noktas1 verilsin. Eger sonlu bir
a € IR sayist i¢in € > 0 verildiginde t noktasinin

|f(c@®) — f(s) —a(o(®) —s)| <elo(®) —s|, Vs €U

olucak sekilde bir U komsulugu varsa, f fonksiyonuna t noktasinda A -
tiirevlenebilir denir. Bu esitsizlikteki a reel sayisina da f fonksiyonunun t
noktasindaki A tiirevi denir ve a = f2(t) yazilarak gosterilir. Baska bir deyisle,

flo(®) = £(s)

o(t)—s

fA4(6) = lim

yazilabilir.
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Teorem 4. 1.1: f, g: T - IR fonksiyonlar1 ve t € T noktasinda A-tiirevlenebilir ise,
i)  f + g fonksiyonu da t € T* noktasinda A-tiirevlenebilirdir ve

F+ 9% = FAO + g*®.

ii)  Her k sabiti icin kf fonksiyonu da t € T noktasinda A-tiirevlenebilirdir ve

(k) = k(D).

iiiy  fg fonksiyonu da t € T* noktasinda A-tiirevlenebilirdir ve

RO = A0 + f(6())g" () = f[OF*®) + fA(O)g(a (D).
iv) g(t)g(a(t)) # 0 ise, bu halde g fonksiyonu da t € T® noktasinda A -

tirevlenebilirdir ve

(§>A o = (2090 ~ fDg* )
g gg(e®)

Tamim 4.1.4: t, € T olsun. Verilen her € > 0 ve her t € U(t,) icin,

lf(&) = f(to) <&

olacak sekilde bir U(t,) komsulugu bulunabiliyorsa, f: T — IR fonksiyonu t = t,

noktasinda “‘siireklidir’’ denir (Bohner et al., 2001).

Tanmmm 4.1.5: f:7,xT, = IR siirekli fonksiyonu (¢,,s,)e T, X7, noktasindaki

of (t,5)

V(t,,s,) komsulugundaA— kismi tiirevine ve o,((¢,),s,) noktasini igeren
t
1

af (t,s)

A kismi tiirevine sahip olsun.
t
2

(,,5,) noktasinin V° (t,, s,) komsulugunda

(t,.s,) noktasinda bu tiirevler siirekli ise f fonksiyonu o, — tamamen delta
diferensiyellenebilirdir denir. Bu fonksiyonlarin olusturdugu kiime Cﬁl sembolil
ile gosterilir. Ayrica fonksiyonunun tanim kiimesi sadece /€T den olusuyorsa

diferensiyellenebilen fonksiyonlarin kiimesi C*(7) ile gosterilir, (Bohner et al.,

2003).
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4.2 Zaman Skalasinda Tiirev Doniisiimii ve Dogal Konneksiyon

Bu boliimde son zamanlarda kullanimi yayginlagan zaman skalasi teorisi
kullanilarak, herhangibir T zaman skalasinda tanimli bir egrinin vektorel alaninin
Ozelliklerini inceleyecegiz. Ayrica T zaman skalasinda tiirev doniistimiinii ve

dogal konneksiyonu tanimlayip bunlarla ilgili 6zellikleri ispatlayacagiz.

Tamm 4.2.1: ] araligi T zaman skalasinda bir agik aralik ve a:1cT — R’
at)=(a,(t),a,(t)) diferansiyellenebilir bir egri olsun. Varsayalim ki Z , &
tizerinde bir vektor alani olsun. Egri lizerinde Z nin «(r) noktasindaki degeri

Z(a (1)) dir. Vektor alan1 tanimin1 diisiiniirsek

Z(a(t)e T,, (R

seklinde yazilabilir. Z (a(r)) tanjant vektoriinii gdsterim kolayligr acisindan kisaca

Z(t) ile gosterecegiz. Her te I icin
2 0
ZOEDYACEI0)
i=1 ox,

vektor alam1 Ze C*(I) delta diferansiyellenebilir olsun. Boylece i =1,2 igin her
z; fonksiyonu 7T den R ye delta diferansiyellenebilir ve ayrica siirekli
fonksiyonlardir. ¢,se€ I almmasiyla p=a(s), g=a(o(r)) dir. Burada p
noktasinda Z(o(t))e Tq(Rz) teget vektoriine esit olan sadece tek bir vektor

vardir. Boylece
Z(o (1)) —Z(s)

vektoriinii tanimlayabiliriz ve burada Z(s), p noktasindaki bir tanjant vektorii

olarak diisiiniilebilir.
Tamm 4.2.2: a € R* , A —differensiyellenebilir bir egri olsun ve

Z(o(1)) = Z(s)
st O'(l)—s
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vektorii Z vektor alaninin ¢(r) noktasindaki vektor alaninin delta tiirevi olarak

adlandirilir ve Z*(¢) ile gosterilir.

Teorem 4.2.1: 7, ¢egrisi iizerinde bir vektor alani ise 7%, aiizerinde bir vektor

alamdir.

ispat.

Zo)-2s) _ 1 ZZ:

d
s oD D EO= a6 (p)

_34@0=z() 3.

P o(t)—s  ox

1

(p)

Burada eger o(s) — ¢ limitini alirsak
A _ A a
7°t)y= )z (t))—
(1) ;loaxi(p)

denklemini elde ederiz. Sonug olarak Z*, a egrisi lizerinde bir vektor alanidir.

Tanim 4.2.3: & egrisi lizerinde bir Z delta diferansiyellenebilir vektor alani
verilsin. Eger te I c Ticin Z*(t) =0 yani Z* =0 verilirse Z vektor alanma &

egrisi iizerinde sabit vektor alami denir.

Teorem 4.2.2: Y ve Z A _diferansiyellenebilir & egrisi iizerinde delta
diferansiyellenebilir bir vektor alan1 ve 7, T zaman skalasi iizerinde bir agik

aralik olsun. Eger f:7 < T — R bir delta diferansiyellenebilir bir fonksiyon ise

1LY +2)° =Y + Z°,
2(fY) =f2Y+fY=fY*+ foYe,
3.<Y,Z>*=<Y%,Z>+<Y°,Z">=<Y,Z">+<Y*,Z° >

denklemlerini elde ederiz.

Ispat. Y (1) yi ve Z(¢) vektor alanlar
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2 0 2 0
YO=Y Y, (0= lus  ZO=Y 2, (0= s I
® i:1yl(t) 0x o 2 1—1Zl(t) ox, a® re

i i= i
olsunlar.

1. Vektor alanlarinin toplamindan

2 P}
Y +Z)D)=Y () +Z (1) =) (v, () +z, D)7

i=1 i

denklemini elde ederiz. Boylece (Y +Z) A -fonksiyonunun tiirevi

(Y + Z)A(I)ZZ(y, (t) + Z,‘ (t))A % Ia(t)

i

olur. y, ve z; ,1den R ye A -diferansiyellenebilir fonksiyonlar oldugundan

—22: A(r)il +ZZ:ZA(I)1|
i:lyi FPRD - i x, a(n)

=Y* () +Z%(t)
=Y*+Z%)1)
olur.

2. Vektor alaninin 6zelliklerinden dolay1

(X)) = fF(O)Y ()

2 d
=ﬂﬁh@;m

2 p)
= Z,f(t)yi Qb0

=gmm%%)

dir. Boylece (fY) fonksiyonunun A _tiirevi
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0= X 0
P i aXI a(t)

=AY O+ f(o@)Y (1)
= (f* O+ (YD)
=(f Y+ 1770

dir. Boylece (fY)* = f2Y + f°Y* olur.

3. i¢ carpimin tanimindan

<Y,Z>= Zzlyizi

i=1
dir. Boylece <Y,Z > i¢ carpiminin A tiirevi
2 2
<Y, Z>*=0Q yiz) =D (nz)" =<Y*Z>+<Y°,Z" >
i=1 i=1
bulunur.
Tanmm 4.2.4: A" =T Xx..xT nin ac¢ik bir altkiimesi U ve olmak {iizere

=, fhen f,) bir f:U — A" , A -diferansiyellenebilir fonksiyon olsun.

v,eT,(U) igin T,(A") uzaymdanT, , (A")uzayma f,, doniisiimii

W(P) (P _ o O,
Ay A,V Ay AT

m m

far ) =(

denklemi ile tanimlanir ve f,,, fonksiyonu Pe€ U noktasindaki f fonksiyonunun
A -tiirev doniistimii olarak tanimlanir. U nun her P noktasina karsilik gelen f,,
lineer doniistimii zaman skalasinda f fonksiyonunun tiirev doniisiimii olarak

adlandirihr. v e T,(U) i¢in f,,,(v,) yerine gosterim olarak genellikle f,.(v,)

kullanilir. T, (A")ve T p)(A’") uzaylarinin dogal bazlari sirayla
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d J J
{A_xl(P)’ v (P)} ve {A_(f(P))""’A—(f(P))}

n'xn lyl mym

seklindedir, (Kusak and Caliskan 2008).

Tamm 4.2.5: A> « uzayinda V ve W iki vektor alan1 olsun. W vektor alaninin V
vektor alanina gore

AW)(p)=A,,W
kovaryant tiirevinin olusturdugu
A:T(A)XT(A*) > T(A)
V.W)—=>AW

operatoriine ““delta dogal konneksiyonu” denir.

Sonuc 4.2.1: Vektor alan

olarak alindiginda delta dogal konneksiyonu

2w, dw,
AW =2 o

i=1
denklemi ile gosterilir.

Sonug 4.2.2: V vektor alani, zaman skalasinda & egrisi tizerindeki a” delta
teget vektor alani olarak diisiiniildiigiinde dogal konneksiyon

2

a (T)f zAa (t) ax

denklemi ile ifade edilir.

Teorem 4.2.3: A’ iizerindeki vektor alanlar1 V, W, Y, Z olsun ve her a,be IR

icin f,ge C> olmak iizere delta dogal konneksiyonun bazi 6zelliklerinin
1

asagidaki sekilde saglandigr goriilmektedir:

1) A (fY+gZ)=fAY+gA,Z
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2) A, Y =fAY+gAY

fV+gW

3) A () =AalVY(01(t°),S°)+f(01(t°),02(so))AvY+

¥ A& By, 2
+3—1V + 1V, L —
{ # lA1V1 Ha AV, ;Al‘/l ox,

4 A, <Y, Z>=<AY,Z>+<A,ZY > MVZ 9% 9
S AV, AV, ox,

i dz, dy,(0,(t"),s°) o
AV. ax.

2111 272 i

Ispat: Bu teoremin ispatinda vektor alanlarinin 6zellikleri igin (Barret, 1966) ve

(Aktan et al.,2009) kaynaklarindan yararlanilmistir.

1) Y ve Z vektor alanlari

denklemleri ile ifade edililir. Vektor alanlarinin ve kovaryant tiirevin

ozelliklerinden dolay1
2 0
Y+gZ= Z(fy, + gZi)g
i=1 i

denklemi yazilir ve elde edilen vektor alanina ait delta dogal konneksiyonu

A +gz) =y 2Dt 8 +g2)£

w0 9 305 0
_f;Avaerngva

i=1 X,

=fAY+gAZ

olarak bulunur.

2) Vektor alanlarinin tanimindan dolay1r Y vektor alant

ile ifade edilir. Vektor alanlarinin ve kovaryant tiirevin 6zelliklerinden
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2 dy 0
Y = i 7
(V) ;Aw + gW) ox,

_ CUNCE
fz YAV ax z AV ox,

i=1

A

=fAY+gA,)Y
ispat1 elde edilir.
3) Benzer bicimde
2 d
fY = Z <fyi>a—)ci

vektor alani i¢in kovaryant tiirev alindiginda

d
AVB

I < oy, I (0,(°),5°) < ay. d

- y L B TN P

AW lAl ;A 8 TN A,s ' At Ox,
_9

CAV

AV<fY>— Zyl(d(t ). s ) +f(6(t )0, (s ))Z

Y(0,(t°),s") + f(0,(t"),0,(s")A, Y

+{_ﬂ1(t0)vla—f+ﬂ2(s0)le} ; ay J

At A,s = At ax

verilen 0zelligin ispatlandig goriilmektedir.

4) i¢ carpimin olusturdugu vektor alan

<Y,Z>= iyl.zi

i=1

denklemi ile gosterilir. I¢ carpim vektor alaninin V vektor alani yoniindeki

konneksiyonu
A (Y, 2)= ZA . z(a(t) >+Z va_x,y’(“(”“(s )
dy, 0z dz_9,(6,(t).5") 0
— V i i —
# ZAV AV, ax ZIAV AV,  ox
2 0 0
AV Z>+<AZY >y S B % Oy 9 H(O().s) 9
AV AV Ox AV AV,

olacak sekilde bulunur, (Kusak and Caligkan, 2011a).
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5 DUAL UZAY
5.1 Temel Kavramlar

Tamm 5.1.1: Birimi 1 olan degisimli bir halka H olsun. H {izerinde bir S abel

grubu ile asagidaki ozelliklere sahip olan S tizerinde ki bir
HXxS-S
(a,a) = aa

dis islemine “modiil” denir. a,b € H ve a,f € S olmak iizere

My:a(a+B) =aa+ap;

M;y:(a+ b)a = aa + ba ;

Ms;: (ab)a = a(ba) ;

Myla=«a.

Teorem 5.1.2: D3 = {(4,,4,,43):A4,,A,,A; € D} kiimesi verilsin. (D3, +)

sistemi D iizerinde bir modiildiir ve “ D -Modiul” olarak adlandirilir.

Tammm 5.1.3: D — modiil ’iin elemanlar1 olan sirali dual igliilere ‘“dual

vektorler” denir.

Teorem 5.1.4: d,d* € R3 (R3 iic boyutlu reel vektor uzaym gostermektedir.)

olmak iizere D — modiil de her bir A dual vektori A = @ + ed”*, [e=(0,1) €

D] seklinde yazilabilir.

Tamm 5.1.5: A=d +¢d*,B = b+ b* € D — modiil dual vektorlerinin “i¢

carpimm”
f:D3xD3-D3,  f(4B)=(A4B)=(d+ed"b+ebh*)

olarak tanimlanir.

Tanmmm 5.1.6: ||/T|| = ((A),/T))l/z = (lIEiIl,s ),& + 0, dual sayisina A = d +

ed* dual vektoriiniin “normu” denir.
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Tanim 5.1.7: Normu reel birime karsilik gelen (1,0) dual sayisi olan dual vektore

“birim dual vektor’’ denir.

Tamm 5.1.8: {X = ¥ + e%*| ||Z|| = (1,0); % %* € R?} ciimlesine D — modiil’de

“birim dual kiire”’ denir.

Teorem 5.1.1(E. Study):4 # (0,d) € D — modiil olmak iizere D — modiil’de

denklemi ||/T|| = (1,0) olan birim dual kiirenin dual noktalar;, R de ki yonlii

dogrulara birebir karsilik gelir.

|h>¢

Tamm 5.1.9: A = G + £* € D — modiil olmak iizere U = birim dual

™y

R
vektoriine A vektoriinin ““ekseni’” denir.

Tanm 5.1.10: k = % reel sayisina A = @ + ed* dual vektoriiniin “adimy”

veya “‘yiikselisi”’ denir.

(i) k=sonlu bir say1 ised # 0 ve d@* # 0 dir ve A dual vektoriine “has dual

vektor” veya ‘“vida” denir.

(ii) k =0 = A = aU dir. Bu halde 4 dual vektorii U ekseni ile “cakisik bir
dogru” gosterir.

(i) k=00 = d=0ise A dual vektorii bir “sirf dual” vektordiir.

Tamm 5.1.11: (4, B) = cos¢p =cos@ + ep” olmak tizere ¢ = ¢ + g™ dual

sayisina Ave B birim vektorleri arasindaki “dual ac1” denir.
Tamm 5.1.12: 4, B € D — modiil dual vektorlerinin “dig carpim”
A:D3x D3 - D3
ANB = @Ab + e(GAb* + d*\b) = ||A)||||§|| sing N

olarak tanimlanir, (Yang, 1963).
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5.2 Robotik Hareketler

Robotik, fiziksel aktivite ve karar verme gibi uygulamalarla bir gorevi
yiiriiterek insanlarin yerini alabilecek makinalarla ilgili calismalart icerir. Robotik,
geleneksel miihendislik sinirlarimi kesistiren yeni bir modern teknoloji alanidir.
Robotlarin karmasikligini ve uygulama alanlarin1 anlamak elektrik-elektronik
mithendisligi, makina miihendisligi, endiistri miihendisligi, bilgisayar
miihendisligi, matematik alanlarinda genis bir bilgi ag1 gerektirmektedir. Bu
boliimde robotu olusturan parcalar kisaca incelenecektir (Kayhan, 2003; Paul

1981; Sciavicco et al. 1996 ; Suhubi, 1988).

Tanimm 5.2.1: Robot, bir dizi verilen gorev cercevesinde c¢esitli programlanmis
hareketler ile materyalleri, parcalari, aletleri veya 6zel donamimlari hareket
ettirmek i¢in tasarlanmis programlanabilir ¢ok islevli manipiilatordiir (Robot

Institute of America-RIA).

Tamm 5.2.2: Robot dort ana kistmdan meydana gelir :

1. Bir mekanik yap1 yada eklemlerle birbirine baglanmis sirali kati
cisimlerden(uzuvlardan) olusan manipiilatdér; manipiilator, serbestligi
saglayan bir koldan, el becerisi saglayan bir bilekten ve robotun yapmasi
gereken gorevi tamamlayan sonlandiricidan olusmaktadir.

2. Eklemlerin  hareketlenmesiyle manipiilatériin ~ hareketini  saglayan
hareketlendiriciler

3. Manipiilatoriin veya ¢evrenin durumunu gézleyen algilayicilar

4. Manipiilator hareketini kontrol eden ve yoOneten bir kontrol sistemi

(Kayhan, 2003; Paul 1981; Sciavicco et al. 1996 ; Suhubi, 1988).

Tamm 5.2.3 (Eklem Yapilari): Eklemler manipiilatorlerde hareketi saglayan
mekanizmalardir ve yapilarina gore ikiye ayrilirlar (Kayhan, 2003; Paul 1981;
Sciavicco et al. 1996 ; Suhubi, 1988):
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1. Doner Eklemler: Menteseye benzer ve iki uzuv arasinda donme

hareketini yapar, (Bkz Sekil 5.1).

Sekil 5.1 Doner tip eklem (Kayhan , 2003).

2. Kayar Eklemeler: Iki uzuv arasinda dogrusal hareketini yapar, (Bkz
Sekil 5.2).

Sekil 5.2 Kayar tip eklem (Kayhan , 2003).

Tamm 5.2.4 (Manipiilatorlerin Siniflandirilmasi): Manipiilatorler ¢alisma
uzaylarina gore siniflandirilirlar. Asagida manipiilator yapilart ve bunlarin ¢alisma
uzaylart goriilmektedir (Kayhan, 2003; Paul 1981; Sciavicco et al. 1996; Suhubi,
1988).

1. Kartezyen manipiilator: Bu tip bir manipiilator ii¢ tane kayar tip eklem
ile elde edilir. Mekanik yonden cok saglamdir fakat calisma uzayindaki
hareket yetenegi bakimindan zayiftir. Bu tip manipiilatorler cok biiyiik
boyutlarda ve agirliklarda nesneleri hareket ettirmek ve tasimak icin
idealdir. Kartezyen manipiilatdrlerde eklemleri hareket ettiren motorlar

cogunlukla elektrik motorlaridir, (Bkz Sekil 5.3).

Sekil 5.3 Kartezyen manipiilatdr (Kayhan, 2003).
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2. Silindirik manipiilator: Bu tip bir manipiilator bir tane doner ve iki tane
kayar tip eklem ile elde edilir. Bu tip manipiilatdrler de mekanik yonden
saglamdir fakat bilek konum dogrulugu yatay harekete bagli olarak azalir.
Benzer sekilde biiylik boyutlu nesnelerin tasinmasinda kullanilirlar. Bu tip

manipiilatdrlerde hidrolik motorlart tercih edilir, (Bkz Sekil 5.4).

Sekil 5.4 Silindirik manipiilatér (Kayhan , 2003).

3. Kiiresel manipiilator: Bu tip bir manipiilatér iki tane doner ve bir tane
kayar tip eklem ile elde edilir. Bu tip manipiilatorler mekanik yonden diger
iki tipten daha zayif, mekanik yap1 yoniinden daha karmasiktir. Cogunlukla
makina montajlarinda kullanilirlar. Bu tip manipiilatorlerde elektrik

motorlar tercih edilir, (Bkz Sekil 5.5).

Sekil 5.5 Kiiresel manipiilator (Kayhan , 2003).

4. Eklemli-insan Kolu manipiilator: Insan kol yapisi esas alindigi icin bu
isim verilmistir. Bu tip manipiilatorler tim eklemleri doner oldugundan
calisma uzaylarinda en yetenekli  manipiilatorlerdir.  Endiistriyel
uygulamalarda genis kullanim alanina sahiptirler. Bu tip manipiilatorlerde

elektrik motorlar tercih edilir, (Bkz Sekil 5.6).



Sekil 5.6 Eklemli-insan kolu manipiilator (Kayhan , 2003).

5.3 Dual Kuaterniyon ve Dual Uzaylarin Robotik Bir Uygulamasi

Robotik hareketlerde kati cisim donmeleri veya birim reel vektorlerin
dondiiriilmesi  sik¢ca  kullanilmaktadir.  Ancak, kinematik analizlerinde
hesaplamalarin karmasikligindan dolay1 artik robotik hareketlerde kuaternionlar
kullanilmaya baslanmistir. Reel uzayda kuaternionlar donmeyi, dual
kuaterniyonlar hem donme hem oOtelemeye yardimci olmaktadir. Ayrica dual
vektorler ile kolayca bir vida ya da bir eksen tanmimlayabiliriz. Mekanizmalarin
incelenmesinde, son yillarda, dual kuaternionlar ve vida hareketleri kullanilarak

yararli ¢caligmalar yapilmistir.

Biz bu calismamizda cok iyi bilinen reel kiiresel dirsek (wrist) hareketinde
olusan donmeler i¢in bilinen dizisel ve modiiler metodlar1 dual uzaya tasidik.
Boylece reelde sadece birim vektorleri dondiiriirken artik vidalar1 veya eksenleri
dual kinematikteki dual kiiresel mekanizmalarin iizerinde dondiirebilecegiz. Bu
calisma ile ilk defa dual kiiresel mekanizmalara gegcilerek reelde birim vektorlerle
yaptigimiz mekanik olaylar1 dual uzayda vidalarla gerceklestirebilecegimizi
gorecegiz. Ayrica reel kiiresel dirsek hareketinde mafsallarin hareketiyle cizilen
yoriingeler birer egri iken dual kiiresel dirsek hareketinde mafsallarin ¢izdigi
yoriingeler regle ylizeyi olmaktadir. Bu durumun farkli mekanik calismalara bir

baz olusturabilecegini diisiiniiyoruz.

Son giinlerde fizik, kimya, robotik, mekanik, elektronik gibi bir¢cok bilim
dalinda kullanim pratikligi acisindan kuaternionlar yayginca kullanilmaya
baglanmistir. q = a + bl + cj + dk kuaternionun reel bir vektorii yada bir kati

cismin matris formundaki noktalarini dondiirebilmektedir. Normalde dondiirme
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matrislerinin kompleks yapisinin olusturdugu zorluk kuaternionun basit yapisi ile
ortadan kalkmaktadir. Ayrica kiiresel dirsek hareketinin kinematik heseplamalari
i¢cin kuaternionlar1 kullanarak yeni bir metod gelistirmistir, (Veldkamp, 1976). Bu
caligmalarda kat1 cisimlerin yada birim reel vektorlerin dondiiriilmesini saglayan
kuaternion operatorii, donme ve Otelemeyi ayni anda uygulama konusunda
yetersiz kalmaktadir. Bu gibi durumlarda A, B, C, D dual sayilar olmak {izere
Q=A+Bi+CCj+ Dk dual kuaternionunun kullanimi tercih edilmektedir.
Ozellikle uzay kinematiginde ve robotikte dual vektorlerin yada axodelarin dual
kuaternionlarla dondiiriiliip 6telenmesi hem isleyis ac¢isindan hem pratik agisindan
kuaternionlara gore daha kullanighdir. Veldkamp ve Yang, dual say1r matrislerini
ve dual kuaterniyonlarint ani uzay kinematiginde kullanmistir, (Agrawal , 1985).
Calismamizda robotik ve mekanik calismalarda iyi bilinen kiiresel dirsek
hareketini dual uzay iizerinde incelemeye calisacagiz. Kuaternionlarla birim
vektorleri dondiirtirken caligmamizda dogrularin ve vidalarin dondiiriilmesi icin
dual kuaternionlar1 kullanacagiz. Boylece dual kiiresel dirsek hareketini
olusturmus olacagiz. Dual uzaya ge¢cmemizdeki bir avantajin da reel kiiresel
dirsek hareketlerinde mekanizmanin olusturdugu yoriinge bir egri olmasina
ragmen dual kiiresel dirsek hareketinde mekanizmanin olusturdugu yoriingenin bir

regle ylizey oldugu goriilmektedir.
5.3.1 iki dual vektoriin carpimu ile dual kuaterniyon elde etme

Bir dual kuaternion
Q=d+ai+bj+ck+de+a‘el+b*ef +c*ek (5.3.1)

gibi  +1,7, J, E, g, €1, gJ, ek bigimindeki temel elemanlar cinsinden

tamimlanabilir. Burada d, a, b, c,d*,a*,b*,c* € R ve
i2=j2=k?*=ijk=-1 =0
Sartlar1 saglanmaktadir. (5.3.1) denkleminde verilen dual kuaternionu
D=d+ed"A=a+¢ca*,B=b+¢eb*,C =c+ec”
dual vektorlerin birlesimi seklinde asagidaki gibi yazabiliriz:

Q=D+Al+Bj+Ck
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Ayrica bir dual kuaternionu iki dual vektoriin dual kuaternion carpimi olarak da

tanimlayabiliriz. Yani ayn1 zamanda Q dual kuaternionunu
Q = (AT + By + C1k). (437 + Byj + Cok)
= —(A14; + B, B, + (1) + 1(B1C; — C1By) + (1A, — A1) + k(A1 B, — By Ay)

olarak tanimlayabiliriz. ﬁl,ﬁz ve R dual vektdrlerin birim uzunlukta oldugunu

dﬁsﬁnelim.§ , ﬁl ve I_?)z birim vektorleri arasindaki donme acisi ve 8* ise uzakligi

gostersin. O halde ® = 6 + £0* dual agis1 tanimlanabilir, (Bkz Sekil 5.7).

A
a
S
b B
S
2 B

Sekil 5.7 Dual birim vektorler arasindaki dual ac1, (Yang et al., 1964).

I_?>3 vektorii ﬁl ve ﬁz vektoriine dik olan bir dogru ise ﬁl ve ﬁz dual vektorlerinin

dual kuaternion ¢arpimi sonucu bir birim dual kuaterniyon olusur:
Q = Ry x By = (A1 + Bj + C1k). (A1 + ByJ + C3k)
= —(R,,Ry) + Ry AR,
= |§1||I_?)2| cos® + |§1||§2| sin® M
= —cos® + Msin®, M = + em”.

Burada }_?)3 vektorii M birim vida ekseni ile cakigiktir yani I_?>3 = M dir. O halde bir

birim dual kuaternionu Q = —cos® + Msin® olarak gostermenin miimkiin

oldugunu goriiriiz.
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5.3.2 Bir viday1 dual kuaterniyon yardimiyla dondiirme

Birim reel ¢ = a + bi+ ¢j +dk kuaternionu, reel uzayda bir vektériin
belirli bir ag1 ile bir eksen etrafinda donmesini saglamaktadir. Kuaternionlarin
miihendislikte; mekanik ve 0Ozellikle robotik c¢alismalarda yaygin olarak
kullanildig1 goriilmektedir. Ancak doniistiirmek istedigimiz yap1 bir vektor degil
de bir vida ya da eksen olsaydi reel kuaternionlar bu yapilarin doniistiiriillmesinde
yetersiz kalacakti. Robotik hareketlerde vidalarin ya da eksenlerin ayn1 anda hem
dondiirme hem 6teleme hareketlerini iceren doniisiimii birim dual kuaternionlarla

yapilmaktadir. Birim dual kuaternion Q = —cos® + Msin® denklemi ile

verilir. Burada © = 6 + €6* dual ac1 ve M =i + em* vida ekseni olarak

alinmaktadir, (Bkz Sekil 5.8). Q dual kuaternionun tersi Q~! = —cos® —
M sin® olsun. R = 7 + 7* vidasinim Q dual kuaternionu ile doniistiiriilmesini

Q(l‘_?))Q_1 carpimi ile gosterebiliriz. Ancak bu gosterim ile R vidasim iki kez ©®

dual agis1 ile hareket ettirmis oluyoruz. Bu carpimi kullanarak bir kez vida
hareketi yapabilmek icin @ dual kuaternionu Q = —cos%+1\71) sin% olarak

alalim.

Sekil 5.8 Bir vidayi bir eksen etrafinda dondiirme.
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Dual ® acis1 vidalart hem dondiirip hem de otelemektedir. Ancak
calismamiz dual kiire bilek hareketleri ile ilgili oldugu i¢in dual kuaternionda

oteleme agisin1 8* = 0 olarak alarak, sadece donme operatoriinii iceren dual
kuaternionu kullanacagiz. O halde ® = @ olup Q = — cos% +M sin%kuaternionu
ile vidaya ya da eksene donme hareketi uygulayacagiz. Ayn1 zamanda kolaylik

acisindan R vidasini birim olarak eksen haline getirelim.

5.3.3 Bir dual kuaterniyon ile belirlenen vida donmelerinin dizisel metod ile

hareketleri

Vida ya da eksenlerin dizisel metod ile dual kuaternion yardimiyla
dondiiriilebilmesi icin i = 1,2, ... ,n olmak iizere R = # + &7** ekseninin ©; dual
acilar ile Mi eksenleri etrafinda donmesi gerekir. O halde dizisel metotta her I_R)l-
vidasi I_R)Hl vidasina doniistiiriillmektedir. Yani dizisel metod §i+1 = Q;(R)Q;

ile tanimlanir, (Bkz Sekil 5.9). Genellestirilmis olarak ﬁl vidasina dizisel olarak Q

dual kuaternionunun uygulanisi asagida verilen denklem gibidir:

Rpt1 = QuQn_1 - Q2Q:(R1)Q'Q7105" ... Q71,077

Sekil 5.9 Bir vidanin dizisel metod ile hareketi.
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5.3.4 Bir dual kuaterniyonun donme hareketi ile tamimlanan modiiler metod

Robotik hareketlerde vida hareketlerinin gerceklesmesini saglayan dual
kuaternionlar oldukg¢a yaygin bir sekilde kullanilmaktadir. Ornegin bir fabrikada
otomobil pargalarinin montajinin yapildigin1 diisiinelim. Her bir parcaya donme
ve Oteleme doniisiimiinii tatbik edebilmek i¢in doniisiimiin pargalara belirli bir
sirada uygulanmasi gerekir. Bunun icin dual kuaternionu uygulama amacimiza

gore dizisel metodun yaninda modiiler metodu da kullanabiliriz.

Sekil 5.10 Bir vidanin modiiler metod ile hareketi.

Calismamizda dual kiiresel bilek hareketini ele alacagimiz i¢in dual

kuaternionu donme operatorii olarak aldik. Dual kiiresel bilek hareketinde ki
modiiler metodu sodyle tamimlariz: l_fl vidas1 ve Mi eksenleri, Mn eksenleri
etrafinda ®,, kadar dondiiriilsiinler. Doniigmiis olan yeni viday1 1_2} ve yeni ekseni
Mll ile gosterelim. Olusan yeni vida ve eksenleri tekrar Mn ekseni etrafinda @,

kadar dondiirelim, (Bkz Sekil 5.10). Bu isleme I_?){‘ vidasini elde edinceye kadar

devam edelim. Yani dual kuaternion i = 1,2, ... ,n olmak iizere
c) ) .
Qf=—cos7k+m,‘clsln7k ) k=p+1-—i

olarak tanmimlayalim. I_?)l vidasimi ®p dual acis1 kadar Q; dual kuaternionu ile

dondiiriirsek  R! = Q; (I_?)l)QE‘ ~! vidalan elde edilecektir.
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Ayni sekilde Ml- eksenlerinin ®, acis1 ile Q; dual kuaternionu ile
dondiiriirsek M}i = Q; M]-i_le ~' eksenlerini elde ederiz. Boylece dual

kuaternionun donme hareketi ile tanimlanan dual kiiresel dirsek hareketleri i¢in

modiiler metodu asagidaki gibi iiretmis oluruz:

R = QnQno — QQi(RDQITIQ ™ o @Zion™

5.3.5 Dual kiiresel mekanizmalarda kuaterniyonlarla tammmlanan dirsek

hareketi

Bilindigi gibi kiiresel mekanizmalarda kiiresel dirsek hareketleri makine
miithendisliginde yaygin bir sekilde kullanilmaktadir. Reel uzaydaki kiire
hareketinde birim vektorlerin reel agilarla dondiiriilmesi miimkiindiir. Kiiresel
mekanizmasinda reel kiire lizerinde kiiresel dirsek hareketinin ¢izdirdigi yoriinge
kiiresel egrilerden olusmaktadir. Bu sonu¢ mekanik anlamda bir cok uygulamaya

yol agcmaktadir.

Sekil 5.11 Kiiresel mekanizmanin ¢izdigi kiiresel egri.

Biz calismamizda dogrularin doniistiiriilmesini kullandigimiz igin reel
uzaydaki kuaternionlarla calisamayiz. Bu yiizden dual uzayda birim dual vektor
bir dogru (eksen) belirttigi i¢in bir vidanin dual kuaternion yardimiyla hareketini
ele almak zorundayiz. Dual vektorlerin dizisel ya da modiiler yontem yardimiyla
doniistiiriilmesi sonucu dual kiire olugmaktadir. Dolayisiyla dual kiiresel
mekanizmalarda dual kuaternionlarla tanimlanan dirsek hareketi tantmlanmis olur.

Sekil 5.11 deki gibi 2 DOF dual kiiresel manipulatoriiniin verildigini farz edelim.
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Burada dizisel ya da modiiler metodun kullanilmasiyla robot kolunun geldigi son

durum incelenecektir. Ilk olarak dizisel metodun kullanilmasiyla birinci
donmeden sonra robot kolunun konumunu inceleyelim. I_?)z vidasini ®, dual agis1
ile l_fl etrafinda ve sonra ®, acis1 ile I_Q)O vidas1 etrafinda dondiirerek son

konumunu belirleyelim. R, = Q, (ﬁl)Q{ 1 6yle ki burada Q; = — cos% +
R, sin% seklindedir, sonra RZ = 0, (ﬁz)Qz_l olur. Burada Q, = — cos% +
ﬁo sin% dir. Bu iki birlestirirsek dizisel metodun robot kolunda olusturdugu son

konum R3 = Q,Q:(R,)Q1Q;* olur.

5.3.6 Dual kiiresel dirsek hareketleri sonucu olusan yoriinge yiizeyleri olarak

regle yiizeyleri

Reel Kiiresel Dirsek hareketlerinde kuaternion yardimi ile dondiiriilen her
bir robot kolunun ya da mafsalin hareket esnasinda reel kiire iizerinde cizmis
oldugu bir kiiresel egri vardir. Bu yoriinge egrilerinin  miihendislikte
mekanizmalardaki kinematik analiz i¢in yaygin bir sekilde kullanildigini
biliyoruz. Dual kinematik uzaya gecince kinematikteki elemanlar farkli bir anlama
sahip oluyorlar. Calismamizda goriiyoruz ki robot kollart ya da mafsallar dual
kiire lizerinde bir egri ¢izmektedir. Dual kiire iizerinde bir nokta bir dogruya
karsilik gelecegi gibi bir egri regle uzaya karsilik gelir. O yilizden dual kiiresel
dirsek hareketlerinde dual kuaternion yardimi ile dondiiriilen her eksenin yani
vidanin dual kiire lizerinde ¢izdigi dual yoriingeler regle yiizeyleri olur, (Bkz Sekil

5.12).

Sekil 5.12 Dual kiiresel mekanizmanin ¢izdigi regle yiizey.
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. = . ] . © . ..
Bir bakima R vidasina uygulanan Q = — cos - +M sin— dual kuaternionu ig¢in

R = Q(I_Q))Q_1 vidast olusur. Dual kiiresel dirsek hareketinin her t ani igin
diisiiniirsek R t) = Q(I_?> (t))Q ! denklemi bir regle yiizeyinin denklemini verir.
Boylece kinematikte regle ylizeylerinin imalati i¢in farkli bir bakis agis1 elde
ediyoruz. Eger kullanilmak istenen metot modiiler metot ise mafsalin son

konumunu bulmak i¢in ﬁl ve I_?)z birim dual vidalar1 ®, dual agis1 ile ﬁo etrafinda

Qq = —cos % + I_?)O sin % dual kuaternionu ile dondiirdiigiimiizde
—)1* - —)*—1 —)1* e —)*—1
Ry =Qi(R)R; ., Rz =0Qi(R)R;

birim dual vidalar1 elde edilir. 2 DOF oldugu i¢in tekrar ﬁ%* vidasini, ®; dual
acist  ile tamimlanan Q, = — cos% + ﬁ}* sin% dual  kuaternionu ile

gonderdigimizde son konumdaki dogrulari elde ederiz:
R3" = s (Ri) o™

Buradan goriildiigii gibi robot kolunun son konumunu belirlemek i¢in dizisel veya
modiiler metot kullanarak farkli yontemlerle konum tespiti yapabiliriz. Benzer
calismayr 3 DOF lu kiiresel mekanizmalara uygulamak miimkiindiir. Aym

sonuglar genellestirilmis hali ile bulunur.

5.3.7 Sonug

Bu calismadan goriiliiyor ki robot kollarinin konumunun tespit edilmesi i¢in
kullanilan dizisel ve modiiler yontemlerin dual kinematik uzaylarinda da
calisilabildigi goriilmektedir. Regle yiizeyler robotikte ve BDGT da 6nemli bir rol
oynamaktadir. Bircok sanayi makinelerinde kullanilan kiiresel dirsek hareketleri
ile kiiresel egriler iiretilirken, calismamizda dual kiiresel dirsek hareketleri ile
regle ylizeyler imal etmis oluyoruz. Boylece calismamizin, dual kiiresel dirsek
hareketinde olusan yoriingelerin mekanik, robotik uygulamalarda ve BDGT da
yapilan calismalara geometrik bazli bir koprii olabilecegi diisiincesi ortaya

cikmaktadir, (Kusak and Caliskan, 2011b).
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6. GALILE DUZLEMI
6.1 Galile Diizlemi Temel Kavramlari
Tamm 6.1.1: Galile geometrisinde
xX=x+a y =vx+y+b (6.1.1)

denklemleri ile verilen doniisiime iki boyutlu Galile diizleminin “Galile

doniisiimii” denir.

Tanm 6.1.2: Galile doniisiimii; (x =x,y = vx +y) “shear” ve (x =x +a

y' =y + b) “oteleme” gibi iki hareketin birlesiminden olusmaktadir.

Bu boliimde Galile doniisiimii ile belirtilen hareketin xoy diizlem geometrisi
incelenecektir. (6.1.1) doniisiimii altinda invaryant kalan xoy diizlemindeki
sekillerin 6zellikleri ele alinacaktir. Dogal olmayan bu geometride sekillerin bu
ozellikleri geometrik Oneme sahiptir. Ayrica bu c¢alismada Galile relativite
prensipleri ile mekanik baglantinin disinda kalarak sadece doniisiimiin geometrik
yapist incelenecektir. Bu durumda geometrik 6zellikler bir boyutlu kinematigin
ozelliklerini belirler. Galile geometrisinin temel igeriklerini incelemeden Once

(6.1.1) hareketinin temel 6zelliklerini listelemek yararli olacaktir.

lly

¥
7
A Va

() (b)

Sekil 6.1 Galile doniisiimiiniin etkisi (a) Oklid diizleminde ¢ dik bir dogru ve £' herhangi bir

dogru (b) ¢ dogrusunun ve ¢' dogrusunun Galile diizlemindeki karsilig1 (Yaglom, 1979)

Dogrular, paralel dogrular, dogru parcalarinin alanlar1 sadece Oklid geometrisinde

degil aynm1 zamanda Galile geometrisinde de onemlidir. Sekil 7.1 de goriildiigi
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gibi Galile doniisiimii ile y eksenine paralel olan dogrular yine y eksenine paralel
olan dogrulara doniisiir. Oklid geometrisinde * 7y -eksenine paralel dogru”
ifadesinin hicbir geometrik 6nemi yok iken Galile geometrisinde y eksenine

paralel dogrularin diger dogrulara gore cok daha 6nemli ve farkli bir rolii vardir.

Tammm 6.1.3: Galile geometrisinde y -ekseninine paralel olmayan dogrulara
“siradan dogrular” denir. Bu yiizden Galile geometrisinde herhangi bir dogru

denince y-eksenine paralel olmayan dogrular akla gelmektedir.

Tamm 6.1.4: Galile geometrisinde y-eksenine paralel olan dogrulara ise ‘“ozel

dogrular” denir.

Teorem 6.1.1: (invaryant Ozelligi) Galile doniisimii hem oteleme hem de

shearing doniisiimleri altinda invaryant kalir. Ohalde Galile doniistimii
1) Dogrular1 dogrulara

2) Paralel dogrular1 paralel dogrulara

3) Dogru parcalarin1 dogru parcalarina

4) Sekilleri ayn1 alanl sekillere doniistiiriir (Bkz. Sekil 6.2).

y
A F

Y

o] : -
M
Pa, .
g N
M. .

b1
N

Sekil 6.2 Galile doniigiimiiniin dogru parcalarina etkisi (Yaglom, 1979).

Ornek 6.1.1: y = 2x+ 4 dogrusunu saglayan iki (0,4) ve (-2,0) noktasinin reel
galile matris doniisiimii altindaki goriintiisiinii v=2 a=1 b =3 degerleri i¢in

hesaplattirnp PASCAL ve GSP programlart yardimiyla algoritmasini buldurup
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Grafik goriintiilerini cizdirelim. Burada v sabiti shearing, a ve b sabitleri x ve y

eksenindeki otelemeyi gostermektedir (Bkz. Sekil 6.3 ve 6.4) (Bkz Ek 4).

Ekran Goriintiisi(PASCAL):

e C:ATPABINYTURBO. EXE

sirasiyla v, a ve b sayilarina giriniz

Orijinal noktalar
(@,4)

(-2,8)

ueni noktalap
(1,7

(=1:=1)

Sekil 6.3 Galile doniisiimii icin PASCAL programinda bir 6rnek (Bkz Ek 4) (Yaglom, 1979).

Grafik (GSP) c

i
1

E

Sekil 6.4 Oklid diizlemindeki AB dogru pargasinin Galile diizlemindeki CD dogru

parcgasina doniistiiren programin GSP de Grafik ¢iktis.

Tanim 6.1.5: Galile diizleminde alinan A(x,y) ve A;(x;,y;) noktalart icin
dqa, = x1 — x formiilii Galile geometrisinde “iki nokta arasindaki uzakhgr”
olarak tamimlanir. Bu uzaklik A4, parcasinin x ekseni iizerindeki izdiistimii olan

PP; nin uzunluguna esittir, (Bkz. Sekil 6.5a).
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y y
A A :
P\*‘\i\ i A(x1,y1)
o
0 ; a1
P*\k* o i
B8 AGGY)
E dani e o o i
0 P P1

(a) (b)
Sekil 6.5 Galile diizleminde (a) uzaklik (b) 6zel uzaklik (Yaglom, 1979).
Ornek 6.1.2: Galile diizleminde A(1,—2) ve A;(3,6) noktalarmi alalim. Bu

noktalar arasindaki Oklidyen anlamdaki uzaklik ile Galile anlamindaki uzakligin1
bulalim. Oklid uzaklig

daa, = Vo =02+ (1 —y)2=y3B-12+(6-(-2))> =68
ve Galile uzakligi dy4, = x; —x =3 — 1 = 2 olarak bulunur.

Uyan 6.1.1: Dikkat edelim ki burada uzakliklar negatif olabilir yani dy 4 =

—dy4, oldugu kolayca goriilebilir.

Uyar 6.1.2: A noktasinin x koordinatinin shearing doniisiimii altindaki goriintiisii

x = x + a formulii ile verildiginden A; ve A noktalarmin apsisleri farki olan

x, — x farki da shearing doniisiimii altinda degismez (invaryant) kalir.

Tamim 6.1.5: Eger A ve A, arasinda d4, uzakhigi sifir ise yani apsisleri ¢akigik
(xq = x) ise o halde noktalar aym1 6zel dogru iizerinde bulunurlar. Ayni 6zel
dogru iizerinde bulunan noktalar arasindaki 844, = y; —y uzakligina Galile

diizleminde “0zel uzakhk” denir.

Ornek 6.1.3: Galile diizleminde 6zel dogru iizerinde bulunan A(1,5) ve 4;(1,2)
noktalar1 igin Ozel uzakhk 844, =y; —y =2 —5=—3 olarak bulunur.

Goriildiigii tizere Galile uzayinda 6zel uzaklik negatif olabilmektedir.

Teorem 6.1.2: Galile doniisiimiinde uzaklik ayn1 kalir.
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Tanmim 6.1.6: Sabit bir Q noktasindan sabit r uzakliktaki M(x,y) noktalar
kiimesine “Galile ¢emberi” denir. Galile ¢emberini dyy = x — a formiilii ile

gosterebiliriz (Bkz. Sekil 6.6).

g M(x,y)

Y
=

|
|
|
|
|
|
|
|
|
Q(a,b)}” §
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

Sekil 6.6 Galile cemberi (Yaglom, 1979).

Tammm 6.1.6 : Q ve M noktalar1 arasindaki Galile uzaklif1 dg) olmak lizere

dé v = r2denklemi ile “Galile ¢cemberi”” tanimlanur.

Ohalde (x —a)? =r? denklemini p = —a ve q = a® —r? olmak iizere
x% + 2px + q = 0 biciminde diizenleyebiliriz. S cemberi Q merkezi r yarigapr ile
iki 0zel dogru iizerindeki noktalarimi icerir. Bunlarin Q merkezinden S ¢cemberi
lizerindeki noktalara olan Oklid uzakhigina r, yarigap denir. r = 0 oldugu
durumda bu iki 6zel dogru cakisir. Sekil 6.6 dan da goriildiigii gibi S ¢cemberinin

merkezi sonsuz sayida olabilir.
Sonuc: Galile cemberinde merkez degistiginde ¢ember degigsmez ayni kalir.

Tanim 6.1.7: [, =y, =kix+s; ve |l=y=kx+s olmak iizere Galile
diizleminde kesisen iki dogru alinsin. Bu dogrularin egimleri m; = k; vem =k
dir. Bu iki dogrunun m 6zel dogrusunu kestigi dogru parcasina “Galile acis1”

denir. Galile agis1 ayrica bir 6zel uzakhk oldugu igin &y, ile gosterilir. Aymi

zamanda &y, = k; — k olarak da verilebilir (Bkz Sekil 6.7).
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Sekil 6.7 Galile acis1 (Yaglom, 1979).

Ornek 6.1.4: Galile diizleminde [; =y; =3x+1 ve | =y =2x + 5 olmak
tizere iki dogru alalim. Bu dogrularin egimleri m; = 3 ve m = 2 dir. Galile acis1

dogrularin egimlerinin farkina esittir yani 6, = k; —k =3 -2 =1 dir.

Tanmm 6.1.8: Galile diizleminde alinan [ =y; =kx+s; vel=y=kx+s
dogrular1 arasindaki Galile agis1 §;;, = 0 ise “Galile diizleminde iki dogru
birbirine paraleldir’ denir. Paralel durumunda herhangi bir 6zel dogruya ait olan

dy;, uzakhgi olusur ve dy;, = s; — s seklinde tanimlanir (Bkz Sekil 6.8).

¥
A

b

x Y

7~

Sekil 6.8 Galile diizleminde 6zel dogrular (Yaglom, 1979).

Tanmm 6.1.9: Galile diizleminde [, =y, =k;x+5s; ve =y =kx+s iki
paralel dogru olsun. Bu paralel dogrularin belirttigi d;;, = s; — s denklemi “iki

dogru arasindaki uzakhgr” verir (Bkz. Sekil 6.9).



/

o’
S

M
s

O

Sekil 6.9 Paralel iki dogru arasindaki uzaklik (Yaglom, 1979).

Ornek 6.1.5: Galile diizleminde [; = y; = 2x + 4 ve l = y = 2x + 7 iki paralel
dogru alalim. Bu paralel dogrularin belirttigi Galile anlaminda iki dogru
arasindaki uzaklik dogrularin y eksenini kestigi noktalarin ordinatlarinin farkindan
olusur yani dy, =sy—s=4—7= -3 dir. Paralel iki dogru arasindaki

uzakligin Galile diizleminde negatif olabilecegi goriilmektedir.

Tanmm 6.1.9: Galile diizleminde alinan [ =y = kx + s dogrusunu kesen y
eksenine paralel olan tiim 6zel dogrular “l dogrusuna Galile anlaminda diktir”

denir (Bkz. Sekil 6.10) (Yaglom, 1979).

L 4
A
H\Y | 7
dmt
(@)
P X
_—1: P

Sekil 6.10 Galile diizleminde diklik (Yaglom, 1979).
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6.2 Galile Diizleminde Doniisiimler

Tamm6.2.1: 1ki boyutlu Galile doniisiimiinii reel anlamda homojen

koordinatlardaki matris doniistimleri

2

x 1 0 alrx
y 1=lv 1 b [Yl
1 0 0 1it1

matrisi ile ifade edilebilir (Titiincii, 2009).

Tanmm6.2.2: Galile doniisiimiinii shearing matrisi [S],x; = [117 (1)] ve Oteleme

matrisi [T]py = [Z] ile verilebilir. Ohalde Galile diizleminde verilen P(x,y)

noktastm1  P'(x,y") noktasina doniistiiren Galile doniigimiinii

[P2x1 = [Slax2[Plaxi + [T]axi matris formunda yazabiliriz.

Simdi de Galile doniisimii ile ilgili bilgisayar uygulamasini vererek bir

cemberin Galile doniisiimii altindaki goriintiisiinii alalim:

Ornek 6.2.1: (3cost,3sint) cemberinin v=0.5 shear katsayis1 ile verilen Galile

doniistimii altindaki goriintiisiinic Winplot programi ile ¢izdirelim:

ew Btns One Two Anim Misc

vl ™~

Sekil 6.11 Cemberin Oklid Diizlemindeki Winplot program gériintiisii
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File Wiew Btns Misc
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Sekil 6.12 Cemberin Galile Diizlemindeki Winplot program goriintiisii

6.3 Galile Diizleminde Trigonometri
Tanmm 6.3.1: Galile diizleminde sabit bir M noktasindan 1 br uzaklikta bulunan
noktalarin geometrik yerine “birim Galile cemberi” denir ve S§ = {(1,y) | y €

R} ile gosterilir (Yaglom, 1979)(Bkz Sek.6.13) .

y N

A\ 4
x

Sekil 6.13 Birim Galile ¢cemberi (Yaglom, 1979)

Tamm 6.3.2: Galile birim ¢emberinde x apsisini iizerinde bulunduran eksene

cos g ekseni, y ordinatin1 kapsayan eksene de sin g ekseni denir (Bkz Sek.6.14).
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Siny ekseni

¥ oa

> X

o cosy ekseni

M= = |
Galile birim cemberi

Sekil 6.14 Galile trigonometrik fonksiyonlar: (Yaglom, 1979).

Galile diizlemindeki a¢1 Oklidyen anlamindaki agidan farkli oldugu icin Galile
diizleminde trigonometrik bagintilar farklilik gosterir. Simdi de Galile

diizlemindeki trigonometrik fonksiyonlarin tanimlarini verelim.

Tamm 6.3.5 Galile birim ¢emberi iizerinde herhangi bir nokta P(x,y) ise bu
noktadan x eksenine indirilen dikmenin ayagina, yani cos ga = izd, (P (x, y))

ile taniml
cosg:R—{-1,+1},a > cosga =1

fonksiyonuna a agisinin “galile kosiniisii” denir (Bkz Sek.6.15).

J'«.:'I /
Plx.y)=P(1.0)=1+Ea=x+Eq

y=a

a K >
0 =1 1=c0s00  Cosg ekseni

Sekil 6. 15 Galile kosiniis fonksiyonu
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Tanim 6.3.6: Galile birim ¢emberi iizerindeki bir P(x, y) noktasinin ordinatina,

yani sing a = izd, (P(x,y) ) ile tanimh
sing:R— R, a = singa =«

fonksiyonuna “a sayisimin Galile siniisii” denir. Bu, bir 6zdeslik fonksiyonudur

(Bkz Sek.6.16).

Sing ekseni
o
Pix.y)
P
y=a
i . K,
O x=1

Sekil 6.16 Galile siniis fonksiyonu

Tanim 6.3.7: x = 1 dogrusuna Galile diizleminde ‘‘tanjant ekseni’’ denir.

Tanim 6.3.8: Galile birim ¢emberi tizerindeki bir P(x, y) icin bu noktay1 orijine

13

birlestiren [OP] dogru parcasinin tanjant eksenini kestigi noktanin ordinatina “a

acisinin Galile tanjant1” denir. Diger bir deyisle tanjant fonksiyonu
tang:R — R, a > tanga = «a

biciminde tanimli olup 6zdeslik fonksiyonudur. Yani, singa = tanga = a =1

dir (Bkz Sek.6.17).
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Y
A
A Plxy)
.
y=a
-‘\Iﬂ K 1; ®
O x=1 1
tang ekseni

Sekil 6.17 Galile tanjant fonksiyonu

Tamim 6.3.9: y = 1 dogrusuna Galile diizleminde kotanjant Galile ekseni denir.

Tamim 6.3.10: Galile birim ¢emberi {izerinde herhangi bir nokta P(x,y) olsun.

Bu noktanin apsisinin ordinatina oranina “a agisinin Galile kotanjant1” denir ve
1
cotg:R— R, a— cotga =— a #+ (0,0)

seklinde ifade edilir (Bkz Sek.6.18).

Y
F
1 Sl
ﬂ"x,f)" colg ekseni
r u y=a
ja K > X
0 x=1 1

Sekil 6.18 Galile kotanjant fonksiyonu
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Sonug 6.3.1:
1) cosga=1 2)singa =«
1
3)tanga =«a 4) cotga = P
Ozellikler 6.3.1:
singa cos ga

)tanga cos ga ) cotga singa
3)tanga - cotga =1 4) tanga = P
5)cotga = 6 !

)cotga = tan ga ) secga = cos ga
. 1

Jescga = singa

Sonug 6.3.2: Oklid diizlemindeki trigonometriden farkli olarak Galile diizlem

trigonometrisinde
singa = tan ga
secga = cosga
cotga = cscga

esitlikleri gecerlidir.
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Goriildiigii  iizere, Oklid diizlemindeki trigonometrik degerler ile Galile

diizlemindeki trigonometrik degerler farkli yapidadir. Oklid diizlemindeki bazi

acilarin trigonometrik degerleri asagidaki gibidir.

radyan sin cos tan cot
0 0 0 0 tanimsiz
T 1
n 1] v38 ] 8 J3
6 2 2 3
T
T V2 V2 1 1
4 2 2
i 1
T3]l V3 V3
3 2 2 3
T
E 1 0 tanimsiz 0

Cizelge 6.1 Oklid uzayinda bazi trigonometrik degerler

radyan sing cosg tang cotg
0 0 1 0 tanimsiz
T T T 6
_ _ 1 — =
6 6 6 T
T T T 4
i _ 1 — =
4 4 4 T
T T T 3
i — 1 — =
3 3 3 T
T T T 2
_ _ 1 — z
2 2 2 T

Galile diizlemindeki baz1 acilarin trigonometrik degerleri ise asagidaki gibidir:

Cizelge 6.2 Galile diizleminde bazi trigonometrik degerler

Cizelge 6.1 ve 6.2 den goriildiigii iizere Oklid diizlemindeki trigonometrik
degerler Galile diizleminde farkli anlamlara sahip olurlar. Simdi de Galile

diizlemindeki trigonometrik fonksiyonlarin grafiklerini ele alalim.
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1) y =1 = sin gx = x o6zdeslik fonksiyonu:

T T 3n 2
S R B

. T 3n 2m
sin gx 0 5 -

Cizelge 6.3 Galile uzayinda sing fonksiyonunun trigonometrik degerleri

m
— fpss=ss

- [ ——

WY e

> X
in Iw
z
Sekil 6.19 sing fonksiyonunun grafigi
2) y = cos gx = 1 fonksiyonu:
T s 3t | 2m
X 0 5 —
2 2
cosgx| 1 1 1 1 1

Cizelge 6.4 Galile uzayinda cosg fonksiyonunun trigonometrik degerleri

1 yooong=

A 9
H
-
4

Sekil 6.20 Galile cosg fonksiyonunun grafigi



73

3) y =1 = tan gx = x 6zdeslik fonksiyonu:

T s 3n 2m
X 0 5 -
tangx | T T 3n 2m
2 2

Cizelge 6.5 Galile uzayinda tang fonksiyonunun trigonometrik degerleri

y-tangx

N EE R
W
o

Sekil 6.21 Galile tang fonksiyonunun grafigi

4) y=cotgx = % fonksiyonu:

E T R¥[4

X 0 5 >
cotgx | tammsiz | 2 1 2
T T 3

Cizelge 6.6 cotg fonksiyonunun trigonometrik degerleri



Sekil 6.22 Galile cotg fonksiyonunun grafigi

Galile diizleminin trigonometrik esitlikleri asagidaki gibi verilmistir.
Teorem 6.3.1: Galile diizleminde verilen iki ac1 icin

sing(a + f) = singa.cos gB + cos ga.sin g

cosg(a + f) =cosga.cos gf —singa.singf
formiilleri “toplam ve fark formiilleri” olarak adlandirilir (Yaglom, 1979).

Sonug 6.3.3: Galile diizlemindeki toplam ve fark formiilleri kisaca asagidaki

esitliklerle ifade edilebilir:

singla+B)=a+p, cosgla+p)=1

1

tang(a+B) =a+ B, cotg(a?ﬁ)zm

Teorem 6.3.2: Galile diizlemindeki trigonometride
sing2a = 2singa - cosga, cosg2a = 2cosga® —1
formiilleri *““Galile yarim ac1 formiilleri” olarak verilir (Yaglom, 1979).
Teorem 6.3.3: Galile diizlemindeki trigonometride
x+y xty

- CoS g ;

singx + singy = 2sing

formiilleri ‘““Galile doniisiim formiilleri” olarak verilir (Yaglom, 1979).
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Teorem 6.3.4: Galile diizleminde

formiilii “Galile iicgeninde siniis teoremi” olarak verilir (Bkz. Sekil 6.23)
(Yaglom, 1979).

Teorem 6.3.5: Galile diizleminde
a? = b%? + ¢? — 2bc

formiilii ““Galile iicgeninde Kkosiniis teoremi’’ olarak adlandirilir (Bkz. Sekil

6.23) (Yaglom, 1979).

A 8

Sekil 6.23 Galile diizleminde bir iiggenin kenar

uzunluklar1 ve agilari(Kolar et al.,2005)

Teorem 6.3.6: Galile diizleminde

b+c_B+C
b—c B-C

formiilii “Galile iicgeninde tanjant teoremi” olarak adlandirilir (Bkz. Sekil
6.23).

B+C B+C
b+c tang—-— isinden dol b+c B+C g
- esitliginden dolayi = ve 1r.
b-c  tang?t “ " “b-c T EC T pc

ispat:

Teorem 6.3.7: Galile diizleminde

A(A’B‘c)—1 bC=ibeca=tach
=5ab.C=5bcA=zac
formiilii ““Galile iicgeninde alan formiilii”’ olarak adlandirilir (Bkz. Sekil 23)

(Yaglom, 1979).
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7. GENEL SONUCLAR
Bu calismada;

1) Geometrik uzaylarin incelemesini saglayacak olan dual say1 sistemi ve Clifford
cebirlerinden kuaterniyon, dual kuaterniyon yapilari hakkinda temel bilgiler

verilmistir.
2) Oklid uzayi ile ilgili baz1 6n bilgiler verilmistir.

3) Oklid uzayr ile miihendislik arasinda bir iliski kurabilen arac-tekerlek

problemini konu alan mekanik bir problem geometrik ag¢idan incelenmistir.

4) Oklid uzayinda shear doniisiimii yardim ile diizlemlerdeki deformasyonlar

diistiniilerek diizlemsel kinematige farkli bir bakis getirilmistir.

5) Oklid uzayinda siirekli olmayan geometrik yapilar icin zaman skalasinda vektor

alanlar1 ve konneksiyonlar iizerinde ¢alisilmistir.

6) Dual uzaylar ve robotik hareketler hakkinda temel kavramlar verilmistir.

7) Robotikteki modiiler ve dizisel metod vida hareketleri i¢in ortaya konulmustur.
8) Galile diizlemi ile ilgili temel bilgiler verilmistir.

9) Galile diizleminde trigonometrik fonksiyonlar daha detayli ele alinarak

diizenlenmistir.

Daha sonraki ¢alismalarimizda Oklid uzayi, dual uzay, robotik hareketler,
zaman skalas1 konusunda yapilan ¢alismalarin genisletilmesi diisiiniilebilir. Galile
diizlemi ve uzay: ile ilgili yeni yapilar arastirip ele aldigimiz diger uzaylar ve

yeni uzaylarla Galile uzayinin iligkileri incelenebilir.
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Ek 1 Kuaterniyon Cebri Hesap Makinesi Programinin Kodlari
Ek 2 Shearing Kinematik ile ilgili Mapple Kodlar1
Ek 3 Shear Doniisiimii Olmadan Normal Kinematigin Mapple Kodlari

Ek 4 Galile Doniisiimlerinin  Bilgisayar Uygulamalarinin  Program
Kodlar



Ek1: Kuaterniyon Cebri Hesap Makinesi Programinin Kodlari

#include<stdio.h>
#include<conio.h>
#include<math.h>
#include<PROCESS.H>
#define N 10

int i, 3j,k,n,c,ac,qal,aci,na;

double gcarpma[N],dmatrisi[N] [N],
vstun[N] [N], S[N] [N], qa[N] [N];

double rteta,rlteta,dteta,nrmluq[N], norml, dogrlt[N], son;
double nd[N];

const double pi=3.14159;

/*x*xx*xx+ Fonksiyonlarin icinde kullanilan fonksiyonlar »#*x#*x#xxx/

void goku () {
printf ("quaternion sayisini gir:");
scanf ("%i", &n);

return;

void sncuyari () {

print £ ("\nSONUG¢ ICIN ENTER TUSUNA

BASIN......:\n\n");getch();

return;

}

I/ déonme matrisi.............iiiiiinnn.

void dmtrs () {
dmatrisi[l][1]=qa[1][0]*qa[1][0]+qga[l][1]*qa[1][1]-

qa[l] [2]*qa[l][2]-qa[1l][3]*qa[1l][3];
dmatrisi[2] [2]=qga[1l] [0]*ga[1l][0]-

qa[1l][1]*qa[1][1]+qa[1][2]*qa[1][2]-qa[1][3]*qa[1][3];
dmatrisi[3][3]=qa[l][0]*qa[1l][0]-qa[l][1]*qa[1][1]-

qa[l] [2]*qa[l] [2]+qa[1l][3]*qa[1l][3];
dmatrisi[l][2]=(2*qa[1l][1]*qa[1][2])-(2*qa[1l][0]*qa[1][3]);
dmatrisi[2][1]=(2*qa[1][1]*qa[1][2])+(2*qa[1l][0]*qa[1][3]);



dmatrisi[3][1]1=(2*qga[l][1]*qa[1][3])-(2*qa[1l][0]l*qa[l][2]);
dmatrisi[1] [3]=(2*ga[1l] [1]*ga[1][3])+(2*ga[1][0]*ga[1l][2]);
dmatrisi[3] [2]=(2*ga[1l] [2]*ga[1] [3])+(2*ga[1] [0]*ga[1][1]);
dmatrisi[2] [3]=(2*ga[1l] [2]*ga[1] [3])-(2*ga[1] [0]*ga[1][1]);
printf ("\n\nd”nme\a matrisi....:\n\n");
for(i=1;i<4;i++) {
for (j=1; j<4; j++)
printf ("%$.1£\t",dmatrisi[i] [j]);
printf ("\n\n");
}

return;

//(3*3) 1 k donme ddéniisim ve (3*1l) lik vektdrin matris

garpaim

void matcrp () {
for ( i=1;i<4;i++)
for (j=1; j<2; j++) S[i][j1=0;
for ( i=1;i<4;i++)({
for (j=1; j<2; j++)
for (k=1;k<4;k++)
S[i][j]+= dmatrisi[i] [k] * vstun[k][j];
}
printf ("déndirilmis vektdr.....:\n\n");
printf("dv= ( %.1f , %.1f , %.1f
)\n\n",sS[1][1],S[2][1],S[3]1[1]);
getch () ;

return;

void sonuc() {
printf ("\n\ndoéndirilecek vektor....:\n\n");
printf (" v= (%.1f , $.1f , %$.1f )
\n\n",vstun[1l] [1],vstun[2][1],vstun[3][1]);
return;
}
//doénme uygulanacak 3D lu vektorin girisi
void vektor () {

int ve;



printf ("\n\n déndirilecek vektdéri girin\n\n");
for (i=1;i<4;i++) {

printf (" v[%i]=",1i);

scanf ("%1i", &ve);

vstun[i] [1]=(double)ve;

}
sonuc () ;
return;
}
[/ e

void acibul() {
rlteta=acos (aci);
rteta=2*rlteta;
dteta=(double) (rteta/pi) *180;

printf("\n............... Bu kuaternionun doénme

agisi .............:\n");
printf ("\n radyan olarak: %.1f \n ",rlteta);
printf ("\n nderece olarak: %.1f \n ",dteta);

}

2 Carpma Matrisi ............... //

void carpmtrs () {
qcarpma[0]=qa[l] [0]*qa[2] [0]-qga[1l][1]*qga[2][1]-
qal[l]l[2]*qa[2][2]-qa[l][3]*qa[2][3];

gcarpma[l]=qa[1] [0]*qa[2][1]+qga[1][1]*qa[2][0]+qa[1][2]*qa[2]
[3]1-qa[1l][3]*qa[2] [2];

qgcarpma[2]=qa[l] [0]*qa[2] [2]+qa[1] [2]*qa[2] [0]+qa[1] [3]*qa[2]
[1]1-qa[1l][1]*qa[2] [3];

gcarpma[3]=qa[l] [0]*ga[2] [3]+ga[l] [3]*ga[2] [0]+ga[l] [1]*ga[2]
[2]-qa[l] [2]*qa[2] [1];
return;

}

[ ] KKK KKK kKK kKK kKK birkuaterniyongirisi KKK KKK KK KKK KKK KKK KKK/

void qqgir() {
if (c==0) goku();



else goto label3;
label3:
for (i=1;i<n+l;i++) {
for (j=0; j<4; j++) {
printf (" q[%i] [e%i]l=",1i, J);
scanf ("%i", &qal) ;
qali] [jl=qal;
}
printf ("q[%i]= %.2f e0 + %$.2f el + %$.2f e2 + %.2f e3
\n",i,qa[i] [0],
qali] [1],qa[i]l[2],q9a[i][3]);
}
return;

}

/***************** lkl kuaterniyonun toplam ***************/

void gtopla() {

double gtoplams|[N];

printf("\n\n........ TOPLAMA islemiYapilacaktir..... \n");
goku () ;

aqgir();

for (i=0;i<4;i++){

gtoplams[i]=0;

for (j=1; j<n+1; j++)
qtoplams[i]+=qal[j] [i];

}

sncuyari () ;

printf( "\n\n gtoplam= %.1f e0 + %.1f el + %.1f e2 + %.1f e3
\n " ,qtoplams[0],gtoplams[1l],gtoplams[2], gtoplams[3]);
return ;

}

/******************** lkl quaternionun fark ***************/
void gfark () {
double gfark[N];

n=2;
printf ("\n\n...... CIKARMA islemi
Yapilacaktair!........ \n");

printf ("\n\n q[1]-q[2] bulabilmek igin once g[l] sonra
ql[2] yi giriniz! \n\n");



aqagir();
for (i=0;i<4;i++)
qfark[i]=qa[l] [i]-qa[2] [i];

sncuyari () ;

printf (" gq[l]-ql[2]= %.1f e0 + $.1f el + %.1f e2 + %.1f e3
\n " ,qgfark[0],gfark[1l],gfark([2],gfark[3]);
return ;
}
/***k*k*xx*x*x*x*x Bir kuaterniyonun skalerle carpilmasi ****xxxxxxx/
void gscarp() {

int s;

double sq[N];

printf ("\n\n...SKALERLE €IKARMA islemi

printf ("\nscaleri gir:");
scanf ("%i", &s);
printf("\n q yu girin:\n\n");
n=1;
aqgir();
for (i=1;i<2;i++)
for (j=0; j<4; j++)
sq[jl=s*qal[i] []];
printf ("gscarpim= %.1f e0 + %.1f el + %$.1f e2 + %.1f e3 \n"
»8q[0],sql[1l],sql2],sq[3]);

return;

}

/************** blr quaternionun esleni@ri****************/

void geslenik () {
int gal;
double vq[N];
printf ("\n\n........ ESLENIK ALMA islemi

printf ("\n eslenidi alinacak kuaternionu giriniz! \n\n");
n=1;
aqgir();
for (int i=1;i<2;i++)
for (3=1;j<4; j++)
vqaljl=-qali] []];

sncuyari () ;



printf( " Kgq= %.1f e0 + %.1f el + %.1f e2 + %$.1f e3 \n "
»qal[1l] [0],vq[l],vq[2],vql3]);
return ;

}

/************* blr quaternionun normu *****************/
void gnorm() {

float gkaretop,gnrm;

printf ("\n\n........ NORM ALMA islemi

printf("\n normu alinacak kuaternionu giriniz! \n\n");
n=1;
aqgir();
gkaretop=0;

for (i=1;i<2;i++)

for (3j=0;j<4; j++)

gkaretop+=qa[i] [j]*qa[i] []];

gnrm=sqrt (gkaretop) ;
sncuyari () ;
printf( " norm=karekdk (%.2f) yani norm= %.2f \n "
,gkaretop, qnrm) ;
return ;

}

J*r*Fxxxxxxx  jki quaternionun quaternion carpim *rxxxxkxk/

void gcarp() {

printf ("\n\n..... CARPMA islemi Yapilacaktir!......... \n");
printf ("\n q[1l]1*qg[2] bulabilmek in “"nce q[l] sonra q[2] yi
giriniz! \n\n");

n=2;

aqagir();

carpmtrs () ;

sncuyari () ;

printf( " q[l]*q[2]= %.2f e0 + %$.2f el + %.2f e2 + %.2f e3
\n ",

gcarpma[0],gcarpmal[l], gcarpmal[2],gcarpmal[3]);
return ;

}



/********** blr quaternionun tersi ***********************/
void gqters() {
printf ("\n\n..... TERS ALMA islemi

float gkaretop, gnrm,vq[N], ksq;
n=1;
printf ("\n tersi alinacak kuaternionu giriniz! \n\n");
aqgir();
gkaretop=0;
for (i=0;i<2;i++)
for (3j=0;j<4; j++)
gkaretop+=qa[i] [j]1*qali] [j];
gnrm=sqrt (gkaretop) ;
if (gnrm!=0) {
ksg=qa[1] [0] /gnrm;
for (i=1;i<4;i++)
vqlil=(-qa[1][i]) /qnrm;
sncuyari () ;
printf ("qters= %.2f e0 + $.2f el + %$.2f e2 + %.2f e3
\n", ksq,vq[l],vq[2],vql3]);
}
else
printf ("norm sifirken ters alinamaz!");
return ;

}

J*F*xxxxxxx*x  yektdrel quaternionun Usslini
alma********************/
void qus () {

int a;

float k2,k3,qus[N];

float t,c,kl;

n=1;

printf ("\n\n....KUVVET ALMA islemi

Yapilacaktair!........ \n")

printf("\n..... Kuvvet Alma ig¢in vektdrel gq yu
girin..... \n\n");

aqgir();

qa[1][0]=0;

kl=0-qa[l][1]*qa[1l] [1]-qa[1l] [2]*qa[1l] [2]-qa[1l][3]*qa[1][3];

printf ("\n\nkat+ nc dereceden us alinsin?.......:");



scanf ("%i", &a);
if ((a%2)==0) {
c= (a/2);
k3=pow (kl,c);
printf ("\n\n g*n de n=%i ss n g¢ift olarak
girdiniz!\n",a);
qus[0]=k3;
qus[1]=0;
qus[2]=0;
qus[3]=0;
sncuyari () ;
printf("q s= %.2f e0 + %$.2f el + %$.2f e2 + %.2f e3
\n",qus[0],qus[1],qus[2],qus[3]);
}
else
{
t=(a-1)/2;
k2= pow(kl,t);
printf ("\n\n g”’n de n=%i ss n tek olarak
girdiniz!\n",a);
qus[0]=0;
qus[1l]=k2*qa[1] [1];
qus[2]=k2*qa[1] [2];
qus[3]=k2*qa[1] [3];
sncuyari () ;
printf("q s= %$.2f e0 + %.2f el + %.2f e2 + %.2f e3
\n", qus[0],qus[1],qus[2],qus[3]);
}
return ;
}
JERxFERI AR K ARRERH 301 verilerek dONAUrme  KxFEx Kk x kL xkkxk )

void gdonmeaci () {

printf ("\n\n...Ag1i Girilerek Dondirme
Yapilacaktir!...\n\n");

printf ("\n dénme agisini giriniz...: ");

scanf ("%1i", &aci);

[/ ... derece olan aciyi radyan

rteta=(aci*pi) /180;

son=sin (rteta);



printf("\n %i dereceli a3 %.2f radyand r......... sin s
%.2f \n\n",aci, rteta, son);

I/ oot dondiirme dogrultusunu

for (j=1; j<4; j++) {
printf (" \n nor[e%i]l=", Jj);
scanf ("%1i", &na);
nd[j]=(double)na;
}
printf("\n n= ( %$.2f , %.2f , %.2f )
\n\n",nd[1],nd[2],nd[3]);
[/ oot q kuaternionun
olusturulmasas ......................
ga[l] [0]=cos (rteta/2);
ga[l][1]=nd[1l]*sin(rteta/2);
ga[l][2]=nd[2] *sin(rteta/2);
ga[l][3]=nd[3]*sin(rteta/2);
dmtrs();
getch();
vektor () ;
getch () ;
matcrp () ;
return ;
}
//*****x*x%xx%* [hir kuaterniyondan elde edilen
déndurme***********/
J/xFFAAFFHF matrisi ile verilen vektdrlin dondliriilmesi****//

void gdonme () {

printf("\n............ bir quaternion
girin.............. '\n\n");

n=1;

aqgir();

getch();

norml=sqrt (qa[1] [0]*qa[1] [0]+qa[1][1]*qa[1][1]+qa[1][2]*qa[1]
[2]1+qa[1][3]1*qa[1][3]);
printf("\ngnorm .......:%.2f",norml);
if (norml==1) {
[/, girilen g nun dénme ag¢isini bulur........:
printf ("\n\n kuaternion birimdir normlamaya gerek yok

'\n\n") ;



aci=qa[1][0];
acibul () ;
son=sin(rteta);
[/, girilen q nun déndiirme
dogrultusu..................:
/* for(i=1;i<4;i++)

dogrlt[i]=(double) (qa[l] [i]/son);

//HATA VAR ..... !
printf("\n\n.................. d”nme
do§rultusu.....................:\n\n");

printf("(%$.2f , %.2f , %.2f
) ",dogrlt[1l],dogrlt[2],dogrlt[3]);

*/

getch () ;

}
else{

printf("\n\n....... kuaternion birim degil!........ \n\n");

// q nun normu al n p d’nme at s ve do§rultusu bulunur

for (i=0;i<4;i++)

nrmluq[i]l=qa[l] [i] /norml;

printf (" \n\n normlug= %.1f e0 + %.1f el + %.1f e2 + %.1f
e3 \n",nrmluqg[0],nrmluq[l], nrmluq[2], nrmlug[3]);

//normlanmis g nun dénme ag¢isini bulur

aci=nrmluq[0];

acibul ();

//normlanmis q nun doéndirme dogrultusu:

for(i=1;i<4;i++)

if (rteta==0)
printf("\n 0 a bélme hatasi olabilir");
printf("\n............ sin(2*%.1£)=%.1€............... "

rlteta, sin(rteta));

// dogrlt[i]=(double) ((ga[l][i])/son); //HATA

// printf ("\n\n normlu q nun donme dogrultusu: (%.1f ,
%$.1f , %.1f )\n ",dogrlt[l],dogrlt[2],dogrlt[3]);
//normlu g yu yine ga ya at yal m
for (i=0;i<4;i++)
qal[l] [i]=nrmluq[i];
getch() ;

}
dmtrs () ;



vektor () ;

sncuyari () ;

matcrp () ;
return;

}

//****************** SECIMLER ***********************//

void secenekler () {

printf ("Kuaternion cebrinde hangi islemi yapmak

istiyorsunuz?\n\n ");

printf ("Bir
")

kuaternionun cebirsel tanimi.............:

printf ("n tane kuaternionun toplam ..................:

")

printf ("iki
")

printf ("Bir
")

printf ("Bir
")

printf ("Bir
")

printf ("Bir
")

printf ("iki
")

printf ("Bir
")

printf ("Aga
")

kuaternionun fark ............ .. .. .. ...

kuaternionun eslenigi....................:

kuaternionun skaler garpim ..............:

kuaternionun normu................cc00..."

kuaternionun tersi......... ... ... ... .00

g nun kuaternionik ¢arpim ...............:

vektorel g nun usSsU..........ciiitiet

verilerek dondirme.......... ...t

printf ("q verilerek dondirme.........................¢

printf ("\n segeneklerinden birini girin!");

\n ");
return;
}

//******************* ANA PROGRAM ***********************//

main () {

int y,status;
labell:
clrscr();
//secimgraf () ;

secenekler () ;

\n

\n

\n

\n

\n

\n

\n

\n

\n



printf ("\n\n setiminiz :");
scanf ("%1i", &c);
label2:
switch (c) {
case O0:
aqagir();
break;
case 1:
qtopla();
break;
case 2:
qfark () ;
break;
case 3:
geslenik () ;
break;
case 4:
gscarp();
break;
case 5:
qnorm() ;
break;
case 6:
qgters();
break;
case 7:
qgcarp() ;
break;
case 8:
qus () ;
break;
case 9:
gdonmeaci () ;
break;
case 10:
gdonme () ;
break;
}
printf ("\a\n\n devam etmek istiyor musunuz
(evet=1) / (hay r=0) :");
scanf ("%1i", &y) ;



if (y==1){
goto labell;
goto label2;
}
else if (y==0)
{
printf ("\n\n\nProgramdan g¢ikmak ig¢in ENTER tusuna
basiniz");
exit (status - '0');
}
return O;
getch () ;
}



Ek 2: Shearing Kinematik ile Tlgili Mapple Kodlar

1. U dteleme vektoriiniin hareket boyunca ¢izdigi egrisinin Mapple kodlari:

> ul:=-t*cos(t)-2*t*sin(t)+t 2*sin(t)-2*t"2*cos(t);
> u2:=(-t*sin(t)-2*cos(t))*sqrt(1+t"2);
> plot([ul,u2, t=-1..1]);

ul :=—tcos(t)—2tsin(z) +t*sin(t) — 2 1> cos(t)

u2 = (—tsin(t) —2 cos(t)) /1 + 1>

2. U 6teleme vektoriiniin tiirev vektoriiniin hareket boyunca ¢izdigi egrisinin

Mapple kodlar1:

> ul:=-t*cos(t)-2*t*sin(t)+t 2 *sin(t)-2*t 2*cos(t);
> u2:=(-t*sin(t)-2*cos(t))*sqrt(1+t"2);

> ult:=diff(ul,t);

> u2t:=diff(u2,t);

> plot([ult,u2t, t=-1..1]);

ul :=—tcos(t)—2tsin(z) +t*sin(r) — 2 1> cos(t)
u2 = (—tsin(t) —2 cos(t)) /1 + 1>

ult :=—cos(t) + 3 ¢sin(t) — 2 sin(t) — 6 £ cos(t) + 1> cos(t) + 2 ¢* sin(¢)

u2t :=(Sin(f)—lCOS(t))m+ (—tsin(t)—2cos(t))t

147

3.7X vektoriiniin hareket boyunca ¢izdigi egrisinin Mapple kodlari:

> ul:=-t*cos(t)-2*t*sin(t)+t 2*sin(t)-2*t"2*cos(t);
> u2:=(-t*sin(t)-2*cos(t))*sqrt(1+t*2);

> a:=2;

> b:=1;

> x1:=ul+a;

> x2:=u2+b;

> plot([x1,x2, t=-1..1]);



ul :=—tcos(t)—2tsin(t)+ 1> sin(¢) — 2 1% cos(t)

u2 = (=t sin(r) — 2 cos(t)) /1 +

a:=2

b:=1

xl :=—tcos(t)—2tsin(t) + ¢*sin(r) — 2 1> cos(t) + 2

x2 = (—tsin(t) =2 cos(t))+/ 1 +1> + 1

4. ¥, bagil hiz vektoriiniin hareket boyunca ¢izdigi egrisinin Mapple

kodlari:

> ul:=-t¥cos(t)-2*t*sin(t)+t 2*sin(t)-2*t"2*cos(t);
> u2:=(-t*sin(t)-2*cos(t))*sqrt(1+t"2);

> ult:=diff(ul,t);

> u2t:=diff(u2,t);

> x1t:=ult;

> x2t:=u2t;

> plot([x1t,x2t, t=-1..1]);

ul :=—tcos(t)—2tsin(t) + 1> sin(¢) — 2 1% cos(t)
u2 = (—tsin(t) — 2 cos(1)) /1 + 12

ult :=—cos(t) + 3 tsin(t) — 2 sin(t) — 6 £ cos(t) + 1> cos(t) + 2 ¢* sin(¢)

u2t = (sin(t) —tCOS(t))m+ (—tsin(z) —2 cos(t)) t

J1+ 7

xIt:=—cos(t)+ 3 tsin(¢) — 2 sin(t) — 6 ¢ cos(t) + 1> cos(¢) + 2 t* sin(t)

X2t 1= (sin(1) — tcos(1)) [ 1 + 72 + S 2 ost)) 1

J1+1

S. 1‘7} bagil hiz vektoriiniin hareket boyunca ¢izdigi egrisinin Mapple

kodlari:

> ul:=-t*cos(t)-2*t*sin(t)+t"2*sin(t)-2*t"2*cos(t);
> u2:=(-t*sin(t)-2*cos(t))*sqrt(1+t"2);

>a:=2;



> b:=1;

> x1:=ul+a;

> x2:=u2+b;

> ult:=diff(ul,t);

> u2t:=diff(u2,t);

> x1t:=ult;

> x2t:=u2t;

> vi:=(-ult-u2/sqrt(1+t"2)+x2/sqrt(1+t"2),-t/(1+t"2)*u2-u2t-t*x2/(1+t"2));
> plot([vf, t=-1..1]);

ul :=—tcos(t)—2tsin(z) +*sin(r) — 2 t*> cos(t)

u2 = (—tsin(t) — 2 cos(1)) /1 + 1

a:=2

b:=1

xl :=—tcos(t)—2 tsin(z) + £ sin(z) — 2 > cos(t) + 2
X2 1= (=tsin(1) =2 cos(t)) /1 + 22 + 1

ult :==—cos(t) +3 tsin(t) — 2 sin(z) — 6 7 cos(t) + 1> cos(t) + 2 > sin(¢)

ult :=(Sin(f)—lCOS(t))m+ (—tsin(t)—2cos(t)) ¢t

J1 47

xlt :=—cos(t)+ 3 tsin(t) — 2 sin(t) — 6 £ cos(t) + > cos(t) + 2 1% sin(¢)

X2t := (sin(t) — £ cos(t)) m + (—t Sin(t)l— 2 ;:os(t)) t
+ 1

vf:=3 cos(t) — 2 tsin(t) +2 sin(t) + 6 ¢ cos(t) — t* cos(t) — 2 > sin(t)
N (—tsin(t) —2cos(t))+/ 1+ + 1 5 (—tsin(t) —2cos(t)) ¢t
J1+1 ’ J1+1

_ (sin(r) — 1 cos(1)) T+7 - t((—tsin(t)—2cos(£))+/ 1+ +1)

1417

6. U, bagil hiz vektoriiniin hareket boyunca ¢izdigi egrisinin Mapple

kodlar:

> ul:=-t¥*cos(t)-2*t*sin(t)+t 2*sin(t)-2*t*2*cos(t);
> u2:=(-t*sin(t)-2*cos(t))*sqrt(1+t"2);



> a:i=2;

> b:=1;

> x1:=ul+a;

> x2:=u2+b;

> ult:=diff(ul,t);
> u2t:=diff(u2,t);
> x1t:=ult;

> x2t:=u2t;

> vri=(x1t,x2t);
> vi=(-u 1 t-u2/sqrt(1+t22)+x2/5qre( 1 +642),-t/(1+A2) u2-u2t-t¥x 2/(1+t42)):;
> va:=vr+vf;

> plot([va, t=-1..1]);

ul :=—tcos(t)—2tsin(t)+ 1> sin(¢) — 2 1% cos(t)

u2 = (=t sin(r) — 2 cos(t)) /1 + 2

a:=2

b:=1

xl :=—tcos(t)—2tsin(t) +1*sin(t) — 2 1> cos(t) + 2

x2 1= (=tsin(t) =2 cos(t)) /1 + 22 + 1

ult :=—cos(t) +3 tsin(t) — 2 sin(t) — 6 ¢ cos(t) + 1> cos(t) + 2 > sin(t)

(—tsin(r)—2cos(t)) ¢t

ult :=(sin(t)—tcos(t))m+ m

xIt:=—cos(t)+ 3 tsin(¢) — 2 sin(¢) — 6 £ cos(t) + 1> cos(t) + 2 t* sin(r)

(—tsin(t)—2cos(t)) ¢t
2

X2t = (sin(£) — 1 cos(1)) | 1 + 7 + 1
+t

vr=—cos(t) + 3 tsin(z) — 2 sin(¢) — 6 £ cos(t) + > cos(t) + 2 ¢* sin(¢),
(sin(r) — 1 cos(1)) [ 1 + 72 + (1S Z2 cos(D) 1

J1+2

vf =3 cos(t) — 2 tsin(t) +2 sin(¢) + 6 1 cos(t) — > cos(t) — 2 £ sin(t)
N (—tsin(1) =2 cos(1)) /1 + 1% +1 _, (=tsin(n) =2 cos(n)) 1
—lcos(t))m_ 1 ((=tsin(t) -2 cos(t))JmJr 1)

1417

— (sin(?)



(—tsin(t) —2cos(t))/ 1+ +1

va :=2 cos(t) +tsin(t) + m )
(= sin(7) —2 cos(t)) ¢ (-t sin(z) =2 cos(t)) /1 +1* +1)
1+17 1+7

7. Pol egrisinin Mapple kodlari:

> ul:=-t*cos(t)-2*t*sin(t)+t"2*sin(t)-2*t 2 *cos(t);
> u2:=(-t*sin(t)-2*cos(t)) *sqrt(1+t"2);
>a:=2;
> b:=1;
> x1:=ul+a;
> x2:=u2+b;
> ult:=diff(ul,t);
> u2t:=diff(u2,t);
> p:=(x1,sqrt(1+t"2)*ult+u2);
> plot([p, t=-1..1]);
ul :=—tcos(t)—2tsin(z) +*sin(r) — 2 t*> cos(t)
u2 = (—tsin(t) — 2 cos(1)) /1 + 12
a:=2
b:=1

xl :=—tcos(t)—2tsin(t) +1*sin(t) — 2 1> cos(t) +2

x2 = (—tsin(t) =2 cos(t)) /1 +1> + 1
ult :=—cos(t)+3 tsin(t) — 2 sin(t) — 6 7 cos(t) + 1> cos(¢) + 2 #* sin(¢)

(—tsin(r)—2 cos(t)) ¢t

u2t = (sin(r) — 1 cos(1)) /1 + 1% + Ji+2

pi=—tcos(t)—2tsin(r) + 1% sin(t) — 2 t* cos(t) + 2,
1+ 1% (—cos(t) + 3 tsin(t) — 2 sin(¢) — 6 1 cos(t) + 1> cos(7) + 2 2 sin(1))

+ (—tsin(t) —2 cos(t)) 4/ 1 + 12



Ek 3: Shear Doniisiimii Olmadan Normal Kinematigin Mapple
Kodlari

1. U 6teleme vektoriiniin hareket boyunca ¢izdigi egrisinin Mapple kodlart:
>uli=-t;

> u2:=2%;

> plot([ul,u2, t=-1..1]);

ul ==—t

u2 =2t

2. U dteleme vektoriiniin tiirev vektoriiniin hareket boyunca ¢izdigi egrisinin
Mapple kodlar1

>ul:i=-t;

> u2:=2%t;

> ult:=diff(ul,t);

> u2t:=diff(u2,t);

> plot([ul,u2, t=-1..1]);

ul =—t
u2 =2t
ult = -1
ut =2

3.X vektoriiniin hareket boyunca ¢izdigi egrisinin Mapple kodlart:

>ul:=-;
> u2:=2%t;
> a:=2;
> b:=1;
> x1:=ul+a;
> x2:=u2+b;
> plot([x1,x2, t=-1..1]);
ul =—t

u2 =2t
a:=2
b:=1

xl =—t+2



4. v, bagil hiz vektoriiniin hareket boyunca ¢izdigi egrisinin Mapple
kodlar1:

>ul:i=-t;

> u2:=2%t;

> ult:=diff(ul,t);

> u2t:=diff(u2,t);

> x1t:=ult;

> x2t:=u2t;

> vri=(x1t,x2t);

> plot([vr, t=-1..1]);

ul =—t
u2 =2t
ult :=-1
ut =2
xlt:=-1
x2t:=2
vri=-1,2

5. 7¢ bagil hiz vektoriiniin hareket boyunca ¢izdigi egrisinin Mapple

kodlari:

>ul:=-t;

> u2:=2%t;

>a:=2;

> b:=1;

> x1:=ul+a;

> x2:=u2+b;

> vE=(1+2%t+x2,-2+t+x1);
> plot([vf, t=-1..1]);
ul ==—t u2:=2t
a:=2

b:=1

xl =—t+2
x2:=2t+1
vfi=2+410



6. U, bagil hiz vektoriiniin hareket boyunca ¢izdigi egrisinin Mapple
kodlar1:

> x1:=ul+a;

> x2:=u2+b;

> vr:=(diff(x1,t),diff(x2,t));

> vii=(142%t+x2,-2+t+x1);

> va:=vf+vr;

> plot([va, t=-1..1]);

ul =—t

u2 =2t
a:=2
b:=1
xl:=—t+2
x2:=2t+1
vri=-1,2
vfi=2+410

va:=1+41t72

7. Pol egrisinin Mapple kodlari:
> Pi=(2-t,-1-2%t);

> plot([P, t=-1..1]);
P=-t+2,-1-2t¢



Ek4: Galile Doniisiimlerinin Bilgisayar Uygulamalarinin

Program Kodlari
uses crt;

var
X,y,a,b,v,1,j:integer;
son:array[1..2,1..20] of integer;
cev,x1,yl:integer;
begin

clrscr;

randomize;
writeln('sirasiyla v, a ve b say lar n giriniz');
readln(v,a,b);

x:=0;

y:=2%x+4;

repeat

x1:=-2;

if x1=x then cev:=1;
until cev<>1;
y1:=2%x1+4;
son[1,1]:=x+a;
son[1,2]:=x*v+y+b;
son[2,1]:=x1+a;

son[2,2]:=x1*v+yl+b;



writeln('Orijinal noktalar');
writeln('(',x,',,y,)");
writeln('(',x1,,,y1,)");
writeln('yeni noktalar');

for j:=1to 2 do
writeln('(',son[j,1],",,son[j,2],)");

readln;

end.
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