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OZET

STURM-LiOUVILLE PROBLEMININ ORTOGONAL POLINOMLAR
YARDIMI iLE YAKLASIK COZUMLERIi

TUGCE AKKAYA

Bu tezde, ilk olarak Sturm-Liouville probleminin tarihi gelisimi ve Ozellikleri
verildikten sonra, Ll. G. Chambers, (Chambers, 1994)’nin yaptig1 calisma ile M.
SEZER, (Sezer, 1996)’nin makalesi esas alinip, bu ¢alismalarda verilen metot homojen

olmayan Sturm-Liouville problemine uygulanmstir.

Bu tez ti¢ boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde Sturm-Liouville Problemi, Chebyshev polinomlari, Legendre
polinomlar1 ve Boubaker polinomlar1 i¢in gerekli temel kavramlar verilmis, Sturm-

Liouville problemi normal formuna indirgenmistir.

Ikinci béliimde Liouville normal formunun yaklasik ¢oziimlerinin bulunmas: igin

yontem gelistirilmistir.

Son boliimde ise Sturm-Liouville probleminin bu yontemle yaklagik ¢6ziimii yapilmis

ve sonuglar referans 6zfonksiyonlar ile karsilagtirilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Sturm-Liouville Problemi, Siralama yontemi, Chebysheyv,

Legendre ve Boubaker polinomlari ve serileri, Yaklasik ¢6ziim.
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ABSTRACT

APPROXIMATE COMPUTATION of STURM-LIOUVILLE PROBLEMS
USING ORTHOGONAL POLYNOMIALS

TUGCE AKKAYA

In the present thesis the historical development of Sturm-Liouville problem are given
firstly. Then the method which was studied in a paper of, L1. G. Chambers, (Chambers,
1994) and a paper of M. SEZER, (Sezer, 1996), is applied to the nonhomogenous

Sturm-Liouville problem.

This thesis consists of three chapters.

In the first chapter the necessary preliminaries about Sturm-Liouville problem,
Chebyshev polynomials, Legendre polynomials and Boubaker polynomials are given

and Sturm-Liouville problem is reduced to the Liouville normal form..

In the second chapter, the new method is investigated in order to obtain approximate

solutions of Liouville normal form.

In the final chapter, as an application, Sturm-Liouville problem is approximately solved

by this method and the obtained results are compared with the reference eigenfunctions.

KEYWORDS: Sturm-Liouville problem, Collocation method, Chebyshev, Legendre

and Boubaker polynomials and series, Approximate solution.
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TESEKKUR

Bu ¢alismanin belirlenmesi ve yiiriitiilmesi esnasinda ilgi ve alakasini esirgemeyen,
ortaya c¢ikan her tiirlii bilimsel problemin ¢éziimiinde devamli yardimlarini gordigiim
degerli hocalarim Prof. Dr. Mehmet SEZER ve Dog. Dr. Salih YALCINBAS’a, ayrica
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1. STURM-LIOUVILLE PROBLEMINE GENEL BAKIS VE TARIHCE

Jacques Charles Francois Sturm (1803-1855)

1826 yilinda Isvigreli miihendis Daniel Colladon ile beraber calisan Sturm
sudaki ses hizinin tam hesabini ilk bulan kisi olmustur. 1833 yilinda Fransiz vatandasi
olup Paris’te 1840 yilinda profesér oldugu Ecole Polytechnique’de gahisti. Aym yil
icerisinde Paris, Faculté des Sciences’da makine boliimiine profesorii olarak atanmistir.

Yaklasik 1750 yilina dayanan sinir sartlarina bagl adi diferansiyel denklemin
O0zdeger ve 0zfonksiyon belirleme problemi ve 6zfonksiyonlarin bir sonsuz serisine
keyfi fonksiyonlarin a¢ilimi problemi, yeni koordinat sistemlerinin tanistirilmasi
ve fonksiyonlarin yeni siniflarinin artmasi kadar one ¢ikar hale geldi. Sturm ve
arkadas1 Joseph Liouville herhangi bir ikinci derece lineer diferansiyel denklem

i¢in genel bir problemi ¢6zmeye ¢alismaya karar verdiler.



Sturm 1833 yilindan beri 6zdeger ve Ozfonksiyonlar1 géz Oniine almaksizin
kismi diferansiyel denklemin problemleri ve 0&zellikle degisken yogunluklu bir
cubuktaki 1s1 akigkani {izerine calismistir. Bu problem icin uyguladigi matematiksel
goriisleri cebirsel denklemlerin kdoklerinin gercekligi ve dagilimmin buluslariyla
yakindan ilgilidir. Diferansiyel denklemler iizerine goriisleri limit i¢in bir pasaj ve fark
denklemlerin bir ¢alismasindan ortaya ¢iktigidir. Liouville, Sturm’un ele aldig1 ayni
konuyu calismaya basladi. Birlikte ¢alismalarinin sonuglar1 oldukca detayli olan bir¢ok

dergide yer aldu.

Joseph Liouville (1809-1882)

Liouville 19. yiizyilin sonlarina dogru Fransiz matematik hayatinda 6nemli bir
rol oynayan Onemli bir devri, Journal de Mathématiques Pures et Appliquées’un
kurucusu ve editorii ve Paris’teki Collége de France’da biiylik 6l¢iide saygi duyulan bir
profesordii. Yaratici bir matematikgi olarak kayda deger basarilart hak ettigi takdiri son
zamanlarda almaktadir.

Es deger bir integral denklemi kullanarak sinir deger problemini ¢dzen ilk
kisidir. Kesirli tiirev teorisi » 'nin pozitif tamsay1 olmadigi durumda mantikli anlamin
d"y/dx" semboliine atanabildiginin uzun siiren problemine cevap vermistir. Kompleks
analizde temel sonuclar kesfetti ve bunlar1 kendi eliptik fonksiyonlar teorisi igin bir
temel olarak kullandi. Ayrica faz uzayinda zamanla degisen hacim integrali olarak ifade
edilen Hamiltonian mekaniginde ¢ok iyi bilinen bir Liouville teoremi bulunmaktadir.
Sturm ile birlikte ikinci mertebeden diferansiyel denklemlerin 6zdeger problemini de
incelemiglerdir. (Hassani, 2002)

Transandantal sayilar teorisi Liouville’nin ¢alismalarindan kaynaklanan

matematigin diger bir brangidir. 7 ve e 'nin rasyonelsizligi (herhangi lineer denklemin



¢Ozlimleri olmamalar1) 18. yiizyilda Lambert ve Euler tarafindan kanitlanmistir. 1844
yilinda Liouville e’nin integral katsayili herhangi kuadratik denklemin bir koki de
olamayacagini gosterdi. Bu onu e ’nin transandantal oldugu varsayimina gétiirdii ki bu
da onun integral katsayili herhangi polinom denklemini saglamadig1 anlamina gelir.

Sturm ve Liouville’nin iizerinde ¢alistiklar1 sorular kabaca lic ana grupta

toplanabilir.
1) Ozdegerlerin 6zellikleri
11) Ozfonksiyonlarin nitel davranis

iii)  Ozfonksiyonlarin bir sonsuz serisine keyfi fonksiyonlarin agilimu.

Bunlardan (i) ve (ii) yi Sturm arastirmistir. Liouville, (iii) lizerinde ¢alismis
ve (i), (i1) ye iligkin degisik sonuglar ortaya koymustur. Sturm ve Liouville’nin
dogrusal diferensiyel denklemler {izerine olan c¢aligmalarini dért doneme ayirmak
uygun diiser.

Birinci donem olan 1829-1830 arasinda her iki matematik¢ide, birbirinden
bagimsiz olarak yayinladiklar1 makalelerle konuya yaklagimlarint belirlediler.
1831-1835 doneminin ortalarinda Sturm’un yaptig1 iki biiylik ¢alisma ile ti¢ilincii
donem olan 1836-1837 de Liouville’nin konuya iliskin ilk meshur ¢aligmasi ard
arda yayinlandi. Kuram iizerindeki 6zgiin ¢alismalarin son donemi olan 1838-1840

yillar1 arasinda Liouville’nin biiylik katkilari olmustur. (Akg¢a,1986)
1.1. Sturm-Liouville Denklemine giris

Teorik fizigin pek ¢ok kolunda sik sik

"W (r,1)

VU (r,0)+ A Y (r,0) = A(r,t) + B(f) v

+C(t) (1.1.1)

oY (r,1)
ot
seklinde lineer bir diferansiyel denklemle karsilagilir. A" ile bir parametre
gosterilmektedir. A', ;l(r,t), B(t) ve C(t) nin 6zel degerleri i¢in denklem de bazi

ozel isimler alir:
1) Eger ,Zl(r,t) =0, B(¢t) =Sabit, C(¢) = Sabit ise denkleme telgrafcilar denklemi,
2) A=C =0 ise difiizyon denklemi,



3) A'=B=C=0ise Poisson denklemi,

4) A'=A=C=0 ise Dalga denklemi,

5) A= B=C =0 ise Helmholtz denklemi,

6) A'=A=B=C=0 ise Laplace denklemi denir.

A(r,t) fonksiyonunun sifirdan farkli oldugu hallerde 4 = 0 igin elde edilen dzel
homojen denklemin genel ¢6ziimii ile 4 fonksiyonlu, yani homojen olmayan
denklemin 6zel bir ¢éziimiiniin lineer kombinezonu, goz dniine alinan denklemin genel
denklemini teskil eder. Homojen denklemin genel ¢oziimiinii bulduktan sonra homojen
olmayan denklemin 6zel bir ¢oziimiinii bulmak i¢in mesela, analiz dersinden bilinen,
Lagrange’in katsayilarin degisimi metodu gibi bir metot uygulamak ¢ok kere kolaylikla
sonuca ulasilmasint miimkiin kilar. Bu itibarla homojen denklemin genel ¢6ziimiiniin

bulunmasi 6n planda gelmektedir.

Su halde
- -
VB (1) 4 () = B D | o T D (1.1.2)
ot ot
denkleminin genel ¢oziimiinii bulmak i¢in
Y(r,t) =UT(1) (1.1.3)

seklinde degisken ayirimi yapip gerek U(r) ve gerekse T(f) fonksiyonlarmi ayri ayri
tespit etmege ve neticede bunlarin ¢arpimiyla WP(r,7) yi bulmaya ¢alisahm (1.1.3)’i

(1.1.2)’e yerlestirip de her iki yam U(#)T(¢) ile béliince,

gy p=B0ATO  CO d’T (1)

U(r) CT() dr T(t) df

(1.1.4)

elde edilir. Bu takdirde iki sik vardir:
1) Ya (1.1.4)’in sol yam f(r) ve sag yani da g(¢) gibi sirasiyla 7 ve ¢ ’nin agik
birer fonksiyonudur,

2) Yada (1.1.4)’in her iki yan1 da ayr1 bir u sabitine esittir.



Birinci halde (1.1.4) denklemi

f(r)=g(t) ya da f(r)-g(t)=F(r,)=0

seklinde olurdu ki bu fonksiyonel baginti, 7 ve ¢’nin birinden birinin digerinin
fonksiyonu oldugunu gosterirdi; bu ise 7 ve ¢’nin bagimsiz degiskenler olmasi
keyfiyetiyle agik olarak celisiktir. Bu ¢elisiklik ancak (1.1.4)’iin her iki yan1 da ayni bir
4 ayrisim sabitine esitse ortadan kalkar. Bu itibarla ve A'—u =1 kabul ederekten

(1.1.4)’den

VU@ +AU®r) =0 (1.1.5)
() dth ), B dz ft) _uT(6)=0 (1.1.6)

bulunur. Bunlardan (1.1.6) denklemi ikinci mertebeden adi bir diferansiyel denklem
olup V* nin ifadesine baglh degildir ve bunun integrasyonu herhangi bir zorluk arz
etmez.

(1.1.5) denklemi ise Helmholtz tipi bir denklem olup ayni zamanda Laplace
denkleminin 6zdeger probleminin bir pargasi olarak da kabul edilebilir. Buradaki
Laplace operatorii (=Laplasyen), denklemin gegerli oldugu koordinat sistemine baglidir.

Mesela kiiresel koordinatlarda U = U(r,0,¢) olmak {izere (1.1.5)

o’'U 20U 10U cotghoU 1 oU
P SN L SN S S 2
o~ ror r-o00 r- 060 r°sin“ 6 0¢

+AU =0 (1.1.7)

seklini alir. Burada yine

U(r,0,¢) = u(r)v(0)w(9)

farz ederek degiskenlere ayrisim metodu uygulayarak

i{r2%}+/1r2u—au =0 (1.1.8)
dr

dr



d| . dv ) p
—|sinf— |+ O — =0 1.1.9
{sm d@} (asin @y —— ev ( )

+fw=0 (1.1.10)

seklinde li¢ denklem elde edilir. Boylece kismi tiirevli (1.1.7) denkleminin ¢6zimi
bu ii¢ adi diferansiyel denklemin ¢oziimiine indirgenmis olmaktadir. Eger

a, ve A ayrisim sabitlerinin, bu denklemlerin ¢6ziimlerini miimkiin kilacak

degerleri varsa

U(r,0,¢) = u(r;A,a)w(0;a, f)w(é; )

fonksiyonu Laplace operatdriiniin kiiresel koordinatlardaki bir 6zfonksiyonu olur.
Stiphesiz ki bu denklemlerle birlikte sinir sartlari’ min da belirtilmesi lazimdir.
Esasinda a,f ve 4 nin kabul edilebilir degerlerini tayin eden de bu sinir
sartlaridir. Mesela (1.1.7) Helmholtz denklemini » =R yaricapl bir kiirenin ici

i¢in ¢Oziip de bu ¢ozlimi » = R igin

U=0

sinir sartlarindan birine tabi tutarsak bu sartlar

u(R)=0
u'(R)=0
u'(R)+ocu(R)=0

olmasini sonug¢landirir. u(r) ’nin R =0 da siirekli olmas1 ve 1. mertebeden siirekli
tiirevi haiz olmasini sart kosarsak bu, #(0)’1n sonlu kalmak mecburiyetinde olmasi

demektir. Eger U(r,0,¢), kiirenin icinde siirekli ise ve slirekli tiirevi haizse



w(0) = w(27), w'(0) = w'(27) olur ki n bir tamsay1 olmak iizere bu, S =n’ olmasi
demektir. Yine aym sekilde U(r,6,¢) 'nin kiirenin kutupsal ekseni lizerinde siirekli
olmas1 ve siirekli tiireve sahip olmasi isteniyorsa 1(0),v'(0), v(z) ve V() nin de

sonlu kalmalar1 gerekir.
Gerek (1.1.8), gerek (1.1.9) ve gerekse (1.1.10) denklemlerinin,
P(x),0(x) ve R(x) reel fonksiyonlar olmak iizere

4L )2 oo o) () -0 (1L

dx

seklindeki bir denklemin 6zel halleri oldugunu gérmek kolaydir. Bu denkleme
Sturm-Liouville denklemi adi verilmektedir. Bu denklemin bir sinir sartina baglh
olarak ¢oziilmesi Sturm-Liouville Problemi’ni teskil eder (Ozemre, 1971).
1.2. Sturm-Liouville Sistemleri:

A bir parametre olmak iizere

al(x)d—zy+a2(x)%+[a3(x)+ Aly=0 (1.2.1)
x

ikinci basamaktan lineer diferansiyel denklemini g6z oniine alalim. (1.2.1) denkleminde

eger,
p() = expl| fé Yl g E Tp, = g ((x)) (122)
dontistimlerini yaparsak,
d( dj+(q+/1r)y 0 (1.2.3)
dx\" d o

Sturm-Liouville denklemi elde edilir. Bu denklem

_i( i}
dx pdx 1



operatorii yardimiyla

L{y]l+ Ar(x)y =0 (1.2.4)

olarak yazilabilir. Buradan p,g ve r reel degerli fonksiyonlardir. Coziimlerin varligini
garanti edebilmek icin kapali bir [a,b] araliginda g ve r’nin siirekli, p ’nin ise
tiirevlenebilir oldugu kabul edilmektedir.

Eger p(x) ve r(x) fonksiyonlar1 [a,b] araliginda pozitif iseler (1.2.3) Sturm-
Liouville denklemine [a,b] araliginda “regiilerdir” veya “diizgiindiir” denir. Bir diizgiin
Sturm-Liouville denklemi verilen bir A igin [a,b] araliginda iki lineer bagimsiz

¢Oziime sahiptir (Pryce, 1993).

Lly]+ Ar(x)y =0, a<x<b Sturm-Liouville Denklemi

a,y(a)+a,y'(a) = 0} (1.2.5)

by(b) +b,y'(6) =0

olarak verilen siir kosullar ile birlikte bir Sturm-Liouville sistemi tanimlar. Burada
a,,a, ve b,,b, ler reel sabitler olup, a,” + a22 =0, bl2 +b22 # 0 dir. Bir Sturm-Liouville

sistemi i¢in asikar (sifira 6zdes) olmayan ¢oziimler veren A degerlerine “6zdeger” ve

karsilik gelen ¢oziimlere de “6zfonksiyonlar” denir (Dufty, 1997).
Ornek 1.2.1: Asagidaki Sturm-Liouville sistemini gdz oniine alalim.

Vi+Ay=0, 0<x<rx

»(0)=0, Y(7)=0

A <0 oldugu zaman sistemin bir ¢oziime sahip olmadigin1 gérmek kolaydir. Gergekten;

A =—u’ alinirsa denklemin genel ¢oziimii

y(x)=Ae" + Be ™™



olup y(0)=)'(x)=0 kosullarma uygun tek ¢oziimii 4= B =0 degerlerine karsilik
gelen y=0 asikar ¢oziimdiir. 4 =0 olmasi halinde y(x)= A4Ax+ B’de aym1 durum

vardir. Halbuki A > 0 olmasi halinde Sturm-Liouville denkleminin genel ¢6ziimii

y(x)= Acosv Ax + Bsin/Ax

olup y=0 kosulu 4=0 olmasim, y'(z)=0 kosulu ise B/ cos \/7 7 =0 olmasim

gerektirir. A#0 ve B=0 sec¢imi asikar ¢6ziimii verdiginden cos \/7 =0, B=#0

alinmalidir. Bu denklemi saglayan A degerleri Ja= 2n2— ! ; n=123,.. olup
. 1 (2n-1) N )
Ozdegerler 4, = - ve karsilik gelen 6zfonksiyonlar

@, (x)= sin( 2n2— ljx , n=12,3,...

seklinde bulunur.

Ornek 1.2.2: x*y"+xy'+Ay=0, 1<x<e; p(1)=0, y(e)=0 Sturm-Liouville

sistemini gz ontline alalim. Verilen Euler Denklemi

i(xﬂj+lly =0
dx\ dx) x

Sturm-Liouville formunda yazilabilir ve onun genel ¢éziimii y(x) = clxiﬁ +c,x "V dir.

ia _ _Ingx'™™ ialnx

x'“=e =e = cos(a In x) +isin(e In x)

oldugu goz oniinde tutulursa y(x) genel ¢ozimii

3(x) = Acos(vA Inx) + Bsin(¥/4 Inx)



olarak yazilabilir. A=c +c, ve B=i(c,—c,) olan yeni sabitlerdir. y(1)=0 smnir

kosulu 4=0 olmasimi, y(e) =0 sinir kosulu ise sinv/A =0, B#0 olmasini verir. Bu

ise verilen sistemin 6zdegerlerinin

A = n’r, n=123,..

ve karsilik gelen 6zfonksiyonlarinin

@,(x)=sin(nzrlnx), n=123,..

oldugunu gosterir.
1.3. Periyodik Sturm-Liouville Sistemleri

p(a) = p(b) olmak iizere bir Sturm-Liouville sistemi

i( (x)ﬂj +[g(x)+ Ar(x)]y =0, a<x<bh
dx dx

y(a)=y(b)

y'(a)=y'(b)

olarak verilmis ise ona “Periyodik Sturm-Liouville Sistemi” denir.
Ornek 1.3.1: y"+y=0, —-z<x<rm; y(-z)=y(r) ve y'(-m)=y'(xr) periyodik
Sturm-Liouville sistemini géz Oniine alalim. Burada p(x)=1 oldugundan

p(=7) = p(x) saglanmaktadir.

A >0 i¢in verilen denklemin genel ¢oziimii

y(x) = Acos+A x+ Bsin/A x

olup periyodik sinir kosullarinin uygulanmasi
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(2sin ﬁﬁ)B =0
N AsinA1)4=0

esitliklerinin saglanmasini gerektirir. Buradan asikar olmayan bir ¢6ziim elde etmek i¢in

sinvVAz=0, A#0,B#0

alinmalidir. Keyfi a ve b degerleri i¢in 4, = n*, n=123,... degerleri sin\/z =0

denklemini gerceklediginden, aym1 n®> ozdegerine karsilik iki lineer bagimsiz
0zfonksiyon elde edilir. Bunlar cosnx ve sinnx dir.

A <0 i¢in Sturm-Liouville denkleminin ¢dziimlerinin periyodik sinir kosullarini
ger¢ceklemedigi kolayca gosterilebilir. Yani negatif 6zdegerler yoktur.

A =0 oldugu zaman y(x)=1 sistemin asikar olmayan bir ¢éziimiidiir. Boylece
verilen periyodik Sturm-Liouville sisteminin &zdegerleri 0, {n*} ve karsilik gelen

6zfonksiyonlar da 1,{cosnx}, {sin nx} dir. Burada » >0 tamsayidir.

Tamm 1.3.1: Bir Sturm-Liouville sisteminde herhangi bir 6zdegere karsilik gelen lineer

bagimsiz ¢oziimiin tek veya (k >1) olacak sekilde £ tane olmasina gore o 6zdegere

“basit 6zdeger” veya “k. kath 6zdeger” adi verilir (Pinchover and Rubinstein, 2005).
1.4. Ozfonksiyonlar ve Ortogonal (Dik) Fonksiyon Uzaylari

Ornek(1.3.1)’de gordiik ki n=1,2,... icin cosnx ve sinnx’ler verilen sistemin

Ozfonksiyonlaridir. Trigonometrik 6zdeslikler kullanilarak asagidaki bagmntilar

gosterilebilirdir.

T
Icosnx-cosmxdx:O, m#zn

/2

T
jcosmx-sinnxdx:O, tim m,n € Z igin

-

T
Isinnx~sinmxdx=0 , M#HN.
-

11



Boyle bir durumda bu fonksiyonlara [z, 7] araliginda birbirine diktirler denir. Bu tip

diklik bagintilar1 genel olarak Sturm-Liouville sistemlerinin 6zfonksiyonlar1 igin

gecerlidirler.

Teorem 1.4.1: Bir [a,b] araliginda integrallenebilir fonksiyonlarin dizisi {¢,(x)}

olsun. x €[a,b] i¢cin x > 0 olan bir fonksiyon olmak {izere eger,

.[r(x)gon(x)gom(x)dxzo,m;én, n,meN (1.4.1)

a

saglantyorsa ¢, (x) fonksiyonlar dizisine [a,b] araliginda r(x) agirlik fonksiyonuna

gore ortogonal bir sistem teskil ediyor denir. Eger m = n ise

b

| o, ()| = { [re0e () dx} (1.4.2)

a

ifadesine ¢, (x) ortogonal sisteminin “normu” denir.

Teorem 1.4.2: Bir Sturm-Liouville sisteminde p,q ve r katsayilar1 [a,b] de siirekli ve
A, , A, Ozdegerlerine karsihik gelen ¢, ve ¢, Ozfonksiyonlar1 aymi aralikta
tiirevlenebilir olsunlar. O takdirde ¢, ve ¢, , [a,b] araliginda r agirlik fonksiyonuna

gore diktirler.

Ispat: 4, ve A, ya karsilik gelen ¢, ve ¢, Ozfonksiyonlar1 (1.2.3) Sturm-Liouville

denklemini saglayacagindan

d.
P+ lg+A4re, =0 (1.4.3)
X
ve

d.
E(pcom) +(g+4,n9, =0 (1.4.4)

12



seklinde yazilabilirler. (1.4.3)- ¢, —(1.4.4)- ¢, =0 ifadesinden

d , d ,
L, = Ao, =0,—(pe,)—0,—(pe,)
dx dx
d , ,
=—lpe,)e, - (re)e,]
X

d ’ ’
= d—[p(qomco,, -0, ]
X

olup her iki yanin [a,b] aralifinda integrasyonu asagidakini verir.

b
(4, = 2)[ro.0, dx = p(@,0, - 2o ],

= p(D)g, (0)9,(b) - ¢,(b)p, (b)]

, , (1.4.5)
- p(a)lg,(@)p,(a) - ¢,(a)p,(a)].

Diger taraftan ¢, ve ¢, O6zfonksiyonlar: (1.2.5) smir kosullarini saglayacagindan

bl¢n (b) + bz(D,; (b) = 0
b, (b)+b,g, (b)=0

olacaktir. b, # 0 icin bu son denklem ciftinin ilki ¢, (b), ikincisi ¢, (b) ile garpilir taraf

tarafa ¢ikartilirsa,

[¢,(0)9,,(b) — ¢,(b)g, ()] =0 (1.4.6)
elde edilir. Yukaridaki benzer islemler a, # 0 i¢in

al¢n (a) + a2§0:1 (a) = 0

ap,(a)+a,p, (a)=0

siir kosullari izerinde tekrarlandiginda,

13



[¢, (@), (@) - ¢, (a)p,(a)] =0 (1.4.7)

elde edilir. (1.4.6) ve (1.4.7) sonuglarinin (1.4.5)’ de yerine konulmasiyla
b
(4, =4[ ro,p, dx =0 (1.4.8)

bulunur. Eger A, ve A, farkli 6zdegerler iseler o takdirde A, — 4, # 0 olacagindan

b

J.r(pngom dx=0

elde edilir ki bu sonug teoremi ispatlar.

Teorem 1.4.3: [a,b] araliginda bir periyodik Sturm-Liouville sisteminin 6zfoksiyonlari

ayni aralikta » agirlik fonksiyonuna gore diktirler.

Ispat: ¢ ve @, 6zfonksiyonlari igin periyodik smnir kosullar saglanirsa

p.(a@)=¢,(b); p,(a) =, (b)
P.(@) =, (b); 9,(a) =@, (b)

olup bu ifadelerin (1.4.5)’de yerlerine konulmasi ile asagidaki esitlik elde edilir.
b
(2= 2| 70,0, dx =[p(b) — p(@)][p, (@)@, (@) - @, (@)} (a)]
p(a)= p(b) oldugundan esitligin ikinci tarafi sifirdir. Boylece A, =4, farkh

Ozdegerleri icin
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b

Jr(pﬂ @, dx=0

a

elde edilir. Bu teoremin ispatidir (Watts, 2007).

Teorem 1.4.4: Bir diizgiin (regiiler) Sturm-Liouville sisteminin tiim 6zdegerleri reeldir

(Boyce and DiPrima, 2000).

Ispat: Kabul edelim ki bir A, = + i3 kompleks dzdegeri vardir ve ona karsilik gelen
ozfonksiyon ¢ =wu+iv dir. Denklemin katsayilarinin reel olmasindan dolay1
A, =a+iff Ozdegerinin A, =a —if eslenigi de bir 6zdegerdir. O halde 4, ya karsilik

gelen bir ¢, =u —iv fonksiyonu vardir. (1.4.8) bagintisinin kurulmasi
b
21'ﬁjr(u2 +1)dx =0

olmasin1 gerektirecektir. Diizgiin (regiiler) Sturm-Liouville sisteminde #»(x) >0
olacagindan yukaridaki ifade de integral sifira esit olamaz. O halde £ =0 olmak
zorundadir. Bu ise 4, 6zdegerinin reel oldugunu gosterir.

Teorem (1.4.4) ifade etmektedir ki bir diizgiin (regiiler) Sturm-Liouville
sisteminin tiim 6zdegerleri reeldir. Ancak burada herhangi bir 6zdegerin varlig1 garanti
edilmemektedir. Boyle olmakla birlikte bir self-adjoint diizglin (regiiler) Sturm-
Liouville sisteminin  0zdegerleri sayisinin  sayilabilir  sonsuzlukta  oldugu

ispatlanabilmektedir. Bu durumu gormek i¢in asagidaki 6rnegi géz oniine alalim.

Ornek 1.4.1: y"+ Ay =0, 0<x<I, y(0)=0, y)+m'(1)=0, h>0
bir sabit olmak {izere verilen Sturm-Liouville sisteminde p =1, ¢ =0, r=1 olup

Sturm-Liouville sisteminin ¢éziimii,

y(x):Acos\/Zx+Bsin\/zx
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dir. y(0) =0 sinir kosulu 4 =0 olmasini gerektirir. O halde

y(x) = Bsin/A x

seklinde ¢dziimler aranacaktir. Ikinci smir kosulu uygulanirsa

sin /1+h\/Zcos\/z=0 B#0

elde edilir ki bu ifade
tan/A = —h\/z

olarak yazilabilir. o = Ja denilmesiyle bu denklem,
tana = -ha
seklini alir. Bu denklemi saglayan a ¢6zlimleri agik olarak ifade edilemezler. Ancak,
E=tana ve & =—ha

fonksiyonlariin grafiklerini c¢izersek kesim noktalarinin apsisleri istenilen nokta

degerlerini verecektir.

£ =tan ¢

S A b S

T

5
T~

2 Y

&=—ha
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Yukaridaki sekil iizerinde iki egrinin kesim noktalarma karsihik gelen ¢, ’ler

goriilmektedir. n=1,2,... i¢in sonsuz sayida «, olup her bir «, ye karsilik gelen 4

n

degeri vardir ve bunlar

olarak verilirler. Boylece 6zdegerlerin bir dizisi vardir dyle ki

A <A, <Ay <---

olup lim A, = olur. Karsilik gelen 6zfonksiyonlar ise

n—>0

@,(x) =sin /2, x
seklindedir.

Uyari: A <0 olmasi halinde asikar ¢6ziim vardir.

Teorem 1.4.5: Bir self-adjoint diizgiin (regiiler) Sturm-Liouville sistemi reel

0zdegerlerin sonsuz bir (4,) dizisine sahiptir, dyle ki
Ay <A <Ay <Ay <

olup lim A, = oo olur. Her bir n i¢in karsilik gelen ¢, (x) 6zfonksiyonu bir sabit ¢arpan

n—0

farkiyla tektir ve (a,b) araliginda tam olarak n tane koke (sifir yerine) sahiptir.

Teorem 1.4.6: ¢, (x) ve @,(x) fonksiyonlar1 [a,b] araliginda L[y]+ Ar[y]=0

denkleminin herhangi iki ¢6ziimii ise, o takdirde

p(xX)W(x,0,,p,) =sabit
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dir. Burada W, Wronskian dir.

Ispat: ¢ (x) ve ¢@,(x) fonksiyonlar1 [a,b] arahginda L[y]+Ar{y]=0 denkleminin

herhangi iki ¢6ziimii oldugundan

seklinde yazilabilirler. Bu iki denklemden birincisi ¢, ile ikincisi ¢, ile ¢arpildiktan

sonra taraf tarafa ¢ikartilirsa,

d deo, d do,
4 —o. 2| pE% 0
i dx (p dx j ?2 dx [p dx

elde edilir. Bu denklem a dan x’e integre edilirse,

P9, ()@ (x) = @, ()@ (x)] = p(a)l@ (@)@, (@) — @, (a)pi(a)] = sabit

elde edilir. Bu esitlik kisaca

PV (x;0,,0,) = p(a)W(a;p,,p,) =sabit (1.4.9)

olarak yazilabilir ve “Abel formiilii” olarak bilinir.

Teorem 1.4.7: Bir diizglin (regiiler) Sturm-Liouville sisteminin herhangi bir A

0zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyonu, sabit ¢arpan farkiyla tektir.

Ispat: ¢,(x) ve @,(x) bir 1 6zdegerine karsilik gelen iki 6zfonksiyon olsunlar. Abel

formiiliinden dolayz,
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POV (x;p,p,) =sabit  p(x)>0

dir. Buradan goriilmektedir ki eger herhangi bir a €[a,b] icin W (x;¢,,9,)=0 ise, o
takdirde her x €[a,b] icin olmak zorundadir. Diger taraftan ¢,(x) ve ¢,(x), x=a da

sinir kosullarii gerceklediginden

a,p, (a)+ a2¢1’(a) =0
a,p,(a) +a,p,(a)=0

olacaktir. a, ve a,, her ikisi birden sifir olamayacagindan

p(a) o/(a)

=W(a;p,,p,)=0
ora) ohia)| ) GOP)

olmalidir. x, =a €[a,b] da W =0 oldugundan [a,b] araliginda W =0 dir. Bu ise

@,(x) ve @,(x) nin lineer bagiml olmalar i¢in yeter kosuldur. O halde ¢,(x) ve @,(x)

biri digerinin bir sabit katidir.
1.5. Ortalama Yakinsakhk

Bir [a,b] araliginda r(x)>0 agirhik fonksiyonuna gore dik ve kare

integrallenebilir fonksiyonlarin bir ciimlesi {¢,} olsun. ZCn @,(x) serisinin k. kismi

n=1

toplami

S (x) = ch »,(x)

ile gosterilsin. [a,b] araliginda kare integrallenebilir bir f fonksiyonunu goéz Oniine

alalim. Eger,

lim [[(x) = 8, ()] r(x)dv =0
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saglantyor ise, o takdirde {S,(x)} dizisine / araliginda r(x) agirlik fonksiyonuna gore
f(x) fonksiyonuna “ortalama yakinsaktir” denir. Bu durum bazen “ortalama kare
yakinsaklik” olarak da ifade edilir. Simdi S,(x)’in f(x) fonksiyonuna en 1iyi

yaklasimini saglayan ¢, katsayilarini belirlemeye ¢alisalim. Bunun igin

E(e,) = [Lf(x) =S, ()] r(x) dx

—.[f rdx — ZZC J.f(o rdx+Zc I(pn rdx (1.5.1)

n=l

integrali minimum yapmamiz gerekecektir. Bu bir extramum problemidir. £ ’nin ¢, lar

tizerinde bir minimuma sahip olmasi i¢in bu katsayilara gére E ’nin ilk kismi tiirevleri

sifir olmalidir. O halde (1.5.1)’den her iki tarafin c,’ye gore tiirevleri alinip sifira

esitlenirse, n=1,2,...,k igin

OE

—=-2 rdx+2c ? rdx 1.5.2
2. ! fo, J @, (1.5.2)
bulunur. Buradan ¢, degerleri
J‘f¢n r dx
¢, =t—— 1.5.3
j o, rdx ( )

olarak elde edilirler. Simdi de (1.5.1)’in ikinci yanini asagidaki bicimde yazalim.

Ifconrdx . Uf("nrdxj
E(c,)= .[f rdx—i-;_[[% rdx|c, _W ; I rdx

1
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Bu esitlikten de goriilmektedir ki ancak ve ancak c, ’ler (1.5.3) deki gibi verildigi
zaman E minimum degeri alir. O halde f(x) fonksiyonuna en iyi yaklasimi c, ’lerin

(1.5.3) bagintisina uygun sekilde secilmesi ile miimkiin olabilmektedir.

Serinin f(x) fonksiyonuna ortalama yakinsakligini ifade etmek i¢in

@~ 26,0,

gosterimi kullanilir. Burada ¢, ’ler r agirlik fonksiyonlu {@, } sistemine gbre f 'nin
Fourier katsayilarini ve seri de f ’nin Fourier serisini gostermektedir. Bu seri noktasal

yakinsak veya diizgilin yakinsak olabilir ya da olmayabilir.
1.6. Ozfonksiyonlarin Acihmlari:

Tamm 1.6.1: Reel degerli bir ¢(x) fonksiyonu bir / araliginda
[o*(0)r(x)dx < oo (1.6.1)
1

(yalnizca bir degere yakinsak) 6zelligini gergekliyor ise ¢ fonksiyonuna / araliginda
r(x) > 0 agirlik fonksiyonuna gore “kare integrallenebilir” denir.
Bu tanimin bir sonucu Schwartz esitsizligidir. ¢@(x) ve w(x) kare

integrallenebilir fonksiyonlari igin

2

JoCow (r(x)ds

< j @ (x)r(x)dx + j v (x)r(x)dx (1.6.2)

dir. Bu ifade “Schwartz esitsizligi” olarak bilinir.

Bir [ araliginda r(x) > 0 agirlik fonksiyonuna gore kare integrallenebilir ve dik
(ortogonal) fonksiyonlarin bir uzay1 {¢, (x)}, n=12,... olsun. Bu uzayda bir f(x)

fonksiyonu belirli kosullar altinda
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F09=3 ¢, 0,x) (1.63)

n=1

seklinde diizgiin yakinsak bir seriye agilabilir. Burada c, ’ler sabitlerdir. (1.6.3) serisinin

her iki yanin1 ¢, (x)r(x) ile ¢arpar ve / araliginda terim terime integre edersek,

[ 1@, x)dx =3 [, 0, (), (X)r(x)ds

n=l g

= icn'[gon ()@, ()r(x)dx +c, [ @, (X)r(x)dx

=1 I
n

=c, I (omz (x)r(x)dx

S

buluruz. Bu esitlikte m yerine n yazarsak

[r@e,@r@d=c,[o, 0r(x)dx

elde edilir. Boylece ¢, katsayilari,

If¢,lrdx
1

" J-gonzrdx ’
1

c n=12,...

olarak bulunurlar. Bu sonuglar ayn1 zamanda asagidaki teoremin ispatidir.

Teorem 1.6.1: ¢ ler bir / araliginda r(x)> 0 agirlik fonksiyonuna gore dik ve kare
integrallenebilir fonksiyonlar olmak {izere, eger bir f fonksiyonu / aralifinda diizgiin

yakinsak olan

F0=Ye 0,0
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seklinde bir seriye acilabiliyorsa, o takdirde ¢, katsayilari,

_(f59,)

c =
2
|2,

n

ile verilirler.

Ornek 1.6.1: f(x)=x, 0<x<xz fonksiyonunu y"+Ay=0, »(0)=0, y(7)=0

diizgiin Sturm-Liouville sisteminin 6zfonksiyonlar: cinsinden seriye aginiz.

Coziim: Denkleme ait karakteristik denklem,
a’ tA=0=aq,=FV-1

seklinde elde edilir.

Duruml: 1>0= ¢, = FiNA seklinde olup denklemin genel ¢oziimii
y(x)=c, cosvA x+c,sinvA x
seklinde elde edilir. Kosullar genel ¢6ziime uygulandiginda
y0)=¢c,=0= y(x)=c,sinvAx
y(7) = ¢, sin /1x=0:>sin\/7x=0:>\/7x=nﬂ:>ﬂn =n’,neN"
elde edilir ve karsilik gelen 6zfonksiyonlar,

@,(x)=sinnx, n=12,.
elde edilir.

Durum II: 4 =0= ¢, =0 seklinde olup denklemin genel ¢oziimii
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y(x)=cx+c,
seklinde elde edilir. Kosullar genel ¢6ziime uygulandiginda
Y0)=c,=0= y(x)=c,x
ym)=cr=0=¢, =0= y(x)=0

elde edilir. Coziim asikardir ve 4 =0 6zdeger degildir.
Durum III: 2 <0= a,, =F+-1 seklinde olup denklemin genel ¢oziimii

Ji Vax

y(x)=ce """ +cye

elde edilir. Kosullar genel ¢6ziime uygulandiginda

y0)=c +¢c,=0

i Vir _ g

y(m)y=ce " +c,e

= 0= y(x)=0

e— A eﬁﬂ'

elde edilir. Coziim asikardir. Ortalama yakinsaklik
f(x)=x= 20,1 @, (x)= ZCn sinnx
n=l n=l

seklinde elde edilir ve katsayilar
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T cosnx|” %cosnx
jxsmnxdx —-X +J. dx
¢ = _ n ol o I
ot Tl—cos2nx
jsm nxdx jidx
0 0 2
72_(_1)’1+1 1 I
————+ 5 sinnx el
_ n n o 2(=1)

Va

n

x sin2nx
2 4n

0

seklinde olur. Bdylece

dir.

Ornek 1.6.2: y"+2y' +(1+A)y=0; »(0)=0, y(1)=0 Sturm-Liouville sisteminin
{@,(x)} Ozfonksiyonlarmi bulunuz. 0 < x <1 i¢in f(x)=1 fonksiyonunu bu sistemin

Ozfonksiyonlari cinsinden seriye a¢iniz.

Céziim: Karakteristik denklem o + 2a + (1+ 1) = 0 olup

2T 441+ A) s

a,,= 5
Duruml: 4 >0=aq,, =-1%i Ja seklinde olup denklemin genel ¢oziimii

y(x)=e"(c,cosvA x+c,siny A x)
elde edilir. Kosullar genel ¢oziime uygulandiginda

y0)=0=¢,=0=y(x)=e"c,sinvA x

y(1)=0:>e"lczsin\/z=0:>sin\/z=0:>\/7=n77:>/1n=n2772, neN"
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elde edilir ve karsilik gelen 6zfonksiyonlar,
@, (x)=e"sinnrx, n=12,..

elde edilir.

Durum II: 4 =0= ¢,, = -1 seklinde olup denklemin genel ¢6ziimi

y(x)=e(cx+c,)
elde edilir. Kosullar genel ¢oziime uygulandiginda

y(0)=e'c,=0=c,=0= y(x)=ce " x

YD) =0=>ce' =0 ¢, =0= y(x)=0

elde edilir. Cozlim agikardir ve 4 =0 6zdeger degildir.

Durum III: 4 >0 = «,, =-1F+/— 1 seklinde olup denklemin genel ¢oziimii

y(x) = cle(_l_m” + cze(_”m”‘

elde edilir. Kosullar genel ¢oziime uygulandiginda

y0)=c +¢c,=0

y()= cle(‘l‘M) + cze(_HM)

= #20=>c¢=¢,=0=y(x)=0
P N

elde edilir. Coziim asikardir. Ortalama yakinsaklik
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f(x) :lzicn @, (x) =icn sinn 7z x

n=1

1
J.e’x (sin nz x)e**dx
0

1
j e > (sinnmx)*e™dx
0

1
_[ e*(sinnz x)dx
_ 0

1
j(sin nmx)’dx
0

B e(-1)"" +1
2n*rt +1

*ay (1)
) exp[j a (1) dt]
a®  a

= exp(rr 2 dt) =e™

elde edilir ve agirlik fonksiyonu

r(x) =

seklinde elde edilir.

1.7. Ortogonal Fonksiyonlar Sistemi

2nr, n=12,..

Teorem 1.7.1: p, q,s katsayilart [a,b] aralifinda siirekli ve A ,4  06zdegerlerine

karsilik gelen ¢ (x) ve ¢, (x) Ozfonksiyonlar1 ayni aralikta tiirevlenebilir olan bir

Sturm-Liouville sistemini goéz oniine alalm. Bu taktirde ¢, (x) ve ¢,(x), [a,b]

araliginda r agirlik fonksiyonuna gore denktir.

Ornek 1.7.1: y"+y=0, y(0)=0, y(r)=0 probleminin A>0 icin dzdegerleri

A, = n*, n=12,... ve dzfonksiyonlari @, (x)=sinnx, n=12,.. olarak bulmustuk.

d (1-%)+(0+1~/1y)=0

dx\ dx
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p=14g=0,r=1 katsayilar1 [0,7] araliginda siirekli ¢, (x)=sinnx, n=12,.. her

yerde tiirevlenebilir oldugundan Teorem (1.7.1)’in kosullar1 saglanmigtir. Teorem

(1.7.1)’den dolayn,

[ ) 17
jsmnx-smmxdx:EJ.cos(m—n)x-cos(m+n)xdx
0 0

=0

0

_ l(sin(m —n)x _sin(m+ n)xj

2 m-—n m+n

seklinde elde edilir.

Ornek 1.7.2: y"+Ay=0, p0)=0, »'(1)=0 probleminin A>0 degerleri igin

2n—1
2

2
ozdegerler 4, = ( J 7%, n=12,... olup karsilik gelen 6zfonksiyonlar

seklindedir.
d dy
—|1-—=|+0+1-4)=0
dx[ dxj ( )

p=1¢9=0,r=1 Kkatsayilarn [0,1] araliginda stirekli ¢ (x) ler [0,1] aralifinda

tiirevlenebilir oldugundan Teorem (1.7.1)’e gore

t o (2m—-1 . (2m—1
'[sm 2 7T X |-sin 5 rx|dx=0, m#n

0

seklinde yazilir. Gergekten
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0
1

= %J.[cos(m—n)ﬁx—cos(m+n—l)7zx]dx
0

1
_lisin(m-—n)zrx sin(m+n—-Dzx| _ 0
21 (m—-n)x (m+n-O)rx .
elde edilir.
1.8. Tamlik ve Parseval Ozdesligi
(1.5.3) Fourier katsayilariin (1.5.1) de yerine konulmast
K 2 k
(ﬂw—Z%%uﬂmww=bﬁw—Z%ﬁ%%w
1 n=l I n=1 Ji
ifadesini verir. Sol taraf negatif olmayacagindan,
J 2 2
e fo rde< [ fordx (1.8.1)
n=l1 I I

olur. Bu esitsizligin ikinci taraftaki integral sonlu olup birinci taraftaki seri her £ igin

istten sinirlidir. Boylece k& — oo igin (1.8.1) esitsizligi
chzjwnzrdxéj.fzrdx (1.8.2)
n=l I I

olarak yazilabilir. Buna Bessel esitsizligi denir. Eger seri f(x) fonksiyonuna ortalama

yakinsak ise, diger bir deyisle

ggﬂﬂm—ﬁa%uﬂmmw=o
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ise o takdirde (1.8.2) yerine

icnzj.(pnzrdx:jfzrdx (1.8.3)
n=l I 1

ozdesligi elde edilir ki buna “Parseval Ozdesligi” denir.

Eger her stirekli ve kare integrallenebilir bir f(x) fonksiyonu

F@=Y¢,0,0)

seklinde bir sonsuz seriye agilabilirse, o takdirde » agirlik fonksiyonuna gore dik olan

{p,} kare integrallenebilir ve siirekli fonksiyonlarinin dizisi “Tam”dir denir.

1.9. Adjoint Formlar ve Lagrange Ozdesligi

Bir / araligi iizerinde tanimlanmis
Liyl=a,(x)y" +a,(x)y"+a,(x)y =0 (1.9.1)
denklemini goz dniine alalm. z € C*(/) olmak iizere

za,y" = (zayy") = (za,)'y' = (za,)"y — ((zay)y) + (za,y")
za,y" = (za,y) - (za,)'y

za,y =(za,)y

yazilabilirler. Buradan

zL[y]=(zay))"y — ((za,)'y) + (za,y") — (za,)'y + (za,y)" + (za,)y

=[(za0>"—(za1>'+<za2>]y+di[zaoy'—(zao>'y+zaly] (19.2)
X

30



elde edilir.
L[z]=(za,)" - (za,)' + (za,)

=a,z"+Q2ay—a)z' +(a; —a] +a,)z (1.9.3)

tanimin1 yapilirsa (1.9.2) ifadesi
* d ’ ’ 1
Uy =yl 2] =—lay (2 = y2) + () = ag)yz] (1.9.4)

seklini alir. Bu ifade L operatorii icin Lagrange 6zdesligi olarak bilinir. " operatdriine
L nin adjoint operatdrii denir. L' 1n adjointinin L oldugunu gérmek kolaydir. Yani
L" =L dir.

Eger L=1L ise L ye self-adjoint operatdr denir. (1.9.1) denkleminin self-
adjoint olabilmesi icin gerek ve yeter kosul (1.9.1) ve (1.9.3)’den goriildiigi gibi,

_ ' " '
a, =2a,—-a,, a,=a,—a,+a,

kosulunu saglamasidir. Bu iki kosul birlikte @, = a; olmasina denktir. Boylece, eger L

self-adjoint ise
Lly]= aoy” + a(’)y' ta,y= (aoy')' t+a,y (1.9.5)

olarak yazilabilir.

Genel olarak, L nin self-adjoint olmadig: hallerde

h(x) = a—exp{j %4 Et; } (1.9.6)

ile carpildiginda A(x)L[y] ifadesi self-adjoint olur. O halde ikinci basamaktan (1.9.1)

tipindeki her lineer diferansiyel denklem 4(x) ile carpilarak,
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d| dy
U pE | +g9(x)y=0
dx{pdx} q(x)y

self-adjoint formuna getirebilir. Burada,

REIAG)
= a {J a,(t) dt}
_9 r a0
100 = ay {'[ a, (1) dt}

dir. Bu sonuglar bize bir diizgiin Sturm-Liouville denkleminin self-adjoint oldugunu da

vermektedir. Ornegin, Legendre denklemi olarak bilinen
(1-x*)y"=2xy' +n(n+1)y =0
diferansiyel denklemi self-adjoint formdadir. Ciinkii,

d ) dy
—|(d=x")—=—|+n(n+1)y=0
o [( ) dx} (n+1)y
olarak yazilabilmektedir. Bessel denklemi olarak bilinen

X’y +xy +(x* =v)y=0

diferansiyel denkleminin self-adjoint formu

d( dy v
dx (x dx) (x x? ]y

seklinde ifade edilir. Simdi de (1.9.4) Lagrange 6zdesliginin [a,b] de integrali alinirsa,
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Bu takdirde,

’ (1.9.7)

b
[ L1 - YL (2D dx =[ay(v'z = y2) + (@, — a})yz]
Green 0zdesligi elde edilir. L operatorii self-adjoint oldugu zaman bu baginti,
f b
[ LYY= yLLzD dx = [ay (v'z = y2)]]] (1.9.8)

seklini alir (Akulenko and Nesterov, 2005).

Ornek 1.9.1: (L')" = L oldugunu gosteriniz.

Coziim: Liy]=ay(x)y"+a(x)y"+a,(x)y =0

denklemini ele alalim. D = Z,—y olmak uzere
x

L =a,D* +(2a, —a,)D+(a) —a +a,)

oldugundan
(L") =b,D* +(2b, —b,)D + (b —b| +b,)
seklinde elde edilir.
(LY =L

olabilmesi i¢in

by = a,

2by —b, = a,

by —b +b,=a,

olmalidir. Burada b, = g, oldugu kabul edildiginden
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2by —b, =2a, - (2a; —a,) = q,
by —b +b, =ag - (2a, —a)) +(ag + @] +a,) = a,

bulunur. Béylece (L) = L dir.

Ornek 1.9.2: xy"+(1—-x)y'+ny=0; n=12,.. Laguerre denklemini self-adjoint

forma getiriniz

Coziim: a, = a, = 1 # (1-x) oldugundan self-adjoint degildir. Buradan

h(x) = Lex
a

ra () 1 tl1-t 1 o
——dty=—expy | —dt; =—xexp(—x) =e
0 p{f 2(0) } . p{f . . p(=x)
biciminde elde edilir. Denklem /4(x) ile carpilirsa self-adjoint olur. Boylece
xe " V'+(1—=x)e "y +ne*y=0

Laguerre denklemi self-adjoint formuna getirilmis olur. Gergekten bu denklem sonugta

4 (xey)+ne*y=0
dx

seklinde yazilir.

Ornek 1.9.3: y"—2xy'+2ny=0; n=1,2,... Hermite Denklemini self-adjoint forma

getiriniz

Coziim: a, # a, oldugundan self-adjoint degildir. Buradan

h(x) = QLOGXP{IZ;—Z; dt} = iem“ —2t dt} —e™
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seklinde bulunur. Denklem /4(x) ile garpilirsa self-adjoint olur. Boylece
e‘xzy” + Ze‘xzy' + 2ne‘x2y =0

elde edilir. Bu takdirde Hermite denklemi self-adjoint formunda ifade edilmis olur.

Gergekten de

i(e_xzy') +2ne™ y=0
dx

biciminde yazilir.

Ornek 1.9.4: (1-x%)y"—2xy'+n(n+1)y =0; n=12,... Legendre Denklemini self-

adjoint forma getiriniz

Coziim: a, = —2x = a, oldugundan denklem self-adjointtir. Boylece denklem

i((1—)c2)y')+n(n—i—l)y =0
dx

biciminde yazilir.
1.10. Aykir (Singiiler) Sturm-Liouville Sistemleri

Eger bir Sturm-Liouville sisteminde asagidaki durumlardan herhangi biri varsa,
o sisteme aykir1 Sturm-Liouville sistemi denir.
i) Tanim aralig1 yar1 sonsuz ya da sonsuzdur.

ii) p(x) veya r(x) fonksiyonlar1 verilen aralikta koklere (sifir yerlerine) sahiptir.

iii) Aralik sonludur fakat katsayilardan en az biri araligin uglarindan birinde
veya her ikisinde sonsuz olur.

Bir aykir1 Sturm-Liouville sisteminde c¢ogu kez aykiriligin var oldugu ug
noktalarda y(x) fonksiyonunun sinirli kalmasini saglayacak ek kosullara ihtiya¢ vardir.

Bir Sturm-Liouville sisteminin x =a u¢ noktasinda aykirt durumuna sahip oldugunu

kabul edelim. Bu taktirde y(x),z(x) € C*((a,b)) olmak iizere (1.9.8) bagintisindan
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b

[{zLIy1- yLL=1}dx = pB)LY (0)=(b) - y(b)='(8)]

at+e

—pla+é)y'(a+e)zia+e)—yla+e)z'(a+¢)].

yazilir. Burada ¢ yeteri kadar kiiciik olan pozitif bir sayidir.

Eger y ve z fonksiyonlari i¢in

lim p(x)[y'(x)z(x) = y(x)z'(x)] = 0 (1.10.1)
POy (b)z(b) — y(b)z'(b)] = 0 (1.10.2)

kosullar1 gegerli ise, o takdirde

b

[{zLDy1- yLlz1 }dx =0

at+e

saglanir. Ornegin, p(a)=0 oldugu zaman ki bir aykir1 Strum-Liouville sisteminde
(1.10.1) ve (1.10.2) kosullar1 yerlerini asagidaki kosullara birakir.

1. x > a i¢in y(x) ve y'(x) sonludur.

2. by(b)+b,y'(b)=0 dir.
Bu sonuglardan bir aykir1 Sturm-Liouville sisteminin her zaman self-adjoint olmadigi
goriilmektedir.

Eger sinir kosullarini gercekleyen herhangi iki y(x) ve z(x) fonksiyonu

{zL[y] - yL[z] jdx =0

Q C— >

bagitisin1 gergekliyorsa, o takdirde aykiri Sturm-Liouville sistemine self-adjoint’dir

denir (Hassani, 2002).
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1.11. Sturm-Liouville Denkleminin Serilerle Co6ziimii

(1.1.11) Sturm-Liouville denklemini

_ P(x) _ O(x) + AR(x)
f(x)—m, g(x)_T(x)
dx dx
kabuliiyle
d’y (2") + 7P | ey = 0 (1.11.1)
X dx

sekline indirgemek miimkiindiir. Verilen f(x) ve g(x) fonksiyonlar1 eger, sinirl sayida
kutup noktasi1 hari¢ olmak iizere, analitik fonksiyonlarsa x, ile bunlarin kutup
noktalarindan farkli bir noktay1 gostererek, x = x,’in goz Oniine alinan diferansiyel

denklemin adi bir noktasi oldugu sdylenir. Boyle bir adi nokta civarinda diferansiyel
denklemin bir kuvvet serisi seklinde ¢Ozlimiinii olusturmak miimkiindiir. Gelenegi

bozmaksizin x, = 0 kabul edilebilir. Gergekten de x = x,, adi bir nokta olmak tizere her
zaman ¢ = x —Xx, seklinde yeni bir bagimsiz degisken olusumuyla (1.11.1) denkleminin

orijinde adi bir noktaya sahip olmasi saglanabilir.

Boylece genel olarak f(x)ve g(x) fonksiyonlarmim x, =0 noktasinda analitik

olmalar1 nedeniyle bu nokta civarinda bunlari
f=>ax", gx)=> bx* (1.11.2)
k=0 k=0

seklinde Taylor serilerine agmak miimkiin olur. Bunlarin ortak yakinsaklik daireleri ise

|x| = R olsun. Bu takdirde (1.11.1) in genel ¢6ziimii i¢in

y(x) = Zw:ckx" (1.11.3)
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kabul edilebilirdir. (1.11.2) ve (1.11.3) ifadeleri (1.11.1) denkleminde yerine yazilip

x ’in ¢esitli kuvvetlerinin katsayilari sifira esitlenirse

2¢c, +a,c, +byc, =0
6c; +2a,c, + a,c, + byc, +bc, =0
12¢, +3a,c, + 2a,c, + a,c, + byc, + bic, + byc, =0

baglantilar elde edilir. Burada ¢, ile c, e keyfi degerler verilmek suretiyle ¢, katsayisi
birinci denklemden tespit edilir. Sonra ikinci denklemden ¢, katsayisi ¢,,c, ve ¢, 'nin

fonksiyonu olarak elde edilir ve bu bdyle devam eder.

Eger x = x,noktast f(x) ve g(x)’in bir kutup noktas1 ise x,’1n, diferansiyel
denklemin bir tekil noktasini teskil ettigi sOylenir. Diger yandan, eger (x —x,)f(x) ve
(x—x,)°g(x) ifadeleri x =x, analitik iseler, x, noktasina diizenli tekil nokta, aksi

halde ise diizensiz tekil nokta denir.
Diizenli bir tekil nokta civarinda gbz Oniine alinan diferansiyel denklemin

¢ozlimiinii yine bir kuvvet serisi seklinde insa etmek miimkiindiir. Bunun i¢in x, =0

kabul edilir ve denklem x” ile ¢arpilirsa buna gére,

2 d’ y(x)

20 4yt (o )][ dylx )}xg(x)y(x) 0 (1L11.4)

olur. xf(x) ve x’g(x), x,=0’1n diizenli tekil bir nokta olmasi sebebiyle, x =0

noktasinda analitik olduklarindan bu nokta civarinda
X(x) =D ax", x’g(x) =) bx* (1.11.5)
k=0 k=0

seklinde Taylor serilerine agilabilirler. Bunlarin ortak yakinsaklik dairesi yine |x| =

olsun. Bu takdirde (1.11.4) denkleminin
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y(x) =Y e x" (1.11.6)
k=0

seklinde bir ¢oziimii oldugunu kabul edelim. (1.11.6) ve (1.11.5) ifadeleri (1.11.4)

denkleminde yerine yazilirsa ve x ’in ¢esitli kuvvetlerinin katsayilar1 da sifira esitlenirse

cola(a-1)+aa, +b,]=0
clla+k)a+k-1)+a,(a+k)+b, +

k=1
+zcj[(a+j)ak—j +bk—j]: 0
=0

(1.11.7)
(k :]’2’...)

bagntilar elde edilir. Bunlardan birincisi olan ¢, ¢ in keyfi olduguna ve « nin da

a(a-)+aa,+b, =0 (1.11.8)

indis denklemi’nin bir ¢oziimii olmas1 gerektigi gostermektedir. Bu denklem ise «
cinsinden ikinci dereceden bir denklemdir. Bunun kokleri ¢, ve a, olsunlar. Eger
a, #a, ise ve ustelik (o, —a,) farki da bir tamsayr degilse (1.11.7)’nin ikinci
denklemi (1.11.4)’lin birbirinden bagimsiz iki 6zel ¢ézlimiinii temin eder. Bunlarin

lineer kombinezonu serilerin yakinsak olmalar sart1 altinda denklemin genel ¢6ziimiinii

verir.

Fakat eger a, = «, ise yani indis denklemi bir ¢ifte koke sahip ise bu metot
ancak bir tek 6zel ¢ozlim verir. Diger taraftan » ile bir tamsayiy1 gostermek iizere eger
a, =a,+n ise k =n hali goz 6niine alindiginda, (1.11.7) denklemleri ¢, ve «, i¢in
asagidaki gibidir:

k=n, (n=12,..), a, igin:

colo (o, =)+ ayay + b, | = 0 (1.11.8)
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n—1
¢, [ +n)a, +n=1)+a,(@, +n)+b, ]+ > ¢ | + ja, , +b, ,]=0 (1.11.9)
=0

k=n, (n=12,..), ¢, =, +n 1i¢in:

c,l(a, +n)(a, +n—=1)+a,(a, +n)+b,|=0 (1.11.10)

n—1
el +2n)(a, +2n -1+ ay(a, +2m) + by )+ > ¢ (@, +n+ ja, , +b, ,]=0
=0

(1.11.11)

(1.11.10) ve (1.11.11) denklemleri &, = &, + n igin goz Oniine alinmis olan diferansiyel
denklemin lineer bagimsiz iki ¢oziimiinden birini sonsuz bir polinom seklinde tayin
ederler. Ancak indis denkleminin ¢, kokiine tekabiil eden ikinci ¢oziimiin bu metot
yardimiyla her zaman insa edilemeyecegi asikardir. Gergekten de, indis denkleminin e,
kokiine tekabiil eden ¢6ziimii temin eden denklemlerden (1.11.10) yardimiyla, ¢,

kokiine tekabiil eden sonsuz polinom seklindeki ¢6ziimiin katsayilarmin, (1.11.11)

bagintisina gore,

n—1

;cj[(al+n+j)an_j+bn_j]=0 (L11.12)

seklindeki bagmtilar1 gerceklemeleri gerektigi goriilmektedir; halbuki «,,a,_,’ler
ve b, ;’ler onceden bilindigine gore c¢ katsayilarinin fevkalade sinirli 6zel haller
disinda ve bir de biitiin ¢, ’lerin sifir olmasi hali hari¢ olmak iizere bu bagntilari

gerceklemeleri beklenemez. Bu itibarla fevkalade sinirli belki birkag 6zel hal disinda
genel olarak biitlin katsayilar sifir olacaklardir. Bu keyfiyet ise gbz Oniine almis
oldugumuz metodun bu hale tekabiil eden ikinci lineer bagimsiz ¢oziimiin ingasindaki

gii¢siizliglinii ortaya koymaktadir.
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Eger o, = a, ise ve lustelik (o, —«,) farki da pozitif bir tamsay1 degilse gerek
a, ve gerekse «, icin elde edilen iki ortak 6zel ¢Oziimiin ayni |x| = R yakinsaklik

dairesi i¢inde yakinsak olduklar1 ispatlanir.

Eger metot iki bagimsiz 6zel ¢6ziim vermiyorsa, bu takdirde u(x) diferansiyel

denklemin ¢oziimiinii géstermek iizere
y(x) = u(x)v(x)

bi¢iminde yazilacagin1 kabul edelim. Bu takdirde v(x) in gergekleyecegi diferansiyel

denklemin

2 !
v"+( u jv':O (1.11.13)
u

seklinde oldugu goriiliir. Bu ise V' cinsinden birinci dereceden bir denklem olup

%=Mizexp{—-|.f(x)dx} (1.11.14)

seklinde bir ¢oziimii miimkiindiir. Buradan

v(x) = 4 j {uz exp{— j f(x’)dx}}dx +B (1.11.15)
ve

y=uv= Au(x)j{ )] exp[ If(x )dx' }}dx+ Bu(x) (1.11.16)

olur ki bu da tam ¢6ziimii géstermektedir. Buna gore ikinci bagimsiz ¢6ziim

ujiexp —ff(x')dx' x (1.11.17)
uz 0

seklindedir. (Ozemre,1971)
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Ornek 1.11.1: f(x) = Lz, 1< x <¢e" fonksiyonunu i{xﬂ} +Q =0;
X dx| dx X

y(1) = y(e”) =0 Sturm-Liouville sisteminin 6zfonksiyonlar cinsinden seriye aginiz.
0 oo n ’ ﬂy . . 2 " ’ P .
Coziim: xy"+y'+—=0 denklemi x ile carpilirsa x"y"+xy"+ Ay =0 biciminde
X

2

Euler denklemi elde edilir. Burada x=e¢' doniisimii uygulanirsa d; +4y=0

denkleminin karakteristik denklemi
a’+l=0=a,=FJ-1
seklinde elde edilir.

Duruml: A>0= ¢, = Fi~/A seklinde olup denklemin genel ¢6ziimii

y(t)=c¢ cos\/1t+c2 sinv/A ¢
x=e =t=Inx ise y(x)=c, cos(/A Inx)+c, sin(/ Inx)
bicimindedir. Kosullar genel ¢6ziime uygulandiginda

y(1)=0= ¢, =0=> p(x) = ¢, sin(v/2 Inx)

y(e”)zOzczsin(\/zlne”)zozx/zﬁ:nﬂ, neN =1 =n", neN
elde edilir ve bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar,

@, (x) =sin(nlnx), neN

Diger durumlarda 6zdeger dolayisiyla 6zfonksiyon yoktur. di{x %} + & =0,
X X X

Sturm-Liouville denkleminde p(x)=x, r(x) = 1 olup 1< x <e” araliginda pozitiftir.
X

Dolayisiyla verilen Sturm-Liouville sistemi diizgilindiir.
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f(x)=— fonksiyonu diizgiin Sturm-Liouville sisteminin 6zfonksiyonlar
X

cinsinden seriye a¢ilimz;

F) =L =S e p.(0)=Y e, sin(nln)
X n=l1 n=1

seklinde olup katsayilari,

b e’
[ £, rdx j izsin(n Inx) - dx
" 1 X X

Cc = = =

n b e”
2
[0, rax
a

I
j sin’(nlnx)dx !
X

1

seklindedir. Burada / icin ¢ =Inx alinirsa df = ldx ,x=1=t=0vex=e¢"=>t=x
X

= j e sin(nt)dt
0

—cos nt|” T cosnt —cosnt
= - I e dth = e
n n n

|0 0

z -2t _: z :
2| e sinnt sinnt _
-= +J-2 e dt
o N n n

0

4
2

= —l(cos nmwe?" —1) —%(efz” sinnz)—
n n n

J sinnte*'dt
0

1+ (=)™e> 4
n n

1

_n(l+(=D""e™")

=1 >
4+n

seklinde elde edilir. /, icinde Inx =¢ alimirsa,
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V4 T

I, = J'sin2 ntdt = %J'(l —cos2nt)dt = %(r
0

0

z
2

3 sin 2nt
2n

0

seklinde olup, buradan katsayilari

i 2n
"1 (44w’

) (1+(=D)"e?); n=12,...
T

biciminde bulunur.

1.12. Salimmmh Coziimler

Liy]= %[p(X) %} +q(x)y=0

denklemi ve a,y(a)+a,y(a)=0, by(b)+b,y'(b)=0 smir kosullart ile verilen bir
homojen sinir deger probleminin ¢oziimleri [a,b] araliinda siirekli fonksiyonlardir. Bu
fonksiyonlarin herhangi birinin bir x, €[a,b] de sifir yerine sahip olmasi x =x,
noktasinda bir koke sahip olmasi demektir. Yani y(x,)=0 dir. Sistemin herhangi bir
y(x) ¢oziimil [a,b] araliginda en az iki sifir yerine sahipse y(x) fonksiyonuna sistemin

[a,b] araliginda bir “salinimli ¢6ziim{i” denir.
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Teorem 1.12.1: Liy] :i{p(x)ﬂ}+q(x)y =0 (1.12.1)
dx dx

denkleminin [a,b] araliginda tanimli herhangi iki ¢6ziimii u(x) ve v(x) olsunlar.
i) Eger u(x) ve v(x), [a,b] araliginda bir ortak sifir yerine sahipseler o takdirde

lineer bagimlidir.
ii) Eger u(x) ve v(x), [a,b] araliginda asikar olmayan iki lineer bagimli ¢6ziim

iseler o takdirde x, €[a,b] bunlardan birinin sifir yeri digerinin de sifir yeridir.

Ispat: i) Teoremin bu kismini ispatlamak igin
pO[u(x)V'(x) —u'(x)v(x)] = k sabit (1.12.2)

Abel formiiliinii kullanalim. Once x, €[a,b] noktasmin u ve v nin ortak bir sifir yeri
oldugunu kabul edelim. (1.12.2) de x yerine x, aliirsa k£ sabitinin sifira esit oldugu
goriliir. p(x,) >0 ve de (1.12.2) ifadesi bir dzdeslik oldugundan parantez igi sifira
Ozdestir. Yani u(x) ve v(x) in Wronskian determinant1 6zdes olarak sifirdir. O halde
u(x) ve v(x) lineer bagimlidir.

ii) u(x) ve v(x), [a,b] araliginda lineer bagimli olsunlar. O halde
cu(x)+c,v(x)=0, a<x<bh (1.12.3)

saglanacak bi¢imde her ikisi birden sifir olmayan ¢, ve ¢, sabitleri vardir. u(x) ve
v(x) in verilen aralikta sifira 6zdes olmadiklar1 (asikar olmayan ¢6ziimler) kabul
edildiklerinden (1.12.3) ifadesi ¢, ve ¢, nin her ikisinin de sifirdan farkli oldugunu
gosterir. Boylece yine (1.12.3)’den eger u(x,)=0 ise bu takdirde v(x,)=0 olmak

zorundadir. Bu ise ispati tamamlar.
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Ornek 1.12.1: »"+y=0 denklemi a’i(l %) +1-y=0 seklinde yazilabildiginden
x x

dolay1 bu (1.12.1) tipindedir. Keyfi bir [a,b] aralig1 lizerinde p(x)=g¢g(x)=1 dir. 4 ve
B sabitler olmak iizere u(x)= Asinx ve v(x)=Bsinx lineer bagimh c¢oziimleri

x=%Fnr, n=0,12,... ortak sifir yerlerine sahip olup baska bir sifir yeri yoktur.

1.13. Bir Yar1 Eksen Uzerinde Salimmmh Coziimler

Bu boliimde ifadelerini verecegimiz teoremler 0 < x < oo yari-sonsuz araliginda

(1.12.1) denkleminin ¢dziimlerinin sifir yerlerinin sayist1 ile ilgili olacaktir.

Teorem 1.13.1: 0<x<oo araliginda p(x) ve gq(x) siirekli fonksiyonlar ve de

p(x) >0 olsun. Eger agagidaki genellestirilmis integrallerle ilgili

T odx
|

p(x) , Tq(x)dx:+w (1.13.1)

esitlikleri gecerli oluyorsa o takdirde (1.13.1) denkleminin her y(x) ¢éziimii 1< x < o0

araliginda sonsuz sayida sifir yerine sahiptir. Benzer sekilde eger;
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jp‘i’;) —— [axydx = +o0 (1.13.2)

esitlikleri gegerli oluyorsa o takdirde (1.12.1) denkleminin her y(x) ¢6ziimii 0 < x <1

acik araliginda sonsuz sayida sifir yerine sahiptir.

Ornek 1.13.1: 3" +a’y =0 denkleminin ¢dziimlerinin 1< x < oo araliginda salimmlilik

durumunu inceleyiniz.

Coziim: Verilen diferansiyel denklem

/4 d d d d
y'+a'y =E(l-d—zj+a2y =E(pd—ij+q(xw =0

seklinde yazilirsa, a # 0 olmak iizere g(x)=a’ ve p(x)=1>0 dir. Verilen aralikta

p(x) siirekli ve pozitif, g(x) ise siireklidir. Diger yandan

T & :de:x|:°:+oo, TQ(X)dx=.Tazdx:a2x:°:+oo
1

1

ise Teorem (1.13.1)’den dolay1 verilen denklemin 1< x <o araliginda asikar olmayan

her y(x) reel ¢oziimii bu aralikta sonsuz sayida sifir yerine sahiptir. Yani ¢oziimler
salmimhdir.
Gergekten verilen denklemin ¢oziimii

y(x)=c¢,sinax+c,cosax

bi¢ciminde olup, 1< x < o araliginda sonsuz sayida reel koke sahip fonksiyonlardir.
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Teorem 1.13.2: Eger L[y]= di{p(x) %} +g(x)y =0 denklemindeki p(x) ve g(x)
X X
katsayilar i¢in

Idx

. p(x)

< 400, <m (a<x <o)

Iq(x) dx

genellestirilmis integralleri gegerli oluyorsa o takdirde diferansiyel denkleminin asikar
olmayan her ¢oziimii a < x <oo araliginda en c¢ok sonlu sayida sifir yerine sahiptir.

Burada m pozitif bir sabittir.

Ornek 1.13.2: x°y"+xy'+y=0 denkleminin reel ¢dziimleri 1< x<oo araliginda
salimmli mudir? Inceleyiniz. Ayrica 0<x<1 araliginda y(x) ¢dziimlerinin sifir

yerlerinin sayisini belirleyiniz.

Coziim: Verilen diferansiyel denklem di[x . %) + 1 y =0 seklinde yazilabildiginden
X x) x

p(x)=x, q(x)= 1 dir. 1<x <o araliginda p(x) >0 ve p(x) ile g(x) stirekli olup,
X
eger

dx = 400

% g % } o ®
_!‘p();)—!?lenxl = 400, _{q(x)dx:!

5 |

ise Teorem (1.13.1)’den verilen denklemin her bir reel ¢ozliimii 1< x <oo aralifinda
sonsuz sayida sifir yerine sahiptir. Yani ¢oziimler salimimlidir. Diger taraftan 0 < x <1

araliginda

j dx =j‘§:1nx|l =400, jq(x)dx:jldx:+w
op(x) 0 X 0 0 Ox

ise Teorem (1.13.1)’den verilen denklemin g¢oziimleri olan fonksiyonlar (0,1) acgik

araliginda sonsuz sayida sifir yerine sahiptir.
Gergekten, verilen diferansiyel denklem bir Euler denklemi olup reel

cozlimlerinden bir tanesi y,(x)=sin(Inx) dir. xe(0,1) oldugunda sin(Inx)
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fonksiyonu sonsuz sayida sifir yerine sahiptir. Diger reel ve lineer bagimsiz ¢éziim ise
v,(x)=cos(Inx) olup, xe(0,1) i¢in cos(lnx) fonksiyonunun sonsuz sayida sifir

yerine sahip oldugu bilinmektedir.
1.14. Sturm Ayirma ve Karsilastirma Teoremleri

On ad1 “Jacques Charles Francois” olan STRUM’ un kendi adiyla verilmis
onemli teoremlerden ikisi ayirma ve karsilastirma teoremleri olup, bu teoremlerin
ifadeleri asagida verilmektedir.

Teorem 1.14.1: (Sturm Ayirma Teoremi)

u(x) ve v(x) bir [a,b] araliginda

Liy]= %[p(X) %} +q(x)y=0

denkleminin lineer bagimsiz iki ¢6ziimii iseler, o takdirde u(x) in ardisik iki sifir yeri
arasinda v(x) in kesin ve tam olarak bir sifir yeri vardir. Yani u(x) ve v(x) lineer

bagimsiz ¢oziimlerinden her birinin sifir yerleri diger ¢éziimiin sifir yerlerini ayirir. Bu

durum asagidaki sekil tizerinde goriilmektedir.

y A

/R Ny SN _
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Ornek 1.14.1: y"+y=0 denklemi di(%j +y=0 seklinde yazilabildiginden
x \ dx

Teorem (1.14.1)’de ifade edilen tipten bir denklemdir. u(x)=sinx ve v(x)=cosx bu

denklemin lineer bagimsiz c¢oziimleridir. sinx ve cosx fonksiyonlarindan birinin
ardisik iki sifir yeri arasinda digerinin kesin ve tam olarak bir sifir yerinin oldugu

bilinmektedir. Bu denklemin ¢dzlimleri olan u(x)=sinx ve v(x)=3sinx+5cosx
fonksiyonlart da lineer bagimsiz olup sinx =0’ kokleri x=Fnz, n=0,1.2,..dmr.

Teorem (1.14.1)’den soyleyebiliriz ki ~ 3sinx+5cosx =0 denkleminin nz ve

(n+1D)r, n=0,FLF2,...ler arasinda kesin ve tam olarak bir kokii oldugu soylenir.

Teorem 1.14.2: (Sturm Karsilastirma Teoremi)

Bir [a,b] araliginda p(x)>0 ve p(x), q,(x), q,(x) stirekli fonksiyonlar ve

q,(x) > q,(x) olsunlar. Ayrica ¢,(x) ve ¢,(x) lerin sirasiyla

%[p(x)%}ql(x)y -0 (114.1)
i{p(x)ﬂ}Jrqz(x)y:O (1.14.2)
x dx

denklemlerinin birer reel ¢oziimleri oldugunu kabul edelim. Eger x, ve x,, ¢,(x)’in
ardisik iki sifir yeri ise, o takdirde ¢@,(x) ¢oziimil x, < x < x, ag¢ik araliginda en az bir
sifir yerine sahiptir.

Yukarida ifadesi verilen Sturm Karsilastirma teoreminin 6zel bir durumu
sOyledir: Teorem (1.14.2)’nin kosullarinin gergekledigini ve x, degerinin ¢, ve ¢, nin
her ikisinin de sifir yeri oldugunu kabul edelim. O takdirde x, ve & sirasiyla ¢, ve
@, ’nin bir sonraki sifir yerleri iseler & <x, dir. Bu durum asagidaki sekil iizerinde

goriilmektedir.
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o(x)
@2(x)
0 x 4 %2 £

.o 2
Ornek 1.14.2: A ve B sabitler ve 0<A<B olmak iizere 2} + Ay =0 ve

X
d? y e e e . )
P + By =0 denklemlerini goz Oniine alalim. ¢,(x)=sinAx ve ¢,(x)=sinBx

fonksiyonlar1 sirastyla bu denklemlerin birer ¢oziimiidiir. sin Ax ’ in ardisik sifir yerleri,

seklindedir. Teorem (1.14.2)’nin kosullar1 ifade eder ki bu koklerin herhangi ikisi

arasinda sin Bx en az bir &, sifir yerine sahiptir, Oyle ki

ﬂ<§”<(n+l)7r

, nez
A A

dir. Ozel halde, x =0 degeri sin Ax ve sinBx in her ikisinin de bir sifir yeridir.

. o . LT . o . . T T
sin Bx ’in bir sonraki sifir yeri 2 iken, sin 4Ax ’in bir sonraki sifir yeri I olup 3 < I
oldugu agiktir.
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1.15. Liouville Normal Form

(1.1.11) denkleminde bagimli ve bagimsiz degiskenleri degistirebiliriz.Yani
Y(x) = u(x)w(t), t= j h(x)dx , u(x) >0, h(x)>0 (1.15.1)

Olup, eger u(x) ve h(x) verilen aralikta pozitif ve siirekli ise ikinci yer degistirme ilgili
degismeyen araliklarda mertebe korunmasina ragmen bagimsiz degiskenlerin araligi
degisirken bu araliktaki sifirlarin sayisi invaryant (de8ismeden) kaldiginda ilk yer

degistirmede degismeyen sifirlar onun yerini alir. Benzerlikten w(z) ve ¢ de esdeger

diferansiyel denklem

AN NN )

o "G T Iy,
= h(x)%(u(x)w(t)) (1.15.2)
= h(u,w+uw,)

biciminde elde edilir. (1.15.2) denklemi (1.1.11) denkleminde yerine yazilirsa
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di(phutw—i-phuw,)—i-(/lr—q)uw:0 (1.15.3)
X

bulunur. Bu denklem de di = h(x)% biciminde yazilir ve tiirev agilimlar yapilirsa,
X t

h%(phutw+phuw,)+(ﬂr—q)uw:O (1.15.4)
hl p,hu,w+ phuw+ phu,w+ phu,w, + p,huw, + phuw, + phu,w, + phuw, |+ (Ar —q)uw =0
h[ phuw, +w,(p,hu + phu + 2 phu,) + w(p,hu, + phu, + phu, )]+ (Ar —q)uw =0
h[ phuw, +w,((hp),u + 2 phu,) + w(hpu,),]+ (Ar —q)uw =0 (1.15.5)

elde edilir. (1.15.5) denkleminin w, degiskeninin katsayis1 nominal olacak sekilde

h,u € C* igin ph’u ile boliindiigiinde
W, +(phu) ' [(hp),u+ 2 phu,Iw, +[(phu) ™ (hpu,), + 17 p~ (Ar —=q)]w =0 (1.15.6)

yazilir. Bu denklemde w, # 0 oldugundan (phu)'[(hp),u +2phu,] =0 dir. Boylece,

(phu) ™ [(hp),u+2 phu,] = (};L)t L
p

u
= In(hp)+21In(u) = Inl (1.15.7)
= hpu® =1
=u’ =(hp)™

olup, buradan

(hpu,), 1
oy O ey

elde edilir. Burada
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—1=pt=l. (1.15.9)

O halde, (1.15.7) denkleminden
u=@p)"* (1.15.10)

bulunur. (1.15.9) ve (1.15.10) esitlikleri (1.15.8) denkleminde yerine yazilirsa,

Wt t

"2 p™ 2 pu), . q
+Lpr1/zp—1/2r—1/4p—1/4)+/1h2p—th w=0 (1.15.11)

elde edilir. (1.15.11) denkleminin A degiskeninin katsayis1 nominal olacak sekilde

e ile boliindiiglinde

1/2 1/2
w, | Pty 5 4, g (1.15.12)
(r"p) r

olup, (1.15.10) esitliginide kullanilarak

w1-2 =0 (1.15.13)

yazilir. O halde,

) ) " i _ @1/2
P T t = [ h(x)dx j(p(x)] dx. (1.15.14)

Teorem 1.18.1: Elde edilen (1.15.14) Liouville yer degistirmesi

d*w

- +[A-g@)w=0 (1.15.15)
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normal formun igindeki ¢ e C ve p(x), 7(x) e C> olup, denklem Sturm-Liouville

(1.1.11) denklemine doniistir. Burada,

2
=u§%{lj+% (1.15.16)

=+ s [(pr)”"]-

Eger (1.1.11) diferansiyel denklemi a < x < b araliginda tanimli ve ¢ belirli bir integral
N 1/2

t= I( r(s)j ds.
A\ P(5)

O halde, esdeger (1.15.15) diferansiyel denklemi [0,c) araliginda tanimlidir ve

- J]

ise

(Celik, 1993).
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2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Legendre Polinomlar ve Ozellikleri

2
(1—x2)z7y—2x%+n(n+1)y=0 (2.1.1)

(2.1.1) Legendre diferansiyel denkleminin lineer bagimsiz ¢éziimlerinden biri

olan birinci tip Legendre polinomlar1

P (x)= 1=D2n=3)-1 {x,, _ (=) o n=D=2)(1=3) i }
n! 2(2n—1) 24(2n-1)(2n-3)
(2.1.2)
seklinde ifade edilir.

Buradan P,(x) n. dereceden bir polinomdur. ilk birkag Legendre polinomlari ise

B(x)=1
B(x)=x

P =5 (5 =)
R(x) =5 (655 =30
P,(x) = é(35x4 —30x% +3)

P(x)= %(63)65 —70x° +15x)

bi¢imindedir (El-Mikkawy vd., 2005).
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Ayrica bu polinomlar, x ’in kuvvetleri seklinde ifade edilirse,

x' = B(x)
x' = B(x)

¥ = 2[R +2n)

¥ = 30 + 2]

¥ =770+ 2020 + 57,0
¥ = LTR()+ 28R + 8 ()]

seklindedir.
Pi(x)

Pa

Sekil 2.1. Birinci tip Legendre polinomlarinin grafigi

Biitiin durumlarda P (1) =1, P,(-1) = (-1)""dir.

Legendre polinomlar1 ayrica Rodriquez formiilii ile de ifade edilir:

1 d"
2"n! dx"

P(x)= (x> =1)" (Spiegel, 1994).



2.1.1 Rekiirans (Tekrarlama) Bagintilar1 (Spiegel, 1994)

Ureten fonksiyon Legendre polinomlarinin tekrarlama bagintilarini tiiretmede
yararlidir. Bu bagintilar x cinsinden 6zdesliklerdir ve trigonometrik 6zdeslikler
gibi isimizi kolaylastirmasi ispatlarda, tiirevlerde yardimci olmasi i¢in kullanilir.

Bazi tekrarlama bagintilari ise

© 1P, (x) = (2n =P, ,(x) — (1= 1P, ,(x)
« xP,(x)~ P_,(x) = P, (x)

o P(x)~xP.,(x) = nP, ,(x)

o (1-2*)P,(x) = nP, ,(x)~ nxP, ()
©(@n+1E,(x)= B, (x)— B, (x)

® B.,(x) = (n+1)P,(x) + xP,(x)

o (1-x*)P,(x)=(n+1)xP,(x) = (n+DP,, (x)
* Rz(x) - zngl (x)+ Rq;z (x)=F,_,(x)

204 p - P (%)
1 n+1

i n+1(x) =
n+

bi¢cimindedir.

2.2 Chebyshev Polinomlari ve Ozellikleri

ST,(x) __dT,()
dx

1_2
(=9 dx’

+n°T,(x)=0 (2.2.1)
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Chebyshev diferansiyel denkleminin lineer bagimsiz ¢dzlimlerinden biri olan

r > 1 igin birinci tip Chebyshev polinomlari

Ixx>=1{@xy—{zf“”j—(r_zjch”}+n} (22.2)
2 1 1

T* _ 1 22r r 2 27"—1 27’_2 221‘—2 r—1 2 2 3
) (x)—E x" - { | X+ (2.2.3)

Tek degiskenli birinci tip Chebyshev polinomlari, » herhangi bir tamsay1 olmak

seklindedir.

uzere
T (x)=cosr@, cosr@=x, —1<x<1
T (x)=cosr , cosrf=2x-1, 0<x<]
bagintilari ile tanimlanir.

Bu formiiller yardimiyla Chebyshev polinomlarini bulabiliriz. Bunlardan ilk bes

tanesi asagida verilmistir.

T,(0=1
T(x)=x
T,(x)=2x" -1

T,(x) = 4x> —3x
T,(x) =8x" —8x* +1
T.(x) =16x" —20x" + 5x
Ve
Ty (x) =1
T (x)=2x-1
T, (x)=8x" —8x+1
T, (x)=32x" —48x” +18x -1
T, (x) = 128x* —256x° +160x* —32x +1

T, (x)=512x° —1280x* +1120x> —400x” + 50x — 1
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x 'in kuvvetlerinin 7.(x) ve 7. (x) polinomlari cinsinden yazilim igin genel

bagmtilar:

1 G(r
X = [.]Tz,-_r(X) , 1<x<l
2=\
xr :2*2r+127 2r T* (x) O<x<1
i \k ok ' T

seklinde ifade edilir. Bunlarin ilk birka¢ teriminin agik formda yazilis1 asagidaki

bi¢imde verilebilirdir.

1=T,(x)

x=Ti(x)

2x% = Ty(x) + T, (%)

4x* =37, (x) + T(x)

8x* =37, (x) + 4T, (x) + T, (x)

16x” =107 (x) + 5T, (x) + T (x)

Ve

1=T; (x)

2x=T, () + T} (x)
8x” =37, (x) + 4T, (x) + T (x)
32x’ =107, (x) +15T; (x) + 6T, (x) + T} (x)
128x* =357 (x) + 56T (x) + 28T, (x) + 8T; (x) + T, (x)

512x° =126T, (x) + 2107, (x) + 1207, (x) + 45T, (x) + 107, (x) + T (x)
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Sekil 2.2. Chebyshev polinomlarinin grafigi

Chebyshev polinomlar1 ayrica Rodriquez formiilii ile de ifade edilir ve bu

Vi-x? d" s

= (1-x%) 2
()" (2n-1)(2n-3)...1 dx"

T,(x)

bi¢imindedir (Snyder, 1966) ve (Fox & Parker ,1968).

2.2.1 Rekiirans (Tekrarlama) Bagintilari

Trigonometrik 6zdesliklerden faydalanarak

L) =2xT.(x) + T, ,(x) =0

T, (1)~ 2Qx = DT, () + T, (x) =0

rekiirans bagmtilart bulunur.
Chebyshev polinomlarinin 6zellikleri detaylariyla Snyder (1966) ve Fox & Parker
(1968) tarafindan verilmistir.
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2.3 Boubaker Polinomlar1 ve Ozellikleri
(x> =D@Bnx* +n—2)y" +3x(nx’ +3n—2)y' —n(3n’x> +n’ —6n+8)y =0 (2.3.1)

Boubaker diferansiyel denkleminin lineer bagimsiz ¢dziimlerinden biri olan

Boubaker polinomlari

{ J 2p-1
B(x)=x"—(n—4)x"" + [—(” —4p) [T - j)}.(—l)p.x”’“

p' j=p+1

S

p=2

bagintisi ile tanimlanir.

Bu formiil yardimiyla Boubaker polinomlarini bulabiliriz. Bunlardan ilk bes tanesi

asagida verilmistir.

B,(x)=1
B/(x)=x
B,(x)=x"+2
By(x)=x"+x
B,(x)=x"-2

By(x)=x"—x"-3x

Ayrica bu polinomlari, x’in kuvvetleri seklinde ifade edebiliriz:

x’ = B,(x)

x' = B,(x)

x* = B,(x)-2B,(x)

x’ = B,(x)-B,(x)

x* = B,(x)+2B,(x)

x° = B,(x)+ B,(x) + 2B, (x)

(Labiadh et al.,2007)
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Sekil 2.3. Boubaker polinomlarinin grafigi

2.3.1 Rekiirans (Tekrarlama) Bagintilar:

B (x)=xB, (x)—B, ,(x) m>2 igin

Boubaker polinomlarinin 6zellikleri detaylartyla Oyodum et a/ (2009) tarafindan

verilmistir.
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3. STURM-LIOUVILLE PROBLEMI iCIN SIRALAMA (COLLOCATION)
YONTEMI

Zzlﬂ(x,-)y”‘)(xiﬁg(xi), i=01..N (3.1)

olmak iizere degisken katsayili 2. mertebeden lineer Sturm- Liouville formundaki

i(p(x)ﬂj +(A—g(x)y=G(x), a<x<b (3.2)
dx dx

diferansiyel denkleminin Kesim 1.2’te tanimlanan

1
M la,P @+, 0 B))=0,  j=01 (3.3)
k=0
kosullar1 altinda

N
y(x) =2 a,P,(x) (3.4)
n=0
kesilmis (sonlu) y,(x) Legendre serisi,
N
()= b,T,(x) (3.5)
n=0
kesilmis (sonlu) y.(x) Chebyshev serisi ve
N
yb(‘x) = zann(‘x) (36)
n=0

kesilmis (sonlu) y,(x)Boubaker serisi formunda yaklasik ¢ozlimlerinin var oldugu

kabul edilsin. Simdi siralama ydntemini {i¢ ayri polinom serisi i¢in ii¢ ayr1 baslik

altinda inceleyelim.
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3.1 Legendre Siralama Yontemi

(3.4) denklemi
[y, (x)]=P(x)A (3.1.1)

bigiminde matris formuna doniistiiriilebilirdir. Burada P(x) ve A matrisleri
P(x)=[F(x) B(x)... Py(x)] , A=[a, a..a,]".

olarak tanimlanir. Bu durumda (3.1)’nin matris formu,

siralama noktalarinda

[v,(x)]=P(x)A ,i=01...N

sekline gelir.
Kesim 2.1’te tanimlanan (EI-Mikkawy vd., 2005)

[ﬂ J[n\2n-2k) , ,,
=D x" " n=012,... —1<x<1

1
P(x)=—
(=5, .

k=

, n ¢ift

n
HIRE
2 n-l ,n tek

0zelliginden yararlanilarak Legendre polinomlar1 asagidaki sekilde sirasiyla N’in

cift ve tek degerleri i¢in matris formuna doniistiirtilebilirdir.
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N c¢ift ise

0
B ] 0 1" [l]@ 0 X
R(x) | 2UN .

’ N
Py, () 0 D N
_P V() ] 2™

(_1)N/2 N N (_ 1)0 NY 2N
- 2¥ \N2AN T2V L0AN [N

(3.1.2)
N tek ise
a0 7
1) . .
2" (0AO
_ _ 1’ (1y2 x
P(x) 0 5 Lol 0
R(x) : : :
: = (—I)N—_l N-1
P, (x) 2N_12 N-1 0 0
B,() 2 NI
L J NN ¥
0 (-1) N+1 (-1’ (NY2N
P Y SN B U N1
L 2 X
(3.1.3)
seklinde yazilir. Bu matris formu
X(x)=[1 x...x"]
olmak iizere
P'(x)=DX"(x) (3.1.4)

biciminde ifade edilir. D matrisi N ¢ift oldugunda (3.1.2), N tek oldugunda ise
(3.1.3) ile ifade edildigi agikca goriiliir. Buradan
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XP(x) =[((0)) ()H .. (0]
olarak tanimlanir.
k=0 icin;
X(x) =[(()") (1)) ... (0)™M)]
k =1igin;
XO@) =[((®")" (@) . (@M

elde edilir ve

(@1 0o 0 0 .. 0o o]
@O 1 {1 00 .. 0 ofx
@©HY =0 2 0 ... 0 0«
()MHP1 10 0 0 ... N 0fx"

olarak matris formunda yazilir.

Burada
[0 0 e 0 0]
1 0 O
M'=(0 2 0 O
10 0 0 N 0]

olmak tizere, kisaca

XP)T =M X(x)"

elde edilir. Boylece,
XY (x) = X(x)M'
X?(x) = XV (x)M = X(x)M*

XPx)=XP ()M = X(x)M’ .

X®(x) = X* V()M = X(x)M* (3.1.5)

bulunur.
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(3.1.1)’de ifade edilen matris formunun k. mertebeden tiirevi
@)1= PP (A (3.1.6)
seklindedir. (3.1.6)’da baz1 islemler yapilirsa
P(x) = X(x)D"

ve

P®(x)=X®(x)D" (3.1.7)
bulunur. Béylece 0 < x <1 aralig1 i¢in asagidaki bagint1 verilebilirdir.

P*(x):P(ajx+,uj) (3.1.8)
(3.1.5) bagintisindaki gibi X*(a X+ ;) ve X(x) arasinda asagidaki matris bagintis

X(ax+u)=[1 (;x+u;) ... (ajx+yj)N] = X(x)H(a,, 1;) (3.1.9)

biciminde elde edilir. Buradan da

XP(ax+u)=Xax+u )M 3.1.10
J J J J

bulunur. O halde (3.1.9) ve (3.1.10)’dan

XO(ax+ p1;) = X(x)H(a;, 1, )M (3.1.11)

yazilir.
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Burada,

O 0 0 1 0 1 2 0 2 N 0 N_
ofew) | @) | fe | e )

1 oo (2 (PN N 1o, \N-I
0 [J(Olj)ﬁuj) (l](aj)(ﬂj) (J(%)(ﬂ;)

H(ajuuj): 2 5 0 N 2 N-2 |
0 o [erwr - [erw

dir. O halde,

olmak tizere
P'(x)= P(a;x+p;)
= X(a,x+ ,uj)DT
= X(x)H(a;, ,uj)DT

elde edilir.

Boylece, 0 <x <1 i¢in

y(x) =P’ (x)A
=Pla,x+u)A

= X(a;x+ yj)DT A
= X(x)H(a_/,/,tj)DTA

¥ (x)=XP(a,x+ u,)D'A
= X(a;x + 1, MDA
= X(x)H(a, 4 )M‘D'A ,  k=0,12

bulunur.

(3.1.12)

(3.1.13)

(3.1.14)
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x = x, i¢in (3.2) diferansiyel denklemi

2
D EE)y(x)=g(x), i=0L..N (3.1.15)
k=0
olarak tanimlanir. (3.1.15) denklemi matris sistemine doniistiiriiliirse
- k
YFEY" =G (3.1.16)
k=0

elde edilir. Burada F,=1F =0,F, =(1—-¢(x)) olduguna dikkat edilmelidir.

Boylece
F(x) 0 . 0 () | g(x,)
F, = 0 F(x) .. 0 ’ Yl(k) _ yék).(xl) . G= ggxl)
0 0 ... F(xy) 79 (x| 2(xy)

Seklinde olup, (3.1.14) denkleminde de x = x; yazilirsa
yi¥(x) = X(x,)H(a,, 1., M*'D"A (3.1.17)
bulunur. Bu ifade genisletilirse

) | X )
)| XD MDA

)] LX)

matrisi elde edilir.
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Boylece

X(xo) 1 Xo xé\]
X = .X(xl) _ I x xlN
X(xy) 1 oxy .. xy

seklinde yazilir. O halde (3.1.17) denklemi sonugta

Y, =XH(a, 4, )M*D"A (3.1.18)

olarak tanimlanir.

(3.1.18) ifadesi (3.1.16)’de yerine yazilirsa

2
> F.XH(a,,1,)M‘D'A =G (3.1.19)

k=0
temel matris denklemi elde edilir.
(3.1.19) denkleminde ise
2
W, =[w,]= Y F.XH(a, 1 )M*D" , i,j=0],..N
k=0
olarak adlandirilir.
(3.1.19) denklemi ayn1 zamanda

W,A=G (3.1.20)

seklinde ifade edilen (N+1) denklem ve (N+1) bilinmeyenden olusan (3.1.20)

cebirsel sistemine doniistiiriilebilirdir.

(3.1.20) denkleminin artirilmis matrisi

Woo  Wor o Wons o 8(%)
Wy e Wins x
[W,;Gl=| Mo Mo e 8l (3.1.21)
Wyo Wi o Wy 8(xy) (N+1)x(N+1)
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dir. (3.3)’de tanimlanan

1
Sauy @ +b,y O B)]=0,
k=0

bicimindeki kosul denklemi ile (3.1.17) denkleminden

yi”(a)=X(a)H(a,,11;)M*'D'A

¥ (b) = X(b)H(a, ;MDA

bulunur. Bu denklemler (3.3)’de tanimlanan kosul denkleminde yerlerine yazilirsa,

1
U, = [a,X(a) + b, X()| H(o, 1, M DA = [ 11, .0y 1]
k=0

olmak tizere, (3.1.22) matris sistemi j=0,1 i¢in

veya artirilmis matris formunda

U, =[U, ;1]

=[u;0 tjys s th 5 4]

bi¢ciminde yazilir. O halde kosullarla ilgili artirilmis matris

u
(U, ih0=|

Uy Uy o Uy A

Ug oo Ugy s A

(3.1.22)
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olarak tanimlanir. Simdi (3.1.20) cebirsel sisteminde kosullarla ilgili arttirilmis

matris son iki satir (veya herhangi iki satir1) silinerek yerine yazilirsa

I Woo Wor - - - Wono 5 8(x) |
Wio Wpooeo- o Wy s g(x)
[W;E]: e e (3.1.23)
Wazo Waan - - - Wran 5 8(no)
Uy, Uy - o o Uy s Ao
L Ui Uy - - Uy 5 4 ]

elde edilir.

Bu artirilmis matris

W,A=G (3.1.24)

formunda matris denklemine doniistiiriilebilirdir. Eger rank W, = rank W(,E]= N+1

ise yani detWZ # 0 ise (3.1.24) matris denkleminin ¢oziimii

A=(W,)'G (3.1.25)
seklinde olur. Boylece (3.1.25)’den

A=[q, a,.. a]".

bilinmeyen Legendre katsayilarinin olusturdugu siitun matrisi tek olarak bulunur.
O halde verilen kosullara gore (3.2) diferansiyel denklemi tek ¢éziime sahip olur

ve bu ¢oziim,

[y, ()]=P(x)A
ya da

y(0) a,P,(x)

n=0

seklinde Legendre polinom ¢dziimiidiir.
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3.2 Chebyshev Siralama Yontemi

(3.5) denklemi
[y.(x)]=T (x)B (3.2.1)

matris formuna doniistiiriilebilirdir. Burada T (x) ve B matrisleri

* * * * b
T X)=[T,(x) T, (x) ... Ty(x)] , B :[?O,bl...bN]T.
olarak tanimlanir. Bu durumda (3.2) matris formu,
xi:cos(l—j -1<x<1
N
M 1+cos(ﬂj ,0<x<1,i=0]...N (3.2.2)
2 N

olup, siralama noktalarindan ikincisi alinir ve bu durumda (3.2.1) ifadesi

[y.(x)]=T(x)B ,i=0L...N
sekline gelir.
Kesim 2.2’te tanimlanan (Snyder., 1966)

n 2 .
x" = T”“Z{k”an_k (x) , 0<x<1 (3.2.3)

k=0

Ozelliginden yararlanilarak Chebyshev polinomlar1 asagidaki sekilde matris

formuna doniistiiriilebilirdir;
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_ 10 _
2 0 0 0 0
0
(2 (2
2 2 0 0 0
1 2
4 4 4
E= 2! 27 27 0 0
= 2 3 4
6 6 6 6
27 27 27 27 - 0
3 4 5 6
2—2N 2N —2N+1 2N 2—2N+l 2N 2—2N+1 2N —2N+1 2N
i N N+1 N+2 N+3 2N )|
(3.2.4)
Bu matris formu
X(x)=[1 x...x"]
olmak iizere
X"(x) =E(T"(x))' = X(x) = T (x)E"
yada
T (x) = X()(E")' (3.2.5)
seklinde ifade edilir.
(3.1.5)’de gosterildigi gibi
"o 0
1 0
M'=|0 0
10 0 0 N 0]
olmak iizere, boylece
XP(x) = X(x)M'
X?(x) = X" ()M = X(x)M?
XP(x) = X?P(x)M = X(x)M”’.
X®(x) = X"V ()M = X(x)M* (3.2.6)

bulunur.
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(3.2.1)’de ifade edilen matris formunun k. mertebeden tiirevi

(k)

[ )]=T"(x)B

seklindedir. (3.2.7)’de bazi islemler yapilirsa

T (x) = X()(E" )
ve
TY%=X"WE') ., k=012
olup, boylece
YO ) =XY)(E") B
XM E')' B, k=012

denkleminde x = x, yazilirsa, (3.2) diferansiyel denklemi

2
Y F(x)yP(x)=g(x), i=0,1,.,N
k=0

seklini alir. Boylece (3.2.10) denklemi matris sistemine doniistiiriiliirse

2
YFEY." =G
k=0

(3.2.7)

(3.2.8)

(3.2.9)

(3.2.10)

(3.2.11)

elde edilir. Burada F,=1F =0,F, =(1-¢(x)) olduguna dikkat edilmelidir.

Boylece
F(x) 0 .. 0 3® (x,)
- 0 F.(x,) ’ Yc(k) _ yiki(xl) , G=
0 0 .. F(xy) BoNEN]

g(x,)

_ g(x,)

g(xy)

76



seklindedir. (3.2.9)’de ifade edilen denklem x = x, icin

yP(x) = X(x,)M* (E')'B (3.2.12)
halini alir. Bu ifade genisletilirse

PG [X(xy)
vy (x,)

)] LX)

matrisi elde edilir. Bu taktirde

X(xo) 1 X0 x(l)\]
% = .X(xl) _ 1 x X
X(xy) 1 oxy .. xy

seklinde yazilir. O halde (3.2.12) ifadesi

Y. =xM'(E")'B (3.2.13)
olarak tanimlanir.

(3.2.13)’de bulunan ifade (3.2.11)’de yerine yazilirsa

2 T
Y FXME'B =G (3.2.14)

k=0

temel matris denklemi elde edilir.

(3.2.14) denkleminde ise
Wo=[w, =S EXME) . ij=0L.N
k=0

olarak adlandirilir.
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Boylece (3.2.14) denklemi ayn1 zamanda

W.B=G (3.2.15)

seklinde ifade edilen (N+1) denklem ve (N+1) bilinmeyenden olusan (3.2.15)

cebirsel sistemine doniistiiriilebilirdir.

(3.2.15) denkleminin artirilmis matrisi

Woo  Wor - Wons  &(%)
W Wi e Wi X

wW;Gl=| ' " T ™ g(x) (3.2.16)
Wao Wai o W 8(%y) (N+Dx(N+1)

bi¢imindedir. (3.3)’de tanimlanan
1 . .
Z[ajky( (@) +b, ) )(b)]ZO, j=0,1
k=0

bi¢cimindeki kosul denklemin ile (3.2.12) denkleminden

y® (@) = X(@M*(E*)'B

y©b) = X(HM*(E)'B

bulunur. Bu denklemler (3.3)’de tanimlanan kosul denkleminde yerlerine yazilirsa
1 k(g-1\F
U, = [a,X(@)+ b, X(B) | MHE  B=[u,u,y, ] (3.2.17)
k=0

olmak tizere, (3.2.17) matris sistemi j =0,1 i¢in
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UL,O B = [XO]
Uc,l B = [}\’1]
veya artirilmis matris formunda
U., =[U, ;:A]

=[u tp5 sty 54, ]
bi¢ciminde yazilir. O halde kosullarla ilgili artirilmis matris

[U 1= Ug U 0 Ugys Ay
J4

c,j? .
Uy Uy ot Uy A

olarak tanimlanir. Simdi (3.2.16) cebirsel sisteminde kosullarla ilgili arttirilmis

matris son iki satir (veya herhangi iki satir1) silinerek yerine yazilirsa

Woo Wor - - - Wono 5 8(X)
Wio Wi o W s &(xy)
[Wc;a]: cee : (3.2.18)
Wyao Waan - - - Wyan 5 &)
Uy, Uy - - o Uy Ay
L Ui Uy Un 5 4 |

elde edilir.
Bu artirilmis matris

W B=G (3.2.19)

formunda matris denklemine déniistiiriilebilirdir. Eger rank W, = rank[Wc;a]= N+1

ise yani deth # 0 ise (3.2.19) matris denkleminin ¢6zimii

B=(W.)'G (3.2.20)

seklinde olur. Boylece (3.2.20)’den
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b
B=[2b,.by]",

bilinmeyen Chebyshev katsayilarinin olusturdugu siitun matrisi tek olarak bulunur.
O halde verilen kosullara gore (3.2) diferansiyel denklemi tek ¢6ziime sahip olur

ve bu ¢oziim,

[1.(0]=T (x)B

ya da

Y3 = X,T,()

seklinde Chebyshev polinom ¢oziimiidiir.
3.3 Boubaker Siralama Yontemi

(3.6) denklemi
[y, (x)]=B(x)C (3.3.1)

matris formuna doniistiiriilebilirdir. Burada B(x) ve C matrisleri
B(x) =[B,(x) B/(x)... By(x)] , C=[c,c,...cyl".

olarak tanimlanir. Bu durumda (3.2) matris formu,

X. =a-+

1

b=a, i_oL.N (3.3.2)
N
olup, siralama noktalarindan (3.3.1) ifadesi
[y, (x;)]=B(x,)C ,1=0,1,...N

sekline gelir.

Kesim 2.3’te tanimlanan Oyodum et al (2009),
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{(”‘_‘ch_p}(—m , g=01,...,N. (3.3.3)
(n—p)

q.p

Ozelliginden yararlanilarak Boubaker polinomlar1 asagidaki sekilde matris formuna

dontistiiriilebilirdir,
[ @0 0 0 0 ]
0 ?o 0 0
e B
N N U L 20K
0 o 0 @ e 0
(3.3.4)
Bu matris formu
X(x)=[1 x...x"]
olmak tizere
B (x) =ZX"(x) = B(x) = X(x)Z" (3.3.5)
seklinde ifade edilir.
(3.1.5)’de gosterildigi gibi
[0 0 .. 0 0]
. 00
M'=l0 2 0 .. 0 O
10 0 0 N 0]
olmak iizere
XP(x) = X(x)M'
X?(x) = XY ()M = X(x)M*
XP(x) = XP ()M = X(x)M’.
X*(x) = X* P (x)M = X(x)M* (3.3.6)

bulunur.
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(3.3.1)’de ifade edilen matris formunun k. mertebeden tiirevi

[y (x)]=B"(x)C (3.3.7)

seklindedir. (3.3.7)’de bazi islemler yapilirsa

B(x) = X(x)Z"
ve
BYx)=X®(x)Z", k=012 (3.3.8)
olup, boylece
7 (1) =X"()Z'C

(3.3.9)
=X(x)M*Z'C , k=0,.2
denkleminde x = x;yazilirsa (3.2) diferansiyel denklemi
2
Y Fx)n ' (x)=g(x), i=0,1,.,N (3.3.10)
k=0
Seklini alir. Boylece (3.3.10) denklemi matris sistemine doniistiiriiliirse
: (k)
ZFkYb =G (3.3.11)
k=0

elde edilir. Burada F,=1F =0,F, =(1—-¢g(x)) olduguna dikkat edilmelidir.

Boylece
F (x,) 0 0 _yi(;k)(xo)_ g(xy)
F - 0 F(x) .. 0 o ylgkf(xl) G- ggxl)
0 0 o F(xy) P (x| g(xy)

seklindedir. (3.3.9)’da ifade edilen denklem x = x, i¢cin
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yi(yk) (x;) = X(x, )MkZTC

halini alir. Bu ifade genisletilirse

PG | X x)
YO | X

L ()] LX)

matrisi elde edilir. Bu taktirde
X(x) | [T x
X - .X(xl) 1 x
X(xy) I xy

seklinde yazilir. O halde (3.3.12) ifadesi

Yb (k) — XMkZTC

olarak tanimlanir.

_| X ez

(3.3.13)’de bulunan ifade (3.3.11)’de yerine yazilirsa

2
> EXMZ'C =G

k=0

temel matris denklemi elde edilir.

(3.3.14) denkleminde ise

Wb:[wij]:ngXMkZT . i,j=0L..N

olarak adlandirilir. Boylece (3.3.14) denklemi ayni zamanda

W,C=G

(3.3.12)

(3.3.13)

(3.3.14)

(3.3.15)
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seklinde ifade edilen (N+1)denklem ve (N+1) bilinmeyenden olusan (3.3.15)

cebirsel sistemine doniistiiriilebilirdir.

(3.3.15) denkleminin artirilmis matrisi

Woo  Wor - Wons &%)
W, W, Wi X

[W,;G]=| " ' g(x) (3.3.16)
Wno Wat o+ Wan; g(xy) (N4D)x(N+1)

bi¢cimindedir. (3.3)’de tanimlanan
1 . )
Yoy ®@+b, 0 m)=0,  j=01
k=0

tanimlanan kosul denklemi ile (3.3.12) denkleminden

¥ (a) = X(a)M*Z'C

7 (b) =X(BM'Z'C

bulunur. Bu denklemler (3.3)’de tanimlanan kosul denkleminde yerlerine yazilirsa

1
U, , = a,X(@) + 5, X)) M Z'C =,y uyy, oyt ] (3.3.17)

k=0

olmak {izere, (3.3.17) matris sistemi j =0,1 i¢in

bOC:[}\'O]
C=

U >
U, C=[i]

veya artirilmis matris formunda
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Us, =[U, ;%]

=[uj ) sty ;/'tj]
bi¢iminde yazilir. O halde kosullarla ilgili artirilmis matris

] Ugy Ug = Ugys Ag
[Ub’j,kj] = _y
Ug Uy o Uy s M

olarak tanimlanir. Simdi (3.3.16) cebirsel sisteminde kosullarla ilgili arttirilmis

matris son iki satir (veya herhangi iki satir1) silinerek yerine yazilirsa

Woo Wor oo o Wno 5 &(x) ]
Wio Wi - - Wi ;o g(x)
[Wh;a]: e cee . . . cee 5 . (3.3.18)
Wnaoo WNag - - - Wnoan s & (Xn2)

Uy, P A,

L Yo Uy - oo U s A

elde edilir.
Bu artirilmis matris
W,C=G (3.3.19)

formunda matris denklemine déniistiiriilebilirdir. Eger rank W, = rank Wb;a]: N+1

ise yani det W, = 0 ise (3.2.19) matris denkleminin ¢oziimii

C=(W,)"'G (3.3.20)
seklinde olur. Boylece (3.2.20)’den

C=[c,c,...cyl"
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bilinmeyen Boubaker katsayilarinin olusturdugu siitun matrisi tek olarak bulunur.
O halde verilen kosullara gore (3.2) diferansiyel denklemi tek ¢oziime sahip olur

ve bu ¢oziim,
[y, (x)]=B(x)C
ya da
7,(x) = ¢,B,(x)

n=0

seklinde Boubaker polinom ¢oziimidiir.
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4. UYYGULAMA

Bu c¢alismada verilen Legendre, Chebyshev ve Boubaker Siralama Yontemlerini,
Sturm-Liouville Problemin, verilen kosullarina gore yaklasik ¢oziimiinii bulmak i¢in

kullanabiliriz. Bunu asagidaki 6rnekle aciklayalim.

dzy

- dx?

+y=1, 0<x<1,

y(©0)=0, Y DO+y1)=0.

olmak iizere homojen olmayan sabit katsayilt Sturm-Liouville problemi goz oniine
almsin (LL. G. Chambers, 1994)). Problemin tam ¢oziimii y =1-e ' coshx dir.
Burada A =1, g(x)=0 i¢in F,(x)=-1, F(x)=0, F,(x) =1, g(x) =1 olduguna dikkat
edelim.

Ik olarak, y(x) ¢dziimiine
N
v, (x)=2a,b,(x) (4.1)
n=0

kesilmis (sonlu) y,(x) Legendre serisiyle N =35 olacak sekilde yaklasalim.

Legendre siralama noktalarini, N =35 i¢in Kesim 2.1 den,

olarak alinir. Diger yandan,

F,()=-LFx)=0,F(x)=1 g(x)=1

oldugundan, bu fonksiyonlarin matris formundaki gosterimi (3.1.19) bagintisindan
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S O O O O =
S O O o = O
S O O = O O
oS O = O O O

S T W VI G U W

S O O O o O
S O O o o =

H(2,]) =

S O O O O =

seklindedir. N=5

yazilir.

Burada

matrislerdir.

S = O O O O

—_ O O O O O
S O O O O O
S O O O o O
S O O O o O
oS O O O O O
S O O O O O

0
1/5
2/5
3/5
4/5

1 1 1

0
1/25
4/25

0
1/125
8/125

S T W VI G U W

1
0
-1/2
0
3/8
0

S O O O b O
S O O W O O
S O ~, O O O
S L ©O O O O

1 1 1]
6 8 10
12 24 40
8 32 80|
0 16 80
0 0 32]

S O O O N =
S O O B~ b~ =

9/25 27/125
16/25 64/125 256/625 1024/3125

0] -1 0 0
0 0 -1 0
0 0 0 -1
of =0 o o
0 0 0 0
0 10 0 0
0 0
1/625 1/3125
16/625  32/3125
81/625 243/3125

1

i¢in (3.1.19) matris denkleminden

2
D F.XH(a, 1, M'D'A =G

k=0

F,,F,,F,,G,X,M,D,H(a, )

0 0
1 0
0 3/2
-3/2 0
0 -15/
15/8 0
matrisleri

1

0
0
0
5/2
0
-35/4

4

yukarida

S O O O

0
0
0
0

35/8
0

S O O o O

S O O O O

63/8

(4.2)

tanimlanan
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(4.2) denkleminde bu matrisler yerlerine yazilip diizenlenirse bu taktirde

(3.1.21) bagintis1 kullanilarak artirilmis matris

11 ~11 -59 ~179 —419 ;1]

1 7/5 -239/25 —1981/25 —46471/125 —4417973/3125 ; 1
[W/;G]:l 9/5 —191/25 -2403/25 —77031/125 —9984411/3125 ; 1
' 1 11/5 —131/25 -=2717/25 -112711/125 —18529489/3125 ; 1
1 13/5 —59/25 —2899/25 —151831/125 —30437927/3125 ; 1

1 3 1 -117 —1539 — 14697 ;1]

(4.3)

bigiminde bulunur. Kosullarla ilgili arttirilmig matris ise (3.1.22) denkleminden

Uro =[U, ;%] =[0,2, 6,12, 20,30 ; 0] (4.4)
\4~

U= [U, ;M1=1L5,31,195,1221, 7593 ; 0] (4.5)

seklinde elde edilir. (4.3) matrisinin son iki satirinin (veya herhangi iki satir)

yerine (4.4) ve (4.5) satir matrisleri yerine yazilirsa, (3.1.23) denklemi ile ifade

edilen artirilmis matris

1 1 —-11 -59 -179 -419 ;1
1 7/5 -=239/25 -1981/25 —46471/125 —4417973/3125 ; 1
[W/,E] 1 9/5 -191/25 -2403/25 -77031/125 —9984411/3125 ; 1
" 1 11/5 -=131/25 -=2717/25 -112711/125 -18529489/3125 ; 1
0 2 6 12 20 30 ; 0
|15 31 195 1221 7593 ; 0]
(4.6)

olarak bulunur. Bunun ¢6ziimiinden
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a] 1 1 ~11 ~59 ~179 —419
a,| |1 7/5 =239/25 —1981/25 —46471/125 —4417973/3125
a,| |1 9/5 —191/25 —2403/25 —77031/125 —9984411/3125
a | |1 11/5 —131/25 —2717/25 —112711/125 —18529489/3125
a,| [0 2 6 12 20 30
a;| |15 31 195 1221 7593
0.56787
0.097520
| —0.034575
| 0.0013392
—0.00017733
| —0.0000037211]

bulunur. Béylece bu katsayilar (4.1)’de yerine yazilarak, probleminin ¢6ziimi

y,(x)=0.63198-0.18401.x*-0.000126.x° - 0.014757.x* - 0.00093772.x°

bi¢ciminde elde edilir.

Cizelge 3.1. N = 5,10, 15, 20 i¢in Legendre Hata Hesaplari

N=5 N=10 N=15 N =20
X Yi(x) Y, (x) Y, (x) Y, (x)
0.0 1.52E-04 2.97E-11 2.54E-13 5.00E-15
0.2 1.59E-04 3.03E-11 2.57E-13 6.00E-15
0.4 1.66E-04 3.21E-11 2.77E-13 4.00E-15
0.6 1.82E-04 3.52E-11 2.99E-13 8.00E-15
0.8 2.04E-04 3.97E-11 3.41E-13 2.00E-15

1.0 2.02E-04 4.28E-11 3.79E-13 2.00E-15

O O = = e




Legendre Cozlumleri

X

‘ —e— Exact Solution —s— N=5 N=10 - N=15 —%—N=20 ‘

Sekil 3.1. y=1- e'coshx ile N=510,15,20 igin Bulunan Legendre Coziimlerin

Karsilagtirilmasi

2.50E-04
2.00E-04
1.50E-04

E(x)

1.00E-04
5.00E-05

0.00E+00

Legendre CozUumleri Hata Hesabi

——N=5 —=— N=10 N=15 < N=20 \

Sekil 3.2. y =1—¢ 'coshx ile N=5,10,15, 20 igin Bulunan Legendre Coziimlerin Hata

Grafigi
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Ikinci olarak, y(x)¢oziimiine

y.(x)=2 b,T,(x) (4.7)

kesilmis (sonlu) y.(x) Chebyshev serisiyle N =5 olacak sekilde yaklasalim.

Chebyshev siralama noktalarini, N =5 icin Kesim 2.2’den,
X, =1, x, =0.90451, x, = 0.65452, x, = 0.34548, x, = 0.09549, x; =0

olarak alinir.Burada

F,(x) =~1, F(x) =0, Fy(x) =1, g(x) =1

olduguna gore, bu fonksiyonlarin matris formundaki gosterimi (3.2.14)

bagintisindan
1 0 0 0 0 O] [0 0 0 0 0 O] -1 0 0 0 0 O]
010000 000000 0 -1 0 0 0 0
F020010003F1:0000005F2:00—1000
000100 000000 0 0 0 -1 0 0
0000T10 000000 0 0 0 0 -1 0
00 00 0 I] 00 00 0 O] (0 0 0 0 0 -I]
1] 1 1 1 1 1 1 |
1 1 090451 0.81814 0.74001 0.66935 0.60543
G_l X_l 0.65452  0.42840 0.28039 0.18352 0.12012
1 1 034548 0.11936  0.041235 0.014246 0.0049217 |
1 1 0.09549 0.0091183 0.00087071 0.000083144 0.0000079394
1] |1 0 0 0 0 0 |
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[0 1 0 0 0 O] 1 0 0 0 0 0 |
002000 1/2 1/2 0 0 0 0
M - 000 300 - 3/8 1/2 1/8 0 0 0
0000 4 0f 5/16  15/32  3/16  1/32 0 0
000O0O0S5 35/128  7/16  7/32 1/16 1/128 0O
0000 0 0 163/256 105/256 15/64 45/512 5/526 1/512

olarak ifade edilir. Boylece N =5 ic¢in (3.2.14) matris denklemi

SEXM(E)B =G (4.8)

k=0
olur.
Burada F,F,,F,,G,X,M,E matrisleri yukarida tanimlanan matrislerdir.

(4.2) denkleminde bu matrisler yerlerine yazilip diizenlenirse, bu taktirde

(3.2.16) bagintisi kullanilarak artirilmis matris

1 1 -15 -95 -319 =799 ;1

1 0809  -15.691 -77.980 -118.20 -290.01 ; 1

[W ,G]: 1 0309 -16.809 -30.480 27.590 111.60 ; 1
‘ 1 -030904 -16.809 30476 27.640 —-111.55 ; 1

1 -0.80902 -15.691 77.975 —188.15 29045 ; 1

11 -1 -15 95 -319 799 ;1

(4.9)

bi¢ciminde bulunur. Kosullarla ilgili arttirilmis matris ise (3.2.17) denkleminden

Ueo =[U, 4;A,]1=1[0, 2, —8,18,-32, 50 ; 0] (4.10)
ve

Ui =[U, ;0,]=[13,9,19,33, 51 ;0] (4.11)

c,1»
Seklinde elde edilir. (4.9) matrisinin son iki satirinin (veya herhangi iki satir)

yerine (4.10) ve (4.11) satir matrisleri yerine yazilirsa, (3.2.18) denklemi ile ifade

edilen artirilmis matris
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1 1 ~15 —95 =319  -799 ; 1
1 08090 —15.691 —77.980 —118.20 —290.01 ; 1
W) 1 03090 -16.809 —30.480 27.590 111.60 ; 1
¢ 1 —0.30904 —-16.809 30476 27.640 —111.55 ; 1
0 2 -8 18 ~32 50 ;0
B 3 9 19 ~33 51 5 0]

(4.12)

olarak bulunur. Bunun ¢6ziimiinden

by] [1 1 -15 -95 =319 =799 | [1
b,| |1 08090 —15.691 —77.980 —188.20 —290.01| |1
by| |1 0309 -16.809 —30.480 27.590 111.60 | |I
by| |1 —030904 -16.809 30476 27.640 —111.55| |1
b,| |0 2 -8 18 -32 50 0
b | |1 3 9 19 33 51 | |0]
0.55856

—0.098754

| —0.026480

| -0.0010188

—0.00013279

| —0.0000048144 |

bulunur. Béylece bu katsayilar (4.1)’de yerine yazilarak, probleminin ¢dziimii

y,(x)=0.63172-0.18226.x” - 0.004000.x° - 0.010835.x* - 0.0024650.x°

bi¢ciminde elde edilir.
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Cizelge 3.2. N = 5,10, 15, 20 i¢in Chebyshev Hata Hesaplari

N=5 N=10 N=15 N =20
x V(%) V(%) Y. (x) V(%)
0.0 3.79E-04 2.58E-11 1.00E-14 6.00E-15
0.2 3.38E-04 2.15E-11 6.00E-15 6.00E-15
0.4 2.76E-04 1.76B-11 9.00E-15 1.00E-15
0.6 2.25E-04 1.44B-11 4.00E-15 4.00E-15
0.8 1.85E-04 1.18B-11 7.00E-15 2.00E-15
1.0 1.51E-04 9.68E-12 6.00E-15 0.00

Chebyshev Cozumleri

0.7 +
o —— ——
0.6

0.5 - l\\\n
0.4

03
0.2
0.1

y()

X

‘ —e— Exact Solution —s— N=5 N=10 N=15 —%— N=20 ‘

Sekil 3.3. y=1- e'coshx ile N=5,10,15,20 icin Bulunan Chebyshev Coziimlerin

Karsilastirilmasi

Chebyshev Cozumleri Hata Hesab

4.00E-04
3.50E-04 —

3.00E-04 - \\
2.50E-04

X 2.00E-04 - \\
1.50E-04 .
1.00E-04 |
5.00E-05
0.00E+00 +—— ‘ ” ‘ . ‘ . ‘ " ‘ .

1 2 3 4 5 6
X
\—o— N=5 —=— N=10 N=15 N=20 \

Sekil 3.4. y=1- e 'coshx ile N =35,10, 15, 20 i¢in Bulunan Chebyshev Cozlimlerin Hata
Grafigi
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Son olarak, ayni sekilde y(x)¢dziimiine

v,(x) =2 ¢,B,(x) (4.13)

kesilmis (sonlu) y,(x) Boubaker serisiyle N =5 olacak sekilde yaklasalim.

Boubaker siralama noktalarini, N =5 i¢in Kesim 2.3’den,

2 3
x, =0,x, —g,xz =—,X; =—,X, =—,X; =1

5 5 5
olarak alinir. Burada

F,(x)=-LF,x)=0Fx)=1 g(x)=I

olduguna goére, bu fonksiyonlarin matris formundaki goésterimi (3.3.14)

bagintisindan
1 0 0 0 0 O] 0 0 0 0 0 O] -1 0 0 0 0 O]
01 0000 000000 0 -1 0 0 0 O
FO:001000’171:000000’F2:00—1 00’
000100 000000 0 0 0 -1 0 0
000O0T10 000000 0 0 0 0 -1 0
00 0 0 0 1] 00 0 0 0 0] |0 0 0 0 0 -1]
[1] 1 0 0 0 0 0
1 1 1/5 1/25 1/125  1/625 1/3125
G_l X_l 2/5 4/25 8/125 16/625  32/3125
1 1 3/5 9/25 27/125 81/625 243/3125 |
1 1 4/5 16/25 64/125 256/625 1024/3125
1 o1 1 1 1 1 |
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01 00 0O 1 0 0 0 0 0

002000 0O 1 0 0 00

0003 00 2 0 1 0 00
M= ’Z=

000040 0 1 0 1 0O

0000 O35 -2 0 0 0 1 0

00000 0] 0 -3 0 -1 0 1

olarak ifade edilir. Boylece N =5 ig¢in (3.3.14) matris denklemi

2
Y EXM'Z'C =G (4.14)
k=0

olur.

Burada F,F,,F,,G,X,M,Z matrisleri yukarida tanimlanan matrislerdir.

(4.2) denkleminde bu matrisler yerlerine yazilip diizenlenirse, bu taktirde

(3.3.16) bagintis1 kullanilarak artirilmis matris

1 0 0 0 -2 0 0 1]
1 1/5 1/25 —124/125 -1549/625 1351/3125 ; 1
[Wb;G]:1 2/5 4/25 —242/125 -2434/625 —418/3125 ; 1
1 3/5 9/25 —348/125 —-3869/625 —8307/3125 ; 1
1 4/5 16/25 —436/125 —5794/625 —25076/3125 ; 1
11 1 -4 -13 -17 ;1]

(4.15)

bi¢ciminde bulunur. Kosullarla ilgili arttirilmis matris ise (3.3.17) denkleminden

Uso =[U, 0:4,1=[0,1,0,1,0,-3 ; 0] (4.16)
ve

Uy, = [U,sM]1=11,2,5,6,3,—-4 ;0] (4.17)

97



seklinde elde edilir. (4.15) matrisinin son iki satirinin (veya herhangi iki satir)

yerine (4.16) ve (4.17) satir matrisleri yerine yazilirsa, (3.3.18) denklemi ile ifade

edilen artirilmis matris

1 0 0 0 ~2 0 1
1 1/5 1/25 -124/125 -1549/625 1351/3125 ; 1
[W,,;E]: 1 2/5 4/25 —242/125 —2434/625 —418/3125 ; 1
1 3/5 9/25 -348/125 -3869/625 -8307/3125 ; 1
0 1 0 1 0 -3 0
12 s 6 3 —4 . 0]
(4.18)
olarak bulunur. Bunun ¢6ziimiinden
¢,] 1 0 0 0 -2 0 17717
ol |1 1/5 1/25 —124/125 -1549/625 1351/3125 | |1
¢, | |1 2/5 4/25 —242/125 -2434/625 —418/3125 | |1
e, | |1 3/5 9/25 —348/125 —3869/625 —8307/3125| |1
el 10 1 0 1 0 -3 0
o] |1 2 s 6 3 -4 | |o]
0.97049
~0.0017503
—0.18402
"1 ~0.0010658
~0.014756
| —0.00093869 |

bulunur. Bdylece bu katsayilar (4.13)’de yerine yazilarak, probleminin ¢oziimii

y,(x) =0.63196-0.18402.x” -0.00012711.x° - 0.014756.x" - 0.00093869.x

bi¢ciminde elde edilir.
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Cizelge 3.3. N = 5,10, 15, 20 i¢in Boubaker Hata Hesaplar1

N=5 N=10 N=15 N =20
X Y, (x) Y, (x) Y, (x) Y, (%)
0.0 1.52E-04 2.97E-11 1.90E-14 1.00E-15
0.2 1.56E-04 3.03E-11 1.90E-14 4.00E-15
0.4 1.66E-04 3.21E-11 2.30E-14 2.00E-15
0.6 1.82E-04 3.52E-11 2.20E-14 3.00E-15
0.8 2.04E-04 3.97E-11 2.60E-14 1.00E-15
1.0 2.02E-04 4.28E-11 3.10E-14 0.00
Boubaker Cozumleri
0.7 -
0.5 - '\”\\t
< 04
= 03
0.2
0.1
0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X
‘ —e— Exact Solution —s— N=5 N=10 N=15 —x— N=20 ‘

Sekil 3.5. y=1- e'coshx ile N=5,10,15,20 icin Bulunan Boubaker Coziimlerin

Karsilastirilmasi
Boubaker C6zumleri Hata Hesabi

2.50E-04

2.00E-04 - A’/‘/‘/O_O
~ 1.50E-04 =
i

1.00E-04

5.00E-05

0.00E+00 +——= ;

1 2 3 4 5
X
| —— N=5 —=— N=10 N=15 N=20 |

Sekil 3.6. y=1-¢'coshx ile N=5,10,15,20 i¢in Bulunan Boubaker Céziimlerin Hata

Grafigi
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Cizelge 3.4. N =35 igin Legendre, Chebyshev ve Boubaker Niimerik Sonuglarin Referans

Sonuglarla Karsilastirmasi

Present Method

X Exact LL.G.Chambers N=5 N=5 N=5

Solution 2, (x) y.(x) V(%)
0.0 0.63212055 0.64285714 0.63196816 0.63174121 0.63196816
0.2 0.62473841 0.63428571 0.62458260 0.62440004 0.62458260
0.4 0.60229569 0.60857143 0.60213012 0.60201971 0.60213012
0.6 0.56389171 0.56571428 0.56370962 0.56366645 0.56370962
0.8 0.50798517 0.50571428 0.50778127 0.50780021 0.50778127
1.0 0.43233235 0.42857143 0.43213048 0.43218094 0.43213048
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5. Sonug¢

Sturm Liouville denklemlerini analitiksel ¢6zmek olduk¢a zordur. O zaman
yaklagik ¢oziimlerin bulunmasi istenir. Bu amag icin, Legendre, Chebyshev ve
Boubaker polinomlarina dayali sunulan metod yaklasik ¢6ziimii bulmada kullanilir.
Ustelik F (x) ve g(x)fonksiyonlari déniisebilen Boubaker serilerine genisletildigi
zaman bu metodun en iyi avantajini gosterdigi goriiliir. Bu metodun diger bir
avantaj1 da, ¢oziimiin Legendre, Chebyshev ve Boubaker katsayilarinin bilgisayar
programlar1 kullanilarak kolayca bulunabilmesidir Bundan dolayi, bu islem diger
metodlardaki islemlerden daha hizli olur.

Sunulan yontem [a,b] araliginda tamimlanan F,(x)=-1, F (x)=0,

F,(x)=(A—q(x)), g(x)=1 olacak sekilde

2
Y )y (x)=g(x), i=0L..,N
k=0

bir diferansiyel denkleminin

1
Z[ajky(k)(a) + bjky(k)(b)] =0, /=01 (3.3)
k=0

kosullar1 altinda

7(0)=2¢,8,(x), y.(x)=2bT,(x), y(x)=2a/FKx), 0<x<1

n=0 n=0

formlarindaki Legendre, Chebyshev ve Boubaker polinomlarinin terimleri seklinde
¢oziimleri elde edilir. Bu yontem, lineer olmayan Volterra ve Fredholm integro-
diferansiyel denklem sistemlerine de genisletilebilir.

Ayrica kismi diferansiyel ve diferansiyel-cebirsel denklem sistemlerinin de bu

yontem ile ¢oziilebilecegi diigtiniilmektedir.
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