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“B(r,s) Genellestirilmis Fark Matrisinin Etki Alam Ile Tiiretilmis Yeni Dizi Uzaylar1” konulu
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GENELLESTIRILMIiS FARK MATRIiSI
VE KLASIK DiZi UZAYLARI

Murat KiRISCI
Erciyes Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii
Doktora Tezi, Mayis 2010
Tez Damismani: Prof. Dr. Feyzi BASAR

OZET

Bu calismada; sinirli, yakinsak, sifira yakinsak olan ve p.kuvvetten mutlak yakinsak
seri teskil eden dizilerin uzaylarinin B(r,s) genellestirilmis fark matrisi altindaki etki
alan1 ile yeni dizi uzaylar1 tanimlanmaktadir. Daha sonra tanimlanan bu yeni dizi
uzaylarmin beta- ve gama- dualleri tayin edilecek ve Schauder tabanlari
bulunacaktir. Ayrica bu uzaylarin bazi topolojik 0Ozellikleri incelenecektir. Son
olarak elde edilen bu yeni dizi uzaylarindan klasik dizi uzaylarina ve bu yeni dizi

uzaylarindan kendilerine matris siniflar1 karakterize edilecektir.

Anahtar Kelimeler: Sonsuz matrislerin etki alani, genellestirilmis fark matrisi,

beta-dual, gama-dual, Schauder tabani1 ve matris doniisiim{i.
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GENERALIZED DIFFERENCE MATRIX AND CLASSICAL
SEQUENCE SPACES

Murat KiRISCI
Erciyes University, Graduate School of Natural and Applied Sciences
Ph. D. Thesis, May 2010
Thesis Supervisor: Prof. Dr. Feyzi BASAR

ABSTRACT

In the present thesis, the spaces obtained as a domain of the generalized difference
matrix B(7,s) in the classical spaces of bounded, convergent, null and absolutely p—
summable sequences are introduced. Furthermore, the beta- and gamma- duals of
these spaces are determined and the Schauder bases for the convergent, null and
absolutely p—summable sequences with respect to the generalized difference matrix
B(r,s) are given and some topological properties of these spaces are examined.
Finally, we characterize the matrix classes from new sequence spaces to classical

sequence spaces and from new sequence spaces to itself.

Keywords: Matrix domain of a sequence space, generalized difference matrix, beta-

dual, gamma-duals, Schauder bases and matrix transformations.
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SIMGELER

Kompleks terimli biitiin dizilerin vektor uzay1
Reel sayilar ciimlesi

Dogal sayilar ciimlesi

Kompleks sayilar ciimlesi

Kompleks terimli sinirh dizilerin uzayi
Kompleks terimli yakinsak dizilerin uzayi
Kompleks terimli sifira yakinsak dizilerin uzay1

p-mutlak yakinsak seri teskil eden dizilerin uzay1

Mutlak yakinsak seri teskil eden dizilerin uzayi

Hemen hemen yakinsak dizilerin uzayi

Sinirlt serilerin uzay1

Y akinsak serilerin uzayi

Simirl salinimh dizilerin uzay1

bv ve ¢y dizi uzaylarinin kesisiminden ibaret olan dizilerin uzayi
X uzaymin siirekli duali

Fark operatorii

A sonsuz matrisinin bir A dizi uzay1 iizerindeki etki alani
r.mertebeden Euler ortalamasi

(tn) dizisine karsilik gelen Riesz ortalamasi

(tn) dizisine karsilik gelen Norlund ortalamasi

1.mertebeden Cesaro ortalamasi



1. BOLUM

GIRIS

Bu boliimde; ¢alismanin tamami i¢in gerekli temel tanim, teorem ve esitsizlikleri

verecegiz.

Tanim 1.1. X, bos olmayan bir climle ve C de kompleks cisim olsun. Bu durumda;

Ve

+:XxX—-X

T CxX—- X

fonksiyonlari, eger herx, y, z € X ve A, u € Cigin

L1)
L2)
L3)
L4)
L5)
L6)
L7)
L8)

xty=ytx,

(x+y)+z=x+({+2),

x + 6= x olacak sekilde bir # € X mevcut,

x + (-x) = @ olacak sekilde bir —-x € X mevcut,
lx=ux,

Mx+y)=hx+ Ay,

(A + px = Ax + px,

M) = (Ap)x

sartlarin1 saglarsa, X climlesine C cismi lizerinde bir lineer uzay denir.



X, C cismi lizerinde bir lineer uzay ve Y < X ise, Y ciimlesinin de X ciimlesi
tizerinde tanimlanan + ve - islemleri altinda lineer uzay olmasi i¢in her A € C ve y;,
y2€Y bakimindan Ay, + y, € Y bulunmasi yeterlidir.
Tamm 1.2. X bos olmayan bir climle ve d: X x X — R bir fonksiyon olsun. Her x,
v, z € Xi¢in,

Ml) dixy)=0<x=y,

M2)  d(xy) = d(y.x),

M3) d(x,y)<d(x,z) +d(z)y)
sartlarin1 saglayan d fonksiyonuna X iizerinde bir metrik ve (X, d) ikilisine de bir

metrik uzay denir.

Tanmim 1.3. X bir lineer uzay ve g: X — R fonksiyonu, her x, y € X vektori ve A, €
C skalarlari i¢in;

P1)  g(6)=0,

P2)  g(x)=g(-x),

P3)  glxty) <glx) +g0),

P4) A, — A vex, — x olmast g(A,x, - Ax) — 0 olmasini gerektirir
sartlarin1 sagliyorsa, g fonksiyonuna X iizerinde bir paranorm ve (X,g) ikilisine de

bir paranormlu uzay denir.

Tamm 1.4. X bir lineer uzay ve || - || : X — R olsun. Eger x, y € X vektorii ve her A
skalar1 i¢in;

N1 [[6]=0,

N2)  [[Ax (=12l

N3) lx+yl<lix(+Iyl
sartlar1 saglaniyorsa, || - || fonksiyonuna X {izerinde bir yari-norm ve (X, || - ||)
ikilisine de bir yari-normlu uzay denir.

Eger X lineer uzayi lizerinde (N2) ve (N3) aksiyomlariyla
N1)" ||x]|=0&<x=0



aksiyomu saglaniyorsa o zaman || - || fonksiyonuna bir norm ve (X, || - ||) ikilisine de

bir normlu uzay denir.
Artik, bir metrik uzaydaki Cauchy dizisi kavramini tanimlayabiliriz:

Tamim 1.5. (X, d) bir metrik uzay ve (x,) de X’deki noktalarin bir dizisi olsun. Bu
durumda; her €0 ve n, m > ny olan biitiin n, m € N’ler i¢in d(x,, x,) < € kalacak
sekilde bir ny = ng(¢) € N bulunabiliyorsa o zaman “(x,) dizisi (X, d) metrik

uzayinda bir Cauchy dizisidir” denir.

Tamm 1.6. Bir (X, d) metrik uzayindaki her Cauchy dizisi yakinsak ise, X uzayma
tam metrik uzay denir. Eger X uzay lizerindeki metrik bir normdan elde edilmis

ise, tam metrik uzaya Banach uzayt denir.

Tanim 1.7. Bir x= (x,) ew dizisi verilsin. Bu durumda; biitiin n € N’ler i¢in (Px), =

xn+1 olacak sekilde w lizerinde tanimli P operatoriine dteleme operatorii denir.

Tanmm 1.8. L(Px) = L(x) ve L(e) = 1 olacak sekildeki ¢  iizerinde negatif olmayan

bir L lineer fonksiyoneline bir Banach limiti denir.

Tammm 1.9. x = (x;) €/_ olsun. x dizisinin biitlin Banach limitleri a ise, bu

durumda; x dizisi, o genellestirilmis limitine hemen hemen yakinsaktir denir ve

f—lim x; = a seklinde gosterilir.

P', P operatoriiniin kendisiyle i defa bileskesini gostersin. Bu durumda; x = (x)
dizisi igin bir {¢,,, (x)} cift dizisini,
¢, (x)= Li(P"x)n (m, n € N)
m+1

esitligi ile tanimlayalim. Lorentz, [42] numarali calismada; “ f— lim x; = o olmasi

icin gerek ve yeter sart, lim ;0 tni(x) = a0 (n’ye diizglin olarak) olmasidir” ¢ift



gerektirmesini ispatladi. Yakinsak bir dizinin, alisilmig ve genellestirilmis limitleri

esit olacak sekilde hemen hemen yakinsak oldugu iyi bilinmektedir.

Tamm 1.10. w ile kompleks terimli biitiin dizilerin vektor uzaymi gosterelim. Bu

durumda; w uzayinin her alt uzayi, bir dizi uzay: olarak adlandirilir.

Asagida yaygin olarak kullanilan bazi dizi uzaylar verilmistir:
l, = {x =(x,) e w:sup|xk| < oo}
k
c= ix =(x,)ew: li]{nxk mevcut}

C, =ix=(xk)ew:li£nxk =O}

Epz{x:(xk)ew12|xk|p<oo, 1Sp<oo}
k

<oo}
cs={x:(xk)ew:(ixkjec}

bv, :{xz (x,)ew: Z|xk —xk71|p < oo}
k

Ayrica, bv ile (xx —xx+1) € £, olan biitiin (x;) sinirli salinimli dizilerinin uzay ve bvy

n
2%

k=1

n

bs={x=(xk)ew:sup

ille de bv ve c¢o dizi uzaylarinin arakesitinden elde edilen dizi uzayr kast

edilmektedir. Yani,

bvz{xz(xk)ew:2|xk —-X,, <00}, bv, =bvnc,.
k

Tamm 1.11. A, normlu bir dizi uzayi olsun. A dizi uzayi; her x € A igin,

lim|x —(etyb, + b, +...+ a,b, )| =0

n—0

olacak sekilde bir (b,) dizisi ihtiva ediyorsa, bu durumda (b,) dizisine A dizi uzayi

i¢cin bir Schauder tabamdir ( ya da kisaca taban) denir.



Tamim 1.12. C, kompleks sayilar ciimlesi ve N de dogal sayilar ciimlesi olsun.
Biitiin i € N’ler i¢in A dizi uzay: iizerinde p;(x) = x; ile tamimlanan p; : A—> C

koordinat doniisiimii stirekli ise o zaman A dizi uzayina bir K—uzayi denir.

Tamm 1.13. A, bir K—uzay1 olsun. Ustelik, A tam lineer metrik uzay ise bu uzaya bir

FK—uzay1 denir.

Tamm 1.14. Bir FK—uzay1, kendisine ait topoloji ile normlanabiliryorsa bu uzaya

BK-uzay denir.

Tamm 1.15. X, bir Banach uzay1 ve

1
tk(z):m(zo tz 4z, ); (k € N)

olsun. X uzaymdaki her smirl (x,) dizisi, {#(z)} dizisi X°’deki normla yakinsak
olacak sekilde bir (z,) altdizisine sahip ise X uzayina “Banach — Saks o6zelligine

sahiptir” denir.

Verilen bir (x,) < X zayif sifir dizisi i¢in, {#(z)} dizisi sifira kuvvetli yakinsak
olacak sekilde (x,) dizisinin (z,) altdizisi mevcutsa X uzayma zayif Banach—Saks

ozelligine sahiptir denir.

Tamim 1.16. X bir Banach uzay1 olsun. X uzaymin zayif kompakt konveks alt
climleleri lizerinde taniml1 genislemeyen her self doniistim sabit bir noktaya sahipse

X uzayina zayif sabit nokta 6zelligine sahiptir denir.

Tamm 1.17. A, bir BK-uzay1 olsun ve x!"! =Y xe" da x = (x) dizisinin
k=0

n.kismini gostersin. A O ¢ olmak tizere, x=(x;) dizisi;

=0 oluyorsa AK (abschnittskonvergenz) ézellig¢ine sahiptir,

° limux—x[”] .

n—>0



o s%g“x["]ui <o oluyorsa AB (abschnittsbeschrinktheit) 6zelligine sahiptir,

e x e ¢ ise AD (abschnittsdichte) 6zelligine sahiptir,

o ¢® her ke N igin k.terimi 1 ve diger biitiin terimleri 0 olan dizi olmak iizere
(e} ciimlesi A uzayinda smirh ise KB (koordinatenweise beschinkt)
ozelligine sahiptir

denir.

Tamm 1.18. Bir A dizi uzaymin solidlik 6zelligine sahip olabilmesi i¢in gerek ve
yeter sart;

ZZ{(uk) ew: herk € Nigin |uk| S|xk| olacak sekilde El(xk)e Ayci

kapsamasinin gegerli olmasidir.

Tamm 1.19. A, bir dizi uzay1 ve J, N climlesinin bir dizisi olsun. Bu durumda;
A, = {x =(x;): her n; e J iginx, =y, olan bir y=(y,) e mevcuttur}
climlesine, A uzaymin J-basamak uzayi veya J-kesit alt uzayi denir.

Xy € Ay ise, X, dizisi x, dizisinin kanonik resmi olsun. Burada; X, dizisi,

J ’deki indisleri lizerinde x; dizisiyle ayn1 ve diger yerlerde sifir olan dizidir. A
uzayl, biitiin basamak altuzaylarin kanonik goriintiilerini ihtiva ediyorsa bu

durumda A uzayr monotondur denir.

Toplanabilme, daha ¢ok analiz ve uygulamali matematikte kullanilan bir teoridir.
Toplanabilmenin 6nemli yiikselisi 19. yiizyilin sonlarinda baglamistir. Sistematik
olarak sonsuz serileri kullanan ilk matematik¢iler Newton ve Leibniz’dir. Yakinsak
seriler teorisi ise, ilk defa 1821 yilinda Cauchy tarafindan yazilan “Algebraic
Analysis” isimli kitapta ortaya cikmistir. Daha sonra 1826 yilinda Abel bu
yakinsaklik teorisini daha da gelistirmistir. Iraksak serileri kullanmada

matematikciler genel olarak istekli olmamalarina ragmen, Analiz inkisaf ettikge bu



konuya istekleri artmig ve yaptiklar1 islemler bagimsiz elde edilebilecek birgok

onemli sonuglar dogurmustur.

Toplanabilme teorisinde, genel olarak dizi wuzaylarn ile ilgili problemler
incelenmektedir. Toplanabilme teorisinde dizi uzaylan ile ilgili olarak yapilan

nitelikli ¢caligmalar;

(i) Yeni bir dizi uzayi insa etmek,

(ii) Bu uzayin, iizerinde tanimlanan bir norma veya paranorma gore tamligin
gostermek,

(iti)  Bu uzayla, bilinen dizi uzaylar1 arasindaki kapsama bagintilarini incelemek,

(iv)  Varsa uzayim Schauder tabanini belirlemek,

v) Uzayi a-, - ve y-duallerini ve siirekli dualini hesaplamak,

(vi)  Bu uzaydan, bilinen dizi uzaylarina ve bilinen uzaylardan, bu uzaya matris

doniisiimlerini karakterize etmek

gibi problemlerin bir veya birkacini ele alarak ¢oziime kavusturur.



2. BOLUM

BAZI UCGEN MATRISLERIN DiZi UZAYLARI
UZERINDEKI ETKI ALANLARI

Bu béliimde; bir sonsuz matrisin, bir dizi uzay1 tizerindeki etki alan1 kavramini tarif
ettikten sonra bu konuda yapilan caligmalardan bahs edecek, ilgili literatiirii

verecegiz.
Once, bir dizinin bir sonsuz matrisle elde edilen déniisiim dizisini tanimlayalim.

Tamm 2.1. Bir A dizi uzayindaki bir x=(x;) dizisinin, bir A=(a,;) sonsuz matrisi

altindaki Ax={(4x),} doniisiim dizisi,

(2.1) {(Ax)n}z(Zankxkj
k=0 n=0
olarak tanimlanir. Buradan, Ax doniistim dizisinin mevcudiyetinin (2.1) esitliginin
sag tarafindaki sonsuz serilerin her bir sabit ne/V i¢in yakinsakligini yani 4 sonsuz
matrisinin biitlin satir vektorlerinin A uzaymin f-dualinde yatmasi gerektigi
sonucunu gerektirdigi anlasilir. 4 ve g, iki dizi uzay1 olsun. Bir 4=(a,) sonsuz
matrisini goz Oniine alalim. Eger her x €4 i¢in Ax mevcut ve Ax ex ise 0 zaman

A:A — p yazilir. A dizi uzayindaki biitlin dizileri p dizi uzayindaki dizilere tagiyan

boyle biitiin matrislerin ailesi (4 : ) ile gosterilir.

Tanim 2.2. Bir 4=(a,;) sonsuz matrisinin bir A dizi uzay: lizerindeki A 4 etki alana,
(2.2.) A, = {x =(x,) e w: Ax mevcut ve € /1}

climlesiyle tarif edilir.



A4 cimlesinin A bir dizi uzayr iken, dizilerin koordinatsal toplama ve skalarla

carpma islemleriyle bir dizi uzay1 teskil ettigi ve A, tersi mevcut bir matris veya

ticgen bir matris iken de A4 ve A uzaylarmin lineer olarak izomorfik olduklar

bilinmektedir. Bunlara ilaveten, A4 uzay bir Schauder tabanina haiz iken 14 uzaymin

da bir Schauder tabana sahip bulundugu bilinmektedir, (bkz. [37, Remark 2.4]).

Birgok Matematik¢i bu alanda caligmalar yapmistir. Bu konudaki caligsmalarin

bazilar1 agagidaki tabloda gosterilmistir:

A, bir dizi uzay1 ve A sonsuz bir matris olsun.

A A Ay Kaynak
l, N, (L)ng [67]
l,,(Isp <o) C X, X [59]
Xp, (1sp <) A" Cp(A™), CAA™) [31]
co, ¢, L, R (N .90, (N @), (N ) » [49]
co.c, 0, AD co(A), c(A), L(A) [40]
co, ¢, U, A’ co(A?), c(A?), L(AP) [30]
co. ¢, L, uh’ co(u;A%), c(u;A%), L(u;A%) [56]
co, ¢, L, G(u,v) Z(u,v,co), Z(u,v;c), Z(u,v;l,) [50]
Co, C C Co>C [65]
co, € E €-e, [4]
Co, € G(u,v) (€0)Gwv) » (€)6auv) [62]
o, C Al a,,.a. [12]
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l,,(1<p<w) Al a,,a, [15]
l,,(1<p <o) E el el [6, 57]
a;,a A ay(A),a (D) [14]
0, (1sp <o) G(u,v) I [39]
(,,(1<p <o) AD bv, [21,29]
l,,(0<p<l) A bv, [10]
co ¢, 0, A" co(A™), c(A™), L(A™) [32, 28]
l,,(1<p <) A™ I, (A™) [2]
co, ¢, 0, A™ co(A™), c(A™), 1(A™) [54]
€y e, A" eq (A™), el (A™) [60]
0, (@) S bs(p) [17, 20]
L (p) 4, a'(u,p) [16]
‘(p) S I(p) [27]
co(p), c(p), L., (p) A Aco(p), Ac(p), Alo(p) [1]
co(p), c(p), L. () uA co(u, A, p), c(u, A, p), L(u, A, p) [11]
o). c(p). L) | uh® | colu, A% p), c(u, A, p), Lo, A% p) | [25]
cop), cp), L, () |  G(uv) Co(u, v; p), c(u, v; p), L u, v; p) [7]
t(p) G(u,v) (u, v; p) [8]
L) L. () A bv(z,p), bva(z,p) [22]
co(u, p), €(u, p) Al a;(u, p).a;(u, p) [13]
(p) R (p) 3]
co(p), c(p), L. () R 1y (p),1. (), 7. (P) [5]
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co(p), cp), L..(p) A" A" co(p), A" c(p), A" L(p) [33]

co@), cp), L., (p) uA" AT colp), AT e(p), AT LA(p) [52]

f B(r.s) f [23]

Bir sonsuz matrisin bir dizi uzayi {izerindeki etki alani kavramimi kullanarak
literatiirde mevcut normlu veya paranormlu dizi uzaylarini, 6zel limitleme
metodlarina karsilik gelen sonsuz matrisler yardimiyla onlar1 ihtiva eden veya onlar
tarafindan ihtiva edilen yeni dizi uzaylarina doniistiirebiliriz. Bu durum, genel
olarak secilen limitleme metoduna baghdir. Gergekten de k,n e {0,1,2, . } i¢in
1, (0<k<n), -1, (n—=1<k<n),

S"k:{O, (k > n), ve t"k:{O, (0<k<n-2veyak >n),
olarak tarif edilen S=(s,x) ve T=(t,) liggen matrisleri goz oniine alindiginda

cs=c;cc ve bs=(_)scl,
kapsamalarinin gecerliligi kolayca goriiliir. Bunun gibi,

¢, =c(A)oc ve (U,), =0, (A)DL,

kapsamalar1 da mevcut ve kesin olarak gegerlidir.

Halbuki, A ve Ay uzaylar1 daima birbirini kapsamak zorunda degildirler. Ger¢ekten
de z = (zx) = {(-1 )k}ng olmak tizere A=cy® spani{z=(zx)} ile A dizi uzayini ve n.satir
A,=(-1)"e™ olan A sonsuz matrisini tarif ettigimiz zaman sec, ve ae C iken “xe A
ancak ve ancak x=s+az” ¢ift gerektirmesinin saglandigi ve

Ae=ze A fakat Az=eg¢ A
bulundugu, yani

zedA-A, ve eed, -4
oldugu anlagilir. Burada ™ ve e, sirasiyla birim matrisin n.siitun vektriinii ve

biitiin terimleri 1 olan diziyi gostermektedir.
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l,, ¢ cove (, ile sirastyla kompleks terimli smirli, yakinsak, sifira yakinsak

dizilerin ve p.kuvvetten mutlak yakinsak seri teskil eden dizilerin normlu klasik dizi

uzaylarini gosterelim. C=(c,;) matrisi,

_[U+n), (O<k<n),
e 0, (k>n),

olarak tarif edilen 1.mertebeden Cesaro ortalamasini gdstersin. Bu durumda;

(L)e=X, ve (£)c=X (1< p<o)

o
uzaylart “mutlak olmayan tipten Cesaro dizi uzaylar1” diye adlandirilmis ve Ng ve
Lee tarafindan [59] numarali kaynakta incelenmislerdir. Daha sonra,

co=¢ ve (¢c))e=¢,
mutlak olmayan tipten Cesaro dizi uzaylari da Sengoniil ve Basar tarafindan [65]

numarali kaynakta incelenmistir. Wang da [67] numarali kaynakta Norlund

ortalamasini kullanarak ( /)y, ve (£ ,)ng uzaylarini insa etmis ve yeni teskil ettigi

bu dizi uzaylarinin ¢esitli 6zelliklerini incelemistir.

Basar tarafindan [17] numarali kaynakta tanimlanan bs uzayina karsilik gelen bs(p)
paranormlu uzayi ise Basar ve Altay tarafindan [20] numarali kaynakta esasli olarak

ele alinmigtir. Bunlara ilave olarak ¢ ve ¢y normlu klasik dizi uzaylarinin A" matrisi

altindaki a, ve a, etki alanlari, Aydin ve Basar tarafindan [12] numarali kaynakta
ve £, ile £, normlu klasik dizi uzaylarmin 4" matrisi altindaki @, ve a) etki

alanlari, Aydin ve Basar tarafindan [15] numarali kaynakta esasli bir sekilde

r

incelenmistir. a., a,, a, ve a, normlu uzaylarina karsilik gelen paranormlu
uzaylar da yine Aydin ve Basar tarafindan [13,14,16] numarali kaynaklarda
calisilmistir. Malkowsky, Riesz ortalamasim1 kullanarak [49] numarali kaynakta
(cor=r,, (r=r", (!, )r=r., uzaylarin insa etmistir. Altay ve Basar da Riesz
ortalamasini kullanarak [3] numarali kaynakta [ ¢ (p)]z=r'(p) uzayin insa etmistir.
Yine Altay ve Basar; co(p), c(p) ve ¢ (p) paranormlu Maddox uzaylarinin Riesz

ortalamasi altindaki etki alanlarini [5] numarali kaynakta incelemis ve tanimlanan
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Riesz dizi uzaylarmin Maddox uzaylarina lineer olarak izomorfik oldugu

gosterilmistir. Bu uzaylarin a-, B- ve y-dualleri hesaplanmis ve (co)r=7,, ()re="r"

normlu uzaylarinin tabanlar1 verilmistir. Ayrica Riesz dizi uzaylarindan Maddox
dizi uzaylarina matris donlisimleri karakterize edilmistir. Altay, Basar ve
Mursaleen, 0<r<1 olmak lizere r.mertebeden E” Euler ortalamasini kullanarak, insa

ettikleri (¢,),, =e, (I1sp<w0) ve (), =e, dizi uzaylarmin &zelliklerini

izomorfizm yardimiyla [6] numarali kaynakta incelemislerdir. Yine Mursaleen,
Basar ve Altay, [6] numarali kaynakta tanimladiklar1 Euler dizi uzaylaryla ilgili
matris donlislimlerinin karakterizasyonlarini verip, bu uzaylarin p tipten Banach
Saks 0zelligi, zayif sabit nokta 6zelligi, konvekslik gibi bazi topolojik ve geometrik

ozelliklerini [57] numarali kaynakta incelemislerdir.

?., c ve copnormlu klasik dizi uzaylarinin 7 matrisi altindaki etki alanlar, “fark dizi
uzaylart” olarak isimlendirilmis ve Kizmaz tarafindan [40] numarali kaynakta ele
alimmistir. Kizmaz’in [40] numarali kaynakta tanimladigi fark dizi uzaylari,
[l =P+ fA],

normuyla Banach uzaylaridir. Yine Kizmaz [40]; E, /., ¢y veya c¢ uzaylarindan
herhangi biri olmak tizere E < E(A) oldugunu gosterdi. Yani, Ax; = — 1 aldigimizda
x = (xx) (k= 1,2,...) dizisi yakinsak olmamasina ragmen bu dizi A - yakinsaktir.
Ayrica, Kizmaz bu uzaylarin bazi topolojik 6zelliklerini ¢alisti, a—, p— , y—duallerini
hesapladi ve (E(A), F) ve (E, F(A)) matris siniflarini tanimladi. Burada E ve F, [,

ve ¢ uzaylarini gostermektedir.

¢, uzayma Kkarsilk gelen fark dizi uzayr ise Basar ve Altay tarafindan

“p.mertebeden sumrli salimml dizilerin uzayir” diye adlandirilarak, [21] numarali
kaynakta cebir ve topolojik cihetlerle incelenmistir. Ayn1 uzay, daha sonra Colak, Et
ve Malkowsky tarafindan [29] numarali kaynakta da ele alinmistir. Kizmaz
tarafindan [40] numarali kaynakta tanimlanan fark dizi uzaylarinin paranormlu

karsiliklari, Ahmad ve Mursaleen tarafindan [1] numarali kaynakta caligilmistir.
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Bunun gibi, Basar ve Altay tarafindan [21] numarali kaynakta ¢aligilan
p.mertebeden sinirli salimimh dizilerin bv, uzayr da Basar, Altay ve Mursaleen
tarafindan bv(u,p) paranormlu uzayina genisletilerek bu uzayin cebirsel, topolojik
ve geometrik Ozellikleri [22] numarali kaynakta ¢alisilmistir. Sarigél [63] numarali
kaynaktaki ¢aligmasinda, Kizmaz’in tanimladig: fark dizi uzaylarim

EA)={xew:r<ligin Ax € E} E € {l., c, co}
seklinde genellestirdi. Burada A,x = (K'Axy) ve E, 1, ve ¢y uzaylarini gostermektedir.
Sarigdl genellestirilmis bu uzaylarin a—, f—, y—dullerini hesapladi. 0 < < 1 alinirsa
E (A) c E (A) ve <0 alinirsa, E (A) < E (A,) olur. Malkowsky [47], l.(p, A) and
co(p, A) uzaylarmin Kothe-Toeplitz duallerini tanimladi ve bu uzaylarin [1]
numarali kaynaktaki matris doniisiimlerinin yeni ispatlarin1 verdi. Choudhary ve
Mishra[27], > 1 igin co(A,) uzayinin bazi 6zelliklerini ¢alisti. Mishra [55],

SE(A) = {x € w: (Axy) € E, x; =0} E € {l. co}
matris doniistimlerinin terimlerinde sco(A) uzayina izomorfik altuzay iceren BK —
uzaylariin bir karakterizasyonunu ve sl,(A) uzayindan bir BK-uzayina matris
doniisiimii i¢in yeterli sartlar1 verdi. Mishra [55] s/.(A) uzayindan, s/(A) uzayina
izomorfik herhangi bir alt uzay icermeyen BK-uzayma matris donilislimiiniin
kompakt oldugunu da gosterdi. Mursaleen, Gaur ve Saifi [58],

lo(p, Ay)={x e w: r>01¢in Ax € lo(p)}

dizi uzaymi tanimladi ve cesitli 6zelliklerini ¢alisti.

Gnanaseelan ve Srivastava [35], u dizisine bagl olarak E(u, A) uzayini tanimladi ve

calisti. Burada u dizisi i¢in agagidaki sartlar verilmistir:

(1) Biitiin k’lar i¢in |uk| =1+ 0[%)

|uk+1|
k

(i) k7[> || = 0(1)
i=0

), monoton olarak sonsuza dogru artan pozitif sayilar dizisidir.

(iii) (k‘l‘u -
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Malkowsky [48], keyfi secilmis herhangi bir u dizisi i¢in E(u, A) uzayini tanimladi.
Burada u dizisi tizerine herhangi bir kisitlama konulmamistir. Malkowsky, E(u, A)
uzayinin,

I = suplue,, (e =2, ), wg =1, x =1
k=1

normuyla BK — uzay1 oldugunu ispatlamigtir. Gaur ve Mursaleen [34], S,(A) uzayini
S{(p, A) uzayma genigletti ve (Si(p, A), l,) ve (S{(p, A), [;) matris siniflarini
karakterize etti. Burada,

S.(p,A) = {x ew:r>1 igin (k’ Axk|)e co(p)}.

Malkowsky, Mursaleen ve Qamaruddin [53] ve bagimsiz olarak Asma ve Colak

[11], E(u, A) uzaym E(p, u, A) uzayma genisletti ve bu uzayin Kd&the-Toeplitz
duallerini hesapladilar. Burada E, /., ¢ ve ¢¢ uzaylarim1 géstermektedir. Malkowsky

ve Mursaleen [51], (AE, F) ve (AE, AF) matris siniflarin1 karaterize ettiler. Burada,
E=cop), cp) L., () veF=coq). c(q). L, (q).

Et, [30] numarali ¢alismada, Kizmaz tarafindan [40] numarali kaynakta tanimlanan
fark dizi uzaylarini, 2.mertebeden co(A?), c(A®) ve ¢ " (A?) fark uzaylaria genisletti.
Mursaleen ise, Et tarafindan [30] numarali kaynakta tarif edilip, incelenen
2.mertebeden fark dizi uzaylarini, [56] numarali kaynakta ul? ile genellestirip
cou,A?),  c(u,A?) ve ¢ w(u,Az) uzaylarini inga etmistir. Yine Et, [31] numarali
kaynakta C,(A"), Co(A™) m.mertebeden genellestirilmis Cesaro fark dizi uzaylarini
insa etti. Colak ve Et, [32, 28] numarali ¢alismalarinda Kizmaz tarafindan [40]
numarali kaynakta tanimlanan fark dizi uzaylarini m.mertebeye tesmil ederek

co(A"), ¢(A") ve ((A") uzaylarmi elde ettiler. m.mertebeden genellestirilmis fark
dizi uzaylarmi kullanarak Altay, [2] numarali ¢alismasinda / p(A('”)) dizi uzayini

incelemistir. [54] numarali kaynakta da m.mertebeden cy(A"), c¢(A") ve ¢ (A™) dizi

uzaylar1 ve ilgili matris doniisiimleri, Malkowsky ve Parashar tarafindan
calisilmistir. Polat ve Basar, [60] numarali ¢calismada Altay, Basar ve Mursaleen

tarafindan [6] numaral1 kaynakta ve Altay ve Basar tarafindan [4] numarali
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kaynakta tanimlanan Euler dizi uzaylarini m.mertebeden genellestirilmis fark dizi
uzaylarina genisleterek cesitli 6zelliklerini incelediler. Sirasiyla A™co(p), A™c(p),
A™ 70 (p) ve Ad™eo(p). A™ep), A™ 0, (p) m.mertebeden genellestirilmis fark
dizi uzaylan, teskil edilip bu uzaylarin ¢esitli ozellikleri calisilmig ve matris
doniistimleri Et ve Basarir tarafindan [33] numarali kaynakta ve Malkowsky,

Mursaleen ve Suantai tarafindan [52] numarali kaynakta karakterize edilmistir.

x ve y kompleks diziler ve X, Y < w olsun. Buradan xy = (xpx) ;_, ve x'*yY=

{y € w: xy € Y} alirsak, bu durumda
M(X,Y)= ﬂx’l*Y:{aew:axeY, VxeX}

xeX

yazabiliriz.

m, keyfi pozitif bir tamsay1, A” operatorii, (A™)" : w — w olmak iizere

Ax = (Ax)i = (X — Xp+1), (k=0,1,2,...)

A%x = (A% = (Axk — Axeen), (k=0,1,2,...)
k-1

Alx=@A"=| Yx, |, (k=0,1,2,...)
Jj=l

j=1 i=1

(A% 'x = (Ax) = (ijzlx] (k=0,1,2,..)

A" o> =>"0A"=1 (I, w’nin birimidir)

seklinde taniml1 olsun.

m
A" ve z operatorleri, sirastyla
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m
—1)F , max{0,n—m} <k <
w _|ED (k_n] (max{0.n—m} <k <n
0, k<n
m+k—-—n-1
anz k_n
0, k<n

matrisleri ile tanimlidir. w’nin herhangi bir E alt ciimlesi i¢in,
E(A™)= {x e w: (A" x) € E},
E(p, A")= {x e w: (A" x) € E(p)},
E(u, A")= "' *E) (A") = {x e w: (A" x0)7, € E},
E(p, u, A") = (" * E(p)) (A") = {x e w: (wA" x0)(, € E(p)}
climlelerini yazabiliriz. Burada m € N, biitiin k£ € N i¢in, A"x, = Z(—l){m}ckﬂ.
i=0 v

ve onk = x; seklindedir.

Ozel olarak m = 1 ve m = 2 alirsak, yukaridaki uzaylar sirasiyla, E(A), E(AZ), E(p,
A), E(p, A%, E(u, A), E(u, A, E(p, u, A) ve E(p, u, A*) olur. Yine u = e alirsak, E(u,

A) = E(A), E(u, A*) = E(A%), E(p, u, A) = E(p, A) ve E(p, u, A’) = E(p, A%
olacaktir.
r,s € R\ {0} alalim. Genellestirilmis B(7,s)=(b,x) fark matrisini biitiin k ne
N’ler icin

r, (k =n),
(2.3) b, =15, (k=n-1),

0, (0<k<n-1yada k>n)
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seklinde tamimlayalim. Burada r = 1 ve s= - 1 alacak olursak, B(r,s) matrisi A" fark
matrisine indirgenir. Bu sebeple; B(r,s) matrisinin etki alaniyla ilgili sonuclar, AV

fark matrisinin etki alanina dair sonuglardan ¢ok daha genel ve sumulliidiir.

Basar ve Kirisci tarafindan [23] numarali kaynakta hemen hemen yakinsak dizilerin
fuzaymnin B(r,s) genellestirilmis fark matrisi altindaki f etki alan1 incelenmektedir.

Basar ve Kirisci[23]yi takip ederek A; /¢

»» C cg ve £ klasik dizi uzaylarindan
birini gostermek iizere, bu ¢alismada amacimiz, A uzayinin B(r,s) matrisi altindaki
etki alani ile yeni dizi uzaylari tanimlamak, bu yeni dizi uzaylarinin B- ve y-
duallerini tayin etmek, AK-, AB-, AD-, KB-, solidlik ve monotonluk gibi bazi

topolojik ozelliklerini incelemektir. Ayrica cpgs), (Co)Brs) Ve (¢ p)B(r,s) uzaylarinin

Schauder tabanlarimi hesaplayacagiz ve Apg. uzayr Tlzerindeki matris

doniistimlerinin bazi siniflarin1 karakterize edecegiz.

Tanmm 2.3. Bir X normlu uzay: iizerindeki biitiin smirli lineer fonksiyonellerin X"

ctimlesi, X uzayinin siirekli duali olarak bilinir. Bir A dizi uzaymin A 4 etki alaninin
A, siirekli duali,
Xy={fif=god, geX}

olarak tanimlanair.

Tamim 2.4. A ve x herhangi iki dizi uzay1 olsun. S(A, p) ciimlesini,
(2.4) S(A, ) ={z=(zx) € w: herx € Aiginxz = (x;zx) € U}
seklinde tanimlayalim. (2.4) gosterimi ile sirasiyla, A dizi uzaymin a-, B- ve y-
dualleri,
A= S\, 1), AW=S0 es) ve  A'=S(, bs)

climleleri ile tanimlanir. Buna gore;

k=0

A :{x:(xk)ew: biitin y=(y,) € 4 i¢in Z|xkyk|<oo},
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n

y ={x=(xk)ew: biitin y =(y,) € 4 i¢in (Zxkykj EC}
k=0 =0

veE
,17={x=(xk)ew: biitin y = (y,) € 4 icin (Zxkyk] efm}
k=0 n=0

Tamm 2.5. A = (a,,) bir matris olsun. £ > n olan biitiin n € N’ler i¢in a,; = 0 ve

biitiin n € N’ler igin a,, # 0 ise o zaman, A matrisine licgen matris denir.

x bir dizi, A ve B liggen matrisler olmak tizere A(Bx) = (AB)x esitligi saglanir.
U iiggen matrisi, daima U = V olacak sekilde bir ¥ ters matrisine sahip olup ¥ ters
matrisi de bir liggen matristir. Bu durumda; biitlin x € w dizileri i¢in U(Vx) = (UV)x

esitligi gegerlidir.

Tamim 2.6. r.mertebeden E" Euler ortalamasi, her bir k, n € N igin,

n n—k
. ( ](l—r) re, (0<k<n)
nk = k

0, (k> n)
olan E" = (e,’;k) matrisiyle tammlanir. ¢, co, ¢, ve £, klasik dizi uzaylarimin £’

doniistimii ile teskil edilen Euler dizi uzaylar, sirasiyla

e, = {x =(x;)ew: }11_{22(’;)(1 )" rfx, mevcut}
k=0
eg = {x = (xk) eEw: llmZ(ZJ(l —V)n_kl"kxk = 0}
n—0 e

ZHZ(ZJ(I -r)"*rfx,

n k=0

e, —{x—(xk)ewzz

<oo} (1<p<w)



20

nelN

Zn: (Z](l - rfx,

k=0

.

el ={x=(xk)ew:sup

seklinde tanimlidir.

Bu uzaylari ayrica, (2.2) gosterimiyle
e, = {C}E ;e = {CO}E’ 5 e; - {gp}gv ; e, = {goo}E’

seklinde de ifade edebiliriz.

Tanim 2.7. 4" = (a;k) matrisi; her bir k, n € NV igin,

k
R L 0 <k <n)
a. = n+1
0, (k > n)

ile Basar tarafindan [19] numarali kaynakta tanimlanmistir. ¢, ¢, ¢, ve £, klasik

dizi uzaylarinin 4" matrisi altindaki etki alanlari, sirasiyla

a;':{xz(xk)ewzlim > (A+r")x, mevcut}
naoon_i_lkzo
a, =1x=(x,)ew:lim ! Zn:(l+rk)x =0
0 k ‘"%mn"'lk:o k
1Y !
a, = xz(xk)ew:2—2(1+r)xk < (1<p<wm)
n n+1k:0
r 1 - k
a, =<x=(x,)ew:sup (I+7")x,| <o
neN n+lk=0

climleleriyle tanimlidir.

Bu uzaylar1 da (2.2) gosterimiyle
al =}y ay=lcy}, s a) = {KP}A,; al, ={(,},

seklinde ifade edebiliriz.
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Tamim 2.8. 7=(#;) pozitif terimli bir dizi ve n € N i¢in
7—'n = Ztk
k=0

olsun. Bu durumda; /=(#;) dizisine karsilik gelen R’ Riesz ortalamasi, R' = {r/,

matrisiyle tarif edilir. Burada r, ; k, n € N igin

ile tanimlanir.

Klasik ¢, co, £, ve £, dizi uzaylarinin R’ ortalamas altindaki etki alani ile taniml

Riesz dizi uzaylar, sirasiyla

n—o Tn —

R
rl = {x =(x,)ew: hm—Zthk mevcut}

Yy ={x=(xk)ew:1imTiZthk = }

> T 1=

r;—{x—(xk)ewzz

n

1 n
F;thk

n

<OO} (I<p<x)

.

1 n
thkxk

n k=0

rl ={x:(xk)ew:sup

nelN

seklinde tanimlidir.

Bu uzaylari, (2.2) gosterimiyle
rct = {C}R’ > r()t = {CO }R’ ) 7"12 = {KP}R’ > roi = {goo}R’

seklinde de ifade edebiliriz.

Tamm 2.9. 1=(#;) pozitif terimli bir dizi ve n € N i¢in
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olsun. Bu durumda; =(%) dizisine karsibk gelen N’  Norlund

ortalamasi, N' = {a!, } matrisiyle tarif edilir. Burada a!, ; k, n € Nigin

t
t ok (0<k <n)
ank = 7;
0, (k > n)

ile tanimlanir.

¢, ve [, Klasik dizi uzaylariin N' ortalamas1 altindaki etki alani ile taniml

Norlund dizi uzaylar, sirasiyla

1 n
a, = {x =(x,) e wzz thnkak

n n k=0

p
<OO} : (I<p<x)

.

1 n
T_;tnkak

al, :{x:(xk)ew:sup

neN

seklinde tanimlanir.

a, ve a, uzaylar, (2.2) gosterimiyle

a, :{ZP}N, ve a,={}.

seklinde de ifade edilebilir.

Tanim 2.10. 1.mertebeden (C,1) Cesaro ortalamasi, C = {c,, } matrisiyle tarif
edilir. Burada ¢, ; k, n € Nigin,

[U+n), (0<k<n),
e 0, (k>n),

ile tanimlanmaktadir.



23

Biitiin £ € N’ler i¢in u; # 0 olacak sekilde u = (u; ) dizilerinin ciimlesini U ile
gosterelim. u € U icin 1/u = (1/ uy ) yazalim. z, u, v € U olmak iizere S = (s,x)
toplam matrisi, A = (3,x) fark matrisi, G(u,v) = (gu) genellestirilmis agirlikli

r

ortalama matrisi ve A" = (A(;Z)) m.mertebeden fark matrisi, A4’ = (ank) ve

A7 = (ajk) matrisleri, biitliin k,m,n € N’ler icin

1, (0<k <n),
S =
"o, (k > n),
s (-1 *, (n—1<k <n),
"o, (0<k<n-1 yada k> n),
AN (0<k <n),
&+, (k> n),
o (—l)”k(m j, (max{0,n —m} < k <n),
AV = n—k
0, (0<k <max{0,n—m} yada k >n),
k
. 1’:1 u,, (0 <k<n),
nk
0, (k > n),
Ve
. (-n"* z,, (n-=1<k<n),
a’, =
"o, (0<k<n-1 yada k>n)

esitlikleriyle tanimlanir. Burada u,, yalniz n 'ye bagli, v; da sadece k’ya baglidir.

Aksi belirtilmedik¢e bu ¢alisma boyunca p, ¢ > 1 ve p' + ¢ = 1 olarak kabul

edilecektir. Yine negatif indisli herhangi bir terim, sifira esit kabul edilecektir.



3. BOLUM

KLASIK DiZi UZAYLARININ B(r,s) GENELLESTIRILMIS$
FARK MATRIiSI ALTINDAKI ETKi ALANLARI

Bu bsliimde; 7, ¢, ¢, ve ! , dizi uzaylarini tammlayacagiz. Ayrica, bu uzaylarin

B- ve y-duallerini hesaplayacagiz.

~ A

¢, ¢, ve [, uzaylarmi, B(rs) genellestirilmis fark matrisi altindaki

o0 9
doniigiimii, sirasiyla, £, ¢, co ve £, klasik dizi uzaylarinda yatan dizilerin uzay1

olarak tanimliyoruz. Yani,
%w = {x =(x,) e w:sup|sxk71 +rxk| < oo},
keN
¢= {x =(x,)ew:3eC> ]lcim|sxk_l +7rx, —I| = 0},

¢y = ixz (x,)ew: 1im|sxk_1 +rxk| = 0}
k—o

ve
%p = {x =(x,)ew: Z|sxk71 +rxk|p < oo} .
k
(2.2) gosterimini kullanarak @w , €, C, Ve [ , dizi uzaylarini;

goo = {goo}B(r,s) H é = {C}B(r,s) ° é:0 = {CO}B(r,s) ve gp = {gp}B(r,s)
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seklinde yeniden ifade edebiliriz.

X = (xx) dizisinin B(r,s)-donilisiimii ile bir y = (%) dizisini tamimlayalim. Yani; k € N

i¢in,
3.1 Vi ={B(1,8)X } x = Sxp-1 + rxy

olsun.

Artik; heniiz tarif ettiimiz /, ¢, ¢, ve {, dizi uzaylarimn sirastyla /, ¢, co ve
¢, klasik dizi uzaylarina lineer olarak izomorfik olduguna dair teoremimizi

verebiliriz:

Teorem 3.1. A € {/

09

¢ co, L p} olmak iizere Apyg) ve A uzaylari lineer olarak

I

14

izomorfiktir. Yani; £/, =/, c=c, ¢, =¢c, ve [, =L .

o0

Ispat : Ap(.s) ve A uzaylarini lineer olarak izomorfik olduklarini géstermek igin, bu
uzaylar arasinda bire-bir, lizerine bir lineer donilisiimiin varligini ispat etmemiz

gerekmektedir.

Benzer muhakeme ile ¢, ¢, ve [ , uzaylari i¢in de ispat yapilabileceginden teoremi

yalniz 1 _, uzay1 i¢in ispatlayacagiz.

%Oo =/ _ oldugunu gosterelim. Bunun i¢in, 6nce %w uzayindan ¢ _ uzayma bir T

doniistimiini asagidaki gibi tanimlayalim:

T:?w—>€w

x> Tx =B(r,s)x=y.
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Bu durumda; x=(xy), u=(uy) € %w i¢in,

(3.2) {B(r, S)(x+ u)}n =s(x, , +u, )+r(x, +u,)=sx,, +rx, +su,  +ru,

= {B(r,s)x}, +{B(r,s)u},

olur. Simdi herhangi bir ae C i¢in B(r,s)(ox) = aB(r,s)x oldugunu gosterelim.

(3.3) {B(r,s)(ax)}, = s(ax, )+ r(ox,) = a(sx,  +1x,) = a{B(r,s)x},

olur. (3.2) ve (3.3) esitlikleri saglandigindan dolay1 T doniisiimii, %m uzayl

tizerinde lineerdir.
Simdi, Tx =B(r,s)x= 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda; her n € NV igin,
(3.4) {B(1,8)x}, = 85x51 + 17X, =0

esitligi saglanir. n = 0 i¢in (3.4) esitliginden
xp=0
buluruz. n = 1 i¢in, (3.4) esitliginden
sxotrx;=0 =>x1=0
elde ederiz. Bu isleme devam ettigimizde n.adimda
SXp1 t1rx,=0 =x,=0
elde ederiz. O zaman, her » € N igin x, =0 ve su halde x = 0 olmalidir. Bu da bize
T lineer doniisiimiiniin “ Tx=0 = x=0 ” sartli 6nermesini saglamas1 sebebiyle bire-

bir oldugunu gosterir.

Son olarak T doniislimiiniin orten oldugunu gosterelim. Keyfi bir y = () € /

0

noktasi alalim. Simdi, bir x=(x) dizisini; y=(yx) dizisi yardimiyla k € N i¢in

X, =

N |-

k s J
(RS
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esitligi ile tarif edelim. Bu durumda; & € NV igin,

oldugundan bu esitlige || . ||» normunu uygulayarak

||x }% = Sup|7"xk + Sxk_l| = Sup|yk| = ||y||QO < O
‘ keN keN

oldugunu goriiriiz. Su halde, x e ?m olur. Bdylece, @w ve (_ uzaylar arasinda
normlar1 koruyan birebir, Tlizerine bir lineer donlisimiin mevcut oldugu
gorildiiglinden teoremin ispati, @w ve (_ uzaylar1 bakimindan tamamlanmis olur.

Artik (,, ¢, ¢, ve £, dizi uzaylaria dair bazi kapsama bagmtilarini verebiliriz:

Teorem 3.2. A €{/_, ¢, cy, ¢,} ve B=B(r,s) alalim. Bu durumda,

(i) Sl isen= Ap olur.
r

(ii) —|>1 ise A < Ap kesin kapsamast mevcuttur.
r

Ispat. L €{/_,c cop ! ,} ve B =B(r,s) alalim. Bu durumda; B matrisi,
supZ|bnk| = |r| +|s
neN

limb, , =0,

n—0

limank =r+s
k

n—0

2

ve
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I+

nk

sup Z b
keN
sartlarin1 sagladigindan dolay1 B € (A : A) olur. Yani, herhangi bir x € A dizisi igin

Bx € A ve dolayisiyla x € Ap olur. Bu da A < Ag oldugunu gosterir.

*I<1 olsun. B matrisinin B~ =D = (d,, ) tersi matrisinin k, n € N igin,

(1)

1 g n—k
i - —(—] . (0<k<n),

r\r

0, (k > n),

esitligi ile verildigi dogrudan hesaplama yoluyla kolayca goriiliir. D matrisi;

sup2|dk|—‘ supz

neN neN f=(

<

9

r

1 _y n—k
limdnkzlim—(—j =0,

n—0 n—>0 ’/'

n—k
hmZd = hmz ( j mevcut

n—0 n—0 k=0 ]/'

Ve

sup z "

neN ‘

neN

sartlarini sagladigindan dolay1 B! € (A : 1) olur.

Buradan, x € Agise y = Bx € A ve x = B'ly e A olur. Bu durumda Ag < A

kapsamasi ispatlanmis ve boylece (i) sikkinin ispati tamamlanmis olur.
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(i) u' = {(-s/)" 1 1}, WP =@k, v’ = {(-1)"(n+1)} ve u = {[1+(-1)"}/2} dizilerini

21> 1 olmas1 halinde Bu' = ¢ = (1,0,0,...) e olur. Boylece u'

g6z ontline alalim.
r

€ A \ A bulunur.

r

=1 oldugunu kabul edelim.

(@) =co, £, ise,u’ € kg \ A olur.
(b) L =c, ¢ alalim. s = -r ise, bu durumda Bu’ = e € A olur. Béylece, u* € Ag \ A
olur. s=r ise, bu durumda Bu® = {#(-1)"} € ¢_ ve Bu' = (r,r,r,...) € ¢ olur. Buradan

daw’ e (£ )\ ¢, veu' e cg\cbulunur.
Bu adim ispat1 tamamlar. 0

Simdi, 7_, ¢, ¢, ve [ , dizi uzaylarinin - ve y-duallerini hesaplayacagiz. Bunun

)

i¢in, asagidaki yardimc1 teoremlere ihtiyag duyacagiz:

Yardimei Teorem 3.3. [38] A ve p iki dizi uzayi ve £ = a, B veya y olsun. A c

ise, ua cAS kapsamasi mevcuttur.

Yardimer Teorem 3.4. [38] £=oq, B veyayise, ¢>={(_ }°= ¢, esitlikleri
gecerlidir.

Yardimci Teorem 3.5. [63]
(i) A=(a,) € (L,:0,)=(c: L, )=(co: L)< sup) |a,|<w

neN |

(ii) A=(a, ) € (0,:0,)e sup2|ank|q <o

neN |
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(i) A =(a, )e (£, : ()< sup|ank|<oo

k,neN

lima, =a,, (keN)

n—>0

) A=(a,) e (!, :c)e 1im§|ank|=§|“k|

n—>0

lima, =a,, (ke N)

n—oo

™) A=(a,)e(c:c)e supZ|ank| <0

nelN

lim z a, =a
k

n—>0

lima, =a,, (ke N)

i) A = (ank)e (co:0) Q{supz

nelN

a,| <o

lima, =a,, (ke N)

n—>0

sup Z

nelN

i) A=(a,) e (L, :0)e

" <o

ank

lima,, =a,, (ke N)

n—>x0

sup <o

k,neN

ank

(viii) Az(ank) e(l,: o {

Yardimci Teorem 3.6. [9] C = (¢,x) matrisini, her k,n € N

B Zajvjk, (0<Lk<n)

Cnk = Y j=k

0, (k > n)
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seklinde tanmimlayalim. Burada a = (ax) € w ve V = (vx), U = (1) liggen matrisinin

tersini gostermektedir. Bu durumda,

' ={a=(a)ew:Ce(\: 1))}
ve

AP ={a=@)ew:Ce(r:0o)
esitlikleri gecerlidir.

Artik, Yardimcit Teorem 3.5 ve Yardimci Teorem 3.6°’y1 kullanarak asagidaki

sonucu verebiliriz:

Teorem 3.7. d\(r,s), da(r,s), ds(r,s), da(r,s), ds(r,s), de(r,s) ve ds(r,s) climlelerini

asagidaki gibi tanimlayalim:

q

<00

d,(r,s)=va=(a,)e w:supz

neN j—(

1 (=-s) ™"
2

roa\ur

n _ j—k
dz(r,s):{a:(ak)ewzlimZ(—Sj a, mevcut},
n~)ooj:k r

1 (—s) " > 1 (—s) ™"
d,(r,s)= az(ak)ewzlimZ— (—j a,| =) |im— (—j alr,
ooV =\ Y ' k=0 "7 T S\ T '
B g k+1
|-G
d,(r,s)= a:(ak)ewzlimz ! a, mevcut,,
n—)ook:O 1+£
r

n Jk
-8
()] <o
=\ T
= (g i~k
z[_j ai =0},
i r

=n

ds(r,s)={a =(a,)ew: sup

k,neN

=

dﬁ(r,s)={a =(a,)ew:lim

—>0 =0
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1 rg & (—g\*
Lores (=),

r VS ick+1

n—o
k=n+1

d7(r,s){a(ak)ew:lim i

Buradan, ¢, ¢, ¢, ve /, dizi uzaylarinin - ve y-dualleri;

w0 ?

A

i) g=1ligin, . =&" ={&,} =d,(r.5)

(i) {¢,} =d(rs)

(iii) {0,} =d,(r,s)

(iv) q=1igin, {¢,}” =d,(r,s)"d,(r,s)

v) q=1igin, ¢’ =d,(r,s)Nd,(r,s)"d,(r,s)
i) AL} =d\(r,)Ndy(r,s)

wii) {0} =d,(r,s)Nd(r,s)

i) {0,} =d,(r,s) "dy(r,s)

esitlikleri ile verilir.
Ispat: (i) Burada sadece ¢, uzayinin y-duali icin ispat1 verecegiz.

alalim. Bu durumda;

() iakxfi{il(}sj a_,}yfidnk(r,s)yk=<Dy),,; (neN)

k=0 j=k

esitligini elde ederiz. (3.5) esitliginde D={d,«(r,s)} matrisi, her k, n € N i¢in

=5\
(3.6) d (r,s)= Z;(Tj a, (0<k<n),

Jj=k

0, (k > n)
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esitligi ile tanimlidir. Boylece, (3.5) esitliginden; “x = (xx) € ¢, aldigimizda ax =

(arxx) € bs olmasi i¢in gerek ve yeter sart, y = (yx) € c¢o aldigimizda Dy € [,
olmasidir” ¢ift gerektirmesini elde ederiz. Burada; D = {d,«(r,s)} matrisi, (3.6) ile

tanimlidir. Bu durumda, g=1 i¢in Yardimci Teorem 3.5’in (iii) sikkindan dolay1

{é,V =d,(r,s) olur. Bu da ispat: tamamlar.

(i1)) ve (iii) siklar1 da benzer sekilde ispatlanabileceginden teferruatli ispat

verilmeyecektir.

(iv) a = (ax) € wolsun. Yine (3.1) esitligi ile tanimlanan y = (y4) dizisini géz Oniine
alalim. Bu durumda (3.5) ile Yardimci teorem 3.5’in (vi) sikkindan x = (xz) € ¢,
aldigimizda ax = (awxx) € cs olmasi i¢in gerek ve yeter sartin y = (x) € ¢
aldigimizda Dy € ¢ olacagi sonucunu ¢ikarabiliriz. Burada; D = {d,(7,s)} matrisi,

(3.6) esitligi ile tanimlidir. Buradan her £ € NV icin

limd,, (r,s) mevcut ve SupZdnk(r,s)|<oo

n—»o neN mo

olur. Béylece, ¢ = 1 igin, {¢,}” =d,(r,s)"d,(r,s) sonucunu elde ederiz.

(v) sikki da benzer sekilde ispatlanabilir.

(vi) a = (ax) € wolsun. Yine (3.1) esitligi ile tanimlanan y = (y%) dizisini gz oniine
alalim. Bu durumda (3.5) ile Yardimci teorem 3.5. (i)’ den x = (x) € v »
aldigimizda ax = (apxx) € cs olmasi igin gerek ve yeter sartin y = () € /,
aldigimizda Dy € ¢ olacagi sonucunu c¢ikarabiliriz. Burada D = {d,«(r,s)} matrisi
(3.10)’daki gibi tanimhidir. Bu ise; “a=(a,) € {% p}ﬂ olmasi i¢in gerek ve yeter
sart, D={d(r,s)} € ({,: ¢) olmasidir” ¢ift gerektirmesine denktir. Boylece,
Yardimci Teorem 3.5’in (vii) sikkina dayanarak a = (ax) ed,(r,s)"dx(r,s) oldugunu

anlariz. Bu da, {/ o =d,(r,s)"d,(r,s) sonucunu verir.
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(vii) ve (viii) siklar1 da benzer sekilde ispatlanabilir. O

A = (ay) bir liggen matris olmak iizere, normlu bir A dizi uzayinin A, etki alanin bir
tabana sahip olabilmesi i¢in gerek ve yeter sartin A dizi uzaymin bir tabana sahip
olmasi oldugu bilinmektedir, (bkz. [37, Remark 2.4]). Bu diislinceden yola ¢ikarak
asagidaki sonucu verebiliriz:

Sonug 3.8. z = (z,) ve herbir sabit k € Nigin b* (r,s) = {b© (r,s)} _, dizilerini;

ne

Vi—o\_ T
veE
0, (n < k)
B9 (r,s) =11 (5
n ( ) l[_Sj ’ (n>k)
r r

esitlikleriyle tanimlayalim. Bu durumda,

(a) {b}gk)(r,s)}neN dizisi, ¢, ve %p uzaylari igin bir tabandir. Her x € ¢, ya da x
e?, dizisi,
X = Zak (M)bP (r,5)
k

seklinde birtek gosterime sahiptir. Burada, her k € Nigin o, (r) = {B(r,s)x}k

esitligi mevcuttur.

(b) {z,b,gk)(r,s)}neN climlesi ¢ icin bir tabandir. Her x € ¢ dizisi,

x=lz+Y [, (r) = 1]b" (r,s)

k

seklinde tek bir gosterime sahiptir. Burada, / = %im{B(r, s)x}, esitligi mevcuttur. [
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Yardimci Teorem 3.9. [9] A ve u, BK-uzaylar1 olsun. U=(u,;), bir iiggen matris ve

o = (o) € pdizisi ile bir Cfl/ =(c,, ) matrisi, her k,n € N igin

Cp = Zajunjvjk
ik
esitligi ile tanimlansin. Bu durumda; Cff matrisinin A dizi uzayindaki etki alan
asagidaki 6zelliklere sahiptir:
(i) KB ozelligine sahip olabilmesi igin gerek ve yeter sart, CZ] e(1:4)
olmasidir.
(ii))  AB Ozelligine sahip olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart, C,ﬁm e(d:4)

olmasidir.

(iii) Monotonluk 6zelligine sahip olabilmesi igin gerek ve yeter sart,

C,. €(A:4) olmasidr.
(iv) Solidlik 6zelligine sahip olabilmesi igin gerek ve yeter sart, CZ e(1:4)

olmasidir.

Yardimci Teorem 3.9°dan asagidaki sonucu elde edebiliriz:

So ise, bu durumda 7 , dizi uzay1 KB- ve AB- 6zelliklerine sahiptir.

r

Sonuc 3.10.

Yardimer Teorem 3.11. [9] A, AK-0zelligine sahip bir BK-uzayi, U bir iiggen
matris ve Ay D ¢ olsun. Bu durumda, Ay dizi uzaymin AD-6zelligine sahip
olabilmesi icin gerek ve yeter sart, “¢ € AP i¢in /U = 6 = ¢ = 0” sartli 6nermesinin

gecerli olmasidir.

co ve £ ,, AK-ozelligine sahip oldugundan Yardimei Teorem 3.11°deki U matrisini

B(r,s) genellestirilmis fark matrisi alarak asagidaki sonuca ulasiriz:
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Sonug¢ 3.12. ¢, ve v , (p>1) uzaylarinin AD — 6zelligine sahip olabilmesi i¢in

gerek ve yeter sart ‘ % ‘ <1 olmasidir.



4. BOLUM

B(r,s) GENELLESTIRILMIS FARK MATRISI 1ILE
TANIMLANAN DiZi UZAYLARIYLA ILGIiLI BAZI MATRIS
DONUSUMLERI

Bu béliimde, 3.boliimde tanimladigimiz ve bazi 6zelliklerini inceledigimiz yeni dizi
uzaylariyla ilgili baz1 matris doniisiimlerini karakterize edecegiz.

Teorem 4.1. A bir FK-uzay1, U bir liggen matris, ¥, U matrisinin tersi ve p, w dizi

uzayinin keyfi bir alt uzayi olsun. Bu durumda; A € (Ay : 1) olmasi igin gerek ve

yeter sart,

@.1) " =(c)e(4:¢), (herbirn e Nigin)
ve

(4.2) C=(c,)e(d:n)

olmasidir. Burada C" ve C matrisleri; k, m, n € N icin

m
o Zanjvjk, 0<k<m)
=

cmk -

0, (k > m)

ve
o0

Cok = Z AV jic
=k

esitlikleriyle tanimlanmaktadir.
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Ispat. 4 = (ank ) e (MW vex= (xk) € Ay olsun. Bu durumda, biitin ~ m, n €
Nler igin,
(4.3) iankxk = iank(iwf} i[Z DV j ]yk ic;'}fyk

k=0 k=0 =0 0\ j=k
esitligi gecerlidir. 4x mevcut oldugundan C™, (. : ¢) sinifina ait olmak zorundadir.
(4.3) esitliginde m —oo i¢in limit aldigimizda, Ax = Cy elde ederiz. Ax € p
oldugundan Cy € polur. Yani, C € (A : u) olur.

Tersine (4.1) ve (4.2) sartlar1 gegerli ve x € Ay olsun. Bu durumda, biitiin n € N’ler

icin (a,, )keN e 22 ve (4.1) ile birlikte (c,, )kE v € A7 sonucuna ulasiriz. Boylece, Ax

mevcut olur. Bu durumda; m—o0 igin limit aldigimizda (4.3) esitliginden Ax = Cy

elde ederiz. Buda 4 € (Ay : 1) oldugunu gosterir.

Boylece, teoremin ispat1 tamamlanir. 0

Simdi kullanacagimiz bazi sartlar1 asagida liste edelim:

(4.4) sup

1 (—sY ™
(4.5) 1im—;(—j a, =cy
J=

ik
a,l=2 fe.

k

(4.6) lim Z

(her n € Nigin)




(4.7)

(4.8)

(4.9)

(4.10)

4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)
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m—>0 =0 Va S " n
1+—
r
1 m -5 J—k
sup|— D | — | 4a,|<®
k,meNrj:k r ’

sup Y e, |" <o

neN |

lime,, = f;

n—>0

lim )"
k

n—>0

an

-¥JA

n—>0

lim» ¢, =f
k

sup <

k,neN

c nk

sup2|cnk| <o

keN

n—0

lim» c, =0
k

2.2 Co

neN keK

sup <o

N,KeF

(her n € N igin)
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q
(4.17) supz < o0

NeF |

z an

neN

Burada F, N ciimlesinin biitlin sonlu alt ciimlelerinin ailesini gostermektedir.

Teorem 4.1.’den asagidaki sonucu yazabiliriz:

Sonu¢ 4.2. A € { v

s C, Cy VE %p} vepe {l_,c cgp [} olmak iizere A
€ (A : p) olmasi icin gerek ve yeter sartlar asagida verilmektedir:

(i) A= (ank) € ( %w : £ ) olmasi i¢in; (4.5) ve (4.6) sartlariyla ¢ = 1 i¢in (4.9)
sartinin saglanmasi gerek ve yeterdir.

(ii) A= (ank) € (¢: /) olmasi igin; (4.5) ve (4.7) sartlartyla ¢ = 1 i¢in (4.4) ve
(4.9) sartlarinin saglanmasi gerek ve yeterdir.

(i) A =(a,) € (&:/,) olmasi icin; (4.5) sartiyla ¢ = 1 icin (4.4) ve (4.9)
sartlarinin saglanmasi gerek ve yeterdir.

(iv) A = (ank) € (%p :£_) olmast i¢in; (4.4), (4.5) ve (4.9) sartlarinin
saglanmasi gerek ve yeterdir.

v) A = (ank) € (%1 :¢) olmast icin; (4.5), (4.8) ve (4.13) sartlarinin
saglanmas1 gerek ve yeterdir.

(vi) A = (ank) € ( %w: ¢) olmasi igin; (4.5), (4.6), (4.10) ve (4.11) sartlarinin
saglanmasi gerek ve yeterdir.

(vii) A= (ank) € (é : c) olmast i¢in; (4.5), (4.7), (4.10) ve (4.12) sartlariyla g =1
icin (4.4) ve (4.9) sartlarinin saglanmasi gerek ve yeterdir.

(viii) A= (ank) € (éo :c) olmasi i¢in; (4.5) ve (4.10) sartlartyla g = 1 igin (4.4) ve
(4.9) sartlarinin saglanmasi gerek ve yeterdir.

(ix) A =(ank) € (@p: ¢) olmasi i¢in; (4.4), (4.5), (4.9) ve (4.10) sartlarinin

saglanmasi gerek ve yeterdir.



(x)

(xi)

(xii)

(xiii)

(xiv)

(xv)

(xvi)

(xvii)

(xviii)

(xix)

(xx)
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A =(ank) € (%1: ¢) olmast icin; (4.5), (4.8), (4.9) ve (4.10) sartlarinin
saglanmas1 gerek ve yeterdir.

A = (a”k) e ( %w : cp) olmasi igin; (4.5), (4.6) ve (4.15) sartlarinin
saglanmas1 gerek ve yeterdir.

A =(a,) € (¢:c,) olmasi igin; £ = 0 icin (4.5), (4.7), (4.10) ve (4.12)
sartlartyla #= 0 icin (4.12) ve g = 1 i¢in (4,4) ve (4.9) sartlarinin saglanmasi
gerek ve yeterdir.

A = (ank) € (E’O :co) olmasi i¢in; B = 0 i¢in (4.5) ve (4.10) sartlariyla g = 1
i¢in (4.4) ve (4.9) sartlarinin saglanmasi gerek ve yeterdir.

A= (ank) € (%p: cp) olmasi igin; (4.4), (4.5) ve (4.9) sartlaniyla S = 0 igin
(4.10) sartinin saglanmas1 gerek ve yeterdir.

A =(a,) e (7,: cp) olmasi igin; S = 0 icin (4.5), (4.8), (4.10) ve (4.13)
sartlarinin saglanmasi gerek ve yeterdir.

A =(a,) e (0,:0,) olmasi icin; (4.5), (4.6) ve (4.16) sartlarinm
saglanmas1 gerek ve yeterdir.

A =(a, ) e (¢:4,) olmasi igin; (4.5), (4.7) ve (4.16) sartlariyla ¢ = 1 igin
(4.4) sartinin saglanmasi gerek ve yeterdir.

A = (ank) € (éo :El) olmast i¢in; (4.5) ve (4.16) sartlariyla g = 1 igin (4.4)
sartinin saglanmasi gerek ve yeterdir.

A = (ank) € (%p :/,) olmasi i¢in; (4.4), (4.5) ve (4.17) sartlarinin saglanmasi
gerek ve yeterdir.

A= (ank) € (%1 :/,) olmasi i¢in; (4.5), (4.8) ve (4.14) sartlarinin saglanmasi

gerek ve yeterdir.

Simdi, Basar ve Altay tarafindan [21] numarali kaynakta verilen ve Sonug¢ 4.2’den

yeni matris siiflarinin karakterizasyonlarini elde etmegi miimkiin kilan yardimeci

teoremi verelim:
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Yardimceir Teorem 4.3. A ve p iki dizi uzayi, 4 bir sonsuz matris ve U bir liggen
matris olsun. Bu durumda; 4 € (A: py) olmasi igin gerek ve yeter sart, U4 € (A: W)

olmasidir.

Ispat. 4 bir sonsuz matris, U bir iiggen matris ve x = (x;) € A olsun. Bu durumda;
Wilansky [67, Teorem 1.1.4]’e dayanarak U(4x) = (UA)x yazabiliriz. Bu ise;
“x ehicin Ax epy < x el igin (UA)x ep”

cift gerektirmesini verir ki istenen de budur. O

Boylece, Sonug 4.2°de biitiin k, n € NV ‘ler igin a,; yerine ra,; + sa,.1 yazip U =

B(r,s) almakla Yardimci Teorem 4.3’den A, w € {/,, ¢, ¢y, ,} olmak iizere

)

(A £) sinifin1 karakterize eden asagidaki sonuca sahip olabiliriz:

Sonuc¢ 4.4. A = (a,x), kompleks cisim tizerindeki bir matris ve C = (¢,) de biitiin £,

neN’ler i¢in ¢, = ray; + sa,.1 ile tarif edilen matris olsun. Bu durumda;

(i) A=(a,)e(l,:7,)olmasi igin; (4.5) ve (4.6) sartlariyla ¢ = 1 igin (4.9)
sartinin a,; yerine ¢, i¢in saglanmasi gerek ve yeterdir.

(ii) A= (ank) e (c: %w) olmasi i¢in; (4.5) ve (4.7) sartlartyla ¢ = 1 i¢in (4.4) ve
(4.9) sartlarinin a, yerine ¢, icin saglanmasi gerek ve yeterdir.

(iii) A = (ank) € (¢,: @w) olmasi i¢in; (4.5) sartiyla ¢ = 1 i¢in (4.4) ve (4.9)
sartlarinin a,; yerine ¢, i¢in saglanmasi gerek ve yeterdir.

(iv) A= (ank) € (@ b %w) olmasi icin; (4.4), (4.5) ve (4.9) sartlarinin a,; yerine
cni 1610 saglanmasi gerek ve yeterdir.

v) A= (ank) € (@1 : @Oo) olmasi i¢in; (4.5), (4.8) ve (4.13) sartlarinin a,; yerine
cni 1610 saglanmasi gerek ve yeterdir.

vi) A= (ank) e ( @w :¢) olmasi igin; (4.5), (4.6), (4.10) ve (4.11) sartlarinin a,

yerine ¢, i¢in saglanmasi gerek ve yeterdir.



(vii)

(viii)

(ix)

(x)

(xi)

(xii)

(xiii)

(xiv)

(xv)

(xvi)

(xvii)

(xviii)

(xix)
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A = (ank) € (¢:¢) olmasi igin; (4.5), (4.7), (4.10) ve (4.12) sartlariyla g = 1
i¢in (4.4) ve (4.9) sartlarinin a,; yerine ¢, i¢in saglanmasi gerek ve yeterdir.

A = (ank) € (¢,:¢) olmast icin; (4.5) ve (4.10) sartlartyla ¢ = 1 igin (4.4) ve
(4.9) sartlarinin a,; yerine ¢, i¢in saglanmasi gerek ve yeterdir.

A = (ank) € (%p:é) olmasi igin; (4.4), (4.5), (4.9) ve (4.10) sartlarinin a,;
yerine ¢, i¢in saglanmasi gerek ve yeterdir.

A =(a,) € (7,:¢) olmasi icin; (4.5), (4.8), (4.9) ve (4.10) sartlarimn a,;
yerine ¢, i¢in saglanmasi gerek ve yeterdir.

A= (ank) € ( %w : ¢, ) olmasi i¢in; (4.5), (4.6) ve (4.15) sartlarinin a,; yerine
cni 1cin saglanmasi gerek ve yeterdir.

A4 =(a,) € (¢:¢,) olmast igin; B = 0 igin (4.5), (4.7), (4.10) ve (4.12)
sartlartyla =0 icin (4.12) sartinin ve ¢ = 1 igin (4,4) ve (4.9) sartlarinin a,
yerine ¢, i¢in saglanmasi gerek ve yeterdir.

A= (ank) € (éo :éo) olmasi igin; S = 0 i¢in (4.5) ve (4.10) sartlariyla g = 1
icin (4.4) ve (4.9) sartlarinin a,; yerine ¢, i¢in saglanmasi gerek ve yeterdir.
A= (ank) € (%p :¢,) olmasti igin; (4.4), (4.5) ve (4.9) sartlartyla £ = 0 igin
(4.10) sartinin a,; yerine ¢, i¢in saglanmasi gerek ve yeterdir.

A =(a,) € (7,:¢,) olmasi igin; £ = 0 icin (4.5), (4.8), (4.10) ve (4.13)
sartlariin a,; yerine ¢, i¢in saglanmasi gerek ve yeterdir.

A= (ank) e ( %m :%1) olmasi i¢in; (4.5), (4.6) ve (4.16) sartlarinin a,; yerine
cnr 1610 saglanmasi gerek ve yeterdir.

A= (ank) € (é:%l) olmasi igin; (4.5), (4.7) ve (4.16) sartlariyla ¢ = 1 i¢in
(4.4) sartinin a,; yerine ¢, i¢in saglanmasi gerek ve yeterdir.

A= (ank) € (¢, %1) olmasi i¢in; (4.5) ve (4.16) sartlariyla ¢ = 1 igin (4.4)
sartinin a,; yerine ¢, i¢in saglanmasi gerek ve yeterdir.

A= (ank) € (@p : %1) olmasi igin; (4.4), (4.5) ve (4.17) sartlarinin a,; yerine

cnr 1610 saglanmasi gerek ve yeterdir.
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(xx) A= (ank) € (%1 :%1) olmasi i¢in; (4.5), (4.8) ve (4.14) sartlarinin a,; yerine

cni 1cin saglanmasi gerek ve yeterdir.
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