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OZET

FUZZY NORMLU LINEER UZAYLARDA iKiNCi DERECEDEN
FONKSiYONEL DENKLEMLERIN KARARLILIGI

KARAKAYA, Rasit
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dal1
Tez Damgmant: Yrd. Dog. Dr. Hamdullah SEVLI
Aralik 2010, 70 Sayfa

Alt1 bolimden olusan bu ¢alismada bazi fonksiyonel denklemlerin Hyers-Ulam-
Rassias kararlilig1 incelenmistir.

Bu calismanin birinci ve ikinci boliimlerinde konuya giris yapilmis ve literatiire
deginilmistir. Uciincii boliimde daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan temel tanim
ve teoremler verilmistir.

Dordiincii boliimde Cauchy foksiyonel denkleminin ve ikinci dereceden bazi
foksiyonel denklemlerin Hyers-Ulam-Rassias kararlilig1 incelenmistir.

Bu calismanin besinci boliimiinde Oncelikle quasi-norm ve quasi-Banach
kavramlar1 verilerek ikinci dereceden ve toplamsal fonksiyonlardan tiiretilen bir
fonksiyonel denklemin ¢oziimii ve bu fonksiyonel denklemin quasi-Banach uzaylarinda
Hyers-Ulam-Rassias kararliligr ele alinmistir.

Bu c¢alismanin son boliimiinde ise fuzzy normlu uzaylarda toplamsal ve ikinci

dereceden fonksiyonel denklemlerin kararlilig1 arastirilmistir.

Anahtar kelimeler: Fonksiyonel denklemlerin kararliligi, Fuzzy norm, Hyers-

Ulam-Rassias kararlilik.
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ABSTRACT

THE STABILITY OF QUADRATIC FUNCTIONAL EQUATIONS ON THE
FUZZY NORMED LINEER SPACES

KARAKAYA, Rasit
MSc, Mathematics Science
Supervisor: Asst. Prof. Dr. Hamdullah SEVLI
December 2010, 70 pages

In this study which consists of six chapters, the Hyers-Ulam-Rassias stability of
some functional equations has been investigated.

After giving a short introduction and a notification of references in the first
chapter and the second one, in the third chapter essential theorems and definitions
related topic have been given.

In the fourth chapter, the Hyers-Ulam-Rassias stability of Cauchy functional
equation and of some quadratic functional equations have been investigated.

In the fifth chapter, after giving the quasi-norm and quasi-Banach concepts, the
solution of a functional equation which derived from additional quadratic functions and
the Hyers-Ulam-Rassias stability of this function in the quasi-Banach spaces have been
searched.

In the last chapter of this study, the stability of additional quadratic functional

equations in the fuzzy normed spaces has been investigated.

Key words: Fuzzy norm, The Hyers-Ulam-Rassias stability, The stability of

functional equations.
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ONSOZ

Fonksiyonel denklemler pratikte her yerde bulunabilir. Fonksiyonel
denklemlerin uygulamalari, analiz, i¢ c¢arpim uzaylar, esitsizlikler, polinomlar,
uygulamali bilimler, geometri, bilgisayar bilimleri, miihendislik, bilgi teorisi, biyoloji,
kombinatorik, fizik, istatistik, psikoloji v.b. gibi genis bir uygulama alanina sahiptir.
Matematiksel analizde su kararlilik problemi ile karsilasabiliriz: “Bir fonksiyonun bazi
sartlar altinda yaklasik olarak bir fonksiyonel denklemi sagladigini kabul edelim. Bu
fonksiyonel denklemi tam olarak saglayan ve bu fonksiyona yakin olan baska bir
fonksiyon bulmak miimkiin miidiir?” Bu c¢alismada fonksiyonel denklemler teorisi,
Hyers-Ulam-Rassias kararlilik teorisi ve fuzzy normlu uzaylar teorisi arasindaki iliskiler
incelenecektir.  Quasi-Banach  uzaylarinda ikinci dereceden ve toplamsal
fonksiyonlardan tiiretilen bir fonksiyonel denklem icin ve fuzzy normlu lineer uzaylarda
bir fonksiyonel denklem icin genellestirilmis Hyers-Ulam-Rassias kararlilig
arastirilacaktir.

Calismalarimda benden yardimlarini esirgemeyen degerli hocam Yrd. Dog. Dr.
Hamdullah SEVLI’ ye ve her konuda bana destek olan aileme sonsuz tesekkiirlerimi bir

borg bilirim.

Rasit KARAKAYA
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1. GIRIS

Bu calismada fonksiyonel denklemler teorisi, Hyers-Ulam-Rassias kararlilik
teorisi ve fuzzy normlu uzaylar teorisi arasindaki iliskiler ele alinacaktir.

Fonksiyonel denklemlerin etkisi ve uygulamalar1 her alanda hissedilebilir ve tim
alanlar, fonksiyonel denklemlerin iliskisi, kullanist ve tekniginden yararlanir.

Ulam, Wisconsin Universitesi Matematik kuliibiine 1940 yilinda verdigi meshur
konusmasinda bir¢ok coziilmemis problem sunmustur. Bu fonksiyonel denklemlerin
kararlilik teorisinin baslangic noktasi olmugtur. Gilinlimiiz arastirmalarim1 buraya
yonlendiren bu soru giiniimiizde “kararlilik problemi” olarak bilinmektedir. Matematik
problemlerinin kararlilik kavrami daha genel bir bakis acisiyla su sekilde verilmistir:

Bir teoremin hipotezlerinde ufak bir degisiklik yaparak teoremin ana sonucunun dogru
ya da yaklasik olarak dogru kaldigin1 hangi durumlarda soyleyebiliriz?

Kararlilik kavrami dogal olarak mekanik problemlerinde ortaya c¢ikmistir.
Matematiksel olarak ifade etmek gerekirse, buradaki ¢ikis bir problemin ¢oziimiiniin
baslangic parametrelerine bagh olarak siirekliligi ile alakalidir. Bu siireklilik degisik
sekillerde tanimlanabilir. Cogu zaman ¢oziimlerin ¢ok biiylik zaman araliklarinda sinirl
oldugunu gostermek yeterlidir. Yani burada sistemi temsil eden noktanin herhangi bir
zamanda baslangi¢ noktasina olan uzakliginin sinirliligi kastedilmektedir.

Genel fonksiyon denklemleri icin asagidaki soru sorulabilir:

Birbirinden cok az farkli olan iki fonksiyonel denklemin c¢oOziimlerinin de
birbirlerine cok yakin olmasi ne zaman dogrudur?

Benzer sekilde verilen bir fonksiyonel denklem bir fonksiyonel esitsizlik ile
degistirildiginde esitsizligin c¢oziimlerinin denklemin ¢o6ziimlerine yakin olmasi
gerektigi ne zaman iddia edilebilir?

Bir yil sonra Hyers, Ulam’mn sorusuna kismen olumlu bir cevap verdi. Hyers’in
teoremi daha sonralar1 toplamsal doniisiimler i¢in Aoki ve lineer doniistimler igin
Cauchy farkin1 sinirsiz alarak Rassias tarafindan genellestirildi. Rassias’in ¢alismasi bu
konunun gelismesinde biiyiik bir etki sagladigindan bu teori fonksiyonel denklemlerin

Hyers-Ulam-Rassias kararlilig1 olarak adlandirilmaktadir.



Fuzzy teori matematik ve miihendisligin bir¢cok dalinda en aktif arastirma alani
olmustur. Bu teori 1965 yilinda L. A. Zadeh tarafindan takdim edilmistir. O zamandan
bu giine fuzzy kiime ve fuzzy sayr kavramlar1 kullanilarak ¢ok sayida arastirma
makaleleri yaymlanmis ve bircok klasik teori fuzzy teorisine uyarlanmistir. Bu teori
ayn1 zamanda cesitli alanlarda faydali uygulamalara da sahiptir.

Toplamsal, iistel, logaritmik, ikinci dereceden, toplamsal ve ikinci dereceden
fonksiyonel denklemler gibi farkli fonksiyonel denklemlerin Hyers-Ulam-Rassias
kararlilik problemi bir¢ok arastirmaci tarafindan ele alinmistir. Ayrica bazi
arastirmacilarda bu problemi normlu uzaylar, quasi-normlu uzaylar ve fuzzy normlu
uzaylar gibi farkli uzaylarda incelemislerdir.

Bu calismada quasi-normlu uzaylar ve fuzzy normlu uzaylar ele alinarak bu
uzaylarda toplamsal ve ikinci dereceden bazi fonksiyonel denklemlerin Hyers-Ulam-

Rassias kararlilig1 arastirilacaktir.



2. KAYNAK BiLDIRISLERI

En 6nemli fonksiyonel denklem

f+y)=fx)+fO) 2.1
Cauchy fonksiyonel denklemidir. Bu denklemin herhangi bir ¢oziimii toplamsal olarak
adlandirilir. Reel sayilarda bu denklemin ¢6ziimii olduk¢a zordur. Rasyonel sayilarda
ise temel cebirsel iglemler kullanilarak keyfi bir C sabiti icin bir tek f(x) = cx ¢dziim
ailesinin varlig1 gosterilebilir. Kannappan’da (2009) belirtildigine gore Cauchy (1821),
(2.1) denklemini saglayan reel degiskenli ve reel degerli bir fonksiyon siirekli ise bu
fonksiyonun her x € R icin

f(x) =cx 2.2)
Formunda oldugunu gostermistir. Daha sonra Darboux (1875), fonksiyonun bir noktada
stirekli oldugunun yeterli oldugunu gostererek f nin siireklilik sartin1 zayiflatmigtir.
(2.1) fonksiyonel denkleminin ¢oziimiiniin her x € R iken (2.2) olmasi i¢in literatiirde
bilinen ¢ok sayida sart mevcuttur. Bu sartlar siireklilik sartinin oldukca zayiflatilmasiyla
elde edilmistir.

f:R = R, (2.1) denklemini saglayan ve ¢ = f(1) > 0 ile verilen bir fonksiyon
olsun. Bu takdirde asagidaki sartlar birbirine denktir (Kannappan, 2009).

1. f bir x, noktasinda siireklidir.

2. f monoton artandir.

3. Negatif olmayan x ler i¢in f negatif degildir.

4, Sonlu bir aralikta f iistten sinirlidir.

5. Sonlu bir aralikta f alttan sinirhdir.

6. Pozitif Lebesgue Olctimiine sahip sinirli bir kiimede f {iistten (alttan)
sinirhdir.

7. Pozitif Lebesgue ol¢iimiine sahip sinirli bir kiimede f sinirlidir.

8. Sonlu bir aralikta f sinirhdir.

0. f(x) = cx dir.
10.  f yerel Lebesgue integrallenebilirdir.
11.  f tiirevlenebilirdir.

12.  f Lebesgue olgiilebilirdir.



Ulam (1940) tarafindan ortaya atilan genel problem asagida verilmistir:

(Gy,.) bir grup ve (G, *), d(.,.) metrigi ile bir metrik grup olsun. & > 0 sayis1
verilsin. Her x,y € G i¢in

d(h(x.y),h(x) *h(y)) <&

esitsizligini saglayan h: G; — G, bir doniisiim ise her x € G, i¢in d(h(x), H(x)) < € ile
H:G; = G, bir homomofizmi olacak sekilde bir § > 0 sayist var midir?

Diger bir deyisle hangi sartlar altinda bir yaklasim homomorfizmine yaklasan bir
homomorfizm vardir.

Hyers (1941), E ve E' Banach uzaylan i¢in Ulam’in (1940) sorusuna ilk defa
uygun bir cevap verdi.

f:E—>E', herx,y €E vebaz1§ > 0 i¢in;

Ifx+y)—f)—fOI<6
olacak sekilde Banach uzaylari arasinda bir doniisiim olsun. Bu takdirde her x € E icin
IfC) —TMII <6

olacak sekilde bir tek T:E — E' toplamsal doniisiimii vardir.

Her x € E i¢in; T:E — E' fonksiyonu

T(x) =lim,_,, 27" f(2™x)

limiti var olacak sekilde elde edilmistir.

Eger yukarida verilen f fonksiyonu X de ki bir noktada siirekli ise T doniisiimii
X de her yerde siireklidir.

Hyers’in (1941) bu 6nemli sonucu asagidaki sekilde agiklanabilir:

f+y)=f)+f0)
toplamsal Cauchy fonksiyon denklemi Banach uzayinin herhangi bir cifti i¢in kararlidir.
o y)e flx+y) = f) = fFy)

fonksiyonu Cauchy farki olarak adlandirilir.
Rassias (1978) Hyers (1941) teoreminin bir genellemesini Cauchy farkini sinirsiz alarak
asagida verilen teoremle ispatladi.

f:E—>E'", herx,y €Eigineg = 0ve0 < p <1olmak iizere

IfCx+y) = f) = FDII < ellixl? + llylIP)

olacak sekilde Banach uzaylar1 arasinda bir doniisiim olsun.

Bu taktirde her x € E i¢in

T(x) = Tlll_rg 27" f(2™x)
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If () =TIl < kellx]]?

olacak sekilde bir tek T:E — E' toplamsal doniisiimii vardir.

fOa+y)+f(x—y)=2f(x) +2f(y) (2.3)

fonksiyonel denklemine ikinci dereceden fonksiyonel denklem denir.

limiti vardir ve k =

Bu denklem, f reel degiskenli bir fonksiyon oldugunda c¢ keyfi bir sabit olmak
iizere f(x) = cx? gibi bir ¢oziime sahiptir. ikinci Dereceden fonksiyonel denklemler
Aczel ve Dhombres (1989), Amir (1986) ile Jordan ve Von Neumann (1935)
calismalarinda i¢ ¢arpim uzaylarini karakterize etmek i¢in kullanildi. Bu denklemler,
diger bircok fonksiyonel denklemlerde i¢ carpim uzaylarim karakterize etmek icin
kullanildi. Bir i¢ ¢carpim uzayi iizerinde karesel norm paralelkenar kurali olarak bilinen;

lx + ¥ 112+ llx = y 112 = 2(Ix I + 11y 1?)
ifadesini saglar.

(2.3) ikinci dereceden fonksiyonel denklemi, bir simetrik iki-toplamsal
fonksiyonu ile iligkilidir. Reel vektor uzaylar1 arasindaki bir f fonksiyonunun ikinci
dereceden olmasi i¢in gerek ve yeter sartin her x icin f(x) = B(x, x) olacak sekilde bir
tek simetrik ve iki-toplamsal olan B fonksiyonunun var olmas1 gerektigi bilinmektedir
(Aczel ve Dhombres, 1989; Kannapan, 1995).

B iki-toplamsal fonksiyonu,

1
B(x,y) = Z(f(x+y) —fx—v))

ile verilmistir. (2.3) ikinci dereceden fonksiyon denklemi i¢in bir Hyers-Ulam kararlilik
problemi Skof (1983) tarafindan E; bir normlu uzay ve E, bir Banach uzayr olmak
tizere f:E; — E, fonksiyonlar1 icin ispatlanmistir. Cholewa (1984), Skof’un (1983)
teoreminin E; baglantili tanim bolgesinin bir Abel grup ile degistirildiginde yine dogru
kalacagina dikkat ¢ekmistir. Czwerwik (1992) calismasinda (2.3) ikinci dereceden
fonksiyonel denkleminin genellestirilmis Hyers-Ulam kararliligin1 ispatladi. Grabiec
(1996) bu sonuclari genellestirdi. Ayrica burada Moszner (1985), Forti (1987), Rassias
(1990), Gajda(1991), Jun ve Lee (2001) ¢calismalarina deginilmistir.

Bu calismada literatiir ayrintili olarak ele alinarak Najati ve Moghami (2008)

tarafindan calisilan quasi-Banach uzaylarinda ikinci dereceden ve toplamsal



fonksiyonlardan tiiretilen bir fonksiyonel denklem icin genellestirilmis Hyers-Ulam-
Rassias kararlilig1 elde edilecektir.

[k defa Katsaras (1984) bir vektor uzay iizerinde fuzzy norm kavramim fuzzy
topolojik vektor uzaylar tizerinde kendi calismalarini diizenlemek suretiyle ele almistir.
Vektor uzaylari lizerinde fuzzy metrik kavramini calisan Felbin (1992), Kaleva ve
Seikkala’nin (1984) fuzzy uzaklik kavramini uygulamak suretiyle fuzzy normlu lineer
uzay kavramini genisleterek sonlu boyutlu fuzzy normlu lineer uzaylar1 arastirmistir.
Xiao ve Zhu (2002), fuzzy normlu lineer uzaylar arasindaki bir lineer operatoriin fuzzy
normunun Felbin tanimini bir parca genisleterek fuzzy normlu uzaylarin 6zellikleri ile
topolojik o6zelliklerini incelemistir. Ayrica Cheng ve Mordeson (1994); Kramosil ve
Michalek (1975) tipi fuzzy metrik kavrami ile iligkili bir vektor uzay: tizerinde fuzzy
normlu uzayi tanimladi. Bag ve Samanta (2003), Cheng ve Mordeson’un (1994) fuzzy
normlu lineer uzay tanimini bir sart1 kaldirarak yeniden diizenledi.

X bir reel lineer uzay olsun. Her x,y € X ve her a,b € R icin asagidaki sartlar
saglaniyor ise bir N: X X R — [0,1] fonksiyonuna X iizerinde bir fuzzy norm denir.

(N;) a<0icin N(x,a) =0

(N;) x=0 ¢ hera>0 igin N(x,a) =1

(N;) a=+#0ise N(ax,b) =N (x, %)

(Ny) N +y,a+b)=min{N(x,a), N(y,b)}

(Ns) N(x,.), R iizerinde azalmayan bir fonksiyondur ve lim,_,, N(x,a) = 1
dir.

(X, N) ikilisine bir fuzzy normlu lineer uzay denir.

Ayrica Gordji ve ark. (2009) tarafindan calisilan ve ikinci dereceden ve
toplamsal fonksiyonlardan elde edilen

fQx+y)+fQ2x—y)=flx+y)+fx—y)+2f(2x) = 2f (x) 2.4)
fonksiyonel denklemi ele alinacaktir. Kolaylikla goriilebilir ki, f(x) = ax? + bx + ¢
fonksiyonu bu fonksiyonel denkleminin bir ¢éziimiidiir.

Bu calismanin altinci bolimiinde fuzzy normlu lineer uzaylarda (2.4)
fonksiyonel denklemi i¢in genellestirilmis Hyers-Ulam-Rassias kararliliginin bazi

versiyonlar1 arastirilacaktir.



3. TEMEL TANIM ve TEOREMLER

Bu boliimde, daha sonraki kisimlarda kullanilacak olan siirece yonelik bilgilerle

temel tanim, teorem ve Ornekler verilecektir.

Tanim 3.1.

X # @ bir kiime ve F (reel/kompleks) sayilarin bir cismi olsun.
+HXXX->X “FXX->X
(xx,y)>x+y (4, x) - Ax

fonksiyonlar1 asagidaki sartlar1 sagliyorsa, X kiimesine F cismi {izerinde bir vektor

uzay1 (lineer uzay) denir. Vx,y,z € X ve A, u € F igin;
Llx+y=y+x
R.x+W+z2)=x+y)+z
L3.x + 8 = x olacak sekilde bir 8 € X vardir.
L4.Her bir x € X igin x + (—x) = 6 olacak sekilde (—x) € X vardur.
L5.Herx € Xicinl-x =x
L6. A(x +y) =Ax + Ay
L7.(A 4+ wx = Ax + px

L8. A(ux) = (Aw)x

Tanim 3.2.

X # @ bir kime ve d: XXX >R , (x,y) = d(x,y) biciminde fonksiyonu
verilsin. Her x,y,z € X i¢in,

Ml.d(x,y) =0 x=y



M2.d(x,y) =d(y,x)
M3.d(x,y) < d(x,z) + d(z y) (iggen esitsizligi)

ozeliklerini sagliyorsa d ye X iizerinde bir metrik (uzaklik fonksiyonu) denir. (X, d)

ikilisine metrik uzay denir.

Tanim 3.3.

Bir (X, d) metrik uzay1 iizerinde (x,,) dizisi verilsin. Ve > 0 i¢in m,n > n, iken
d(xn, x;,m) < € olacak sekilde ny € N varsa yani m,n = oo iken d(x;,,x,) =0

oluyorsa (x,,) dizisine bir Cauchy dizisi denir.

Tanim 3.4.

Bir (X, d) metrik uzayindaki her Cauchy dizisi X i¢inde bir limite sahipse, bu
(X, d) metrik uzayina tam metrik uzay denir.

Tanim 3.5.

U, F cismi iizerinde bir lineer uzay olsun.
Il:U - R*
x = ||x|]

dontigiimii asagidaki sartlar1 sagliyorsa bu doniisiime bir norm ve (U, ||-||) ikilisine de

normlu uzay denir. Vx,y € U icin;
N1.||x[| =0
N2. ||x]| =0 x=6
N3. [lax|| = |a|llx|| (a skaler)

N4. [|x + vyl < llx|l + Iyl



Tamm 3.6 (Banach uzayi)

X bir normlu uzay ve elemanlar1 X ’den alinan bir {xn} dizisi verilsin. Eger
m,n — o iken ||xm - X, || — 0 olmast durumunda n — « iken ||xn - x|| — 0 olacak

sekilde bir xe X varsa X uzayina tam normlu uzay veya Banach uzayi denir.

Tanim 3.7.

Elemanlar x ile gosterilen genel X noktalar kiimesi verilsin. X de bir A fuzzy
kiimesi; X’deki her bir noktayi, [0,1] araliginin bir noktasina karsilik getiren u iiyelik
fonksiyonu ile karakterize eder. Yani, u: X — [0,1] fonksiyonu i¢in burada u(x) degeri
A da x in liyelik derecesini , u(x) in 1 e en yakin degeri de A da x in en yiiksek iiyelik

derecesini gostermektedir.

A adi anlamda bir kiime oldugu zaman {iiyelik fonksiyonu sadece 0 ve 1
degerlerini alir. u(x) = 1, x in A ya ait olmas1 ve u(x) = 0 ise x in A ya ait olmamasi

anlamindadir.
Bu durumda u bir A kiimesinin bilinen karakteristik fonksiyonudur. X bos olmayan
noktalarin kiimesi olmak iizere A, X ’in bir alt kiimesi iken X ’den [0,1] kapali

araligina tanimli olan U fonksiyonu ile belirtilen kiimeye X i¢inde tanimli fuzzy

kiimesi denir.

Boyle kiimelerle fuzzy kiimeler arasinda ayrim yapma ihtiyag dogarsa {iyelik
fonksiyonu iki degerli karakteristik fonksiyon olanlar adi kiimeler veya basit kiimeler

olarak degerlendirilebilir (Zadeh, 1965).

Ornek 3.1.

A , 1 den cok biiyiik olan reel sayilarin bir fuzzy kiimesi olsun. Bu durumda, her

ne kadar goreceli olsa da A nin karekterizasyonu R de u ile verilebilir. Boyle bir



fonksiyonun gosterdigi  degerler u(0) = 0; u(1) = 0,05; u(10) = 0,2; u(100) =
0,95; u(500) = 1 olabilir.

Ornek 3.2.

0 ,x<1lise
1
u(x) = ﬁ(x—l) ,1 <x <100ise
1 ,x>100ise

ile tammli u: R — [0,1] iiyelik fonksiyonu, x > 1 olan reel sayilarin fuzzy kiimesini

gosterir.

Tanim 3.8.

R reel sayilar kiimesi , N pozitif tamsayilar kiimesi ve F(R) de R iizerindeki

biitiin fuzzy kiimelerinin kiimesini olsun. u € F(R) i¢in u’nun A-seviye kiimesi,

{xe R:ulx)=21} , 0<A<1

[u]ﬁ_{{xeR:u(x)>0} , A=0

olarak tanimlanir (Fang, 2002).

Tanim 3.9.
Asagidaki sartlari saglayan R iizerindeki bir u: R — [0,1] fuzzy kiimesine % bi¢ciminde

fuzzy sayis1 denir.

(i) u, normaldir. Yani en az bir xy € R icin u(xo )=1 dir.
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(ii) u, konvekstir. Yani Vx,y € R ve VA € [0,1] i¢in,
u(Ax+(1=A)y) 2 minfu(x),u(y)}
(iii) u, tstten yari siireklidir. Yani Va € R icin,

u’ (— oo, a) = {xe R: u(x) < a’} kiimesi, R’deki alisilmis topolojiye gore aciktir.

(iv) [u] 0= {xe R:u(x)>0} kompakt bir kiimedir.

Ornek 3.3.

Herhangi bir r reel sayisi,

0=y 1

0 , t#r

seklinde taniml1 bir » , veya 7 fuzzy sayisi gibi diisiiniilebilir. R iizerindeki biitiin fuzzy

sayilarinin kiimesini F (i) ile gosterilir ve fuzzy say1 uzayi olarak isimlendirilir (Fang,

2002).
Ornek 3.4.

3: R — [0,1] iizerinde herhangi bir reel sayst;

= 1,t = 3ise
3(0) = {O,t # 3ise

seklinde taniml1 bir 7 fuzzy sayis1 gibi diisiiniilebilir.
* 3 normaldir. 3(3) = 1 olacak sekilde 3 € R var.

*3 konvekstir. Vx,y € R ve A1 € [0,1] igin;
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3(Ax + (1 — A)y) = min{3(x),3(y)}
oldugu aciktir.

*3 iistten yar siireklidir. Va € R igin 3(—o0, @) = {x € R:3(x) < a}

#[3], = {x e R;3(x) = 0} = (3} = 3

Tanim 3.10.

U, bir R cismi iizerinde bir lineer uzay olsun.(F = Rve C) , (R:Reel sayilar

cismi,C: Kompleks sayilar cismi) N de , U X R nin bir fuzzy altkiimesi olsun.

Bu durumda Vx,u € U ve Vc € F i¢in asagidaki sartlar saglandiginda N ye ,U

izerinde bir fuzzy norm denir.
(1) VtER,t<0,N(x,t)=0
(i) VteER,t>0,N(x,t)=1x=0
(iii) VteR,t>0,c#0ise N(cx,t) =N(x,%),c= Oise N(cx, t) =1

(iv) Vt,se€R,N(x+ut+s)=>min{N(x,t),Nu,s)}
V) N(x,.) soldan siirekli ve R nin lim;_ . N(x,t) = 1 sartim saglayan bir

azalmayan fonksiyondur.

(U, N) ikilisi, fuzzy normlu lineer uzay olarak alinacaktir (Cheng ve Mordeson,

1994).
Tanim 3.11.

U, F tizerinde bir lineer uzay olsun.( F,reel/kompleks sayilar cismi) U X R nin
bir N fuzzy alt kiimesinin, U iizerinde bir fuzzy norm olarak adlandirilabilmesi icin

gerek ve yeter sart Vx,u € U ve Vc € F icin asagidaki sartlarin saglanmasidir.

(NI) VtER,t<0,N(x,t) =0
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(N2) VteER,t>0,N(x,t) =1 ©x=0
(N3) VEER,t>0,c % 0ise N(ex,t) = N (x,-)

(N4) Vs,t eR,x,u€ U,N(x+u,s +t) =min{N(x,s),N(u,t)}
(N5) N(x,.) R nin azalmayan bir fonksiyonu ve lim;_, N(x,t) = 1 dir.

(U,N) ikilisi, fuzzy normlu lineer uzay olarak alinacaktir (Bag ve Samanta,

2005).

Teorem 3.1 (Cauchy yakinsaklik testi)

Sonsuz serilerin yakinsakligin1 bulmak i¢in kullanilan test yontemlerinden
biridir.
oo
2
i=0
serisi ancak ve ancak su kosulda yakinsaktir.
Her € > 0 i¢in bir N € N sayis1 vardir 6yle ki;
|an+1 t+aniy + o0 F an+p| <¢

ifadesi n > N olan tiim n ler ve p = 1 i¢in saglanir. Bu testin isleyisinde bir problem

yoktur ¢iinkii seriler ancak ve ancak
n
Sp = Z a;
i=0
kismi toplamlari bir Cauchy dizisiyse yakinsaktir.
Seride Cauchy dizisinin tanimi ise sudur:
Her € > 0 i¢in bir N sayis1 vardir dyle ki her n, m > N icin;
Ism_snl <E&

saglanir.

13



m > n iken p = m — n olmak iizere seri ancak ve ancak
|Sn+p_sn| = |an+1 tanyz + 0t an+p| <é¢

ise yakinsaktir.

Tamm 3.12 (Yari grup)

G bostan farkli bir kiime olmak iizere G iizerinde bir m:G X G - G , (a,b) =
ab islemi verilsin. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa G ye m islemine gore bir yari
grup denir:

(i) Her a,b € G iginab € G

(ii) Her a, b, ¢ € G i¢in a(bc) = (ab)c

Tanim 3.13.

(i) G bos olmayan bir kiime ve * , G iizerinde bir ikili islem olsun. (G,*)
cebirsel yapisi asagidaki aksiyomlari sagliyorsa bir grup denir.
Gl: * | G ’de bir ikili islemdir.
G2: * igleminin G ’de birlesme 6zelligi vardir. Yani Va,be G igin
ax(bxc)=(axb)*c
yazilabilir.
G3: * igleminin G ’de bir birim elemani vardir. Yani Vae G igin
axe=e*xa
olacak sekilde dee G vardir.
G4: * iglemine gore G ’deki her elemanin bir tersi vardir. Yani Vae G igin
a*a' =a ' *a
olacak sekilde 3a~' € G bulunabilir.
(ii) G ve H birer grup ve * ile A birer islem olmak iizere g;, g, € G elemanlari
f(g1 % g2) = f(g1)Af (g2)

esitligini saghiyorsa f:G — H fonksiyonuna G den H a bir homomorfizm denir.
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(iii) Bostan farkli bir G grubu iizerinde tanimli bir herhangi d metrigi verilsin.

(G, d) metrik uzayina bir metrik grup denir.

Tanim 3.14.

R reel sayilar kiimesinin her bir A alt kiimesi i¢cin AcU,, olacak bicimde agik
araliklarin A y1 orten sayilabilir bir {I,,} sinifim1 ve bu sekildeki her sinif igin siniftaki
araliklarin uzunluklar1 toplamini g6z Oniine alalim. Uzunluklar pozitif reel sayilar
olduklarindan dolay1 bu toplam terimlerin sirasindan bagimsiz olarak tek tiirlii olarak
tanimlidir. Bu sekildeki biitiin toplamlarin infimumununa A nin m*(4) dis olgiisii yada
Lebesque dis Olciisii denir. £(1,) , I, araliginin boyunu gostermek iizere

m*(A) = inf Xacur, (In)
seklinde ifade edilir. Eger her bir A kiimesi i¢in

m*(A) =m*(ANE)+m*(ANnE?Y)
oluyorsa E kiimesine Olciilebilir yada Lebesque 0lciilebilir denir.

Acik araliklarin sayilabilir sayida birlesim, kesisim ve fark islemlerinin
uygulanmasi ile elde edilen kiimeye Borel kiimesi denir ve her Borel kiimesi
Olciilebilirdir.

Tanim 3.15.

(i) Bir topolojik F cismi (¢ogunlukla standart topolojileriyle reel yada kompleks
sayilar cismi) iizerinde, bir X X X — X vektorel toplam ve bir F X X — X skaler carpim
stirekli fonksiyonlar1 iizerinde bulunan topolojiyle kurulu bir X vektor uzayma bir
topolojik vektor uzay: denir.

(iii) Bir (X, 7) topolojik uzay1 verilsin. Alisilmis topoloji ile kurulu X den birim
araliga soldan yarisiirekli fonksiyonlardan olugsan X deki tiim fuzzy kiimelerinin w(7)
siifina bir fuzzy topoloji ve X e de bir fuzzy topolojik uzay denir. Alisilmis topolojisi
ile genellestirilmis fuzzy topolojiye alisilmis fuzzy topoloji denir. Herhangi bir X vektor
uzay! lizerinde alisilmis fuzzy topolojiye sahip bir F cismi iizerine kurulu ve uygun
X xX ile FxX fuzzy carpim topolojileri alinda +: X XX = X, (x,y) >x+y ,
“FxX—>X, (f,x) > fx sitirekli fonksiyonlar1 ile beraber olusturulmus bir fuzzy
topolojiye X iizerinde bir fuzzy vektorel topoloji ve bir fuzzy vektorel toplojili bir

vektor uzayina da bir fuzzy (topolojik) vektor uzayi denir.
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Tanmm 3.16 (Dizisel siireklilik)

X,7), (Y, t7) iki topolojik uzay , f: X = Y bir fonksiyon ve x, € X olsun. Eger

saglaniyorsa f fonksiyonuna x, noktasinda dizisel siireklidir denir.

Tamm 3.17 (Fonksiyon dizilerinin noktasal yakinsakhigi)

Ayni tanim kiimesini paylasan fonksiyonlarin bir (f,,) dizisi verilsin. Tanim
kiimesinin her x eleman i¢in x e bagl olarak lim,,_, f, (x) = f(x) oluyorsa (f,) , f

ye noktasal yakinsaktir denir.

Tamm 3.18 (Fonksiyon dizilerinin diizgiin yakinsakligi)

Ayni tanim kiimesini paylasan fonksiyonlarin bir (f,,) dizisi verilsin. Tanim
kiimesinin her x elemani icin x den bagimsiz olarak f,, = f oluyorsa (f;,) , f ye diizgiin

yakinsaktir denir.

Teorem 3.2 (Fonksiyon dizilerinin Cauchy yakinsaklik sart)

A SR ve her n €N igin f, : A = R bir fonksiyon olmak iizere f, dizisi
verilsin. Bu durumda (f;,) dizisinin diizgiin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart her
€ >0 icin bir N €N sayisinin n,m = N 0Ozelligindeki her n,m € N ve her x € A
elemani i¢in burada |f;, (x) — f,,(x)| < € olacak sekilde var olmasidir.

Teorem 3.3 (Diizgiin yakinsakhgin siirekliligi korudugu teoremi)

Reel sayilar kiimesinin bir E alt kiimesi iizerinde siirekli bir f fonksiyonuna
diizgiin yakinsak olan reel degerli fonksiyonlarin herhangi bir dizisi (f,) olsun. Bu

takdirde her xe E ve E de x e yakinsayan her (x,) dizisi igin

lim, . f,(x,)=f(x) dir.
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4. TOPLAMSAL FONKSiYONEL DENKLEMLERIN KARARLILIGI

Bu boliimde toplamsal fonksiyonel denklemlerin kararlilig1 incelenecektir.

En meshur bilinen fonksiyonel denklem, herhangi bir ¢oziimii toplamsal olarak
adlandirilan;

fx+y) =)+ () 4.1
seklindeki Cauchy denklemidir. Reel eksende tanimlanan reel degerli fonksiyonlar igin,
(4.1) in her Lebesque 0lg¢iilebilir ¢oziimiiniin baz1 ¢ sabitleri i¢in f(x) = cx formunda
oldugu bilinmektedir. Ol¢iilemeyen ¢oziimlerde vardir, fakat bunlar degiskendir. Yani
her yerde siireksiz ve her aralikta sinirsizdirlar. Bununla ilgili bir tartisma Aczel ve
Dhombres’de (1989) bulunabilir.

Yukaridaki esitligin ardisik yaklasimi seklinde bir esitsizlikle fonksiyonel
denklemi degistirdigimizde bir fonksiyonel denklem i¢in kararlilik kavrami ortaya
cikar.

Kararlilik sorusu sudur:

Esitsizligin ¢Oziimiiniin, verilen fonksiyonel denklem ¢o6ziimiinden ne farki
vardir?

Bir reel normlu E; vektdr uzayinda tanimh fonksiyonlar ile bir E, reel Banach
uzaymndaki degerleri ele alalim. Pozitif bir & sayist verilsin. Eger bir f: E; = E,
fonksiyonu

Ifx+y)—f)—fOlI<e 4.2)
esitsizligini, E; deki her x ve y icin saglarsa bu fonksiyona ¢ -toplamsal denir.

Burada verilen € —toplamsal f fonksiyonuna yakin bir g toplamsal fonksiyonunu
arayalim. Bunun i¢in (4.2) de y = x yazarak baslayalim. Sonrada her iki tarafi 2 ye

bolersek

f(2x)

|75 - reof <3 @3)
esitsizligi elde edilir. (4.3) te x yerine 2x yazip, sonrada 2 ye boliiniirse;

f@2%x) _ f(2x) €

e @4)

olur.Uggen esitsizligi, (4.3) ve (4.4) den;
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2
Hf(Z x) )

1 1 _
Z < efzra)=ea-z

elde elde edilir. Bunu ilerleterek, tiimevarimla

127 f2™"x) — f()|| < e(1—-27"), n=1,2,.. 4.5)
oldugu ispatlanir.

gn(x) = 27"f(2"x) fonksiyonlarinin yakinsak dizi formunda oldugunu
gostermek icin, Cauchy yakinsaklik testini kullanalim. Gercekten m keyfi bir pozitif
tamsay1 olmak iizere (4.5) te x yerine 2™ x yazip, sonucu 2™ ye bolersek, biitiin pozitif
tamsayilar i¢in

|27 F (MmN — 27mF(2my)|| <27 ™ e
esitsizligi bulunur.

Boylece, Cauchy testinden E; de ki her x icin g(x) = lim,_ g,(x) limiti
mevcuttur. (4.5) te n — oo i¢in limit alirsak E; de ki her x icin [|g(x) — f(x)]| < €
oldugu goriiliir. g nin (4.1) i sagladigin1 gostermek icin (4.2) de x yerine 2™x ve y
yerine 2™y yazip 2™ e bolersek

127" f 2" (x +y)) — 27" f2"0)=27"f 2"yl < 27" ¢
ii elde edilir.n — oo i¢in limit alirsak g nin toplamsal oldugu goriiliir.
¢ herhangi bir sabit (E, de) , ||c|]| <& ve g(x) = 0 olmak iizere f(x) =c
orneginden
lg(x) = fFIl < €
esitsizliginin kesinligi goriiliir. Dahas1 E; de ki her x i¢in g fonksiyonu
lg(x) —fFIl < €
esitsizligini saglayan tek toplamsal fonksiyondur. Gergekten bu sekilde baska bir
h: E; - E, fonksiyonu oldugunu farz edelim. Bu durumda E; de ki baz1 y ler icin
h(y) # g(y) dir. Her x igin |[f(x) — h(x)|| < € oldugundan E; de ki her x i¢in;
lg(x) = f(x) + f(x) = (Ol < 2¢
dur. k||g(y) — h(y)|| > 2¢ isaglayan pozitif bir k tamsayisi secelim. O zaman hem g
hem de h toplamsal oldugundan

lg(ky) — h(ky)ll = kllg(y) — h()Il > 2¢
celiskisine diisiiliir. Dolayisiyla E; de ki her x i¢in h(x) = g(x) dir.
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Hem f hem de g nin her yerde siirekli olmas1 gerekir. Ozel olarak f nin bir tek y
noktasinda siirekli oldugunu varsayalim. O zaman g nin her yerde siirekli oldugu ispat
edilmelidir. Aksini farz edelim. O zaman g orijinde siirekli olmasin, n = 1,2,3, ... i¢in
g(x,) > i olacak sekilde E; de sifira yakinsayan x, noktalarinin bir dizisi ve a > 0
tamsayist var olur. m , 3ae dan biiyiikk bir tamsayi olsun. Bu durumda f nin
stirekliliginden dolay1 lim,,_,, f(mx, + y) = f(y) oldugundan yeterince biiyiikk bir n
i¢in;

lg(mxy, +y) =gl < llg(mx, +y) = f(mx, + y)|

+f (mxn, +y) = fFDI + If ) =gl < 3e
dur. Diger yandan

lg(mx, +y) =gl = llg(mx) || = mllg(x)|l > 3¢
seklinde bir ¢eliskiye diisiiliir. Boylece g her yerde siireklidir.

Son olarak R den E, ye verilen t = f(tx) doniisiimiiniin E; deki her x sabiti
icin, t de siirekli oldugunu farz edelim. Bu durumda x sabitiyle birlikte g(tx):R — E,
nin toplamsal oldugunu ve t de siirekli oldugunu soyleyebilmek i¢in Onceki sonug
uygulanir. Boylece her t reeli i¢in g(tx) = tg(x) dir ve g lineerdir. Dolayisiyla

asagidaki teorem ispatlanmis olur.

Teorem 4.1.

E; bir normlu vektor uzayi; E, bir Banach uzay1 ve € > 0 bir sabit olmak {izere

E; deki her x ve y i¢in f: E; = E, dontigiimii

Ifx+y) - fl)-—fMll<e (4.6)
esitsizligini saglasin. O zaman

gx) =lim 27"f(2"x) 4.7)
limiti E; deki her x i¢in mevcuttur ve g fonksiyonu E; deki biitiin x ler i¢in

If(x) =gl < ¢ (4.8)

esitsizligini saglayan tek toplamsal doniistimdiir (Hyers, 1941).
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Ayrica eger her x i¢in R den E, ye verilen t = f(tx) fonksiyonu siirekli ise, o
zaman g lineerdir. Eger f , E; in bir tek noktasinda siirekli ise, o zaman g , E; de her

yerde siireklidir. Dahasi (4.8) kesindir.

Forti’nin (1987) de belirttigi gibi (4.7) ve (4.8) in ispatlari, keyfi bir yart gruptan
bir Banach uzaymma tanimlanan doOniisiimler i¢in benzer sonuglar1 ispatlamada

kullanilabilir. Asagidaki sonug temel olarak Forti’nin (1987) 1. 6nermesidir.
Sonuc 4.1.

S keyfi bir yar1 grup ve E de bir Banach uzay1 olsun. F: S — E doniisiimii S nin

her x ve y elemani i¢in

IfCey) = f) = fOII < €

esitsizligini saglasin. Bu durumda, S nin her x elemani i¢in
g(x) = lim 27" f(x?")
n—>oo
limiti mevcuttur ve (4.8) saglanir. Ayrica S de ki biitiin x ler i¢in

g(x*) =2g(x)
dir ve g hem bu 6zelligi hem de (4.8) i saglayan tek fonksiyondur. Sonug¢ olarak yari-

grup degismeli ise, 0 zaman

glxy) =gx)+g®»)
dir.

Ispat: Yukarida Teorem 4.1 in ispatinda (4.7) ve (4.8) i gostermek icin E; de
toplamanin degisme 6zeligi kullanilmamistir. O yiizden benzer formiiller burada da

dogrudur. S de her x icin

g = lim 27 f (x*) = 2 lim 27D f(x*) = 29(x)
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dir. Tek oldugunu ispatlamak i¢in h: S = E nin (4.8) i sagladigin1 ve S de ki biitiin x ler

icin icin h(x?) = 2h(x) oldugunu varsayalim. Bu durumda

£ () = G = I (*7) = 2"hG0) || < e

dir. 2™ e boliip n — oo alinirsa h(x) = g(x) e ulasilir.

4.1. Yaklasik Toplamsal ve Yaklasik Lineer Doniisiimler

Bundan o©nce kararliik kavramindan bahsedilmis ve Cauchy fonksiyonel
esitligine bir Ornek verilmistir. Metrik gruplar arasindaki homomorfizmlerin
kararhiliginin bir tanim1 1940 da Ulam 1n olusturdugu bir problem yardimiyla verildi.
Bir (G4,.) grubu, d metrigi ile bir (G,,*) metrik grubu ve bir n pozitif sayisi

verildiginde eger f: G; = G, ve G, de ki biitiin x ve y ler i¢in

d(f(x.y), fx)* f(y)) < e

olacak sekilde bir € = £(1) pozitif sayisinin var oldugunu kabul edelim.
Bu durumda

d(f(x),h(x)) <7

ile birlikte G; deki biitiin x ler i¢in bir h: G; = G, homomorfizmi vardir. Bu durumda
h(x.y) = h(x) * h(y) homomorfizm esitligine kararli denir. Teorem 4.1 de G; = E; ,
G, = E, her bir durumdaki islemin yerine toplama alindiginda n = ¢ ile birlikte bu
tanima gore Cauchy’nin esitligi kararlidir. Litaratiirde bulunan bazi kararlilik
teoremlerinde bazi k sabitleri icin, 7 ile & arasindaki baginti n = ke formundadir.
Fonksiyonel esitliklerinin kararliliginin birka¢ tamimi, degisik yazarlar tarafindan
kullanild1 veya uygulandi. Bu kisimla ilgili bir tartisma i¢in Moszner (1985), Hyers ve
Rassias’a (1992) bakilabilir.

Rassias (1978), Teorem 4.1 1 genellestirerek, Cauchy farkinin asagidaki gibi

sinirsizlastirilmasina olanak tanimaktadir.
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Teorem 4.1.1.

€ ve psabit, € > 0 ve p <1 olmak tizere f: E; = E, doniisiimii, bir E; normlu
vektor uzayindan , E, Banach uzayina tanimli olsun ve

IfCx+y) = f) = FMIl < e(llxII? + IyllP) (4.9)

esitsizligini E; in her x ve y elemani icin saglasin. O zaman

gG) = lim 27 (2" )

limiti E; de ki biitiin x ler i¢in mevcuttur ve k = olmak iizere, E; de ki biitiin x ler

2-2P
icin

1f (%) — gl < kellx]]? (4.10)
esitsizligini saglayan tek toplamsal doniisim g dir. Eger p < 0 ise o zaman x,y # 0
icin (4.9) esitsizligi saglanir ve x # 0 i¢in (4.10) saglanir (Rassias, 1978).

Rassias (1990), 27. Uluslararas1 Fonksiyonel Esitlikler Sempozyumunda boyle
bir teoremin p = 1 i¢in ispatlanip ispatlanamayacagi sorusunu sordu. Gajda (1991),

Rassias’in (1978) yaklasimina benzer bir yaklasim takip ederek, p > 1 i¢in asagidaki

teoremi ispatladi.
Teorem 4.1.2.

€ >0 ve p>1 olmak iizere, bir E; normlu vektér uzayindan bir E, Banach
uzayina tanimli ve her x,yeE; i¢in (4.9) esitsizligini saglayan bir f doniisiimii verilsin.
O zaman E; de ki biitiin x ler i¢in
g(x) = lim 2" f(27" x)
n—>oo
limiti mevcuttur ve k = zpz—_z olmak sartiyla (4.10) ifadesini saglayan tek toplamsal

doniisiim g dir.
Ispat: (4.9) esitsizliginde hem x hem de y yerine g yazalim.Boylece

If(x) = 2f (27 x)|| < 2= @ Dg||x||P (4.10)*

olur. Tiimevarimdan,
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IfC) =280l < ellx||P By 2777 (4.10)°
elde edilir. (4.10)° de x yerine 2~ 1x yazip, sonucu 2 ile carparsak

|27 @271 %) — 2n* 2 f (27 D) || < ellx||P Xj23 277D (4.10)°
elde edilir.

n yerine n+ 1 yazip (4.10)° iddiasimn dogrulugunu gostermek icin iiggen
esitsizligini kullanarak (4.10)* ve (4.10) yi birlestirelim. (4.10)* dan dolay1 n = 1 i¢in

(4.10)" dogrudur, dolayisiyla biitiin n pozitif tamsayilari icin E; de ki biitiin x ler i¢in de

2
2P-2

dogrudur. p > 1 oldugundan (4.10)° nin sag tarafindaki seriler k = ye yakinsar, o

yiizden E; de ki biitiin x ler i¢in

If () =2"f 270l < kellx||P (4.10)°

dir. x yerine 27 ™x yazip (4.10) nin her iki tarafin1 2™ ile carptigimizda biitiin pozitif

m ve n tamsayilar i¢in ve E; de ki biitiin x ler i¢in
2™ (27mx) — 2mtnf (27 ) || < 27MP Dk ||x||P
oldugu goriiliir. E;, bir Banach uzay1 oldugundan
gn(x) = 2""f(27"x)

fonksiyonlar1 E; de ki biitiin x ler icin, bazi g(x) fonksiyonlarina yakinsar. (4.10)* deki

limitte n — oo alirsak k = olmak {iizere (4.10) elde edilir. g nin toplamsalligini

2P-2
gostermek kolaydir. g nin tek oldugunu gostermek icin aksini farz edelim. Yani (4.10)

u saglayan baska bir h: E; — E, toplamsal fonksiyon oldugunu ve y nin

a=lgly)—hMI>0

olacak sekilde E; de bir nokta oldugunu varsayalim. y # 0 oldugu aciktir. Hem g hem
de h (4.10) yi sagladigindan p > 1 olmak iizere

a=llgy) —hMI < 2 kellyllP

dir. g ve h toplamsal olduklarindan herhangi bir pozitif m tamsayisi i¢in

g (%) = %g(y)

veE
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h(2)=—re)

m m

dir ve biitiin pozitif m tamsayist i¢in

p
a y y y 2 kelly||P
m ” (m) (m) m mp
. 2 ke|ly|lP
<L ——~
yani a <—=

sonucuna varilir. Boylece a = 0 ve teklik ispatlanmis olur.

Sonuc 4.1.1.

Eger p # 1 ve f, E; in bir tek y # 0 noktasinda siirekli ise o zaman g her yerde
stireklidir. Ayn1 zamanda p # 1 ise ve t = f(tx) doniisiimii, biitiin reel t ler i¢in ve E;
de ki x sabiti i¢in siirekli ise o zaman g lineerdir.

Sonucun ispat1 yukaridaki Teorem 4.1 in ispatindan kolayca goriilebilir.

4.2. ikinci dereceden Fonksiyonel Denklemlerin Kararlihg

Ikinci dereceden;

f+y) +fx—y)=2f(x) -2f(y) =0 (4.11)

fonksiyonel denklemi f reel degiskenli bir fonksiyon oldugunda c keyfi bir sabit
olmak iizere f(x) = cx? gibi bir ¢6ziime sahiptir. (4.11)’in herhangi bir ¢dziimii ikinci
dereceden bir fonksiyon tanimlar.

Bu kisimda E; ve E, vektor uzaylari olmak tizere f:E; — E, fonksiyonu ile
ilgilenilecektir.

Bir ikinci dereceden fonksiyon ile bir fonksiyonun kutupsali olarakta
adlandirilan bir iki-toplamsal fonksiyon arasindaki iligkileri iceren birka¢ faktorede
deginilecektir. E, = R durumu Aczel ve Dhombres’de (1989) aciklanmistir. Benzer
ispat f:E; — E, fonksiyonu icinde gecerlidir. Dolayisiylaf:E; — E, fonksiyonu
ikinci derecedendir, ancak ve ancak f(x) = B(x,x) olacak sekilde sabit y ler i¢in x e

gore toplamsal olan bir tek B: E; x E; — E, simetrik fonksiyonu vardir.
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B iki-toplamsal fonksiyonu yani f nin kutupsali

B(x,y) = (5) (Flx+y) - fx =)
olarak verilir.

X normlu uzay ve E Banach uzayi oldugunda f: X — E fonksiyonlari i¢in (4.11)
ikinci dereceden fonksiyonel denkleminin bir kararlilik teoremi Skof (1983) tarafindan
ispatlandi. Onun ispat1 X,bir G Abel grubu ile yer degistirdiginde de saglanir.Bu formda
bu teorem Cholewa (1984) tarafindan ispatlandi.

Verilen § > 0 icin;

IfGx+y)+fx—y)=2f(0) =2f(WI <6 (4.12)
esitsizligini saglayan f: G — E fonksiyonu §-ikinci dereceden olarak adlandirilir.

Skof-Cholewa teoreminin ifadesi asagida verilmistir.
Teorem 4.2.1.
G’deki biitiin x ve y ler icin f: G — E fonksiyonu §-ikinci dereceden ise, o

zaman (4.11) i saglayan ikinci dereceden bir g: G — E fonksiyonu vardir. Bu g

fonksiyonu G’deki her x i¢in

5
If(x) =gl <3
esitsizligini saglayan tek ikinci dereceden fonksiyondur. G’de ki her x i¢in fonksiyon
g(x) =lim,_,47"f(2"x) (4.13)

seklinde verilmistir.
Bu teorem asagida verilen ve Czerwik (1992) tarafindan ispatlanan Teorem 4.2.2

nin Ozel bir halidir.

Teorem 4.2.2.

E; bir normlu vektor uzayi, E, bir Banach uzay1 ve € > 0 , p # 2 birer reel

sayi olsunlar. f: E; — E, fonksiyonu

IfGe+y)+ fx—y) = 2f () = 2f Wl < e(llx]I? + llylIP) (4.14)
esitsizligini saglasin.Bu durumda, eger E;’de ki biitiin x’ler i¢cin p = 0 ve her x €

E; \{0} icin p < O ise;
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lgC) — fOOIl < ¢+ kellx||P (4.15)
esitsizligini saglayan tam olarak bir tane g:E; — E, ikinci dereceden fonksiyonu

_ lIFll
3

vardir. Burada p < 2 iken ¢ , k= 4_27 dir ve g, (4.13)’de verilmistir.p > 2

iken c =0,k =

——p dir ve E;’de ki her x igin g(x) = lim,_, 4™"f(27"x) dir. Aym
zamanda eger R den E,’ye verilen t — f(tx) donilisiimii, E;’de ki her x sabiti i¢in

siirekli ise, 0 zaman R’de ki biitiin ¢’ler igin g(tx) = t%g(x) tir (Czerwik, 1992).

Ispat: 2 durum s6z konusudur:
1. Durum: p < 2 olsun. (4.14)’te y =x # 0 alalm ve 4’e bolelim. Uggen

esitsizligi kullanilirsa

1471 (2x) = FCOIl < 47HIF (Ol + 47 (2ellx [1P) (4.16)
oldugu elde edilir.Tiimevarim metodu uygulanirsa (4.16)’dan n = 1 icin dogru olan
1477 (2") = FEONl < IF O TRy 47F + 2ellx [IP Zoy 207 DP47F (4.17)
elde edilir.

(4.17)’nin dogru oldugunu varsayalim ve burada x yerine 2x yazip 4’e bolelim.
Simdi biitiin pozitif n tamsayilar1 ve E;’de ki her x i¢in (4.17) saglanmak iizere n yerine

(n+ 1) yazildiginda (4.17)’nin dogru kaldigin1 gérmek icin bu sonug ile (4.16) y1

birlestirelim. (4.17) nin sag tarafindaki serileri toplayarak k = ﬁ olmak iizere

14" F(2"x) — FOI < ¢ + 20 — ¢ 4 kel P (4.18)

4-2P

esitsizligini buluruz. , g,(x) =47"f(2"x) dizisinin yakinsakligin1 gostermek icin
(4.18) esitsizligini 4™ ile bolelim ve ayrica (4.19) u bulmak icin x yerine 2™x
yazalim.
Gmsn(x) = gm QO = |47 F(20MH M) — 47Mf(27) ||

< 47™M¢ 4 27 @ PIMEe||x ||P (4.19)

E, bir Banach uzay1 oldugundan, E;’de ki sifirdan farkli her x i¢in;
g(x) =1lim 47" f(2™x)
n—-oo
LfCO) I
3

limiti vardir. (4.18)’de n — oo alirsak ¢ = ve k = Ry olacak sekilde (4.15)

formiiliine ulasilir. g’nin ikinci dereceden oldugunu gostermek igin (4.14)’te x yerine
2™x ve y yerine 2"y yazalim ve 4" e bolelim ki;

llgn(x +¥) + gn(x = ¥) = 2gn(x) = 2gn I < 2P (||x||P + [ly||P)
elde edilmis olsun. n— o i¢in limit alinirsa x ve y sifirdan farkli iken g’nin (4.11) i

sagladig1 bulunmus olur.
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Simdi E; de ki her x i¢in g(x) i lim,_, 4" f(2"x) olarak tanimlayalim.
g(0) =0dir.(4.11)de f, g ile degistirildiginde x = y = 0 icin (4.11) saglanir.
y = 0vex # 0iken
gx+0)+g(x—0) —29(x) —29(0) =0
dir.x #0vey # 0i¢in
gx+y)+gx—y)—2g(x) -29()=0
ve y = x alirsak, x # 0 i¢in g(2x) = 4g(x) olur. Ayrica bu son esitligin x = 0 i¢inde
saglandig1 agiktir.
y = —x # 0 alinirsa
9(0) + g(2x) — 2g9(x) = 29(=x) = 0
oldugu elde edilir ve buda E; de ki biitiin x ler i¢in saglanan g(—x) = g(x)’e doniisiir.
Son olarak x = 0 ve y # 0 i¢in
g0 +y)+g(0—-y)—2g(0)—-29()=0
olur. Buradan g:E; — E, , E;’de ikinci derecedentir.
2. Durum: p > 2 olsun. (4.14)’te f(0) = 0 oldugunu gérmek icin x =y =0
alalim. Sonra (4.20)’yi elde etmek i¢in hem x hem de y yerine g yazilirsa
If G = 4f 270l < Qllx||P2~@2 (4.20)
elde edilir. Tiimevarimdan E;’de ki her x i¢in ve biitiin n pozitif tamsayilari i¢in;
If () = 4*fF 70l < Q)P Tiey 27402 (4.21)

dir. (4.21)’de x yerine 27 1x yazip 4 ile carparsak;
£ n+1
||4f(2_1x) _ 4n+1f(2—(n+1)x)|| < (E)”x”p Z 2—k(p-2)
k=2

olur. n yerine n + 1 yazildiginda (4.21) in dogru oldugunu gostermek i¢in, bu son

esitlik ile (4.20) yi birlestirirsek timevarim ispati tamamlanmis olur.

(4.21) in sag tarafindaki serinin toplamini bulursak, k = olmak tizere;

2P—4
If () = 4" F 270l < kel x||P (4.22)
elde edilir.
h,(x) = 4™f(27"x) alahm. (4.22) yi 4™ ile carpip x yerine 2~™x yazarsak;
1A (%) = hn GO = (4™ (277%) — 4™ f (27 ) ||

< 27MP-Dke||x||P (4.23)
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elde edilir. Bu da {h,,,(x)} in bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir.Boylece E; de ki her
x i¢in g(x) = lim,_,, h,(x) olacak sekilde g: E; — E, vardir. (4.14) teki x ve y nin
27" ve 27"y ile degistirilip sonucun 4" ile carpilmasi disinda g nin ikinci

derecedenliginin ispat1 1. duruma benzerdir.

(4.15) e baglh g ikinci dereceden fonksiyonunun tek (yalmiz) oldugunu
gostermek icin, (4.15) i saglayan h:E; — E, seklinde baska bir ikinci dereceden

fonksiyon oldugunu varsayalim.

E;’de a =||g(y) — h(y)|| > 0 saglayacak sekilde bir y noktasi alalim. Bu
kismin basinda belirtildigi gibi; her bir ikinci dereceden fonksiyonu simetrik ve iki-
toplamsal fonksiyon olarak bir tek sekilde temsil edilebilir. Bu yiizden B: E; X E; — E,
simetrik ve iki-toplamsal olmak iizere g(x) = B(x,x)’ dir.Boylece biitiin r rasyonel

sayilari i¢in g(rx) = r2g(x) dir.
Benzer sekilde r rasyonel sayisi i¢in h(rx) = r2h(x) dir.

Hem g hem de h , (4.15) i sagladigina gore E; de ki her x igin;
o lgG) =hI = 1lg() = f(x) + f(x) = h()l < 2¢ + 2ke]|x||P
dir. Ozel olarak r > 0 i¢in;
r2a = ||gry) — h(ry)|| < 2¢ + 2ker?||y||P (4.24)
esitsizligi elde edilir.
1. Durumda, p < 2 iken (4.24) den dolayi, biitiin r > 0 rasyonel sayilar1 i¢in;

2¢  2ke||y|IP

as—Z+— dir ve boylece a = 0 olur.

2. Durumda, p > 2 iken ¢ = 0 dur.

(4.24)te =§ alirsak:

2kelly”
7=l Q) -l ==

2ke|lyllP

olur. Béylece her s > 0 i¢in a < — == oldugundan a = 0 oldugu goriilir.

Biitiin ¢ reelleri icin g(tx) = t%g(x) dir.
Sonuc 4.2.1.

Teorem 4.2.2 de ki f fonksiyonu E; de her yerde siirekli ise, o zaman E; deki

biitiin x # 0 lar i¢in g de siireklidir. p > 0 iken bu kisitlamaya gerek yoktur.
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5. QUASI-BANACH UZAYLARINDA iKINCi DERECEDEN VE TOPLAMSAL
FONKSiYONLARDAN TURETILEN FONKSiYONEL BiR ESiTLiGIN
KARARLILIGI

Bu boliimde;

fQRx+y)+fQx—y)=fx+y)+ fx—y)+2f(2x) = 2f(x)
fonksiyonel denkleminin genel ¢oziimii verilecek ve quasi-Banach uzaylarinda bu
denklemin Hyers-Ulam-Rassias kararlilig1 arastirilacaktir.

Ik olarak Rolewicz (1984) ve Benyamini ve Lindenstrauss (2000) tarafindan

verilen quasi-norm ve quasi-Banach uzay tanimlar1 verilecektir.

Tanim 5.1.

X bir reel lineer uzay olsun. X iizerinde asagidaki sartlar1 saglayan bir reel

degerli fonksiyona quasi-norm denir:
(i) Herx € X igin ||x|| = 0 ve ||x]| =0 & x = 0 dur.
(i) Her A€ R ve her x € X icin; ||[Ax|| = |A|||x]| dir.

(iii) Herx,y € X icin; ||lx + yll < K(||x|| + ||y|l) sartin1 saglayan bir K > 1

sabiti vardir.

Yanlizca (iii)) sartindan hareketle, her n>1 tamsayis1i ve tim

X1, X2, X3, .- X2n41 € X ler igin;

2n 2n

> x| <k Y

i=1 i=1
2n+1 2n+1

s

i=1

< K™
i=1

elde edilir.
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Eger ||.||, X iizerinde bir quasi-norm ise (X,||.||) ikilisine quasi normlu uzay
denir. Miimkiin olan en kiigiik K’ya ||. || "un i¢biikeyliginin modiilii denir. Bir quasi-

Banach uzayi, bir quasi tam normlu uzaydir.

Tanim 5.2.

Eger her x,y € X i¢in, 0 < p < 1 olmak iizere
llx + P < [P + llyll?

ise ||.]| quasi-normuna bir p-norm denir. Bu sartlardaki bir quasi-Banach uzayina bir p-

Banach uzayi denir.

Ikinci dereceden fonksiyonel denklemler Aczel ve Dhombres (1989), Amir
(1986) ve Jordan ve Von Neumann (1935) calismalarinda i¢ carpim uzaylarini
karakterize etmek i¢in kullanildi.

Diger bircok fonksiyonel denklemlerde i¢ ¢arpim uzaylarinin karakterize etmek
icin kullanildi. Bir i¢ carpim uzayi iizerinde karesel norm, parelelkenar esitligi diye
adlandirilan;

llx + ¥ 12+llx — v [17=21x [I*+]ly 1)
ifadesini saglar.

f+y)+flx—y)=2f() +2f() 5.1
fonksiyonel denklemi bir simetrik iki-toplamsal fonksiyonu ile iliskilidir (Aczel ve
Dhombres, 1989; Kannapan, 1995).

Ozel olarak (5.1) ikinci dereceden denkleminin her bir ¢odziimiine bir ikinci
dereceden fonksiyon denir. Reel vektor uzaylari arasindaki bir f fonksiyonunun ikinci
dereceden olmasi i¢in gerek ve yeter sartin her x icin f(x) = B(x, x) olacak sekilde bir
tek simetrik ve iki-toplamsal olan B fonksiyonunun var olmasi oldugu bilinmektedir
(Aczel ve Dhombres, 1989; Kannapan, 1995).

B iki-toplamsal fonksiyonu;

B(x,y) =7 (fx+¥) = f(x =) (5.2)

ile verilmistir. (5.1) ikinci dereceden fonksiyonel denklemi i¢in bir Hyers-Ulam
kararlilik problemi Skof (1983) tarafindan E; bir normlu uzay ve E, bir Banach uzay1

olmak iizere f:E; — E, fonksiyonlari i¢in ispatlanmistir.
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Cholewa (1984), Skof’un (1983) teoreminin E; in bir Abel grup ile
degistirildiginde yine dogru kalacagina dikkat cekmistir.

Czwerwik (1992) calismasinda (5.1) ikinci dereceden fonksiyonel denkleminin
genellestirilmis Hyers-Ulam kararliliginmi ispatladi. Grabiec (1996) yukarida bahsedilen

bu sonuclar1 genellestirdi.

fx+y)+ f(x—y) =2g(x) + 2h(y)

fonksiyonel denklemine f = g = h i¢in bir ikinci dereceden fonksiyonel denklem yada
bir Pexiderized ikinci dereceden fonksiyonel denklem denir. Jun ve Lee (2001) ise
pexiderized ikinci dereceden denkleminin genellestirilmis Hyers-Ulam-Rassias
kararliligini ispatladi.

Bu boliimde ikinci dereceden ve toplamsal fonksiyonlardan tiiretilen asagidaki

fonksiyonel esitlikle ilgilenilecektir:

fCRx+y)+fQRx—y)=flx+y)+ flx—y)+2f(2x) — 2f(x) (5.3)

f(x) = ax? + bx + ¢ fonksiyonun, (5.3) fonksiyonel esitliginin bir ¢oziimii
oldugu kolayca goriilebilir. Bu kismin asil amaci Najati ve Moghimi (2008) tarafindan
verilen (5.3) esitliginin genel coziimiinii ifade etmek ve (5.3) i¢in Hyers-Ulam-Rassias

kararliligin1 incelemektir.

5. 1. (5.3) Fonksiyonel Denkleminin Coziimii

Bu kisimda X ve Y reel vektor uzaylari olarak alinacaktir. Oncelikle Teorem
5.1.1 in ispat1 i¢in gerekli olan agagidaki iki lemmaya deginilecektir.

Lemma 5.1.1.

f(0) = 0 olmak iizere eger bir f: X — Y ¢ift fonksiyonu (5.3) denklemini her

x,y € X i¢in sagliyorsa, o zaman f ikinci derecedentir.

Ispat: f cift fonksiyon oldugundan, her x € X icin f(—x) = f(x) dir. (5.3)’te
y yerine x + y yazilirsa f nin ¢ift olusundan dolay1, her x,y € X i¢in;
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fBx+y)+fx—y)=fQx+y)+f(y)+2f(2x) - 2f (%) (54
esitligi elde edilir. (5.4) de y yerine —y yazilirsa, f nin cift olusundan dolay1, her

x,y € X igin;

fBx—y)+flx+y)=fCx—y)+f)+2f(2x) — 2f(x) (5.5)
elde edilir. (5.4)’1i (5.5) e eklersek ve (5.3) Ui kullanirsak, her x,y € X icin;

fBx+y)+fBx—y) = 2f(y) = 6f(2x) — 6f(x) (5.6)
elde edilir. (5.6)’da y = 0 alirsak, her x € X i¢in;

2f(3x) = 6f(2x) — 6f(x) (5.7
olur. Yine (5.6)’day = 3x alirsak, her x € X i¢in;

f(6x) = 2f(3x) = 6f(2x) — 6f(x) (5.8)
olur. (5.7) ve (5.8) den dolayi, her x € X i¢in;

f(6x) = 4f(3x) (5.9)
olur. Eger (5.9) da x yerine gyazﬂlrsa, her x € X i¢in;

f(2x) = 4f (x) (5.10)

olur. (5.3) de y yerine 2y yazip, (5.3) ve (5.10) u kullanirsak, her x, y € X i¢in;

fl+y)+ flx—y) =2f(x) +2f(¥)
olur.

Boylece f: X — Y fonksiyonu ikinci derecedentir.

Sonug 5.1.1.
Eger f: X — Y ¢ift fonksiyonu, her x, y € X i¢in (5.3) ii saglarsa, bu durumda;
g(x) = f(x) — f(0)
seklinde tanimlanan g: X — Y fonksiyonu ikinci derecedentir.

Lemma 5.1.2.

Eger f: X = Y tek fonksiyonu, her x,y € X icin (5.3) ii saglarsa, o zaman f

fonksiyonu toplamsaldir.

32



Ispat: f tek oldugundan, her x € X icin;

f(=x) = —f(x)
dir. (5.3) de y = x alirsak, her x € X i¢in;
f(Bx) =3f(2x) —3f(x) (5.11)
elde edilir, (5.3)’de y = 3x alirsak, f nin tek olusundan, her x € X icin;
f5x) = f(4x) = f(2x) — fF(x) (5.12)
olur. Yine (5.3)’de y = 4x alirsak, f nin tek olusundan dolay1, her x € X icin;
f(6x) — f(5x) = 3f(2x) — 2f (x) — f(3x) (5.13)

olur. (5.12) yi, (5.13)’e ekleyip (5.11)’i kullanirsak;
f(6x) — f(4x) = f(2x)

olur. x yerine g yazdigimizda, her x € X igin;

fBx) = f(2x) = f(x) (5.14)
olur. (5.11) ve (5.14) den dolayi, her x € X i¢in;

fQ@2x) = 2f (x) (5.15)
olur. Boylece (5.3) her x,y € X icin;

fQx+y)+fQx—y)=fx+y)+fx—y)+2f(x) (5.16)

sekline doniisiir. Eger (5.16) da x yerine g yazip, (5.16) nmin her iki tarafim 2 ile

carparsak, her x,y € X icin;

fe+2y) = fQRy—x)=2f(x +y) +2f(x —y) = 2f (%) (5.17)
olur. (5.16) da sirasiyla x yerine y , y yerine x yazarsak, her x,y € X icin;
fa+2)+fQRy—x)=fx+y) - flx—y) +2f(y) (5.18)
olur. (5.17) , (5.18) e eklenirse, her x,y € X ig¢in;
2f(x+2y) =3f(x +y) + f(x —y) = 2f(x) + 2f (¥) (5.19)
elde edilir.(5.19) da y yerine — y yazildiginda, her x,y € X igin;
2f(x=2y) =3f(x —y) + f(x +¥) = 2f(x) = 2f (¥) (5.20)

olur. Yine, eger (5.19) da x yerine x —y yazip (5.19) un her iki tarafim1 2 ile
carparsak her x,y € X igin;

4f(x+y) =6f(x) +2f(x—2y) —4f (x —y) + 4f (¥) (5.21)
yi elde edilir. (5.20) ve (5.21) den her x,y € X icin;
3f(x+y)+f(x—y) =4f() + 2f () (5.22)

olur. (5.22) de y yerine — y yazarsak, her x,y € X icin;
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3f(x —y) + fx+y) =4f(x) - 2f (y) (5.23)
olur. (5.22) ve (5.23) den her x,y € X igin;

fx+y)=f)+f»)
olur. Boylece f:X — Y doniisiimii toplamsaldir.

Simdi (5.3) iin genel ¢oziimiinii verebiliriz.
Teorem 5.1.1.

Bir f:X - Y fonksiyonunun her x,y € X icin (5.3) ii saglamasi i¢in gerek ve
yeter sart her x € X i¢in f(x) = B(x,x) + A(x) + f(0) olacak sekilde bir simetrik
iki-toplamsal B:XxX —» Y fonksiyonu veA:X —» Y toplamsal fonksiyonunun

bulunmasidir.

Ispat
Eger her x € X igin;
f(x) =B(x,x) +A(x) + f(0)
olacak sekilde, simetrik iki-toplamsal B:XxX — Y fonksiyonu ve A: X — Y toplamsal
fonksiyonu varsa her x,y € X i¢in;
fQRx+y)+ f(2x —y) = 8B(x,x) + 2B(y,y) + 4A(x) + 2f(0)
=fx+y)+fx—y)+2f(2x) — 2f (x)
oldugu kolayca soylenebilir. Boylece f: X — Y fonksiyonu (5.3) i saglar.

Aksine her x € X i¢in f fonksiyonunu;
fOO+f (= fO)-f(=
fol) =D e fy(o) =

seklinde tek ve ¢ift kisimlarina ayiralim. Her x € X igin f(x) = f,(x) + fo(x) oldugu
kolayca soylenebilir.f, ve f, fonksiyonlarinin (5.3) ii sagladig1 kolayca gosterilebilir.
Dolayisiyla Sonug 5.1.1 ve Lemma 5.1.2 den dolay1, f, — f(0) ve f, fonksiyonlari
sirasiyla ikinci dereceden ve toplamsaldir. Boylece, her x € X icin;
fe(x) = B(x,x) + £(0)
olacak sekilde simetrik iki-toplamsal bir B:XxX — Y fonksiyonu vardir (Aczel ve
Dhombres, 1989).
Dolayisiyla her x € X i¢in; A(x) = fy(x) olmak iizere,
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f(x) = B(x,x) + A(x) + £(0)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

5.1.2. (5.3) Fonksiyonel Denkleminin Hyers-Ulam-Rassias Kararhihg:

Bu kisim boyunca X in ||. || x quasi-normu ile birlikte bir quasi-normlu uzay ve
Y nin ||. ||y p-normu ile birlikte bir p-Banach uzayi oldugu kabul edilecektir. K , ||. ||y
nin i¢biikeyliginin modiilii olsun.
Bu kisimda Gavruta (1994) calismasindan yararlanarak Najati ve Moghimi’nin
(2008) elde ettikleri (5.3) denkleminin kararlilig1 ispatlanacaktir.
Verilen bir f: X — Y fonksiyonu ve her x, y € X icin
DfCe,y)=f2x+y)+f2x—y)— flx+y) — flx—y) —2f (2x) + 2f (x)

yazalim. Asagidaki lemma kullanilacaktir.
Lemma 5.2.1

0 <p<1ve xq1,x3,x3, ..., X, negatif olmayan reel sayilar olsunlar. Bu taktirde
Clix)? < Tigx] (5.24)
dir.

Ispat: a > 0 olsunve f,g:[0, %) — R fonksiyonlari

f)=x+a)P, gx)=xP+aP (x=0)
Ile tamimlanmis olsunlar. x >0 icin  f'(x) < g'(x) oldugu agiktr. £(0) = g(0)
oldugundan x =0 i¢in f(x) < g(x) olur. Boylece n = 2 i¢in ispat tamamlanmis

olur. Tiimevarim yontemiyle (5.24) elde edilir.

Teorem 5.2.1

@: XxX = [0,00), her x,y € X i¢in

limye0 4" @ (37,25) = 0 (5.25)
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sartin1 saglayan bir fonksiyon olsun ve her x € X ve her y € {0, x, —2x, 3x,4x} i¢in

o A4iPup (X Y
iz 47 9P (21-,21-) <o (5.26)

saglansin. f: X - Y, f(0) = 0, cift fonksiyonunun her x,y € X icin
IDfFC Ny < @(x,y) (5.27)

esitsizligini sagladigini kabul edelim. O zaman her x € X i¢in

0(x) = lim,,_,, 4" f (i) (5.28)

2n

limiti vardir ve

P00 = 52447 {207 (5. 55) + 0" (G 5) +0° (Gaa) +9F (= 530) +

32732 3217328 320732
p (X
4 (3.2“0)} (5.29)
olmak iizere

1f) — Qwlly < & [F, )P (530)

sartim saglayan bir tek Q: X — Y ikinci dereceden fonksiyonu vardir.

Ispat: (5.27) de y yerine x + y yazilirsa her x,y € X igin

IfBx+ )+ fx—=y) = f@Rx+y)—fO) = 2fC2x) + 2f(O)lly < p(x,x +y) (5.31)
elde edilir. (5.31) de y yerine —y yazilirsa her x,y € X icin

IfBx=y)+ fx+y) = fx—y) = fO) = 2f2x) + 2f (Olly < p(x,x —y) (5.32)
olur. (5.27), (5.31) ve (5.32) den her x, y € X igin

IfBx +y) + fBx —y) = 2f () — 6f(2%) + 6f (D) ly < K*[0(x, ) + @(x, x +¥) +
p(x,x—y) ] (5.33)
cikar. (5.33)tey = 0 ve y = 3x almrsa her x € X icin

12f(3%) = 6f(2%) + 6f ()lly < K*[20(x, %) + ¢ (x,0) Ive
I (6x) = 2 (3x%) — 6£(2x) + 6f (M) lly < K*[9(x, —22) + ¢(x, 3%) + p(x, 4x)]

esitsizlikleri bulunur. Bu esitsizliklerden her x € X i¢in
If(6x) — 4 B)lly < K*[20(x, ) + ¢(x, 3%) + ¢ (x, 4x) + (x, —2x) + ¢ (x, 0)]
esitsizligi elde edilir. Bu esitsizliktede x yerine g almirsa her x € X icin
X X X x 4x X 2x X
v =20(53)+0(52) +0(55) + 0 (5 -3) + 0 (5.0) (534

olmak tizere
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If(2%) — 4f (O)lly < K>(x) (5.35)

(5.35) de x yerine yazilirsa ve (5.35) in her iki yan1 4™ ile ¢arpilirsa her x € X i¢in

2n+1

veher negatif olmayan n tamsayisi i¢in
|41 f Goer) = 47f ()], = K240 (57) (5.36)

elde edilir. Y bir p- Banach uzay1 oldugunda n > m olmak iizere negatif olmayan her

m ve n tamsayilari ve her x € X i¢in

4 () = 4 G, < 2|
K3y 41191/)17(2”1 (5.37)

|P

i) - )] <

bulunur. 0 < p < 1 oldugundan Lemma 5.2.1 den ve (5.34) den her x € X i¢in
X X x 4x
w22 (e (e () e (-2 eer () e
elde edilir. Dolayisiyla (5.26) ve (5.38) den her x € X i¢in
T2 ATYI) <o (5.39)
cikar. Boylece (5.37) ve (5.39) dan {4" f (zin)} dizisi her x € X icin bir Cauchy
dizisidir. Y tam oldugundan {4" f (zin)} dizisi her x € X i¢in yakinsaktir. Buradan
her x € X i¢in (5.28) de verilen Q: X — Y doniisiimii tanimlanabilir.
(5.37) de m = 0 alinip n — oo iken limite gecilirse her x € X i¢in
00 [ K3 oo
£ () = QIIf < K*P T204PYP (57) = 5 224 47YP (5) (5.40)
bulunur. Dolayisiyla (5.38) ve (5.40) dan (5.30) elde edilmis olur. Simdi @ nin ikinci

dereceden oldugunu gosterelim. (5.25),(5.27) ve (5.28) den her x,y € X icin

. X . X
st o = i #[or (5 2, = im0 (3 2) =

oldugu goriiliir. Boylelikle Q:X — Y doniisiimii (5.3) denklemini saglar. Q(0) = 0

oldugu icin Lemma 5.2.1 denQ:X — Y doniisimiiniin ikinci dereceden oldugu
ispatlanmis olur.

Q nun tekligini ispatlamak i¢in (5.30) sartin1 saglayan baska bir T: X — Y ikinci
dereceden  doniisiimiiniin @~ var  oldugunu  kabul edelim. Herx€X ve

y € {0,x, —2x,3x,4x} i¢in
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1111—{1(;104 p24lp p(2n+l 2n+L) _7lll_)nolo 2 4LP p(E E) =

i=n+1

oldugundan her x € X i¢in
np
lim 4™, (55) = 0 (5.41)

olur. (5.30) ve (5.41) den her x € X i¢in

10G) — TN = lima™ ||f )~ T(—)” <K i, (5:)=0

- 4-p n—oo

oldugu cikar. Boylece Q =T elde edilir.
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6. SONLU BOYUTLU FUZZY NORMLU LINEER UZAYLARDA TOPLAMSAL
IKiNCi DERECEDEN FONKSIiYONEL DENKLEMLERIN FUZZY
KARARLILIGI

6. 1. Sonlu Boyutlu Fuzzy Normlu Lineer Uzaylar
Tamm 6.1.1.

U, bir R cismi iizerinde bir lineer uzay olsun.(F = Rve C) , (R:Reel sayilar

cismi,C: Kompleks sayilar cismi) N de , U X R nin bir fuzzy altkiimesi olsun.

Bu durumda Vx,u € U ve Vc € F i¢in asagidaki sartlar saglandiginda N ye ,U

tizerinde bir fuzzy norm denir.

@) VEER,t<0,N(x,t)=0
(i) VteER,t>0,N(x,t)=1x=0

(iii) Vt€eR,t>0,c+#0ise N(cx,t) =N(x,L),c= Oise N(cx,t) =1

Ic]
(iv) Vt,se€R,N(x+ut+s)=>min{N(x,t),Nu,s)}
V) N(x,.) soldan siirekli ve R nin lim;_ . N(x,t) = 1 sartim saglayan bir

azalmayan fonksiyondur.

(U, N) ikilisi, fuzzy normlu lineer uzay olarak alinacaktir (Cheng ve Mordeson,

1994).
Tanim 6.1.2.

U, F tizerinde bir lineer uzay olsun.( F,reel/kompleks sayilar cismi) U X R nin
bir N fuzzy alt kiimesinin, U iizerinde bir fuzzy norm olarak adlandirilabilmesi icin

gerek ve yeter sart Vx,u € U ve Vc € F icin asagidaki sartlarin saglanmasidir.

(N1) VtER,t<0,N(x,t)=0
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2005).

(N2) VteER,t>0,N(x,t) =1 ©x=0
(N3) VEER,t>0,c % 0ise N(ex,t) = N (x,-)

(N4) Vs,t eR,x,u€ U,N(x+u,s +t) =min{N(x,s),N(u,t)}
(N5) N(x,.) R nin azalmayan bir fonksiyonu ve lim;_, N(x,t) = 1 dir.

(U,N) ikilisi, fuzzy normlu lineer uzay olarak alinacaktir (Bag ve Samanta,

Ornek 6.1.1.

(U, |l 1) bir normlu lineer uzay ve

N(x,t) =

,t(>0) ERVxEU
t+ x|

=0 (t<0)

olarak tanimlansin. Bu durumda (U, N) bir fuzzy normlu lineer uzaydir.

i¢in;

Coziim:

(N1),t < 0 olmak iizere Vt € R i¢in tamimdan dolay1 N(x,t) = 0 dir.

(N2),t > 0 olmak iizere Vt € R i¢in;

t
e+ x|

Nxt)=1¢e =1le|x|l=0 @ x =0 dir.

(N3) ,t > 0 olmak iizere VR i¢in ve c(# 0) € F (reel/kompleks sayilar cismi)
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N(cx, t) = E_— N(x,ﬁ) dir.

t+llexll

N(4) , Vs,t ER,N(x+u,s +t) =min{N(x,s),N(u,t)} oldugunu

gostermeliyiz. Eger ;
a) s+t<0
b) s=t=0
c) s+t>0;5s>0,t<0;s <0,t > 0bu durumda bagint1 asikardir. Eger,

d) s>0,t>0,s+t > 0ise budurumda;

s+t s+t

= >
N(x tu,s+ t) s+t+||x+u|| T s+t x| +]ull dr.
Simdi
S t S
= = - >0
s+ x|l e+ lull s+ xll ¢+ [l
= sllull —tllxll = 0 @)
Bu yiizden;
s+t t sllull—tllx]|| .
— = >0 dir.
stt+llxll+Hllull  t+llull  +e+Hxl+HlulDEHuD
s+t t
= =
s+t lxll + llull — ¢+ [lull
Benzer sekilde;
t N s+t S

> = >
t+lull s+ lxll - s+e+xll+ [l ~ s+l
Boylece N(x+u,s+t) = min{N(x,s),N(u,t)}dir.
N(5) Egert; <t, < 0ise, 0zaman N(x,t;) = N(x,t,) = 0 dir.

Eger t, > t; > 0ise o zaman;
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t2 ty x|l (t2—t1)
— = >0 ,VxeU
ta+llxll  titllxll  E+lxIDE+HxID

= N(xr tz) = N(xr tl)

Oyleyse N(x,.) R nin azalmayan fonksiyonudur. Yine eger x # 0 ise

lim N(x,t) = lim lim 1

oot + Il tom <] B

Eger x = 0 ise o0 zaman;

lim,,, N(x,t) = lim;,,N(0,t) = 1 dir.

Dolayisiyla, Vx € U i¢in

lim N(x,t) =1

dir. Boylece (U, N) bir fuzzy normlu lineer uzaydir.
Ornek 6.1.2.

(U, 1I.11) bir normlu lineer uzay ve N:U X R — [0,1] olmak iizere N, eger
t <|lx|| ise N(x,t) =0, ||x|]|] <t ise N(x,t) =1 seklinde tanimlansin.

Bu durumda N, U da bir fuzzy normdur ve (U, N) bir fuzzy normlu lineer

uzaydir.

Coziim:

(Nl) Vx€eX ve VtER,t <0 icin N(x,t) = 0 dur.

(N2) VteR,t>0i¢cinN(0,t) =1
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Yine;
N, t)=1,Vvt>0= ||x|]| <t,VE(>0) ER=>||x|]|]=0=>x=0
boylece, (Vt > 0,eger x = 0 ise N(x,t) = 1 dir.

(N3) Vt(>0) €R,c+ 0igin;

N(ex,t) =0 t<|lcx|| et <|c|lx|| & —

t
<|lx|| & N(x,—) =0
| | |c]

N(cxt)—1=>||cx||<t=>|c|||x||<t<:>||x||<—<:>1v( II> 1

) i _ t .
Boylece; N(cx,t) = N (x, ICI) dir.

(N4) Vs,t€R ve x,u€ U icin;
Nx+us+t) =0 s+t <|x+ull <lx|| + |lull dir.
Eger ||x|| < s ise o zaman ||lu|| < t,eger N(x,s) = 1ise, 0 zaman N(u,t) =0

Eger |lu|]| < t ise 0 zaman ||x|| < s, eger N(u,t) = 1 ise 0 zaman N(x,s) =0

dir.Boylece;
Nx+us+t)=0= min{N(x,s),N(u,t)} = 0 dir.
Benzer sekilde N(x + u,s +t) = 1= N(x+u,s +t) = min{N(x,s),N(u,t)} dir.
Boylece N(x+u,s+t) =min{N(x,s),N(u,t)} dir.
(N5) N(U,.) nin R nin azalmayan bir fonksiyonu oldugu ve
ll—{?o N(x,t) =1

oldugu tanimdan dolayr asikardir. O zaman N,U tizerinde bir fuzzy normdur

ve (U, N) fuzzy normlu lineer uzaydir.
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Teorem 6.1.1.

(U,N) bir fuzzy normlu lineer uzay olsun.

(N6) N(x,t)>0,Vt>0vex =0 olmak iizere|lx||, =A{t:N(x,t) = a} , a €
(0,1) seklinde tanimlansin. Bu durumda {||.]|, : @ € (0,1)} U iizerindeki normlarin

artan bir ailesidir.

U iizerinde N fuzzy normu ile iligkili olan bu normlara U iizerinde a-normlar denir.

Ispat:
N1: x € Uigin

N(x,t) =0icin t<O0=>A{t:N(x,t) = a}=0,a€ (0,1)=|lx|l, =0,a € (0,1)

N2: Eger ||x|l, = 0ise
(N6)dan A {t: N(x,t) = a}=0,VtER,t >0,N(x,t) 2a>0=>x =0 dir.
Diger taraftan,

x=0= N(xt)=1,vt>0=Va € (0,)A{t:N(x,t) =a}=0,]|x|]l, =0
dur.

N3: Egerc # 0 ise;

llex|l, =A{t:N(cx,t) = a} =A {t:N(x,%) > a}

=A{|c|t:N(x,t) = a} =A|c|{t: N(x,t) = a}

Dolayisiyla ||cx]||, = |cl|llxll, elde edilir.

44



Egerc =0 ise
llexlle = 110lla = Ollxlle = Iclllxlla , Va € (0,1)
oldugu goriiliir.
N4: r =t + s olmak tlizere,
N(x,t) = a,N(u,s) = a=> N(x+u,t+s) = aoldugu icin
Ixlle + llulle =A{t:N(x,t) = a} +A{s:N(u,s) = a}
=A{t+s:N(x,t) = a,N(u,s) = a}
>A{t+s:Nx+ut+s)=a}

>A{r:N(x+u,r) = a}
bulunur. Dolayisiyla
lIx +ulle < lixllg + llullg du.
Simdi 0 < a; < a, alalim.
Ixlle, =A{t: N(x, ©) = aq}, lIxlle, =A{t: N(x,8) = a3}
elde ederiz. a; < a, oldugundan;
{t:N(x,t) = a1} c {t: N(x, t) = ay}
SA{t:N(x, t) = ay} 2A{t: N(x, t) = a;}
= llxlle, = lIxlla,

elde edilir.
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6.2. Toplamsal ikinci dereceden Fonksiyonel Denklemlerin Fuzzy Kararhhg

Bu boliimde;
fCx+y)+fQ2x—y)=flx+y)+fx—y)+2f(2x) — 2f (x)

fonksiyonel denklemin genellestirilmis Hyers-Ulam kararliigi  Fuzzy-Banach
uzaylarinda ele alinacaktir.

Hyers (1941) , E ve E' Banach uzaylar i¢in Ulam’in (1940) sorusuna ilk defa
uygun bir cevap verdi.

fiE—>E', herx,y €E vebaz1 § > 0 icin;

Ifx+y)—f)—fOII<6
olacak sekilde Banach uzaylari arasinda bir doniisiim olsun. Bu takdirde her x € E icin
IfC) —TMI <6

olacak sekilde bir tek T:E — E' toplamsal doniisiimii vardir.

Simdi kabul edelim ki E ve E’, E' tam olmak iizere reel normlu uzaylar
olsunlar.

Her bir x € E igint € R de t = f(tx) siirekli doniisiim olacak sekilde f: E — E’'
bir doniisiim oldugunu ve ayrica her x,y € E i¢in

IfCx+y) = fC) = FI < §IxIP + [IyllIP)
olacak sekilde 6 =0 ve p # 1 in var oldugunu kabul edelim.Bu takdirde her x € E
icin
26 ||x|IP
2P — 2|

If () =TI <

olacak sekilde birtek T:E — E' ne lineer doniisiimii vardir.
Diger taraftan Rassias (1982, 1984, 1985, 1989) calismalarinda Hyers kararlilik
sonucunu normlarin farkli kuvvetlerini alarak daha zayif bir sart altinda sunarak

genellestirdi.

Teorem 6.2.1.

Kabul edelim ki 6 =0 ve p; p, &R sabitleri p =p; +p, # 1 olacak

sekilde f: E — E'bir E normlu uzayindan E’' Banach uzayina doniisimii;

If (x +y) = F) = FWII < ellx|P |y [|P2
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esitsizligini saglayacak sekilde her x,y € E i¢in var olsunlar. Bu takdirde her x € E
i¢in;

— <

If G =TGN < 5=;

esitsizligini saglayacak sekilde bir T: E — E' toplamsal doniisiimii vardir.

llxIIP

Eger ilave olarak her x € E i¢in her bir sabit x icin t € R de f(tx) siirekli ise T
lineerdir.

Bu ¢alismanin 5. boliimiinde ayrintili olarak verildigi sekilde Najati ve Moghimi
(2008) tarafindan quasi-Banach wuzaylarinda ikinci dereceden ve toplamsal
fonksiyonlardan tiiretilen bir fonksiyonel denklem igin genellestirilmis Hyers-Ulam
kararlilig1 elde edildi.

Bu bolimde Gordji ve ark. (2009) tarafindan calisilan ve ikinci dereceden ve
toplamsal fonksiyonlardan elde edilen ;

fCx+y)+fCx—y)=flx+y)+flx—y)+2f(2x) — 2f (x) (6.3)
fonksiyonel denklemi ele almacaktir. Kolaylikla goriilebilir ki f(x) = ax? + bx + ¢
fonksiyonu (6.3) fonksiyonel denkleminin bir ¢6ziimiidiir.

Bu boliimde Fuzzy Normlu lineer uzaylarda (6.3) fonksiyonel denklemi icin
genellestirilmis Hyers-Ulam kararliliginin bazi versiyonlar: arastirilacaktir.

Bu boliim boyunca X, (Y, N) ve (Z,N') niin sirasiyla lineer uzay, Fuzzy normlu
uzay ve Fuzzy Banach uzay1 oldugu kabul edilecektir.

Asagidaki teoremde Gordji ve ark. (2009) tarafindan ispatlanan (6.3)
fonksiyonel denklemi i¢in bir fuzzy genellestirilmis Hyers-Ulam tipi teorem

ispatlanacaktir.

Tanim. 6.2.1.

(Y, N) fuzzy normlu uzay ve {x,} bu uzayda bir dizi olsun. Eger her t > 0 i¢in
lim,_, N(x, —x,t) = 1 olacak sekilde bir x € Y varsa {x,} dizisine yakinsaktir
denir. Bu durumda x e {x,} dizisinin fuzzy limiti denir ve N —limx, = x ile

gosterilir.

47



Eger here >0 ve t >0 icin N(xn+p — Xn, t) > 1— ¢ olacak sekilde her
n=>n, ve p >0 icin ny says1 bulunabiliyorsa X uzayindaki {x,} dizisine Cauchy

dizisi denir.

Tanimdan bir fuzzy normlu uzaydaki her yakinsak dizinin bir Cauchy dizisi
oldugu goriilir.Eger her Cauchy dizisi yakinsak ise fuzzy normlu uzaya bir fuzzy

Banach uzayi denir.

Teorem 6.2.2.

@1: XXX ->Zbazi0 < a < 4iginveherx EX ,y € {O,g,%x,_Tx,x} vea>0
igin

’ 2 ’

N'(e: (%.2y),0) 2 N'(aps (5,7),a) (6.4)
i saglayacak sekilde bir fonksiyon ve her x,y € X ve a > 0 icin;

lim,, o, N (91 (2", 2™y, 4"a)) = 1
olsun. Ayrica f: X - Y, f(0) =0 hera > 0 ve her x,y € X igin;
NFQ@x+y)+fCx—y)—fx+y)—flx—y) —2f(2x) + 2f(x),a) =
N'(¢1(x,y), @) (6.5)
1 saglayan bir cift fonksiyon olsun,bu takdirde her x € X ve her a > 0 i¢in;
N(Q(x) — f(x),a) = Ny (x, ) (6.6)

esitsizligi saglanacak sekilde bir Q: X — Y ikinci dereceden doniisiimii vardir. Burada;

a(4—a)
6

N/ (x,a) =

4x

min{N (o (5.9, ) N 01 (5 2.0) N o (5. 0) N0 (5,59, ) N (01 (5. 00 )
dar.

Ispat:

(6.5) te y yerine x + y yazilirsa a > 0 ve her x,y € X i¢in;
N(fGBx+y)+flx=y) = fQx+y) = f¥) - 2f (2x) + 2f (x),a) = N'(p1 (x, x +
) a) (6.7)
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elde edilir. (6.7) de y yerine —y alinirsa her x,y € X ve a > 0 i¢in;
N(fBx =)+ flx+y) = fQ2x—y) = ) — 2f(2x) + 2f (x), @) = N (@1 (x, x —
y), Q) (6.8)
elde edilir.Boylece (6.5),(6.7) ve (6.8) den her x,y € X ve a > 0 igin;
N(fBx+y)+ fBx—y)—2f(y) — 6f(2x) + 6f(x),3a)
> min{N (¢1(x,y),a), N'(¢1(x,x + ), @), N (¢1(x, x — ¥),a)} 6.9)
elde edilir. (6.9) da y = 0 yazilarak her x,y € X ve a > 0 i¢in;
N(2f(3x) — 6f(2x) + 6f(x),3a) = min{N (¢,(x,x),a), N (¢;(x,0),a)} (6.10)
olur. (6.9) day = 3x yazilarak her x,y € X ve a > 0 i¢in;
N(f(6x) —2f(3x) — 6f(2x) + 6f(x), 3a)

> min{N (¢, (x, 3x),a), N'(p,(x,4x),a), N (¢, (x, —2x),a)} (6.11)
olur. (6.10) ve fuzzy normun (N3) sartindan her x,y € X ve a > 0 i¢in;
N(=2f(3x) + 6f(2x) — 6f (x),3a) = min{N (p,(x,x),a), N (p,(x,0),a)}  (6.12)
elde edilir. Dolayisiyla (6.11) ve (6.12) den her x,y € X ve a > 0 ig¢in;
N(f(6x) —4f(3x),6a) =
min{N (¢, (x,x),a), N (¢ (x, 3x), @), N (91 (x, 4x), @), N (91 (x, —2x), @), N (¢4 (x, 0), @)}

(6.13)

esitsizligi ¢ikar.(6.13) te her x € X ve a > 0 icin x yerine g yazilirsa;

N(f(2x) — 4f(x), 6a) = N, (x, a) (6.14)
elde edilir. Boylece her x € X ve a > 0 i¢in;

N2 - 10,5 2 N (x,0) (6.15)
elde edilir. (6.15) te x yerine 2™x alinirsa her x € X ve a > 0 igin;
NEETD  p om0, 2 2 Ny (2, 0) 6.16)

elde ed111r.(6.4) kullanilarak her x € X ve a > 0 icin;

2"
NEETD  pam), 2 2 N (%) 6.17)
elde edilir. a yerine a™a alinarak her x € X ve a > 0 igin;

f(2™1x) _ f@"x) 3aa™
gqn+1 qan 2(4™)

N( ) = N; (x,a) (6.18)

oldugu goriiliir.
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(2 x) f( )_ Zn 1f(2 "1x) f(Zix)

4i+1 4t

oldugundan ve (6.18) den her x € X ve a > 0 icin;

N (282 - p, mi 3n) = min Uz N (B2 - 222, 2 > w0

4

(6.19)

ortaya ¢ikar. (6.19) da x yerine 2™x yazilirsa;

f(2ntmy f(2 ) 3aal " "
N( (4n+m ) = Z? 01 2(4_6;3111)) = Nl (me; a) = Nl (x: aim)

ve boylece herx € X vea >0ve m,n=>0 igin'

f@mm) f (me)
N( gn+m Z 2(41 N1 (x,a)
elde edilir.Boylece herx € X vea > 0 ve m,n = 0 igin;
2n+m Zm "
N (4n+mx) -1 (4mx),a) > N | x——— (6.20)

Zn+m 13" 3al

2(41)

sonucu ¢cikar. 0<a <4 ve ‘f:O(Z)i < oldugundan yakinsakligin Cauchy

kriterindenve fuzzy normun (Ns) 6zelliginden {f(i—zx)} dizisinin (Y,N) fuzzy

normlu uzayinda bir Cauchy dizisi oldugu elde edilir. (Z,N) fuzzy Banach uzay:
oldugu i¢in bu dizi bir Q(x) €Y ye yakinsaktir. Boylece Q:X — Y  doniisiimii

Q(x) =N —lim,_,, f(j:x) (her x € X i¢in) ile tamimlanabilir.(6.20) de m=0 alinirsa,

herx € X ve a > 0 i¢in;

f(2 x)

a

N( —f(x),a) = N|x, (6.21)

n-13a
i=0 2(4i)

elde edilir.n — oo iken limit alinirsa ve fuzzy normun (Ng) 0zelligi kullanilirsa

herx € X ve a > 0 i¢in;

N(Q(x) — f(x),a) = Ny (x,
elde edilir.

a(4 a)

)

Simdi Q@ nun ikinci dereceden oldugunu gosterelim.(6.5) te x ve y yerine

sirasiyla 2"x ve 2™y yazilirsa her x,y € X ve a > 0 i¢in;
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@@ ty) f(2r2x-y) f(2"x+y) f(2"x-y) 2f(2"(2%)
( 4]1 47’1 4]1 4]1 47’1

2f(")

,a) = N'(91(2"x, 2"y), 4" a)

elde edilir. limn_mN (¢.(2™x,2™y),4"a) =1 ve Q(0) =0 oldugundan Q:X - Y
doniisiimiiniin ikinci dereceden oldugu sonucu ¢ikar.

simdi Q nun bir tek oldugunu gosterelim.Kabul edelim ki Q: X —» Y (6.6) y1 saglayan
bagka bir ikinci dereceden doniisiim olsun. x € X i sabit alalim, her n € N icin;

Q(2"x) = 4"Q(x) ve Q'(2"x) = 4"Q'(x)

oldugu aciktir.(6.6) dan;

on ’zn
N - Q0 = nEED 2P )

> min {N (Q(Z"x) _f@™) %),N (f(znx) B Q'(2™x) ;)}

47’1 471 47’1 471
> Nln(zn a(4— a)(4 )) > N1( a(41—2a(3154 ))
elde edilir.
. (4-a)(4™) . . . . " (4-a)(4™) o
hmn_,w% =o  oldugu i¢in lim,_, N;(x, %) =1 elde edilir.

Dolayisiyla her x € X ve her a > 0 icin N(Q(x) — Q'(x),a) = 1 olup
Q(x) = Q'(x) elde edilir.O halde Q ikinci dereceden doniisiimii bir tekdir.

Teoremé6.2.3.

@,: X XX - Z fonksiyonu bazi a >4 icin heerX,yE{O,g,%x,_sz,x}

V(o (5y2) 2) 2V (02 ) )

olacak sekilde bir fonksiyon ve her x,y € X ve a > 0 icin;
lim N'(4"@,(27"x,27"y),a) = 1
n—oo

ve a > 0 icin;

olsun. f: X = Y fonksiyonu f(0) = 0 ve her x,y € X ve her a > 0 igin ¢ift fonksiyon

olsun. Bu takdirde;
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N, (x,a)

=min{V (92 (5.5).0) N (02 (5.20.0) N 02 (5,50, 0) Nz (5, 50.0) N (02 (5., 0.0)]

olmak iizere her x € X ve a > 0 icin;

NQ() — f(x),a) = Ny (x,

sartin1 saglayan bir tek Q:X — Y ikinci dereceden doniisiimii vardir.

a(a 4)

Ispat: Teorem 6.2.2 de ki benzer ispat teknikleri kullanilarak (6.14) elde edilir.

(6.14) te x yerine yazilirsa;

2n+1

NGf ) — f (3),6@) = Ny Gy, @)

ve dolayisiyla her x € X ve a > 0 i¢in;

N (o) — 47f (5), 6(4Ma) = Ny (g, @) (6.22)

elde edilir.Buradan her x €e X,n =2 0,m = 0 ve a > 0 i¢in;

N f () — 47 f (), @) = Ny (x,

—-) (6.23)
sre(s)
cikar. Boylece {4" f (zin)} dizisi (Z,N) fuzzy Banach uzayinda bir Cauchy
dizisidir. Dolayisiyla;
X
— N — lim 4" f(—

Q@) = N — lim 47f ()

ile tanimlanan Q: X — Y fonksiyonu vardir.(6.23) de m = 0 alinirsa

her x € X ve a > 0 icin;

N(Q) — f(x),a) = N, (x,
elde edilir.

a(4 a)

Q nun ikinci dereceden ve tek oldugu Teorem 6.2.2 dekine benzer sekilde gosterilir.

Teorem 6.2.4.

@3: X XX —>Z fonksiyonu O0<a<2 ve heerX,yE{O,g,%x,Zx}

ve a > 0 icin;

N (903 (Z(E),Zy)) >N’ (afpg (E)y)) (6.24)

52



olacak sekilde bir fonksiyon ve her x,y € X ve a > 0 icin;
lim N'(p3(2™x,2"y),2"a) = 1
olsun. Ayrica f: X —» Y fonksiyonu her x,y € X ve her a > 0 i¢in (6.5) i saglayan bir
tek fonksiyon olsun. Bu takdirde;
N3 (x, a)

= min N (920, N (93 (55). @) N (0 (5, 200,0), N (03 (5.5 )}

olmak iizere her x € X icin,

a(2-a)

N(A(x) — f(x),a) = N5(x, ) (6.25)

saglanacak sekilde bir tek A: X — Y toplamsal doniisiimii vardir.

Ispat: (6.5) de y yerine x yazilirsa her x € X ve a > 0 icin;

N(f(3x) — 3f(2x) + 3f(x),a) = N'(¢3(x,x),a) (6.26)
elde edilir. Yine (6.5) de y yerine 3x yazilirsa her x € X ve a > 0 i¢in;
N(f(5x) = f(4x) — f(2x) + f(x), @) = N (93(x, 3%), ) (6.27)

elde edilir. Ayrica (6.5) de y yerine 4x yazilirsa her x € X ve a > 0 igin;

N(f(6x) — f(5x) + f(3x) — 3f(2x) + 2f (x),a) = N'(p3(x,4x),a) (6.28)
elde edilir. (6.26), (6.27) ve (6.28) den her x € X ve a > 0 igin;

N(f(6x) — f(4x) — f(2x),3a) =
min{N (@3 (x, x),a), N (p3(x,3x),a), N (¢3(x,4x),a)} (6.29)

cikar. (6.29) de x yerine g yazilirsa her x € X ve a > 0 i¢in;
N(f(B3x) = f(2x) — f(x),3a) =
. ’ X X ' X ' X 3x
min {0 (s (2.2).0) 0 (s (20).0). (0 £.2).0) 0
elde edilir. (6.26) ve (6.30) dan her x € X ve a > 0 i¢in;
NEE — £(x),2a) = N3 (x,a) (6.31)
cikar. (6.31) de x yerine 2"x yazilirsa her x € X ve a > 0 igin;
f(2n+1x) n " n
N(T — f(2™x),2a) = N3(x,a)(2™x, a) (6.32)
elde edilir.(6.24) kullanilarak her x € X ve a > 0 i¢in;
n+1 '
N - pn, 2a) 2 Ny ) (633)

elde edilir.a yerine a™a alinarak her x € X ve a > 0 icin;
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f(2™x)  fE™ x) 2aa™
21‘L+1 2n

N( “) = Ny (x, @) (6.34)

oldugu goriiliir.

n n—-1 21+1 A
L e micL

oldugundan ve (6.34) den her x € X ve a > 0 i¢in;

NEZD _ pe, 30 1zaa) > min Ui {N (f(zf” x) _[(2) 2aa! )} > N, (x,a)(6.35)

2U+1 Zl 2
olur. (6.35) te x yerine 2™x yazilirsa;

f@mx)  f (me) Z" '2a

2n+m 21+m

N(

) = N3(2mx a) = N3(x _)

ve boylece her x € X ve a > 0 ve m,n=> 0 i¢in;

f(2mtmy) f(me) n+m-12q
N( on+m Z _) = N3(x a)
elde edilir.Boylece her x € X ve a > 0 ve m,n=> 0 icin;
f(2m+m f(2™Mx) "
N( (2n+mx) - me ,a) = N3 (x:m) (6.36)

i=m 0
oldugu cikar. . 0<a <2 ve ‘fzo(g)i < oldugu icin Cauchy yakinsaklik
. .. - f(2™x) C e
kriterinden ve fuzzy normun (Ns) 6zelliginden (Y,N) de {z_n} dizisi bir

Cauchy dizisidir. (Z,N)  bir fuzzy Banach uzay: oldugu icin bu dizi A(x) €Y ye

yakinsaktir.

Dolayisiyla her x € X igin A:X - Y doniisimiit  A(x) = N —lim ! i:x) ile
tanimlanabilir. (6.36) da m = 0 alinirsa;

NEE2 - Fo0,@) = N —) (6.37)

2057
elde edilir.n — oo iken limit alinirsa fuzzy normun (Ns) 6zelligi kullanilarak her x € X
ve a > 0 igin;
N(A(x) = f(x),a) = N3'(x, a)
sonucu elde edilir.
Simdi A nin toplamsal oldugunu gosterelim.
(6.5) de x ve y yerine sirasiyla 2"x ve 2™y yazilirsa herx,y € X ve a > 0

icin;
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@@ ty) f(2"2x-y) f(2"x+y) f(2"x-y) 2f(2"(2%)
( 2n 2n 2n 2n 2n
2f( 2"x)

,a) = N'(93(2"x,2"y), 2"a)

elde edilir.
Tlll—l;rolo N'(4"p5(2"x,2™y),2™a) = 1
oldugu i¢in A: X = Y doniisiimiiniin toplamsal oldugu elde edilir.
A’nin tekligini gostermek i¢in kabul edelim ki A": X - Y doniisimii (6.25) i

saglayan diger bir toplamsal doniisiim olsun. x € X 1 sabit,her n € N icin;

A(2"x) = 2™"A(x) ve A'(2"x) = 2"A'(x)
oldugu aciktir.(6.25) den, her x € X ve her a > 0 icin;

A(Z"x) A’(an)

N(A(x) —A'(x),a) = N(

on
(A2 12) (120t )
> Ny (2", ) = Ny (D)
olur.
limnﬁm% =00  oldugu igin lim,_ . N3 (x, (zn)saa#) =1 elde

edilir.Dolayisiyla her x € X ve her a > 0 i¢in N(A(x) — A'(x),a) = 1olup A(x) =
A’ (x) elde edilir.O halde A tekdir.

Teorem 6.2.5.

@4: X X X = Z fonksiyonu bazi @ > 2 ler i¢in ve herx € X,y € {x,g,%x,Zx}
ve a > 0 icin;
W (0 (550%).0) 28 (94(5)5). )
olacak sekilde bir fonksiyon ve her x,y € X ve a > 0 icin;
Tlll_{go N'(2"p,(27"x,27"y),a) = 1
olsun.Ayrica f: X = Y fonksiyonu her x,y € X ve her a > 0 icin (6.5) i saglayan bir
tek fonksiyon olsun.Bu takdirde;
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N,/ (x,a)

= min [N/ (042, ), N (04 (5., 3),0) N (01 (5, 200,0), V' (s (5, 5.

olmak iizere her x € X ve hera > 0 icin;

)

olacak sekilde bir tek A: X — Y toplamsal doniisiimii vardir.

a(a-2)

NA) - f),a) 2 Ny (x, 2%

Ispat: Teorem 6.2.4 de ki benzer ispat teknikleri kullanilarak (6.31) elde edilir.

X
2n+1

(6.31)de xile rolleri degistirilirse;

X X

NFE - 2f (5m), @) = Ny o @)

ve boylece her x € X ve a > 0 icin;

X X

NG — 2 (3), 2@) = Ny (g, @)

elde edilir.Buradan her x € X,n > 0,m = 0 ve a > 0 i¢in;

X

N@™f(Z) = 2 f (), @) 2 Ny,

a

) (6.38)

TR
oldugu ¢ikar.Boylece (Z,N) fuzzy Banach uzayinda {2” f (zin)} dizisinin bir
Cauchy dizisi oldugu sonucuna varilir.Dolayisiyla;
x
— N — lim 27 f(—

AG) = N = lim 2"f(57)
ile taniml1 bir A: X — Y fonksiyonu vardir.(6.38) de m = 0 alinirsa
her x € X ve a > 0 igin;
N(A(x) — f(x),a) =2 Ny/(x, @)
elde edilir.

A nin ikinci dereceden ve tek oldugu Teorem 6.2.3 dekine benzer sekilde

gosterilebilir.
Teorem6.2.6.
p:XXX—>Z fonksiyonu bazi 0<a<2 ve
4x -2 3 -
herx € X,y € B {O,x,g,?x,Tx,g,g, Zx} ve a > 0 icin;
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¥ (0(2C29).0) 2 ¥ (a0 (0).0)

olacak sekilde bir fonksiyon olsun. f: X — Y fonksiyonu f(0) = 0 olmak iizere ve her
x,y € X ve a > 0 i¢in (6.5) sartinm1 saglayan bir fonksiyon olsun.
Bu takdirde (6.3) ii ve her x € X ve her a > 0 icin;

N(Q(x)—A(x) — f(x),a) = N"(x,a) (6.39)
u saglayan bir tek Q:X — Y ikinci dereceden doniisiimii ve bir tek A: X — Y toplamsal

doniisiimii vardir. Burada;

N"(x, @) = min {N{'(x'w a(z——a))}

a NII
1z N
ile tanimlanmigtir. Ayrica N;'ve N3’ ise Teorem6.2.1 ve Teorem6.2.4 deki gibi

tanimlidirlar.

Ispat:

Her x € X i¢in f,(x) =

w olsun. Bu takdirde f,(0) =0 f,(—x) = f.(x) ve

her x,y € X ve a > 0 icin;

N(fe@x+y)+ fe(2x —y) — fe(x + y) — fe(x —y) — 2fc(2x) + 2f.(x), a)
= NGIfQx+y) + fQx —y) = f(x +¥) — f(x — ) — 2f (2x) + 2f (x)]
S If(-20 =) + f(-20 +y) = f(=x —y) = f(=x +y) = 2f (=22) + 2f (=2)])
= N([f2x +y) + fx — y) = f(x +¥) — f(x — ) — 2f (2x) + 2f ()]
Hf(2x =)+ f(=2x+y) - f(=x—y) — f(—=x + y) — 2f (=2x) + 2f (—x)], 2a)

= min{N'(¢(x,y),a), N'(¢(=x, —y),a)} (6.40)
olur.Boylece her x € X ve her a > 0 i¢in;

NQ®) — fe(x),a) = Ny'(x,

1 saglayan bir tek ikinci dereceden Q: X — Y fonksiyonu vardir. Her x € X i¢in;

a(4—a)
6

) (6.41)

folx) = w olsun. Bu takdirde f,(x) =0, fo(—x) = —fo(x) ve herx,y € X
ve a > 0 igin;
N(fo(2x +y) + fo(2x —y) = folx +y) = folx —¥) — 2fo(2x) + 24 (x), @)
= min{N'(¢(x,y),a), N'(¢(~x,~y), a)}

olur. Teorem6.2.4 den her x € X ve her a > 0 icin;

N(A(x) = fo(x), @) = Ny (x, 2222

) (6.42)

yi saglayan bir tek toplumsal A:X — Y fonksiyonu vardir.Boylece(6.39) , (6.41) ve

(6.42) den elde edilir ve ispat tamamlanir.
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