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OZET

TRANSPORT OLAYININ iSTATISTIKSEL MEKANIK
YONTEMLERLE INCELENMESI

SIRIN, Hiiseyin

Doktora Tezi, Fizik Anabilim Dal1
Tez Yéneticisi: Prof. Dr. Fevzi BUYUKKILIC
Ocak 2011, 69 sayfa

Kompleks sistemlerdeki difiizyon olgusunu incelemek igin standart
yaklagimlar yeterli olmamaktadir. Bu amag ile, standart matematigin aciklamakta
yetersiz kaldig1 kompleks sistemler i¢indeki normal olmayan difiizyon olgusunu
aydinlatmak i¢in, hesaplamalarda kesirsel matematik kullanilmaktadir. Kinetik
denklemin ve benzeri olan difiizyon denkleminin ¢oziimiiniin standart
davraniglardan sapmasi, kesirsel matematik ve nonekstensif fizik cercevesinde
yapilan caligmalarla ortaya konmaktadir. Ancak kesirsel matematikteki o -tiirev
mertebesinin  ve nonekstensif fizikteki g-entropi indisinin fiziksel orijini bilim
¢evrelerince merak konusudur. Bu tezde kesirsel matematik ve nonekstensif fizik
cercevesinde yapilan diflizyon denkleminin ¢éziimleri bir model problem olarak
gozden gecirilmektedir. Difiizyon denklemi kiimiilatif kiicilmeler/biiytimeler

metodu ile ¢oziilerek o ve  parametrelerinin fiziksel dogasi, uzayin fraktallig

ve bellek etkisi ile aciklanmaktadir. Dagilim fonksiyonlarindaki standart
davraniglardan sapmalarin matematiksel temelinin kesirsel matematikle, fiziksel
mekanizmasinin ise kiimiilatif kiicilmeler/biiyiimeler metodu ile ortaya

konabilecegi vurgulanmaktadir.

Anahtar Sozciikler: Riemann-Liouville kesirsel integrali, Caputo kesirsel
tirevi, Mittag-Leffler fonksiyonu, Kesirsel Kinetik Denklem, Kiimiilatif

Kii¢iilmeler/Biiylimeler Metodu.
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ABSTRACT

INVESTIGATION OF TRANSPORT PHENOMENA BY USING

STATISTICAL MECHANICS METHODS

SIRIN, Hiiseyin

Ph.D. Thesis in Department of Physics
Supervisor: Prof. Dr. Fevzi BUYUKKILIC
January 2011, 69 pages

Traditional mathematical approaches are not adequate to examine diffusion
phenomena in complex systems. With this aim, in order to enlighten the
anomalous diffusion phenomena in complex sytems which can not be explained
by traditional mathematics, fractional calculus is used in calculations. The
deviations from standard behaviors of the solutions for the kinetic equation and
the analogous diffusion equation are put forward by investigations which are
carried out in the frame of fractional mathematics and nonextensive physics. On
the other hand, the physical origins of the order of derivative namely « in
fractional mathematics and the entropy index q in nonextensive physics are
existing as a topic of interest in scientific media. In this thesis, the solutions of the
diffusion equation which have been obtained in the framework of fractional
mathematics and nonextensive physics are revised. The diffusion equation is
solved by the cumulative diminuation/growth method and physical nature of the
parameters « and q are enlightened in connection with fractality of space and the
memory effect. It has been emphasized that the mathematical basis of deviations
from standard behavior in the distribution functions could be established by
fractional mathematics where as the physical mechanism could be revealed using

the cumulative diminuation/growth method.

Keywords: Riemann-Liouville fractional integral, Caputo fractional
derivative, Mittag-Leffler function, Fractional Kinetic Equation, Cumulative
Diminuation/Growth Method.
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1. GIRiS

Transport olayr zaman i¢indeki termodinamik degiskenlerin degisimi ve
parcaciklarin hareketi veya akisi ile iligskilendirilmektedir. Transport olay1 genel
olarak, momentum, enerji, 1s1 ve kiitle transferini icermektedir. Kiitle, enerji,
momentum, 1s1 transportu sadece bir kuvvet uygulandig1 zaman ele alinmaktadir.
Tasima islemi genellikle birim zaman veya alan basina taginan kiitle, enerji,
momentum, sicaklik, yiikk miktar1 ve verilen bir aki “J” ile temsil edilmektedir.
Tasima miktar1 uygulanan kuvvet ile dogru orantilidir ve fenamolojik lineer bir

denklem ile agiklanabilmektedir:

3-_pd%
dx

Burada, transport isleminin dogrultusu, X dogrultusudur. Kuvvet, transport
yoniine paralel olan X ekseni boyunca X’in gradyenti olarak agiklanabilir.
Transport igslemi her zaman yiiksek konsantrasyon, sicaklik, hiz v.b. durumundan
alcak konsantrasyon, sicaklik, hiz v.b. durumuna dogru olacaktir. A niceligi ise

transport isleminin farkli ¢esitleri i¢in fiziksel terimlerle iliskili olan bir sabittir.

Transport islemlerinin bazi ¢esitleri olarak, (1) Kiitle transportu — difiizyon,
(2) Enerji transportu — termal iletkenlik, (3) Momentum transportu — viskozite, (4)
Elektrik transportu — iletkenlik sayilabilir.Bu tez calismasinda kiitle transportu
yani difiizyon olgusu ele alinmaktadir. Difiizyon olgusu rasgele hareket eden

parcaciklarin istatistigini anlamak icin gerekli olmaktadir.

Gergcege yakin tasvir edilebilen fiziksel sistemlerde veya kompleks
sistemlerde diflizyon olgusunu incelemek i¢in ise standart matematik yeterli
olmamaktadir. Fiziksel siirecler korunumlu olmayan ve soniimlii yapiya sahiptir.
Fiziksel sistemler bazi dis ve i¢ etkenlerden dolay1 belli kayiplar gostermektedir.
Bu kayiplart standart denklemler ile tasvir etmek yerine kesikli yada kesirsel
denklemlerle tasvir etmek daha dogrudur. Kesikli veya kesirsel denklemler

fiziksel siireclerin ger¢ege yakin tasvirinde biiylik 6nem arz etmektedir. Bu
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nedenle bir¢ok fiziksel olayin tasvirinde karsimiza ¢ikan standart Fokker-Planck
denklemi, difiizyon denklemi, kinetik denklemlerin yerine bu denklemleri de
genelleyecek alternatif yaklasimlar yapilmasi gerekmektedir. Ayrica standart
matematik ile fiziksel siiregler incelendiginde bellek etkileri ve uzayin fraktallig
ithmal edilmektedir. Uzayin yada zamanin fraktal oldugu durumlarda standart
tiirev ve integraller yerine kesirsel yada kesikli tiirev yada integralleri kullanmak
sistemin tasviri agisindan daha dogru olmaktadir. Boylelikle elde olunan sonuglar
standart sonuclardan farkli olmakla birlikte belli 6zel durumlarda standart
sonuclart genellemekte ve kayiplardan yada sistemin bulundugu ortamin

fraktalligindan meydana gelen etkileri incelemede yararli olmaktadir.

Fiziksel bir siireci kesirsel matematik ile incelemek icin standart tiirev

operatorleri yerine kesirsel tlirev operatorleri kullanilmaktadir:

d d“

—> .
dt  dt“

Peki, boyle bir doniigiimiin gecerli bir fiziksel dayanagi var midir? Newton,
zaman olgusunun mutlak ve homojen oldugunu varsaymistir. Bagka bir deyisle,
bu kabule gore zaman, kendi dogas1 geregi disaridan herhangi bir etkenle iliski
kurmayarak degismeden dengeli ve esit miktarda akmaktadir. Zaman kavrami
izerine Newton’un yaptig1 bu kabul, Einstein’in 6zel ve genel gorecelilik teorileri
lizerine yaptig1 ¢alismalara kadar genel kabul gormiistiir. Ciink{i Newton dinamik
yasalarmin gelisimi ve mekanik problemlerine uygulanabilirligi boyle bir kabulii
gerekli kilmaktadir. Ancak, i¢inde yasadigimiz uzay Newton yasalarinin fiziksel
olaylar1 aciklamada yeterli oldugu salt oklidyen bir uzay degildir. Icinde
yasadigimiz evren statik bir yapiya sahip olmayip biiyiik patlama teorisine gore
stirekli genislemektedir. Bu nedenle, evren siirekli genisledigi i¢in bu evrenin bir
parcasi olan uzay ve zaman kavramlar1 da degismektedir (Podlubny, 1999; Hilfer,

2000).

Podlubny, zaman 6l¢eginin homojen ve statik olmayip siirekli degistigini
yani dinamik oldugunu gdz Oniine alarak kesirsel integral ve tiirev islemcilerine

uygun fiziksel yorumlar getirdi. Bunun icin, Riemann-Liouville kesirsel
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integralini basit bir matematiksel manipiilasyon yardimiyla Stieltjes integrali
formunda yazdi ve geometrik bir yaklasimla homojen zaman (matematik zaman)
Olcegi ile homojen olmayan zaman (fizik-kozmik zaman) 6lgegi arasinda bir iliski
ortaya koydu. Boylece kozmik zaman 6l¢egindeki degismenin, mutlak (homojen)
zaman Olgegine ve «a kesirsel tiirev mertebesine bagli oldugunu gosterdi
(Podlubny, 1999). Podlubny’ in yaptig1 bu yorumlara ek olarak Hilfer, t >0 ve
0<a <1 olmak lizere, zamana gore kesirsel tiirev islemcilerinin, homojen
olmayan kozmik zamanin (fizik zamanin) sonsuz kiiciik ireticileri olarak islev
gordiigiinii matematiksel olarak gosterdi. Bu baglamda, dogada tersinir olarak
kabul edilen siireclerin aslinda tersinir olmayan dogaya sahip olduklarini ve
tersinirlik olgusunun sadece bir ideallestirme oldugu sonucunu c¢ikardi (Hilfer,

2000).

Sonug olarak denilebilir ki, homojen olmayan uzay-zaman ig¢indeki bir
sistemin, tersinir olmayan dogasini da ic¢ine alacak sekilde gergek dinamiksel
davranis1 ancak kesirsel tiirevler kullanilarak tanimlanabilir. Standart tiirevlerin
kullanildig1 6klidyen yaklasim ise, uzayin statik ve zamanm homojen oldugu

kabuliine dayanmakta ve gercek sistemlere sadece bir ideallestirmedir.

Tez caligmasimin girisi takip eden ikinci boliimde, bu tez c¢alismasi
kapsaminda kullanilan kesirsel matematik gercevesinde, kesirsel integral ve tiirev
islemcileri kisaca tamtilmaktadir. Uciincii boliimde, normal olmayan difiizyon
olgusu, kesirsel difiizyon denklemi ve Fokker-Planck denklemi hakkinda bilgiler
verilmektedir Dordiincli boliimde, difiizyon denkleminin bir benzeri olan kinetik
denklem, hem kesirsel matematik hemde kiimiilatif kii¢ciilmeler/biiytimeler metodu
ile incelenmekte ve sonuglart agiklanmaktadir. Besinci ve son boliimde ise, tez

calismasi kapsaminda ortaya ¢ikan sonuglar irdelenmektedir.



2. KESIRSEL MERTEBELI INTEGRAL VE DiFERANSIYEL
DENKLEMLER

Bu boliimde, kesirsel matematik g¢ergevesinde kullanilan lineer formdaki
kesirsel integral ve tlirev islemcileri tanitilmaktadir. Bu kesirsel islemcilerin fizik
ve diger uygulamali bilim dallarinda kullanilabilir olmasini saglayan Laplace
integral doniisiim teknigi tizerinde durulmaktadir. Bu teknik kullanilarak, kesirsel
mertebeli lineer integral ve diferansiyel denklemlerin ¢ozlimleri analitik olarak
elde edilmektedir. Mittag-Leffler fonksiyonunun bu ¢oziimler iizerindeki temel
rolii tartisilmaktadir. Bu baglamda, (a) Laplace integral doniisiimiiniin temel
formiilleri kullanilarak kesirsel matematigin ana unsurlari, (b) birinci ve ikinci tiir
Abel integral denklemleri ve (c) rolaksasyon ve osilasyon tipindeki kesirsel

diferansiyel denklemler ele alinmaktadir.

2.1.Kesirsel Matematige Genel Bir Bakis

Kesirsel matematigin ge¢misi Leibniz’ e (1695) kadar uzanmaktadir. 18.
ylizyilda, Euler (1730) ve Lagrange’ i (1772) katkilarindan sonra bu konu
lizerine en erken sistematik calismalar, 19. yilizyilda, Lacroix (1819), Liouville
(1832), Riemann (1853), Holmgren (1864), Griinwald (1867) ve Krug (1890)
tarafindan yapilmistir. Bunlara paralel olarak, ayni tarihlerde bir¢ok uygulama da
yapilmigtir. Bu uygulamalara, Abel (1823) tarafindan c¢alisilan eszaman
(tautochrone) problemi ve Heaviside (1920) tarafindan calisilan elektromanyetik

teorinin bazi problemleri 6rnek gosterilebilir (Oldham and Spanier, 1974).

Kesirsel matematik, tamsayr mertebeli tlirev ve integral islemcilerinin
kesirsel mertebeli olarak genellestirilmesi ve uygulamalariyla ilgili matematigin
bir dalidir (Oldham and Spanier, 1974; Miller and Ross, 1993; Podlubny, 1999).
Boyle bir genellestirme, asil onemini fizik ve miihendisligin bir¢ok dalindaki
uygulamalarinda gostermektedir. Fiziksel sistemleri incelemek i¢in kullanilan
birgok diferansiyel denklem, tlirev mertebeleri kesirsel olacak sekilde
genellestirilmektedir. Boylece, standart matematiksel yaklagimlarin agiklamada

yetersiz kaldigi fiziksel sliregler matematiksel bir teoriye dayandirilabilmektedir
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(Hilfer, 2000; Tarasov, 2005a; 2005b; 2005c; 2005d). Giiniimiizde, kesirsel
matematik, kompleks sistemler i¢in fenomolojik teorilere uygulanmaktadir
(Metzler and Klafter, 2000; Sokolov et al., 2002). Kesirsel matematik ayni
zamanda, dogal sistemlerin kuvvet yasasi formundaki davranislari ile bu formdan
sapma gosterdikleri davraniglar1 arasindaki iligskiyi ortaya koyan 1iyi bir

matematiksel aragtir (Saxena et al., 2002, 2004; Mathai et al., 2006).

Literatiirde, birbirine denk olmasi gerekmeyen ve farkli amaglar icin
kullanilan bir¢ok kesirsel tiirev ve integral tanimi1 mevcuttur. Bunlardan en yaygin
kullanilanlari, Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville, Weyl ve Caputo
tanimlaridir. Griinwald-Letnikov tanimi niimerik hesaplamalar i¢in, diger tanimlar
ise analitik hesaplamalar i¢in daha uygundur. Genel olarak, Riemann-Liouville
tanim1  matematikgiler tarafindan, Caputo tanimi ise fizikgiler tarafindan
kullanilmaktadir. Bu ayrimin olugsmasima iki faktdor neden olmaktadir: (i) Bir
sabitin Riemann-Liouville kesirsel tiirevi sifirdan farklidir ancak Caputo kesirsel
tiirevi sifirdir, (ii) Riemann-Liouville kesirsel tiirevi kullanilarak ele alinan
problemlerin baslangi¢ kosullar1 genelde fiziksel olarak anlamli degildir, Caputo
kesirsel tirevi kullanildiginda ise, fiziksel olarak kabul edilebilir baslangig
kosullar1 kullanilmaktadir (Podlubny, 1999).

2.1.1. Kesirsel integral

Riemann-Liouville yaklagimina gore, kesirsel tiirev mertebesi > 0 olmak
tizere, kesirsel integral gosterimi, bir f(t) fonksiyonunun n katli integralini tek

katli bir integrale doniistiiren

1) = j(t_r)n-lf(f)df, £50, neN .
(

formiiliiniin dogal bir sonucudur, burada n pozitif bir tamsayr olmak {iizere
g(t)zt”"l/ (n—l)! ile tanimlanmaktadir. (2.1) formiiliinde pozitif n tamsayi

degerleri yerine, gama fonksiyonu kullanilarak herhangi pozitif reel bir say1
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alinabilir. Boylece, bir fonksiyonun o mertebeden Riemann-Liouville kesirsel

integrali

a —

t
j dr, t>0, aeR" (2.2)
0

)=—L [
I(a)

formiilii ile verilmektedir, F(a) gama fonksiyonudur. (Podlubny, 1999; Carpinteri
and Mainardi, 1997).

Riemann-Liouville kesirsel integral islemcisinin bazi temel oOzellikleri

sOyledir:
i. @ =0 igin birim islemci gibi etkimektedir, J°f (t)= f(t).
ii. a,f >0 olmakiizere, J“J” = J*'/ bilesim kurali saglanmaktadir.
iii. J*J” =J7J)“ komiitasyon &zelligi gegerlidir.

iv. y>-1 olmak {izere, kuvvet formundaki fonksiyonlara etkisi

Ja = (F(;/ + 1)/ F(;/ +1+ a))t7 " formiili ile tanimlanmaktadr.

v.  Riemann-Liouville kesirsel integrali, ¢,(t) ve f(t) fonksiyonlarmm
Laplace konviilasyonu olarak ifade edilebilir, J“f (t) =4, (t) * f (t)
Burada ¢, (t)=t“"/I'(e) genellestirilmis fonksiyonu R* bolgesinde

integrallenebilir bir fonksiyondur. Genellestirilmis fonksiyon icin

@, (t)* 4, (t)=g,.,(t) bilesim kurah gegerlidir.

vi.  Kesirsel integralin Laplace doniisiimii L{J “ f(t)}= F(s)/s* ile

verilmektedir, burada s, Laplace doniisiim parametresidir.

Kesirsel integral islemcisinin (2.2) taniminda alt limit —oo alinirsa, Weyl

kesirsel integral tanimi elde edilir. Weyl kesirsel integral islemcisi, etkidigi
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fonksiyonun periyodikligini degistirmediginden, 6zellikle periyodik fonksiyonlar

icin ¢ok kullanighdir (Podlubny, 1999).

2.1.2. Riemann-Liouville kesirsel tiirevi

Riemann-Liouville kesirsel tiirevi
D f(t)=D™I"*f(t) (2.3)

formiilii ile tanimlanmaktadir. Burada m, kesirsel tiirev mertebesi « ’dan biiyiik

olan en kiiciik tamsayidir m—-1<a<m. Ozel bir durum olarak, a=m
oldugunda, kesirsel tiirev standart tiireve dontismektedir d™ f /dt™. (2.2) tanimu

kullanilirsa, Riemann-Liouville kesirsel tiirevi daha agik olarak yazilabilir,

m

RLD .I:
=1

)t f dr}. (2.4)

o'——.'—'

Riemann-Liouville kesirsel tiirev islemcisinin 6nemli bazi 6zellikleri
asagida verilmektedir (Oldham and Spanier, 1974; Miller and Ross, 1993;
Carpinteri and Mainardi, 1997; Podlubny, 1999):

i.  a =0 igin birim islemci 6zelligi gdstermektedir, D* =J° =1 .

ii.  Riemann-Liouville kesirsel tiirev ve integral islemcileri birbiriyle komiit

degildir, (D3%=1,3°D“ #1). Burada,
25D H(0)= 103 1]
o K!
iii.  y > -1 olmak iizere, Riemann-Liouville kesirsel tiirev islemcisinin kuvvet

formundaki fonksiyonlara etkisi [ Dft” =T(y +1)t7“/T(y +1-a)

ifadesi ile verilmektedir.
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iv. aeN ise, f(t)=1 sabit fonksiyonunun Riemann-Liouville kesirsel

tiirevi sifira esit degildir, "D 1=t /T(1-a).

Kesirsel tlirev i¢cin bazi iligkilere ihtiya¢g duyulmasina ragmen, kesirsel

integrasyon tamamen gelistirilmis bir teoridir. f <0Oyadaaf >0 olmak iizere,

kesirsel tlirev ve integraller genel olarak asagida verilen bilesim kuralina

uymaktadirlar:
DD/ F())=,D 7 £(0). 2.5)

2.1.3.Caputo Kkesirsel tiirevi

Kesirsel tlirevin diger alternatif bir tanimi, 6zellikle fizikteki uygulamalarda

siklikla kullanilan Caputo kesirsel tiirevidir ve & > 0 olmak iizere,
°Df(t)=3"“D"f(t) (2.6)

ile tanimlanmaktadir. Burada m, kesirsel tlirev mertebesi « ’dan biiyiik olan en
kiigiik tamsayidir ve Riemann-Liouville kesirsel tiirev taniminda oldugu gibi
o =m icin tamsayr mertebeli standart tiirevlere doniilmektedir. (2.2) formiilii

kullanilirsa, Caputo kesirsel tiirevi daha agik bir sekilde asagidaki gibi yazilabilir:

t—2)" " tM(r)dz, (m-1<a <m). (2.7

0
iS4
—
—
N—
Il
—_
o —_—

Burada f (m)(z') tiirevinin integrallenebilir bir fonksiyon olmasi1 gerekir.

Riemann-Liouville ve Caputo kesirsel tiirev tanimlart birbirine denk
degildir, D"J™“ f(t)= J™“D™f(t). iki tiirev tamim1 ancak f(t) fonksiyonunun
ve ilk m—1 tirevinin t =0 degerinde sifir olmasi ile birbirine denk olabilir.

Riemann-Liouville ve Caputo kesirsel tirevleri arasinda asagidaki iligki

mevcuttur:



DI f(t)=SDf f(t)+

—)[f ©)., - 2.8)

Riemann-Liouville kesirsel tiirevi i¢in yukarida verilen (iii) 6zelligi kullanilarak,

(2.8) esitligi sadelestirilebilir,
RL S t Cne
RLDy ZF[ 1), |[=SDfF (). (2.9)
k=0

Bu ifadeden, Caputo kesirsel tiirev islemcisinin etkidigi fonksiyonun ve tamsay1
mertebeden tiirevlerinin baslangi¢ degerlerini icerdigi anlagilmaktadir. Son ifade
incelendiginde, bir sabitin Caputo kesirsel tlirevinin Riemann-Liouville kesirsel

tiirevinden farkli olarak sifir oldugu sonucuna varilmaktadir, {D/1=0. Bu

nedenle, fizikteki uygulamalarda genelde Caputo kesirsel tlirev tanimi
kullanilmaktadir (Miller and Ross, 1993; Carpinteri and Mainardi, 1997,
Podlubny, 1999).

Literatiirde, (2.4) ve (2.7) formiilleri ile verilen kesirsel tiirev tanimlari,
sirastyla sol Riemann-Liouville ve sol Caputo tlirevleri olarak bilinmektedir.
Bunlarin yani sira, bazi problemlerde, sa§ Riemann-Liouville ve sag Caputo
kesirsel tiirev tanimlarinin da kullanilmas1 gerekmektedir. Ornegin, kesirsel kismi
integrasyon bagmtisinin kullanildig1 kesirsel varyasyonlar hesab1 problemlerinde,
sag kesirsel tiirevler dogal olarak hesaplamalarda ortaya ¢ikmaktadir (Riewe,
1996, 1997; Muslih and Baleanu, 2005; Rabei et al., 2007). Sag Riemann-
Liouville ve sag Caputo kesirsel tlirevleri asagida verilen formiillerle

tanimlanmaktadir:

R Dgf(t):;(_ijmi(f_t)m-a* f(r)dz, (2.10)

r(m-a)l dt) !

D £ t) = ;f(f_t)m-a*[_i]m f(Ode. @)
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Eger t bir zaman 0lgegi ise, f(t) fonksiyonu zamanla gelisen bir dinamik siireci
tammlar. t suandaki zaman olmak iizere, f(z) durumu, 7 <t igin fiziksel siirecin
gecmisine, 7 >t icin ise gelecegine aittir. Bu bakis agisindan, sol kesirsel tlirevler
fiziksel siirecin ge¢misteki durumuna, sag kesirsel tiirevler ise gelecekteki
durumuna etki eden islemcilerdir. Fiziksel nedensellik ilkesi geregi, 7 =a aninda
baslayan bir fiziksel siirecin mevcut durumu f(t), tim gecmis f () durumlarina

baglhidir. Ancak, bir fiziksel siirecin mevcut durumu gelecekteki gelisiminin
sonuglarina baglh olmadigindan, hesaplamalarda sag kesirsel tiirevler genellikle
ithmal edilmektedir. Diger taraftan, matematik bakis agisina gore, kesirsel
diferansiyel denklemler i¢in sinir deger problemlerinin teorisi, ancak sol ve sag

kesirsel tlirevlerinin beraber kullanimiyla gelistirilebilir (Podlubny, 1999).

2.1.4.Griinwald-Letnikov diferintegrali

Griinwald-Letnikov  diferintegral tanimi, siradan (tamsayr olmayan)
mertebeli tiirev ve integral islemcilerini tek bir formiil altinda birlestiren ve
uygulandigi fonksiyonlar iizerine en az smirlandirma getiren bir tanimdir. Bu

tamima gore, f:IR — IR olmak iizere, bir fonksiyonun « mertebeden

diferintegrali

I T

ile verilmektedir, «,aelR. (2.12) formiilii, tamsayr mertebeden tiirevleri

tanimlamak i¢in kullanilan

d"f L
g ‘BE%AI (-1 (j (t—mAt) (2.13)

formiiliiniin tiirev mertebeleri kesirsel olacak sekilde genellestirilmis bir
formudur, burada tiirev mertebesi n, bir tamsayidir. (2.12) formiiliinden, o >0
icin bir fonksiyonun kesirsel tiirevi, a <0 i¢in ise kesirsel integrali

tanimlanmaktadir.
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Griinwald-Letnikov diferintegralinin en biiylik avantaji, bir fonksiyonun
tiirevlerine veya integrallerine gerek kalmadan, fonksiyonun sadece kendisinin
aldig1 degerler ile kesirsel tiirev yada integralinin hesaplanabilmesidir. Bu
avantaja ragmen, basit fonksiyonlar hari¢ pratikteki uygulamalari oldukga
sinirlidir, genelde niimerik hesaplamalarda kullanilmaktadir. (2.12) tanimindan,
bir fonksiyonun kesirsel tiirevinin a alt limitine bagli oldugu goriilmektedir

(Oldham and Spanier, 1974; Miller and Ross, 1993; Podlubny, 1999).

Riemann-Liouville, Caputo ve Griinwald-Letnikov tanimlari, kesirsel
integral ve tiirevlerin en temel tanimlar1 olarak bilinmektedirler. Bunlara ek
olarak, sadece bazi1 6zel fonksiyonlar i¢in gegerli olan kesirsel integral ve tiirev
tanimlar1 da mevcuttur. Bu tamimlar, diger temel tanimlar kadar kullanigh
olmasalar da, degisik tanimlarin miimkiin oldugunu ve dogru uygulandiklar
takdirde temel tanimlarla uyustuklarimi gostermeleri agisindan Onemlidir. Bu
baglamda, Liouville (1832), Riemann (1853), Krug (1890), Weyl (1917), Civin
(1941) ve Erdélyi (1964) degisik tipteki fonksiyonlarin kesirsel integral ve

tiirevlerini veren tanimlar1 gelistirmiglerdir (Oldham and Spanier, 1974).

2.1.5.Kesirsel tiirevlerin Laplace doniisiimleri

Kesirsel diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢in siklikla kullanilan
yontemlerden biri Laplace integral dontlisiimiidiir. m tamsayisi igin m—1<a <m
olmak ftizere, Riemann-Liouville ve Caputo kesirsel tiirevlerinin Laplace integral

doniistimleri agsagidaki gibi tanimlanmaktadir:

3

LD £ (x)}=s7F(s)- ¥ s*[f D" £ (x)] (2.14)

X=a
k

Il
(=}

m-1

LD F ()} =sF(s)- Y s * [f O (x)] . . (2.15)

k=0

burada s, Laplace dniisiim parametresidir ve F(s), f(x) fonksiyonunun Laplace

doniisimiidiir.

Yukaridaki tanimlardan goriildiigii {lizere, Riemann-Liouville kesirsel

tirevinin Laplace doniisiimii kesirsel tiirevli baglangi¢ kosullarini igerirken,
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Caputo kesirsel tiirevinin Laplace doniisiimii ise, tamsayir mertebeli bilinen
tiirevleri icermektedir. Bu nedenle, bir kesirsel diferansiyel denklemde Riemann-
Liouville kesirsel tiirevi kullanildiginda, denklemin ¢6ziimii icin kesirsel
baslangi¢ kosullarina ihtiyag duyulurken, Caputo kesirsel tiirevi kullanildiginda
ise bilinen baslangic kosullarimin kullanilmasi yeterli olmaktadir. Kesirsel
tirevlerin limit degerlerinin fiziksel yorumu sorun ¢ikardigindan, fiziksel
uygulamalarda Riemann-Liouville kesirsel tiirevinin pratik kullanimi sinirlidir.
Bilinen baslangi¢c kosullar1 ile tanimli lineer kesirsel diferansiyel denklemlerin
¢Oziimii i¢in Caputo tiirevinin ve Laplace doniislimiiniin kullanilmasi oldukca

kolaylik saglamaktadir (Podlubny, 1999).

Bazi problemlerde Caputo kesirsel tiirevi kullanilmasina ragmen, kesirsel
baslangic kosullarma ihtiyag¢ duyulabilir. Ornegin, bir-boyutlu 1s1 iletim
probleminde, sicaklifin zamana gore 1/2. mertebeden Caputo kesirsel tiirevi
ylizey boyunca 1s1 akisini tanimlamaktadir. Bu nedenle, Riemann-Liouville ve
Caputo kesirsel tlirevlerinin avantajlari ve dezavantajlar1 arasindaki ayrim net

degildir (Agrawal, 2002, 2006, 2007a; 2007b; Baleanu and Agrawal, 2006).

2.2.Kesirsel integral Denklemler

Bu altbdliimde, birinci ve ikinci tiir Abel integral denklemleri olarak en
basit kesirsel mertebeden integral denklemler ele alinmaktadir. Tarihsel olarak ilk
calismalar, birinci tiir Abel integral denklemleri {izerine Abel (1826), ikinci tiir
Abel integral denklemleri {izerine ise Hille ve Tamarkin (1930) tarafindan
yapilmistir. Burada, bu tarz kesirsel integral denklemlerin daha anlasilabilir
olmas1 i¢in Laplace doniisiim metodu iizerinde durulmakta ve bazi1 uygulamalara

yer verilmektedir.
2.2.1.Birinci tiir Abel integral denklemi

Birinci tiir Abel integral denklemi asagidaki gibi tanimlanmaktadir:

1
F(a

)I(:(Z))ladﬁ ft) , 0<a<l, (2.16)
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burada f(t) verilen bir fonksiyondur. Bu denklemin kesirsel integral denklemi

cinsinden ifade edilebilecegi kolayca gosterilebilir
Jeu(t) = f(t). (2.17)
Bu denklemin ¢6zimii f(t) fonksiyonunun o mertebeden kesirsel tiirevine esittir

D“J“u(t)=D*f(t),

(2.18)
u(t)=D*f(t)
Burada, kesirsel islemcilerin D“J“ =1 o6zelligi kullanilmaktadir. (2.16)
denklemi, Laplace doniisiim teknigiyle de ¢oziilebilir:
Jeu(t)= f(t),
Li=u(t)}= L{F (D)) (2.19)
V) _k(s) . u(s)=s“F(s)
S
Ters Laplace doniisiimiinii almak i¢in iki farkli yol takip edilebilir:
U(s)= S{@}
S
(2.20a)
t
o) =— 910 4 perg)
r(l-a)dty (t-r)"
| f(0
U(s)= L 5F6)- 10+ LY
1 ¢ f'r) t
ut)= dr+ f(0)—— 2.20b
Ot o O (2200

u(t)= D& f(t)+ f(0)D“I.

Goriilmektedir ki, (2.20a) ve (2.20b) ¢oziimleri Riemann-Liouville ve Caputo

kesirsel tiirevleri cinsinden elde edilmektedir.
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Burada 06zel olarak 0 <o <1 durumu incelenmektedir. Ancak me N
olmak iizere, m—1< a <m durumu da incelenebilir. Bu durumda ¢dziimleri yine

Laplace doniisiim teknigi kullanilarak elde etmek miimkiindiir.

2.2.2.1kinci tiir Abel integral denklemi

Ikinci tiir Abel integral denklemi

ult)+—2 j u(x) dr=f(t) , @>0 , ieC (2.21)

formunda ifade edilmektedir. (2.21) denklemi kesirsel integral islemcileri

cinsinden yazilabilir:

(1+ 23 (t) = £(t). (2.22)

(2.22) denkleminin ¢oziimii agagidaki formda ifade edilebilir:

u(t)=(1+43)" f (1+Z j (2.23)

kesirsel integral islemi icin gegerli olan J“ f(t)=¢_(t)* f(t)=——= f(t)

bagintis1 (2.23) denkleminde kullanilirsa

+(i )y tzn;)j f(t), (2.24)

n=1

coziimii elde edilir. Mittag-Leffler fonksiyonu kullanilarak asagidaki ilgili

fonksiyon tanimlanabilir:

e, (t:1)=E, (- it ):iw 150, a>0. (2.25)

S T(an+1)
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Gama fonksiyonunun tekrarlama bagintis1 kullanilarak (2.24) denkleminde
parantez igerisindeki ifadenin asagidaki Mittag-Leffler fonksiyonunun tiirevine

esit oldugu gosterilebilir

© . tfn_l _i 3 N .
[nz_:‘(_/l) F(an)j_dt E,(~at7)=¢,(t4) . t>0. (2.26)

Sonug olarak, (2.21) denkleminin ¢éziimii
u(t)= f(t)+e, (t;2)= f(t) (2.27)
olarak elde edilir.

Burada, dikkat edilmesi gereken bir husus bulunmaktadir: (2.24) ve (2.26)
denklemlerindeki sonsuz seri toplam icindeki gama fonksiyonlarinin hizli bir
sekilde biiylimesi ¢Oziimiin 1raksamasina neden olmaktadir, bu nedenle,

coziimdeki tiirev ve integrallerin terim terim alinmasi gerekmektedir.

(2.27) denklemini de kapsayan farkli bir formdaki ¢6ziim, Laplace integral
dontisiimii uygulanarak elde edilebilir. Bu maksatla, (2.21) denklemine Laplace

doniistimii uygulanirsa,

{H%}U(s):F(s) CU(s)=—SF(s) (2.28)

elde edilir. (2.28) ifadesinin ters Laplace doniisiimiinii elde etmek i¢in, Mittag-

Leffler fonksiyonunun asagidaki Laplace dontigiimii ifadesi

Lfe, (t:2)} = LIE, (- 4t )} = SS+ . (2.29)

kullanilabilir. Standart kurallar1 uygulayarak, birinci tiir Abel integral
denkleminde oldugu gibi, ters Laplace doniisiimiinii elde etmek i¢in iki farkli yol

secilebilir. (2.28) denklemi



U(s)= s[ s F(s)} (2.28a)

formunda yazilirsa,
t
dt [flt-z)e, (z: 4z (2.30a)
0

¢cozlimii elde edilir. Eger (2.28) denklemi

-1

U(s)=——[sF(s)- F(0)]+ £ (0)—

s“+ 1 s“+ 1

-1

(2.28b)

formunda yazilirsa,
t
u(t)= .[ flt—z)e,(c;A)dz+ F(0)e, (t;2) (2.30b)
0

¢ozlimii elde edilir. Burada, e, (t;i) fonksiyonunun t’ ye gore tiirevlenebilir bir

fonksiyon oldugu ifade edilmelidir. Ayrica, (2.28) denkleminin ¢6zimi igin
alternatif olarak agagidaki gibi bir yaklasim da kullanilabilir:

s°+4 1 (2.28¢)
%
Liel (t;4);= -1,
L) =5
u(t)= [ Ft-cle, (r;A)dr + f(t). (2.30c)

(2.28¢c) ¢oziimii baslangicta bulunan (2.27) ¢6ziimii ile aynidir. (2.30b) ¢6zliimii,
f(t) fonksiyonunun Laplace doniisiimii alinabilen bir tlirevlenebilir fonksiyon

olmas1 gerektiginden, diger ¢6zlimlere gore daha sinirlayicidir.
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2.2.3. Abel integral denklemlerinin bazi uygulamalar

Abel integral denklemi mekanigin iyi bilinen problemlerinden tautochrone
problemine uygulanabilir. Tautochrone problemi, diisey diizlemdeki bir egri
boyunca hareket eden bir cismin harekete basladigi noktadan durdugu en alt
noktaya gelinceye kadar gecen silirenin cismin harekete basladigi andaki
yiiksekligine bagli bir fonksiyonla ifade edilebildigi bir mekanik problemidir.
Uygun degisken dontistimleri yapildiktan sonra « =1/2 ig¢in birinci tiir Abel

integral denklemi elde edilmektedir.

Mekanigin 6nemli problemlerinden biri olan isochrone problemi de Abel
integral denklemi yardimiyla ¢6ziilebilir ve tamsay1 mertebeden olmayan kesirsel

tiirev gosterimleriyle ¢oziimler gosterilebilir.

Abel integral denklemleri fiziksel 6l¢timlerin hesaplanmasi gerektigi bir¢ok
durumda goziikmektedir. Bunlarin bir¢cogunda bagimsiz degisken bir kiire yada
¢emberin yarigapidir ve sadece bir degisken degisimi ile integral islemcisi J“
formuna doniismektedir. Genellikle o =1/2 alinmaktadir ve problem birinci tiir

Abel integral denklemi ile ifade edilebilmektedir.

Abel integral denklemlerinin diger genel uygulamalar1 ise sOyle
siralanabilir; silindirik gaz bosalimmin spektroskopik oOlg¢limlerinin hesabi,
gezegen yada gilinesle ilgili atmosfer ¢aligmalari, kiire bigimindeki kiimelerdeki

yildiz yogunlugunun aydinlatilmasi1 v.b.

Abel integral denklemlerinin genel olarak kullanildigi diger bir alan ise
kismi diferansiyel denklemlerdeki ters sinir deger problemleridir. Ornek olarak,
yart sonsuz bir tel boyunca 1s1 yayilimini tasvir eden denklem bu kapsamda

incelenebilir. Is1 yayilim denklemi genel olarak asagidaki forma sahiptir:

u-u, =0, u=u(xt)
(2.31)
0<Xx<w , O<t<o
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Bu boyutsuz denklemde u(x,t) fonksiyonu sicakligi temsil etmektedir. X =0 smnir

noktasindaki 1s1 akis1 ve telin i¢inde sinirin hemen yanindaki sicaklik ise

(2.32)

ifadeleri ile verilmektedir. Bu kosullar altinda 1s1 yayilim denkleminin ¢6ziimii

u(x,t):ij p(t) e Btz L x>0, t>0 (2.33)
\/; 0 -7

s

olarak verilmektedir. (2.32) denkleminde verilen kosullar (2.33) denkleminde

kullanilirsa asagidaki denklem elde edilir:

j 20 4:— 32pt)=gft) . t>0. (2.34)

Eger baslangi¢ noktasindaki smir sicaklig ¢(t) verilmis ise, (2.34) denklemi,
bilinmeyen p(t) giris akisimin tanimlanmasi i¢in birinci tiir Abel integral

denklemi olarak tanimlanabilir. Bu denklemin ¢oziimii ise, sinirdaki sicakliin

1/2. mertebeden Riemann-Liouville kesirsel tiirevi olarak elde edilmektedir:

oft) = 0 2g) =L 4 [ A g, 235)
rdtgyNt—r
Problemi aydinlatmak i¢in asagidaki 6zel durumlar incelenebilir.

#t)=t = pl)=—Vm

o=1 = plt)=—

(2.36)

Yar1 sonsuz telin i¢ sinir sicaklifinda dogrusal bir artis meydana gelmesi i¢in

akinin siirekli olmasi ve sifirdan sonsuza dogru artmasi gerekmektedir. Sinir
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sicakliginin 0’dan 1’e ani olarak artmasi igin ise, akinin sonsuzdan sifira dogru

azalmasi gerekmektedir.

Problemi ikinci tiir Abel integral denklemine uyarlamak i¢in, disaridaki siir
sicakliginin bir sivi banyosu ile u(O’,t):t//(t) olacak sekilde kontrol edildigi

varsayilabilir. Newton’un radyasyon yasasi uyarinca smirdaki aki, i¢c ve dis

sicaklik degisimi ile orantilidir:

p(t)= Aly(t)-4t)] . 2>0. (2.37)
(2.37) denklemi (2.34) denkleminde kullanilirsa,

(14232 )p(t) = 232y (t) (2.38)

denklemi elde edilir. Eger, dis sinir sicakligt z//(t) bilinirse, (2.38) denklemi ¢(t)

nin tanimlanmasi i¢in kullanilan ikinci tiir Abel integral denklemi olarak ele

aliabilir.

a =1/2 i¢in (2.38) denklemi (2.22) denklemi formundadir ve ¢6ziimii ise

(2.23) denklemi yardimiyla asagidaki gibi elde edilir:

p0) =21+ 2372 ) 32 () = =3 (C A 32y (1), (2.39)

0

Burada, W(t):l sabit dis smir sicakligi durumu 6zel bir éneme sahiptir. Bu

durumda,
(m+1)/2
32y ()= ! 2.40
YO = 2] (2.40)
bulunur. Boylece i¢ sinir sicakligi
o1)=1-3 (- 2) " e (~at'?)
= r(n/2+1) 12 (2.41)

olarak elde edilmektedir.
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2.3.Kesirsel Diferansiyel Denklemler

Bu altboliimde, kesirsel mertebeli diferansiyel denklemler ele alinmaktadir.
Bu baglamda, literatiirde sikca caligilan rolaksasyon ve titresici tipi problemleri
tanimlayan siradan lineer diferansiyel denklemlerin kesirsel tiirevler yardimiyla

nasil genellendiginin {izerinde durulmaktadir.

2.3.1.Kesirsel rolaksasyon ve titresici denklemleri

Rolaksasyon ve titresici problemleri sirasiyla birinci ve ikinci mertebeden

siradan lineer diferansiyel denklemler yardimiyla tanimlanmaktadir. u = u(t) alan
degiskeni ve q(t) verilen siirekli bir fonksiyon olmak iizere, t>0 igin

rolaksasyon diferansiyel denklemi
u'(t)=—u(t)+qlt) (2.42)

ile verilmektedir. Bu denklemin, u(O) = C, baslangi¢ kosulu altinda ¢6ziimii,

u(t)=cee™ + jq(t —r)edr (2.43)

denklemi formundadir.

Titresici diferansiyel denklemi ise
u"(t)=-u(t)+q(t) (2.44)

ile verilmektedir. Bu denklemin, u(O):CO, u'(t)tzo =c, baslangi¢ kosullar

altinda ¢oziimii,

t
u(t)=c, cost +c, sint+.[q(t—r)sinrdr (2.45)
0

formunda elde edilmektedir.
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(2.42) ve (2.44) denklemlerinin dogal bir genellemesi, tamsay1 mertebeden
tirevlerle o mertebeli kesirsel tiirevlerin degistirilmesi ile elde edilir. Klasik
durumdaki baglangi¢c kosullarinin yapisini degistirmemek i¢in, (2.42) ve (2.44)
denklemlerindeki birinci ve ikinci mertebeden tiirevler sirasiyla 0 <a <1 ve
1 < a <2 mertebeden Caputo kesirsel tiirevleri ile degistirilmektedir. Bdylelikle,
(2.42) ve (2.44) denklemlerine karsilik gelen kesirsel rolaksasyon ve titresici
denklemleri elde edilmektedir. Genel olarak, kesirsel rdlaksasyon ve titresici

denklemleri, & > 0 olmak lizere, agagidaki denklemle ifade edilmektedir:

3

SDIut)= - Dt“u(t)(u(t)— _liu" (O)J = —u(t)+q(t) (2.46)

< kI

>~—
Il

Burada m, m-1<a<m olacak sekilde bir tamsayidir ve aym1 zamanda

problemin ¢oziimii i¢in gerekli olan baslangi¢ kosullarinin sayisin1 vermektedir

u(k)(txt_0 =C,,k=0,1,2,..m—1. Burada amaglanan, t>0, k =0,1,2,..m—1 i¢in

u (t) tiirevleri siirekli ve mevcut olan u(t) ¢oziimlerinin elde edilmesidir. Ozel

olarak, m=1 ve m=2 icin sirastyla kesirsel rolaksasyon ve kesirsel titresici
denklemleri elde edilmektedir. @ =m oldugunda, (2.46) denklemi, ¢ozlimleri
homojen denklemin m sayida lineer bagimsiz ¢ézlimleri ve homojen olmayan
denklemin bir 0zel ¢oziimiinden olusan siradan bir diferansiyel denkleme
doniismektedir. Literatiirde bu tiir siradan diferansiyel denklemlerin ¢6ziimleri

Ozetle soyle verilmektedir:

m—-1 t
ut)= chuk(t)ﬂ'q(t —7)ug(z)dz, (2.47)
k=0 0
uy (t)=J%u, (1) ukh)(t)(t:0 =54 , hk=01..,m-1, (2.48)
us(t)=—ug(t) (2.49)

Boylece, m sayidaki uk(t) fonksiyonu, m mertebeden diferansiyel denklemin

homojen kisminin lineer bagimsiz ¢éziimlerine karsilik gelen ve (2.48) kosullarini
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saglayan temel ¢oziimleri temsil eder. q(t) fonksiyonu ile harmanlanmasi
(konviilasyonu) verilen u,(t) fonksiyonu ise etki tepki ¢oziimii olarak

adlandirilmakta ve homojen olmayan denklemin 6zel bir ¢oziimiine karsilik

gelmektedir. Boylece, tamsayr mertebeli bilinen rolaksasyon ve titresici
denklemleri  igin  smasiyla, U (t)=et =u,(t) ve  u,(t)=cost,

u,(t)=Ju, (t)=sint = u(t) olmaktadur.

(2.46) denklemi ile verilen kesirsel diferansiyel denklemin ¢oziimii Laplace
doniisiim teknigi ile bulunabilir. Bunun i¢in, dogrudan Caputo kesirsel tiirevine
Laplace doniisiimii uygulanabilir yada alternatif olarak, uygun islemler yapilarak
denklem bir kesirsel integral denklem formuna dontistiiriilebilir. Burada ikinci yol

tercih edilerek asagidaki islemler yapilmaktadir.

o Dfu(t)=-ut)+q(t)
I™D"u(t) = —u(t)+q(t)
J“3™D"u(t)=-J“u(t)+ I “q(t)
I™"D™u(t)=-J“u(t)+ I%q(t)

n—1 +k
Burada, J"D"f(t)= f(t)- tk_' f (k)(txt , - >0 dzdesligi kullamilirsa,
k=0 1 -
m_ltk (k) a a
U(t)_kor!u 1), =—3“u)+3“q(t)
_ m—ltk «) " "
ut)= kior!u (t)(t=0 ~J%u(t)+ J“qlt)

elde edilir. Baslangi¢ kosullarinin u(k)(tj .= Cy .k =0,1,2,..m—1 oldugu dikkate

alinirsa,

ut)=>"c, ——Ju(t)+JI*q(t) (2.50)
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elde edilir. Denklemde esitligin her iki yanina zaman degiskenine gore Laplace

dontigiimii uygulanirsa,

UE)=5 & U6, Q) 2.51)
= S S S
UE)=Se S+ L o)

bulunur.

Son denkleme ters Laplace doniisiimii uygulamadan dnce Mittag-Leffler tipi

fonksiyonlarin asagidaki 6zeliklerinin dikkate alinmasi gerekmektedir:

e 2 -

u,(t)=J%e, (t)=J*u,(t) , k=0,,2,.m-1

L{Jkea(t)}:zz: Cuft)=e, () (2.53)
Le, 0=+ ul)=e(0)

Bu 6zellikler yardimiyla (2.51) denklemine ters Laplace doniistimii uygulanirsa,

o s* +1 s* +1
0()= 3500, 0-[alt-ohrfeldr . u,0)=2%,0) @54
0()=3,6,0%, (0)- ot - <k e

elde edilir. (2.54) ile verilen ¢oziim, (2.43) ve (2.45) ¢oziimlerine sirasiyla o = 1,2

i¢in indirgenmektedir.
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m—-l<a<m olacak sekilde o tamsayr olmadiginda, u(t) ¢oziimiiniin
teklik kosulunun saglanmasi i¢in gerekli ve yeterli baglangic kosullart sayist m
kadardir. Bu nedenle, m sayida uk(t): J kea (t) , k=0,1,2,..m—1 fonksiyonlari,

homojen denklemin

i), = 5 kh=012,..m-1 (2.55)

t

kosullarii saglayan 6zel ¢oziimlerini temsil eder. Ayn1 zamanda bu fonksiyonlar
(2.46) kesirsel diferansiyel denkleminin (¢ =m durumuna benzer olarak) temel
¢oziimlerini temsil etmektedir. Bunun yaminda, u,(t)=-u)(t)=—€.(t)
fonksiyonu ise, denklemin homojen olmayan kisminin etki tepki ¢éziimiinti temsil
etmektedir. Ayrica eklenmelidir ki, (2.54) ¢6ziimiinin k =0,1,2,....m—1 i¢in, m

sayida u(k)(tjti0 =C, baslangi¢ kosulunu saglayan u(k)(t) tiirevleri siirekli ve

mevcut olmalidir.

Son olarak, (a) O0<a <1 ve (b) 1<a <2 durumlart igin, homojen
denklemin temel ¢oziimlerini ve etki tepki ¢oziimii incelenebilir. Bunun igin,

(2.54) ¢oziimiinde ortaya ¢ikan e, (t) fonksiyonunun ilgili bazi1 6zellikleri ters

Laplace integral gosterimi kullanilarak ele alinmalidir.

1 . s
e, (t)=—| e" ——ds 2.56
=]t o (2.56)
Burada, Br kisaltmas: Bromwich egrisini tanimlamaktadir ve Re(s) =o0,021 ve
Im(s) —oo dan +oo a uzanmaktadir. Problemi agik bir sekilde degerlendirmek

i¢in durumlar (a) 0 <a <1 ve (b) 1 <a <2 olmak iizere ayr1 ayn tartisilmalidir.
e,(t) fonksiyonu temel ve genelleyici bir fonksiyondur (g (t)=e™ ve

ez(t)zcost). o tamsayr olmadiginda, s” kuvvet fonksiyonu kompleks s-

diizleminde negatif reel ekseni ayiracak sekilde s* = |S|a el _ g <args<rz

gibi tanimlanmaktadir.
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ilk adim, 6ncelikle e, (t) fonksiyonunu e, (t)= f (t)+g,(t) seklinde iki
kisma ayirmaktir. (a) durumunda f, (t) fonksiyonu, (b) durumunda - f, (t)

fonksiyonu tamamiyla monotondur ve her iki durumda da t — o igin sifira
yakinsamaktadir. (a) durumunda yukaridan sifira dogru azalmakta, (b) durumunda

ise asagidan sifira dogru yiikselmektedir. ga(t) fonksiyonu, (a) durumunda

stfirdir, (b) durumunda ise titresici karakteri geregi genligi {listel olarak

azalmaktadir.

e, (t) fonksiyonunun uygun bir sekilde iki kisma ayrilmasi i¢in Bromwich

egri integralinin kendisine denk olan Hankel egrisine doniistiiriilmesi gerekir.

Bunun i¢in, kompleks diizlemde negatif reel eksenin hemen altinda —oco dan

baslayip |S| =1 dairesel diskini pozitif yonde dolanip tekrar reel eksenin hemen

iistiinde —oo da ilmegi bitirmeliyiz. Boylece,

e, (t)="f (t)+g,({t),t>0 (2.57)

1 Sa—l
f t)=— e¥ ——ds 2.58

() 27 JHale) 5% 4] (2.38)
bulunur. Burada, Hankel egrisi Ha(e) kiigiik bir |S| = ¢,& = 0 c¢emberi ve negatif

reel eksenin hemen altinda ve iistiindeki iki kenarla olusturulan bir ilmektir ve

a-1
S
a

s“ +1

ga(t):ZeS'“tRes[ } =i2e5'ht (2.59)
h g %o

a-1
ile verilmektedir. Burada s, pray ifadesinin ilgili kutup noktalaridir. 0 < <1
ST+

icin herhangi bir kutup noktas1 mevcut degildir. Sonug olarak,
9,l)=0 = e (t)=f,(t) , O<a<l (2.60)

(*iz/a)

yazilabilir. 1 < & <2 ig¢in, sol yar1 diizlemde bulunan iki kutup noktas1 e s0z

konusudur. Boylece,
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g,(t)= ge“"s(’”“) cos(t sin(ZD , l<a<2 (2.61)

a a

elde edilmektedir. Bu fonksiyon, (a)=sin(z/a) agisal frekansli ve
/”t(a)=|cos(7z/a] oraniyla genligi istel olarak azalan titresimleri temsil

etmektedir.

(2.58) denklemi ile verilen ifadeye Ha(g) egrisinin katkis1 asagidaki

tanim ile saglanmaktadir:
f (t)= Ie"tKa(r)dr, (2.62)
0

burada K_(r),

)= 1 r*' sin(az) (2.63)

K
r 712 42r° cos(ar)+1

a

temel spektral fonksiyon olarak adlandirilmaktadir. « tamsayr oldugunda bu
ifade 6zdes olarak sifir olmaktadir. Eger 0 < <1 ise, tiim r ler i¢in pozitiftir,

eger 1<a <2 ise, tim r ler igin negatiftir. Bu nedenle, f, (t) fonksiyonu

yukarida bahsedildigi gibi (a) durumunda sifira dogru azalmakta (b) durumunda

ise sifira dogru artmaktadir.

(2.54) ¢oziimiinde kullanilan u,(t)=e,(t) fonksiyonuna ek olarak
u 5(t) =-D'e, (t) etki tepki ¢oziimi de (a) ve (b) durumlari i¢in hesaplanmalidir.
Ayrica, sadece (b) durumunda u,(t)=J'e,(t) ikinci temel ¢oziim de

hesaplanmalidir. Bunun i¢in, genel olarak asagidaki denklem ve tanimlarin

bilinmesi gerekir:

3, (t)= [e K, (r)dr, (2.64)
0
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Ko (r)= (1 T KL (1) 5 Ky (r)=Ke(r), (2.65)
J¥g, (t) = get“’s(’”“) cos{t sin[zJ -k 1} (2.66)
a a a

Sonug olarak, kesirsel rolaksasyon ve titresici denklemlerinin ¢ozlimleri asagidaki

gibi verilmektedir.

(a) 0 <a <1 durumu:

u(t)=c,u,(t)+ [alt—z)u,(z)dz, (2.67a)

S —

o}

uy(t) = [e K, o(r)dr =e, (t),
0 (2.68a)

0

Us(t)=Je K, (r)dr =-uy(t) = e, (t)

0

Burada, etki tepki ¢dziimii icin D' tiirev islemcisi J™' integral islemcisi gibi

etkiyebilmektedir.

(b) I <a <2 durumu:

u(t)=c,u,(t)+c,u,(t)+ [alt—z)u,(z)dz, (2.67b)

[ S

U, (t) = J‘efn Koo (r)dr + getm(’”"‘) cos[t sin(zj}

0 (24 (24

u,(t)= je’“ K, (r)dr+ 2 gtentare) cos[t sin(zj —~ EJ, (2.68b)

0 a (24 a

Us (t) - _j e K (f)dr - get“’s(’”“) cos(t sin(ﬁj + ﬁj
0

a a a
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Sonug¢ olarak vurgulamak gerekirse, kesirsel rdlaksasyon ve titresici
problemlerinde (a) ve (b) durumlariin tiimiinde t — o icin temel ve etki tepki
cozlimlerinin timi cebirsel olarak bir azalma sergilemektedir. Bu olgu, uo(t)
fonksiyonunun asimptotik davranisi incelenerek goriilebilir. Bunun i¢in 6ncelikle

f, (t) fonksiyonunun bir asimptotik serisi tiiretilmelidir. (2.58) ifadesindeki

L s g +ot ()N N ()N
+1 S

(2.69)

o

S

teriminin seri hali ve (1/gama) fonksiyonunun Hankel gosterimi kullanilirsa, «

nin tamsay1 olmadig1 durumlar igin f, (t) nin asimptotik davranisi,

N -na

f,0)=>(1)" ——+0t™) ; t 2.70
=2 o) s o 2.70)
f (t) nin bu asimptotik davramsi O0<ea <2 arahiginda u,(t)=e,(t)
fonksiyonunun asimptotik davranisi ile uyum igerisindedir. Gergekten de ga(t),

0 < a <1 durumunda sifir olmaktadir ve 1<« <2 durumunda t — o i¢in iistel

azalmakta ve sifira yaklagmaktadir.

u,(t) ve u(t) ¢oziimlerinin asimptotik davramsi ise (2.70) ifadesinin terim
terim sirayla integralinin ve tiirevinin t ye gore alinmasi ile elde edilir. Ozel olarak

(2.70) ifadesinin sadece ilk terimi alinarak c¢oziimlerin asimptotik davraniglar

asagidaki gibi elde edilir:

t—a tl—a t—a—l
Uy (t) = , ul(t)zm , ug(t)z—m toow. (271

(2.71) ifadesinden rdlaksasyon ve titresici kesirsel diferansiyel denklemlerinin
temel ve etki tepki c¢oOziimlerinin t—> o igin cebirsel olarak azaldigi

anlasilmaktadir.
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2.4.Sonuclar

Bu boliimde, kesirsel integral ve diferansiyel denklemlerin temel analitik
teorileri incelenmektedir. Bu baglamda, kesirsel integral denklemlerin incelenmesi
icin, birinci ve ikinci tiir lineer Abel denklemlerinin ortaya koydugu temel
ornekler ele alinmaktadir. Her iki tiir i¢in de farkli yollardan ¢6ziimlerin nasil elde
edilecegi Tlizerinde durulmakta ve 1s1 yayilim problemi bu kapsamda

incelenmektedir.

Siradan kesirsel diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin Caputo kesirsel
tirev islemcisi kullanilarak nasil bulunacagi iizerinde ayrintili olarak
durulmaktadir. Bu kapsamda, kesirsel rolaksasyon ve titresici problemleri 6rnek

olarak secilerek aralarindaki iliskiler vurgulanmaktadir.

Basit kesirsel rolaksasyon ve titresici denklemlerinin ¢6ziimlerinde bulunan
temel ve etki-tepki ¢oziimlerinin 6zellikleri ayrintili olarak ortaya konmaktadir.
Tim bu c¢oziimler Mittag-Leffler  fonksiyonlar1  cinsinden  acgikca
yazilabilmektedir. Temel ve etki-tepki ¢oziimlerinin tiimii zamanla sifira dogru
yakinsama egilimindedirler. Bu c¢oziimler, 0<a <1 durumu i¢in monoton
sekilde, 1 < a <2 durumu igin ise sifir etrafinda sonlu birgok titresim yaparak
sifira yakinsamaktadirlar. Rolaksasyon ve titresim problemini tanimlayan (2.46)
kesirsel diferansiyel denklemi, 1<a <2 durumu igin, saf siniizoidal titresim

(@ =2) ve iistel azalma (a=1) arasinda bulunan ortalama siireclerin

matematiksel olarak modellenmesinde kullanilmaktadir.
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3. NORMAL OLMAYAN DiFUZYON

Bu boliimde normal olmayan difiizyon siirecleri kesirsel matematik, kesirsel
Fokker-Planck ve kesirsel diflizyon denklemleri aracilii ile ele alinmaktadir.
Normal olmayan difiizyon sasirtici incelikleri ile kolayca anlagilmayan bir alandir.
Bundan dolay1, parametreler ve iisler zaman ile veya bir dis kuvvetin varliginda

veya yoklugunda degisebilir.

Kompleks sistemler ve onlarin yapisal ve dinamik 6zellikleri fizikte dnemli
bir yere sahiptir. Kompleks sistemler ve onlarin incelenmesi doga bilimi i¢inde
onemli bir rol oynamaktadir. Ornegin; camlar, sivi kristaller, polimerler,
proteinler, biopolimerler, organizmalar ve hatta ekosistemler. Genel olarak, zaman
evrimi ile bdyle sistemler standart Ongoriilerinden saparlar. Farkli deneysel

tekniklerin gelismesiyle bu sapmalar daha 6nemli hale gelmektedir.

Kompleks sistemler i¢indeki rolaksasyon siireci, klasik exponansiyel Debye
modelinden sapmaktadir. Benzer olarak, cesitli kompleks sistemler i¢indeki
diflizyon siiregleri Gaussian istatistigine uymazlar ve Fick’in ikinci yasasi
transport davranigini agiklamada basarisiz olur. Genellikle, ortalama kare

yerdegistirmenin lineer zaman bagimliligi,
(x* (1)) ~ Kt (3.1)

ifadesi ile temsil edilmektedir, burada K difiizyon sabitidir ve [K]= LT

boyutuna sahiptir. Bu Brown hareketinin karakteristigi, merkezsel limit
teoreminin dogrudan bir sonucu ve stokastik siireglerin temelinin Markovian
dogas1 olmaktadir. Normal olmayan difiizyon olgusu, diflizyon olayinin meydana
geldigi fiziksel sistemlerde 6nemli bir yere sahiptir, bu sistemlerde zaman akisi
icindeki ortalama kare yerdegistirme non-lineer olarak degismektedir. Boylelikle
(3.1) denklemi yerine kompleks sistemlerde gecerli olan ortalama kare

yerdegistirme

(x* () ~ Kt (3.2)
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ifadesi ile verilmektedir, burada K_ genellestirilmis diflizyon sabitidir ve

[Ka]: L*T ~* boyutundadir. Normal olmayan difiizyon davranisi (3.2) denklemi

ile agikca ifade edilebilmekte ve uzun aralikli korelasyonlara veya genis
dagilimlara sebep olmaktadir. Normal olmayan difiizyon, bdyle durumlar icin
Lévy-Gnedenko genellestirilmis merkezsel limit teoreminin gecerliligine baglidir

(Meltzler ve Klafter, 2000).
3.1.Tarihsel Bir Bakis

Diflizyon denklemi, matematiksel fizikteki iic temel kismi diferansiyel
denklemden (difiizyon, dalga ve Laplace denklemi) biridir. Bu 6énemli denklem 1s1
iletim teorilerinde, nétron taginmasinda ve transport teorisinin diger 6rneklerinde

onemli bir rol oynar.

Difiizyon, rastgele molekiil hareketlerinin bir sonucu olarak bir sistemden
digerine madde taginmasidir. Standart difiizyon denkleminde pargaciklar,
molekiillerin birbirinden bagimsiz ve rasgele carpmalar1 sonucu hareket ederler.
Is1 transferi de rasgele molekiil hareketlerinden dolayidir ve iki sistem arasinda
acgik bir benzerlik vardir. Bu ilk olarak Fourier tarafindan belirtilmis ve Fick 1s1

iletiminin matematiksel denklemini nicel bir temel lizerine oturtmustur.

Bir rasgele yiiriiylis siirecinin terimleri i¢indeki transport fenomeninin
stokastik formiilasyonu ve deterministik difiizyon denkleminin tanimi, normal ve
normal olmayan difiizyon teorilerinin her ikisi iginde iki temel kavramdir.
Aslinda, kararsiz hareket {izerine bu iki tanimlamanin tarihi ve olasilik yogunlugu

fonksiyonu i¢in bir diferansiyel denklem olmas1 oldukga ilgingtir.

Tarihsel bir agidan bakacak olursak, ilk olarak alkol yiizeyi iizerindeki
komiir tozu pargaciklarinin kiigiik titresimleri Hollandali fizik¢i Jan Ingenhousz
tarafindan 1785’in baslarinda gozlemledi. 1827 de Iskog fizik¢i Robert Brown bir
mikroskop altindaki kii¢liik polen tozlarinin diizensiz hareketlerini gézlemledi.
Ayni zamanda 1822 de Joseph Fourier 1s1 iletim denklemini buldu, bu temel

tizerine Adolf Fick 1855 de difiizyon denklemini olusturdu. Detayli deneyler ise
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Gouy tarafindan 1863 de C. Wigner tarafindan verilen kinetik teori agiklamasi ile

tanitildi (Meltzler ve Klafter, 2000).

Fick deneysel ¢alisamalar yapan bir fizik¢iydi fakat difiizyon {izerine olan
calismalari teoriktir ve onun yaklasimi bugiinlerde bile difiizyona uygulanir. Ozet
olarak, difiizyonun sonucu konsantrasyonlarmn dengesi olarak bilinir. Oyleki,
pargacik akimi konsantrasyonlarin gradyentine dogru akar. Yani parcacik akimi
konsantrasyonun yiiksek oldugu bolgelerden algak oldugu boélgelere dogrudur.

Ornek olarak elektrik akimi i¢in ohm kanunu veya 1s1 akisi icin Fourier kanunu

verilebilir. Fick ] akiminin konsantrasyon gradiyenti ile dogru orantili oldugunu
j(%,t) = —KVC(X,t) (3.3)

kabul etmistir ki, bu denklem Fick’in birinci kanunu olarak bilinmektedir, burada
C ise konsantrasyondur. Bazi durumlarda, drnegin seyreltik ¢ozeltilerde diflizyon
sabiti sabit bir deger olarak alnabilir fakat yiiksek polimerlerdeki diflizyonda
Diflizyon sabiti konsantrasyona onemli derecede baglidir. (3.3) denklemindeki —
isareti diflizyon konsantrasyonun artisina zit yonde meydana geldigini
gostermektedir. (3.3) denklemi ile agiklanan durumlar sadece herhangi bir nokta
komsulugundaki difiizyonun 6zellikleri ve yapisi, tim yonlerde ayni gorelikte
olan izotropik bir ortam i¢in gecerlidir. Bu simetriden dolayi, herhangi bir
noktadaki difiiz eden maddenin akisi, nokta boyunca sabit konsantrasyonun
ylizeyine normal dogrultudadir. Bu anizotropik ortamlar i¢in gecerli degildir. Eger

ek olarak parcaciklar yaratilip yok edilmiyorlar ise, stireklilik denklemine gore;

(3.4)

alinmaktadir, bu denklemin Fick’in birinci yasasi ile birlesimi Fick’in ikinci

yasasini bagka bir tanimla difiizyon denklemini verir.

oY) _ KV2C(X,t)

Bu konsantrasyonun zaman evrimi i¢in kapali bir denklemdir.
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Fick’in fenamolojisi istatistiksel mekanigin temelindeki olasilik bakis
acisii ele almamaktadir. Albert Einstein’in Brown hareketi lizerindeki tezi ise, bu
yaklagimi degistirmistir. Einstein, 50 y1l sonra molekiiler teorinin postiilalarindan
difiizyon  denklemini tliretmistir.  Einstein, difiizyon problemlerindeki

konsantrasyonun C()?,t) ayni zamanda bir pargacigin verilen bir noktada ve
zamanda bulunma olasiligiyla W()?,t) orantili oldugunu gosterdi. Dolayisiyla
W()?,t) ile ifade edilen olasilik dagilimi, konsantrasyon ile aym diferansiyel

denklemi saglamaktadir.

Difiizyonun benzer bir acgiklamasi 1900 yilinda kendi tezi iginde Fransiz
matematik¢i Louis Bachelier tarafindan, fiziksel nicelikleri i¢ceren miktar degerleri
terimleri ile tiiretildi. Einstein’in sonug¢larinin 6nemli bir uygulamasi Jean Baptiste
Perrin, A. Westgren ve Eugen Kappler tarafindan Avagodro sayisinin dl¢timiidiir
ve bu caligma Perrin’e 1926 yilindaki Nobel 6diili kazandirmistir (Meltzler ve
Klafter, 2000).

Einstein’in Brown hareketlerinin rasgele yiiriiylisiinii incelemesinden g¢ok
sonra, ilk olarak Montroll ve Weiss tarafindan 1965 yilinda ortaya atilan siirekli
zamanda rasgele yiirliylis (CTRW) teorisinde ise adimlar Einstein’in teorisinde

oldugu gibi belli araliklarla atilmak yerine l//(t) ile gosterilen ve zamanda

bekleme dagilimi olarak bilinen bir dagilima gore atilmaktadir (Montroll ve
Weiss, 1965). Bu dagilim sistemdeki engelleri, gecikmeleri ve tuzaklar
igereceginden bir anlamda sistemin hafizasinin rasgele dolasima etkisi olarak
baska bir deyis ile bellek etkisi olarak diisiiniilebilir. Sistemin ortalama bekleme

siiresini veren
r = [ty (t)dt

integrali 1raksak olursa, ortalama kare yerdegistirme bekleme dagilimina gore

degisecektir. Bu amacla:
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gibi bir zamanda bekleme dagilimi alirsak, <r2> oc t“ olacaktir, burada t, toplam

gecen siire, 7, her adimda gegen bekleme siiresi, t/7 ise toplam adim sayisidir.
Zamanla alman yol, a <1 i¢in subdifiizyon olarak bilinir ve Einstein’ 1n
teorisinden daha az yol katedilir. & >1 hali ise, siliperdifiizyon durumu olarak
bilinir ve daha ¢ok yol alinir. Subdifiizyon durumlarda, adimlar arasi siire (kesirsel
tiirev mertebesi olarak bilinen & nin degerine bagl olarak) degismekte ve bazi

adimlardan 6nce sistem uzun siire bekleyebilmektedir (Meltzler ve Klafter, 2000).
3.2.Kesirsel Difiizyon Denklemleri

Kesirsel difiizyon denklemi son yillarda ¢okea calisilan konulardan biridir.
Oldham ve Spainer kesirsel difiizyon denklemini konumu birinci mertebeden bir
tirev, zaman1 ise 1/2. mertebeden tiirev alarak ele alarak bu kesirsel difiizyon
denklemi ile standart difiizyon denklemi arasindaki iliskileri incelemektedirler
(Oldham ve Spanier, 1974). Nigmatullin ise akustik, mekanik ve elektromanyetik
konularinda difiizyon-dalga denkleminin kullanilmasini ve bu sistemlerin
modellenmesini ele almaktadir (Nigmatullin, 1986). Wyss, Mellin doniisiim
teorisini kullanarak kesirsel diflizyon denklemini Fox fonksiyonlar1 cinsinden elde
etmektedir (Wyss, 1986). Wyss ayrica, Schneider ile birlikte difiizyon ve dalga
denklemlerini diferintegral denklemlerin terimleri cinsinden gostermekte ve Fox
fonksiyonlarmin terimleri ile baglantili olan Green fonksiyonlar1 ile
iligkilendirmektedirler (. Schneider ve Wyss, 1989). Sanz-Serna bir kismi
diferintegral denklemin integrasyonu ig¢in bir niimerik metot gelistirmislerdir
(Sanz-Serna, 1988). Fujita, 1s1 ve dalganin yayiliminin 6zelliklerini integro-
diferansiyeller yardimiyla ele almaktadirlar (Fujita, 1990).

Ginoa ve arkadaglari, bir kesirsel difiizyon denkleminin, kompleks
viskoelastik maddeler icindeki rolaksasyon fenomenini aciklayabildigini
gostermislerdir (Ginoa et al., 1992). Roman ve Alemany fraktalar {izerindeki bir
siirekli zamanda rasgele yiirliylis olaymi aydinlatmislardir. Ayrica, ortalama
olasilik yogunlugunun, kesirsel zaman tiirevi terimine sahip diflizyon denklemi ile

uyumlu oldugunu gostermislerdir (Roman ve Alemany, 1994).

Mainardi ve Paradisi diflizyon denklemindeki birinci mertebeden zaman

tiirevini «. mertebeden kesirsel tiirev ile degistirerek genellemislerdir. Bu sekilde
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diflizyon olaymin o ’nin farkli degerleri i¢in farkli diflizyon olaylarini

acikladigini géstermislerdir (Mainardi ve P. Paradisi, 1997).

Metzler ve Klafter, hem yansima ve sogurma sinir kosullar1 i¢in kesirsel
difiizyon denklemini ¢6zmek icin Fourier doniisiim teknigi ve goriintii yontemini
kullanmiglar hem de konum tiirevini de kesirsel alarak konum kesirsel difiizyon
denklemini ele almiglardir. Hem yar1 sonsuz, hem de sonlu uzay durumlarini ele
almislar ve ayrica bir dis kaynak varligindaki kesirsel diflizyon denklemini
cozerken degiskenlerine ayirma metodunu kullanmiglardir (Meltzler, ve Klafter,
2000). Hilfer ise, kesirsel diflizyon denkleminin kapali bir formunu H-
fonksiyonlariin terimleri cinsinden vermistir. Hilfer ayrica farkli sistemler i¢in

normal olmayan difiizyon olayin ele almistir (Hilfer, 2003).

Zaman veya konum kesirsel diflizyon denklemleri standart diflizyon
denklemindeki birinci veya ikinci mertebeden zaman veya konum tiirev
operatorleri yerine kesirsel tiirev operatorlerinin alinmasi ile elde edilmektedir.

Standart diflizyon denkleminde bulunan zamana bagl tiirev operatoriiniin

yerine zaman-kesirsel tiirev operatorii alinarak zaman kesirsel difiizyon denklemi:

2
%zoog-“ K, §7w (x,t) O<a<l (3.5)

seklinde tanitilmaktadir(Meltzler, ve Klafter, 2000; Wyss, 1986). Burada,

1 0§
D "W (x,t)= ——— [ dt’
DEWD)=

W (x,t")

Riemann-Liouville kesirsel tiirev operatériidiir. W(x,t) nin konum uzaymdaki

oztimii ise Fox fonksiyonlarinin (H %) terimleri ile verilir
y 1,2

(3.6)
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Bu ¢6ziim seri acilimi seklinde,

e by ()
Wixt)= WZ n!F(l—a[n+1]/2)(Kat“] 3.7)

veyahutta asimptotik Gaussien davranisi ile,

ile verilmektedir. o —1 Brown limitinde, Kesirsel difiizyon denkleminin

cozlimleri X ve t nin biitiin degerleri igin

W(x,t)= —exp[ X ] (3.9)

standart ¢coziimlere indirgenmektedir (Meltzler, ve Klafter, 2000).

3.2.1.Nigmatullin Kesirsel difiizyon-dalga denklemi

Kesirsel diflizyon denklemlerine bir bagka Ornek olarak Nigmatullin

tarafindan Onerilen difiizyon-dalga denklemi verilebilir;

82
DFW(x,t)= K—WI(x,t t>0 —0<a<®©
DW= KL Wx) a0

LimW(xt)=0 ; DFW(xt)]  =g(x) O<a<l
Bu denklemde o =1 durumunda standart difiizyon denklemi, & =2 durumunda
klasik dalga denklemi elde edildiginden, denklem herhangi bir ger¢el « degeri

icin  Nigmatullin kesirsel difiizyon-dalga denklemi olarak adlandirilir

(Nigmatullin, 1986). Fourier doniigiimii yapilacak olursa,
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F{,D*W(xt)}=K F{azw_(x,t)}

ox’
,DIW (k,t)+ K kW (k,t)=0
Baslangi¢ kosulu ifadesine de Fourier dontistimii uygulayacak olursak,
FlDeW(xt)  f=,DeW(k.t)_ =a(k)
Laplace déniisiimi ile,
L{, D¢ W (k. t)j+ K k> LW (k,t)}=0

bu ifadede Riemann-Liouville kesirsel tiirev operatoriiniin Laplace doniisiimiinii

kullanacak olursak,

W (k,5)— , D W (k,t)_ +Kk*W (k,5)=0

t=

W (k,s)fs“ + Kk} = p(K)

W(k,s):% (3.11)

elde ederiz. Bu ifadeye ters Laplace doniistimii uygulacak olursak,

LW (k,s)tf=L" {ﬂ}

s“ + Kk?
W (k,t) = p(k)t*"E, [ Kkt*) (3.12)

seklinde Mittag-Leffler fonksiyonu cinsinden elde edilir. Eger Fourier uzayinda
Mittag-Leffler fonksiyonu cinsinden elde ettigimiz sonucun ters Fourier
dontigiimiinii alacak olursak konum uzayindaki sonucu elde ederiz. Burada «

kesirsel tiirev mertebesinin 0 < & <1 degerlerine sahip oldugu durum ultrayavas
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diflizyon , 1 <a <2 degerleri arasinda oldugu durum ise ara prosesler olarak

adlandirilmaktadir (Gorenflo ve Rutman, 1995).

3.2.2.Schneider — Wyss kesirsel difiizyon-dalga denklemi

Nigmatullin kesirsel difiizyon-dalga denkleminin kesirsel matematikte
kullanilan genellestirilmis fonksiyonlar yaklasimi (Podlubny, 1999) ile W.Wyss
tarafindan (Wyss, 1986) ve daha sonra W.R. Schneider ve W. Wyss (Schneider ve
W. Wyss, 1989), ayrica T.F. Nonnenmacher ve DIJ.F. Nonnenmacher
(Nonnenmacher ve Nonnenmacher, 1989) tarafindan farkli bir yaklasimla ele

alimmustir;

2
0 J{" % DI"'W (x,t) = KS—ZW(x,t)
X

burada ;J;"“ D" Caputo kesirsel tiirev operatériidiir. ,J;" ile ¢arpacak olursak,

2

LD (1) = K 372 W)

mltk 82
—W(x,0)=K I —W(x,t) m-l<a<m m=1=0<a<l
ko K! ox*
LiLnW(x,t):O W (x,0) = o(x)
82
W(x,t):gp(x)+K0Jt"‘6—2W(x,t) —o<x<o t>0 (3.13)
X

denklemi Schneider — Wyss kesirsel diflizyon denklemi olarak bilinir. Bu
denklemi Nigmatullin kesirsel difiizyon denklemindeki gibi ¢dzebiliriz. Once

Fourier doniisiimii yapacak olursak,

FW(xthkf=Flp(x)k}+ KF{ ¢ ;_ZZW(X’t);k}

W (k,t) = @(k)— Kk?J W (k,t)



39

Laplace doniistimii ile,

LW (k. tys}= Lip(k)s}— Kk L{, 3eW (k. t) s

a-1

W (k,s) - o(k) (3.14)

TS+ KK®
elde edilir. Ters Laplace doniisiimii alinirsa,

W (k.t) = p(k)E, (- Kkt ) (3.15)
Mittag-Leffler fonksiyonu cinsinden elde edilmektedir.

3.3.Fokker-Planck Denklemi

Bu altbdliimde, istatistiksel fizikteki denklemlerin i¢inde genis kullanim
alanina sahip olan Fokker-Planck denklemi ele alinmaktadir. Kesirsel Fokker-
Planck denkleminin tiiretilmesi verilmekte ve standart Fokker-Planck denklemini

genelledigi gosterilmektedir.

Fokker-Planck denklemi stokastik kuvvetlerin etkisi altinda kalan dinamik
sistemlerin evrimi ile iligkili olan problemlerin genis bir kismini tanimlar. Daha
acik bir ifade ile, Fokker-Planck denklemi stokastik sistemlerin evrimini tasvir
eder, denge durumunda olan veya olmayan sistemlere uygulanabilir. Bir
parcacigin hiz ve konumunun olasilik yogunluk fonksiyonunun zaman evrimini
tanimlar. Denklem, termal denge durumundan uzaktaki nonlineer sistemlerin
istatistigi icin kullamish bir aractir. ilk olarak Fokker ve Planck tarafindan,
parcaciklarinin  Brown hareketini tanimlamakta kullanilmigtir. Brownian
transportunun bir¢ok durumunda standart Fokker-Planck denklemi, dis alanlar
icindeki stokastik dinamiklerin agiklanmasi i¢in kullanilabilmektedir. Bir dis alan
etkisindeki normal difiizyon, genellikle standart Fokker-Planck denkleminin
terimleri ile modellenir. Fokker-Planck denklemi Kolmogorov denkleminin 6zel

bir hali olarak alinabilir (Hilfer, 2000). Baz1 kaynaklarda Smoluchowski’nin
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Ozgiin calismalar1 sebebi ile Smoluchowski denklemi olarak da adlandirilir.

Standart Fokker-Planck denklemi,

ow {aV'(x)+ K, 2 }W(x,t) (3.16)

ot | oxmap, ox’

ifadesi ile verilmektedir, burada m difiiz eden parcacigin kiitlesi, 7 ise pargacik
ile ortam arasindaki siirtlinme sabitini gosterir. Fokker-Planck denklemi, yogun
madde fizigi, kuantum optigi, kimyasal fizik ve biyofizik gibi bircok alaninda

kullanilmaktadir (Sokolov et al., 2002).

Kesirsel Fokker-Planck denklemi ise genellikle, bir Langevin denkleminden
tiiretilebilmektedir. Normal olmayan difiizyon igeren sistemlerdeki durumlar igin

de kesirsel Fokker-Planck denklemi kullanilabilmektedir.

Kesirsel Fokker-Planck denklemi, standart Fokker-Planck denklemindeki
tiirev operatoriinlin yerine zaman kesirsel tlirev operatoriiniin konulmasi ile elde

edilebilmektedir.

W .l aV(x) o’

RALS N [ Sy t 3.17

Fraalo) [axm%+ o Wot) (3.17)
' 2

L=V (), @ (3.18)

Coxmp,  “ox?

L->, Fokker-Planck operatorii, K, genellestirilmis difiizyon sabiti ve 7, ise
[77 ]= s boyutunda genellestirilmis siirtiinme sabitidir. Kesirsel Fokker-Planck

denklemi, diflizyon denklemini ve standart Fokker-Planck denklemini kesirsel
tiirev mertebesi o ya bagh olarak genellemektedir. ¢ — 1 durumunda KFPD,
standart Fokker-Planck denklemi haline indirgenir. V(X)z sabit durumunda ise

kesirsel difiizyon denklemine indirgenir (Meltzler ve Klafter, 2000).
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Kuvvetin olmadig1 limitte ise, standart Fokker-Planck denklemi, Fick’in
ikinci yasasina indirgenir ve boylelikle ortalama kare yerdegistirmenin zaman

evrimi lineer bir hal alirken, kesirsel Fokker-Planck denklemi,

<X2 (t)>0 - r(zllj_aa)ta

ortalama kare yerdegistirmesine bagli subdifiizyon ile agiklanmaktadir, burada T",
Gamma fonksiyonudur. Ortalama kare yerdegistirme, zamanin «. Ussii ile orantili

olmaktadir (Meltzler ve Klafter, 2000).
3.4.Sonuclar

Gaussian difiizyonuna karsin, kesirsel diflizyon o kesirsel tiirev
mertebesinde bir parametre i¢erdiginden yaygin degildir. Deneysel sonuglar ve
doga ise Gaussian yaygmhigini sik sik bozar. Baska bir deyisle, gercege yakin
olarak tasvir edilebilen fiziksel sistemlerde meydana gelen diflizyon olgusu
gaussian bir yapida degildir. Kesirsel diflizyon denklemleri ise bu noktada
devreye girmektedirler ki, bircok sistemde gézlenen normal olmayan davranislari
aciklamakta gayet basarili olmaktadirlar. Bu sekilde normal olmayan difiizyon,
kesirsel rastgele yiiriiylis ve subdiffusive olaylar gibi fiziksel sistemleri incelemek
olast olmaktadir. Normal olmayan difiizyon olgusunu tasvir eden kesirsel
denklemler i¢in elde olunan sonuclar 6zel durumlarda, homojen ve izotropik bir

ortam tizerinde rasgele yiirliylis modellerinden bulunanlara esdeger olmaktadirlar.

Kesirsel diflizyon denklemlerinin  goriiniimiiniin  standart  diflizyon
denklemlerine yakinligi c¢ok ilgi gekicidir. Ornegin; Kesirsel Fokker-Planck
denklemi, bir Langevin denkleminden tiiretilebilmektedir. Genellestirilmis
Langevin denklemleri, zamandan bagimsiz katsayilar igceren ve zaman iginde
bolgesel olan Fokker-Planck denklemlerine karsilik gelmektedirler. Kesirsel
Fokker-Planck denklemleri de, standart hallerinde oldugu gibi Kesirsel difiizyon
denklemine indirgenebilmektedir. Diger taraftan, Brownian transport fenomeninin
bircok durumunda, deterministik Fokker-Planck denklemleri dis alanlar igindeki

stokastik dinamiklerin ag¢iklanmasi i¢in kullanilabilir. Benzer olarak, normal
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olmayan difilizyon olgusunu iceren sistemlerdeki durumlar i¢in kesirsel Fokker-
Planck denklemini kullanmak olast olmaktadir. Bu yaklasim ile fiziksel
mekanizmalar kesirsel kinetiklere ulagsmaktadir. Kesirsel kinetik denklemler ise
fiziksel sistemlere farkli bir bakis acist ile gergege yakin fiziksel sistemleri

tasvirinde giiclii bir yol olmaktadirlar.

Diflizyonun kesirsel kinetik denklemleri, difiizyon-iletim(advection) ve
Fokker-Planck tipi, eksponansiyel olmayan rdlaksasyon islemleri ve normal
olmayan difiizyon ile tamimlanan kompleks sistemler ig¢indeki transport
dinamiklerinin agiklanmasi igin faydali bir yaklagim olarak belirtilir. Bu kesirsel
kinetik denklemler temel rastgele yiiriiylis problemlerinden veya Langevin

denkleminden elde edilebilmektedirler.

Fokker-Planck denklemi ise gesitli potansiyeller ile calisilmistir ve genis
bir uygulama alanina sahiptir. Kesirsel Fokker-Planck denklemi de bir dig alanin

yoklugundaki normal olmayan transportu tanimlamaktadir.
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4. KINETIiK DENKLEM

Bu bolimde kinetik denklemin kesirsel matematik, kimilatif
kiigtilmeler/bliylimeler metodu ve g-matematik ile ¢oziimleri verilmektedir. Elde
olunan sonuglar ise gerek kesirsel tiirev mertebesi « , gerekse entropi indisi q ile
iligkili durumlarda incelenmektedir. @ ve ( parametrelerinin fiziksel orijinine
deginilmektedir. Bu baglamda, rolaksasyon mekanizmasinin anlasilabilmesi igin,
kinetik denklemin 6zel bir hali ve rolaksasyon denklemine benzer olan Fourier
uzayindaki difiizyon denkleminin ¢oziimleri hem kesirsel matematik hem de
kiimtilatif kii¢iilmeler/biiylimeler metodu kullanilarak elde edilmektedir. Difiizyon
denkleminin  genellestirilmis istatistiksel fizik ve kesirsel —matematik
cercevesindeki c¢oziimleri ele alinmakta, bunlarin birbirleriyle iligkisi ortaya
konmakta, standart ¢oziimiin yetersizligi fiziksel mekanizmasi basit bir kiimiilatif
kiigiilmeler/biliylimeler metodu ile ele alinarak agiklanmaktadir. Bir bagska 6rnek
olarak protein dinamigi ele alinmaktadir; proteinlerde myoglobin ve hemoglobin
gibi demir ligandlar1, belli bir sicaklikta foto-ayrismaya ugradiklarinda, zamanin
fonksiyonu olarak anormal (listel yerine kuvvet yasasi formuna uyan) bir yeniden
birlesme davranis1 sergilerler. Bu davranisi da kesirsel matematik, kiimiilatif

kiigiilmeler metodu yada g-matematikle ele almak daha dogru olmaktadir.

Temel fizik yasalarinin birgogu fiziksel bir niceligin zaman igindeki
evrimini tanimlayan diferansiyel denklemler ile formiile edilir. Bu tiir diferansiyel
denklemler literatiirde kinetik denklemler olarak da adlandirilmaktadir (Saxena et

al., 2002; Saxena et al., 2004; Mathai et al., 2006; Sokolov et al., 2002).

Kinetik denkleme Ornek olarak rolaksasyon denklemi ve rdlaksasyon
siirecleri verilebilmektedir. Rolaksasyon stiregleri fizikte birgok sistemde
gozlemlenebilir. Ornegin amorf yariiletkenler igindeki yiik transportu (Hilfer,
2000). Cole-Cole bagintist (Hilfer, 2003), LC - RC devreleri (Rousan et al., 2006),

v.b. birgok fiziksel olay rolaksasyon siireclerine 6rnek olarak verilebilir.

W =W/(t) zamana bagh olarak degisen fiziksel bir nicelik olmak iizere

kinetik denklem asagidaki formda verilir
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dw(t)
— aw (t). (4.1)

Burada, t € R bagimsiz degiskeni zaman niceligidir, a ise lineer ya da lineer
olmayan (nonlineer) bir islemci ya da denklemi boyutsuz hale getiren bir sabit
olabilir. Kinetik denklemlerin ¢6ziimleri ise eksponansiyel (iistel) azalan/artan

formdadir
W(t)=w(0)™. (4.2)
Burada, W (O) ilgili problemin baslangi¢ kosuludur.

W(t) niceliginin  ortalama  degeri <W (t )> olmak  {lizere
(W(t))=W(0))exp{-t/z} ile verilir, burada a=-1/z, fiziksel olaya ozgi

karakteristik zaman 6l¢egidir. Rélaksasyon denklemi (Hilfer, 2000) bu kapsamda

ele alinabilir.

Oklidiyen uzayda gelisen, zamanin homojen oldugu durumlarda standart
kinetik denklemin tasvirinde standart tiirev kullanilabilir. Standart kinetik
denklemin kesirsel formdaki hali ise kesirsel kinetik denklem olarak adlandirilir
ve literatiirde ¢alismalarda ¢6ziimii yapilmaktadir (Saxena et al., 2002; Saxena et
al., 2004; Mathai et al., 2006; Sokolov et al., 2002). Bu maksatla literatiirde,

standart tiirev iglemcisi yerine

d d“
—
dt  dt”

alinir, burada o kesirsel tiirev mertebesidir.

Standart kinetik denkleminin, standart tiirev islemcisinin yerine kesirsel
tirev islemcisi alarak yada kiimiilatif kiigiilmeler/bliylimeler metodu ile
¢Oziimlerini yapmak miimkiin olmaktadir. Kesirsel kinetik denklemle iligkili olan,
denge durumunda olmayan, fiziksel siireclerin  matematiksel olarak

modellenmesinde kullanilan bir diger denklem de diflizyon denklemidir. Diflizyon
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denkleminin Fourier uzayindaki formu ise rdlaksasyon denkleminin 6zel bir
halidir. Kinetik denklem ile difiizyon denkleminin Fourier uzayindaki dontistimii

birbirine benzerdir. Tek boyutta difiizyon denklemi

oW (x,t) _ K AW (x,t)

p o (4.3)

ile verilir. Burada W(X,t) olasilik fonksiyonu, K ise difiizyon sabitidir. Diflizyon

denkleminin Fourier uzayindaki hali ise;

W (k,t)
ot

= —Kk?W (k,t)

denklemidir. Burada k dalga sayisi olmak {izere, bu denklem rdlaksasyon
denkleminin bir benzeridir (Meltzler ve Klafter, 2000). Fourier uzayinda difiizyon

denkleminin ¢6zlimii ise;
W (k,t) = exp(— Kk>t). (4.4)

seklinde elde edilir. Kesirsel matematik ve ¢-matematikteki ¢oziimler standart
sonuglar1 genellemek amacindadir. Difiizyon denkleminin Fourier uzayindaki
¢Ozlimleri kesirsel matematikle(Meltzler ve Klafter, 2000) ve ¢-matematikle
(Boon ve Lutsko, 2000) yapilmakta ve sonucglar standart durumlarla

karsilastirilarak incelenmektedir. Ancak nonekstensif fizikteki ( -indisinin fiziksel

kaynagi merak konusudur.
4.1.q-matematikle Coziim

Fourier uzayinda g-difiizyon denklemi J.P.Boon tarafindan difiizyon
denklemi klasik istatistik mekanikteki ortalama sagilma fonksiyonu kullanilarak
matematiksel olarak tiiretilmis ve Fourier uzayinda ¢oziimii yapilmistir. Bagka bir
deyisle nonekstensif istatistiksel mekanik kullanilarak difiizyon denkleminin bir

genellestirilmesi elde edilmistir. g-difiizyon denklemi Fourier uzayinda,
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oW (k,t)

= —Kk?W (k,t) (4.5)
olarak tanimlanmakta, bu denklemin ¢oziimii ise,

1
W (k,t)=[1- (1-q)Kk t]i-0 (4.6)
seklinde elde edilmektedir (Boon ve Lutsko, 2000).

Bu fonksiyonun ters Fourier doniisiimiiniin alinmasi ile g-difiizyon denklemi
elde edilmektedir. Sagilma fonksiyonu gergel ve pozitif olmasi gerektiginden

koseli parantezler i¢indeki ifadenin pozitif olmasi gereklidir. Bu g >1 i¢in her
zaman gecerlidir fakat g <1 icin sagilma fonksiyonunun bir basamak fonksiyonu

icermesi gerekmektedir;

Wik,t)=[1= (1)Kt} 00— (1 q)KK>t)

burada y>1 igin @(y)zlve diger durumlarda ®(y):0 dir. Bir boyutta, g-

eksponansiyel fonksiyonun ters Fourier doniistimii ile g >1 durumu i¢in,

r'( _ r 1/(gq-1)-1/2
63 u)= D [ )

JrJla-1kt

elde edilir, burada r=x/,[(q—1)Kt ve K, (r) ise ikinci tip modifiye edilmis
Bessel fonksiyonudur. Standart diflizyon denkleminin genel ¢6ziimleri de Bessel
fonksiyonlart cinsinden verildigi i¢in bu sonug sasirtict degildir. Benzer sekilde

g — 1 durumunda;

1 x>
G, . (xt)~ -
qﬂl( ) \/4—7theXp( 4Ktj

denklemi haline gelir. Ayni1 diisiince ile <1 g-exp fonksiyonun ters Fourier

dontistimii ile,
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1 T(Hag=1)+1)r 1/(g-1)-1/2
Gq<1(X,t):2\/; E/éq__q%)(aj Jl/(q—l)—uz(r)

seklinde elde edilir, burada I’:X/«/iq—liKt ve J,  ise birinci tip Bessel

\4

fonksiyonudur (Boon ve Lutsko, 2000).
4.2.Kesirsel Mtematik ile Coziim

Kesirsel difiizyon denkleminin Fourier uzayindaki ¢oziimii, kesirsel kinetik
denkleminin ¢ozlimiine karsilik gelmektedir. Difiizyon denkleminin Fourier
uzayindaki zaman kesirsel c¢oziimiinii ele alalim. Caputo kesirsel tiirevi

kullanilarak difiizyon denklemi zaman kesirsel olarak,

2
‘DX W(x,t)= K;—ZW (x,t) (4.7)
X

seklinde yazilabilir, burada K difiizyon katsayisidir. Bu denklem literatiirde zaman

kesirsel difiizyon denklemi olarak bilinir. ;D =, J"* D" yazilacak olursa,

2

m-a m a
oI ,DMW(x,t) = KaX—ZW(x,t) (4.8)
m-1 4+ k 2
Wt - —w “(x1) =0Jf‘{K a—ZW(x,t)} O<a<l (4.9)
koo K! =0 X

haline gelir. W (x,t) _, =W, (x) ilk hali ile,

W(x,t):WO(x)+0Jt”‘{K ik W(x,t)} (4.10)

S

elde edilir. Bu ifadeye Fourier doniisiimii uygulayacak olursak,
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FW(x,t)k}=FW,(xkk}+ F{OJf‘{K a—zzw(x,t)};k}

OX (4.11)
W (k,t) =W, (k)— Kk?,J W (k,t)
elde edilir. Bu ifadeye Laplace doniisiimii uygulayacak olursak,
ua—l
W(k,u)=W, (k)—— 4.12
(k) =W ) @12)
elde edilir. Bu ifadeye ters Laplace dontisiimii uygulanacak olursa,
W (k,t) =W, (K)E,, (- Kk*t*) (4.13)

seklinde Mittag-Leffler fonksiyonu cinsinden elde edilir. 7 karakteristik zaman

. 1
olmak iizere, Kk* = — alinirsa,
T

W(t)=W, Ea{—lt“} (4.14)
T

Standart kinetik denklemin kesirsel ¢oziimii de denklem (4.14) ile verilen
sonuca gotlriir. Caputo kesirsel tlirev tanimimni kullanilarak kesirsel kinetik

denklem,

“DW(t)=aW (t)
0<a<l (4.15)
JT“DW(t)=aW(t)

seklinde verilir, burada a:—l ve 0<a <1 dir. Esitligin her iki tarafina
T

Riemann-Liouville kesirsel integral islemcisi J“ uygulanir ve kesirsel

islemcilerin bilesim kurali kullanilirsa (Podlubny, 1999; Oldham ve Spanier,

1974; Miller ve Ross, 1993).
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JDW(t)=al“W(t) (4.16)
denklemi elde edilir. y(O) =1 baslangi¢ kosulu ile daha agik bir bigimde
W (t)=1+al“W(t) (4.17)

denklemiyle yazilabilir. (4.17) denkleminde esitligin her iki tarafina Laplace

dontigiimii uygulanirsa,

w(s)= - (4.18)

bulunur. Burada, w(s) fonksiyonu W(t) fonksiyonunun Laplace doniisiimiidiir ve

s Laplace doniisiim parametresidir. (4.18) denkleminin ters-Laplace doniislimii

alinirsa (Podlubny, 1999), (4.15) kesirsel kinetik denkleminin ¢6ziimii

W(t)=W, E,(at“) =W, Ea{—lt“} (4.19)
T

Mittag-Leffler fonksiyonu cinsinden elde edilir.

Incelenen karmasik sistemin zamana bagh difiizyon davramslari Mittag-
Leffler fonksiyonu ile gercege yakin tasvir edilmektedir. Tamsay1r mertebeli
diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinde siklikla karsilasilan iistel fonksiyonun
yetersizligi kesirsel yaklagimda kullanilan Mittag-Leffler fonksiyonu ile telafi

edilmektedir. (4.19) denklemi seri toplam formunda W, =1 igin,

1 a]”
—t
Ea(—lt“jzzf— (4.20a)

yazilabilir, burada I' Gama fonksiyonudur (Wiman, 1905). Asimptotik kuvvet

yasas1 formunda Mittag-Leffler fonksiyonu
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(4.20b)

formunu alir. Sayisal uygulamalarda kullanilmak tizere (4.20a) denklemi ile

verilen ¢oziim agik olarak

1 ta t2a t3a t4a
E,|——t“|=1- = . (4.20
"( j zr(a+1)+r2r(2a+1) r3F(30{+1)+r4F(40(+1)+ (4.20¢)

formunda yazilabilir. t << 1 icin
E, [_ t_J S P S (4.20d)

yazilabilir. Diflizyon denkleminin (4.14) ve (4.19) denklemleri ile verilen ¢oziimi

a =1 durumunda standart matematikle elde olunan

t

a=1 — W(t7)=W,e - (4.21)
standart ¢éziimii verir.

4.3. Toplanabilir Olmayan Termoistatistik ve g-genellestirilmis Kinetik

Denklem

Enerji kayiplart ve sicaklik fiiliiktiiasyonlar1 gibi kuvvet yasasi formu ile
iistel yasa formu arasinda davranislar sergileyen fiziksel sistemler Tsallis
termoistatistigi ¢ercevesinde ele alinmaktadir (Tsallis, 2002; Tsallis, 2004; Tsallis
ve Borges, 2003; Tsallis et al., 1999). Tsallis toplanabilir olmayan
termoistatistiginde kullanilan g-iistel fonksiyonunun yapisi, kuvvet yasasi formu

ile eksponansiyel yasa formu arasinda bir dogaya sahiptir.

Termodinamik toplanabilirligin  gecerli oldugu fiziksel sistemleri
incelemek icin Boltzmann-Gibbs istatistigi yeterli ve oldukc¢a kullanighidir.

Molekiiler bakis acisindan, molekiiller arasi kuvvetlerin kisa erisim karakterli
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oldugu kabul edilirse, c¢ok parcacikli sistemler i¢in toplanabilir olma ve
homojenlik olgular1 akla uygun yaklagimlardir. Ancak dogadaki bir¢ok fiziksel
sistemin tanimlanmasi i¢in Boltzmann-Gibbs istatistiZi yetersiz kalmaktadir.
Ornegin, uzun erisim kuvvetlerinin varlig1, termodinamikte énemli degisikliklere
neden olmaktadir. Boltzmann-Gibbs istatistiginin iglevselligini yitirmesine neden
olan tek mekanizma uzun erisim etkilesmeleri degildir. Bunun yani sira,
mezoskobik kayipli sistemler de termoistatistiksel anormallikler sergiler. Bu tarz
sistemleri olusturan pargaciklarin hiz dagilimlari Gauss dagilimindan oldukca
biiylik sapmalar gostermektedir. Genel olarak multifraktal yapili sistemler standart
durumlardan farklt olarak anormallikler sergiler. Ayrica bellek etkilerinin
gorlildiigli non-Markovian siiregler de standart termoistatistiksel yasalara

uymazlar (Tsallis, 2002).

Boltzmann-Gibbs istatistiginin  kullanilabilmesi i¢in  mikroskobik
etkilesmelerin erisim uzakligi ve mikroskobik bellegin zaman aralig1 ¢ok kisa
olmalidir. Ayrica, sistem evrimini fraktal olmayan, 6klidyen ve homojen bir uzay-
zaman ic¢inde gec¢irmelidir. Bu kosullardan bir ya da bir ka¢i saglanmadigi
takdirde, ele alinan sistemi, Boltzmann-Gibbs istatistigi ¢ercevesinde incelemek
miimkiin degildir. Bu kosullar1 saglamayan sistemler toplanabilir olmayan
sistemler olarak adlandirilmaktadir. Toplanabilir olmayan sistemlerin
Ozelliklerinin aydinlatilmasi i¢in ise, toplanabilir olmayan bir termoistatistiksel
formalizme ihtiya¢ duyulmaktadir (Tsallis, 1998; Curado ve Tsallis, 1991;
Tirnakl et al., 1998).

Bu ihtiya¢ nedeniyle, fraktal uzay icin uygun olan termoistatistigin
olusturulmasi ve oklidyen uzay yaklasiminda kullanilan standart termoistatistikle
uyumunun saglanmasi i¢in bir dizi g¢aligmalar yapilmistir. Bu calismalardan
literatiirde en ¢ok karsilasilanlara Ornek olarak, kesirsel disarlama istatistigi
(Haldane, 1991) ve Tsallis’ in ortaya koydugu toplanabilir olmayan termoistatistik
gosterilebilir (Tsallis, 1998). Bu altboliimde kisaca Tsallis’ in ortaya koydugu
toplanabilir olmayan termoistatistik tanitilacak ve Q-genellestirilmis kinetik

denklemle olan iliskisi iizerinde durulacaktir.
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Genellestirilmis termoistatistik, Tsallis tarafindan toplanabilir olmayan
dogaya sahip bir entropi tanimu1 yapilarak ortaya konmugtur(Tsallis, 1998; Curado
ve Tsallis, 1991). Bu yeni formalizm sadece istatistiksel termodinamikte degil
aynt zaman da Boltzmann-Gibbs istatistiginin sonu¢ vermedigi bir¢ok fiziksel
sistem icin etkin olarak kullanilmaktadir (Abe ve Okamoto, 2001). Bu
sistemlerden bir kag1 sOyle siralanabilir: uzun erigim etkili sistemler, uzun mesafe
bellek etkisinin goriildiigli non-markovian stokastik siirecler, Levy siireclerinin
gozlendigi anormal difiizyon olayi, granular sistemler, karadelikler, temel

parcaciklarin yiiksek enerji ¢carpismalari.

Toplanabilir olmayan Tsallis termoistatistigi iki aksiyom iizerine

kurulmugtur. Bunlar: (i) Sistemin entropisi

S =k (4.22)

ifadesi ile verilir. Burada K, pozitif bir sabit olan Boltzmann sabitidir, p, sistemin

bir mikrodurumda bulunma olasiligidir ve W ise sistemin bulunabilecegi toplam
mikrodurum sayisidir. (ii) Herhangi bir A gdzlenebilirinin g-beklenen degeri

asagidaki ifadeyle verilir
W
— q
<A>q = Z pIA. (4.23)

Diger taraftan, toplanabilir olmayan dogaya sahip genellestirilmis termoistatistik

q — 1 limit durumunda Boltzmann-Gibbs istatistigini igermektedir. Bu durumda
(4.22) denklemi 1yi bilinen Shannon entropisine S = —Z p; In p; doniismektedir.

Tsallis entropisi sadece ve sadece q — 1 i¢in toplanabilir yapiya sahip olur. Bu
nedenle (1 - q) sistemin toplanabilirlikten uzakligmmin bir o6lg¢iisii  olarak

yorumlanabilir (Tirnakl et al., 1997).
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Tsallis” in ortaya koydugu toplanabilir olmayan entropi ifadesi, Q-

Gaussien bir dagilim vermektedir.
- (- g kT = X’
- 5 % kgT

Burada, kg  Boltzmann sabitidir = ve  (-eksponansiyel fonksiyon
e, (W)=[1+(l )W]” (-9 jle tanimlanmaktadir. Bu dagilim, q=1 icin Gauss

dagilimmi ve q=2 i¢in Cauchy-Lorentz dagilimini vermektedir. Tsallis ayni
zamanda ¢ eksponansiyel dagilimm q>5/3 i¢in Levy dagilimini verdigini

gostermistir (Meltzler ve Klafter, 2000). Buraya kadar anlatilan bilgiler 1s1ginda
denilebilir ki, termoistatistigin Boltzmann-Gibbs formalizmi sadece eksponansiyel
denge dagilimlarin1 saglar. Toplanabilir olmayan termoistatistik ise, kuvvet yasasi

dagilimlarin1 saglar ve aym1 zamanda ¢ — 1 limit durumunda Boltzmann-Gibbs

istatistiginin sonuglarini da verir. Dolayisiyla daha genelleyici bir yapiya sahiptir.

Kinetik denklemin g-genellestirilmis formunu kullanarak, toplanabilir
olmayan termoistatistik ile g-genellestirilmis kinetik denklem arasindaki iligkiyi

ortaya konmakta ve g-genellestirilmis kinetik denklem

& =a, yq (4.24)

ifadesi ile verilmektedir. Burada yine X degiskeninin fiziksel bir boyut tasidig

varsayllmakta ve a,y® boyutsuz bir degisken olarak almmaktadir. (4.24) ile

verilen nonlineer kinetik denklemin ¢oziimii, y(O):l baslangi¢ kosulu altinda

asagidaki gibi elde edilir

y =e,(a,x)=[1+1-qa,x]"-9. (4.25)

Agikga goriilmektedir ki, % =ay standart kinetik denklem, % = aqu qg-
X X

genellestirilmis kinetik denklemi ile yakindan iligkilidir (Tsallis ve Borges, 2003).
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Tsallis bu iki denklemi daha genelleyici bir denklemde birlestirmis ve sarmal
yapiya sahip proteinlerin davraniglarim1 fraktal olguyu da gbéz Oniine alarak

aydmlatmistir (Tsallis, 1999).

4.4.Kiimiilatif Kiiciilmeler/Biiyiimeler Metoduyla Coziim

Bu altboliimde, g-entropi indisinin fiziksel orjinini ortaya koymak icin

kiimtilatif kiigiilmeler/biiylimeler metodu ile diflizyon olay1 ele alinmaktadir.

Bir yangmin sOnmesi/yanmasi, paranin enflasyon ile deger
kaybetmesi/kazanmasi, bir popiilasyonun azaligi/artist gibi yasamda rastlanilan
durumlar ile Fibonacci‘nin tavsan {ireme problemi ve bu problemin tersi yani
zaman i¢inde belli miktardaki tavsanlarmin sayilarinin azalmasi da kiimiilatif
kiigiilmeler/biiylimelere 6rnek olarak verilebilir. Bu sayede sadece fizikte degil,
fen ve miihendislikten sanata kadar bir ¢cok alanda karsimiza ¢ikan altin oranin
ortaya ¢ikisi bir kiimiilatif kiiclilme yapan bir fiziksel prosese ait bir mekanizma
ile ortaya konmaktadir. Burada altin oranin proseslerin kiimiilatif olarak ilerlemesi
ile yakin ilgili oldugu ortaya konmakta, altin oran bir azalma/yada artma oranina
baglanabilmektedir. Bu oran ise prosesin fraktal boyutuyla iligkilendirilmektedir.
Fiziksel bir sistemde oklidiyen geometrinin ele alinmasi ile birlikte uzun erigimli
bellek etkileri ve fraktal geometri g6z ardi edilmektedir. Kiimilatif
kiigiilmeler/bliylimeler yaklasimi ise uzayin pargali olusunu ve bellek etkisini
icermektedir. Kiimiilatif kiigiilmeler/bliylimeler, zaman ig¢inde asmnan, evrim
gosteren, belli oranlarda azalan/artan sistemlere uygulanabilir. En genel ifade ile
kiimiilatif kiiciilme/biiylime mekanizmasi, baslangicta belli bir miktara sahip olan
sistemin zamanla belli bir yiizde ile kiimiilatif olarak azalmasi/¢ogalmasi
mekanizmasi olarak modellenir (Biiylikkilic ve Demirhan, 2008, 2009). Bu
baglamda diflizyon olgusu, 6zel durumlar ic¢in kiimiilatif kiiclilme/biiyltime
siirecine benzer bir siire¢ olarak ele alinabilir. Boylece, Fourier uzayinda difiizyon
denklemi kiimiilatif kiicilme/biiylime yapan fiziksel bir siirece ait mekanizmaya

benzer sekilde ele alinabilir.

W, ile temsil edilen olasilik fonksiyonunun 0, At,2At,...,nAt siirelerinde

ulasacag biyiikliikler sira ile W,,W,,W,,...,W, miktarlar1 olsun. Difiizyon siireci
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baslamadan 6nce olasilik fonksiyonu W (k,t) nin W, ile temsil edildigini ve her

At zamaninda k dalgasayisi, K diflizyon katsayisi ve 7 karakteristik zaman olmak

1 . . .
iizere, — = Kk* miktarinda azaldigin diisiinelim. (Biiyiikkilic ve Demirhan, 2008,

T

2009) referansindaki yontemi izleyerek, olasilik fonksiyonunun zamanla gelisimi

timevarimla

Zaman

At

2At

rAt

nAt

formunda ifade edilir. r. adim i¢in (4.26) denklemi genellestirilirse,

olur.

alinirsa

Olasilik Fonksiyonu

WO

W, =[1-Lac o
T

1 2
w, :(1——Atj W,
T

W =(1-2ac)w,
T

w,=(1- Lot w,
T

(4.26)

(4.27)

(4.28)
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W, :WO(l—lE) (4.29)
Tr

yazilabilir. Bu denklem sonsuz adim yaklasikliginda (r — o)

t

W(t,z)=W,e * (4.30)

olur, bu ise (4.21) denklemi ile aynidir. Sonsuz adim yaklasikliginda yazilan
ifadeyi ¢0ziim olarak veren diferansiyel denklem, uzayin kesikliligi itibara

alinmazsa

W = —Lwat (431
T

bi¢cimindedir(Biiytikkili¢ ve Demirhan, 2008, 2009). Bu denklemin ¢oziimii t =0
iken W(O,r):W0 baslangi¢ kosulu géz oniine alinirsa, (4.30) denklemi ile aym

olur. Bu davranig, adim sayisinin ¢ok biiyilidiigii durumlarda asimptotik davranis
olarak sergilenir. Ote yandan asimptotik davramstan sapmalar nonekstensif

termoistatistikteki g-exp fonksiyonu,

e, (0 =[1+(a-1)Jec

ile verilir. r adim sayis1 ile q iligkilendirilirse, adim sayisi r ;

r= (4.32)

b
q-1
olur. g=11i¢in r >0, (=2 i¢cin r=1, (=1/2 i¢in r =2 olur. O halde

1 <r <o oldugu durumlar 1< q <2 olmak lizere

1

W, =W0[1 —(q —1)1)’_l (4.33)
T
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denklemi yazilabilir. (4.33) denklemi, q > 1 durumunda, r — oo iken, (4.30)

denklemi ile ayni1 olur.
4.5.0lasihgin Grafiksel Gosterimi

Bu altboliimde W(t)’nin a,q ve t degerlerine gore degisimleri ¢izildi. Elde
ettigimiz difiizyon denkleminin zamanla gelisimine ait (4.29) denklemine gore
W(t) kuvvet formundadir. Olasiligin gelisim sirasindaki adim sayisina (ayni
zamanda entropi indisi ( ya) baglilig1 Sekil.1 de verilmektedir. Olasiligin r — o

adiminda Gaussian bir dagilim gosterdigi ve t zaman eksenine asimptot oldugu

goriilmektedir. r =1,2,5 durumlarinda ise t eksenini kestigi anlasilmaktadir.

Olayin t’ye gore simetrik gelistigi varsayilmaktadir.

W(t
12% ®
+ (-1=0; r sonsuz adim
# g-1=02;r=5
m g-1=05;r=2
10 ¢ ® g-1=1;r=1
ee
084 &
] ]
51 %
b | o
04
| ] |
+‘,"- ° ° -"‘,-o
+Te m m ety
+++-l- = e 0,2 - P l-‘+++
+ 'Il ™ L] ." *y
o ] [ By te
+
ettt o . L] b = L +
st n [ ] g hg Y
““‘ -. a0 .- *
*—‘ -I-. @ (Vv L 4 t
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Sekil 4.1. Olasiligin ((4.27) denklemi) farkli q degerlerine (adim araliklarina) gore grafiksel
gosterimi (W, =1, 7=1)

Normal olmayan difiizyonun « kesirsel tiirev mertebesinin degerine gore
birka¢ bolgeye ayrilmakta olduguna daha once deginmistik, burada 0 < <1

subdifiizyon durumu vurgulanmaktadir.
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W(t)’nin kesirsel matematikten hesaplanan zamanla degisimi (4.19)
denkleminden sayisal olarak hesap edilen sonuglara gore grafik gosterimi Sekil.2
de verilmektedir. Burada olay subdifiizyon bdlgesinde seyretmektedir. Olasiligin
zamanla degisimi 0 <a <1 arasinda olmak {izere standart dagilimdan daha

ylksek oldugu goriilmektedir.
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Sekil 4.2. Olasiligin ((4.19) denklemi) farkli & degerlerine gore grafiksel gosterimi
W,=1,7=1)

a ile r’nin (q’nun) farkli degerleri i¢in W(t)’nin zamanla degisimi ise
Sekil.3 de verilmektedir. o =1,q—1 durumunda W(t) standart klasik bir

davranis sergilemektedir.
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Sekil43. a.=08,0g—>1,a=1,ve q—1=0,2 degerleri i¢in (4.19) ve (4.27)

denklemlerinin karsilagtirlmasinin grafik gosterimi (W, =1, 7 =1)

4.6.Protein Dinamigi

Proteinlerin biyolojik yapilarina goére farkli rolaksasyon siirecleri
goriilebilir. Bu siireglere 6rnek olarak, bir iyon kanalinin agik ya da kapali olmasi,
bir hemoglobin veya myoglobin proteininin oksijeni baglamasi ya da
baglamamas1 verilebilir. Literatiirde bu siiregler, kendine benzer (self similar)
protein dinamigi olarak ele alinmaktadir (Glockle ve Nonnenmacher, 1995).
Kendine benzer (self similar) protein dinamigi, proteinlerin yapisal alt
durumlarimin ihmal edildigi ideal durumlarin tasvirinde kinetik denklem ya da
rolaksasyon denklemi ile modellenmektedir. Kinetik denklem ya da rélaksasyon
denklemi gibi birinci mertebeden diferansiyel denklemlerin ¢oziimii olarak
karsimiza c¢ikan eksponansiyel davranis, g¢esitli kayiplarin ihmal edildigi basit
sistemlerin tanimlanmasinda yeterli olmakla beraber, kompleks sistemlerde ya da
sistemlerin gercege yakin tasvirinde yetersiz kalmaktadir. Deneysel gozlemler,
proteinlerin rolaksasyon dinamigi ve reaksiyon kinetiginin eksponansiyel
davranistan saptigin1 ve kuvvet yasast davranisi sergiledigini gostermektedir. Bu

nedenle, proteinlerin kendine benzer (self similar) dinamigi, nonlineer
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rOlaksasyon denklemi ya da kesirsel rolaksasyon denklemi ile deneysel
gozlemlere yakin tasvir edilmeye c¢alisilmaktadir(Glockle ve Nonnenmacher,

1995; Tsallis et al., 1999).

Protein dinamigi iizerine yapilan g¢aligmalar gostermistir ki, disik ve
yuksek sicakliklarda sergilenen davramislar farkliliklar gostermektedir. Yiiksek
sicakliklarda eksponansiyel davranmis siirecleri modelleyebilirken, diisiik

sicakliklarda kuvvet yasasi davranist goriilmektedir.

Gliserol-su ¢ozeltisi icerisinde erimis tip 2 sperm balina myoglobininden
sabit sicaklikta foto-ayristirma ile ayrilan CO molekiilleri foto ayrismadan hemen
sonra, yeniden birlesmeye baslamaktadir. t aninda, heniiz yeniden birlesmeye
baslamamis molekiillerin sayisi N(t) ile gosterilirse, ¢ = N(t)/ N(O) zamanla
monoton olarak sifir olacaktir. Standart olarak, yeterince yiiksek sicakliklarda
iistel davranis sergilenmektedir. Ancak, diislik sicakliklarda (tipik olarak 40-160 K
araligi), yeniden birlesme ¢ok daha yavas olmakta ve kuvvet yasasi davranisi
sergilenmektedir. Goreli olarak yiiksek sicakliklarda (230 K civari), yeniden
birlesme iistel tipte (exponential type) olmaktadir (Tsallis et al., 1999; Austin et
al., 1975).

Kendine benzer (self similar) reaksiyon dinamiginin incelendigi deneysel

caligmalarda gozlenen noneksponansiyel davranis

gt)=(1+t/7)" (4.34)

denklemiyle modellenmektedir. Deneysel veri (4.34) denklemi ile oldukca
uyumlu olmaktadir. Sicakliga gore iistel veya kuvvet yasasi davranisi (4.34)
denklemi ile agiklanabilmektedir. Burada, n ve r sicakliga, basinca ve pH
degerine bagl olan fit parametreleridir (Austin et al., 1975). (4.34) ifadesi,
rolaksasyon denkleminin ¢6ziimii olan eksponansiyel davramigtan farklilik
sergilemektedir. Standart durumda beklenen eksponansiyel davramis ancak

n — oo limitinde gézlenmektedir.
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Protein dinamiginin sergiledigi bu davranis bi¢imi, standart rolaksasyon
denklemi ve ¢oziimii olan eksponansiyel fonksiyon yerine kesirsel rolaksasyon
denklemi ve c¢oziimii olan Mittag-Leffler fonksiyonu kullanilarak kesirsel
matematik ¢ercevesinde ele alinmaktadir (Glockle ve Nonnenmacher, 1995).
Benzer sekilde, nonekstensif fizik ¢er¢evesinde, nonlineer rolaksasyon denklemi
ve ¢0zlimii olan g-eksponansiyel fonksiyonu protein dinamigini tasvir etmek i¢in
kullanilmaktadir (Tsallis et al., 1999). Protein dinamigi {izerine yapilan
calismalarda siirecler c¢esitli matematiksel yaklasimlarla (kesirsel matematik,
nonekstensif fizik, v.s.) tasvir edilmesine ragmen, bu siireglerin zamanla
sergiledigi fiziksel mekanizma agik olarak belirtilmemektedir. Proteinlerdeki
eksponansiyel ve kuvvet yasasi arasinda bir davramig bigimi sergileyen
rolaksasyon siirecleri, kabaca kiimiilatif bir degisim gostermektedir. Proteinlerde
goriilen bu tarz siirecler ve deneysel veriyle uyumlu olan (4.34) denklemi
kiimiilatif kii¢iilmeler/bliyiimeler mekanizmasi(Biiylikkilic ve Demirhan, 2008,
2009) ile agiklanabilir. Bu amagla kiimiilatif kiiclilmeler/biiytimeler metodunu
protein dinamigine uygulayarsak (4.34) denklemi elde edilir. (4.34) denklemi
sayesinde protein dinamigini nonekstensif istatistik ¢ergevesinde incelemek olast

olmakta ve g — 1 durumunda standart r6laksasyon denklemi ile elde olunan iistel

davranislar1 agiklamakta kullanilabilecegi goriilmektedir.

4.7. Sonuclar

Difiizyon denkleminin Fourier doniisiimii zaman uzaymda bir kinetik
denklem formundadir. Kinetik denklemler zaman ic¢inde evrilen fiziksel siire¢lerin
modellenmesi bakimindan 6zel bir oneme sahiptirler. Kinetik denklemlerin,
standart ¢ozlimlerden sapmalarini kesirsel matematik ve nonekstensif fizik (Q-
matematik) c¢ercevesi i¢inde incelemek miimkiindiir. Burada, ¢o6ziim olarak
kesirsel matematikte elde olunan Mittag-Leffler fonksiyonu, nonekstensif fizikte
ise g-eksponansiyel formu 6zel bir 6nem kazanirlar. Sonug olarak, iistel olmayan

formda olan kuvvet yasalar1 ile Mittag-Leffler fonksiyonu 6ne ¢ikarlar.
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5. GENEL SONUCLAR

Tez calismasinda, ilk olarak kesirsel matematik tanitilmakta ve normal
olmayan diflizyon olgusu irdelenmektedir. Daha sonra ise kinetik denklemin ve
benzeri olan diflizyon denkleminin kesirsel matematik ve kiimiilatif
kiiciilmeler/bliyiimeler metodu kullanilarak ¢oéziimleri yapilmakta ve ¢ entropi

indisinin fiziksel orijini {izerinde durulmaktadir.

Son yillarda, bir¢ok fiziksel sistemde difiizyonun tek bir K difiizyon sabiti

ile tasvir edilemeyecegi goriilmektedir. Normal olmayan difiizyon, K difiizyon

sabitinin yaninda bir o parametresiyle ve ortalama yer degistirme <X2(t)> ise

nonlineer bir kuvvet yasasiyla <x2(t)>oct“ karakterize edilebilir. Kompleks

davranis gosteren diflizyon olaymin incelenmesinde, oklidiyen olmayan fraktal
uzay ile Markoviyen olmayan, bellek etkilerinin gézoniine alindig bir yaklagim
uygun olur. Fraktal bir uzayda gelisen ve bellek etkisi gosteren difiizyon olaymin
incelenmesinde kesirsel matematigin uygun bir temel olusturdugu anlagilmaktadir.
Normal olmayan difiizyon davranigina bircok Ornek verilebilir: siirekli zamanda
rastgele yiiriiytis (CTRW), Monte Carlo simiilasyonlari, kesirsel difiizyon
denklemi, bir dis alan etkisindeki normal olmayan difiizyon i¢in kesirsel Fokker-
Planck denklemleri v.b. Kesirsel difiizyon denklemi bir kesirsel zaman tiirevi veya
kesirsel konum tiirevi veya her ikisi ile birlikte tasvir edilebilmektedir. Boylelikle
zaman-kesirsel, konum kesirsel veya zaman ve konum kesirsel seklinde

isimlendirilmektedir.

Burada dikkati ¢eken en Onemli nokta, elde olunan ¢oziimlerin Mittag-
Leffler fonksiyonlar1 cinsinden elde edilmesidir. « mnin farkli degerleri icin
Mittag-Leffler fonksiyonlar1 da farkli fiziksel siirecleri temsil etmektedir. Bu olgu
sadece kesirsel rolaksasyon ve titresici denklemlerinin ¢oziimiinde degil ayni
zaman da kismi kesirsel diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde de ortaya
cikmaktadir. Buradan, Mittag-Leffler fonksiyonunun kesirsel matematik icin
biiyiik 6neme sahip oldugu soylenebilir. Ozellikle, kesirsel titresici probleminde

Mittag-Leffler fonksiyonu cinsinden verilen c¢oziimlerin soniimlii karakterde



63

olmasi kesirsel tiirev mertebesi ile uzayimn yapisi arasinda bir iligki oldugunu
gostermektedir. Bu nedenle, uygun diizenlemeler ile fraktal uzayda incelenen
fiziksel siireclerin kesirsel matematik kullanilarak aydinlatilmasi fizik agisindan
daha anlamli olabilir(Sirin et al., 2010c; Ertik et al. 2010). Bu baglamda
literatiirde bazi calismalar yapilmaktadir. Bu c¢alismalar kapsaminda,
termoistatistigin temel kavramlarinin kesirsel olarak ele alindigini da gérmekteyiz.
Bu baglamda Mittag-Leffler fonksiyonunun toplanabilir olmayan genellestirilmis
termoistatistik i¢in 6zel bir dneme sahip oldugu sonucuna varilmaktadir (Ertik et

al., 2009; 2010; Sirin et al., 2010a; 2010b).

Difiizyon denkleminin Fourier doniislimii zaman uzayinda bir kinetik
denklem formundadir. Kinetik denklemler zaman iginde evrilen fiziksel siireclerin
modellenmesi bakimindan 6zel bir oneme sahiptirler. Kinetik denklemlerin,
standart ¢ozlimlerden sapmalarini kesirsel matematik ve nonekstensif fizik (-
matematik) c¢ercevesi icinde incelemek miimkiindiir. Burada, ¢6ziim olarak
kesirsel matematikte elde olunan Mittag-Leffler fonksiyonu, nonekstensif fizikte
ise g-eksponansiyel formu 6zel bir 6nem kazanirlar. Sonug olarak, bu tezde, iistel
olmayan formda olan kuvvet yasalar1 ile Mittag-Leffler fonksiyonu One

¢ikarilmaktadir.

Nonekstensif fizik ile yapilan ¢aligmalarda klasik ¢éziimlerin yetersizligi
fiziksel olarak ortaya konmaktadir. Bu yetersizligi gidermek ic¢in {istel

fonksiyonun yerini e, gOsteriminin almasinin dahi sorunu ¢6zmedigi

belirtilmektedir.

Bu yaklagimlarda gerek kesirsel matematikteki «, gerekse nonekstensif

fizikteki q indisinin fiziksel orijini agiklanamamaktadir. Bu tezde, ¢ ’nun fiziksel

orijini, sistemin gelisiminde katettigi adimlarin sayisin1 gosteren r adim sayisina
baglanmaktadir. Sistemin gelisimi siirekli bir zaman araliginda olmayip, kesikli
olan zaman araliklarinda olmaktadir. Zaman sonsuza giderken adim sayisida
sonsuza ulagmakta, sistem asimptotik bir davranig sergilemektedir. Sistem boylece
denge durumuna ulagmaktadir. Sistemin klasik, standart davraniglardan sapmasi
adim sayisinin nispeten az oldugu bolgede daha belirgin olarak izlenmektedir

(Sirin et al., 2010a).
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