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ONSOZ ve TESEKKUR

Bu calsmada monoton operatdrle tanimlagme ek kgulu integral operatori ile
verilmis ters katsay! probleminin ¢ozumu igin parametribasyontemi incelenmi
ve bu yonteme kiyasla ¢cok daha kulknve pratik olan yeni bir ydontem verilgtir.
Oncelikle duiz problem monoton operator teorisi kapsmda incelenmive sayisal
olarak ¢cozulmgtlr. Daha sonra ters katsayi problemi tanimlanraicaitli 6rnekler
Uzerinde parametrizasyon yontemi incelegimi Son olarak ta “Yari-Analitik”
yontem adi verilen yeni yontem aciklagnve ornekler Gzerinde parametrizasyon
yontemiyle kagilastirarak incelenngtir.

Beni bu konuda caimaya sevk eden ve her konuda bana yardimci olagndamn
hocam sayin Prof. Dr. Zahir MURADG@ U’ na tesekkirii bir borg bilirim; ayrica,
her zaman ve her konuda bana yardimci olan ve gleiskecbir zaman esirgemeyen
hocam sayin Prof. Dr. Alemdar HASANR U’ na tesekkiirlerimi sunarim.

Yine, Gzerimde emg olan ve burada isimlerini sayamgdn Kocaeli Universitesi
Matematik bélimunin gerli hocalarina, hayat arkagan ve gim Gilfer TATAR’
a, bazisekillerin ciziminde katkisi olan doktoragiencisi Vildan Yazici’ ya ve
hayatim boyunca benim i¢in hicbir fedakarliktan ikagayan ALEME
tesekkUrlerimi sunarim.
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MONOTON POTANSIYEL OPERATORLE TANIMLANMI S ELIPTIK
DENKLEM iCiN TERS KATSAYI PROBLEM i

SALIH TATAR

Anahtar Kelimeler: Deformasyon Teorisi,Monoton Operatér, Zayif Cozum,
Burulma, Ters Katsay! Problemi, Sonlu Fark Y&ntemi

Ozet: Bu calsmada, ek kgulu integral operatori ile verilgiters katsayi problemi
ele alinmgtir. Bu amacla 6ncelikle diiz problem tanimlagtmi Lineer olmayan diiz
problem monoton operator teorisi kapsaminda inceigiv. Esnek cubgun burulma
problemi, kismi turevli denklemlerde ¢ok sik kuliiam bir yontem olan dgskenlere
ayirma yontemi ile ¢6zilmiive analitik bir formdl bulunmgtur. DGz problemin
sayisal ¢ozumda igin sonlu fagemasi tanimlanmive duz problem sayisal olarak
cOzUlmigtir. DUz problemin ¢oézimidnden elde edilen verilse iters katsayi
probleminde gig verisi olarak kullanilmgtir. Ters katsayi probleminin ¢ozimda igin
“Yari-Analitik” yontem adi verilen yeni bir yontenverilmis ve bu ydntem
parametrizasyon yontemiyle sayisal ¢ozumler Gzerkakilastinimistir. Hatasiz ve
hatali gir verileri icin elde edilen sonuclar ters problempgzimu icin kullanilan bu
yontemin dgru ve kararli bir yontem oldiwnu gostermektedir.



THE INVERSE COEFFICIENT PROBLEM DEFINED WITH MONOTO NE
POTENTIAL OPERATOR FOR ELLIPTIC EQUATION

SALIH TATAR

Keywords: Deformation Theory , Monotone Operator, Weak SolutiTorsion,
Inverse Coefficient Problem, Finite Difference Madh

Abstract: In this study, an inverse problem which includéegral operator as
additional condition is considered. For this ainrect problem is defined. The
nonlinear direct problem is studied in monoton apar theory. Elastic torsion
problem is solved with seperation of variable whifrequently used in the solution
of partial differential equations and an analytidatmula is found. The finite
difference scheme is defined for numerical solubéwlirect problem and the direct
problem is solved numerically . The results whiagle abtained from numerical
solution of direct problem are used as input datarfverse coefficient problem. A
new “Semi-Analytic ” method is derived and it isngpared with parametrization
method on numerical examples. The result obtaimeditfe noise free and noisy
synthetive data show that the presented methodlofien of the inverse problem is
accurate and stable.



1. GIRIS

Ters katsayi problemleri bilimsel literattirde gtinpeoblemlerdendir. Genel olarak
bir ters katsayl problemi, matematiksel modeldekzibparametre gerlerinin,
Olciim sonucu elde edilen bilgileri kullanarak tésalilmesidir. Genel olarak bir ters

problem aagidakisekilde formule edilebilir:

Olcum sonucu elde edilen verilerModelin parametreleri

Bu calsmada esnek olmayan (“elasto-plastik”) ¢cgbn burulmasi ile ilgili ters
problem incelenngtir.

Bo6lum 2’de, gerilme ve zorlanma kavramlari tanimi@nve bunlarin ¢gtlerinden
bahsedilmgtir. Cisimlerdeki gerilmeler noktadan noktaya ggg@ginden, bu
degisimler dengesartlar ile verilir. Ortaya c¢ikan ifadeler ise dendenklemlerini
olustururlar. Bu nedenle diferansiyel denge denklembign soz edilngtir. Sekil
degistirme-yer dgistirme ve gerilmesekil desistirme ba&intilarina dginilmis, son
olarak ise esnek cuBun burulmasinin matematiksel modeli ¢ikartilarakubua

momenti kavrami tanimlangtir.

Bolum 3'te, diiz ve ters problem tanimlagtm Duz problem kapsaminda, klasik ve
zayif ¢cozim kavramlari ile bunlarin arasindakskili verilmistir. Ters problemin
yaklasik cozim kavrami tanimlanarak, kabul edilebilirdegtlar kiimesinde yaklek
¢cb6zUmun varfii ispatlanmgtir. Son olarak, esnek cugun burulmasi problemi
degsiskenlere ayirma yontemi ile ¢ozilsue burulma momenti ile culiun kesitinin
geometrisi arasindasi&gar bir formil elde edilmtir. Ayrica, burulma momentinin
degeri ¢aitli dikdortgen kesitler ele alinarak incelerytm.



Bolim 4'te, esnek olmayan cufun burulmasini ifade eden lineer olmayan problem,
monoton potansiyel operatorler teorisi kapsamintia ainmstir. Once bilinen
sonuclarin kisa tekrari ve analizi verifgnidaha sonra da bu sonuclar burulma
problemine uygulanmtir. Bu bélimde diz problemin ¢6zUmunin varke teklii

ile yaklasik ¢cozumin kesin ¢oztime yakinsamasi ile ilgili ézoler ispatlanngtir.

Bolum 5'te, diz ve ters problemlerin sayisal ¢Ozdlgoritmalari verilmgtir. DUz
problem zayif c6zime dayali olarak incelgmailen dolayi, sonlu fark denklemi
integralleme yoluyla elde edilgtir. Ayrica, Bolim 4’te ispatlanan potansiyeller
dizisinin monoton azala@gi, bir sayisal 6Ornek Uzerinde gdzlemlegimi
Parametrizasyon yontemi kullanilarak gercek mulrsdikdimalzemeleri icin ters
problem, hem kesin deneysel veriler, hem de hdeadeysel veriler icin ¢cozulngtiir.
Son olarak, parametrizasyon yonteminin uygulannuskasilasilan bazi gicliklere
deginilmis ve bu yontemin bazi eksikliklerinden bahsedshmi

B6lim 6’da ise, ters problemin ¢ozumu icin “Yari-adik” yontem adi verilen yeni
bir yontemden bahsedilgtir. Daha sonra ters problem bu yontem ile ¢6zglwe
elde edilen sonuclar parametrizasyon yontemiylesilegtiriimistir. Bu sonuglar,

verilen yontemin tutarh bir yontem oldunu gostermektedir.



2. GENEL KAVRAMLAR

2.1. Mekanigin Siniflandiriimasi

Mekanik, caitli kuvvetlerin etkisi altinda kalan cisimlerin dge ve hareket
kosullarini inceleyen bir bilimdir. Mekagin sivilar ve gazlan inceleyen dalina
akiskanlar mekargi adi verilir. Mekanik biliminde katilar, kuvvetlier etkisiyle sekil
degistiren vesekil degistirmeyen cisimler olmak Uzere iki gurupta incele@tatik ve
dinamikte cisimlerin kuvvetlerin etkisiylgekil desistirmedigi ve dengede oldiu
kabul edilir. Mukavemet isgekil desistiren kati cisimlerin durumunu incelSkil
2.1). Her kati cismin belirli bigekli vardir. Busekil kicik kuvvetlerin etkisi ile
degsismez, ya da destigi hissedilmez. Fakat buyuk kuvvetler her kati cismi
seklinde degisiklik meydana getirir.

Katilar Mekangi Akigkanlar Mekangi

Sekil degistirmeyen Sekil degistiren cisimlerin
cisimlerin mekargi mekangi (Mukavemet)

Statik Dinamik

Sekil 2.1: Mekangin siniflandiriimasi



Cisimlerin dayanimi bg&a bir ifade ile mukavemet, problemleri ¢tzerken
kosullari dikkate alir: sglamhlik, teknik kaullar, ekonomiklik. Problem
cbzimlerinde, teknik kllar dikkate alinarak, ggamlilikta ve ekonomiklikte en
uygun ve kullanilabilir ¢6zim aranir. Mukavemetimceledgi cisim, kuvvetlerin
etkisiyle az veya cokekil desistiren homojen olan ya da olmayan yapida bir kati
cisimdir[1,2].

2.2. Mukavemetin Temelilkeleri

Mukavemetin temel ilkeleri sirasiylaagidaki sekilde siralanabilir[1-4]:

Katilastirma ilkesi: Dayanimda incelenen cisingekil desistiren bir kati cisimdir.
Sekil degistirme sona erdikten sonra cisim, mekanikteki gikil dezistirmeyen
kati cisim olarak dg§iintlip, ayni denge denklemleri uygulanabilir.

Ayirma ilkesi: Cismin ds etkilere uygunlgunu anlamak icin, cisim bir dizlemle
herhangi bir yerinden kuramsal olarak kesilir. Gisayrilan kisimlarindan yalniz bir
parcasina denge denklemleri uygulanir. Cismin araftnin atildg varsayilarak

kalan kisminin dengesinin incelenmesine ayirmailéenir.

Esdegerlilik ilkesi: Tepkilerin bulunmasinda bienlerin etkisi kullanildii gibi
bileskenin etkisi de kullanilabilir.Sekil desistirmeyen cisimlerde bikke yerine
bilesenlerin veya bilgenlerin yerine bilgkenin kullanilmasina selegerlilik ilkesi
denir. Bdegerlilik ilkesi statikte gecerlidir ancak dayanimdacerli dgildir. Sekil
2.2'de goruld@u gibi bileske ile bilgenlerin sekil desisimine etkisi farkhdir.



Sekil 2.2: Edegerlilik

Ayni sekilde sekil desistirmeyen cisimlerde (statikte—mekanikte) kuvvetyda bir
vektorle gosterilir ve dgrultusu tzerinde yon destirebilir(Sekil 2.3). Dayanimda
kuvvet, kayan vektorle gosterilecek olursa, cekiletiési basiimaya, basiima etkisi
de cekilmeye donir.

T
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Sekil 2.3: Cekilme ve basiima

Saint-Venant ilkesiStatikte gecerli olanseegerlilik bazi kaullarda,sekil dezistiren
cisimlerde de gecerli olur. Bu kallara Saint Venant ilkesi adi verilir. Bu ilkeyérg
kuvvetler birbirine yakin olmali ve s6z konusu radat kuvvet uygulanan boélgeden
yeterli uzaklikta bulunmahdigekil 2.4). Bu kgullar varsa kuvvetler yerines@eger

olarak bilgke sekil dezistiren cisimlerde de kullanilabilir.



Sekil 2.4: Saint-Venant ilkesi

Superpozisyon ilkesi:Katilastirma ilkesine goére, denge denklemleringekil
degisikli gini tamamlamy bir sistem igin yazilmasi gerekir. Ancakkil dezisikli gi
genellikle dger boyutlarin yaninda c¢ok kugik olabilir. Bu duriamdlenge
denklemleri yaklaik olarak sistemigekil degistirmemis konumu icin yazilabilir. Bu
kosullarda stiperpozisyon gecerli oldgekil 2.5'te gorilen basit bir kigte, F dis
kuvvetinin C noktasindaki okturdusu sekil degistirme e ; F, dis kuvvetinin C
noktasindaki olgturdusu sekil degistirme e, ise F ve F, kuvvetlerinin birlikte
uygulandiklarinda C noktasinda ghm sekil degisikligi e +e,olur. Bu ilke

superpozisyon ilkesi olarak tanimlanir.
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Sekil 2.5: Stiperpozisyon ilkesi

2.3. Gerilme Kavrami

Genel olarak gerilme, kesit alaninasedd kuvvettir. Yani, gerilme=kuvvet / kesit
alani olarak ifade edilebilir. Bu tanimda kullamldaerimler ayrintili olarak ve

sirasiyla gagida incelenmitir: Kuvvet, kesit alani, gerilme[5].

Kuvvet: Kuvvet genelde kitle ile ivmenin carpimi olarak italanir. Kuvvet (¢
ozelligiyle tanimlanir. Bu 6zelliklesunlardir: Kuvvetin yonu, buyikgil ve etkin
oldugu nokta. Uluslar arasi standartlarda (ISO) kuvvet@mboli iciningilizce
kuvvet kelimesinin (Force) kaarfi F kabul edilmgtir. Birimi Newton dur. Aagida
kuvvet ile ilgili bazi semboller ve agiklamalaririenistir.

F ... Parcay! etkileyen en blyuk kuvvetzdd olup, hesaplar icin temel glurur.

max

Hicbir sekilde herhangi bir faktor ile mutlak geri bayuttlmez.

F .. : Parcay etkileyen en kiicuk kuvveigde olup, hesaplar icin temel glurur.

min



F : Normal kuvvet. Yizeye, yani hesabin yagidesit yuzeyine dik olan kuvvet.

F. : Gapraz kuvvet. Hesabin yapgdkesit yuzeyinin icinde olan kuvvettir.

Kuvvetin yikleme durumlari:Kuvvetin t¢ Ozellgiyle belirlendgi soylenmiti.
Kuvvetin bu 6zelliklerinin ikisinin d@smesiyle ceitli kuvvet yikleme durumlari
elde edilir. Bu dgismeleri bundan bir asir kadar 6nce Bach ¢ ayrilmauayirmg ve

bu gruplama bugtine kadargignemstir. Bunlar kisacasagida aciklanmstir:

.....

iki 6zelligi de deggismeden kaldiindan bu kuvvete ggsmeyen kuvvet, yani “statik

kuvvet” veya “durgun kuvvet” denir. Burada en buykikvvet F__ ile en kicik

kuvvet F ;. birbirlerine aittirler.

Dinamik dalgali kuvvet: Bu halde kuvvetin yonugdgnez fakat kuvvetin buyukgi
degisir. Kuvvetin iki 6zelliginden biri dgiskendir ve bundan dolayl gsen, yani
dinamik bir durum vardir. Bu kuvvet haline “dinamilalgall kuvvet” veya kisaca
“dalgall kuvvet” denir. Kuvvetlerden biri az, fazleya sifir olur. Bu, kuvvetin
yonine bahdir. Fakat kagit isareti alamaz.

Burada en buyuk kuvvef, , ile en kuguk kuvvet, . birbirlerine git degildir, fakat

X

ayni yondedir. Eer kuvvet yonuni arti olarak kabul edersek, durursekilde

belirlenir: F_, > F,,, > 0. Kuvvetlerden biri sifir oldgunda bu 6zel haldir ve bu hale

“dinamik tam dalgali kuvvet” veya kisaca “tam dadidgaivvet” denir.

Dinamik desisken kuvvet: Bu durumda kuvvetin yonu ve kuvvetinyikitgi
periyodik olarak dgisir. Bu durumda kuvvetin iki 6zefli de desiskendir ve bundan
dolayl deisen, yani dinamik bir durum vardir. Bu kuvvet durumau“dinamik
degisken kuvvet” veya kisaca “@esken kuvvet” denir. Kuvvetlerden biri girinden
mutlak deer olarak az, fazla veyssie olur. Kuvvetler surekli kant isaretlidirler.

Burada genelde en buyuk kuvvét,, ile en kiguk kuvvetF  birbirlerine ait

desildir.



Kuvvetlerin tanimlanmasi:

Yukarida kuvvetin 6zelliklerinin  digsiminden kuvvet durumlarinin  aftugu
goruldu. Pratikte kuvvet bir cisme teksiraa etkilemez. Kuvvetlerin denge kanununa
gore kasit bir kuvvet, yani denge gkayan ikinci bir kuvvet bulunur. Béylece kuvvet
cifti olusur. Bu kuvvetlerden biri “aksiyon” 6burtude “reaksiy’ kuvvetidir. Bu
kuvvet ciftini olwturan kuvvetlerin 6zelliklerini  d@stirmelerinden  kuvvet

zorlamalari dgar ve kuvvetler bu zorlamalara gore adlandirilirlar

Cekme kuvveti:iki kuvvet ayni dgruda her biri ayri bir noktayi birbirlerinden
uzaklgtirmak icin ters yonlere dpu etkiliyorlarsa, aralarindaki parcayi
cekiyorlardir. Bu tur kuvvet ciftinécekmeye zorlayan kuvvet cifti” veya kisaca

“cekme kuvveti” denir.

Basma kuvveti:iki kuvvet ayni dgruda her biri ayri bir noktayi birbirlerine
yakinlagtirmak icin  kagit yonlerde etkiliyorlarsa, aralarindaki parcayi
sikistiriyorlardir. Yani parcayl bastiriyorlardir. Burtikuvvet ciftine “basmaya
zorlayan kuvvet cifti” veya kisaca “basma kuvveténir.

Esme kuvveti:iki kuvvet bir birbirlerine paralel ve ayni eksernaskt yonlerden dik
olarak etkiliyseler, etkiledikleri parcayi bukiyartlir. Bu tir kuvvet ciftine “emeye
zorlayan kuvvet cifti” veya kisaca geme kuvveti” denir.

Kesme kuvveti:iki kuvvet bir dgruda birbirlerine kan etkiliyseler, etkiledikleri
parcayl kesmeyeorluyordur. Bu tlr kuvvet ciftine “kesmeymrlayan kuvvet cifti”

kisaca “kesme kuvvetidenir.

Burma kuvveti: ki kuvvet bir noktadan ayni uzaklikta o noktayl iceweye
zorluyorlarsa ve de bu noktadan gecen eksenin hgrhar yerinde, aynsekilde
baska bir kuvvet cifti, ters yonde etki gosteriyorsa kuvvetler cifti parcayl burmaya
zorluyordur. Bu tur kuvvet ciftine “burmaya zorlay&uvvet cifti” veya kisaca

“burma kuvveti” denir.



Bilesik kuvvet: Yukarida beg kuvvet taniminda, kuvvetin hep secilen eksenevdifa
paralel oldgu kabul edildi. Ber kuvvet bu durumlarin arasinda ise, kuvvet
bilesenlerine ayrilir ve bdylece bir kuvvetten iki kutveneydana gelir. Bu
kuvvetlerden biri bir eksene paralel, 6birtide bseele diktir. Bunun sonucu olarak
da parca ayni anda iki ayri kuvvet cifti tarafindeorlanacaktir. Bu tir kuvvetler
ciftine “bilesik kuvvet cifti” veya kisaca “bilgk kuvvet” denir.

Kesit alani

Hesabin yapilaga yerde gerilimler igin kesit alani dnemlidir. Géohe kesit alaninin

semboli uluslar arasi standartlarbhjilizce “area” alan kelimesinin baharfi A
alinmaktadir.Standartlarda kesit alani birimin® olup, mukavemet hesaplarinda

mm? olarak alinmaktadir.
Normal gerilme ve kayma gerilmesi.

Gerilmeler kuvvetin cinsine gore gigirler ve adlandirilirlar. Bunlar normal gerilme

ve kayma gerilmesi olarak iki anash&ta toplanabilir.
Normal gerilme

Normal kuvvet, yani kesit alanina dik kuvvet tandgfan olgan gerilmeye “normal

gerilime” adi verilir§ekil 2.6). Birimi ise N/ mm? dir.

: Normalkuvvet F
Normalgerilme= - veyao =—"1.
Kesitalani A
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Sekil 2.6: Normal gerilme

Kayma gerilmesi

Capraz kuvvet tarafindan ghn gerilmeye “kayma gerilmesi” adi veriggkil 2.7).
Birimi ise N/mm? dir.
Caprazkuvvet F

Kaymagerilmesi==—————— veyaT=—>.
ymag Kesitalani y A

Sekil 2.7: Kayma gerilmesi
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2.4. Cisimlerdeki Gerilmeler

Cismi etkileyen dy kuvvetlerin dgurdugu i¢ kuvvetler parcada gerilmeler gturur.
Bu gerilmeler kuvvetin zorlamasina goére ggeler ve kuvvetin ismiyle
adlandirilirlar. Kuvvetin zorlama bigimi, mukavenmetstatik dalinda grenilen
bilgilerle belirlenir ve hesaplanir. Statikte cisenrijit (sekil degistirmeyen) olarak
kabul edilir. Gergekte hicbir cisim rijit s€kil desistirmeyen)  dgildir. Dis
kuvvetlerin etkisi altinda butin cisimler bicimleriaz veya cok dsastirirler.
Cisimlerin bu bigim dgistirmeleri kuvvetin etkisi kalktiktan sonra, ya tamen
kalkar ve cisimler ilk durumlarini alirlar veya big degisikligi az veya ¢ok kalir.
Cisimlerin bicimlerini gecici olarak destirip tekrar eski bicimlerine dénmelerine
“elastik desisme” denir. Cisimlerin bicimlerinin kalici g@gesmeleri ise “plastik

degisme” olarak adlandirilir[5,6].

2.5. Zorlanmalar

Yukarida anlatildii gibi, gerilme kuvvetin fonksiyonudur. Kuvvet zanha
durumlarina ayrildyina goére, gerilme de kuvvete goére adlandirilacalKuvvet
parcay! ceitli sekilde zorlayacaktir. Kuvvet parcayl zorlgoha gobre parca da
zorlanacaktir. Boylece “parcanin zorlanmasi” veyaa&a “zorlanmalar” ortaya
ctkar. Kuvvetin alti zorlama biciminaieolarak parcanin da alti zorlanmasi vardir.
Boylece zorlanma bicimlegdyle siralanir: Cekmeye zorlanma, basmaya zorlanma
(Basma, ylizey basinci ve cidar basinci, burkulreg)meye zorlanma, kesmeye
zorlanma, burulmaya zorlanma (torsiyon), fikezorlanma. Bu zorlanma bigimleri,

daha ayrintili ve angdir bicimde gagida incelenmtir[5-11].

Basmaya zorlanma, basma gerilm@&asmaya zorlanmaya kisaca “basma” da denir.
Basit bir cubuk ele alinsin. Bu ¢ubuk iki ucund&senine paralel ve teorik olarak
cubygun ekseninden etkileyecek bicimde, saryonlerde, iceriye dgru ayni
blyuklukteki kuvvetlerle yuklensin. Kabul edilendideydntemine gore bu ¢ubuktaki
gerilme hesaplanmak istenirse, ¢gbn hesap yapilacak yerinden bir kesit alinmasi
gerekecektir. Bu kesit eksene dik olarak alinsitkil&en ds kuvvet kesite

getirilsin. Boylece kesitte yalniz kesite dik ollaratki eden bir tekF ic kuvveti
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olacaktir. ic kuvvetlerin dengesine gore kesitte bu aksiyonvktine kagi ayni
blyuklikte bir reaksiyon kuvveti odacaktir. Boylece kesitte “basma kuvvet cifti”
dogar. Bu kuvvet cifti kesitin iki ylzeyini birbirinelogru itmeye, yani bir birine
dogru basmaya zorlayacaktir. Bunun icinde bu zorlari@mine kuvvette de
oldugu gibi parcada “basmaya zorlanma” veya kisaca miadsadi verilir. Bir
yuzeye dik olarak etki eden kuvvete normal kuvvetunun olgturdusu gerilmeye
de normal gerilme dengine gore burada ojan gerilmede “normal gerilme” nin bir
turaddr. Bu gerilmesekline pratikten 6rnek olarak situnlar, yatak llidin, v.b.
verilebilir. Burada olgan gerilmeye “basma gerilmesi” adi verilir ve mu&met

hesaplarinda ve tekniktes} " olarak gosterilir.

Cekmeye zorlanma, cekme geriime§iekmeye zorlanmaya kisaca “cekme” de
denir. Basit bir cubuk ele alinsin. Bu ¢ubuk ikundan eksenine paralel ve teorik
olarak cubgun ekseninden etkileyecek bicimde $«aryonlerde, ayni buyuklikte
kuvvetlerle yuklensin. Kabul edilen kesit yontemigére bu cubuktaki gerilme
hesaplanmak istenirse, c¢u@wn hesap yapilacak yerinden bir kesit alinmasi
gerekecektir. Bu kesit eksene dik olarak alinsitkil&en ds kuvvet kesite
getirilsin. Boylece kesitte yalniz kesite dik ollaratki eden bir tekF i¢c kuvveti
olacaktir. I¢ kuvvetlerin dengesine gore kesitte, bu aksiyomvktine kagi ayni
blyuklikte bir reaksiyon kuvveti odacaktir. Boylece bu kesitte “cekme kuvveti
cifti” dogacaktir. Bu kuvvet cifti kesitin iki ylzeyini biritinden ayirmaya, yani bir
birinden ¢ekmeye zorlayacaktir. Bunun icinde pamgabu zorlanma bicimine,
kuvvette de oldgu gibi “cekmeye zorlanma” veya kisaca “cekme” adrilir. Bir
yuzeye dik olarak etki eden kuvvete normal kuvvetwunun olgturdusu gerilmeye
de normal gerilme dengine gore, burada odan gerilmede “normal gerilme” nin bir
turaddr. Bu gerilme bicimine pratikten 6rnek olarb&latlar, zincirler, civatalar,
cubuklar, v.b. verilebilir. Burada odan gerilmeye “cekme gerilmesi” adi verilir ve

mukavemet hesaplarinda ve teknikte," olarak gosterilir.

Egilmeye zorlanma, @lme gerilmesi: Egilmeye zorlanmaya kisaca géme” de
denir. Basit bir cubuk ele alinsin. Bu cgom ekseninden gecen dizlem Uzerinde ve
iki ucundan, kant yonlerde, etkileyen iki kuvvet dunulstin. Kabul edilen kesit

yontemine gore bu cubuktaki gerilme hesaplanmakniste, cubgun hesap
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yapilacak yerinden bir kesit alinmasi gerekir. Basik eksene dik olarak alinsin.
Etken d¢ kuvvetler bu kesitin iki yuzini birbirine karegmeye zorlayacaktir.
Bdylece cubuk glecektir. Kesitteki kuvvetler ve momentler inceémek olunursa
kesitte yalniz glme momentinin etkili oldgu gorulir. Bodylece kesitte $ene
kuvvet cifti” olusur. Bu kuvvet cifti kesitin iki ylzeyini birbirindogru egmeye, yani
cubygu esilmeye zorlayacaktir. Bunun icinde bu zorlangekline kuvvete oldgu
gibi parcada “@ilmeye zorlanma” veya kisacagiéme” adi verilir. Burada olgan
geriimede “normal gerilme” nin bir tiraddr. Bu dere sekline pratikten ornek
olarak miller, akslar, kigler v.b. verilebilir. Burada meydana gelen gerilmey

“egilme gerilmesi” adi verilir. Mukavemet hesaplarinda teknikte ‘o, " olarak

gosterilir.

Kesmeye zorlanma, kesme gerilmasesmeye zorlanmaya kisaca “kesme” denir.
Basit bir cubuk ele alinsin. Bu ¢ubuk ekseninediiklem icinde kaulkl iki kuvvet

ile yuklensin. Bu kesit diizleminde gerilme hesaplak istenirse gorulir ki, eksene
dik olan duzlem igindeki iki kuvvet kesitte “kesrkavvet cifti” ni olustururlar. Bu
kuvvet cifti kesitin iki ylzeyini birbirlerine gorekaydirmaya, yani kesmeye
zorlayacaktir. Bunun icinde bu zorlansgkline kuvvette oldgu gibi, parcada
“kesmeye zorlanma” veya kisaca “kesme” adi veriBir ylzeyin icinde olan
kuvvete capraz kuvvet ve bunun glwrdusu gerilmeye de kayma gerilmesi
dendgine gore, burada ojan gerilmede “kayma gerilmesi” nin bir taraddr. Bu
gerilme sekline pratikten ornek olarak makaslar, percinleesme presleri, v.b.
verilebilir. Burada olgan gerilmeye “kesme gerilmesi” adi verilir. Mukavem

hesaplarinda ve tekniktes, " olarak gosterilir.

Torsiyon, burulmaya zorlanmaurulmaya zorlanmaya kisaca “torsiyon” denir.
Basit bir cubuk ele alinsin. Bu cubuk eksenine tkk diizlem icinde her bir
duzlemde kanhkh iki kuvvet ile yuklensin. Bu iki eksene di#lizlemin arasinda bir
kesit dizleminde gerilme hesaplanmak istenirse Igorki bu kuvvetler kesitte
“burmaya zorlayan kuvvet cifti” ni okururlar. Bu kuvvet cifti kesitin iki ylzeyini
burmaya zorlayacaktir. Bunun iginde bu zorlagekline kuvvette oldgu gibi
parcada “burulmaya zorlanma” veya kisaca “burulmaya “torsiyon” adi verilir.

Bir ylzeyin icinde olan kuvvete capraz kuvvet venlo olturdusu gerilmeye de
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kayma gerilmesi dengline gore burada ojan gerilmede “kayma gerilmesi” nin bir
taradar. Bu gerilmesekline pratikten drnek olarak reduktor milleri, atalar v.b.
verilebilir. Burada olgan gerilmeye “burkulma gerilmesi” veya "torsiyonrigy@esi”

adi verilir. Mukavemet hesaplarinda ve tekniktg, " veya “1,” olarak gosterilir.

Bilesik zorlanma:Bilesik zorlanma konusuna girmeden once tek, cift veekigenli
gerilmelere kisa bir gbz atilacaktir. Bir cisimsitie dis kuvvetler etkisinde olsun.
Ornesin; ylizey basinci, basma ve benzeri kuvvetler. Bimeclen kiip bigiminde
kicuk bir parca alinsin. Bu dkuvvetler, bu kipseklinde diginilen elementte g
eksenli gerilmeler meydana getirir. Kipun alti yine her birinde bir normal ve iki
kayma gerilmesi dgar(Sekil 2.8). Bu gerilmeleri bir koordinat sistemi ilgegs el

sistemi) gosterebiliriz. Eksenlex, y ve zolarak adlandirihr. Eer bir eksen
yoninde etki eden gerilmeler sifir ise, geriye lgezler olan iki eksen kalagandan,
bdyle bir gerilmesekline “iki eksenli gerilme” denir. ger yalniz bir normal gerilme
var ise ve dier iki gerilme sifir ise bu gerilmgekline “bir eksenli gerilme” denir.
Simdi bu gerilmelerin gdsteriimesindeki sembol veekslerin tanimi yapilacaktir.
Ornezin: x ekseni yoninde normal gerilntg, ise, burada x indeksi eksen yonini ve
o semboll gerilmenin cinsini gosterir. @ taraftany eksenine dik olan dizlemde

ve x ekseni yonindex eksenine paralel kayma gerilmesinj, ile gosterilir.

indekslerin okunmasi gataraftan olur. Burada gdaki y indeksi gerilmenin

bulundwgu dizlemin dik oldgu ekseni vex indeksi gerilmenin eksen yonini ve
sembolu gerilmenin cinsini gosterir. Bir gubuk araftan gilme momenti dier
taraftan torsiyon momenti ile ytklensin. Hesabirpiigcasl kesit incelendiinde,
burada iki ayri ¢gt gerilme ile kagllasilir. Bu durumda asil soru ortaya cikar.
Olculendirilecek veya kontrol edilecek bir makinargasinin kesitinde, ayri cinsten
gerilmeler bulunursa, hesap nasil yapilir? Boyetoblemin ¢6zimuinde izlenecek
yol séyledir: Parcaya etki eden gerilmeler bir eksemiilgne olarak “kagilastirma
gerilmesi” adi altinda hesaplanir ve malzemenin aweknet dgeri ile
karsilastirilarak karar verilir. Cunkid malzemenin bilinenukavemet dgerleri bir
eksenli dgerlerdir.
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Sekil 2.8: Ug eksenli gerilme

Bilesik zorlanmalarda sadece normal gerilmelerin etkisugu durum: Orngin,
egilme ve c¢ekme veya gdme ve basma gerilmeleri gibi, etki eden gerilmele
aritmetik olarak toplanirlar. Bu hesaplanan geriym&oplam normal gerilme” denir.

Bilesik zorlanmalarda gitli kayma gerilmelerin etkin oldtu durum: Orngin,
torsiyon ve kesme gerilmesi gibi, gerilmeler aritikeolarak toplanirlar. Bu

hesaplanan gerilmeye “toplam kayma gerilmesi” denir

Bilesik zorlanmalarda normal ve kayma gerilmelerininirt&ldugu durum: Bilgik
zorlanma normal ve kayma gerilmelerindensalgorsa burada gerilmeler geometrik

olarak toplanir. Bu hesaplanan gerilmeye §Kastirma gerilmesi” denir.

2.6. Diferansiyel Denge Denklemleri

Genel olarak bir cisimde gerilme hinleri noktadan noktaya giemektedir. Bu
degisimler statgin denge sartlari vasitasi ile verilirler. Ortaya cikan ifdele

gerilmenin ceitli bilesenlerinin uzay tlrevlerinin birbirine BEar ve diferansiyel

denge denklemleri olarak bilinir.
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Ornesin gerilme bilgenlerinin birinin, cisim icinde noktadan noktayaggémi ele

00,
ox

alinsin. Ber Sekil 2.9'da A daki gerilmeo, ise B deki gerilme( jdx kadar

artar. Buradz{asxj, o, in X e gore dgisim miktarini ve dx dexdogrultusundaki
X
mesafeyi gosterir. Burada adi tlregareti yerine kismi tirewaretinin kullaniimasi
anlamhdir, ¢unku o, ayni zamanday nin de (U¢ boyutlu haldeznin de)
fonksiyonudur. Gerilme bikenlerinin ve onlarin tirevlerinin sirekli olgunu kabul

edilir. Bu takdirdeB deki gerilme

do
O,., =0, +—*dx 2.1

ile verilir. Benzer olarak C vé deki gerilmeler ise X, B den D ye kadar sabit

oldugundan)

00,
O, =0, +

X

dy,0,, =0, +ag—*8dy

olarak verilir. (2.1) denklemi kullanilirsa

O, =0, %+ 00, dx+i(0X + 00, dx)dy
ox ay ox
veya
0o 0o
o, =0, +—2dx+—=%d 2.2
xD X 6x aX y ( )
olur.
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v
Q

Xg

A dx B

Sekil 2.9: Bir eleman tzerinde gerilmegilgmi

Burada ikinci mertebeden terim (dx ve dy nin campibirinci mertebe terimlerin
(sadece bir diferansiyel iceren terimler) yanindécuk oldgundan ihmal

edilmislerdir. Yiksek mertebeden kucuk buyuklukler inmdiliese sonsuz kiguk bir
elemanin bir ylzeyinde gerilme lineer olarakidie. Sekil 2.10’a gore elemanin sol

yuzundeki kuvvet

dir. Prizmanin z dogrultusundaki kalinfii birim olarak kabul edilir. Bu

basitletirilirse

1do
P, =0, dy+=—*dy?
1 X y 20y y

elde edilir. Benzer olarak ggizdeki kuvvet

00, 00,
« « dx +
X 0X oy
2

o +acjx dx+o, + dy

dy

P, =

18



veya

00,

10o
P,=0,dy+ x
2 xy aX

=—>d
2 oy y

2

dxdy+

olur. Bu ylzden elemandaki bjlee kuvvet

00,
ox

P,-P = dxdy

dir. Eger ortalama gerilmelerin sirasiyla sol veg saizlerin merkezlerinde etkiyen

kuvvet o, ve o, +(660X jdx olduklari kabul edilirse bikke kuvvet yine ayni
X

olacaktir. Boylece denge denklemleri c¢ikarilirkesgr bir ylizeyde dizguin gerilme

dagilisindan ibaret olan basit bir gerilme sistemi kullacaktir ki, bu her bir ylzeyin
merkezine etkiyen bir tek vektdrle temsil edilir.

D —»
] —>
-« —>
- — —»
P oe— P
<« —>
- —>

Sekil 2.10: Bir elemanda bij&e kuvvet

=T1,-=-T7,-T1

Xz yz zX

=1, =F, =0 kabul edilirseSekil 2.11'deki durum elde edilir.
Ayrica kutle kuvvetlerisiddetleri F ,F, nin oldgu gibi o,,0,,7,, nin de zden

bagimsiz oldgu kabul edilecektir. Bgartlarin hepsini sdayan hal dizlem gerilme

olarak bilinir. ZX -kuvvetleri sifir yazilarak ve birim kalinlik kabatlilerek
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0o

F dxdy+ {ox +

elde edilir ki bu basitlgirildi ginde

ot
aGX + yXx + FX dXdy: O
ox oy

olur. Buradan

%+6T_VX+F =0
ox oy

elde edilir. Benzegekilde y dogrultusundaki kuvvetlerin toplanmasi ise

do, Ot,
L+ 2 +F =0
gy ox '

X dx |dy-o . d —aTyx dy [dx-1,dx=0
X o) +| T, T X—-T,0X
0x y ad ¥ ay y ¥

(2.3)

bagintisini verir. Denge denklemlesiekil 2.11’in G¢ boyutlu durumu dunulerek

asagidaki gibi genellgtirilebilir.

do, ., ot,, L 9T, +E =0
ox oy o9z
do, +6Txy +6TZy +F =0
dy ox o0z ’
do, L 0T, T, +F, =0
0z o0x oy

20
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A

Sekil 2.11: Bir eleman Uzerindeki gerilmelerin ostada dgerleri

Dengede olan bir cisim icin gerilmelerin noktadavktaya dgisimi (2.4) denge
denklemleri ile ifade edilir. (2.4) denge denklermen ikinci ve uglncusinin

birinciden elde edilebile@e aciktir. (x yeriney, y yerinez, z yerine x yazarak)
Bu islem basitce koordinat eksenlerini yeniden isimlemeiye kagilik gelir. Sekil
2.11'deki gerilmelere bir tc¢lnciu statik denklemi wggulanabilir, yaniZM =0.

Sol alt keye gore moment alinirsa

0o ot ot
— dydx dx (aox dx dyjﬂ+ T, +——dx |dydx—| T, +—"dy |dxdy
oy 2 o 2 0x ay

-F dxdyd— -F dxdydy

bulunur. dx ,dy Gc¢li carpimlarini ihtiva eden terimler ihmallede
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elde edilir. U¢ boyutlu durum g6z onune alinirsa xgy,z eksenlerine gore

D> M =0 yazlilirsa

bulunur. Bu takdirde bir noktadaki dokuz gerilmdef@ninden sadece alti tanesi

bagimsizdir.

Uc moment denklemleri kayma gerilmesi béalerinin bagintisini kurmak igin
kullanildigindan elastisite teorisinde gecerli denklem oldrakaniimazlar. Gerilme
bilesenleri tarafindan gdanmak icin sadece (2.4) kuvvet denge denklemleahirk
Bununla beraber gorulur ki, alti gigken arasinda Kanti kuran U¢ denklem
mevcuttur. Bununda sonucu olarak bir cisim boyumgeailme dgiliminin tam
¢6zUmu icin ilave denklemlere ihtiya¢ duyulmaktaddaha sonra gorulegegibi
bunlar sekil desistirme ve yer dgistirme denklemleri olarak ortaya cikacaktir[12-
13].

2.7.Sekil Degistirme ve Yer Degistirme Bagintilari

Bir cisimdeki noktalarin konumlari @stigi zaman bu cisimsekil degistirmistir
denir. Bu herhangi iki nokta arasindaki mesaferabitskaldgl sert (rijit) cisim
hareketinden farkhdir. Bir cisme kuvvetler etlgdizaman cismin herhangi bir
noktasinin konumu genellikle gigir. Bir noktanin yer dgistirmesi noktanin
baslangi¢c konumundan son konumuna olan vektor olaakrilanir. Yer dg@smenin
X,Y,z bilesenleri sirasiylau,v,w ile gosterilsin. Boylece tabangl(;ta(x,y,z) de
bulunan bir nokta(x+u,y+ v,z+w) noktasina yer dsgstirecektir. Genel olarak

u,v,w nin hepsix,y,z nin fonksiyonudur.

Genel sekil desistirme kavrami tanimlaniimadan 6nce normgakil degistirme
kavrami tanimlanacaktir. Bunun icin de bir boyuthodel ele alinacaktir. Orpim
Sekil 2.12'deki gibi tek eksenli geriimeye maruz &al bir cubuk ele alinsin.
Cubuyun ekseni Uzerinde bulunamA, Bioktalari Sekil 2.12 (a)daki gibi
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yerlesmistir. Gerilme uygulandiktan sonra bu noktalar siigsiA', B' noktalarina
donigurler. Goruldigu gibi B noktasiA noktasindan biraz daha fazla yegigerir.
Cunkii bu nokta sabit ugtan daha uzaktadir. Noryekil degistirme (g) boydaki

birim degisme olarak tanimlanirsa

_ou
G N

olarak elde edilir.

Simdi u=u(x,y), v=v(x,y), w =0 ile tanimlanan diizlergekil desistirmedeki bir
cisim g6z ondne alinsin. Bu durumda esas olamgkdizleminde bulunan butin

noktalar cisimsekil degistirdikten sonra da bu dizlemde kalrlar. Ggime Sekil
2.13'te gosterilen sonsuz kicik ABCD elemaninindggistirmesi diglnulstn. Bu
elemanin son haldéA'B'C' Dolarak gosterilsin. Burada eleman bir butiarak
noktali cizgilerle gosterilgi gibi 6telenir ve ayni zamanda dekil degistirir. Sekil
degistirme iki ayri durumdan ibarettir: Kenarlar uzunludesistirir ve kenarlar

birbirlerine gore donerler.

“— x —P dx —
A B. (a) Sekil
degistirmemis durun
!/ ou
- 7 u+—ax
Ax
' . (b) Sekil degistirmis
A B durum
> ou ,
dx + — dx
0X

Sekil 2.12: Bir cubukta normakkil degistirme
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Boylece normal ve kaymgekil desistirmeleri tanimlanir. Verilen bir dgultudaki €
normal sekil desistirmesi, esas olarak verilen gloltuda bulunan bir gizginin
boyundaki birim dgisme (birim uzunluktaki d&sme) olarak tanimlanir. Kayma
sekil degistirmesi, kayma gerilmesi gibi iki dik goultuyla ilgilidir. Kayma sekil
degistirmesi (y) iki eksen arasindaki esas dik agidakiigien olarak tanimlanir. Al
radyan cinsinden oOlculmektediSekil 2.13'ten goruld@u gibi, x,y koordinat

eksenlerinde verilmisekil degistirme bilesenlerinin

. - A'B-AB _A'B-dx

X AB dx
: - A'D'-AD _ A'D'-dy (2.5)
AD dy

Tt
Vi =5 ~B=0-)

oldugu goralur. Buradahr nin 6nlndeki eksisaretinin anlami, donme acisi saat
yonindn tersi oldgunda pozitif olmasidirSekil 2.13'te gosterilen yer gestirmeler
netlik icin bayutulerek cizilmitir. Lineer elastisite teorisinde sadeceKil
degistirmelerin ve yer dgistirme bileenlerinin tlrevlerinin ¢ok kugik olgu
problemler g6z 6nidne alinir. Bununla beraber birgoidhendislik problemi bu
kabulleri kullanarak yeterli hassasiyetle ¢ozulur.
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D
dy
— X _» dx
v A
y «—

Sekil 2.13:1ki boyutlu bir elemanin 6telenme yekil degistirmesi

Sekil ve yer dgistirmelerin nispeten bluyuk olgu sonlu elastisitede bu kabuller
gecerli dgildir ve sekil degistirme bileenleri yeniden tanimlanmalidir.gér A
noktasinin yer dastirme bilesenleri u,v ise AB hatti boyuncay sabit oldgundan

au

B noktasiu +(
()4

jdx ve v+(g—vjdx kadar yer dgistirecektir. Benzegekilde D
X

noktasinin yer dastirme bilesenleri u +(?de ve v +(g—dey dir. Boylece
y y

(A'B) =[dx(x+e, ) = (dx+g—idxj2 +(g—;/dxj2

olur ki buradan

2 2
€x2+2€x+1=1+26_u+(@j o
ox \0x oy
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yazilabilir. Kuguk sekil desistirme ve yer dgistirme turevleri géz 6nune aliniyor
oldugundan birinci Uslu terimlerin yaninda kareli teranlihmal edilebilir. Bu

terimler ihmal edilirse

_ou
*oox

olur ve benzesgekilde

e, =
y ay

bulunur.Sekil 2.13’ten
(gvjdx
6= X—
ou
dx + [jdx
0x

yazilabilir. Klcuk yer dgistirme kabull ger@ 6 kicuk bir acidir vetand =46

salanir. % 1 e goOre kiiguk olarak ihmal edilirse
X

ve benzegekilde

_0u

A=-—
oy

elde edilir. Boylece kaymgekil degistirmesi vy,
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_du  ov
yxy =—+—
oy 0x
ile verilir. Burada iki kismi tirevAB, ADsekilde gdsterildii gibi iceri donerlerse
pozitiftir. Yani, u,v sirasiyla; artary,x ile birlikte artarlar. Orijinal elemanin bir

dikdortgenler prizmasi oldw t¢ boyutlu halde

sekil degistirme bilesenleri elde eldir. Ayni zamandg, =v,,,VY,, =Y, Yix = Ve

oldugu da aciktir. (2.6) ifadelerinesekil degistirme bilesenlerini yer dgistirme
bilesenleri cinsinden tanimladiklarindan dolayekil desistirme-yer dgistirme
bagintilari denir.Sekil 2.14, kicuk bir dikdortgenler prizmasinin y#sSistirme ve
sekil degistirmesini gostermektedir. Bgekle gore lineesekil desistirme teorisince

tanimlanaryekil desistirme bilesenlerinin bazilar

. _ EF-EF_A'B-AB _ H'G-HG _ D'C-DC
" EF AB HG DC

Yy = (’—21— m( F'E'Hj‘j - (’—21— m(FG' H)'j - (g— m(B A D)'j - (g— m(B'C D)'j

olarak yazilabilir[8-13].
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Sekil 2.14: Ug boyutlu bir elemandakil dezistirme

2.8. Uygunluk Denklemleri

Bellidir ki (2.5) denklemleri sadece ¢ yergdgirme bileseninin fonksiyonu olarak
sekil degistirme bilegenleri igin alti denklem verir. Boylece&ser u,v,w ler, X,y,z
nin fonksiyonu olarak alinirsa (2.5) denklemindgekil degistirme bantilari
cikarilabilir. Bununla beraber alyekil desistirme bileeni x,y,z nin verilmis
bileseni olarak dglnulebilir. Bu durumda Ug¢ tana,v,w bilinmeyeninin ¢6zimu
icin alti adet denklem ofur. Genel olarak altgekil dezistirme bileseni bir sekilde
baglanmadik¢a bu denklem sistemjv,w icin bir c6zime sahip gédir. Diger bir

ifade ile ger tek dgerli surekli yer dgistirme fonksiyonlari elde edilecekse alti
sekil degistirme bileseni keyfi olarak verilemez. Boyle yer glgtirmeler sadeceger
sekil degistirme bilesenlerini iceren ilave U¢ denklem var ise ortayaagde. Simdi

bu bantilar aragtirilacaktir.

Eger (2.6) denklemlerinin ilkiy ye gore, ikincisi dex e gore iki kez taretilir ve

toplanirsa
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2
628X+0 e, 2% N 0°v

dy>  ox® dyox ox°oy

elde edilir. Dérdinci denklem ve y ye gore tiretilirse

0%y, _ 0% (au Lo
oxdy oxdyl\ody 0Ox

elde edilir. Tek dgerli surekli fonksiyonlar igin tirevin sirasi dneémsldugundan

623X+62€y 0%y,
dy> ox*>  oxay

olur. Benzer yaklgmlar ile bg ilave denklem daha gslirilebilir.

0%, 0%, 0%,

dy> ox>  oxdy

0%, , 9%, _0%,

0z> dy> 0yoz

0%, , 0%, _0%,

x> 0z°  0x0z
0%, _ 0 Oy 0y, 6 Ny
dyoz 0x 0x ay 0z

262€y _0 _ %y, 0y, _l_ayxyj
0zo0x ody\| ox oy 0z

26282 - 0 ayyz + ayxz _ aVXYj

j (2.7)

oxoy "ozl ox oy 0z

(2.7) denklemleri Saint-Venant denklemleri veyakil degsistirmeler cinsinden
uygunluk denklemleri olarak adlandirilir. Yergigirme bilesenlerine ait ¢6zimun
olabilmesi icinsekil degistirme bilesenleri bu ifadeleri ggamalidir. Alti uygunluk
denklemi yazilmakla beraber bunlar Uc¢gimsiz dérdinci mertebe denkleme

esdegerdir. Bunu gostermek icin (2.7) denklemlerinini ilk ye gore, ikincisix e,
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dclncusuy ye gore iki defa turetilir. Sonra dordincu denklgmve z ye gore,
besinci denklemz ve x e gbre, sonuncusu ise ve y ye gore turetilir. Boylece ilk

Uc¢ dordiinct mertebe denklemin son Ugeeger oldyu goérulir. Bununla beraber
alti ikinci mertebe denklemi kullanmak, genellikie dérdincti mertebe denklemi
kullanmaktan daha elvghidir. Bundan bgka yuksek mertebe kismi diferansiyel
denklemlerin ¢ozimleri diik mertebe denklemlerden daha fazla keyfi fonksiyon
ihtiva ettiginden U¢ dordinct mertebe uygunluk denklemleri kgvden fazla

geneldir ve ger kullanilacaklarsa ilave kisitlamalar getirilnakdi

Uygunluk denklemleri geometrik olarafyle aciklanabilir: Sonsuz kiguk kuplere
bolunmi bir cisim diunulsin. Sonra her bir kip keyfgekil degistirme
bilesenlerine maruz birakilsin (keyfekil desistirme fonksiyonlarina kar gelen).
Eger sekil degistirmis elemanlar bir araya getirilip cisim yeniden kuralya tgebbiis
edilirse genel olarak bu elemanlarin tam olarak smadgini goéraliar. Bunlar
bosluklarla birbirinden ayrilacaktir. Mikemmel bir uyusekil desistirme bilesenleri
uygunluk denklemlerini ggadiklari zaman yapilabilir. Belirtiimelidir ki tekegerli
ve surekli yer d@stirme bilesenleri bulunursgekil desistirme bilesenleri uygunluk
denklemlerini kendiliinden sglayacaktir[13].

2.9. Gerilme veSekil Degistirme Bagintilari

Simdiye kadar statik ve gerilmenin surekdihe dayanan (2.4) denge denklemleri ile
yer deistirmelerin sureklilgi ile sonsuz kugulksekil desistirmelere dayanan (2.6)
sekil desistirme ve yer dgistirme baintilari anlatildi. Bu iki denklem grubu
birbirinden b&msiz olarak kurulmgiur. Bir grup sadece gerilme hkienlerini,
digeri isesekil ve yer dgistirmeleri icerir. Burada akladyle bir soru gelmektedir:
Sekil degistirme bilesenleri ve gerilme bilgenleri birbirine nasil hgidir. Bundan

sonra bu sorunun cevabi giralacaktir.

Sonsuz kugukekil degistirmeler kabull altinda (2.4) ve (2.6) denklemleerhangi
bir kati cisim icin gecerlidir. Bununla birlikte gbne vesekil degistirme bilesenleri
arasindaki banti, ele alinan cisimlerin 6zelliklerine galir. Burada elastik olan

Ozel katilar sinifi géz 6nine alinacaktir. Dahaediec belirtildgi gibi, bir elastik
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cisim Ustune etkiyen kuvvetlerin kaldiriimasindamm orijinal boyutlarini tekrar
kazanan cisim olarak tanimlanir. Bununla berabexel gerilmesekil degistirme
bagintisina sahip cisimlere ilgi cekilecektir. Davrdarnn lineer olarak elastik
oldugu sekil degistirme ve gerilme bdlgesine elastik bdlge denir. Relk kati
malzeme gerilmenin veekil desistirmenin sinirli bir bolgesi boyunca bu davrani
gosterirler. Bazi malzemeler iyi tanimlagnbir elastik bolgeye sahip olmamakla

beraber bu davragin kabull mihendislik hassasiyeti icin iyi sonuglarir.

(2.4) denge denklemleri ile (2.6ekil degistirme ve yer dgistirme denklemleri
toplam dokuz denklem meydana getirirler. Fakat g#rilme bilgeni, alti sekil
degistirme bileseni ve Uc¢ yer daéstirme bileseni olmak lzere toplam on e
bilinmeyen var. Burada gerilme wekil desistirme bilesenleri ile ilgili alti denklem
bulunacaktir ve bdylece toplam denklem sayisi gnolecaktir. Bunlar verilen sinir
sartlariyla beraber dengedeki bir elastik cismiglamas! gerekenartlari gosterir
[13].

2.10. Genellstirilmi s Hooke Kanunlari

Daha once de belirtildi gibi birgcok mihendislik malzemesi tek eksenliitgee hali
altinda net bir elastik bélge sergilergdf normal gerilmex dogrultusunda etkirse

elastik bolgede, Hooke kanunu olarak bilinen

o, =Ee (2.8)

bagintisi gecgerlidir. Buradd& sabitine elastisite moduli veya Young modult denir
Bu sabit, verilen bir malzeme icin tek eksenli bekme testi yaparak ve 6rnekte
gerilme vesekil desistirmenin ayni andaki derlerini kaydederek belirlenebilir. Bu
nedenle elastisite modulu, gerilmeler ordingekil desistirmeler apsis alinarak
cizilen egrinin dogrusal kisminin g@mine sittir. Simdi G¢ boyutlu durumda gerilme
ve sekil degistirme baintilarn aratirilacaktir. Dger bir ifade ile bir noktadaki

0,,0,,0,,1,,1,,T,, geriime bilgenleri ile ayni noktadakk,,e,, €,,Y,,, Yy, Yx

sekil degistirme bilesenleri arasinda gki elde edilecektir.
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Gerilme vesekil degistirme arasindaki Qanti

o, =Cp&, + C128y +Ce, t+ C14ny + C15yyz +CieYax

o, =Cpg, + C22€y +Cyhe, + C24ny + C25yyz +Cl6Vux
O, =Cy€, + C328y +Cye, + C34yxy + C35yyz +Cya6Yx (2.9)
Ty = Cuty + C42€y +Cyut, + C44ny + C45yyz +C 6V .
Ty, = Cogy + C52€y +Cqeg, + C54yxy + C55yyz +CoeVx
T

zX = C611’:x + C628y + C6382 + C64yxy + C65yyz + C66yzx

lineer denklemleri ile ifade edilir. Burada gerilme sekil desistirme baintilarini
ctkarmak icin yari deneysel yakien kullanilacaktir. Bu yakkamda kucuksekil
degsistirmelere maruz kalan ga muihendislik malzemesi icin, deneysel verilere

dayanan bazi kabuller yapilacaktir. Bu kabulenlardir: Bir o, normal gerilmesi
X,¥,z diuzlemlerinde kaymaekil degistirmesi meydana getirmez. Bir,, kayma
gerilmesi x,y, z duzlemlerinde normajekil desistirme meydana getirmez. Bundan
baska 1,, kayma gerilmesi bikeni sadece bir,, kaymasekil degistirmesi meydana

getirir. Sekil dezistirme bilesenleri kicuk buydkliklerse, stperpozisyon prensibi,
birden fazla gerilme bikeni tarafindan meydana getirilegekil degistirme
bilesenlerini tayin etmek igin kullanilabilir§ekil 2.15'te gosterileno, tek eksenli

gerilemesine maruz kalan paralel yuzlu ele alinsin.

o 1
| -~

g, <« > Oy
4_
—1»
o
// | X
A v B

Sekil 2.15: Tek eksenli ve U¢ ekseni gerilme halmruz kalan eleman
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(2.9) denklemindeg, sekil desistirme bilegeni €, =0, /E deserine aittir. Bu
uzamax dogrultusunda alinirsay,z dogrultusunda kisalmalar olacaktir. Bunlar

g, =€, = -v(o, /E)

ile verilirler. Casu malzemeler igin elastik sinirlar iginde sabittir ve Poisson orani
diye tanimlanirSimdi Sekil 2.15'te g0Osterilen l¢ eksenli geriimeye makatan bir

eleman ele alinsin. Burad&B nin balangi¢ uzunlgu 1 olarak alinngtir. €, sekil

degistirme bileseni, dnce AB nin uzunlgunu (1/E)0X kadar dgistren o©

X

gerilmesinin uygulangini sonra AB uzunlgunda —(v/E)cry (1+o,/E) kadar
ilave bir deisiklik yapan o, nin uygulandgi kabul edilerek belirlenir. (1/ E)crX bir
elastiksekil dezistirme oldigundan bire gore ihmal edilebilio, uygulandgl zaman

yine yuksek mertebe kicuk buydklikler ihmal eddirdB uzunligu —(v/E)cX
kadar dgisir. Bu ytzdenx dogrultusundaki toplamgekil dezistirme

€y =%[O-x _V(Gy +Gz)]
ile verilir. Benzersekilde

¢, =20, ~vlo, +o,)

g, :é[GZ _V(Ox +0y)]

dir.

iki boyutlu, safi kayma hali altinda elastik gerilgekil degistirme baintisi deneysel

olarak
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seklinde bulunur. Benzesekilde

1
yyz _ETyz
Y _lt
@ Ty e

olur. Burada G elastik sabitine sertlik modulu der8ertlik modult ile Young

modulu arasinda

ili skisi vardir.

Genel bir gerilme hali icin genefigrilmis Hooke kanunlari veya basitce Hooke

kanunlari olarak bilinen gerilme gekil desistirme baintilari

€, =é o, —V(Gy +Gz)
1T
Ey :E.O'y _V(OX +Oz)
g, :é 0, _V(Ox +Oy)
1
yxy _atxy
1
yyz _Eryz
1
Y ZETXZ

denklemlerinden ibarettir[8-13].
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2.11. Silindirik Cubuklarin Burulmasi

Burulmaya maruz kalan dairesel kesitli bir silimtiki kayma gerilmesi cisimlerin
mukavemetindeki elemanter burulma formuliyle veriBurulma altindaki dairesel
silindirin eksene dik olan kesitleri dizlem kalBurulmaya maruz der kesitli

silindirler igin bu sart gecgerli dgildir. Simdi uglardan kuvvet ciftleriyle burulan

Bir dairesel silindirde ortaya cikagekil desistirmelerden yola ¢ikan Saint-Venant
dairesel olmayan burulrgubir silindirde olgacak yer dgistirmelerin su sekilde
olacaini kabul etmgtir. (a) Deforme olmg herhangi bir dik kesitin xy
dizlemindeki izdgmu bir rijit cisim gibi déneigekil 2.16). Birim uzunluktaki
burulma agcisi sabittir. (b) Her bir nokta boyun&rddiuda yer dgistirir (carpiima
olusur). Ayrica bu carpiimanin tim dik kesitler icinnapldusu kabul edilir. Yaniw
yer deistirmesi z den bg@msizdir. Bu davragi (a) daki ve (b) deki yer
degistirmelerin ayr1 ayri ortaya c¢ikgini distinerek géz dntine getirilebilir. (a) da g6z
onune alinan dénme, bir dairesel silindirde ortej@nin aynisidir. Bu dénmeye ek

olarak (b) de belirtilen yer destirme elde edilir.

Yukleme durumiBekil 2.16’da gosterilmstir. x,y eksenleri alt dik kesit dizleminde

alinmslardir. z ekseni silindirin boyuna eksenine paraleldir.

Bir ugtaki T burulma momenti, @r T yi temsil eden vektor (gael kural) bu

dizlemin dg normali dg@rultusunda etkirse pozitiftir.

Herhangi bir P noktasinin donme yuzinden yer ggérmesi Sekil 2.17'de
gosterilmitir. OP cizgisi O etrafinda kucul acisi kadar doner. Burada O
burulma merkezi adini alir. Cisim burulma merkezekseni tizerinde olacakkilde
yer desistirmistir. Burulma acisi kicik oldiundan PF' yayr OP ye dik bir dgru

cizgi olarak kabul edilir. Bu yluzdeR nin yer dgistirmesininx,y bilesenleri
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u=-rBsinB = -y
v =3rcosb = 3x

ile verilir. Bunlar z dogrultusundakiw yer deistirme (carpilma) ile tamamlanir.

Buradaw =w(x,y) dir.

AT
—

v

Sekil 2.16: Silindirik bir cubgun burulmasi

Her bir dik kesitin ¢arpiimasinin ayni okglu kabul edildgine gérew, z nin bir
fonksiyonu olmayip sadece,y nin fonksiyonudur. Yaniz ye paralel bir ¢izgi
Uzerindeki butiin noktalaz dogrultusunda ayni miktar hareket ederlgekil 2.17
OP ninsekil desistirmis konumunu goésteren son gortinuamadar. Kolaylik olmasi
acisindan orijindeki dik kesit icim=v = @ldugu kabul edilir. Boylece ger Sekil

2.17'deki dik kesit orijinderz mesafesindeyse burulma acisi

B=az

ile verilir. Buradaa, z dogrultusu boyunca birim uzunluk b@aa burulma acisidir.

Boylece yer dgistirmeler

36



u=-ayz
V=aXxz (2.10)
w=w(x,y)

ile verilir. (2.6) sekil degistirme ve yer dgistirme baintilan (2.10) kabulleri ile bir
araya geldiinde

e =g, =€, =0

X y z
_ow OJu _ow
Yz =t —-=0-
ox 0z 0X
_6W+6v_6w

=—+—=—+0ax
Vi dy 0z oy

(2.11)

haline gelir.

v

X
-« —»

Sekil 2.17: Dénme ylzunden yerggirme

Gerilme vesekil degistirme baintilari (Hooke kanunlari) uygulanarak gerilme ve

yer daistirme denklemleri
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=6y, =6 M+ ax (2.12)
yz ay

olur. (2.12) denklemlerinin ilk ikisinden goérultn kifir olmayant,,,t,, geriime

bilesenleri sadecex,y nin fonksiyonlardir. Birinci denklemy ye gore, ikinci

denklem dex e gore turetilip birbirinden cikarilirsa, (2.12) denklemlerinden yok

edilebilir. Bu, gerilmeler cinsindersagidaki uygunluk denklemini verir:

ot,, Ot

XZ

dy  OX

= -2Ga (2.13)

Bu denklem ¢ boyutlu (2.7) uygunluk denklemlerinitiegre ederek ve (2.11)

denklemlerini kullanarak da elde edilebilir. Bu ise

L
ody  0x

=-2a

denklemini verir. Bu Hooke kanunlari ile bigteilirse (2.13) denklemi elde edilir.
iki kayma gerilmesi bilgeni denge denklemlerini degamalidir. Bunlarin Gguincust

sifir kiitle kuvvetiyle yazilirsa

aT_xz+&:o 12)
0x ay

olur. Sifir kitle kuvvetli dier iki denklemi 6zdgolarak sglanmaktadir. Eer

L SR (2.15)

“ ooy " 0X
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seklinde bir ¢ gerilme fonksiyonu (Prandtl gerilme fonksiyonupitalanirsa (2.14)
denkleminin 6zdgolarak sglandgi gorulir. Buradap = cp(x,y) dir. (2.15) denklemi
(2.13)’te yazilirsa

2 2
0 @ +a_(p = -2Ga
x> ody?
veya
0>  0°
O%p=-2Ga, 0% = +— 2.16
¢ x> dy? (2.16)

denklemi elde edilir. Daha sonra da goérufgagbi, (2.16) denklemi esnek (elastik)
durumda silindirik cubgun burulmasinin matematiksel modelini ifade edesmki
turevli denklemdir.Simdi ise sinir keullari incelenecek ve burulma momentinin

formuli cikarilacaktir.

Dis gerilmelerin yani cismin sinirinda etkiyen birinladaki kuvvetin x,y,z
bilesenleri sira ile T, T ", T," ile gosterilsin. Burada alt indis bkenin

dogrultusunu, Ust indis ise diuzlemi ifade eder. Yafizldmin dg normali p

dogrultusundadir. Kuvvetlerin dengesinden

Txp = O-XOU'X +Txy0uy +Tx20“‘z
Tyu = Txyop'x +0—y0“y +TyzO“‘z (217)
Tz“ = szoux +Ty20p'y + O-zouz
smlrda(xo,yo,zo) hesaplanmigeriime

esitlikleri yazilabilir. Burada,o, , T

X0 “xyo1*c*

bilesenleridir. p, 1,1, birim dis normal vektorip nin x,y,z ye gore kosinus

dogrultmanlaridir (veya U¢ koordinat ekseni boyunpcatn bileenleridir ).
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Burada yanal yuzeylerde sdikuvvet olmadil varsayilacaktir. Bu nedenle

ylzeylerde T," =T," =T," = 0 dir. Bu yizlerin normalleriz eksenine dik

oldugundan p, =0 olmalidir. (2.17) denklemlerinin ilk ikisi 0zgl®larak sglanir

ve Ucuncl denklem
T M +T,H, =0 (2.18)

bagintisini verir. T, nin x dizleminde vez dogrultusunda etkiyen kayma
gerilmesi bilgeni oldyu, 7, in de z dizleminde vex dogrultusunda etkiyen

kayma gerilmesi bilgeni oldyu ve 1,, = 1,, oldusu dikkate alinarak, ayricgekil

ZX

2.18'e bakilarak (2.18)'in sol tarafi biz dizleminde yanal ylzeye dik kayma

gerilmesi bilgenine git oldugu gorulir veya
TZ[J = TZX“‘X +szuy = 0 (2'19)

olur. Bu bileenin sifir olmasi istenginde dik kesitteki ¢ duzlemi) bilgke kayma
gerilmesinin sinira fget olmasi istenir. Tekre§ekil 2.18’e bakilirsas nin a’dan

b'ye arttg1 kabul edilerek

elde edilir. Bunlar ve (2.15) gantilari kullanilirsa (2.18) denklemi

%Q‘F%%:O
dy ds o0x ds

olur ki buradan

% _o (2.20)

40



elde ederiz. Bu takirde gerilme fonksiyonunun désik siniri boyunca sabit olmasi
istenir. Ezer bu sinir basit I@antili ise sabit keyfi olarak segilebilir (bu sexsabit
gerilme bilgenleri tzerinde hicbir etkiye sahip dlelir ve sadece rijit cisim yer

degistirmesi meydana getirir). Bu ylzden bundan sonrarda ¢ sifira it

alinacaktir.

v

Sekil 2.18: Sinir yakininda biz diizlemindeki kayma gerilmeleri

Buraya kadar (2.16) denklemini (2.20)sktu altinda sglayan ¢ fonksiyonu ile

tanimlanan gerilmeler, yanal ytzeylerinde hicbizeyi kuvveti etkimeyen bir 6zel
silindirik cubuza ait elastisite probleminin ¢6zimuni gosterimdi bu

gerilmelerin mevcut olmasi igin u¢ duzlemlere hapgeey kuvvetlerinin (birim
alan baina) uygulanmasi gerekti belirlenecektir. U¢ duzlemlerz eksenine

normal olduklarindare = @uzlemi icinpy, =p, =0, 4, =— e z=L duzlemi
icin g, =p, =0,1, =+1 olur. Bu dgrultu kosinlsu dgerleri (2.17)'de yerine

yazilirsa

T, =0 (2.21)
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oldugundan, dailmis ylizey kuvvetleri sinigartlarini sglamak icin ug dizlemlere
etkimelidir. Burada Ustsaretler z=L duzlemini, alt garetlerdez = 0duzlemini

belirler. Sekil 2.18’den ug duzlemlerin her birindeki kuvvetynbileseninin
T, dxdy = ¢jjryzdxdy= i”%dxdy (2.22)

oldugu gorulir. Sonuncu iki katl integradyle hesaplanabilir:

T, dxdy = tj(xfg—;pdedy = ij(xfd(dey = ij((p2 ~@ )dy=0 (2.23)
c\x, c c

X1

Sekil 2.19: Ug diizlem boyunca integrasyon

Buradax = x,(y), C sinir grisinin sol pargasining = x,(y) ise C sinir grisinin

sg parcasinin denklemidgekil 2.19).

@, ve @, X,ve X, (sinirda) boyunca hesaplagohdan, her ikisi de sifirdir. ger
C sifirdan farkh bir sabit olmak Uzere sinir lUnde ¢ = C kabul edilirse,

@, — @, = 0 olacaktir. Benzegekilde
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j j T, "dxdy=0 12)

oldugu gosterilebilir. Bu takdirde bijke kuvvetin her bir u¢ dizlemdeki,y

bileseni sifirdir ve her bir ucun Uzerine etkiyen yigiak( statik olarakz eksenine
gore bir kuvvet ciftine (burulma momentiydegerdir. Sekil 2.20'de gosterildii

gibi T burulma momenti
T=%[[(r,"x - Ty ixay (2.25)

dir. Bu ise ¢ gerilme fonksiyonu cinsinden ifade edilebilir. .X8) ve (2.21)

esitlikleri (2.25)’te yazilirsa
T= —”%xdxdy—”% ydxdy (2.26)
dx dy

elde edilir. Burada kismi integrasyon kullanilanak sinirdag, =@, =0 oldugu

dikkate alinarak
T= 2jj<pdxdy 2.27)

elde edilir. (2.27) formalt, burulma momentinin i@ olarak kabul edilir[13].
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dy

dx

Tll

Sekil 2.20: Ug duzlemdeki sinir gerilmeler
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3. ESNEK OLMAYAN SILINDIRIK CUBUKLARIN BURULMASININ
MATEMAT iKSEL MODELi. DUZ VE TERS PROBLEMLERIN
TANIMLANMASI

3.1. Esnek Olmayan Silindirik Cubugun Burulmasinin Matematiksel Modeli
AltI sabitlenmg ve ekseniz’ ye paralel olan silindirik cubuk ele alinsin(Béii2,

Sekil 2.16). Bu silindirik gubgun burulmasinin matematiksel modekagdaki
denklemle ifade edilir[14-17]:

_ 0| (p)0u | 9 | r,\0u|__ _ )
AU-6X1[g(E Iaxl}raxig(z laxj 2, x=(xx,)0QOR?. (3.1)

Burada Q O R? ile ele alinan culiun kesiti gosterilngtir, 8 birim uzunlgun

burulma ag|5|d|ru(x1,x2) ise Prandtl’ in gerilme fonksiyonudur. Ayrica,

2 2
&2 =|Du|2 =[£667uJ +[:Tu] ] gradyani gerilme ygunlugunu ifade eder.
1 2

Silindirik ¢ubugun burulmasinin matematiksel modelini ifade ederl)(Xismi
turevli diferansiyel denkleminin temel 6zgllilineer olmamasidir, (;Unk'L'g(Ez)
fonksiyonu u fonksiyonunun tirevlerine kadir. g(EZ) fonksiyonu malzemenin
esneklik o6zelliklerini tanimlar ve plastiklik fonk®nu olarak adlandirilir.
Deformasyon teorisine gbrg({z) plastiklik fonksiyonu gagidaki 6zellikleri sglar

[14]:
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(@)0<c, <gle?)<c, 02 O[E2,€], €2 >0
(b)o<c, <gle )+2§g(§)
(©)g(e?)s0 merorgze?),
(d)EEOD(z &%) gle?) =16, ez gz g2)

(3.2)

BuradaG sabiti sertlik modiiliic,, i = 0,1, 2 sayilari birer pozitif sabitf? sabiti ise

malzemenin esneklik limitidir. (3.2) kallarini s&layan fonksiyonlar sinifG ile
gosterilsin G kiimesine ters problemler ve optimal kontrol teods kabul edilebilir

katsayilar kimesi denir[16,17].

Problemin ele alingi kesitin S=0Q sinirinda sert kenetlenme gkunun verildgi

varsayllsin. Bunun anlami
u(x)=0, x=(x,,x,)00Q (3.3)
turdes Dirichlet sinir kgulunun sglanmasidir.

Buradaki matematiksel moded, burulma acisinin artan gerlerine bglh bir streg
icinde ele alinir. Bu modele literatirde “quazitisfa model de denir. Boylece
burulmanin matematiksel modeli lineer olmayan (3dljptik denklemi igin
(3.1),(3.3) Dirichlet problemi ile ifade edilir.

3.2. DUz ve Ters Problemlerin Tanimlanmasi

Eger yukarida tanimlanilan (3.1), (3.3) problemi telbir siniftan olan cgtli

gzg(Ez) fonksiyonlari icin ele alinirsa, o halde bu peshin tek ¢ézimu olan
u(x), X = (xl,xz)DQ 0 R? fonksiyonu da buna g olarak degisecektir. Cozimiin
g=g(€2) fonksiyonuna bu kamlilig u:u(X;g) ile gosterilsin. Buna karik

gelen burulma momenti
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gl = T(ulx:a) = 2[[ulxg)xdx, 3.

Q

olarak tanimlanir(Bkz 2.27). Burada burulma mommenti T[g] olarak
gosterilmesinin  sebebi, (3.4) tanimindan gorgldigibi burulma momentinin
g= g(EZ) fonksiyonuna olan [l gina dikkat cekmektir. Bununla beraber, burulma
momentinin (3.4) ile verilen tanimina dikkat edig; burulma momentinin aslinda

T[g] =G - R",glg seklinde bir fonksiyonel olarak ta tanimlanabilgicagiktir.

Bdylece, ger malzemenin 6zefli belli ise, yanig :g(Ez) fonksiyonu verilmg ise,
teorik olarak burulma momenti, (3.1), (3.3) probieim u=u(x;g) cozimi

Uzerinden (3.4) formulu ile belirlenebilir.

Belli bir aciya kagilik gelen burulma momentinin deneysel olarak &gl
durumlarda, malzemenin Ozghin, yani, g:g(Ez) fonksiyonunun aranmasi
problemine, cubgun burulmasi ile ilgili ters katsayl problemi deniiatematiksel
olarak bu problemi ifade etmek icin, burulmaninhasgi bir GD(G*,G*) acisina
karsilik gelen deneysel g@eri T ile gosterilsin.G katsayilar kimesinden alinan bir
g U G igin burulma momentinin bu katsayiya &k gelen ve (3.4) ile hesaplanan
T[g] teorik dgerinin hesaplanarak, deneysel dgeri ile kagllastiriimasi gerekir.

Dolayisi ileT deneysel verisine dayali ters katsayi problemi
Tlo]=T.g0G (3.5)

denklemi ile ifade edilirgG katsayisi verildii durumda, (3.1), (3.3) sinir ger

problemine ise diz problem denir.
3.3. Duz Problem igin Klasik ve Zayif Cozum Kavraméri

(3.1), (3.3) sinir deer problemi ele alinsin. Problemin verddiQ bdolgesinde (3.1)

denklemini sglayan, ayni zamanda da&Q sinirinda (3.3) kgulunu sglayan
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u(x)DCz(Q)n C(ﬁ) fonksiyonuna (3.1), (3.3) probleminin klasik ¢oaziirdenir.
Pratikte her zamanu(x) fonksiyonunun ikinci mertebeden slrekli tirevleri

olmayabilir, buna karn bu u(x) fonksiyonu (3.1) denklemini ve (3.3) «dunu

sglayabilir. Bu ve buna benzer durumlarda klasik g¢dzikavrami yetersiz
kaldigindan klasik ¢ozim kavraminin gengliglmesi gerekir. Bu noktada zayif

¢c6zim kavrami ortaya ¢cikmaktadir. Verilen bitl G fonksiyonu icin

”gQDu|2)DuDvdx1dx2: = 2(9J.J'vdx1dx2 =0T(v), Ov(x)OHL(Q) (3.6)

Q

integral 6zdgligini saglayan u(x)DH%,(Q) fonksiyonuna (3.1), (3.3) probleminin
zayif (genellgmis) ¢6zumu denir[16]. Burada (3.6) ningstarafinda (3.4) tanimi

dikkate alinmgtir ve T(v) yazilimi ile de, burulma momentinin verilen birlJ G

fonksiyonu iginv tizerinden aldy deger gosterilmgtir. Ayrica, H:(Q) uzay,

HY(Q):= {u(x), x0Q:ulL,(Q), ;7“

OL,(Q)i= 1_2}
ile tanlmlananHl(Q) Sobolev uzayinin alt uzayidir vgagidaki sekilde tanimlanir:

HL(Q) ={u D H*(Q) :u(x) = 0,x 080}

Ayrica, L,(Q)=H°(Q) ve H*(Q) uzaylarindaki normlar sirasiylaagidaki sekilde

tanimlanmgtir:

ol ? = [fuax

Q
= o [0
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Teorem 3.1. Eer, u(x)DCZ(Q)m C(ﬁ) fonksiyonu (3.1), (3.3) probleminin klasik
cozimii ise, ayni zamanda zayif c¢oziimiidir. Tersigger, u(x)OH(Q)
fonksiyonu, (3.1), (3.3) probleminin zayif c¢6zumisei ve ayrica
u(x)DCZ(Q) N C(ﬁ) kosulunu sgliyorsa bu fonksiyon ayni zamanda bu problemin
klasik c6zUmudur[18].

Diger bir ifade ile,H} (Q) alt uzayinda (3.6) ile tanimh zayif ¢6zim
(Au,v) =a(u;u,v)=1(v), OvOH;(Q) (3.7)

denklemindeu0HY(Q) yi bulma problemine denktir. Burada(u;v,w) ve 1(v)

fonksiyonelleri sirasiyla

a(u;v,w) = ”gﬂDuf)Dva dx,dx, (3.8)

Q

I(v) = 29J‘_|.vdx1dx2 (3.9)

olarak tanimlanir.

Tanim 3.1. U Banach uzayi olsuih.U -  liReer fonksiyoneli igin

limiti mevcut ise, J fonksiyoneline uJU da vOU ybninde Gateaux

diferansiyellenebilirdir denir[19,20].

Tanim 3.2. <J'(U),V>=<AU,V>, Ou,vOHL(Q) sitligini saslayacak sekilde bir

J(u):HL(Q) ~ R fonksiyoneli varsa, A operatoriine potansiyel operator, J
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fonksiyoneline ise bu operatérin potansiyeli derurada (J(u)v) ile J
fonksiyonelinin uOU da vOU yodninde birinci Gateaux tlrevi gosteriiim

[19,21].

Lemma 3.1. (3.1) ile tanimlangnA operatérinin potansiyeli

o
”{ jg d&}dx dx, (3.10)

olarak tanimlanan fonksiyoneldir[22,23].

Ispat. Tanima gore (3.10) ile tanimlanan fonksiyion8hteaux tirevi

|O(u+tv)
;jtJ(u+tv . dt{zﬂ{ jg dé}dxdx}

olur. Parantez icindeki ifadenin t' ye goére tekgidkenli fonksiyon gibi tirevi

alinirsa, yukaridakisgli gin s& tarafi

%J‘ '[ {2905([1 +tv) ? )|D (u+1tv) Dv}dxldx2

Q

olur. Simdi t=0 yazilirsa(J(u),v) = a(u;u,v) elde edilir ki Tanim 3.2 gz 6niine

alindginda lemma ispatlanmolur.
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3.4. Ters Katsay! Probleminin Yaklgik Cozumu

Once ters problem icin yaklk ¢cozumin ( veya quazi-¢ozimiin) tanimi verileicekt

Tanim 3.3.
J(g) = max Zgu(X;g)dxldxz -7 |,g0¢ (3.11)

fonksiyoneli icin
J(g)=inf Jg),90¢ (3.12)

minimizasyon probleminin ¢dzimune, ters katsayibfmminin yaklgik ¢6zimu
veya quazi ¢c6zimu denir[24,25]. Burada= T(G), OD(G*,G*) a kasllik gelen ve

deneysel olarak verilen burulma momentieiadir.

G kabul edilebilir katsayilar kiimesinin Sobolev uzayhda kompakifi, (3.11)
fonksiyonelinin sureklilgi, boylece de yakkak c6zimuin varfii (minimizasyon
probleminin ¢ézUmundn vagh) literatirde goOsterilmgtir[16,22,23]. Aagida

yaklasik ¢cozuman varfii ile ilgili teoremler ifade ve ispat edilgtir

Lemma 3.2. (b)-(c) kaullari salandginda g(€2) fonksiyonu igin aagidaki esitsizlik
dogrudur[26]:

lole)e ~o(e2)E]le -2)= e -7, g7, 2 0fe 87

Teorem 3.2(Lebesgue Yakinsaklik Teoremi{jn} Olculebilir fonksiyonlar dizisi,

|fn(x)| < g(x) olmak Uzere integrallenebilir birf fonksiyonuna noktasal yakinsak

ise, bu taktirddim [f, (x)dx = [fdx esitli g saglanir.
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Teorem 3.3.G kabul edilebilir katsayilar sinifi ele alinsin \(@m (EZ))D G olsun.
Duz problemin, (gm(Ez))D G dizisine kagihk gelen ¢ozimleri ise
u,, = u(x;g,)OHL(Q), m= 123...olarak gosterilsin. ger g, (€2) - g(€?) m -
(noktasal yakinsak) isé0(u—-u,, )|, - 0,m - o yakinsamasi ganir. Burada,
u(x;g)OHL(Q) duz probleming(€?) limit fonksiyonuna kaslik gelen cozumiidur
26].

Ispat. Zayif ¢cozim kavramindan biligdigibi (bkz Tanim 3.6)u(x;g), u(x;gm)

zayif cozumleri sirasi ilesagidaki integral 6zdgdikleri saglar:

”gQDu|2)DuDvdx1dx2 = ZG.Udeldxz, OvOHL(Q),
Q Q

J. ngDum|2)DumDvdx1dx2 = ZGIIvdxldxz, OvOHL(Q).
Q

Q

IIk integral 6zdglikte v=u_ —u, ikinci integral 6zdglikte ise v=u-u_ yazilip

bu iki integral 6zdgik taraf tarafa toplanirsa

[[19n2u.)ou, -olou? Joul oy, - u)dxdx, =0

Q

integral 6zdgligi elde edilir. Bu integral 6zgége
”ngDu|2)DuD(um - u)dx,dx,
Q

terimi eklenip cikarilirsasagidaki integral 6zdgik elde edilir:

”lngDUm|2)3Um —gm([Du|2)Du]D(um — u)dx,dx,

= H[ngDUIZ)— gQDuF)]Du O(u-u,, )dx,dx,.
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Bu integral 6zdgigin sol tarafina, E:|Dum|,§:|Du| alinarak Lemma 3.2

uygulanirsa ve gatarafina isel, uzaylarinda bilinen Cauchyitsizligi uygulanirsa
1
2
c ot = [l o - oo ] g, -,
esitsizligi, buradan ise her iki taraftgi(u-u, )], terimi sadelgtirilerek

1

c,|0(u-u, (”[ngDu” Qmu|2)]2 |Du|2dxldx2j2 (3.13)

esitsizligi elde edilir. Bu sitsizlikte integral icindeki ifadede (a) kolu dikkate

alinirsa, bu integral icindeki ifade icin

[@Jm(IDUIZ)—QIQDuF)J2 0u® < (¢, — ¢, )?|0u?

degserlendirmesi elde edilir. Lebesque yakinsaklik eetine gore (3.13)

esitsizliginin sg tarafim - o iken sifir olur. Béylece ispat tamamlanir.

Sonu¢ 3.1. Yukarida ispati  verilen teorem,Hé(Q) uzaylarinda
|u, < cq|Oul,.c, =sabit>0 olarak bilinen Poincaresisizligi ile birlestirilirse,

H* normundau(x;g, ) — u(x;g), m - « yakinsamasi elde edilir.

Sonug 3.2. u, =u[x;g,]OHL(Q) ve u, =u[x;g,]OHL(Q) fonksiyonlari sirasiyla
0,,9,0G ve x= (xl,xz)D(a,b) icin (3.1), (3.3) probleminin ¢6zUmu olsunlar. Bu
takdirde (3.4) ile tanlmllT[g] =G - R" fonksiyoneli icin gagidaki dezerlendirme
dogrudur[27]:
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c,(b-a)
CZ

> 0.

” T[o,] _T[QZ]”c[zfz*z} <a | 0Ouyf, e -9, ”c[a&a‘z}’ a=2

Ispat. Bunun igin ('jncelikI{aT[gl]—T[gz]| farkinin dgerlendiriimesi gerekir. Uggen

esitsizliginden yararlanarak
| Tlo] - Tlo. ]| = 2[[ [ u(x:g,) - u(x;g,) Jax,dx,
Q

yazilabilir. Bu ifadenin satarafinda Cauchysésizligi uygulanirsa

| Tla.]-Tlg,)| = 2(b-a)u, —u,|,

degerlendirmesi, daha sonra da sgitsezlige Poincare gtsizligi uygulanirsa
| Ta.]-Tlg,]| = 2c, (b-a)|0(u, —u, ),

degserlendirmesi elde edilir. Burada (3.13) sitsizliginden faydalanirsa

(gm =0,,0=0,,U, =uU;,,u= uz) istenen sonug elde edilir.

Bu sonug, (3.4) ile tanimIT[g]:=¢ ~ R* fonksiyonelinin CIEE,E*ZJ normunda

surekliligini ifade etmesi bakimindan dnemlidir.

Lemma 3.3.{g,(E2)}06 olsun. Bu takdirde g, (€2} 0 (g,(€?) vardir ki

ru[rologm(gz): g({z), 0820 [E*Z,E*ZI sglanir. Ayricag [J G 'dir[26].

Teorem 3.4Ters katsay! probleminig; kabul edilebilir katsayilar kimesinde en az
bir yaklasik ¢ozimi vardir. Bger bir ifade ile (3.12) minimizasyon probleminig

kabul edilebilir katsayilar kimesinde en az birigdz vardir[26].
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Ispat. (3.11) ile tanlmIU(g) fonksiyonelinin sirekli oldgu gosterilecektir. Bunun
icin {g,,(E2)} 06 dizisi ele alinsin. Bu taktirde Lemma 3.3 gdtfy, } 0{g,.}
dizisi bulunabilir ki |g, -g|. - 0,n — « olur. Sonug 3.1'denH' normunda

u(x;g,) - u(x;g), n — o salanir. Ote yandan

2J"[u(x;gn)dx1dx2 -T|< Z‘HU(x;gn)dxldx2 —”‘u(x;g)dxldx2 .+

+2‘.[2J'u(x;g)dxldx2 -T

yazilabilir. Buradan

o 9 2” i g dx e =T | < zeueag( HU(X;gn)dxldXZ _LIU(X;g)dxldxz A+
¥ Zemeaex ”U(X;g)dxldxz -T

elde edilir. (3.11) tanimi dikkate alirfginda

Jg,)- )<

e0(e. 6

” X;0, dxdx ” xgdxdx

olur. g, ve g lerin rolleri deistirildi ginde ise

Jg)-g,)<

60\e. 9

J"[ X0, dxdx J"[ xgdxdx

olacaktir. Dolayisi ile

9(g)- g, ) < ” x;g,, )dx,dx, ” x;g)dx,dx,

e0(e. 6
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degerlendirmesi elde edilir. Buradan - « i¢in limite gegcilirse ve yukarida
sdylenenler dikkate alinirsd(g,) — J(g) yakinsamasi elde edilir. Lemma 3.3 ve
J(g) fonksiyonelinin siirekli olmasi dikkate alighda Weierstrass teoremine gore

(3.12) minimizasyon probleminin ¢ézimunin var @awsonucuna ukalir. Boylece

ters problemin yakkak (quazi) ¢cozUmunun vagh ispatlanmg olur.
3.5. Esnek Cubgun Burulmasi Probleminin C6zimu

Bu kisimda kesiti, kenar uzunluklaayb> dan bir dikddrtgen igin esnek ¢uiun

burulmasi problemi ele alinacak ve bu problem kigiinievli denklemlerin
cozllmesinde sik kullanilan bir yontem olangidkenlere ayirma yontemi ile
cOzllecektir. Sonucta, dikdortgen bdlgede esnekugub burulma momenti;
burulma acisi, sertlik modullu ve ¢uyun kesitinin geometrisi cinsinden bulunacak
ve cubgun Kkesitinin geometrisi ile ilgili analizler eldedigecektir. Burada

gosterimde kolaylik olmasi agisindar,, X, degiskenleri sirasi ile x,y ile

goOsterilecektir. Bu amaclgasidaki problem ele alinsin:

{_ U, —U,, =2GB, (x,y)0Q=(0a)x(0b) (3.14)

u(x,y)=0, (x,y)00Q.
Bu durumda burulma momentinin hesaplanmasi igin (3.14) prdxhiierm(x,y)
¢6ziminin elde edilmesi gerekir. Bu problemirgiglenlere ayirma yontemi ile
¢cozllmesi icin gagidaki donigum yapilsin:

v(X,Yy) = u(x,y) + GOx>. (3.15)

Bu dongum ve (3.14) problemi kullanilaraky(x,y) cinsinden gagidaki problem

elde edilir:
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Vo +V,, =0, (x,y)0(0a)x(0b)

v(x0)=G6ox?, x0O(0a),

v(x,b)=Gox?, x0(0a), (3.16)
v(oy)=0, y0(0,b),

v(ay)=Gea®>, yO(0b),

(3.16) probleminin (3.14) probleminden temel fa(f8.14) problemindeki denklemin
sg tarafinin (3.16) problemindeki denklemde kaybolmdaha d@rusu sinirlara
tasinmig olmasidir. Dger bir ifade ile, (3.14) problemindeki Poisson denki (3.16)

probleminde Laplace denklemine d@miustlir. (3.16) Laplace probleminin

degiskenlere ayirma yontemi ile ¢6zumu daha basittir.

(3.16) probleminin ¢ozumi g@ekenlere ayirma yontemi ilgyle verilir[28-30]:

o o ol

i ) (3.17)
: : nTX n
+nZ:;Cn sm(?jsml—( j+nZD sm( " Jsml—(?ny)
v(0,y) =1, (y), v(ay) =f,(y), v(x0) = f,(x), v(x,b) = ,(x) olmak tizere
A,,B,,C,, D, katsayilar gagidakisekilde tanimlanir:
= 2 {4 (5)sif TE
A, ¥y J;fl(E)sm o o8,
2 _(nTE
B, —Zj;fz(z)sm = e
5 2 . (3.18)
=< in e
C,= m !fs(é)sm S 0z,
= 21t (2)sin] T
D, = " J;f4(2)5|n( . jaz
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Burada, )\nzbsinl—(n—?lj,un:asim(nlbj dir. Simdi  bu katsayilar
a

hesaplanacaktir:

A =

0,
2 ,% . (nTE
N zGea !sm(—jai, (3.19)

b =2 Gofersif ME
C, =D, = GG!E gn(t)jaa

n

I2

(3.19)’'daki integraller hesaplanirsa

_ P (nmEN . bl-1+(-12)°
I, = {sm(—b jaz = -

8, . (nTE __a3[2—2(—1)”+n2n2(—1)”]
I, —J;E sm[—a jaz_ e

A, =0,
2 _ _ n
Bn:_jiGGab[1+(ﬂ] 3.70)
A, nTt
2 Gea2-2(-1) +n?re(-1)]
C,=D,=-=
W, n°r

(3.15) dongimi sonucu burulma momenu’(x,y) ¢6zUmU Uzerinden sagidaki

sekilde hesaplanir:
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T= Zﬁu(x y)dxdy = Zﬁ( )- GOx2)dxdy
00 00 (3.21)

ab
= ZNV X,y )dxdxy - = 2 0a%h.
00 3

ab
Bu nedenle 6ncelikle = ”v X,y dxdxy integralinin hesaplanmasi gerekir.
00

ZB .[sml—( j J' ( jdy++ZC jsm( . jdxj'smr(nn(k;_y)jdy

0

+ZD .[sm( jdxjsmf( ayjdy.

Yukaridaki ifadede integraller hesaplanirsa ve(qBdeki katsayilar yerine yazilirsa

£ o

n

+22“£Ge_a[2 2(-1)" +n?m®(- ][ 1+(- {cosr(m;bj—l]

elde edilir. Son olarak, (3.22)'de\, :bsinr(n—gaj,un :asinl—(nlbj oldugu
a

dikkate alinirsa ve ifade diizenlenirse

= 11— s . [ nma
n smk(bj
(3.23)
+4G9a4 3 [— 1+( ][2+ 21‘[2 2)]{003%[?)—1]

™ ; I_(nnb]
n°sin .
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elde edilir. (3.23)'te elde edilen serilerin toplaMATLAB yardimi ile yaklaik
olarak bulunabilir. (3.23), (3.21)'de dikkate atsa esnek malzemeler icin ¢igom
burulma momenti ¢li dikdortgen kesitlerde hesaplanabilir. Bunumi@ncelikle
a=Db durumu, yani cubgun kesitinin kare olmasi durumu ele alinsin. Buliale
(3.23) ifadesi gagidakisekli alir:

_2Gha* & —1+(—1)”]2[cosi(nn)—1]
RS nZ:;‘ n® sinh(nm)

, 4Gea’ i -1+ (-1 [+ (-1 (127 - 2)|JcosHnm) 1] |

o= n® sinh(n)

(3.24)

MATLAB yardimi ile 3.24'te gorulen birinci serinitoplami yaklaik olarak 3.8758,
ikinci serini toplami ise 11.753 bulunur. O halde

4 4
_ 2G0Oa x3.8758+ 4GBa

n m°

I x11.753=0.4036G0a" (3.25)

elde edilir. Bu (3.21)'de g6z 6niine alinirsa,

T = 0.140659a* (3.26)

bulunur. (3.26) formulu ele alinan esnek ¢gou kesitinin kare olmasi durumunda

burulma momentinin analitik ifadesidir[31-33].

Genel olarak, culbiun kesitine bgli olarak degisecek olan burulma momenti

asagidakisekilde ifade edilebilir:

T =kGOa*. (3.27)
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Asagidaki tablodaE oranina bgli olarak (3.7) formulindekik sayisina kalk
a

gelen dgerler verilmitir. Bunlar hesaplanlrkelg deserinin hem (3.21)'de hem de
a

(3.24)’te dikkate alinmasi gerekir.

Tablo 3.1: Cubgun kesitinin geometrisi ile burulma momenti araskidliski

b/a k b/a k

1.0 0.1406 6.0 1.7894
2.0 0.4580 7.0 2.1229
3.0 0.7890 8.0 2.4562
4.0 1.1240 9.0 2.7892
5.0 1.4550 | 10.0 3.1200
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4. LINEER OLMAYAN DUZ PROBLEM IN MONOTON OPERATORLER
TEORISI KAPSAMINDA INCELENMESI

Bu boélimde 6ncelikle monoton operatorlerle ilgéintel kavramlar ve teoremler
verilecektir. Daha sonra ise ikinci bolimde tanmala diz problem monoton
operatorler teorisi kapsaminda incelenerek hemtddirm degerlendirmeler elde
edilecek hem de yakjik ¢cozimiin gercek ¢ozime yakinsamasi ile ilgilreeder

verilecektir.
4.1. Monoton Operatorlerlellgili Temel Kavramlar

f:R - R surekli bir fonksiyon olsun vé(x):y denklemi verilsin. Bu taktirde,
Oy OR igin bu denklemin tek bir ¢ézimuntn olmasi igin kosullarin s&lanmasi
gerekir: f : R -~ R fonksiyonu kesin monoton olmalidir (kesin artan da kesin

azalan) ve Iirp f(x):ioo esitli gi saglanmalidir. Bu sonug, sagidaki gibi vektor

degerli fonksiyonlar icinde ifade edilebilir. Bunun ing 6ncelikle sonradan

kullanilacak olan gagidaki lemmanin ifade ve ispat edilmesi gerekmektedi

Lemma 4.1.B,(0) O R" r yarigapli kapal kiire olmak tizere; B, (0) — R" surekl
fonksiyonu f(x)x>0, |x| =r esitsizligini sgliyorsa, bu takdirdef(x) fonksiyonu

B, (0) icindeki bazi noktalarda sifirgitir[34,35].

Ispat. Bu lemma fonksiyonel analizde (6zellikle én®lmayan fonksiyonel analiz)

cok sik kullanildgindan, ispati iki farkli yolla verilecektir:
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Birinci yol: Tersi varsayilsin, yanf (x) fonksiyonu Br(O) icindeki hicbir noktada
sifra @it olmasin, bu takdirde H(t,x):(l—t)x+tf(x) fonksiyonu bazi
(to,xo)D(O;L)xaBR(O) noktalari igin sifira gttir. Bu takdirde,

0= H(to’xo)xo = (]-_to)RZ +tof (Xo)xo
elde edilir ki, hipotez geg f(x,)x, >0 oldusundan bu bir gejkidir.

Ikinci yol: Bu ispat esasen Brouwer sabit noktaeéetine dayangindan, oncelikle
bu teoremin verilmesi gerekirf :Br(O)E] R" - R" surekli bir dongim ise bu

donisuimun sabit noktasi vardiispat icin yine tersi varsayilsin. Bu takdirde Brauw

f(x)

sabit nokta teoremine gore — —rm donUimuanin sabit noktasi vardir. Yani,
X

f(xo)

X, = —T——°%.. Dikkat edilirse|[x,| =r dir. Buradan,f(x,)x, = -f (x,)| elde edilir

(o)

ki, bu ise hipotezle cair.

Bodylece Lemma 4.1 iki farkli yoldan ispatlandi.

Lemma 4.2. f:R" - R" surekli fonksiyonu ger Ilmgzw esitli gini

W

saliyorsa, bu takdirdedy OR" icin f(x): y denklemi bir ¢c6ziime sahiptir.ger f
kesin monoton ise yani(f(x)-f(y))(x-y)>0,x #y esitsizligi saslaniyor ise bu

¢c6zum tektir[34].

Ispat. Varsayim gegg yeterince bUyUkM ler icin G(x):f(x)—y fonksiyonu
G(x)x :f(x)x—yx >0 esitsizligini saglar. B('jylece,G(x) fonksiyonuna Lemma 4.1

uygulanarak istenen elde edilir. fonksiyonununkesin monoton olmasi durumunda

iIse ¢ozUmuUn tekdn aciktir.
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Tanim 4.1.H Hilbert uzay! olmak tizeré& : H - H operatori verilsin.

(1) <Au -Av,u- v} >0,0u,vOH ise A operatdriine monoton operator denir;

(i) <Au—Av,u—v>>O,Du,vD H,uzv ise A  operatorine kesin monoton

operator denir;

(iii) <Au—Av,u—v>2c||u—v||2, Ou,vOH,u#zv olacaksekilde Cc>0 sayisi var

ise A operatorine guc¢li monoton operatdr denir;

(iv) <Au -Av,u-v)= gQ|u - v||)||u ~v|, Ou,vOH olacaksekilde monoton artan ve
9(0)=0, limg(t) = +o kosullarini s@layan g:R* -~ R" fonksiyonu varsa,A

operatdriine diizgiin monoton operatdr denir;

(v) |lu] - « oldusunda-*——— - o oluyorsa A operatdriine koersiv operator

<Au,u>
ul
denir;

(vi) OuOH igin <Au,u>20 kosulu sa&laniyorsa A operatérine pozitif operator

denir;

(vi)OuOH,uz0 igin <Au,u>>0 kosulu salaniyorsa, A operatoriine kesin

pozitif operator denir;

(vii) OuOH icin <Au,u>>c:||u||2 olacak sekilde Cc>0 sayisi var iseA

operatdriine gucli pozitif operatér denir;

(viiii) Ou,vOH igin <Au,v> :<u,Av> ise A operatdriine simetrik operator denir.
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X uzay! bir Banach uzayi olmak iizerd, : X — X" operatori icin, benzesekilde
yukaridaki tanimlarin verilebilegeaciktir[19,20].

Monoton operatdér ve monoton fonksiyon kavramlarimanimlarinin birbirine

benzerlgini godstermek amamylaf:[a,b]_,R fonksiyonu ele alinsin. ger

f :[a,b] - R fonksiyonu monoton artan (azalan) ise,
X, <X, isef(xl)sf(xz) (f (xl)zf(xz)), X1, X, D[a,b]
esitsizlikleri saglanir. Bunlar

(f (xl)—f(xz))(x1 —x2)2 0

olarak yeniden yazilirsa, monoton operatér ve mamdbnksiyon kavramlarinin

tanim olarak benzer olgu goéralur.

Teorem 4.1 H hilbert uzay! olmak tzeré :H - H operatdru verilsin.
(i) A operatdru icin gagidaki iliskiler dogrudur:

Gucli monoton= Duzgin monoton= Kesin monoton= Monoton.
(ii) A operatori dizgiin monoton ise koersivdir[19].

Ispat.

() A gucli monoton olsun, bu taktird<eAu ~AV,u-v)2 c||u—v||2, Ou,vOH

olacak sekilde Cc>0 sayisi vardir. g:R" - R" fonksiyonu g(t):ct olarak

tanimlanirsa (agiktir ki bu fonksiyon monoton admnve g(0) =0, lim gft) = +«

kosullarini s&lar) <Au ~Av,u-v) 2 gQ|u —v||)||u -v|, Du,vOH yazilabilir. Bu ise
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A operatérinin dizgin monoton ofduanlamina gelirA operatorinin dizgin
monoton olmasi durumunda kesin monoton olmasi, nkesionoton olmasi

durumunda da monoton olmasi tanimlardan acik¢digori

(ii) A operat6rii diizgiin monoton olsug.carpimin ézellikleri gegg
<Au,u> = <Au -A(0).u) +(A(0).u)

esitli gi yazilabilir. Bu aitligin sg tarafinda, A operatdorinin dizgin monoton

olmasi ve Cauchy-Schwartzgitsizligi kullanilirsa
(Au,u) 2 glful)u A O Jul

esitsizligi yazilabilir. Burada her iki tarafju| ile boliinirse ve|u| - « limite

gegilirse, lim g(t) = +0 oldugundan istenen elde edilir.

Teorem 4.2. X bir reel Banach uzayl olmak ulzem:X — X" operatorii ve
f(t):<A(u+tv),v>,tDR,u,vDX fonksiyonu verilsin. Bu takdirde sagidaki

ifadeler birbirine denktir[19]:

(a) A operatdrii monotondur.

(b) f :[O;L] -~ R fonksiyonudu,v X igin monoton artandir.
Ispat.

(a)= (b) A operatéri monoton olsun. Bu takdir@es s<t icin
f(t)-f(s)=(t-s)"(A(u+tv)-A(u+sv)(t-s))=0 olduzgundan istenen elde

edilir.
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(b)=(@)f :[0,1] - R fonksiyonuOu,v O X igin monoton artan olsun. Bu takdirde

(A(u+tv)=-Au,v) =f(1)-(0) 2 0 oldugundan istenen elde edilir.

Tanim 4.2. X bir reel Banach uzayr olmak Uzerd :X - X donkUmu
|Au-Av|<aju-v],a0(01), DuvOX esitsizligini  saglyorsa, A:X - X

donlgimuine daralma dogimu denir.

Teorem 4.3. (Banach sabit nokta teorerX) bir reel Banach uzay! olmak Uzere

A:X - XdonGumul daralma doniimi ise bu takdirdeAu, = u, olacaksekilde

bir taneu, O X vardir.
Buradau, O X e A donistiminun sabit noktasi denir.

Teorem 4.4. (ZarantonelloH hilbert uzayr olmak UzereA:H - H sdrekli
operatort verilsin. ger A operatéri gucli monoton operatér ise ve Lipschitz
kosulunu sgliyorsa bu takdirdellyH icin Ax =y denkleminin tek birx UH
¢6zUma vardir[19,34].

Ispat.t >0 olmak UzereG(x) =X —t(Ax —y) dontsuma tanimlansin. Aciktir ki, bu
dontsumun sabit noktasini bulma problemi iex =y denklemini ¢dzme problemi
esdegerdir. GercektenAx =y olmasi,G donsimunintanimindan gorulege gibi,
G(x)=x olmasi anlamina gelmektedir. Banach sabit noktaretemden
faydalanilmasi icinG donsimuinin daralma dégimu old@gu gosterilmelidir. A
dénistimuniin L >0 Lipschitz sabiti olmak tzere,|Ax —Ay| < L|x-y| Lipschitz

kosulunu sgladigl ve gucli monoton oldiu g6z 6nine alinarak

IG(x)-G(y)|* =[x~y - 2t(f (x) = (y).x = y) + t°[ff (x) - f )
< [1- 2ct+ L20)x ~y|°
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esitsizligi yazilabilir. G donumunidn daralma dogima olmasi igin parantez
icindeki ifadenin birden kigik olmasi gergtiden tD(O,%) segilerek ispat

tamamlanir.

Tanim 4.3. X normlu uzay ve u,OX bir dizi olsun. Ber Of OX" igin

Iimf(un):f(u) ise, u, OX dizisi uDX e zayif yakinsar denir vel, — u olarak

n - o

gosterilir.

Hilbert uzaylarinda Riesz’s gdsterim teoremine gl birf lineer fonksiyoneli i¢

carpimla gbsterilebilir:f(x):<x,z>,zD H. Buna gore, zayif yakinsaklik tanimi

Hilbert uzaylarinda ggidakisekilde ifade edilebilir[36]:

u, > u e <un,v> R <u,v>, Ov O H.

Tanim 4.4.X reel Banach uzayi olmak tizewe,; X — X" operatorii verilsin.

(i) A operatorine d-sureklidir deni¥ u, — u,n - o iken Au, — Au,n - .

(i) A operatériine h-streklidir denir Ot 0[0a], u,v,w O X igin

t - (A(u+tv),w) reel fonksiyonu siireklidir.

(i) A operatorine guclu sureklidir denér u,+> un - o iken

Au, - Au,n - .

(iv) A operatorine sinirlidir denis A operatérid sinirh kimeyi, sinirh kiimeye

donistarar[19].
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Teorem 4.5. (Browder-Minty)X reel, ayrilabilir ve refleksiv Banach uzayi olmak
uzere, Au=b,ul0X operatér denklemi verilsin. g@&r A:X - X" operatori

monoton, koersiv ve h-surekli ise bu takdirdaegadaki ifadeler dgrudur[19]:

() ObOX" icin Au=b,udX operatér denkleminin ¢ozimi vardir. Ayrica, bu

operatdr denklemin ¢6zim kamesi sinirli, konvek&agall bir kimedir.

(i) A:X - X" operatorii kesin monoton iséu = b,udX operatoér denkleminin

X de tek bir ¢ozumi vardir.

(i) A:X - X" operatorii kesin monoton ise bu takdirde™: X" - X ters

operatdrii mevcuttur. Ayrica bu ters operatér kesimoton, d-strekli ve sinirlidir.

(iv) A:X - X" operatérii diizgiin monoton ige™ ters operatori sureklidir;ger

gucli monoton iseA ™ ters operatorii Lipschitz streklidir.

Teorem 4.6. X normlu uzay olmak UzereA:X — X" operatori verilsin. A
operatoriiniin guc¢li monoton olmasi icin gerek veerydisul, A operatorinin

potansiyeli olan] fonksiyonelinin kesin gbtkey olmasidir[20].
4.2. Yaklagik Coziimun Tanimlanmasi ve Yakinsama Teoremleri

Bu bolimde Browder-Minty teoreminden yararlanilaréB.7) lineer olmayan
probleminin ¢c6zimunin vagh ve tekligi gosterilecektir. Daha sonra ise ya#la
¢bzimun gergcek ¢ozime yakinsamasi ile ilgili tedeerwerilecektir. Son olarak,

verilen teoremlerden yararlanilaraku, yaklsgik ¢6zimu igin temel hata

degerlendirmesi elde edilecektir.

Bu amacla oncelikle (3.1) ile tanimA operatdrindn, (3.10) ile tanlmlanm](u)
potansiyelinin ikinci mertebeden turevinin hesapiasi gerekmektedirJ(u) nun

ikinci mertebeden Gateaux tiirevi hesaplanirsa
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J{u;v,h :%”[QQDU + ch|2)|Du + ch|Dv]dxldx2
Q

t=0

=] [2gQDu + ch|2)|Du +t0hOh/Ou + tOhOv + gQDu i ch|2)DhDv]dxldx2 (4.1)
Q t=0
= H [gQDu|2)Dth + 290Du|2)DuDhDuDv]dxldx2
Q
bulunur, buradéh = \alinirsa,
J'(u;v,v) = ”[gQDu|2)|DV|2 + 29'([Du|2)|DuDv|2]dxldx2 (4.2)

Q

elde edilir. (4.2) gtli ginde g= g(EZ) fonksiyonunung(22)+ 29'(&2)22 >c, >0

kosulunu sgladigl dikkate alinirsa
I'(u;v,v) 2 c,|Ov|Z,c, >0 (4.3)
esitsizligi yazilabilir.

Bu sitsizligin s& tara1:|nda||v||12 :||Dv||(2) +||v||§ normunun elde edilmesi igirﬂDv”z

terimi |0v]; = o|0vZ + (- 0)|0V|; olarak yazilipc, >0 Poincare sabiti olmak
Uzere Poincaressizligi uygulanirsa
l1-0

2
Q

BVl = ofovl, + @=0)Iovl; = oo, +=— |, (4.4)

elde edilir. Burada||v||f normunun elde edilmesi igid|Dv||§ ve ||v||§ normlarinin

katsayilarinin gtlenmesi gerekir. O halde
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denkleminden elde edilea = > degeri (4.4)'te yazilirsa

l1-o0
[PVl = oo, +(L-0)ovl, = ofovl, +=—|M, =

O :
CoM; =M o0l @

esitsizligi bulunur. Buradan,

J'(uv,v)2 rel 2y 7, 1+c (4.6)

esitsizligi elde edilir[23]. Bu iseJ(u) fonksiyonelinin gicla di bikeyligi anlamina
gelir[20]. Buradan

(Au-Av,u-v)= Ju-v[;, uvOH(Q), c,.cq>0 (4.7)

1+c,’

yazilabilir ki, bu iseA operatérinin gicli monoton olmasi anlamina géégrem

4.1’e gore iseA operatdrt ayni zamanda koersivdir.

A operatérinin h-surekli ol@unun gdsterilmesi icin {tn} 0 Ralinsin ve
t, - t,n - o olsun. Basitlik icin a, =u+t,v,a=u+tv kabul edilsin. Bu

takdirde,

(Aa,,w) = ”gQDanf)DanDdeldxz = ”gﬂDaF)DaDwdxpxz
Q Q

<A0( W)

+J.J'g([ )Da Owdx,dx, — J-J.g([Dod )DaDwdx dx,

+”g([ )DO‘DWdX dx, - ”QQDG | )DaDwdx dx,

yazilabilir. Bu ifade diizenlenirse,
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(Aa,,w) = (Aa,w) + ”gQDan|2)(Dan — Oa) Owdx,dx,

Q
H(gQDO( ] |2)— gQD0(|2 )) DaDOwdx,dx,,
Q

esitli gi elde edilir. Bu eitlikte n - o icin limite gecilirse veg fonksiyonunun
stirekliligi dikkate alinirsa(A(u+t,v),w) - (A(u+tv)w) elde edilir, boyleceA

operatoriiniin h-surekli olgu ispatlandi. Bdylece, Browder-Minty teoreminden

yararlanilarak gagidaki teorem verilebilir:

Teorem 4.7.9 = g(Ez) katsayisinin (a) ve (b) kollarini sglamasi durumunda (3.7)

lineer olmayan problemiHl(Q) da tek ¢6zime sahiptir.

Tanim 4.5. A operatoérine kadik gelen bilineer fonksiyonela(u;v,w) ve A

operatdriiniin potansiyeli olan fonksiyonel J olma&ra,
05(u;v,v) - 05(u;u,u)-J(v)+JI(u) = 0, u,vOX (4.8)
esitsizligi saglaniyor ise,A operatori icin ‘dybiikeylik prensibi’ sglanir denir [37].

Tanim 4.6. A operatoriine karik lineer fonksiyonell(u) ve A operatdrinin

potansiyeli olan fonksiyone](u) olmak Uzere,
M(u) = 3(u)-1(u), uo x (4.9)
fonksiyoneline, (3.1),(3.3) lineer olmayan probiem potansiyeli denir [37,38].

Tanim 3.2 ve Tanim 4.6’dan gorufglu gibi, operatdriin potansiyeli ile problemin

potansiyeli kavramlari birbirinden farkhdir.
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Tanim 4.7. (3.1),(3.3) lineer olmayan probleminayi ¢6zUmu olarak tanimlanan
(3.7) probleminin yaklgk ¢ozimd,

alu,_;u,,v)=1(v), u,vOHL(Q), n=123.. (4.10)

olarak tanimlanir. Burada,, [ H})(Q) balangic iterasyonudur[37].

(4.10) iterasyorsemasi (3.7) lineer olmayan problemi icin bir linegtirme olarak
tanimlanir. (4.10) lineergirilmi s problemin potansiyeli ise

M(u,)= 0&(u,;u,,u,)-1(u,), n=123.. (4.11)
olarak tanimlanir[37].

Teorem 4.8. A monoton potansiyel operatori icin (4.8)skdikeylik prensibi

sglansin ve{un} dizisi ise yaklatk ¢ozumler dizisi olsun. O halde, (4.11) ile

tanimlanan{[(u, )} sayisal dizisi monoton azalandir[37].

Ispat. (4.8) gitsizliginde u yerine u,_, Vv yerine deu, yazilirsa

O&(un_l;un ,un)— O.Sa(un_l;un_l,un_l)—J(un)+J(un_l)2 0 (4.12)
elde edilir.

u,, JU verilen bir fonksiyona(u, ,;.,.) ise simetrik ve bilineer form olgu igin,

(4.10) lineerlstirilmis probleminin ¢6zimua ayni zamanda
05(u, ,;u,,u,)-(u,)=inf{05(u, ;v,v)-I(v]}, vOX (4.13)

en kicuk dger probleminin ¢dézumudir. Buradar[0X keyfi oldusundan

V=u,u, =u,, alinirsa
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O.Ea(un_l;un_l,un_l)—I(un_l)—[O.Ea(un_l;un ,un)—l(un)] >0 (4.14)
olur. (4.12) ve (4.14)sitsizlikleri taraf tarafa toplandinda,

3uya) = 1up) = [3(un) -1, )] 2 0 (4.15)

elde edilir. Tanim 4.6 dikkate aliriginda

Mu,.)=n(,) n=123.. (4.16)

esitsizligi saglanir. Bu da{[(u,)} sayisal dizisinin monoton azalan ojguu

gOsterir.

Ayrica, g(EZ) fonksiyonunun sinirli oldtu durumda (3.1),(3.3) ile tanimlargni
lineer olmayan problemirﬂ(u) potansiyelinin alttan sinirl olgu ssagidaki sekilde

ispatlanabilir:

Lemma 4.4. EBer clzg(Ez)z C, >0 ise o halde (3.1) ile tanimlangniineer

olmayan problemin

=T

-1 ﬂ{ Jg(ada}dxldxz - [[ooun.

potansiyeli alttan sinirlidir[38-40].

Ispat. |'|(u) potansiyelinin s@ tarafindaki ilk integralin igindeg(&z)z C, oldusu

dikkate alinirsa,

Mu)= 1COJ'J'|Du|2dxldx2 - J'J'Zeuixldx2 :
2 Q Q
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elde edilir. Daha sonra bu defagstaraftaki ikinci integrale Cauchysiésizligi

uygulanirsa
1
M)z S eoful; ~[26]Jul,, DuTH @)

degerlendirmesi elde edilir. Bu iseﬂ(u) fonksiyonelinin alttan sinirli olmasi

anlamina gelir. Boylecesagidaki lemma ispatlanmioldu.

Lemma 4.5. (4.10) lineen@rilmis probleminin (4.11) ile tanimlangiolan {|'|(un)}

potansiyeller dizisi yakinsak dizidir.

Potansiyeller dizisinin yakinsak olmasindan yarataak, u, O H%,(Q) yaklaik
cbzumler dizisinin (3.7) lineer olmayan problemingk ¢6zimi olaru [ H%,(Q) ya

Hl(Q) normunda yakinsamasi ve hat@eléendirmesi gagidaki teoremle verilir..

Teorem 4.9.9 :g(Ez) katsayisi (a)-(c) kallarini s&lasin. Buna goéreu, [ H%,(Q)
yaklasik cozamler dizisi (3.7) lineer olmayan probleminiek ¢6zimi olan

uOH:(Q) fonksiyonunaH(Q) normunda yakinsar. Ayrica,

Jlu=u,|, < Vo, (1+ CQZ)SIZ[I'I (u,)-n(u,., )" (4)17

Veoc,

degerlendirmesi gecerlidir[37,40].

Eger I'I(un) potansiyeli burulma momenti cinsinden elde edilirs(4.17)

degerlendirmesi burulma momenti cinsinden elde edkéceg4.10) yaklaik ¢6zimu

burulma problemi igin yenidegoyle yazilabilir:

a(u, ,;u,,v)=0T(v) (4.18)
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Bu (4.11)'de g6z 6nine alinirsa

M(u,)=0506T(u,)-6T(u,)=-056T(u,) (4.19)

elde edilir. Burada T(u,) = 2[[u, (x)dx,dx,, burulma momentiniru, (x) yaklasik
Q

¢bzimune karhk gelen dgeridir.

(4.19)'da elde edilen sonug, (4.17)ddendirmesinde dikkate alinirsa

Ju-u,|, < e/ (1+ CQZ)S/Z[T(UM) ~T(u, )| (4.20)

Jeod,

degerlendirmesi elde edilir. Bu derlendirme, burulma problemine uygulanan
lineerlgme sonucu elde edilenu, yaklsgsik c¢O6zumd igin temel hata

degerlendirmesidir[27].
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5. DUZ VE TERS PROBLEM ICIN SAYISAL COZUM YONTEMLER i
5.1. DUz Problemin Sonlu Farklar Yontemi ile SayisbCozimu

Bu bdlumde, diz problemin sayisal ¢ozimdu icin sdahk denklemi elde edilecek
ve bir drnek Uzerinde diz problemin sayisal ¢oziamdliz edilecektir. Ayrica, ters
problemin sayisal ¢6zUmu icin parametrizasyon yiintessitli drnekler tzerinde

incelenerek bu yontemin eksik yonlerinden bahsedkar.

(3.1),(3.3) duz probleminin sayisal ¢6zumu icin @likde, (3.1) lineer olmayan
denkleminin sonlu fark yak¢aminin elde edilmesi gerekir. Sonlu fark denkleihdiee
edilirken (3.1) lineer olmayan denkleminin gsaarafinda g6ziken20 sabit
fonksiyonu yerine, gataraf fonksiyonunun daha genel olmasi ve herhairgiest
fonksiyonuna uygun hale gelmesi amacN?F(axl,xz) fonksiyonu ele alinacaktir.
Ayrica, sonlu fark denkleminin elde edilmesi esndal alt indis gdsteriminde

karisiklik olmamasi icin x, ve x, desiskenleri sirasi ilex,y desiskenleri ile

gosterilecektir.

Hatirlanacg gibi ikinci bélimde esnek culiun burulmasi problemi geskenlere
ayirma yontemi ile ¢oziilngive buradaQ 0 R? bélgesi olarak bir dikdértgen bolge
alinmsti. Lineer olmayan (3.1),(3.3) probleminin ¢oziménde ayni dikdortgen
bolge ele alinacaktir. Burulma probleminde bunutaran ele alinan silindirik
cubygun kesitinin dikdortgen olmasidir. Denklemin veiiiid dikdortgen bdolge

Q ={(x,y)|0< x< a,0<y < b} olarak gosterilsin. Ox ekseninde

Wh:{xi | Xy =X, +h;, X, =0, Xy :a,i:lN—],}
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kafesi, Oy ekseninde ise
Wi :{yj Vi =Y;+1,Y:=0yy =b, j=1M _l}

kafesi tanimlansinW, ve W, kafeslerinin kartezyen carpimindan @o W,

kafesi gagidaki sekilde tanimlanir:

W, :{(xi,yj)|xi OW,,y; DWr,i:lN,j:l—}.

y
b
(.ipd)
EE S (4L ])
‘ (i, j-2)

Sekil 5.1: W,, kafesi

Buradah;, r; deserleri sirasi ileW, ve W, kafeslerinin ardik iki digim noktasi
arasindaki uzunluktur. gr h; =h,r, =r uzunluklar sabit iseW, ve W,

kafeslerine gt adimh kafes denir. Burada ve bundan sonfg ve W, kafeslerinin

esit adiml olduklari varsayilacaktir.

Bir u(x,y) fonksiyonunun(xi,yj) noktasindakix ve y desiskenlerine goére birinci

turevlerinin s&, sol ve merkez sonlu fark tirev ifadeleri sirasigdagidaki sekilde
verilir[41-44j:
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ou u(xi+1'yj)_u(xi'yj) Ui Ui

-_— = = o=y ,
0x X2 h h ol
ou - u(xi’yj)_u(xi—liyj):ui,j_ui—Lj —u

0X )x=x h h o
ou _ u(xi+1’yj)_u(xi—1’yj): Uiy j ~ Uiy —u
ox )z 2h 2h xi
% ~ u(xl’yj+1)_u(xl’yj) u|]+1 u|] =u

0y )iz r r v
% ~ u(xi’yj)_u(xi’yj—1)= ulj _ulj—l -u

0y )iz r r v
ou - u(xi’yj+1)_u(xi’yj—1)= Ui = Ui ja .
Ay )x=x 2r 2r v

y=y;

Benzersekilde (xi,yj) noktasindakix ve y degsiskenlerine gore ikinci mertebeden

sonlu fark turev ifadeleri sirasiylaagidaki sekilde verilir:

aZu - ux ij _ux ij ui+l,j _2ui,j ul—l,j _
2 - - 2 = Usis
0X“ Jx=x, h h ’
Y=Y
azu - uy ij - uy ij u| j+1 2u| j + ul -1 _ u
ayZ X=X; r r.2 Yy,
Y=Yj

Herhangi bir fiziksel olaya kamik gelen ayrik model elde edilirken, korunum
yalarinin sglanmasi 6nemlidir. Kafeste korunum yasalarinilasgan fark semasi
konservatif sonlu farkemasi olarak adlandiriimaktadir [41]. Konservajfiireksiz
katsayili tirde semalarda yakinsaklik icin gerek skdur. Integro-interpolasyon
yontemiyle elde dilen sonlu fagemalari, ttrdg sonlu farksemasidir. Sonlu fark
denkleminin agagidaki sekilde integralleme yontemiyle elde edilmesi, zaydzim

kavramiyla uyumludur.
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(2.1) lineer olmayan denkleminin sonlu fark denkiem elde edilmesi igin,

X ;, =X,—-05h, x , =x,+05h, y ,=y,-05r, y , =y, +05r ek
1 ol
2

i-= i+=
=

noktalarinin tanimlanmasi gerekir.

Sekil 5.2: W, kafesinde ek noktalarin tanimlanmasi

[ =
2 2

Bu amacla (3.1) denklemi, dn{x X 1} aralginda, daha sonra d%y. LY 1}
i+ ]_E j+=

aralginda integrallenirsesagidaki denklem elde edilir:

) X

- S[allor )3 o o ] oot

j

H
N\H

N\»—-
N\H
N\H

L
2

(5.1) aitligindeki integraller alinirsa vex ;,-x ;, =h,y , -y , =r oldugu

i+= i-= j+= -
2 2 ! 2 !

kullanilirsa aagidaki sitlik yazilabilir:
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2
21| J\ox -2
1o
Ou }(_uj =hrFi].
i’j_E ay i,j—i Y
2

(5.2)

denklemi elde edilir. Bu denklemde(a—uj (@j @ @
ox )i, 1, (0x )i\ 9y it oy ij-t
2 2 2 2

turevlerinin sonlu fark ifadeleri yazilirsa

2 2
1 Uiy j — Ui U — Uiy
=|-g |Ou — W4 |Ou i
h{ g[ 2 ] h g{ -2 J h
1 “lu ., -u “lu -u 3
+—[—g[Du . J i1~ i +g[ Ou ] ij i,j1] =F,
r bi*s r b= r '
olur ki bu ifade diizenlenginde gagidakisekli alir[41]:
1 2 2
_F[g{ Hu J(Uum _u,l)_g( Dui_gj J(Ul _ulll)]
>
(5.4)
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Lineer olmayan (5.4) denklem sisteminin linegiitenesi igin, gagidaki sema

2
. ](Uunm - urjl)_g{
2

uygulanir:

(5.5)

Benzer sonlu fark denklemi, sonlu elemanlar yonygende elde edilebilir, fakat
buradaki temel amag duz ve ters problemlerin shg&aimu oldgu icin bu konu

ayrica incelenmeyecektir.
Ornek 5.1[31,45].

Bu ornekte, yukarida elde edilen sonlu feeknasini ve bu sonlu fagemasina gore
yazilan programi kontrol etmek amaci ile bir temtkisiyonu ele alinacak ve diz
problem icin hata analizi yapilacaktir. Ayrica, gagiyeller dizisi elde edilerek bu
sayisal dizinin monoton azalan oflugtzlemlenecektir.

1
J1+E&?

Q :{(x,y)( 0<x<10< ys]} kare bdlgesinde sonlu farklar yontemi ile ¢6zilmek

(3.1) denkleminde g(Ez)= olarak alinsin ve bu problem

istensin. Bu o©rnekte gercek gdzUrm(x,y)=x2><y2—O.5 olarak alinmgtir ve

F(x,y) sg taraf fonksiyonu buna gore hesaplagtmi Sg tarafi hesaplamak igin
oncelikle &2 =|0u’ =u,’+u,’ ifadesinin hesaplanmasi gerekir.
u, =2xy?, u, =2yx* oldugundan&? = 4x2y2(x2 +y2) olarak bulunur.&? ifadesi

g(EZ) fonksiyonun da yerine yaszseg(Ez)— 1 olarak elde

B \/1+ 4x2y2(x2 + yz)

x4yt —x2 —y?
edilir. Bu ise (3.1) denkleminde dikkate alinirsfx,y) = -2
[1+ 4(X4y2 +X2y4)]

3/2
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olarak bulunur. Bélgenin sinirinda ise, (3.3kWa yerine, u(x,Y):X2 xy?-05
fonksiyonunun Q bélgesinin sinirlarindaki izgimu alinmgtir.  Yaklagik ¢6zim

£=00001 alinarak maxuy; - u/;"

<e kosulu ile bulunmgtur. Burada,

u; :u”(xi,yj) deseri, n. iterasyonda elde edilen yakla ¢6ziUmin (xi,yi)
noktasindaki dgeridir.

Ik olarak, |'|(un) potansiyeller dizisinin, Teorem 4.8’de ispatlahdyibi, monoton
azalan bir dizi oldgunu go6stermek icin (3.1), (3.3) diz problemi
Us(x,y)= 05(x? +y?) ve u,(x,y)=sinx?)+sinly?) gibi iki farkii baslangic

iterasyonu ile gozillmive her bir iterasyondf](u, ) potansiyeli hesaplanstrr.

Tablo 5.1: (3.1),(3.3) duz probleminin ¢6zimi sanalde
edilen{ﬂ(un)} potansiyeller dizisi

Nl oug(xy)=05(x2+y?) | uo(x.y)=sin(x?)+sinly?)
nu,) nu,)

1 1.50123 1.48017
2 1.47085 1.46669
3 1.46413 1.46302
4 1.46169 1.46133
5 1.46061 1.46049
6 1.46006 1.46003
7 1.45976 1.45976
8 1.45958 1.45959
9 1.45948 1.45949
10 1.45942 1.45943
11 1.45937 1.45938
12 1.45935 1.45935
13 1.45933 1.45933
14 - 1.45932

Ikinci olarak, sonlu farkemasinin yakkam hatasini hesaplamak icin (3.1), (3.3) diz

problemi, x yontndeki nokta sayisi Ny yonundeki nokta sayidl olmak Uzere
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iki farkli kare sebekede ¢ozulmi(N =M =20, N =M =40) ve g, = maﬁuu —-uf,

olarak tanimlanan mutlak hatalar her bir durum idiablo 5.2'de verilmitir.

Bilindigi gibi, sonlu farksemasinin yakkam hatasliy ile gosterilecek olursa, bunu

hesaplamak icinsagidaki formal kullantlir:

_ log(e; /€2)
log(N,,/N,)

Tablo 5.2.'ye géree, = 29x10™,¢e> =6.0x10”° dir. Bu veriler yukarida yazilirsa

sonlu farksemasinin yakkam hatasi,

_ log(2.9x10* /6.0x107)
log(40/20)

=22

olarak hesaplanir. Bunun da anlarﬂu—uh”:O(h”) olarak gosterilen yakfam

hatasindan = 2.Dlmasidir.

Tablo 5.2: Ornek 5.1'deki problemin farkl kayebekelerde sayisal ¢ézumii icin mutlak ve
bagil hata dgerlendirmesi

N x M € o)

20x20 | 29x10™ | 95%1072
40x40 | 60x10° | 79x10°°

u

5.2. Ters Problemin Parametrizasyon Yontemi ile Sagal Cozumu
Bu ornekte ve bundan sonraki sayisal ('jrnekleg({é) fonksiyonu olarak, bir¢cok

muhendislik malzemelerinin elastoplastik Ozellikher ifade eden gagidaki

fonksiyon ele alinacaktir[46-47]:
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: §2 < &2,

05(k-1) (5.6)
'3 2. ¢2
_2 ) E > EO'

(Eo J

Burada KD[O;L] zorlama sertlik parametresidik =1 durumu tam esnek duruma,
K =0 durumu ise tam plastik duruma kdik gelir. Sekil 5.3'te, E= 210 GPa ve

E =110 GPa alinarak elde edilen ve sirasiyla sert ve yakiumalzemelerin

elastoplastik ozelliklerini temsil eden plastiklikonksiyonlarinin  grafikleri
gosterilmitir. Sert ve yumsak malzemeler igirE2 esneklik limiti deggerleri sirasi ile

0.027 ve 0. 020 olarak kabul edilmngtir. Sayisal 6rneklerde Poisson katsayisi olarak

v = 0.3 olarak alinacaktir.

= BE=210 GPa =02
0.024 —— E=210 GPa =07 |

—= BE=110 GPa =02
0.022 —— E=110 GPa x=0.7 |4

1 1 1
a 0.0z 0.04 0.068 0.05 0.1 0.1z
az

Sekil 5.3: Sert ve yumuak malzemeler icin (5.6) ile tanlmlang(éz) fonksiyonu

Ters problemin daha 6nce verilen taniminda beligil Gzere, ters problemin

¢bziminde amacg deneysel olarak veglimirulma acisi ve bu aciya karlilik gelen
burulma momenti ciftinden yola cikarak, malzemeirdirelligini belirten g(EZ)

fonksiyonunu belirlemektir. Parametrizasyon yont@mi temelini, ele alinan

problemin ayrik probleme dostiiriimesi fikri oluturmaktadir. Buradaki problem
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(5.6) ile tanlmlanang(Ez) fonksiyonunu belirleme problemidir. Parametrizasyo
yontemine gdreg({z) fonksiyonuna parcall lineer yaklan s6z konusudur. Bunun
icin, ele alinan noktalar&?,i=0n-1 olmak uzere, Sekil 5.4'te goziken

gi(Ez)i:O,n—l dogru parcalarinin  denklemlerinin yazilmasi gerekiru B

dogrularin denklemleri gagidaki gibi kolayca yazilabilir:

A

o))

\¥
W 2
A\
91( )
N
N N

E
e L

e al®)
o ”~‘~ ________ 94 )
T £ FG

Sekil 5.4: g(fz) fonksiyonunun parcali lineer yaklani

=By, By =1/G, €2 01 (0,€2]

g, (€’ :Bo Bl( £2) €7 0(E2,€2]

£2-82)-B, (€7 -€2) &2 0 (E2 2]

£ -82)-B, (e, —E) B(e2 -22) 2 ez 2]

£ -82)-B,e.2 -82)- (et -82)-p.e2 - €2) & ez e

0,(67) =8, - S 3, (67 -€2.)-, (€2 - €2.) €2 D e €0)

Bu ifadelerde goziiken—B,,B, >0, i=0,n-1 sayilar, bu dpgru parcalarinin
egimleridir. Boylelikle, ters problem ayrik problemdonistiralir ve g(EZ)
fonksiyonunun parcali lineer yaklanl belirlenmg olur. Bu yaklgima ters
problemin parametrizasyonu; 3, egimlerine ise ters problemin arananlari ya da

bilinmeyenleri denir.
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Ters problemin bilinmeyenlerini bulmak amaci ilencélikle esnek durum ele
alinacaktir: (5.6)'dan gorulege gibi, esnek durumda({zsﬁé) bu durumda

g(EZ):llG dir. Bu (3.1) denkleminde g6z 6niine alinirsa, }33.3) lineer olmayan
problemi gagidaki Poisson problemine dasiii:

—_— = = 2
{ Au = 2G6, X (x,y)DQDR. (5.7)

u(x)=0,x =(x,y)0oQ

(5.7) probleminde,2G6 sa& taraf fonksiyonu sifirdan buyik olgundan dolayi

maksimum prensibinden(x) ¢oziimii pozitiftir [48].

G,, G, birbirinden farkl veG; <G, kosulunu s&layan iki farkli sertlik modult
olsun. (5.7) probleminin bu sertlik modullerine gk gelen ¢coztumleri ise sirasiyla
ul(x): u(x;Gl), uz(x) = u(x;Gz) ile gosterilsin. Agiktir ki, v(x)=u,(x)-u,(x)
olarak tanimlanan v(x), x =(x,y)JQ O R? fonksiyonu agagidaki problemin

¢cbzumadar:

(5.8)

-Av=2G,0-2G,6,x0Q OR?
v=0,x00Q '

G, > G, oldugundan dolayi2G,0 - 2G,0 sg taraf fonksiyonu sifirdan buyuktdr, bu
ise v(x)=u,(x)-u,(x)>0 olmasi anlamina gelir, yani,(x)<u,(x). Bu (3.4)

taniminda g6z 6ntine alinirsgggidaki sonug elde edilir:

T[Gl] = 2”u(x; Gl)dxldx2 < T[Gz] = Zﬂu(x; Gz)dxldxz. (5.9)

Elde edilen bu sonugsasidaki lemma ile ifade edilebilir:

Lemma 5.1. Esnek durum i¢i@, <G, oldugunda bunlara karik gelen burulma

momentleri arasmdi[Gl] < T[GZ] iliskisi vardir[27].
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Bu lemma fiziksel anlami ile de uyumludur: Malzenmesgertlik modalunin artmasi
malzemenin sergiinin artmasi anlamina gelir, sert malzemenin ayon kadar

burulmasi icin yumgak malzemeye goére daha fazla kuvvet gerelgiraiiktir.

B, =1/G degerinin, yani G sertlik modulunin yakl& olarak hesaplanmasinda

Lemma 5.1’den faydalanilacaktir. G sertlik modigagadaki algoritma yardimi ile

yaklasik olarak bulunabilir. Bu algoritmada amaQGD(Gl,GZ) olacak sekildeki
G,, G, degerlerini bulmaktir. Daha sonra7[g,]-T |<e& >0 sarti s@lanana

kadar ikiye bdlme yontemi uygulanarak G sertlik rldchin yaklaimi bulunmy
olur[27,38].

Algoritma 5.1: Esneklik durumda, ters problemin @@l icin verilen burulma acisi
6, bu aclya kanlik gelen burulma momentil olsun. Bu veri cifti (é,'f) oarak
gosterilsin. Bu algoritma il& 0(G,,G,) olcaksekildeki (G,,G,) aralgi bulunmug

olur.

1) G,,G,, AG belirlenir.

2) G,, G,'ye kaslilik gelen T[Gl], T[Gz] burulma momentleri hesaplanir.

3) & = T[Gl]- T dezeri hesaplanir

a) g >0 ise T[Gl]> 7 olur, yaniG, >G. Bu durumdaG, =G, —AG alinarak bu

isleme T[Gl]< T ssitsizligi saglanana kadar devam edilir. BOyle@ <G durumu
sglanms olur.

b) €, <0 ise T[Gl]< 7 olur, yaniG, <G. Bu ise istenen durumdur.

4) &, = T[Gz]- T dezeri hesaplanir.

a) &, >0 ise T[Gz]> 7 olur, yaniG, >G. Bu ise istenen durumdur.

b) £, <0 ise T[Gz]< 7 olur, yaniG, <G. Bu durumdaG, =G, + AG alinarak bu

isleme T[Gz]> T esitsizligi saglanana kadar devam edilir. BoyleG >G durumu

sgilanms olur.
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Buradasu noktaya ayrica ggnmek gerekir: G sertlik modulinin bulunmasi igin,
(é,ff) veri ciftinden baka hicbirsey bilinmemektedir. Bu nedenle, Algoritma 5.1'de
bulunmasi gereken ve enshba keyfi olarak belirlenenG,, G, degerleri igin su
durumlar s6z konusudur: (&, <G<G,, (b) G, <G, <G, (c) G<G,<G,. Bu
durumlar icinde (a) durumu zaten istenen durumdb). de her bir adimda
G, =G, +AG alnarak G, >G sgsitsizligi sgslanincaya kadar, (c) de ise her bir
adimda G, =G, -AG alinarak G, <G ssitsizligi saglanincaya kadarsiemlere
devam edilir. Tabi ki, (b) ve (c) durumlarinda Le& 5.1’in kullaniimasi gerekir.
(b) ve (c) durumlarinda istenile® D(GI,GZ) aralgl elde edilinceye kadar gereken

islem sayisi ve istenilea kesinligi icin ikiye bolme yonteminde ortaya ¢ikacak olan
iterasyon sayisiA Gbuyukligine bgli olarak deisecektir. Burada temel amac
parametrizasyon yontemine genel bir Bakidugundan, bu ayrintilara girilmeutir.
Buna kagin bu incelemeler literatirde yapilghr[45].

Simdi —B, egimlerini bulmak amaci ile plastik durum ele alinsiBenzer bir
yaklasim ile =3, egimlerini de bulmak mumkundur. Bu yaklani aciklamak igin
Sekil 5.4’'ten faydalanmak gerekigekil 5.4’ten gortlecg gibi, KD[O,l] zorlama

sertlik parametresinin artmasi ile malzeme esnaklitumuna yakkar ve dgrularin

egimleri de artar. Sert malzemeyi ayni acl kadar boasi, yumgak malzemeye
gore daha fazla kuvvet gerektigdiden -B,<-f, olmasi durumunda
T[-B,]> T[-B,] olacay aciktir. Baka bir ifade ile B, >B, olmasi durumunda
T[—Bl]>T[—BZ] olacaktir. Yani bu ilki monoton artandir, bu durum esneklik
durumu ile aynidir. Dolayisi ile yukarida G sertlikodulinin bulunmasi icin
yazilan algoritma ayngekilde —f3, esimlerini bulmak amaciyla da uygulanabilir.
Bunun igin Algoritma 5.1'deG,, G,, AG yerine sirasi ilef3,,3,, AR yazilmasi
yeterlidir[27].

Oncelikle kesin deneysel verili ters problem ¢ozéknistensin. Bunun anlargudur:
Deneysel olarak verilen burulma momentgereri dlciim sonucu elde edifiicin,
dogal olarak belirli hatalar icerir. Ancak burada (3(3.3) diz problemi sayisal

olarak ¢ozulmi, her bir agiya karlik gelen ve (3.4) ile tanimlanan burulma
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momenti dgerleri hesaplanngtir. Daha sonra bunlar ters problemde sgiwerisi

olarak kullaniimgtir. Bu tr ters problemlere kesin deneysel veeils problem denir.

Deney hatalariyla verilmiters problemin ¢ézimi ise daha sonraki drneklelde

alinacaktir. Bu amagla ters problemin ¢6zimi sonwedde edilen g(EZ)

fonksiyonunun yaklgmi gh(Ez) ile gosterilsin. Tablo 5.3 ve Tablo 5.4'te, (5i@)

tanimh g(Ez) fonksiyonu vek zorlama sertlik parametresininsgé degerleri icin,

sirasiyla sert ve yungak malzemeler esas alinarak diiz problemin ¢6zilswsicu

eld edilen verilerSekil 5.5'te de her bir malzeme sinifi igin eldeledi(8,T) veri

ciftinin grafikleri gosterilmgtir.

Tablo 5.3: Sert (rigid) malzeme icin (3.1),(3.3xdirobleminin ¢6zimu sonucu elde edilen
burulma momenti dgerleri

K=02 m=0| m=1 | m=2| m=3 | m=4| m=5 | m=6 | m=7| m=8
px10®| 1.5 2.2 2.5 3.3 3.5 3.6 3.7 3.80 | 3.85

£2 x107 0.6 1.3 1.7 4.0 5.7 6.6 7.9 9.3 10
Tx10°| 1.69 | 248 | 2.82 | 3.75 | 405 | 4.21 441 | 460 | 471
K=07m=0| m=1 | m=2| m=3 | m=4| m=5 | m=6 | m=7| m=38
x10°| 1.5 2.2 2.5 3.5 3.8 4.0 4.3 4.5 5.2
Ezm x10% 0.6 1.3 1.7 3.6 4.6 5.3 6.4 7.1 10
Tx10?| 1.69 2.48 2.82 3.96 4.33 4.6 5.00 5.27 6.29
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Tablo 5.4: Yumsak (soft) malzeme igin (3.1),(3.3) diiz problemigdzimi sonucu elde
edilen burulma momenti gerleri

K=02 m=0 | m=1|m=2| mMm=3| m=4| m=5|m=6| m=7| m=8

9x10° 2.0 3.0 4.4 5.58 | 5.97 6.28| 6.4 6.5 6.6
8.1

§2x10° | 0.3 0.6 1.4 3.6 5.2 7.1 9.0 9.8

Tx10® | 1.18 | 1.77| 259 | 3.35| 3.68| 4.00 4.14 | 427 | 4.39

K=07 m=0| m=1|m=2| mMm=3| m=4| m=5|m=6| m=7| m=8

9x10° 2.0 3.0 4.0 6.0 6.5 7.0 8.0 8.9 9.3

§2x10° | 0.3 0.6 1.2 3.0 3.7 4.5 6.5 7.6 9.8

Tx10? | 1.18 | 1.77| 2.36| 3.57 3.9¢ 425 498 5.38 604

D25 T T T T T T T
— E=210 GPax=0.2
—- E=210 GPax=0.7
— BE=110 GPax=02
02F ---- B=110 GPa=0.7 H

a.1

0.05

Sekil 5.5: Sert ve yumyak malzemeler icin Tablo 5.3 ve Tablo 5.4 de gdste agilarina
karsi gelen burulma momentleri

Tanim 5.1. Ber bir problemin ¢c6zUmuU varsa, tek ise vesguerilerine gore surekili
ise 0 halde bu probleme iyi tanimlagnftzgin formule edilng) problem denir.
Eger tanimdaki kgullarda herhangibiri gdanmiyorsa, o halde bu probleme diizgin

formule edilmemy problem denir.
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Sekil 5.6’dan go6ruldgu gibi, ele alinan ters problem iyi tanimligddir. Cunku

ornesin sert malzemenin iki farklik degerine kasilik gelen burulma momentleri
birbirine yakin olmasina gaen, bunlara karik gelen g(EZ) plastiklik

fonksiyonlari birbirinden oldukga farklidir. Yanters problemin gig verilerinde
yapilan kicuk dgsikliklerin ¢cozime etkisi buyuaktar.

o.014 T T T
— E=210 GPa, =02
.02 F _— — E=210 GPa =07 [
P oot — —
=
0.003 - _
DDDE 1 1 1 1 1 1 1 1 1
] 0.01 o.o2 0.0z 0.04 0.05 0.0 0.07F 0.02 0.09 a1
2
0.25 T

— E=210 GPax=0.2
— E=210 GPFax=0.7

___oasft -
25
= o1} -
0.05 |- T -
D 1
o 1 = 3 4 5 B
= w107

Sekil 5.6: Ters problemin iyi tanimli olmamasi

Sert ve yumgak malzemeler igin kesin deneysel verili ters peafih ¢6zimunde
giris verisi olarak, k = 02icin Tablo 5.3'te,k = 0.7i¢cin de Tablo 5.4'te koyu
olarak yazilan veriler ele alinacaktir. Bu veritleifi esneklik durumda bir tane,
plastiklik durumda ise dért tane olmak Uzere toplaes tanedir. Dolayisiyla,
plastiklik durumda doért tane @ounun giminin belirlenmesi gerekmektedir.
Asagidaki tabloda bu dgrularin gercek gmleri ve parametrizasyon yontemiyle
bulunan gimleri gdosterilmgtir. Goruldigt gibi, Algoritma 5.1'in devaminda ikiye
bolme yontemi uygulanirkerg, =107 olarak ele alinngtir. Tablo 5.5'ten goriildgi
gibi, hem sert hem de yugak malzemeler icin ters problem c¢ozulirken, her bir
adimda mutlak hata giderek artmaktadiekil 5.7'de ise ters problemin ¢6zimu

sonucu bulunan veg(Ez) fonksiyonunun yakkami olan gh(Ez) fonksiyonunun

grafigi verilmistir. Ayrica mutlak ve bgl hata dgerlendirmesi de Tablo 5.6’da

verilmistir.
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Tablo 5.5: Ters problemin sert ve yugak malzemeler icin ¢oziilmesi sonucu bulunan
Bn.M = 03 deserleri

E=210GPa,k =02 E =110 GPa,k = 0.2

m Bm Bmh |Bm _Bmh| m Bm Bmh |Bm _Bmh|

0.0124 | 0.0123 420x10™* 0.0236 | 0.0239 30x10™

0.1386 | 0.1380 g0x10™ 0.3096 | 0.3091 50x10™

0.0739 | 0.0732 70x10™ 0.1598 | 0.1592 g0ox10™

0.0462 | 0.0453 gox10™ 0.0994 | 0.0986 gox10™

Al W N | O
Al W N | O

0.0345 | 0.0336 90x10™ 0.0629 | 0.0620 90x10™

Tablo 5.6: Kesin deneysel verili ters problem igintlak ve bgil hata dgerlendirmesi

Mutlak ve Ball E=210 GPa E=110 GPa
Hata
g, 44x10™ 46x10™
3, 6.0x107 42x107
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— E=210 GF'a,g[F_f,z%
—4 E=210 GPa g (£

— E=110 GF'a,g[E_,z%
_o E=110GPa g (9

008 |

0.016 -

ale?), g, (&%)

0.014

02+ -
0.01 =

0.008 - 1

DDDE 1 1 1 1 1 1 1 1 1
] 001 002 003 004 005 008 007 008 002 04
(:;2

Sekil 5.7: Sert ve yumyak malzemeler igin kesin deneysel verili ters peafih ¢ézilmesi
sonucu bulunargh(Ez) fonksiyonlarinin grafi

Simdi deney hatalariyla verilen ters problem el@sh. Ters problemin ¢6zimunde
Olcim sonucu verilen burulma momentigdderi dgal olarak belirli hatalar icerir.
Burada, bir dnceki bolumdeki burulma momentgeiderine belirli bir hata katarak

ters problem ¢ozllecektir. Bu hayaile, hatali burulma momenti derleri deT, ile
gosterilsin. Bu takdirdeT, =T +y Tolarak yazilabilir.Sekil 5.9'da c¢sitli deney

hatalar1 icin ters problemin ¢6zimi sonucu bulun@r(iz) fonksiyonlarinin

grafikleri verilmigtir. Tablo 5.7 ve Tablo 5.8'de ise mutlak ve ghahata
degerlendirmeleri verilmytir.
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— E=210 GPa, =02
0.024 - FDGD|335 .
— ":li=_ )
0022 - — =007 .
— E=110 GPa, x=0.2
ooz B =003 .
& =005
0.01a - — =+ 007 .

9(e7), g (&%)

1 1 1
1] 0.0z 0.04 0.0e 0.03 0.1 012
(;;2

Sekil 5.8: Caitli deney hatalariyla verilen ters problemleriregint

Tablo 5.7: Sert malzeme igin deneyitiedeney hatalariyla verilen ters problem icin thak
ve bail hata dgerlendirmesi

+0.03 -0.05 + 007
93x10™ | 20x1073 | 22x10°
13x107t | 27x10 | 28x10™

Tablo 5.8: Yumgak malzeme icin deney gti deney hatalariyla verilen ters problem igin

mutlak ve bail hata dgerlendirmesi

+0.03 -0.05 + 007
12x10° | 25x10° | 26x107°
93x1072 | 20x10" | 22x10*
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5.3.1yilestirme Yontemi

Ters problemin géziimiinde giriverisi olarak kabul ediler(8,T) veri ciftlerinin

sayis! artiiinda (buna bzl olarak & noktalarinin sayisinin agtiveya bu noktalarin

birbirine yakinlgl s6z konusudur) parametrizasyon yonteminde verikem

yaklasimlari durdurma kgulu olan
T-7|<e (5.10)

kosulunun, bazi durumlarda @anmadgl goérulmdtir. Bu durumun temel nedeni

sOyle aciklanabilir:

Parametrizasyon yonteminde bulunmasi gerekeituddenklemlerinden gorilgii

gibi, herhangi birm. plastik durum ele alindinda, daha 6nceden yala olarak

bulunan 3,, B,,---B,, deserlerinin m. adimda kullaniimasi gerekir. Bu gklerin

belirli bir hata ile bulundgu aciktir. Bundan dolayi, deneysel verilerin hatasek
olarak, hesaplamalardan dolayi @n hatalarin her bir adimda artarak birikmesi gibi
bir durum ortaya cikmaktadir. Bu ise, belirli ndetalan sonra parametrizasyon
yonteminin  uygulanamamasini  beraberinde getirir. yIB6 bir durumda
parametrizasyon yontensii sekilde yeniden diizenlenstir: Farz edelim ki,(m - 1).

plastiklik durumda (5.10) kmlu sa&lansin amam. plastiklik durumda (5.10) kwoilu

2 _
m+1

sagglanmasin. Bu takdirde)¢,, = &2 parametresi yerine?&im =AE, +AE,
parametresi secilir ve parametrizasyon yontemi &ampetre igin uygulanir, (5.10)

kosulunun sglanmasi durumunda bu adim i¢in uygun parametrenulg olur, aksi
halde AE_=AE_+AE

+ A& alinir ve glemler bu sekilde (5.10) keulu

m+1 m+2

saglanana kadar devam ettirilir. Bgleme, A¢, parametrelerinin dgal segimi denir

[16,23,27].
Tablo 5.9'da, sert malzeme iGi\§,, parametresinin kuguk derlerinde ters

problem ¢o6zilmesi sonucu, (5.10)skbunun sglandgl ve s&lanmadgl noktalar
gosterilmitir, Sekil 5.9'da ise tablodaki bilgiler grafik Gzerindésterilmitir.
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Tablo 5.9:E =210 Kk = 0.2 icin AE,, parametresinin kiclk derlerinde (5.10) kaulunun
salandigl ve s@lanmadgl noktalar

m o1} 2| 3| 4| 5| 6| 7 8§ 9 10 11 12 13 p4

Eix]_oZ 26(3.0(35/40[45|50(55(60{65|70|75/80(85|9.0]/9.5

AE x10 |04[05[05[05[05/05/05[05/05/05/0.5/0.5/0.5/0.5]05

Iraksak * * * * * * * * *

Yakinsak | o 0 o] 0 o 0

Yukaridaki tabloya gore, elde edilergi(iz) dogrularinin denklemleri sagidaki

araliklarda bulunmgtur:

9,(€2): €2 0(0.027,0030, g,(¢?):¢> 0(0.0450.060),
9,(62): €2 0(0.0300.035), g.(€2): €2 1(0.0600.080),
0,(62):£2 0(0.0350.045), g, (€?): €2 0(0.080,04)

0.014

—#— lraksak MNoktalar
—&— Yakynsak Moktalar
0.013 —

0.012

0.011 |

0.01

0.009

0.005

0.0a7

1 1 1 1 1 1 1 1 1
] 001 o002 003 004 005 005 007 005 00% 0.1

Sekil 5.9: Tablo 5.7 de yazilan noktalarin grafiletimde gosterilmesi

5.4. Parametrizasyon Yonteminin Eksik Yonleri

Parametrizasyon yontemi sayisal analizde sik kudlarbir yontem olmakla birlikte,

ele alinan problemde bu yontemin uygulanmasinda bhmnsuz durumlar s6z
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konusu olmaktadir. Bunlar da s6z konusu problem, iigu yontemin dezavantajlari
olarak ortaya ¢cikmaktadir. Burada bunlar acgiklaremgatsilacaktir.

Genel olarak ters problemler sayisal olarak ¢cokeliy her gamada meydana ¢ikan
hatalarin birikmesi belirli bir yerden sonra prable c¢6zimine olumsuz
yansimaktadir. Buna, kullanilan algoritmaya ya @atgme birtakim iyilgtirmeler
yapilarak ¢c6zim getirilmektedir. Zaten bu olaysteroblemlerin dgasinda vardir

ve hemen her ters problemin sayisal ¢6ziminde artdgmaktadir [17,22,38,40].
Burada ise bahsedilen dururg’ noktalarinin birbirine gok yakin olmasi sonucu

(5.10) kaulunun sg@lanmamasi sonucu kendini gostermektedir.

Parametrizasyon yontemindegri@in belirlenecek kismi deneysel olarak verilen
verilerin sayisina lggidir. Ornesin, plastiklik durumda ¢ tane deneysel veri vergim
ise ancak U¢ tane @gaunun imi bulunabilir, yani U¢ tane dwou denklemi
belirlenebilir. Bu ise grinin ne kadarinin bulunagmin, deneysel verilerin sayisina
birebir bali oldugunu gostermektedir. Her bir deney igin ise zamaniyac
oldugundan mimkin oldiu kadar az deneysel veri kullanacak, hatta bunlari

kullanarak grinin tamamini belirleyebilecek bir yonteme ihtiyéigyulmaktadir.

Ayrica, bulunmasi gereken gw sayisi ya da ggm sayisina bEli olarak,
parametrizasyon algoritmasinin tekrar edilmesi Igerebu ise her ne kadar
bilgisayarda yazilan bir program yardimi ile yagitda belli bir zaman kaybina yol

acmaktadir.

Batin bunlara ek olarak, parametrizasyon yontemimd@eklik limiti olarak
tanimlanang’ degerinin bilindigi varsayiimstir. Bu ise pratikte ancak ve ancak gok

fazla sayida deney ile mumkanduar ki, bu da muhdikdigisindan istenen bir durum

degildir, cinki her deneyde hem maddi kayip hem dearekaybi s6z konusudur.
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6. TERS PROBLEMIN COzUMU iCIN YENI BiR YONTEM: YARI-
ANAL iTiK YONTEM

6.1. Yari-Analitik Yontem ve Bu Ydntemin Avantajlari

Bir dnceki bélimde bahsedilgigibi, parametrizasyon yonteminin bazi eksiklikler
vardir. Bu nedenle, parametrizasyon yonteminin kéik&rini giderecek hatta
bununla da kalmayip ondan daha kuljarnwve pratik olabilecek bir yonteme ihtiyag
duyulmaktadir. Bu boélimde, “Yari-Analitik” yontemda verilen bir yontem
tanitilacak ve cgatli oOrnekler (zerinde parametrizasyon yontemiyle
karsilastirilacaktir. Bu amacla, bahsedilen yontensageda ana hatlariyla
actklanmstir.

Bellidir ki, (5.6) ile verilen g(EZ) fonksiyonunda ¢ bilinmeyen vardir. Bu
bilinmeyenlersunlardir: G sertlik modulig> esneklik limiti ve k zorlama sertlik

parametresi. ger bu u¢ parametre bgekilde yaklgik olarak belirlenebilirse, (5.6)
ile verilen @rinin yaklagimi bulunmyg olacaktir. Bu yontem, temel olarak bunu

amaclamaktadir.

G sertlik modulu bir 6nceki bolimde anlatgdgibi, esneklik durumda verilen bir

veri cifti ile Algoritma 5.1 kullanilarak belirlerdir.

Sonraki gamada ise K ve ES degerlerinin  bulunmasi gerekmektedirg

parametresi, daha sonra elde edilecek olan anabiik formdl yardimiyla

bulunacaktir. Bundan dolay bu yonteme “Yari-Anklitontem” adi verilmgtir [49].
Bu formil elde edilirken plastiklik durumdag(&z) fonksiyonunun analitik

ifadesinden yararlanilacaktir.
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&2 esneklik limitinin bulunmasinda dea parametresinin bulunmasi icin elde edilen

formulin yani sira, ikiye bolme yonteminden yanariacaktir.

Bu yontem parametrizasyon yontemine gore hem dahliankli hem de daha
avantajlidir. Daha dnceden belirtgdgibi, G sertlik modulinin bulunmasi igin bir

tane esneklik durumunda verilecek veri cifti yatBrl Daha sonra da gorulege
uzere,k ve &2 deserlerinin bulunmasi icin de plastiklik durumunda f&ne veri

cifti yeterli olacaktir. Yani, verilecek olan topha ¢ tane veri cifti ile (5.6) ile
tanimlanan grinin tamami belirlenngi olacaktir. Bu ise verilen yontemin

parametrizasyon yontemine gore ne kadar kullewe avantajli oldgunu gosterir.

Cunku, parametrizasyon yonteminde bulunacakrulgparcalarinin sayisi ya da
egrinin ne kadarinin belirlenebilegie verilen veri giftine bglidir. Deney sayisinin
az olmasinin ise hem zaman acgisindan hem de mlikragiisidan ne kadar 6nemli

oldugu aciktir.

Ayrica bu yontemle @i parca parca belirlenmeyegiecin, &° noktalarinin birbirine

cok yakin olmasi sonucu (5.10)skbunun sglanamamasi gibi bir durum s6z konusu
olmayacaktir. Boylelikle parametrizasyon yontemindielusu gibi, yari-analitik
yontemde herhangi bir iygarmeye ihtiyac duyulmayacaktir.

Oncelikle k parametresinin bulunmasi icin bir formil elde ecdék, sonra iséé

esneklik limitinin nasil bulunaga anlatilacaktir.

6.2. kK Parametresinin Bulunmasi igin Kullanilacak Olan Formiilin Elde

Edilmesi

simdilik &2 esneklik limiti deerinin yaklgik olarak bilindgi varsayilsin ve
& 0&, olsun. Bununla beraber G sertlik parametresgedain esneklik

durumunda verilen(é,‘f) veri ¢ifti icin Algoritma 5.1 kullanilarak bulungu

varsayllsin veG [0G, olsun. Bu varsayimlar altinda, plastik durumdailee
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herhangi bir deneysel veri ¢ifti kullanilarakagidaki elde edilen formdl yardimiyla

K parametresinin bulunabilmesi mimkdndur.

Plastiklik durumda ele alinan veri gif(@,ff) ile gosterilsin. Bu takdirde aciktir ki,
Algoritma 5.1 bir defa kullanilarak B¢ bilinmeyenini bulmak icin) gagida

tanlmlanangh(Ez) fonksiyonu bulunabilir:

A [Bo=1/G,.820(0,82, ]
S /= 6.1
o) {30‘51(52—5&),52D(Eéh,ﬁf]- -4

Daha sonra ise (3.1), (3.3) duz problemi (6.1)eimmlanangh(52) giris fonksiyonu

icin ¢cozUlup&? OE2 = mQa>1Du|2 deseri bulunur §ekil 5.1).

Esneklik durumda verilen veri

gifti: (6,7)

1/G Plastiklik durumda verilen veri
h e R =

cifti: (G,T)

2 2 -
Oh 1h EZ

Sekil 6.1: K parametresinin bulunmasi igin (6.1) ile tammlamr(&z) fonksiyonu

Dogal olarak (th,g(ifh)) noktasinin (5.6) fonksiyonu ile verilergrnin (plastiklik

durumu i¢in) Gzerinde olmasi istenir. Bu ise

)0.5(K—l

ofe..’) Gih(th g2 Y ez > e (6.2)
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esitli ginin sgslanmasi anlamina gelmektedir.

Yukaridaki gitligin her iki yani once G, ile carpilirsa ve daha sonra ise her iki

tarafin d@al logaritmasi alinirsa
inlgle’ x G, )= 05l ~in((ez, /23, )) &5, > &,

esitli gi bulunur. Buradan dak parametresinin bulunmasi icigagidaki formul elde
edilir:

.. ine, xgle2)
NN @

(6.3) formulik parametresinin yak§e&k olarak bulunmasi i¢in analitik bir formuldar
[49]. g(th) degerinin (6.1) yardimiyla hesaplanabilgcg6z 6nine alinirsa, (6.3)

formulindeki tim bilinmeyenler bulunmwlacaktir.
6.3. &2 Esneklik Limitinin Bulunmasi Yontemi

Esneklik limitinin bulunmasi icin yukarida elde kedi (6.3) formalu kullanilacaktir.
Oncelikle su belirtiimelidir ki, bu yontemin uygulanabilmestin bir tane esneklik

durumda, iki tane de plastiklik durumda olmak iizergam (¢ tand®,, 7, ), i = 123
veri ciftine ihtiyag duyulacaktir. Bunun igif@,,7,) veri cifti esneklik durumda,
(8,,7,),(8,,7,) veri cifti ise plastiklik durumda verilen veri giéri olsunlar. Bu
takdirde, ¢@er 6, tam esneklik limitine kar gelen burulma agisi ise,
8, <0, <6, <0, olaca& aciktir. Bu kabuller altinda, yontergagida agiklanmytir.
Bu yontemde temel amag; ikiye bolme yontemi uygatak , 8, acisinin,,
yaklasiminin bulunmasi i(;ir(el,ez) aralgi ikiye bolundikten sonrgd, acisinin bu

aralgin hangi tarafinda olagma iliskin bir degerlendirme elde etmektir.
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Esneklik durumda verilerﬁel,frl) veri cifti kullanilarak, Algoritma 5.1 yardimiei

G,, degeri bulunur, daha sonra b@, degeri liner diz problemde yerine yazilarak

bu problem sayisal olarak ¢ozuliir. Bu ¢6ziim iq’nng\;sv{Du|2 degeri hesaplandiktan

sonra bu dger &2 esneklik limiti olarak ele alinir.

Enselik durumdaki®,,7,) ve plastiklik durumdaki{®,,T,) veri giftleri ele alinarak,
Sekil 6.1'deki gh(EZ) fonksiyonu bulunur ve (6.3) formulla yardimiyka elde edilir.

Boylece, belirlenerG, , &2, k degerleri ile diiz problem gszIereli(el) burulma

momenti dgeri hesaplanir§ekil 6.2).

(Bl,Tl) icin algoritma 5.1 uygulanir.

l

G,

Lineer diz problen® =6, ve G = G,, i¢in ¢ozulur.

§2 = mg;’;1>1Du|2

€2 =¢2 alinir, (6,,7,) ve (8,,7,) iin (6.1) ile tanlmllgh(ﬁz)
fonksiyonu bulunur ve daha sonra (6.3) formali uggu.

v

K

K, &2, G, , 0, giris verileri icin lineer olmayan diiz problegéziilir.

l

T

3

Sekil 6.2: Esneklik Iimitinin(ES) bulunmasi yonteminigematik olarak agiklanmasi

Yukarlda(el,frl) veri ¢ifti icin yapilan glemler benzegekilde (GZ,TZ) veri cifti icin

de tekrar edilir. Burada dikkat edilmesi gerekersumsudur: (6,,7,) veri cifti,
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sanki esneklik durum icin verilmigibi kabul edilir. Bu glemler sonucunda elde

edilmesi gereken burulma momenti 'riie(ez) ile gosterilsin.

Eser, 7. <7, <7, veya T, >T,>7, gibi bir iliski elde edilebilirse o halde ikiye
bélme yontemi, 6, acisinin yaklgminin bulunmasi icin sagida anlatildgl gibi

kullanilabilir.

8, <0, <6, olmak Uzere, orrign ‘i(el)<T3 (90)<;3(93) elde edilsin. Boylece,
8, acisinin yaklgminin bulunmasi iginsagidaki algoritma uygulanabilir. Buradaki
i(@l), T, (90),;3(93) gosterimlerinin anlamgudur: Orngin, ‘i(el) gosterimi ile
tam esneklik limitine katlk gelen agi 6, iken 6, kabul edilm§ ve 7, burulma

momenti dgeri bu kabul altinda bulunngtur.

Algoritma 6.1.

1) & belirlenir ve 8," :%(91 +0,) alinir.

2) Lineer duz problen® = 90(1) icin ¢cozulerek, yukarida anlatifidigibi (sekil 6.2 de
gosterilen adimlar uygulaniry, (90(1)) burulma momenti hesaplanir.
<g ise bu taktirde@,, :90(1) icin duz problem ¢ozllerek

3) Eger |7T, (90(1))— T,

&2 = m§?>4Du|2 dezeri hesaplanir veg2, =&2 alinur.

4) 7, (90(1))—73 >0 ise (61,90(1)) aralgi icin (1)-(3) adimlari uygulanir.

5) T, (90(1))—73 <0 ise (90(1),92) aralgl icin (1)-(3) adimlari uygulanir.

6.4. Yari-Analitk Yontemin Sayisal Ornekler Uzerinde Incelenmesi Ve

Parametrizasyon Yontemille Karsilastiriimasi

Hatirlanacg gibi dérdinct boliumde parametrizasyon yontemiakularak, sert ve

yumwak malzemeler icin hem kesin deneysel verili temsbjfem hem de gdli
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deney hatalaryla verilmiters problem ¢ozulngti. Bu bolimde ayni érnekler, Yari-
Analitik yontem ile ¢ozllecek ve sonuclar &éastirilacaktir.

Ornek 6.1.

Bu 6rnekte, ele alinan ters problemin ¢6zimu YaralAik yontem ile bulunacak ve
elde edilen sonuclar parametrizasyon yontemiylgileatirilacaktir. Ters problemin
yari-analitik yontem ile ¢ozulmesi icin, dncelikdsneklik limiti degerinin yaklgik
olarak bulunmasi gerekmektedir. Bunun igin isetdée esneklik durumda iki tanede
plastiklik durumda olmak Uzere toplamda ¢ tane giéit gerekecektir. Tablo 6.1'de
hem sert (E=210 GPa) hem de yugyaki (E=110 GPa) malzemeler icin ters
problemin ¢éziminde kullanilacak veri ciftleri Jeristir. Burada m= 0 durumu
esnek duruma, ger durumlarda plastiklik duruma kark gelmektedir. Tablo 6.1,
Tablo 5.3 ve Tablo 5.4’te koyu olarak yazilan et bir arada gosterilmieklidir.
Yani, yari-analitik yontem ve parametrizasyon yomtede ayni gig verileri

kullantimistir.

Tablo 6.1: Sert ve yurgak malzemeler icin ters problemin ¢éziminde kuldeak olan

veri ciftleri

E=210GPg k=02 m=0 m=1 m=2 m=3 m=4
Ox10° 2.2 3.3 3.6 3.7 3.85
Eﬁq x10? 1.3 4.0 6.6 7.9 10
Tx10° 2.48 3.75 4.21 4.41 4.71

E=110GPg Kk =02 m=0 m=1 m=2 m=3 m=4
9x10° 4.4 5.58 5.97 6.28 6.6
Eﬁq x10? 14 3.6 5.2 7.1 9.8
T x10° 2.59 3.35 3.68 4.00 4.39

ilk olarak , Tablo 6.1'de verilef9,, 7, ), (8,,7,) veri cifti ele alinsin. Bu durumda,

anlatilan yonteme gore yapilagleimler sirasi ile g@gida verilmi ve bunlar ayni

zamanda Tablo 6.2’de gosterikti.
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(a) Esneklik durumda verile(BO,ro) veri cifti icin Algoritma 5.1'den yararlanilarak
G, =8050 olarak elde edilmgti. Buna gore, B, =1/G, =0. 0124 olarak

hesaplanir.

(b) Bulunan G, =8050 degeri lineer diiz problemde ya2|larah§>1Du|2 =0.013

olarak hesaplanmve bu dger &2 olarak ele alinngtir. Yani, §2 = 0.013

(c) Bu iki veri cifti icin parametrizasyon yontenden yararlanilaral3, =0.1110

olarak elde edilngive (6.1) ile tanimlig, (€?) fonksiyonu belirlenmtir:

o, (E7)= 0.0124 £2 < 0,013
" 0.0124-0.111dg? - 0.013) £ > 0.013

(d) Yukarida belirlenergh(éz) fonksiyonu girg verisi kabul edilip® = 8, igin duz
problem ¢ozilm§ ve m§§51>4Du|2 =0.067 bulunarak bu deer & olarak ele

alinmstir.

(e) Bulunan&? degeri, (c) de elde edilegh(Ez) fonksiyonunda yazilmgive gh(th)
degeri hesaplanmtir.

(f) (6.3) formalt yardimiylak belirlenmg ve daha sonrazr, burulma momenti

hesaplannstir.

Daha sonra Tablo 6.1'de verile,,7,),(6,,7,) veri cifti ele alinarak yukaridaki
islemler tekrar edilngi ve sonuclar Tablo 6.2'de gosteriktii. Tablodaki birinci satir
(8,.7,),(8,,7,) veri cifti icin, ikinci satir ise(8,,7,), (8,,7,) veri ifti igin bulunan

sonugclarl géstermektedir.
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Tablo 6.2: Sert malzeme i¢in esneklik limitinin bamasi i¢inZ,; burulma momentlerinin
elde edilmesi

9, (&?)
G, | & (plastiklik durumda) &2 |a.2)| « |7 x0

80.50 | 0.013 0.0124_0.111@2_0_013) 0.0645 | 0.0067| 0.2275 3.88

8150 | 0.035 | 0.01230.0855¢? —0.035) | 0.0683 | 0.0095 0.234 4.63

Tablo 6.2’den goruldgil gibi, yukarida anlatilan esneklik yonteminin butuasinda
adi gegeni ve fi burulma momentleri sirasi ile 3.880° ve 4.6%107 olarak

bulunmutur. Tablo 6.1'den 7, = 421x107 olduu gbz o©nine alinirsa,

ffj <7, < ffj elde edilir ki, buradan Algoritma 6.1 kullanilaredm esneklik limitine

karsilik gelen®, agisinin®,, yaklagimi bulunabilir.

Tablo 6.3: Sert malzeme icin esneklik limitinin bomasi igin ikiye bélme yontemi

i 8, x10° 7.8, )x10 | |z,(8,')-1,
1 2.75 3.08 11x10°
2 3.03 3.39 8.2x10°

£ =107 alinarak Algoritma 6.1 uygulangwe iki iterasyon sonuc®,, =0. 00303
olarak elde edilmgtir. Burada iterasyon sayisl, ele alinan veri efftie b&l olarak
degisecektir. Son gamada isef,, =0. 00303¢in lineer duz problem c¢ozilerek
&2 = 0.0252 olarak elde edilngtir. Bu ise esneklik limitinin yakkak degeri olarak

kabul edilecektir. BOylece sert malzeme icin esikekimiti, yaklasik olarak

belirlenmi oldu.
Simdi ise (6.3) formulinden yararlanarak parametresinin geri yaklgik olarak

bulunacaktir. Tablo 6.4'te her bir plastiklik durugin ayri ayri (6.3) formalinin

uygulanmasi sonucu elde ediler degerleri gosterilmjtir. Bu tablodan da
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goruldigt gibi, A6 adimi arttikcak = 0.2deserine daha iyi bir yaklam stz
konusudur.Sekil 6.2'de ise sert malzeme icin kesin deneyseiliiers problemin,
parametrizasyon yontemi ve vyari-analitik yontem gézumleri gosterilnstir.
Ayrica, yumgak malzeme icin kesin deneysel verili ters probtemari-analitik

yontem ile ¢c6zUmu icin yapilaglémler Tablo 6.5 ve Tablo 6.6'da gosteridtmi.

Tablo 6.4:¢] = 0.0252 icin plastiklik durumda verilen her bir veri giftin (6.3) formali
kullanilarak K nin belirlenmesi

(ex10°,7 x107) | nBx10? 0.(?) & | anlE)| «
(plastiklik durum)

(3.30,3.75) 1.1 0_0124_0_138(;2 - 0.0252) 0.030| 0.0117| 0.35
(3.60,4.21) 1.4 0_0124_0_090@2 - 0.0252) 0.058| 0.0094| 0.34
(3.70,4.41) 1.5 0_0124_0_080@2 - 0.0252) 0.070| 0.0088| 0.33
(3.85,4.71) 1.65 0_0124_0_067@2 - 0.0252) 0.092| 0.0073| 0.30
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Tablo 6.5: Yumgak malzeme igin esneklik limitinin bulunmasi i¢if burulma
momentlerinin elde edilmesi

9n (EZ)
G, &2 (plastiklik durumda) & |aen) | k| zx0
42.00 | 0.014 0_0238_0_248()52 - 0_014) 0.0510 | 0.0146| 0.243% 3.40
4320 | 0.024 0_0231_0_193@2 — 0_024) 0.0540 | 0.0173| 0.281B 3.94

£ =107 alinarak Algoritma 6.1 uygulangwe iki iterasyon sonuc®,, =0. 00513

olarak elde edilnstir. Son gamada ise8,, =0. 00513c¢in lineer diz problem

cozulerek &2 = 0. 01850larak elde edilngtir. Bu ise esneklik limitinin yakkak

degeri olarak kabul edilecektir. Boylece sert malzeigia esneklik limiti, yaklaik

olarak belirlenmy oldu.

Tablo 6.6:&; = 0.0185 icin plastiklik durumda verilen her bir veri ¢iftin (6.3) formali
kullanilarak K nin belirlenmesi

ex10°,7x10°)| n@x10° | g, (€?) & | o)
(plastiklik durum)

(5.58,3.35) 1.18 0.0238_0.290@2 - 0_0185) 0.033 | 0.0196| 0.33

(5.97,3.68) 1.57 0.0238_0.223@2 - 0_0185) 0.048 | 0.0172| 0.31

(6.28,4.00) 1.88 0.0238-0. 180(22 - 0_0183 0.066 | 0.0153| 0.30

(6.6,4.39) 2.20 0.0238-0. 139(22 - 0_0183 0.095 | 0.0130| 0.27
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g(e?), g (&%

0.014 T T

— E=210 Gpa, v=0.2
0013 b +  Ap=1.1x107F i
] — o AB=1.4x107
oozl * ap=15x107
Y AB=1BEx10
=== Parametrizasyon
0.011 | 1
0.01 1
0.009 .
0.008 | .
0.007 |- .
DDDE 1 1 | 1 1 1 1
] 0.0z 0.04 0.0& 0.08 0.1 012 014
£

analitik yontem ile ¢6zimu

0.16

Sekil 6.3: Sert malzeme icin kesin deneysel vesilstproblemin parametrizasyon ve yari-

Tablo 6.7: Sert malzeme icin kesin deneysel vk problemin parametrizasyon ve yari-

analitik ydntemle ¢ozimii icin hatagéelendirmesi, A8 = 165x107

Mutlak ve Ba&l | Parametrizasyon | Yari-analitik
Hata yontemi ybntem

€ 44x10™ 1.7x10™

3, 6.0x107 15x107
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0.025 -

L A — E=110 Gpa, =02
+  AB=118x107
— - ARl ETxI0
+ AB=1.88x107

© AB=2 20x1077
=== Parametrizasyan

0.02 -

g(e?). g, ()

0.015

DD-I 1 1 1 ]
0.08 0.12 0.14 0.16

EJZ

1 | 1
1] 0.0z2 0.04 0.06 0.1

Sekil 6.4: Yumyak malzeme icin kesin deneysel verili ters probteparametrizasyon ve
yari-analitik yontem ile ¢bzimu

Tablo 6.8: Yumgak malzeme igin kesin deneysel verili ters probfeparametrizasyon ve
yari-analitik ydntemle ¢éziimii icin hatagéelendirmesi,AB = 220x10™

Mutlak ve Ba&l | Parametrizasyon | Yari-analitik
Hata yontemi yontem

€ 46x10 43x10™

3, 42x10 19%107
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13 T
s @} — E=210 GPa, =02
12+ \ =2 =0.03, parametri;asynn
\\\ vw=0.03, yar-analitik
\\ \;\\ — =1.05, parametrizasyon
- Y N — - v=0.05, yari-analitik 5
\"- \‘\ LN —+ =t 0.07, parametrizasyan
10} T B -1 yari-analitik |

5 | 1 1 1 1 1
0 0.02 0.04 0.06 0.03 0.1 012 0.14 0.16
(;_:2

Sekil 6.5: Sert malzeme icin deney hatalariyla veigilters problemin parametrizasyon ve
yari-analitik yontem ile ¢cozimi\@ = 165x107°

Tablo 6.9: Sert malzeme i¢in deney hatalariylalvesgiters problemin parametrizasyon ve
yari-analitik ydntemle ¢ozimii icin hatagéelendirmesi, A8 = 165x107

Y €, €, 3, 3,
(Parametrizasyon) (Yari-analitik) | (Parametrizasyon| (Yari-analitik)
+0.03 | 93x10™ 85x10™ 13x10™ 10x10™
-0.05 20x10°° 1.0x10° 27x10™ 19x10™
007 | 22x10° 1.3x10° 28x10™" 21x10™
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DDEE T T T T T T

— — — EBE=110 GPa, =02
0024 | "\ —= =003, parametrizasyon |
w=0.03, vari-analitik
i \ —+ =005, parametrizasyon
0022 \\\ — - v=0.05, yar-analitik
& —+ =+ 0.07, parametrizasyon
HD g \\ Eg}\k v=+ 0.07 yari-analitik
0.018 - .
0.016 - .
0.014 - .
0012 - .
0.a1 - .
0.00g '

1 | 1 | 1 1
1] 0.0z 0.04 0.06 0.03 0.1 0.12 0.14 0.16

Sekil 6.6: Yumgak malzeme icin deney hatalariyla vergrtérs problemin parametrizasyon
ve yari-analitik yontem ile ¢coziimiA@ = 220x107°

Tablo 6.10: Yumsak malzeme icin deney hatalariyla vergrtérs problemin
parametrizasyon ve yari-analitik yontemle ¢ozinmii hgta dgerlendirmesi,

AB = 220x107°
€, €, 9, 9,
Y (Parametrizasyon) (Yari-analitik) | (Parametrizasyon) (Yari-analitik)
+0.03 | 12x107 10x107° 9.3x107 86x107
-0.05 25%x107° 23x107 20x10™" 17x10"
+ 007 | 26x107° 24x107 22x10™ 19x10™

Sekil 6.3 ve Sekil 6.4'ten goéruldgi gibi, A8 farkinin ilk G¢ dgeri icin
parametrizasyon yontemi ile bulunan yagkta daha iyi bir yaklg@mdir. Ancak, A6

nin sert ve yumgak malzeme igin sirasiyl&\@ = 165x10° ve A8 = 220x107°
deserlerinde hemen hemen parametrizasyon yontemiulenan yaklaim ve Yari-
Analitik yontem ile bulunan yakiam aynidir. Bu ise kullanilan deney sayilar g6z
onune alindiinda 6nerilen yontemin etkili bir yontem olglinu gostermektedir.
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Tablo 6.9 ve Tablo 6.10'daki hata glendirmeleri verilirken, ters problemin

¢6zUmu sirasinda yukarida&b adimlari ele alinngtir.
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SONUCLAR ve ONERILER

Sonuclar:

1. Esnek olmayan ¢uBun burulmasinin matematiksel modeli verjrae bu modele
karsilik gelen lineer olmayan kismi turevli diferandiyproblem, monoton ve

potansiyel operatorler teorisi cercevesinde inceigtir.

2. Esnek olmayan ¢uBBun burulmasi ile ilgili diiz ve ters problemler tartanms ve

diz problemin ¢ézimu icin zayif c6zime dayall sdatli semasi verilmitir.
3. Esnek cubgun burulmasi problemi geskenlere ayirma yontemi ile ¢ozulmue
cesitli dikdortgen kesitler ele alinarak burulma mortieigin analitik formul elde

edilmigtir.

3. Ters problemin ¢6zimui icin parametrizasyon ymtessitli 6rnekler Gzerinde

incelenmgtir.

4. Parametrizasyon yonteminin eksik yonleri ardaaik “yari-analitik” yontem adi

verilen yeni bir yontem tanitilrgtir.

5. Hem parametrizasyon yontemi hem de “yari-ak@htontem ile hatasiz ve deney

hatalariyla verilen ters problemler c6ziknig hata analizleri verilrgiir.

Oneriler:

1. Tezdeki sonuclar fizik ve matematiktsigeproblemlere uygulanabilir.
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2. Tezde burulma problemi icin gglrilmis olan algoritma ve yéntemler sert cisim
mekanginin egilme, deformasyon gibi farkli problemlerinin sayig@®zimlerinde

kullanilabilir.
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