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Ozgiir CIVAN
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Fen Bilimleri Enstitiisii

Makine Egitimi Anabilim Dali

Damsman: Prof. Dr. Muhammet YURUSOY

Bu calismada, non-Newtonyen bir akigkan modelinin gozenekli bir ylizey iizerindeki
akis1 incelenmistir. Ikinci derece Power-Law akiskanlara ait en genel hareket
denklemlerinden faydalanilarak tek boyutlu akis i¢cin momentum denklemleri elde
edilmistir. Elde edilen bu denklemler boyutlu denklemler olup daha genel hale
getirilmek i¢in boyutsuz hale doniistiiriilmistiir. Denklemler boyutsuz hale getirildikten
sonra gozenekli bir ylizey iizerindeki tek boyutlu akisi ifade eden smir tabakasi
denklemleri ve sinir sartlar1 belirlenmistir. Sonugta kartezyen koordinatlarda tek boyutlu
akis1 ifade eden adi diferansiyel denklem sistemi elde edilmistir. Daha sonra elde edilen
sinir tabakasi denklemi ve smir sartlar1 Matlab Sbvp Paket programina aktarilarak
niimerik ¢oziimler yapilmistir. Yapilan ¢oziimlerde y yoniinde tek boyutlu akis ele

alinmistir. Elde edilen bu verilere gore vy, €, €,, m gibi degiskenlerin farkli degerleri

icin grafikler ¢izilip akiskan hizi ve smir tabakasi kalmlhigi tizerindeki etkileri

incelenmistir.
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ABSTRACT
M.Sc Thesis

INVESTIGATION OF NON-NEWTONIAN FLUID FLOW OWER A POROUS
PLANE
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Supervisor: Prof. Dr. Muhammet YURUSOY

In the study, flow of a kind of non-Newtonian fluid model on a porous plane has been
investigated. By using the general equation of motion that belongs to second grade
Power-Law liquid momentum equation for one-dimentional flow was determined.
Although these equations are dimentional equations, they have been changed into non-
dimentional equations to be got more general. After the equations had been changed
into non-dimentional, boundry conditions and boundry level equations that explain the
one-dimentional flow over a porous plane have been determined. Finally, ordinary
differantial equation systems that refer the one-dimentional flow in cartesian coordinate
are obtained. Then, determined boundry level equations and boundry conditions have
been solved numericaly by moving into Matlab Sbvp pocket software. In the solutions,
one-dimentional flow in the direction-y has been investigated. According to determined

datas, by showning the different values of the variables like vy, €, €, m on graphics,

effects on the velocity of fluid and thickness of boundry level have been investigated.
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1. GIRIS

Akiskanlar mekanigi, temel bilimlerde ve miihendislikte vazge¢ilmez konulardan birini
olusturmaktadir. Akiskanlar mekanigi yiizyillar boyunca, bugiin alt dallar1 olan, hidrolik
ve hidrostatigin etkisi altinda kalmistir. Ancak, mekanigin ve termodinamigin temel
kanunlarmin uygulanmasi1 ve deneysel caligmalarla son ii¢ ya da dort yiizyilda
akiskanlar mekaniginin temelleri atilmistir. Akiskan maddeler dogada ¢okga rastlanan
ve insanlarin giinliik hayatta sik¢a karsilastigi maddelerdir. Bu nedenle akigkan
maddelerin davranis1 hakkindaki bilgiler bir¢ok uygulamali bilim dali i¢in 6nemlidir.
Gilintimiizde de kan dolasimindan roketlere kadar inanilmaz genislikte cesitli konularla
dogrudan dogruya ilgili olan akigskanlar mekanigi, biitiin miihendislik kollarinda ve

bilim dallarinda kaginilmaz bir bilgi kaynagi durumuna gelmistir.

Cok yakin bir tarthe kadar akigkanlar mekanigi bilimi hidrolik adi altinda ele
almmaktaydi. Alisilagelmis olan bu terim gilniimizde de yaygin olarak
kullanilmaktadir. Hidroligin genellikle su ile ugrasmasi, icerdigi akiskan sorunlarinin
cok smirli kalmasi ve deneysel sonuglarin matematiksel anlamda yetersiz kalmasi
akiskanlar mekanigi konusundaki calismalari arttirmustir. Ozellikle smir tabakasi
yaklagimmin gelistirilmesi ile birlikte Navier-Stokes denklemlerinin daha basit bir
forma sokularak ¢oziilmesi miimkiin olmustur. Ozellikle diisiik molekiil agirliga sahip
akigskanlarin  mekanik davramiglar1 Navier-Stokes yaklasimiyla dogru olarak
belirlenmektedir. Navier-Stokes denklemleri, hareket eden bir akiskanin hizi, basinci ve
yogunlugu arasindaki bagintiy1 ifade eder. Bu denklemler Euler denklemlerinin genel

bir halidir ve viskozitenin akiskan {izerindeki etkilerini icerirler.

Navier-Stokes denklemleri genellikle iki formda ifade edilirler. Bunlardan birincisi
sikistirilamayan akiskan denklemleri, ikincisi ise sikistirilabilen akiskanlarin
denklemleridir. Sikistirilamayan akiskan denklemleri, yogunlugu zamanla degismeyen
akiskanlarin modellenmesinde kullanmilir. Sikistirilabilen akiskan denklemleri ise

yogunlugu zamanla degisebilen akigkanlarm modellenmesinde kullanilir.



Hareketleri Navier-Stokes teorisi ile ifade edilebilen ve diisiik molekiiler agirliga sahip
olan akiskanlar Newtonyen akigkanlar olarak adlandirilir. Genel anlamda, gazlar, su,
benzin ve etanol gibi diisiik molekiil agirliga sahip sivilari Newtonyen akiskanlara 6rnek
olarak verebiliriz. Non-Newtonyen akigkanlar ise yiiksek molekiil agirliga sahip
akigskanlardir. Bal, hamur, mayonez, bitkisel yaglar ve kan Non-Newtonyen
akiskanlardan bazilaridir. Non-Newtonyen akigkanlarin Newtonyen akiskanlardan temel
farki, kayma gerilmesi ile hiz gradyani yani hizin konumuna bagl olarak degisimi
arasinda dogrusal olmayan (nonlineer) bir iligki olmasidir. Bagka bir deyisle,
Newtonyen akiskanlarda viskozite olarak adlandirilan kayma gerilmesi ile hiz gradyani

arasindaki orant1 katsayisi sabitken Non-Newtonyen akiskanlarda ise degiskendir.

Dogada bulunan akigkanlarin ¢ogu Non-Newtonyen akiskan modeline uyar. Bu nedenle
sabit viskozite kanununa gore bu tiir akiskanlarin 6zelliklerini incelemek miimkiin
degildir. Bu tiirdeki belirli bir akigkani temsil edebilmek i¢in her akiskani temsil eden
bir denkleme ihtiya¢ vardir. Viskozitenin sadece kayma gerilmesine bagli oldugu Non-

Newtonyen akigkanlari en iyi temsil eden Power-Low modelidir.

Newtonyen olmayan akis mekanigi, madde akis1 ile molekiiler yap1 arasinda iliski
kurmak isteyen fiziksel kimyacilarin polimerik malzeme testleri bu konuda 6ncii rolii
oynamistir. Polimerik malzemelerin ticari 6nem kazanmasi bu konudaki arastirmalari
arttrmustir. Endiistrinin her alaninda kullanilan Newtonyen akiskanlarin aksine hareket
denklemleri ¢ok karmasik ve non-linear bir yapida olmaktadir. Bu denklemlerin tam
veya yaklasik ¢Ozlimleri nadiren bulunabilmektedir. Bu tip ¢oziimlerin elde edilmesi
cok zor oldugundan yapilan ¢oziimler biiyilk 6nem tasimaktadir. Sadece deneysel veya

niimerik ¢alisanlar i¢in bu tip ¢ozlimler bir baz olusturabilecektir.

Ozellikle son yillarda Non-Newtonyen akiskanlar iizerindeki calismalar oldukca
gelisme gostermistir. Newtonyen olmayan akiskanlar i¢in yapilmis smir tabakasi
denklemleri ile ilgili literatiirii su sekilde Ozetlemek miimkiindiir. Ikinci derece
akigkanlar i¢in smir tabakasi teorisinin uygulanmasi ile ilgili ilk ¢aligmalar Srivastava
(1958), Rajeswari ve Rathna (1962) 'ya aittir. Bu tip akigkanlar i¢in sinir tabakasi teorisi

ve bu teoriye ait kisitlamalar Rajagopal et al. (1980) tarafindan gosterilmistir. Son



zamanlarda Garg ve Rajagopal (1991) kama etrafindaki ikinci derece akiskanlarin
akismi incelemistir. Ikinci derece akiskanlara ait smir tabakasi denklemlerini 6zel bir
koordinat sistemi kullanilarak Pakdemirli ve Suhubi (1992a) ¢ikarmistir. Cikarilan bu
denklemlerin simetri grubu ayni yazarlar (Pakdemirli ve Suhubi (1992b)) tarafindan
bulunmus ve denklemler ¢oziilmiistiir. Uciincii derece akiskanlara ait smir tabakasi
denklemleri 6zel bir koordinat sistemi kullanilarak Pakdemirli (1992) tarafindan
cikarilmistir. Yine Pakdemirli (1994) tarafindan bu akiskanlara ait ¢ok kath sinir
tabakas1 denklemleri ve yeni bazi standart smir tabakasi denklemleri ortaya atilmistir.
Bu caligmalar arasinda plaka akisi ile ilgili olan ¢alismalarm bir kismi su sekildedir.
Sharma (2003) yatak problemini power-law akiskan modeli kullanarak incelemistir.
Newtonyen olmayan karakterin yatak icindeki etkilerini arastirmistir. Tanner (1966)
koni etrafindaki akis1 degisik agilar i¢in incelemistir. Yine bu ¢calismada da Newtonyen
olmayan karakterin akis tizerindeki etkileri arastirilmistir. Pinarbasi ve Ozalp (2001)
tarafindan yapilan bir ¢alismada da kanal akisi incelenmis. Bu ¢alismada Newtonyen
olmayan akiskanin stabilitesi lizerinde viskozitenin etkileri arastirilmistir. Calismada 1s1
transferi de hesaba katilmistir. Wang ve Chukwn (1996) power-law akiskan modeli
kullanilarak iki boru arasindaki laminer akimi incelemislerdir. Denklemlerin ¢oziimii
icin perturbasyon metodunu kullanmislardir. Havlik (1998)’in yaptigr diger bir
calismada boru igerisindeki ¢camur akisi incelenmistir. Camur Newtonyen olmayan
akiskan modeli ile ifade edilmistir. Calismada sonlu farklar metodu kullanilmustir.
Yurusoy ve Pakdemirli (1999) tarafindan yapilar bir ¢calismada ise kayar yatak problemi
ele alimmistir. Calismada Newtonyen olmayan akigkan olarak 6zel bir {i¢iincli derece
akisgkan modeli ele almmistir. Yatak icerisinde kullanilan Newtonyen olmayan

akiskanin basing lizerindeki etkileri arastirilmistir.

Bu calismada, Newtonyen olmayan bir akiskan modelinin gozenekli bir ylizey
iizerindeki akis1 incelenecektir. Kartezyen koordinatlarda genellestirilmis ikinci derece
Power-Law akiskanlara ait genel hareket denklemlerinden faydalanilarak ylizey
iizerindeki akisi icin momentum denklemleri elde edilecektir. Bulunan bu denklemler
icin gozenekli yiizey tizerindeki akis1 ifade eden sinir sartlar: belirlenecektir. Elde edilen
denklemler boyutlu denklemler olmakla birlikte daha genel olabilmesi amaciyla
boyutsuz hale getirilecektir. Boylece, kartezyen koordinatlarda tek boyutlu akis1 ifade



eden adi diferansiyel denklem sistemleri elde edilecektir. Coziimlerde viskozite sabit
almmistir. Denklemlerin ¢6ziimii i¢in niimerik ¢ozlimler kullanilmistir. Coztimler
diferansiyel denklemi ¢6zen bir program olan Matlab paket programi kullanilarak elde
edilmistir. Cesitli akigkan sabitlerinin hiz ve sinir tabakasi profili iizerindeki etkisi

incelenmistir.



2. GENEL BIiLGIiLER

2.1. Akiskanlar Mekanigi Nedir?

Akiskanlar mekanigi, durgun ve hareket halindeki sivi ve gazlar ile bunlarin yakin
cevresine (kat1 ylizeyler veya diger sivilar iizerine) olan etkilerini inceleyen bilim
dahdir. Katilar ¢cok biiyiik kayma gerilmelerine karsi koyabilen maddelerdir. Akigskan
ise kayma gerilmesi etkisi altinda, kayma gerilmesi ne kadar kii¢lik olursa olsun, siirekli
deformasyona ugrayan (sekil degistiren) maddedir. Akiskan maddeler konduklar1 kabin
seklini alabilen maddelerdir. Akigkan, duragan haldeyken kayma gerilmesine karsi
koyamayan bir madde olarak da tanimlanabilir. Akiskanlar bir kayma kuvvetinin etkisi
altinda kaldiklarinda hareket etmeye baglarlar ve kayma kuvveti etki ettigi siirece
akiskanlarin hareketi devam eder. Sivilar ve gazlar molekiil seviyesi olarak birbirinden
cok farkli karakteristik 6zelliklere sahiptir. Stvilarda molekiiller birbirine daha yakindir
ve aralarinda 6nemli derecede ¢ekim kuvveti vardir. Gazlarda ise molekiiller arasindaki
cekim kuvveti zayiftir ve molekiiller arasindaki uzaklik sivilara gore daha fazladir.
Stvilar1 ve gazlar1 birbirinden ayiran en 6nemli 6zellik sikistirilabilme 6zelligidir.
Sivilar sikistirilamayan akiskanlar olarak kabul edilirken gazlar ise cok kolay

sikistirilabilen maddelerdir (Yilmaz S., 2008).

2.2. Akiskan Ozellikleri

Bir akis parcaciginin teorik ve deneysel olarak analiz edilebilmesi i¢in pozisyon ve
zamana bagl olarak (x, y, z, t) tammlanmas1 gerekir. Iste bu zamana ve konuma
bagimlilik akiskanlar mekanigini kati cisimler mekaniginden ayrir. Bir akis problemini
tanimlamada ya bir akis alani tespit edilerek bu akis alaninda basing, hiz, sicaklik vs.
gibi degerler belirlenir (Euler metodu), ya da belli bir partikiiliin hareketi akis alani

icinde zamana bagli olarak takip (Lagrangian metodu) edilir.



2.2.1. Euler Metodu

Akigskanin ¢ok biiylik sayida parcaciktan olustugu diisiiniiliirse, her bir parcacigin
hareketini takip etmek oldukca zor olacaktir. BOyle durumlarda uzayda belirli bir

noktadaki akisin 6zellikleri zamanim fonksiyonu olarak incelenir.

Euler metodunda bir akigkan parcaciginin konumu, séz konusu olan anda akiskan
parcaciginin isgal ettigi uzaydaki noktanin konum koordinatlar1 ve zamanin bir
fonksiyonu olarak yazilir. Uzayda sabit bir nokta se¢ilir ve bu noktadaki parcaciklarin
hizlar1 zamanin fonksiyonu olarak arastirilir. Matematiksel olarak, herhangi bir

noktadaki par¢acigin hiz1 sdyle yazilabilir ( Ors 1994).

q=f(r,1)
q=ui+vj+wk
veya
u=f,(x,y,z,t)
v="1,(x,y,z,t)

w =f.(Xx,y,z,t)

2.2.2. Lagrange Metodu

Tanimlanabilir kiitle elemaninin takibi kolay oldugunda, Lagrange metodu kullanilarak
parcacik takip edilir. Akiskan parcaciginin konumu, baslangi¢c konumu koordinatlar1 ve
zamanin bir fonksiyonu olarak yazilir. Konumdan tiiretilecek olan hiz ve ivme de yine
bu degerler, baslangic konumu koordinatlar1 ve zamandan bagimsiz degiskenler olarak

kabul edilmek suretiyle elde edilirler (Ors 1994).

Baslangi¢c konumu t = t; aninda E olsun. t =t aninda ayn1 parcgacik r konumundadir.
Eger konum vektorii r veya buna karsi gelen x, y, z, koordinatlar1 zamanin ve baslangi¢
konumunun bir fonksiyonu olarak verilebilirse, par¢acigin konumu tamamen

belirlenmis olur.



r=F(&,t)
r=xi+yj+zk
E=xX,i+Y,]+2,k
veya

X =F(X¢,¥¢,2,1)
y=E(X),¥0,2,1)
z=FE(X,,¥¢,2,1)

2.3. Akiskanlarin Fiziksel Ozellikleri

Maddenin hallerini genel olarak kati, sivi, gaz olarak iige ayirmak miimkiindiir. Akiskan
baslig1 altinda ise sivi ve gaz halindeki maddeleri toplamaktayiz. Akiskanlarin fiziksel
ozelliklerinin temelinde, akiskan maddeyi olusturan atomlarm birbirlerinden oldukga
uzak olmasinin yattig1 sdylenebilir. Giinliik deneyimlerimizde bu farkliligin en 6nemli
gostergesinin akigkanin i¢ine konuldugu kabin seklini almasi oldugunu gorebiliriz.
Aslhinda akiskanlarla ilgili bu gozlemlerimizin altinda, yerylizii {izerinde
gozlemledigimiz tiim akigkanlarin yercekiminin kagmilmaz etkisi altinda olmas1
yatmaktadir. Bir akigskani yercekimi gibi kiitle kuvvetlerinin etkisi disinda, 6rnegin
uzayda inceleyecek olursak, akigkanin sivi akigkanlarin i¢ine konulduklar1 kabm seklini
almadiklarin1 gorebiliriz. Uzayda sivi akigkanlarin bir baska o6zelligi olan yiizey
gerilmesinin 6ne ¢iktigini ve sivi akigkani sekil almasma yone verdigi goriiliir. Yiizey
gerilmesini de gene atomlar1 ya da molekiilleri arasindaki ¢ekme ve itme kuvvetleri ile

aciklamak miimkiindiir.
2.3.1. Yogunluk

Yogunluk, maddenin birim hacimdeki kiitlesi olarak tanimlanir.

m( kiitle j
p=— ;
v _hacim




Kiitle ve hacim i¢in segilen standart birim sistemine gére, yogunluk [ kg/m’ ] birimiyle

ifade edildigi gibi, kullanima 6zel birimlerle de ifade edilebilir.

Bir maddenin basinci, sicakligt ve hacmi arasindaki bagmtiya hal denklemi
denilmektedir. Gaz fazindaki maddeler icin en basit ve en 1yi bilinen denklem ideal gaz

denklemi olup;

Pv=R.T veya P=pR.T

seklinde ifade edilmektedir. Burada P mutlak basmci, v 6zgiil hacmi, T mutlak
sicakligl, pyogunlugu ve R gaz sabitini ifade etmektedir. Gazlar i¢inde bulunduklari
kabin seklini ve hacmini almaktadirlar. Gaz molekiilleri bir kap icerisinde yok
sayilabilir ve aralarindaki ¢ekim kuvveti hesaba katilmayabilir. Boyle bir gaza ideal gaz
denir. Bir maddenin yogunlugu, genel anlamda sicaklik ve basinca bagli olarak
degismektedir. Sivilarin yogunlugu genellikle sicaklikla de§ismesine karsin basingla
cok az degisir. Gazlarin yogunlugu ise hem sicaklik hem de basingla degismektedir

(Ceryan E., 2010).

2.3.2. Ozgiil Agirhk

Bir akiskanin 6zgiil agirligi, birim hacminin agirhigidir.

AW

T TAY

Burada AW;AV elemanter hacim agirliklarini ifade etmektedir.
Ozgiil agirlik gergekte birim hacimdeki kiitle iizerinde yer ¢ekiminin yarattig1 kuvvetten

baska bir sey degildir. Dolayisiyla kiitle biriminde olan yogunluk ile kuvvet biriminde

olan 6zgiil arasindaki bagnt1 daima;

YT=8p



seklindedir. Burada g yer ¢ekimi ivmesini ifade etmektedir.

Ozgiil hacim (v) akiskanin birim hacimde kapladigi hacim olup ozgiil agirlik ile

arasinda;

< | =

bagintis1 bulunmaktadir.
2.3.3. Viskozite

Viskozite bir akigkanin, ylizey gerilimi altinda deforme olmaya kars1 gosterdigi direncin
Olciisiidiir. Akigkanin akmaya kars1 gosterdigi i¢ direng olarak da tanimlanabilir. Siiper
akiskanlar hari¢ tiim gercek akiskanlar yiizey gerilimine kars1 direng gosterirler. Ote
yandan, yiizey gerilimine hi¢ diren¢ gdstermeyen bir akigkan "ideal akiskan" olarak

adlandirilir.

Hareketsiz duran bir akiskani akmaya zorlayabilmek i¢in bir kuvvetin siirekli olarak
uygulanmasi1 gerekir. Kuvvet bir vektordiir. Akiskanlar mekaniginde alan bir vektor
olarak alinir. Vektoriin biiyiikliigli alanin niimerik degeri, yonii ise alana dik (normal)
yondiir. Eger kuvvet vektorii uygulandig1 ylizeyin alan vektoriine dik yondeyse (alana
paralelse), etkiyen kuvvet akiskan tabakalarini birbiri iizerinden kaydirir, deformasyona

ugratir.

Akiskan molekiilleri arasindaki i¢ silirtiinme sonucu olusur ve kesme kuvvetine karsi
mukavemetinin siddeti olarak bilinir. Viskozite; uygulanan gerilmeye bagli olarak

olusan gerinim oranini gostermektedir. Bu akig alani i¢in sabit olan kayma gerilmesi

(Tyy ) sadece ‘y’ ye baghdur.

Kayma gerilmesinin T,, =f(€,,) oldugu goriiliir.



T.=T= H—28 = d_u
Xy Mh He,, Mdy

T ile du/dy arasindaki orant1 faktorii p, akiskanin dinamik (mutlak) viskozitesi olup,

akiskani tanimlayan en 6nemli 6zelliklerden biridir.

Viskozite kavrami agagida yapilacak olan deneyle daha iyi agiklanabilir.

—— F
| —
h —
Tv
|
(a)
1
| 0
u
il
|
(b} T

Sekil 2.1 Kayma gerilmesinin etkisi altinda akigkanin deformasyonu

Sekil 2.1°de goriildiigli gibi aralarindaki uzaklik ¢ok kiiciik olan birbirine paralel iki
levha diisiinelim. Ustteki levhay1 sabit bit F kuvveti uygulayarak sabit bir U hiziyla
hareket ettirelim. Bu levhaya hemen bitisik olan akiskan levhaya yapisarak beraber
siiriiklenecek ve aym1 U hiziyla hareket edecektir. Alttaki sabit levhaya bitisik olan
akigskan ise bu levhaya yapisarak hareketsiz kalacaktir. Simdi iki levha arasindaki

akiskani, kalinliklar1 sonsuz katmanlara ayirarak ele alalim.

Katmanlar arasinda hicbir siirtlinme ve dolayisiyla kayma gerilmesi olmasaydi tistteki
levhaya bitisik katman, kendi altindaki katmana higbir etki yapmadan {izerinde kayarak
ilerleyecekti. Gergek akiskanlarda ise siirtiinme siirtiinmenin varligi yiiziinden f{ist

katman U hiziyla giderken alt katman ile arasindaki siirtlinme bir t kayma gerilmesi
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yaratir ve kayma gerilmesi etkisinde akigkanlar hemen akmaya baglayacagindan alt
katman da belirli bir hizla ayn1 yonde hareket eder. Baska bir deyisle siirtiinmeden
dolay1 alt katman iisttekini durdurmaya calisirken, iist katmanda alttakini siirtiklemeye
calisir. Bu sekilde siirtlinmenin yarattigi kayma gerilmesine bagli olarak levhalar
arasindaki biitlin katmanlar belirli bir hiz kazanir. Levhalari birbirine ¢ok yakin olmasi
halinde hizin dogrusal olarak degistigi kabul edilirse sekilde goriilen hiz dagilimi elde
edilir. Deneyler iist levhayr U hiziyla ¢ekmek i¢cin gerekli F kuvvetinin; levhanin A
ylizey alan1 ve U hiziyla dogru, levhalar arasindaki h uzakligi ile ters orantili oldugunu

gostermistir. Dolayisiyla;

AU F
F~—— —=1 1:~E

h A h

Yazilabilir. Burada t iist levhadaki kayma gerilmesidir. Ote yandan alt levhadaki h’

uzakliktaki kayma gerilmesi 1’ igin,

, U_U :
T~—=—=1 T=1
h" h

bulunur. Kayma gerilmesi her noktada aynidir. Bu durumdaki dogusal dagilim icin

genel olarak,

yazilir. Kayma gerilmesi hiz gradyami ile de orantilidir. Orant1 katsayis1 p ile

gosterilirse,

elde edilir.
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Viskozitenin iki 6nemli sebebi vardir, bunlar; ‘molekiiler ¢ekim kuvveti’ ve ‘molekiiler
momentum transferi’dir. Daha Once de ifade edildigi gibi, sivilarin molekiilleri
birbirlerini ¢ekerler ve bu karsilikli ¢ekim kuvveti bir tabakanin digeri iizerinde
kaymasini engelleyecegi i¢in viskozite etkisini artiracaktir. Molekiiler ¢cekim kuvveti bir
tabakanin digeri iizerinde kaymasini engelleyecegi i¢in viskozite etkisini arttiracaktir.
Molekiiler cekim sivilarda viskozitenin en Onemli sebebidir. Sicakligin artmasiyla
molekiiler c¢ekim zayiflayacagindan, sivinin viskozitesi sicaklikla azalir. Normal
sartlarda basmcin molekiiler cekim {izerine dolayisiyla viskoziteye bir etkisi yoktur. Her
ne kadar gazlarda molekiiler ¢ekim kuvveti ihmal edilebilirse de, viskozite etkisi vardir

( Yilmaz S., 2008).

2.3.4. Basin¢

Duran bir akiskanm ic¢ine daldirilmig kiiciik bir yilizey parcasina, ancak bu parcanin
normali yoniinde belirli bir kuvvet gelecektir. Bu kuvvetin yiizey parcasmin alanina
oranina basing denir. Dolayisiyla basing, bir akiskan tarafindan birim alana uygulanan
kuvvet olarak tamimlanmaktadir. Basmcin katilardaki karsiligi normal gerilmedir.
Verilen bir konumdaki gercek basinca mutlak basing denir ve mutlak vakuma (mutlak

sifir basinca) gore ol¢iilmektedir.

Eger basing farkli noktalarda degisik degerler aliyorsa akiskan i¢inde alinan belirli bir
bolge lizerine bir basing kuvveti etki yapacaktir. Bu durumda ayni1 bolgeye basing
kuvvetini dengeleyecek bir dis kuvvet gelmelidir. Eger boyle bir dis kuvvet yoksa
akiskan hareket edecek ve basmg¢ kuvvetlerini ivmenin yarattigi atalet momentleri

dengeleyecektir.
2.3.5. Yiizeysel Gerilme
Akiskanlarm molekiiler diizeydeki 6nemli 6zelliklerinden ikisi i¢ ¢ekim (kohezyon) ve

dis ¢ekim (adezyon) dir. Akigkan molekiilleri arasindaki ¢ekme kuvvetinin varligi

ozelligine i¢ ¢ekim denir. I¢ ¢ekimden dolayl, gercek akiskanlar ¢ekme gerilmesi
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tastyabilir. Bir akiskanla bir kati cismin molekiilleri arasinda da belirli bir ¢ekme

kuvveti vardir. Bu 6zellige de dis cekim ad1 verilir.

Gergekte ylizeysel gerilim, ortak yiizeyin birim alani olusturmak amaciyla yeteri kadar
molekiiliin stvinin i¢inden ortak yiizeye getirilmesi i¢in yapilan istir. Dolayisiyla boyutu
(dyn/cm) dir. Bu is, ortak ylizey iizerinde var sayilan birim uzunluktaki ¢izgiye gelen
kuvvete esittir. Bu kuvvete yiizeysel gerilme adi verilir. Akiskanlar mekaniginde
yiizeydeki mekanik etkiler "Yiizey Gerilimi" kavramiyla uygun bir sekilde
hesaplanabilir. Arakesit yiizeyinde d1 uzunlugunda bir kesit yapilirsa, T.d1 degerinde,
kesite normal ve ylizeye paralel, esit ve zit kutuplar ortaya c¢ikar. Burada T ylizey

gerilim olup, boyutu PLT de FL™ birimi ise, S1 birim sisteminde, N/m dir.

ZRLAP ﬂ.Rz.ﬁp

(a) {c)

Sekil 2.2 Arakesit yiizeyi boyunca bir basing farkinin gosterilmesi

En yaygmn, temiz bir yiizey ve 20 °C sicaklik sartlarinda cesitli sivilarin hava ile
olusturdugu yiizeylerde yiizey gerilim degerleri T (dyn/cm olarak): benzol 28.9,
Tetracloriir 26.8, Etilalkol 22.3, civa 465, Su 72.8 olarak Olgiilmiistiir. Bunlar hedef
degerler olup, ylizeyler, deterjan veya yagla kirli olmasi halinde 6nemli olgiide
degisebilir. Genellikle yiizey gerilimi T, sivi sicaklig1 ile azalmakta ve kritik noktada

sifir olmaktadir.
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Arakesit yiizeyi bir egri ise, mekanik denge sarti, arakesit yiizeyi boyunca bir basing
farkinin mevcudiyetini gosterir ve basing, konkav tarafta daha biiyiik olur. Bu, sekil
2.5’de gosterilmistir. Sekil 2.2’a da bir siv1 silindirin i¢ kismindaki basing artis1 iki

ylizey gerilimi tarafindan dengelenmektedir. Buna gore:
T
2RLAp =2TL=Ap= R

olur. Bu hesaplamada sivinin agirligir géz onlinde bulundurulmamistir. Sekil 2.2 b’de
ise, kiiresel bir damlanin i¢ kismindaki basing artis1 dairesel bir yiizey gerilim kuvveti

ile dengelenmektedir. Buna gore;
nmR* Ap=2nR.T = Ap = %

olur. Bu sonug bir sabun kopiigii i¢cindeki basing artis1 ongoriilerek kullanilabilir ki bu

hava ile iki ara yiizeye sahiptir. Asag1 yukar1 ayni R ¢apinda bir i¢ ve dis ylizey i¢in;

Ap kép. = 2Ap damla — 5

Sekil 2.2 c’de, ana egrilik yaricaplar1 R; ve R, olan gelisiglizel bir kesit ylizeyi
konumunu gostermektedir. Yiizey normali dogrultusundaki dengeleyici kuvvet

gosterecektir ki, konkav taraftaki basing artisi;

11
Ap=T| —+—
R] R2

seklindedir. Ayrica bu denklemlerdeki genel bagmtilardan R= R; ve R,= o icin
cikarilabilir.
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2.4. Akis Analiz Teknikleri

2.4.1. Newtonyen Akiskanlar

Bir akis alani; integral analizi, diferansiyel analiz, deneysel veya boyut analizi
yontemleriyle incelenir. Biitlin bu analiz etme teknikleri kiitlenin korunumu (stireklilik
denklemi), Newton’un ikinci kanunu (momentum korunumu), termodinamigin birinci
kanunu (enerjinin korunumu), durum denklemleri ve uygun smir sartlariyla beraber

kullanilir.

Eger akiglar, Newton’un siirtlinme kanununa uyuyorsa, yani hiz gradyam ile kayma
gerilmesi lineer olarak degisiyorsa bu tip akiskanlara Newtonyen akigkanlar denir.
Newton’un 6ne siirdiigii; laminer (diizgiin akis ¢izgileri) ve paralel bir akista, tabakalar

arasindaki ylizey gerilimi (1) tabakalara dik yondeki hiz gradyam1 (du/dy) ile

orantilidir. Bu oranti;

seklindedir. Burada u sabiti, viskozite sabiti, viskozite veya dinamik viskozite degerini

ifade etmektedir. Su ve gazlarin ¢ogu, Newton’un ortaya koymus oldugu bu kurala uyar

ve Newton tipi akigkanlar olarak adlandirilirlar.

Stirekli ortamlarin mekanigi incelenirken uygulanan kuvvetlere gore sekil degisimini
Olcen bazi katsayilar tanimlanmistir. Kati siirekli ortamlar icerisinde elastiste modiilii,
poisson orani ve kayma modiilii gibi katsayilar vardir. Bir siirekli ortam olarak akiskan
icin de hacim modiilii ve viskozite katsayis1 gibi iki katsayr tantmlanmistir. Bunlar bir
akiskana kuvvet uygulandiginda yapacagi davranis1 6ngérmemizi saglarlar. Katilar i¢in,
akiskandaki viskoziteye karsilik gelen kayma modiilii, kayma gerilmesinin yer
degistirmeye orani olarak tamimlanirken akiskanda viskozite, kayma gerilmesinin hiz

gradyenine orani olarak tanimlanir ( Akgiil M.B., 2008).
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2.4.2. Non - Newtonyen Akiskanlar

Kayma gerilmesi ile hiz gradyani non-lineer olarak degisiyorsa bu tip akislara non-
Newtonian akislar denir. Bu tip akigkanlarda kayma gerilmelerinin ¢ok kiigiik degerleri
disinda kayma gerilmesi ile hiz gradyani orantili degildir. ~ Non-Newtonyen
akiskanlarda viskozite hiz gradyanma bagimlhidir. Baz1 Non-Newtonyen akiskanlar i¢in,
sabit bir kayma gerilmesinde zamanla viskozite degisir. Sivilar, zamanla viskozite
artrtyorsa ‘rheopectic’ azaliyorsa ‘thixotropic’ olarak isimlendirilir. Viskozitesi sifir
oldugu kabul edilen akiskanlar ‘ideal akigkan’ olarak isimlendirilirler, kayma
deformasyon mukavemeti sifirdir ve grafik x ekseni ile ¢akisir. Bu tiir akiskan dogada
mevcut olmamakla beraber bu kabul matematiksel islemlerde biiyiik kolaylik saglar.
‘Ideal veya Elastik kat1’ hicbir yiik sartinda deformasyon gostermezler ve grafik y
ekseni ile cakisir. Bu tir akiskan dogada mevcut olmamakla beraber bu kabul

matematiksel iglemlerde biiyiik kolaylik saglar ( Yilmaz S., 2008).

T
ideal Bingham Plastik
a>1 (Dilatant) - n=1 (Newtonian) Rheopekiik
<1 (pssudoplastik)
T
TO
Thistropik
du
E zaman
a) Hiz gradyanina bagl sivilar b) Zamana bagl sivilar

Sekil 2.3 Non-Newtonian akislarda kayma gerilmesinin degisimi

Non-Newtonian akiglarin davranisini ‘Ostwald and de Waelle’ gii¢ kanunu ;

du
~k(2e. ) = k(—)"
T~ k(2e,,) (dy)
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yaklagimiyla ifade etmek miimkiindiir. Verilen denklemde k ve n non-Newtonian akisa
bagl katsayilar olup her bir akigskan i¢in ayr1 ayr1 hesaplanmalidir. n=1 Newtonian akis1
(k=p, su, hava ve yaglarda ), n=#1 ise non-Newtonian akis1 gosterir. n<l durumu
incelen siwvilar1 (pseudoplastik), n>1 kalinlasan sivilar1 (dilatant) gosterir. Kayma

gerilmesinin (t) kayma oramiyla (y :j—u) ve zamanla degisimi ¢esitli viskoz sivilar
y

icin Sekil 2.3.’de gosterilmistir.
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3. MATERYAL VE METOT
3.1. Hareket Denklemleri

Calismada oncelikle kartezyen koordinatlarda ikinci derece Power-Law akigkanlara ait
hareket denklemlerinin ¢ikis1 yapilacaktir. Denklemlerin ¢ikarilisinda Rivlin-Ericksen
tensorleri kullanilacaktir. Daha sonra bu denklemler vektorel formda ifade edilecektir.
Once ivme terimleri sonra viskoz terimler ve ikinci derece Power-Law akiskan

terimlerinin ¢ikis1 detayli olarak anlatilacaktir.
3.1.1. Tensorel Formda Hareket Denklemleri

Ikinci derece Power-Law akiskan modeline ait hareket denklemi tensorel formda
asagidaki gibi yazilmaktadir.

p((ii:* =divt +pb’ (3.1)

Burada; t* gerilme tensori, b* birim kiitle basma diisen dis kuvvet, p yogunluk, v* hiz

*

vektorii ve :tt ise ivmedir. Sikistirilamaz akiskan kabulii ile siireklilik denklemi

divv =0 (3.2)
gibi ifade edilir.

Power-Law akiskan ile ikinci derece akiskanlar1 birlestiren Newtonyen olmayan

akiskanlara ait biinye denklemi

t=—pl+I1"* (LA} +0, A +0, A7) (3.3)
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M- Gtr A?] (3.4)

seklindedir. Burada, p basmg, I birim matrisi, p viskozite katsayisi, o, ve o,

Newtonyen olmayan akiskan sabitleri, m Power-Law akiskan sabiti olup, m<0 olmasi1
halinde incelen akiskanlari, m>0 olmasi durumunda ise kabaran akiskanlar1 ifade

etmektedir. A ve A ise ilk iki Rivlin-Ericksen tensorleridir. Bu tensdrler

A =L +L"
A=A +AL'+L"A] (3.5)
A} =(A] )t +(grad A7)v’

bi¢iminde tanimlanmaktadir.

Denklem (3.5)’teki ifadelerde =~ L =grad v’  zamandan bagmmsiz  olarak

tanimlanmaktadir. Denklem (3.3)’iin tiirevi almirsa

m/2
* . 1 3# * % £
divt :—gradp+dlv(§trA]2] (;,LA1 +OL]A2+OL2A12)

| w2 (3.6)
+(§ tr A?] div(pA] +o, A} +0,AT)
1 m/2
denklemi elde edilir. Burada, div (EtrAfzj ifadesi asagidaki gibi de yazilabilir.
1 . m/2 1 5 m/2
div(atrAf] = grad(E‘Af j (3.7)

Ayrica tensorel formdaki hareket denkleminin ivme terimi vektorel olarak
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) 1 * * *
((11:* zzgrad‘v ‘2+(o XV (3.8)

seklinde yazilir. Burada @ = curl v" "dir.

Denklemler (3.6) ve (3.8) gdz 6niine almir ve b'=0 yazilirsa baslangigtaki hareket

denklemi (3.1) asagidaki gibi vektorel forma doniisiir.
1 2 e 1 e\

p Egrad‘v ‘ +® xv |=-—gradp+ grad S 1A

2 m/2

1y

[uV v +oc V 0 XV )+0L, grad(v*.V*zv*) (3.9)

(AT +0,A; +0,A7 ) + G

+i(2a, +aL, )zc:urad‘Af‘2 +(o, +a, ){A;’.V*2 v
+2div[(gradv*)(gradv*) T} }J
Boylece hareket denklemleri vektorel formda elde edilmis oldu.

Daha sonra denklem (3.9)’u boyutsuzlastirmak i¢in biitiin uzunluklar: bir karakteristik

uzunluk L ile ve biitiin hizlar1 da bir karakteristik hiz U ile bolelim.

\4
=__ 3.10
=y (3.10)
Basmg ise
p*
= 3.11
P U (3.11)

Diger terimler ise;
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2
Vi =V"L A=A A=A f
L L
wo. U . U . U
\a :szv © =0 A —?A2 (3.12)
Ve ZHVZ ’
L3

seklinde yazilir. Elde edilen (3.10), (3.11) ve (3.12) ifadeleri denklem (3.9)’da yerine

yazilirsa
1U pU> Uy 1 .e]2
rad +—m>< =—"—oradp+| — ad| —|A
p(ng lq’ - q] Lgrp(ngr[z 1}
U .. u? . U’ ., Uml*z% U._,
Ao, —A o, —AZ |+ =] | =|A -V
(HLz L A 2] (L] (2 ! ] [“Lz q (3.13)

2 2 2

1
+a, %Vzqu +a, %q.vzq +—(20, +a, )%

+(a, +oc2)U {A V2q+2dlv[((gradq)(gradq) )]}J

bulunur. Denklem (3.13) L/ pU? ile ¢arpilirsa asagidaki gibi boyutsuz hale gelir.

1 u\” 1 3
Egrad|q|2 +mxq=-gradp + (fj grad [E‘Al ‘2}

m 12
BoA A, 22 A +(Hj l\Alfj £ _vyq
pUL pL pL L 2 pUL

0 2
+—V oxq +—=grad(q.V’q) +— 2—+— rad A
1z Veng pL - grad(q.V’q) ( o jg A,

(3.14)

—{%-FPTJ{A V2q+2dw[((gradq)(gradq) )}}J
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(3.14) denklemine asagidaki gibi boyutsuz katsayilar tanimlanabilir.

m m Um
e ) R S

Tanimlanan boyutsuz katsayilar denklem (3.14)’te yerine yazilirsa boyutsuz vektorel

hareket denkleminin son hali agagidaki gibi elde edilir.

%g1rad|q|2 +@xq =—gradp + grad [%‘Al ‘2 T (eA, +e,A, +2,A7)

1 2 1
+(§‘Al m [svzq +gV'oxq +¢,grad(q.V’q) + 2(28] +g,)grad ‘Al ‘2 (3.16)
e, +6,){A, V2q+ Zdiv[((gradq)(gradq)T)]}J
3.1.2. Kartezyen Koordinat Sistemine Gore Hareket Denklemleri
Calismanin bu kisminda kartezyen koordinat sistemine gore denklem (3.16) yeniden
yazilacaktir. Oncelikle denklem (3.16)’daki terimler asagidaki gibi tek tek

hesaplanacaktir.

Hiz ve gradyan operatoriinii agagidaki gibi tanimlayabiliriz.

q=u(x,y)i+v(x,y)j (3.17)
0. 0,
V:(a—xl,g]] (3.18)

Hiz operatoriindeki u, x yoniindeki vektorel hizi ifade ederken; v, y yoniindeki hiz1 ifade

etmektedir.
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Bundan sonraki asamada ise (3.16)’daki vektorel denklemler sirasiyla hesaplanacaktir.
Denklem (3.16)’da hiz operatoriiniin karesi |q" asagidaki denklemde belirtildigi gibi

1fade edilmektedir.
laf = v +v? (3.19)

Denklem (3.19)’da yer alan |q|2 ifadesinin gradyan alinirsa

Vig[ :a%(uz +V2)i+%(u2 +v*)j (3.20)

ifadesi elde edilir. Elde edilen bu ifade 2’ye boliiniirse
1
—V|q|’ :(ua—u+v2—V]i+(uZ—u+V6—V]j (3.21)

seklinde olur. @ ifadesi ise agagidaki gibi yazilabilir.

i i k

o =rotq = o 9 9 = ov_Qu k (3.22)
ox 0y 0z ox oy
u v 0

oxq ifadesi ise denklem (3.17) ile denklem (3.22)’un vektorel carpimidir. Carpim

sonucu ise su sekildedir.

i j kK

oxq=[0 0 co:—(ovi+couj:(Va—u—va—vji+(u6—v—u6—u]j (3.23)

oy 0
u v 0 Y X
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Basing gradyani ise;

seklinde yazilir.

Simdi de denklem (3.16)’da yer alan |A, * *sinin hesaplanmasi yapilacaktir.

asagidaki gibidir.
A =L+L' :gradq+(gradq)T (3.25)

Yukaridaki ifade de L =gradq’dir. L ve q, denklem (3.25)’de yerine yazilirsa A, ’in

esiti asagidaki gibi bulunur.

ou ov Ou
2— —+—
B ox ox oy
A = (3.26)
v ou L,y

ox Oy oy

Bundan sonraki agsamada ise |A]|2 ifadesi asagidaki gibi hesaplanacaktir.

(6u T ov ouY ou( ov 6u ov(ov Ou ]
4| — | +| —+— 2— +2—| —+—
ox ox oy ox | ox 6y oy\ox Oy

A’ = (3.27)

ou(ov Ou ov(ov Ou ovY (ov au)
2—| —+— [+2—| —+— 4 — | +| —+—
| ox\0x Oy oy\ox 0oy oy ox 0oy

Carpim islemi yapilip kosegen elemanlar1 toplanirsa |A] |2 asagidaki gibi bulunmus olur.

2
A —8(6‘1] b 28 (3.28)
ox ox Oy
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m/2
Buradan da (%|A] |2j ’nin esiti asagidaki gibi bulunur.

Loy [ fouy (ov au} ]
(—|A,|2] - 4(-“) & (3.29)
2 ox Ox Oy

Denklem (3.29)’un gradyani alinirsa

1 " m ouY (ov ouY B ou &’u
grad(—|A]|2j =— 4(—] =+ = 8 ———
2 2 ox ox oy 0x 0x

ov oul(ov 0d%u || ou 0*u ov oul( o*’v o).
+2| —+— >+ i+|8— +2| —+— +— ||
ox 0Oy )\ 0x~ 0Oxoy 0X 0x0y 0x 0y )\0x0y Oy

ifadesi elde edilir.

(3.30)

Denklem (3.16)’da bulunan V?q terimi ise asagidaki gibi bulunur.

V?q = —rot(rotq) =—rotm = CH +6_(oj
dy 0Ox
o’'v od’u o’v  o™u ] (3:31)

= - i+ —+ i
oxo0y Oy ox”~ 0Oxoy

Stireklilik denklemi olan denklem (3.2)’nin gradyani alinip denklem (3.31)’da yerine
yazildiginda asagidaki denklemi elde ederiz.

2 2 2 2
E T AL P R AR (3.32)
ox°~ oy ox~ 0oy

V’® xq teriminin esitini bulmak i¢in dncelikle V?® 1n degeri bulunmustur. Bu terimin

degeri asagidaki gibidir.
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(3.33)

2 2 3 3 3 3
vzm:_mt(mtm):(a@ a@]k:(av ou v 6u]

— + —
ox> oy’ ox’ 0x’0y oxoy° oy’

Denklem (3.32)’de siireklilik denkleminden gelen —Z—u yerine % yazildiginda
X

asagidaki denklemi elde ederiz.

3 3 3
Vio=| LY 0V Tu ) (3.34)
ox oxoy~ 0oy

Denklem (3.34) ile denklem (3.17) vektorel olarak carpilirsa

3 3 3 3 3 3
o’v o’v 6u]i+ (6V o’v 8u], (3.35)

Voxq=-v +2 - u +2 -
q (6){3 oxoy® oy’ ox® oxoy’ oy’ !

ifadesi olusur.

grad(q.qu) ifadesinin esitini bulmak i¢in énce q.V’q bulunmalidir ve bu terimin

degeri ise agsagidaki gibidir.

2 2 2 2
q.V’q =u (a—‘j+a—‘j]+v(a—Z+a—f) (3.36)
ox° oy ox°~ oy

Denklem (3.36)’nin gradyani alinirsa grad(q.qu) ifadesinin esiti
ou (o*u 0o’u o'u  o’u
ad(q.Vq)=| — | —S+— |+U| —+——
& (q q) {6){ (6){2 6y2] u(@x3 6X6y2]
ov (o*v 0*v o’v. dv )|. |oufd’u ou
t— | =t |tV]| ==+ S i+ — | = +t== (3.37)
ox \ 0x° oy ox”  0x0y Oy \ 0x° 0Oy

v du) ov(ov v v ov)|.
HU| ——+— [+ — = |tV ==t = ||]
ox°0y 0oy Oy \ ox* 0Oy 0x°0y 0oy
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seklinde ifade elde edilir.

Denklem (3.16)’da grad|A,|* ifadesinin degeri, denklem (3.28)’nin gradyani almarak

bulunur ve asagidaki gibi gosterilir.

2 2 2
grad|A[ =| 162200 g OV Ou N[OV, OU
O0x 0X ox 0y )\ ox~ 0Oxoy

ou o’u ov oull o*’v 0%,
+| 16— +4| —+— +— 1)
Ox 0x0y ox 0y )\ 0x0y Oy

A, V’q ifadesinin esiti, A, ile denklem (3.32)’nin garpilmasiyla elde edilir. Bu ¢arpim

(3.38)

sonucu

i ou(0*u o*u ov oulfo*v o%v
2— | =t | == || ==t
ox\ 0x~ oy ox 0oy )\ ox~ oy

A Viq= (3.39)

ov oOu\(ou 0%u ov[o*v o*v
—t— || =t |2 | =t
ox 0oy )\ ox~ Oy oy \ 0x~ 0oy

seklinde ifade edilir.

Simdi de denklem (3.16)’da bulunan div[(grad q)(grad q)T} terimini hesaplayalim. i1k

once (gradq)(gradq)T teriminin degerleri yazilir ve matris carpimi asagidaki gibi

olusur.

ou aulau ov (6_) (6_] udv oudv|
(eradq) (gradq)T _|ox dy X Ox | \ox oy 0x 0x 0y Oy
ox dy Loy Oy | Ox 0x Oy 0y \0x oy
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Denklem (3.40)’1n diverjans1 alinirsa asagidaki ifade elde edilir.

(6_11]2 (6_] uov oudv|
) 0 0 ox oy Ox 0x Oy o0y
dlv[(gradq)(gradq)T] :{ } (3.41)

x ¥fouov ouov (6_) o)
| Ox 0x 0Oy dy \0x oy

Elde edilen bu ifadenin matris ¢arpimi yapilirsa

mou Ouwdu ovou ovou

i Ox 0x> 0y 0x0y Ox 0x0y Oy oy’
dlv[(gradq)(grad q)T} = ) ) ) ) (3.42)

ouo’v 6u8v+6V6V ovo'v

Ox 0x> 0Oy 0x0y O0x 0x0y 0Oy oy’

elde edilir.

Hesaplanan biitlin terimler, denklem (3.16)’da yerlestirilir ve bu ifadelerin x ile y

bilesenleri i¢in ayristirilmasi sonucunda asagidaki denklemlere ulasilir.
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X - yoniinde hareket denklemi:

ou 6u

Lo _Op, m|,(u j o 6u
ox 6y 6X 6X ox 6y

ov 6u 6
2| —+— 2 — + g
ox 6y ox? 6X6y

(2] a2 ﬁ“ﬂ [2‘;
e e ]

+| 8—

Ox 0x0y ox 0oy

2

2
X

(6V
— 4
Ox

o’'u
0x0y

)]

+2v

ov Ou o’v  0%u o’v o4u
gl —+— |+g|ul —+ +v +—
ox Oy 0x”~ 0Ox0y 0x0y 0Oy

ou Ou

2
+2——+ 26—‘/6—V + 4(6—11) + 6_V+6_u
ox 0y  Ox Oy ox ox Oy

o’u o*u o’v o*u o’u
€ —2+—2 +8] -V > +Vv 3 +u 3
ox"~ oy 0x0y oy ox

o’u oud’u oéud’u | ovov
+13——+———+4——
0x 0y 0x 0x
ov o*u
O0x 0x0y

6u o0°v ou
—+2
6y ox’

+u 5
ox0y ox 0x

ou 0*v ou 0’u

3= it

oy 0x> Oy 0x0y

2 2

+€, 8611a +26V6 +
ox 0x” ox 0x”

0’u

— +
o0y 0x0y
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5 ov o’u
O0x 0x0y

ou 0’u
8— 2
O0X 0X

)

(3.43)



y - yoniinde hareket denklemi:

2 2 %_]
ua—v+v6—vz—6—p+2 4(6—11] + 6_V+6_u 8
ox oy oy 2 ox ox 0oy
ov  Ou o’v
—+— |+g | u| —+
ox 0oy ox°~ 0x0y

o’v ou du du 0’u
+v t— |2 ——+2—— | |+|8—
oxo0y Oy ox o0y  Ox 0y O0Xx 0x0y

ov ou )l o’v
+2| —+— ~+
ox Oy )\ 0x

o’u ov Ov

ov oull é’v d’u ov
+2| —+— +— ||| 2v—+¢g| 2u
ox 0y )\ 0xdy Oy oy 0X0y

2 ox Oy

2
+2V6_V+2a_u 6_V+6_u +4
dy" 0Oy

=k

au
O0x Ox*

o’v

2 2 |2 2 2 3

ou ov Ou ov 0Ov o’v
+H 4 — | +| —+— el —+t—5 |t&|u_—
ox ox Oy ox~ 0oy ox

o*v o'v o’v
+u StV ——+V—5+
ox0y ox°0y Oy

ou 0’u ov 0°v

ov 0*u

oud’u ovo'v
PPN
Oy 0y~ 0y 0x

+13— +3— +
Ox 0x0y  OX 0x0y
ov 0°u

ou 0°u
+e,| 8 —
0x Oy

— +
Ox 0x0y
Sireklilik denklemi ise

ou Ov

—+—=0
ox Oy

seklindedir.

— +
ox oy’

ou 0’u
22— +2—
oy oy 0y 0x0y

26_u o°v
Oy 0x0y
ou 0°v

ov o’v
O0Xx 0x0y

(3.44)

)

(3.45)

Elde edilen (3.43), (3.44) ve (3.45) ifadeleri, kartezyen koordinat sistemine gore

herhangi bir ikinci derece Power-Law akiskanin hareketini belirleyen denklemlerdir.
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Bu tez ¢alismasinda g6zenekli bir yiizey iizerinde akis icin hareketin sadece x yoniinde
oldugu ve sadece y’ye bagli olarak degistigi kabulii yapilmistir. Asagida bu
tanimlamanin matematiksel ifadesi verilmistir.

u=u(y), v=-v, (3.46)

Burada, v, plaka yiizeyindeki emme veya piiskiirtme hizlarmi ifade eden bir sabittir.

v, >0 i¢in emme durumunu, v, <0 i¢in ise piiskiirtme durumunu ifade etmektedir.

Denklem (3.46)’deki kabuller denklem (3.43), (3.44) ve (3.45)’de yerine konulursa
ikinci dereceden Power-Law akiskana ait momentum denklemleri ve probleme ait sinir

sartlar1 asagidaki gibi elde edilmis olur.

x- yoniindeki momentum denklemi:

gou_ ap mfou)" [ (o)
oy  ox 2\oy dy ) oy

2. \? m 2 3
1260, & a—‘j] +(a—“] {ga—‘j+g,vo 6—‘31] (3.47)
oy \ Oy oy oy oy

y - yoniindeki momentum denklemi:

a 8 m+l1 62
0=—L L (m+2)(2¢ +5,)| = | = (3.48)
oY oy oy
Denklem (3.48) ’nin integrali aliirsa yeni bir basing fonksiyonu
a m+2
— u
P=p—(2¢,+ 82)(—] (3.49)
oy
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elde edilir.

Bu durumda op/dy=0 ve Op/0x=0 elde edilir. Bu esitlikler denklem (3.47)’de

yeniden yerine yazilirsa

ou ou)" 8% ou)" (oY
—+g(m+1) — —&V,m| — —
’ oy oy ) Oy oy oy

(3.50)
—€Vy
Y
sinir tabakasi1 denklemine ulasilmis olur.
Elde edilen smir tabakasi1 denklemine ait sinir sartlar ise
du
u(0)=0, u(o)=1, d—(OO)zO (3.51)
y

seklindedir.

Bu kisimda ikinci derece Power-Low akigskana ait hareket denklemleri olan (3.43) ve
(3.44), Rivlin-Ericksen tensorleri kullanilarak ¢ikartilmistir. Daha sonra elde edilen bu
denklemler boyutsuzlastirildiktan sonra denklem (3.50) sinir tabakasi denklemi elde
edilmistir. Bir sonraki kisimda ise elde edilen denklem (3.50), Matlab Sbvp paket

programina aktarilarak. niimerik ¢6ztimler elde edilecektir.
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4. NUMERIK COZUMLER

Bu boliimde iiglincii kisimda elde edilen ikinci derece Power-Low akigkana ait sinir
tabakas1 denklemi (3.50) ve smir sartlar1 (3.51) Matlab Sbvp paket programina
aktarilarak niimerik ¢oziimler yapilmistir. Niimerik ¢oziimlerin Matlab Sbvp paket
programina aktarilmasi i¢in olusturulan M-File dosyasi EK-1’de gosterilmistir. Daha

sonra vo, €, €, m gibi sabitlerin farkli degerleri i¢in ¢izilen grafiklerde hiz ve sinir

tabakast kalinligmin degisimi incelenmistir. Bu degisimler, Sekil 4.1-4.14°da

gosterilmistir.

0.9F i

0.7+ vo=1.5 B

0.6 vo=1 B

0.5- i
u vo=0.5

0.4 .

0.3

T
1

0.2

T
1

0.1

Sekil 4.1. Emmenin hiz profili iizerindeki etkileri (m=0.2, e=1, ¢, =1)

Sekil 4.1°’de v, m pozitif (emme) degerleri i¢in hiz ve smir tabakasi kalmliginin

degisimi gosterilmistir. Emme degerleri arttikga akiskan hizinin arttigi goriilmektedir.

Sinir tabakasi kalinlig1 ise emme degerleri arttik¢ca azalmaktadir.
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Sekil 4.2. Piiskiirtmenin hiz profili iizerindeki etkileri (m=0.2, e=1, ¢, =1)

Sekil 4.2°de v, ’1n negatif (piiskiirtme) degerleri i¢in hiz ve smir tabakasi kalinliginin
degisimi gosterilmistir. Puskiirtme degerleri azaltildiginda yani v, degerleri negatif

yonde azaldiginda akiskan hizi da azalmaktadir. Ayrica piiskiirtme degerleri azaldik¢a

sinir tabakasi kalinliginin arttig1 goriilmektedir.
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Sekil 4.3. Piiskiirtme degerlerinin incelen akiskanlar i¢in hiz profili iizerindeki etkileri
(m=-02,e=1,¢ =1)

Sekil 4.3°de piiskiirtmenin negatif degerlerinin m<0 i¢in hiz ve sinir tabakas1 tizerindeki
etkileri gosterilmistir. Burada vy degerleri negatif yonde azaldik¢a akiskan hizi da
azalmaktadir. Sinir tabakasi kalinlig1 ise artmaktadir. Ancak akiskan hizinin sekil 4.2’ye
gore azaldig1 goriilmektedir. Sekil 4.2°de m>0 durumu i¢in piiskiirtmenin negatif
degerleri incelenmistir. Boylece kabaran akigkanlar icin akiskan hizinmn, incelen

akiskanlardan daha fazla oldugu goriilmektedir.
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0.9 i

0.7+ i
vo= -1

vo=1

0.4~ B

0.31 i

0.2 i

Sekil 4.4. Emme ve piiskiirtmenin hiz profili iizerindeki etkileri (m=0.2, e=1, g, =1)

Sekil 4.4°’de vo’in pozitif ve negatif degerleri birlikte verilerek hiz ve sinir tabakasi

kalmhig iizerindeki etkileri karsilagtirilmistir. v, m piiskiirtme durumundaki degerleri

icin akiskan hizinin emme durumundaki akigkan hizindan daha fazla oldugu
goriilmektedir. Ayrica emme durumundaki sinir tabakasi kalmhigmin daha biiyiik
oldugu gorilmektedir. Sekil 4.1 ve sekil 4.2°deki grafiklere bakacak olursak, v,’m
negatif degerleri pozitif degerlere gore akiskan hizin1 daha fazla artirmaktadir. Fakat

v, ‘1n negatif degerleri sifira yaklastikca akiskan hizi artar.
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Sekil 4.5. Power-Law {issiiniin pozitif degerlerinin hiz profili iizerindeki etkileri
(V()Zl, e=1, € = 02)

Sekil 4.5°de Power-Law {issiiniin pozitif degerlerinin hiz profili ve smir tabakasi
kalinlhig1 lizerindeki etkileri gosterilmistir. Power-Law {issii degerleri pozitif yonde

arttirildiginda hizin artar, sinir tabakasi kalligi ise azalir.
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0.9

0.8+ J
m=-0.1
0.7r m=- 0.2 1

0.6F m=-0.3 i

0.4F A

0.3

0.2F i

0.1F i

Sekil 4.6. Power-Law {issiiniin negatif degerlerinin hiz profili {izerindeki etkileri
(V()Zl, e=1, € = 02)

Sekil 4.6’te Power-Law iissliniin negatif degerlerinin hiz profili ve sinir tabakasi
kalinlhig1 tizerindeki etkileri gosterilmistir. Power-Law {issii degerleri negatif yonde

azalirken akigskan hizi da azalmaktadir. Sinir tabakasi kalinligi ise artmaktadir.
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0.9 i

0.7- i

’ \ m=0.2
0.6 _

0.4+ A

0.2- i

0.1r i

Sekil 4.7. Power-Law issiiniin pozitif ve negatif degerlerinin hiz profili lizerindeki etkileri
(V()Zl, e=1, € = 02)

Sekil 4,7°de m’in pozitif ve negatif degerlerinin hiz profili ve smir tabakasi tizerindeki
etkileri karsilastirilmistir. m’in pozitif degerleri i¢in yani kabaran akigkanlar i¢in
akiskan hizmin daha biiylik oldugu goriilmektedir. Sinir tabakasi kalinligi ise m’in

negatif degerleri yani incelen akiskanlar da daha biiyiik oldugu goriilmektedir.
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0.9

T
1

0.8

e=0.2
e=0.4
0.6 :
e=0.6
0.5

T
1

0.4+ A

0.1 i

Sekil 4.8. Viskoz etkilerin piiskiirtme durumunda hiz profili iizerindeki etkileri
(vo=1,m=0.2, ¢, =1)

Sekil 4.8’de viskoz etkilerin akiskan hizi ve sinir tabakasi kalinligin tizerindeki etkileri
gosterilmistir. Akiskanin viskozite degerleri arttirildigi zaman, akigkan katilasacagi i¢in

hiz profili azalmaktadir. Ayn1 zamanda smir tabakasi kalinliginin ise arttig1 goriilmektir.
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T

0.9 i

0.8F e=0.6 5

0.6 i

0.4F .

0.3F i

0.1 i

Sekil 4.9. Viskoz etkilerin emme durumunda hiz profili iizerindeki etkileri

(vo=-1,m=0.2, g, =1)
Sekil 4.9°da viskozitenin emme durumunda hiz profili ve sinir tabakasi tizerindeki
etkileri gosterilmistir. Viskozite degerleri arttikga akiskan hizi da artmaktadir. Sinir
tabakas1 kalinlig1 ise azalmaktadir. Sekil 4.8’e bakildig1 zaman viskoz etkilerin emme
durumundaki akiskan hizinin piiskiirtme durumuna gore daha fazla oldugu goriiliir.
Buna bagh olarak da piiskiirtme durumunda sinir tabakasi kalinliginin emme

durumundan daha fazla oldugunu soyleyebiliriz.
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0.91 i

0.8 e=0.6

0.7- e=0.4 i

0.6 e=0.2

0.4+ .

0.2} i

Sekil 4.10. Viskoz etkilerin incelen akiskanlar i¢in hiz profili tizerindeki etkileri
(vi=-1,m=-0.2, g, =1)

Sekil 4.10°da viskozitenin farkli degerlerinin emme durumu ve incelen akiskanlar icin

hiz ve smir tabakasina olan etkileri gosterilmistir. Sekil 4.10°daki akiskan hizina

bakacak olursak sekil 4.9’a gore hizin azaldigimmi goriiriiz. Buradan da kabaran

akiskanlarin hizinin incelen akiskanlara gore daha fazla oldugunu soyleyebiliriz.

42



0.9

T
1

0.8

0.7+ e=0.2 i

e=0.4
0.6+ il
e=0.6

0.4

0.3

0.1H i

Sekil 4.11. Viskoz etkilerin piiskiirtme durumu ve incelen akiskanlar i¢in hiz profili lizerindeki
etkileri (vo=1,m=-0.2, g, =1)

Sekil 4.11°de viskoz etkilerin pliskiirtme durumu ve incelen akigkanlar i¢in hiz ve smir
tabakasi iizerindeki etkileri gosterilmistir. Sekil 4.8’e bakildig1 zaman sekil 4.11°de

akiskan hizinin azaldigini gorebiliriz.
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0.9

0.8F i
e1=0.2

e1=0.4

0.6 i
e1=0.6

0.4F A

0.3

0.2F i

0.1F i

Sekil 4.12. ikinci derece akiskan sabitinin hiz profili iizerindeki etkileri (vo=1, m=0.2, ¢ =1)

Sekil 4.12°de ikinci derece akiskan sabitinin hiz profili ve smir tabakasi kalinligina olan

etkileri gosterilmistir. €, degerleri arttirildiginda akiskan hizi azalirken sinir tabakasi

kalinlig1 artar.
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Sekil 4.13. ikinci derece akiskan sabitinin emme durumunda hiz profili {izerindeki etkileri
vo=-1,m=0.2,e=1)

Sekil 4.13’te ikinci derece akigkan sabitinin emme durumunda hiz ve smir tabakasi

uzerindeki etkileri gosterilmistir. grafiSe bakacak olursak €, degerleri arttikca akiskan

hizinmn azaldigini fakat sinir tabakasi kalinliginin arttigini sdyleyebiliriz.
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Sekil 4.14. ikinci derece akiskan sabitinin incelen akiskanlar icin hiz profili {izerindeki etkileri
vo=1,m=-02,e=1)

Sekil 4.14’de ikinci derece akigkan sabitinin piiskiirtme durumunda ve incelen
akigkanlar i¢in hiz ve smir tabakasi lizerindeki etkileri gosterilmistir. €, degerleri

arttik¢a akigkan hizinin azaldigini ve sinir tabakasi kalinligmin arttigini sdyleyebiliriz.
Sekil 4.13’e bakildig1 zaman emme durumunda akiskan hizinin piiskiirtme durumuna

gore daha fazla oldugu goriiliir.
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SONUCLAR

Yapilan bu tez g¢alismasinda goézenekli bir ylizey iizerindeki Newtonyen olmayan
akiskan akisinda momentum denklemleri incelenmistir. Ilk olarak ikinci derece Power-
Law akiskanlara ait en genel hareket denklemleri elde edilmistir. Denklemlerin
cikarilisinda Rivlin-Ericksen tensorleri kullanilmistir. Bu denklemler i¢in ikinci derece
Power-Law akis1 ifade eden smir sartlari belirlenerek ¢oziimlerin daha genel olabilmesi
icin denklemler boyutsuz hale getirilmistir. Sonugta ikinci derece Power-Law akigskana
ait smir tabakasi denklemi elde edilmistir. Daha sonra elde edilen sinir tabakasi
denklemi ve smir sartlar1 Matlab Sbvp Paket programina aktarilarak niimerik ¢éziimler
yapilmistir. Yapilan ¢éziimlerde vy degeri sabit olarak kabul edilmistir. Ayrica sadece y

yoniinde yani tek boyutlu akis ele alinmistir. Elde edilen bu verilere gore vo, €, €,, m

gibi degiskenlerin farkli degerleri i¢in grafikler cizilip akiskan hizi ve sinir tabakasi

kalinlig1 izerindeki etkileri incelenmistir.

Yapilan ¢alismalar neticesinde vo’in pozitif (emme) degerleri arttikca akiskan hizinin
arttig1 fakat sinir tabakasi kalinligmin azaldig1 goriilmektedir. vo’in negatif (piliskiirtme)
degerleri ise akiskan hizin1 daha fazla arttwrmaktadir. Puskiirtme degerleri sifira

yaklastikca akiskan hizi artmakta fakat sinir tabakasi kalinligi azalmaktadir.

Ayrica power-law iissli (m) degerleri arttikca akiskan hizi da artmaktadir. Sinir tabakasi
kalinlig1 ise azalmaktadir. Viskozite (¢) degerleri arttikca akigkan katilasacagi i¢cin hiz

azalmaktadir ve buna bagli olarak da smir tabakasi kalinlig ise artmaktadir.
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EKLER

EK-1 Niimerik Co6ziimlerin Matlab Sbvp Paket Progranmina Aktarilmas: Igin
Olusturulan M-File Dosyas1

function out=tezim(flag,t,vy,va,yb,V,m,e,el)

switch flag

case 'f'

T=(e*m*abs (y (2)) " (m) *y (3)+V*y (2) +te*abs (y (2)) " (m) *y (3) -
el*V*m*abs (y(2)) "~ (m-1) *y (3)"2) / (el*V*abs (y(2)) " (m)) ;
if y(2)==0]1y(3)==0]|V==0]| |m==0]| |e==0]|el==

out= [y (2)
v (3)
01;

end

case 'df/dy’
==011y(3)==0]|V==0] |[m==0] |e==0] |el==

else
C=0;
D= (e*m”2* (y(2)) " (m) *y (3) +V*y (2) +e*abs (y(2)) " y(3)-
el*V*m*abs (y(2)) " (m-1)* (m-1) *y (3) "2) / (el*V*abs ( (m+l))
) (m

Yy m
)) 2
)" (
el*V*m*abs (y (2)) " (m )*y<3)A2)*m)/(e1*V*abs( (2))~

E=(e*m*abs (y (2)) (m) +e* (y (2)) " (m) -2*el*V*m*a

1) *y(3))/ (el*V*abs (y(2)) "~ (m));

(m) *m

y(2))”
((e*m*abs (y (2 ) *y (3)+V*y (2) +e*abs (y(2)) " (m) *y (3)

) N (m+1

bs (y (2 )) (m—

S

case 'dR/dya'

out=[1,0,0
0,0,0
0,0,0];
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case 'dR/dyb'
out=[0,0,0

1,0,0

0,1,0];
case 'bvpopt'
otherwise
error ('unknown flag');
end

clear all
v=1;
m=-0.2;
e=1;
el=0.2;

tau0=linspace(1,10,101);
[tau, y]=sbvpcol (Gtezim,tauld,'','',V,m, e, el);

figure (1)

plot (tau,y(l,:),'c")
hold on
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