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1. GIRIS Seda KINACI

1. GIRIS

Bu c¢aligmada inceledigimiz topolojik grup ve 0zellikle kompakt (topolojik)
grup kavramlart matematigin birgok alamnda karsimiza gikmaktadir. Lineer (matris)
gruplar bunun somut drnekleridir. Bunlar, kompakt abelyen gruplarin teorisinde
merkezi bir role sahiptir.

Merkezi 6nemi olan baska bir calisma da projektif limitleridir. Kompakt
gruplarda temel sonuglardan bazilari, bu kavramla erken bir asamada karsilasmay1
gerektirir.

Kompakt abelyen gruplarin teorisinde en st nokta Pontryagin Dualite
Teoremi’ ne uzanir. Bunu su sekilde sdyleyebiliriz; G bir kompakt abelyen grup ise
onun karakter grubu, G , bir abelyen gruptur ve A bir abelyen grup ise, A bir
kompakt abelyen gruptur. Pontryagin Dualite Teoremi, ¢’ nin karakter grubunun

A
~

karakter grubu, G’ nn, G topolojik grubuna izomorfik oldugunu ve A’ nin A
grubuna izomorfik oldugunu soyler. Dualite teorisini, vektor uzay: teorisinden

tamyoruz fakat burada sasirtici olan gercgek; bir ¢ kompakt abelyen grubundan, onun
karakter grubu, G, abelyen grubuna hicbir bilgi kaybi olmadan ulasabilmektir.

CUnkl ¢ kompakt grubunu, karakter grubu, G 'dan, onun karakter grubu é yi
alarak, yeniden elde edebiliriz.

Biz bu ¢alismada Pontryagin Dualite Teoremi’ nin yarisini, projektif limitleri
kullanarak ispatlacik. Ispatin anahtar;; her abelyen grubun, sonlu Uretilmis alt
gruplarinin bir yonlendirilmis birlesimi oldugunu incelemek ve bunun karakter
gruplart icin ne anlama geldigini analiz etmektir. Bu kompakt tamamen baglantisiz
gruplarin prosonlu oldugunun goésterildigi projektif limitler calismasini gerektirir.
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2.CEBIRSEL LIMITLER Seda KINACI

2. CEBIRSEL LIiMIiTLER
2.1 Direkt Sistem ve Direkt Limit

Tanim: (I, <) kismi sirali  bir kime olsun. Eger her i,i €I icin
i"<ivei” <i olacak sekilde bir i” € I varsa (I, <) kiimesine yonlendirilmis kiime
denir.

Ornek: (N, <) kismi siral1 bir kiime ve burada < siralama bagintisi a < b a
seklindedir. (N, <) yonlendirilmis bir kimedir. Clnkii a,b € N olmak Uzere
¢ = okek(a,b) €N

. =a<c , b/, =b<c ol

Tanmm: (I,<) yonlendirilmis bir kiime {M;},c; (I ile indekslenmis) R-moduiller
ales (R: birimli ve degismeli halka) ve i<i' ise ¢,;;:M; > M, modil

homomorfizmi vardir dyleki i <j < k igin

diyagram degismeli yani @; ,@; ; = @;) olsun. Bu durumda
{(M;,0;;):i,jeTvei<j} bir direkt sistem denir. Genelde bir direkt sistem
sadece {M,};c; seklinde gosterilir.

Tanmm:{M,};,; bir direkt sisem olsun. Eger M bir R-modil ve her i €I icin

@;:M; > M R_modil homomorfizmi var vei < j iken

M; _oi |

; M
Pi j Tﬁl’j
M;

vl
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diyagrami degismeli oluyor ve N bir R-moduil ve her i € I igin;: M; - N R-modul

homomorfizmi var dyleki i <j igin

M; ¢, N

QDN Y;

J

g

M; > M; y o |

her i €1 igin

M, M

Pi ,

Y\ O |¢Y

Yo, =; olacak sekilde bir tek ¥: M — N R-modil homomorfizmi var ise M R-
moduliine {M,};c, direkt sistemin direkt limiti denir velim_, M; =M ile gogterilir.
Teorem:Direkt limit vardir.

Ispat: {M;};c; direkt sistem olsun. M* = @ ;;M; ={f:f:1->UM;,f(@i)€
M; her i € I icin ve sonlu tanesi disimda f(i) = 0} = {(x;);e; : x; €

M; ve sonlu tane disinda x; = 0}

her i €1 icin @ M;> @ie/M; , @;(x) = (x)ier Oyle ki (x;)ie; € BierM;
elemaninin i. bileseni x, digerleri O.

, . +
N = (q)]q)l'](xl) - qoi(xi) X € Mi Ve 1 S]) olsun. M = M /N alirsak

QiiM; > M (x;)ie 1 bileseni x,digerleri O.
@i(x) = (x)ier N
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i <j olsun. M; o; M

degismeli oldugunu gosterelim. x; € M; alalim.
jp;ij(x) —@i(x;) EN = @;jp;;(x )N =¢@;(x;)N € M.

M= M+/N , {M;};¢; direkt sistemin direkt limitidir.

Teorem:Direkt limit tektir.

Ispat: Mve N {M;};; direkt sistemin direkt limiti olsun. M , {M;};c; direkt
sistemin direkt limiti oldugundan her i € I icin ¢;: M; - M R-moddl homomorfizmi
vardir. Benzer sekilde N , {M,};c, direkt sistemin direkt limiti oldugundan her i € I

iciny;: M; > N R-modil homomorfizmi vardir.

Direkt limitin evrensel 6zelliginden M; _4; N

N Tlp Wi =1 olacek sekilde

M

Y:M - N R-modil homomorfizmi vardir. Benzer sekilde N'nin direkt limiti

olusundan

M; _o; M

N lqb ¢, = ¢; olacak sekilde

N

¢:N = M R-modul homomorfizmi vardir.

dYi=@; ve P, =1y @; oldugundan ¢y, =¢; = PP =1y

Yo, = P; ve ¢py; = ¢; oldugundan Yo ¢; = p; = P¢ =1y olur.
Dolayisiyla ¥: M — N R-modul izomorfizmidir. (=1 = 9).
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Ornek:I yonlendirilmis bir kiime olsun. {M;};c; , R-modiiller ailesi ve i <j ise
M; < M; olsun. O halde ¢;;:M; » M; icerme donlsumi ile {M;};¢,; bir direkt
sistemdir. M = U;e; M; olsun. x,y € U;e; M; olsun. x € M; bir i €1 igin, y € M;
bir j € I igin, I yonlendirilmis kime oldugundan bir k €1 igcini <k, j <k olur.
Dolayisiyla M; € M, ve M; € M, olur.

O hade x,yeM, , x+yeM, = x+yeUigM; ve reR ise
rx+y)=rx+ryeM, = r(x+y)€ U M,;. Buradan U;c; M; bir R-modil

olur.Her i € I i¢in@;: M; » Ui M; , ¢;(x) = x olarak tammlanirsai < j ise

M; _@;i M
@i () Iq;j degismeli
M :

Bu durumda lim_ M; =M = U;¢; M; olur.
2.2. Projektif Sistem ve Projektif Limit

Tanim: (I, <) kismi siral1 bir kime ve i,i’ € I iken; i"" <ivei” < i’ olacak sekilde
bir i" € I olsun. {M;};c; R-modiiller ailesi vei < j iken ¢;;:M; > M;  R-modil
homorfizmleri var olsun dyle ki
N @ui=1y,

(i) i<j<kiken

M ; M;
k q)],k Ji

Qik U |g;; diyagram degismeli yani

M;
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®ij Pjx = @i Olsun. Bu durumda {M; ¢;;}. ; Sistemine bir (inverse)

i,jEI i
projektif sistem denir.

Tamm: {M;, ¢; ;}. bir projektif sistem olsun. Eger bir M R-modul ve her i € I

ijel isj

icin  ¢;: M — M; R-modil homomorfizmleri var vei < j iken

P \ Y lqoi diyagrami degismeli yani
M; PijPj = @; Ve

N bir R-modul heri € I'igin ;: N = M; R-modul homomorfizmleri varsa dyle ki

i <jigin
M, ¢, N
wN) Y; diyagram degismeli yani
Aqi (pij¢U = #q olsun.
N
¥; i l¢
A4i < Adi ¢ o M

Bu durumdabir tek ¢: N - M R-modul homomorfizmi var dyleki i € I igin

i

kN

@  diyagram degismeli yani ¢;0 = ;.

34—2
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Universal ozelligi gergekleniyor ise M ye {M; ¢;;}

. projektif sisteminin
i,jEI i<]

projektif limiti denir ve lim_ M; = M ile gosterilir.

Teorem: Projektif limit vardir ve tektir.

i$at {MU q)l,]}

. bir projektif sistem olsun.
i,jEI is]

HMi = ff[ - U Mi her iel l(;ln,f(l) EMi = {(xi) iel-Xi € Ml}

x;
M ={(x;) i1 : x; € My ve i < jisex; = @;;(x) }
M, [T M; moddiliinin bir alt modalidr.
Iddia: M =lim_M;, M ={(x;) i : x; € Mjve i <jisex; =q;;(x;)} her i€l
icing;:M - M; izdusiim (i. koordinata) ¢;((x;)ic;) = x; .

i <jolsun.

Mj@; M
@N: l@l (xi)iEI eEMaam.i< j Oldugundan
M; xi = @;j(x;) .

Pij %’((xi)iez) = q’i,j(xj) =x; = @i ((x)ier ).
Universal Ozellik. N bir R-modul her i€l icin ;N —>M; R-modil

homomorfizmi olsun dyleki i < j ise

N_¥i M
YN U }0” diyagram degismeli yani
i Ql']'ll)] :11[)1' olsun.

x€N ise YP;(x)= ¢;;(Y;(x)) , $N-M ¢)= Opi(x))iez olarak
tammlayalim. (1;(x));e; € M dir. Clnki i < j ise ¥;(x) = ¢, ;(; (x)) her i €1

icin
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N_ 9, '

> L

M
N‘ }Di diyagramimn degismeli

M

oldugunu gosterelim. x € N alaim. ¢;¢(x) = o; ((¢i (x))ia) =1; (x).
Dolayisiyla M = lim_ M; olur.
Ornek:1 =N aaim. Her n € N igin p asal bir say1 olsun. G, = Z/p"z olsun.

=7 = =7 = —Z — —
Gl_ /pZ_ZP ’ Gz— /pZZ_sz ’ G3_ /p3Z_Zp3 ) ees Gn—

Z/an = an

Eger n<m ise p"Zc--cp"Zc--CZ

Z/pmz ~ Z/ =G
pn / - an — HYn
p™L

|

—7Z
Gm = /me
DOIayISIyIa¢n,m : Gm = Z/me - Gn = Z/an
Gpm(z+Dp™L) = (z+p"Z) olarak tammlayalim.
Gnm 1Yi tarumizdor:
Z"'PmZZZ""me olsun. Z—ZVEme cp"Z . Z—ZVEp"Z

Ohade z+p"Z =2z +p"Z olur.n <m < k olsun.

Gy = Z/ka Dk Gn = Z/an
¢m,k ¢n,m
G = Z/me



2.CEBIRSEL LIMITLER Seda KINACI

Diyagrami degismelidr. O halde {G,¢p.m} _ bir projektif sistemdir.

nmeN mz=

Bu sistemin projektif limitine p_adic sayilar: denir ve Z, ile gosterilir. Z,) =
M. Gy Zpy = {Znen * % € Gy = 2/ g, ve n<m isez, = B (zm) )
Ahstirma: ¢4, @,, ... baglant: fonksiyonlar1 halka morfizmalar: olsun. f,,: Z,, —
Z/an tm limit fonksiyonlarinin halka morfizmalar: olmasi igin, Z,," nin strekli

carpimlabir kompakt halka oldugunu gosteriniz.

P1 P2 Ps3 Py
Cozum: Z(p) « Z(p?) < Z(p3) « Z(p*) « ... bu sistemin projektif limiti

Z, ={(z + p"L)pen | Her n € N igin ¢, (z + p"*'Z) = z + p"Z} p-adic
grubudur.

Z/an’ ler kompakt gruplar oldugundan projektif limitleri Z,," de kompakttir.
(z+pZ,z +p?ZL,...z+ P "L, . Ypen , (2 + DL,z + P?Z, ...,z + P"Z, .. ) ey €
Z,, olsun. /p 7 /pZZ /an , ... lerdeki toplama ve carpma islemleriyle;

(z+pZ,z+p?L, .., z+p"ZL,. Ypeny + (2 + L,z + P?L, ...,z + DL, .. ey =

( z+z +pZ : z+z +p?L s z+z +p"ZL oo IneN
| —— | — ~—_————
toplama islemi /p 7 dedir. toplama islemi /pZZ dedir. toplama islemi /p"Z dedir.

(z+pZ,z+p?ZL, ...z + P "L, . Ypen - (2 + DL,z + P?Z, ..., 2 + DL, .. )peny =

( z.z + pZ : z.z +p?L s z.z +p"L o IneN
N ———— N ————— N———
carpma islemi /p 7 dedir. carpma islemi /pZZ dedir. carpma islemi /p"Z dedir.

1 ,Z/pZZ L yng . . lex birer halkaoldugundan Z,, de bir halkedr.

Alistirma: n: Z - Z,, seklinde tamml1 olan fonksiyonun halkalarin n(z) =

(z + p™Z) ey 1yl tanumlr bir injektif halka homorfizmi oldugunu gosteriniz.
?
COziim: n bire-birdir: z,,z, € Z olmak Uzeren(z,) = n(z,) olsun. O halde z,=z,

n(z1) = (21 + p"L)pen = (21 + DL, 21 + P?Z, ..., z; + P, ... pen
n(zy) = (zy + P L) pen = (22 + PZ, 2, + P?L, ... .z, + P, ... Jpen
(21 + P L) peny = (22 ¥ P L)pen = 2z, + PL =z, + pL =z, — Z; € pL

zZ, +p?Ll =2, +p?L =z, —z, € P*L

10
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Zy+p"L =2, +p"L =2z, —2z, EP"L

=2z—-2, €ENP"Z={0} = z,—2,=0 = 2z =z,.
n’nin homorfizma oldugu agiktir. O halde n bir injektif morfizmdir.

Ahstirma: Z,," nin tamamen baglantisiz oldugunu gosteriniz.
Cozim: [0 Z/pnz tamamen baglantisiz uzaylarin carpimidir.

Tamamen baglantisiz uzaylarin ¢arpimi tamamen baglantisizdir.

O halde [T,,50 Z/an tamamen baglantisizdr.

Tamamen baglantisiz uzaylarin alt uzaylari tamamen baglantisizdir.
O halde Z,, [0 Z/an uzayimn kapal: bir alt uzay: oldugundan Z,,’ de tamamen
baglantisizdir.

Ahstirma: Z,'nin burulmasiz oldugunu gosteriniz.(Y ani Z,’nin sonlu mertebeden
eleman yoktur.)

Coziim: Bir a € Z, vem € N i¢in a™ = 0 oldugunda a = 0 oldugunu
gogtermeliyiz.

z€Zolsun.a = (z+pZ, z +p?Z, ..,z + p"Z, .. )nen

a™ = (z™ + pZ,z™ + p?Z,...,z™ + p"Z, ... )peny = (0, 0,..., 0)

Z,'nin 0 eleman (0,0,0,0, ...)

zZm+pZ =0 = zMepL

ZM+p?Z =0 = z™M €p?Z

z"+p"Z=0 = zMep"ZL
ZM 4 pn+1Z — 0 = ZMc pn+1Z
z™m e Np"Z = {0}

zm=0 = z=0 = a=0olur.

11
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3. KOMPAKT GRUPLAR

3.1. Temel Bilgiler

Tanmm: (G, bir grup ve G bir Hausdorff topolojik uzay olsun.

Eger -: ? xb§—> Gb G- G1 siirekli fonksiyonlar ise (G,") ye bir topolojik
a, -a a—-a-
grup denir.

Tamm:Eger G kompakt bir topolojik uzay ise G ye kompakt (topolojik) grup denir.
Tanmm:Eger her g € G igin g ‘nin bir kompakt komsulugu varsa G’ ye yerel kompakt
grup denir.
Y ukaridaki tamma esdeger olarak G’ nin birim elemam kompakt bir komsuluga
sahipse G yerel kompakt gruptur.
Ornek: R \{0} carpma islemi ile bir topolojik gruptur. Fakat kompakt grup degildir.
S0 ={-11} c R\{0} (5% intopolojisi ayrik topolojidir.)
§O={-11} =2, -bilinen carpmaislemi ile bir kompakt gruptur.
Ornek: C: kompleks diizlem
C\{0} carpma islemi ile bir topolojik grup olur.
stc c-{0}
St={ze C—{0}:|z]| =1} - carpmaislemi ile bir topolojik gruptur.
(S* c R? kapal1 ve sinirl oldugundan Heine-Borel teoreminden kompakttir.)
St , kompakt gruptur.
Ornek: H : quaternionlar carpik cismi (b6lim halkasi) olsun.
H={a+bi+cj+dk:ab,cd€R, i*?=j?=k?=ijk=-1}
ij=k  ji=—k
jk=i kj=-—i
ki=j ik=—j olur.
w=a+bi+cj+dk €H ise wW=a—-bi—cj—dk € H elemanina w’nin
eslenigi denir.

z,w € H = (z,w) = zw bir i¢ carpim tanimlar.

13
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Dolayisiylaz € H = ||z|| = Vzz (z ‘nin normu)

1=1+0i+0j+0k€H H'ningarpmayagore birim elemamdir.

H\{0}, - carpmaislemi ilebir topolojik gruptur.

§3 c H\{0}

S3={z€ H:|lz|| =1} = {z = Xq + Xqi + Xp] + X5k : X3 + %2 +x3 +x3 =1}

§3 < H\{0} - islemi ile bir kompakt gruptur.

3.2. Banach Cebiri

Tamm:K bir cisim ve A , K Uzerinde bir vektor uzay: ayrica bir halka ve k € K ve
x,y € A iken k(xy) = (kx)y = x(ky) oluyor ise A’ yabir cebir denir.
Tanim:A , K Uzerinde birimli bir cebir ve A Uzerinde bir ||||: 4 - K normu
tamumlanmus olsun. Eger her x,y € A icin ||xy|| < ||x||l|y]l saglanyor ise A’ ya bir
Banach cebiri denir.

V bir Banach cebiri olsun. V' Gzerinde bir metrik tammlanabilir.
Dolayisiyla V, || || normunun belirledigi metrik ile bir metrik uzay olur.

-2V xV =V sireklidir.

(x,y)=x-y (- :Vdekihalka carpim:i)

(a,b) eV xV daim.

e>0adam. B ={B,.(x):r € R}V ‘ninbaz,

B,(x)={yeV:d(xy) <r}

x € Bs,(a) , y € Bs,(b) isex -y € B.(ab) olacak sekilde bir

6, =06:(e)>0 ve §,=25,(¢) >0 bulacagiz.
xy € B,(ab) ise |lxy—ab| < ¢

lIxy — abll=llxy — ay + ay — abl| < |lx — allllyll + llalllly — bl

Varsayalim ki
ly —bll <1 = |lyll <Ilbll+1 olsun.
O halde
llxy — abll < llx = allllyll + llalllly — bll < llx — all(lIbll + 1) + [lalllly — bl|
_ [
01 = Sl 0z = min {znan ’1}
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3. KOMPAKT GRUPLAR Seda KINACI

O halde

llxy — abl| < [lx —all(llbll + 1) + [lalllly — bl < 2(||b£||+1) lbll + 1 + ||a||ﬁ = ¢
lx - all < & = 50ms

ly = bll < 6, <ﬁ ve |ly—bll <1.

Tamm:V bir Banach cebiri ve u € V olsun. Eger uu=uu =1 olacak sekilde bir
u' €V vasa u’ yaV min bir birimi denir. V! ={u € V : u,V 'nin bir birimi}
V'lxg (@Qevl).

3.3. Matris Donustumleri

W = Hom(V, V) fonksiyon toplamasi ve bileske islemi ve T € W = Hom(V,V) ise
T = sup{IT@)Il: llvll < 1} normu ile bir Banach cebiridir. T,S € Hom(V,V)
IT o SI| < |ITIIS]| oldugunu gosterecegiz. Dikkat edilirse T € Hom(V,V) ise
her v € Vicin, ITW)II < ITIllIvll , v € V igin

ITSENI < ITIIS@)I < ITIHISHIv

IT o SIl = sup{lIT(S@)II: llvll < 1}

Dolayisiyla || T o S|| = sup{||T(S@))||: lvll < 1} < IITIIIIS]]

Tanim: W = Hom(V, V)’ nin birimleri

W1 =GIV)={T € Hom(V,V):TS = ST = 1, olacak sekilde S €

Hom(V,V) var}

Bir topolojik gruptur. Bu gruba V Uzerinde genel lineer grup denir.

V sonlu boyutlu olmak tizere, T € GIL(V) iseT:V — V lineer (ve stirekli)

{v1,v,, ..., v} V' nin bir bazi olsun.

T(vy)=a1v; + a0, + -+ a,v,

T(vy)=az1v1 + axv, + -+ Ay,

T(vn):anlvl F ApaVy + o+ AUy
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3. KOMPAKT GRUPLAR Seda KINACI

a1 vt Qan
A= ¢ O halde T lineer donustimiine karsilik gelen matris A
An1 " Ann/ pxn

olur.
O halde K ,vektdr uzayimizin katsayilar cismi olmak tzere

GL(V) - Gl(n,K) = {A,x,: detA # 0}  bir izomorfizmdir.

T - A

K=R veya K=C
Gl(n,K) = Gl(n,R) = Gl(n) veya Gl(n,K) = Gl(n,C) = Gl(n) ile gostexilir.
Tanim:H bir reel veya kompleks i¢ carpim uzay: olsun. Eger H’ deki i¢ carpimin
belirledigi metrige gore H ‘deki her cauchy dizisi yakinsak ise H* ye bir Hilbert
uzay: denir.

Tanim: x,y € H aaim.

d(x,y) =J(x —y,x —y)=llx —yll H Uzerinde i¢ carpimin belirledigi metrik
U(3) ={T € GI(F): (T(x), T(y)) = {x,y)} < GI(FH) =
{T: T:H - H sureklilineer donisim TS = ST = 14 olacak sekilde S: H —
H var.}
U(H), GL(H) ‘nin bir alt grubudur.
T.S € U(H) ise (T(S7(x0)).,T(ST' M) =(57"(x).S7* () = (x,y)
Bu gruba # Uzerinde Uniter grup denir.
Tamm: Ozel olarak 7= R" alalim. x = (xy,....x,) V= 1,0, V)
(x,y) = X1 Xy = X101 + 050, + o+ Xy
UH)=UMR") =
{T: T:R™ - R" slrekli lineer ve tersinir donlsim ve (T (x),T(y)) = (x, y)}
T € U(R") ise x,y € R"

IT(x) =TIl = J(T(x). T)) = J{x,y) = llx =yl
T bir izometridir. AyricaT lineer oldugundan T(0) = 0 dolayisiyla

x=(xq,..,x,) ER"
T(x) = Ax olacak sekilde A = A,«,, ortogonal matrisi vardir. A,,: ortogonal

matris.
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3. KOMPAKT GRUPLAR Seda KINACI

Bu durumda U(H) =0mn,1r)=0(0n) ={A,xn:A ortogonal matris (A*A =
AA" = 1)} grubuna ortogonal grup denir.

0(n) = {A,xn: A ortogonal matris } ( A ortogonal = detA = 1)
Tanim:SO0(n) = {A,,xn: A ortogonal matris vedetA=1} ve SO0(n) < 0(n)
grubuna special ortogonal grup denir.
Tanim: Ozel olarak H=C" (K = C) alalim.

z2=10(21,25,..,2,) EC* , w=(w;,wy,..,w,) €EC"

(z,w) = z;w] + z,W; + -+ z, W, € C" bir i¢ carpimdur.

u@) =u(cn)

={T: T:C" -» C" sirekli lineer ve tersinir donlsim ve (T(z), T(w)) = (z, w)}
grubuna tniter grup denir ve U(C™) = U(n) ile gogterilir.

T € U(C™) aalim. T:C™* — C™ slrekli lineer bir dontstim.

C" = R?" aslinda T:R?" - R2" bir izometridir.

T lineer oldugundan T(0) = 0 dolayisiyla T(z) = Az olacak sekilde bir A, =
[z;] . z; € Cvardr. BuA matrisi Uniter matristir.

Yani AAE =AtA=1 (A : A 'mintranspozunun eslenigi)

Tanim: U(H) = Un) ={A,,xn: A Uniter matris }

SU(n) = {A;xn. A Uniter matris ve detA =1} < U(n) grubuna special Uniter
grup denir.

Tanim: A = H" (H : quaternionlar ¢carpik cismi)

H" , R Uzerinde bir vektér uzayr (wy,w,,...,w,) EH" , r€ R

Wy, wy, .., w)r = (Wyr, wyr, ... ,W,T)

w=(Ww;,wy,..,w,) EH" |, 1=(A4,1,,..,4,) € H" olsun.

(w, 1) = Re(X1L, wid,) = Re(wy Ay + wydy + -+ wydy)

H™ Gzerinde bir i¢ carpimdir. Budurumda H =H" , K =R

U(H) = U(H™) grubuna simplektik grup denir ve SP(n) ile gosterilir. SP(n) bir
matris grubudur.

Ornek: S3 ~SU(2) , S®={q € H: |lqll = 1} kompakt grup.

SU(2) = {Ayxz = 2] : A liniter ve detA = 1}

f: 83> SU(@), qe S3 dam.
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3. KOMPAKT GRUPLAR Seda KINACI

q=q1+qQl+qs)+ quk (41.92.93,94 E R)
_[a1tqt g3+ qai
(@) [—% +qul g —qal
homomorfizmdir. g € S3 oldugundan ||q|| = q?+q3+q3+qZ=1
A= [ q1 + g, Q3+Q4i]
—q3 tq4l  q1 — g5l
Tt = [‘h - ‘bl: —qz — q%i]
Az —q4l g1+ g3l

] olarak tammlayalim. Kolayca gorulecegi gibi f bir

, . Z w - Z —w
Z=q1Ftq;l  wW=qz3tqul A:[_W Z—] At:[w z]
AAE = [ z W”z‘ —W]:[ zZZ+ww  —zw + zZw

' -w zllw z —-WwzZ+zZw ww+zZ
ZZ+WW = qiHqzHqite;=l  AAT= [(1) (1) =1
Benzer sekildeAtA =1, A (Unitervedetd =1
f(q) € SU(2).

f birebirdir:

q=q1+qi+qs3j+q,k€H

_[ i+ i q3+q4i]_1 0 _ R
f(q) [_q3+q4i q1—q2i_[o 1] = ¢=1 q=q3=q,=0

Kerf = {1} f birebirdir.

f Ortendir:

+ p,i +p,l .
A= [p; +§f p;+f? ] e SU(2) P1: P2, D3, Pg bilinenler —, x,y,z,t
bilinmeyenler.

detA=1 , AtTA=1, A At =1

Elde edilen denklemler ¢gozlllirse z=p;, x=-p; t=—-p, y =p, Ve
pi+ps+pi+p2=1 elde edilir.
Ohalde p=p, +pi+psj+pk€H  f(p) =A olur. f ortendir.
f153 > SU(Q2)
$3 kompakt ,
SU(2) Hausdorff ,
f bire-bir, 6rten ve strekli

f kapali dontstiimdur. Dolayisiyla f: S3 - SU(2) bir izomorfizmdir.
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3. KOMPAKT GRUPLAR Seda KINACI

Ornek:
R3I=RxRxR={ai+bj+ck€H:abceR}cH={a+bi+cj+dk:
a,b,c,d€R , i2=j2=k?=1 ijk=-1} quaemnionlar carpik cismi olarak
disiinebiliriz. ¢ € H olsun. I,:H - H , 1,(z) = qzq™! I;:H ‘nin bir i¢
otomorfizmi.

Dikkat edilirseeger z = ai + bj +ck € R3 isel,(z) = qzq~* € R* olur.

_a
lql

-1 — aq ap . as . Ay
1= — i— k

] —
Ja§+a%+a§+a?l Ja§+a%+a§+a?l Ja§+a%+a§+a?l Ja§+a%+a§+a?l

_ ] . .
q= a;+azi+azj+ak ,q

q

qzq~! € R 3 oldugu gordlr.
Dolayisiylaqg € H I;;H->H = I|g::R3* > R?3 olur.
Eger g € S3 c Halrsak ||q]| =1
1@l = llazg=1I = llzIl
Dolayisiyla  I;|z::R® - R?3 normu korur. Yani ortogonal bir dontstimdur.
Ayrica tim i¢ otomorfizmlerin determinant: 1 oldugundan I, € SO(3) olur.
Dolayisiyla S~ =59() goniistimiinden soz edebiliriz.
q - I
Ker{ S* >50(3)}={qeS®cH:1,=1}

I,=1iseherze R3*icinI,(z) = qzq~' =z

q= ap+aji+ayj+ak , |lqll=+yai+a?+a:+ai=
2= bi+cj+dk
qzq ' =z = qz = zq olmasi icin gerek ve yeter kosul g € S3 sanallarinin sifir

yani a; = a, = a; = 0 olmasidir.
3.4. Homojen Uzaylar
Tanmm: G bir topolojik grup, X (Hausdorff) bir topolojik uzay olsun.

0:G < X — X surekli bir fonksiyon ve
)01, x)=x , 1€G
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3. KOMPAKT GRUPLAR Seda KINACI

ii) 6(gh,x) = 6(g,0(h,x)) (gheG , xeX)
kosullar: saglanmiyor ise 8 ya G'nin X Uzerinde bir etkisi denir. Kisaca (g, x) = gx
ile gbsterecegiz. H < G olsun.
OHxG-G
0(h,g) =hg 6 ,H ‘ninG lUzerinde bir etkisidir.
0:GxX—X G ‘ninX Uzerinde bir (siirekli) etkisi olsun.
x € X olsun.
G,={g€eG: 6(g9,x) =x}< G grubunax € X ‘inizotropi alt grubu denir.
x € X aalim.
G(x) ={6(g,X): g € G} c X kiimesine X ‘in bir orbiti denir.
G(x) =G(y) © y = gx olacak sekilde bir g € G olmasidhr.
X/G = {G(x):x € X} orbit uzay:
Eger bir x € X icin G(x) = X ise 6 ‘yagecismeli (transitive) etki denir.
XveY G_uzayr f:X —Y surekli dontisumi eger

0
GxX—>X

1, b

GxY >y

Diyagrami degismeli ise yani her g € G icin f(gx) = gf(x) kosulu saglanyor ise
f:X =Y surekli fonksiyonuna etki koruyan ( equivaryant) dontiyiim denir.
0:G x X - X surekli etki olsun. x € X alalim.

(G: X ‘in izotropi alt grubu) (g,hG,) - hg™1G, , G'nin G/G Uzerinde iyi
X
taniml bir grup etkisidir.

Benzer sekilde G x G(x) - G(x)
(g9,6(h,x)) - 6(gh, x) iyi tamml1 bir grup ekisidir. Dolayisiylaher x € X icin

£, = 6()

f(gG,) = gx = 6(g,x) grup etkisini koruyan bir homeomorfizmdir.
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3. KOMPAKT GRUPLAR Seda KINACI

G=50(n)={A,x,: A€ 0(n)vedetA =1}
VeR", V=_~w,vy,.. v) €R"

U1
v= |"Y2]| situnmatrisi olarak diistinebiliriz.
le

Ohalde A = A,x, tipindeise A, xpVnx1 € R

s ={V = vy, v) ER VI = 0+ 0]+ vE =1} R
0:50(n) x st - gn-1

0(A, V) = ApxnVix1 IAVII? = AV, AV)=(V, V) = |[V]|* = 1

(A, ortogonal oldugundan i¢ carpimi korur.)

0:50(n) x St - S"~1 etkisi gecismelidir.

e; = (1,00,..,0) € sn1

S0(n)(e;) = S™ 1 oldugunu gosterelim:

Yani her x€S™1! icin Ae =x olacak sekilde A€ S0(n) oldugunu

goserelim.
a;; v Qg 1 a1
Apn = ¢ =~ i 0] =%
An1  ** Qpn 0 An1
1.sttun

A matrisinin 1. situnu x € S™ ! olmalidir. x € S™~! baza tamamlama teoremi ile
{x, x5, ..., x,} R™ ‘in bir baz1 olur.

A ortogonaldir. & A ‘nin satir veya stitun vektorleri ortonormaldir.

Gram-schmidt ortogonallestirme yontemi ile {x, v;, v, ..., v,} ortonormal baz elde
edilir.

Dolayisiyla situnlar: {x, v;, v, ..., v,,} olan A matrisi ortogonaldir ve Ae; = x

Eger detA= -1 ise v, yerine -v, darak A € SO(n) olarak disiinebiliriz.
G=5S0(n) , X=S5"1 olmakizereher x € S™ 1! icin G(x) =851
v=(00,..,01) € s*1

G, ={A eso(n): Av = v}
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3. KOMPAKT GRUPLAR Seda KINACI

all eee alTl O al?’l O
A:(E ) O]=(%n|=(0] olup
An1  ** Qpn 1 Ann 1

ain 0
a

az{ 9 seudindexi
An1 1

A ortogonal, A’ nin satir ve siitiin vektorleri ortonormaldir.

Dolayisiyla
/an Q12 Qin- O\
aZn 1
A=| ; " s | € SO(n—1)
\an—l,l T
o O 0 1
seklindedir.

G, = SO(n— 1) olur. Oteyandan

G/Gv - Gw)=8S""1 | gG, - gv grupetkisini koruyan homeomorfizmdir.

Dolayistyla SO(n)/SO(n = s™1 olur.

Ornek: (Z,+) c (R,+) , ¢:ZxXR-> R
¢(n,t) = n + t olsun. Bu etkinin orbit uzay:
R/ =R/ ={z(t): te R}={[t] : t € R}
set] ® birneZigcins+n=t © t—s=nelwr
Oteyandan (Z,+) < (R, +)
R/, bolimgrubuve £ =t +Z € R/, olsun.
Dikkat edilirseher n € Z icin t +n € [t] = Z(t) oldugundan dolayisiyla
]R/Z - R/
t - [t] tammlayalim.

Iyi tanemlz olusu:

|

=5 olsune t—s€eZ < t—s=n olacak sekilden € Z vardur.
o selt] e [s]=[t]
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Tersine
R/ - R/, [t] > T iyi taumhidir. O halde R/, ~ R/,
(R +) xSt > st
o(t,ei?) — ei0+1)
0(0, e10)= i(0+0) = (if
@ty + ty,e0)=elOttrta)=pits ¢i0+L2) = (t,, ¢(t,, e?)) olup dolayisiyla
@ bir etkidir.
¢ gecismeli bir etkidir.
y=e?eSt dam.
x=e®=1€S' ise g=0€R airsk ¢(6,x)=¢p(0,e0)=el(0+0) =0 =
Ohalde x=1€S' ‘inorbitiX =S* olur. R(1) = S?
1 € R’ ninizotropi alt grubu
Ge={teER: p(t,x)=x}={teR:eit = ¢ =1}
={teR: t=2nx olacak sekilde bir n € Z var}

G, ~Z olup 6te yandan G(x) =S , O/, ~G(x) , gG, > gx grup etkisini
X

koruyan homeomorfizmdir. Dolayistyla G /Gx = R/Z ~ G(x) = St olur.

(]R, +)/(Z, +) ~ Sl

U(1) = {A1x; € GI(1,C): ATA = 1}
={[z]ix;:z€C, zz=|z| =1}={z€C:|z]| =1} =S
(Z,+) < (R, +)
2nzZ,+) < (R, +)
s! :]R/Z = ]R/ZnZ

.c1 =R + _ (cost —sint
p:5 =Ry = 50, e(t+2nm)= (2% 5T e s0,

@ 1yl tammlidhr.
t +2nZ = s+ 2nZ olsun. Buradan t — s € 2nZ dolayisiyla

t —s = 2nm olacak sekilde bir n € Z var.
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t = s + 2nm olacak sekilde bir n € Z var.

__(cos(s+2nm) —=sin(s+2nm)\ _ /coss —sins\ _
o(t +2nZ) = (sin (s +2nm)  cos (s + 2nm) ) B (sins coss ) B
@(s + 2nZ)

@ bir izomorfizmdir.

Ohalde R/ = (R, J“)/(Z 4 = S'= U@ =50(2).

G bir topolojik grup X bir Hausdorff topolojik uzay olsun. 6:G <X - X G ' nin
X Uzerine (sUrekli) etkisi olsun. Eger bir x € X icin x € X ‘in orbiti sadece
x € X noktasindan olusuyor ise yani G(x) ={6(g,x):g € G} ={x} ise x€X
elemanina bu etkinin bir sabit noktas denir.
F=F(G,X) = X% ={x € X : x,etkinin sabit noktasi}
={xe€X:hergeGicinf(g,x)=xycX
X% = X 'in sabit noktalar kiimesi, X 'in kapal alt kimesidir.
Bir g € G dam. f;:X - X
x - gx = 0(g,x) strekli
1. X > X 6zdeslik strekli

Ay = {xex: fa(x) =1(x) = x}c X olur.
Dolayisiyla, A, kapali oldugundan X¢ = N ez A, kapal olur.
Tanim: 6:G x X - X G'nin X Uzerine etkisi ve A c X olsun. Eger

G(A)={0(g,a):g€G,aeA}=A ise AcX kimesne X'in @ etkisi
altinda degismez ( invaryant) alt kiimesi denir.
Teorem: G kompakt topolojik grup olsun. 8:G x X - X G ‘nin X Uzerine bir
etkisi olsun ve x € F(G,X) = X% olsun. Bu durumda x € X¢ ‘nin 6_etkisi atinda
degismez kalan bir komsulugu vardir.
Hatta daha genel olarak; Eger U, x ‘in bir agik komsulugu ise x ‘in (V' = N eq gU)
VcU veV, 6 etkis atindainvaryant (G(V) =V) olacak sekilde bir komsulugu

vardir.
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Ispat: h € G olmak lizere y — hy:X — X tiim fonksiyonlar bire-bir, érten ve
hG = G oldugundan hV = hNgee gU = Ngeg hgU =NygeggU = V. Buradan V,
6_etkisi altinda invaryanttir.
1eG velU =U oldugundanV € U oldugu agiktir. Simdi V ‘nin x € X ‘in bir
komsulugu olmadigin varsayalim ve bir ¢eliski elde edelim.
U’ yu acik varsayabiliriz aksi takdirde U’ yu U’ nun ici ile degistirebiliriz. Her
WcX icinGy,={g€G:gW\U=+ @} olarak tammlayalim. Varsayimimizdan
V, x’ in bir komsulugu degildir. x* in her W komsulugu icin @ =W \ V=W \
Ngec gU = Ugec(W \ gU) ve buradan bazs W \ gU # @ olacak sekilde g € G
vardir ve g7'W\ U # @. O zaman Gy, # @. U, x’in komsuluk filtresi olsun.
WcW = Gy S G, oldugundan {Gy,:W € U} alesi G ‘de bir filtre bazidir.
O halde G ‘nin kompakt olusundan bir g € Nyey Gy €eman vardir. Buradan
1€ G ‘nintim N komsuluklartigcin gN NGy, =@ , yani gNw\U #0. W,, X
‘in keyfi bir komsulugu olsun. Etki strekliliginden NW < W, olacak sekilde N ve
W bulabiliriz. Buradan gW, \ U # @ . O halde x’ in her W, komsulugu X \ g~1U
kiumesini keser. Ote yandan X \ g~'U kapal1 bir kiimedir. Dolayisiyla x € X \
g~ tU ve buradan gx ¢ U olur. Fakat x sabit bir nokta oldugundan x = gx dir.
x & UveU, x’ inbir komsulugu oldugundan bu bir ¢eliskidir.
Teoremin farkli bir ispat1 asagida verilmistir.
V, x ‘in bir komsulugu degilse, x ‘in her W komgulugu icin gy, € G eleman
vardir 6yle ki W\ gwU # @. Buradan gy *x,, € U olacak sekilde bir x,, € W
vardir. ¢ kompakt oldugundan, g ye yakinsayan bir g, alt agi vardir. xy, €
W oldugu igin, x,,;, at ag1x ‘e yakinsar. Etki sirekliliginden gy ™ xw(y
g97'X ‘e yakinsar. Varsayahm ki U agik olsun. O halde gy,;y ~" xy(j & U.
Buradan x ¢ U dur. Bu bir geliskidir.
Sonug: G bir kompakt grup ve U , birimin bir komsulugu ise V=
Ngec 9Ug™, U ‘nunigerdigi birimin bir komsulugu ve tim i¢ otomorfizmler altinda
invaryanttir.
Ispat: (g,x) - gxg=" ile G grubu G Uizerine etki eder ve 1, bu etki icin bir sabit
noktadir. Onceki teoremin bir sonucudur.
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Eger birimin her komsulugu tim i¢ otomorfizmler altinda invaryant olan
birimin bir komsulugunu iceriyorsa, bu topolojik gruba SN-grup veya kuguk
degismez komsuluklara sahiptir denir. Her abelyen topolojik grup bir SN-gruptur.
Y ukaridaki sonucgtan her kompakt grup dabir S N-gruptur.

Sonug: G, E topolojik vektdr uzayr Uzerine etki eden bir kompakt grup oyle ki
m(g).E > E : x > gx tUumdonUstimler lineer ise {m(g) : g € G}, E ‘nin stirekli
operatorlerinin ailesi es sireklidir. Yani O in bir U komsulugu verilsin, o halde O
‘in bir V. komsulugu vardir 6yle ki tim g € G icin w(g)(V) € U dur. Aslinda,
V =Ngeem(g)U (V ‘nin G _invaryant oldugu durum) olarak segilebilir.

Ispat: Etki lineer oldugundan, baslangic noktasi O bir sabit noktachr. O halde 6nceki
teoremden bu sonug elde edilir.

Onerme: {G; : j € J} kompakt gruplarin keyfi bir ailesi ise G =[1¢;G; carpim
topolojisiyle, bir kompakt gruptur. G ‘nin her kapal1 altgrubu H, bir kompakt gruptur.
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4. ABELYEN GRUPLARA UYGULAMALAR
4.1. Karakter Grubu

Xve Y kimeleriigin f: X — Y tim fonksiyonlarin kiimesini Y* ile gosterecegiz.
Tanim: A bir abelyen grup olsun. T4 ={f|f:A - T bir fonksiyon} ,
T4 =TlaeaT, ve T, =T = ST olmak lizere

Hom(A,T) ={f : f:A > T bir homomorfizm} S T4 ya A’ mn karakter grubu
denir ve A ile gosterilir. Hom(A, T)’ nin elemanlarinadaA’ nin karakterleri denir.
Onerme: A, bir A abelyen grubunun karakter grubu, kompakt abelyen gruptur.
Ispat: a € Adam. . T4 > T ¢@,(f) = f(a) olarak tammlayalim.

Ohalde M(a,b) ={x € T4: a4, (x) = (@g + @) (x)}

T = S' Hausdorff oldugundan M(a, b) kapalidr.

A abelyen oldugundan M(a,b) = M(b, a)

Ohalde Hom(A,T) = N(gpyeaxa M(a,b)

Dolayisiyla Hom(A,T) kapalidir.

T4 kompakt oldugundan Hom(A,T) kompakt olur.

Ornek: A = (Z,+) abelyen grubunu diisiinglim.

Z =Hom (Z,S*) ~§* oldugunu gosterelim. S = R/Z ={r+7Z:r €R}

f € Hom (Z,S') dam. ¢: Z = Hom (Z,S') - S, ¢(f) =f(1) olarak
tanmmlayalim. ¢ grup homomorfizmasi oldugundan
p(f +9) = (f +9)(1) = (1) + g(1) = () + ¢(9)
¢ 'nin orten olusu:
x €St dam. f:Z-S f(1)=x ve f(-1)=-x olarak tammlayalim.
Dolayisiylaf(n) = f (1 +---+1) =nf(1) = nx

n tane

n=0isef(n) = f((—l) + -+ (—1)) = —-nf(-1) =nx

—n tane

n <0 ise ¢(f) = f(1) = x olur. Buradan ¢ Ortendir.

@ 'nin birebir olusu:
o(f) = ¢(g) olsun. Yani f(1) = g(1) olsun.n € Z aalim.
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n>0 ise f)=fA+-+1)=fQ)++fQ)=gQ)++gQ1)=

ntane

gd+-+1)=gn), f(1)=g(1) = f(-1) =g(-1) olur.
n<O0 ise

f() = f((=1) + -+ (=1)) = f(=1) + -+ f(=1) = g(~1) + -+ g(-1) =

—n tane
g((=1) + -+ (=1)) = g(n). Dolayisiyla f = g olur.
¢ 'nin sirekli olusu:

@: Z = Hom (Z,S') - S*
o(f) = f(1) sureklidir.

Cunkli her n € Z icin S, = ST olmak Uizere

~ Z
Z =Hom (Z,5") > (5) " =TlhezSn

Rt

Sl

1  [Thez Sn = ST 1. koordinata izdiisimdur. Dolayisiyla ¢ streklidir.

O hade ¢:Z =Hom (Z,S') > St. Hom (Z,S) kompakt ve S Hausdorff
oldugundan ¢ homeomorfizmdir. Clnki ¢ birebir, orten, sirekli ve kapali bir

doniistimdiir. Dolayisiyla Z = Hom (Z, 51) ~ st olur.

Ornek: A =17, =2/ - olsun. A= Hom (Z,,S*) = Z, olur. j:Z, - S* , j(z+
nZ) = %z + 7 olarak tammlayalim.

j ‘niniyi tanimlz olugu:

z, + nZ = z, + nZ olsun.

z, — 2z, Enl = z; — z, = nz olacak sekilde bir z € Z vardr.

j(zy +nZ) = %Zl +7Z

j(z, + nZ) = %Zz +7Z

j(z, +nZ) = j(z, + nZ) oldugunu gostermeliyiz:
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1 1 1 1
—-z1——2,=—(z,—2,)=—"nz=z€Z
nZ1 T 22 n(1 2) n

Dolayisiyla %zl +7Z = %zz + 7
j bire-bir bir grup homomorfizmidir. O halde
@:Hom (Zy, Z,) » Hom (Z,,SY) = Z
f —> jof olarak tammlanan homomorfizmin bir grup
izomorfizmi oldugunu gosterelim:
j:Z, — S* birebir grup homorfizmi, dolayisiyla j(Z,) ~ Z,, c S*
¢ 'nin birebir olusu:
o(f) = ¢(g) olsun. Dolayisiyla jof = jog ve j, birebir oldugundan f = g olur.
¢ 'nin orten olusu:
f € Hom (Z,,S') , f: Z/nZ - R/Z grup homomorfizmi, f(1+nZ) =x +7Z
olsun.

Z=fn+nZ)=f((Q+nZ)+Q+nZ)+--+Q+nZ))
n_defa

=f(Q+nZ)+f(A+nZ)+-+f(1+nZ)

=(x+Z)+(x+T)+ -+ (x+Z)=nx+7Z

Dolayisiyla nx € Z dir. O halde nx = z olacak sekilde bir z € Z vardr.
Buradan x = %z .

Ohalde ¢: Hom (Zy,Z,) » Hom (Z,,S*) = Z  , f € Hom (Z,,S*) aalim.
F(l+nz) = %z + Z olacak sekilde bir z € Z vardr.

Ohdde g:Z, - Z,

g(1 +nZ) = z+nZ olarak tammlanirsa jog = f olur.
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Dolayisiyla Hom (Zy, Z,,) = Hom (Z,S*) = Z , .Ayrica ¥: Hom (Zy, Z,) = Zy,
¥(f) = f(1 + nZ) bir izomorfizmdir. Dolayisiyla

Z . =Hom (Z,,S") =~ Hom (Zy,Z,) = T,. Yani Z =T, olur

X bir kime ve {4, : x € X} abelyen gruplarin bir ailesi olsun. 4, * lerin direkt
toplamint @,cxA, ile goserdim. @,cxA,, X ‘ inbazi sonlu alt kiimeleri disindaki
her x € X icina, =0 olacak sekilde (a,),ex €lemanlarindan olusan [[,ex A,
carpim grubunun bir alt grubudur. Ozel olarak, her x € X igin A, =7 olacak
sekildeZ * = ®,cxA, , X Uzerinde serbest abelyen gruptur.

Onerme. @: [l ex Hom(A,, T) > Hom(®,exA,, T)  fonksiyonu f.:A, > T
morfizmi  olmak  Uzere  (fi)xex — 2xexfe(ay): @rexAy =T  bir

izomorfizmdir. Buradan,
(@xEXAx)A = erx A< Ozel olarak

(Z¥Y =~ 2 ~T*

Ispat: (@,cxA,=A olarak kisaca gosterelim.)

@’ nin birebir olusu:

Her (ay)cex €A icin (fi)rxex € ker® olmas: icin gerek ve yeter kosul
Yxex fx(ay) =0 olmasidir. Verilen y € X icin x #y iken a, =0 vea,=a
olacak sekilde bir (a,) ailesi secelim. Her a € A, icin f,(a) =0 olur.
Buradan her y € X icin f,, = O olur. & birebirdir.

@’ nin drten olusu:

f:A = T bir morfizm olsun.

i,.A, - A dogal icermeve f, = foi, olacak sekilde
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fy:Ay, = T tammlansin. Buradan ®((fy)xex) = f oldugu gorulir. & ortendir.

@’ nin stirekli olusu:

Her (ax)rex € A icin  (fxex = P((F)xex) (@)xex) = Txex fi(ax)
Hom(A,, T)X - T sirekli oldugunu gosterelim. Sadece sonlu sayida a, # 0
oldugundan, her sabit y igin (fy)xex = f,(ay) streklidir. Buradan f, - f£,(a,) :
Hom(A,,T) » T sureklidir. & sireklidir.

@’ nin kapal: doniistim olusu:
®: [[hex Hom(A,, T) » Hom(®D,exAy, T) strekli bir fonksiyon.
[liex Hom(A,,T) Tychonoff Teoreminden kompakttir. Hom(@,cxA,, T)
Hausdorfftur.

ykaralt  [1,.ex Hom(A,, T) , [1yex Hom(A,, T) kompakt oldugundan, kapal: alt
kumeleri de kompakttr.
= U da kompakt olur. = f(U) kompakttir. = f, kapal1 donisimdur. Dolayisiyla
@ homeomorfizmdir.

TX, kompakt abelyen gruplarina torus gruplar: denir. T", sonlu boyutlu torus
grubudur.

Abelyen gruplarin temel teorisinden; sonlu olarak Uretilmis bir abelyen grup, devirli
gruplarin bir direkt toplamudir.

Not: E, sonlu abelyen grup olsun. g = g dir. Eger F, ranki n olan sonlu Uretilmis
bir abelyen grup ise, yani E, bir sonlu abelyen grup olmak tzere

F=E®Z" ise E =~ E xT" dir.

Ornek: {G;|j €J} sonlu ayrik ve eleman sayisi birden farkli gruplarin bir ailesi
olsun. G = [];¢; G; kompakt gruptur. Tim baglantil: bilesenleri bir elemanlidir ve G
‘nin ayrik olmast igin gerek ve yeter kosul J ‘nin sonlu olmasidir.

Tdm baglantili bilesenleri bir elemanl: olan bir topolojik uzaya tamamen baglant:sz
uzay denir. Tamamen baglantisiz uzaylarin (keyfi) carpimi tamamen baglantisizdir
ve tim ayrik uzaylar tamamen baglantisizdir.

Tanim: X ve Y birer kime ve F€Y¥ olsun. x;,x, €X ve x; # x, icin
f(xy) # f(x,) olacak sekilde f € F varsa, F, X’ in noktalar:n: ay:rir denir. G ve H
iki grup olsunve F € Hom(G,H) ={f |f: G — H, f grup homomorfizmi} olsun.
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F,G’ nin noktalarim ayirir. & Her 1 # g € G icgin f(g) # 1 olacak sekilde f € F
vardir.

Abelyen gruplar:n karakterlerinin noktalar: ay:rdigini gormek icin abelyen
gruplarda baz temel gerceklere bakal:m:

A bir abelyen grup olsun. Her a € A ven € N igin n - x = a olacak sekilde
x €A vasa A’ ya bolunebilir denir. Q ve R boltnebilir gruplara ornektir.
Bolunebilir bir grubun her homomorfik gorantisti bolunebilirdir. Buradan T
bolunebilirdir.

Bolunebilir gruplarin énemli bir 6zelligi; I bolinebilir bir grup, A bir abelyen
grup ve S < A olsun. Eger f:S — I bir homomorfizmise f* nin A’ ya homomorfik
genislemesi vardir.

Lemma: Bir A abelyen grubunun karakterleri, noktaari ayirir.

Ispat: O#a€A olsun. Yy:A—> T, P(a) #0 olacak sekilde bir 1 morfizmi
bulmaliyiz. S, a tarafindan dretilmis, A’ min devirli alt grubu olsun. S, sonsuz ise
serbesttir ve herhangi bir 0 =t € T elemani icin f:S > T f(a) =t # 0 vardir. (
Serbest gruplarin Gniversal 6zelliginden (a) = s)

1
=7
S, n. mertebeden ise T° nin ™ /Z alt grubuna izomorftur. Buradan f:S > T

injeksiyonu vardir. T* nin bolunebilirliginden Y: A = T , f’ nin bir homomorfik

genislemesi vardir. Dolayisiyla y(a) = f(a) vey € A=Hom(A4,T) dir.
Tamm: G bir kompakt abelyen grup olsun. ¥:G — T morfizmine G’ nin bir

karakteri denir. TUm karakterlerin kimesi Hom (G, T) (nokta tabanli toplama islemi

altinda) abelyen gruptur ve G’ nin karakter grubu denir. G ile gosterilir.

Lemma: (i) A bir abelyen grup ise, uu:A - A, us(a)(@) = y(a) fonksiyon
(abelyen gruplarin) bir injektif morfizmidir.

(i) G bir kompakt abelyen grup ise, ug:G ~ G . us(g)W) = 1¥(g)
fonksiyonu (kompakt abelyen gruplarin) bir morfizmidir.

ispat: () pusiAd > A, ps(a) € A =Hom(A,T)

32



4. ABELYEN GRUPLARA UYGULAMALAR Seda KINACI

Y € A=Hom(A, T) olmak lizere
ta(@)(@) > P(a) dir vekerp, ={a € A: py(a) = 0}
a € kerp, ,a # Oolsun. Bir ¥ € A var ki y(a) # (0) =0
UpiA > A, us(a) € A= Hom(A,T)
na(@): A>T, ua(@)(@) =P(a) 0
ua(a) # 0 bir celiskidir. O halde a = 0.
(i) ug’ nin strekliligini gostermeliyiz:
Karakterlerin stirekliliginden; her 1 karakteri icin g » ¥ (g):G - T fonksiyonu

stireklidir. Buradan g - (¥(g)) é:G 76 fonksiyonu carpim topolojisinin
X€

tammindan stireklidir. é = Hom(G,T) Té benzer sekilde p; slreklidir.
Genisleme Lemmasi: U, R’ de O'1 igeren keyfi bir aralik olsun. ¢:U — G bir
fonksiyon oyle ki x,y,x +vy € U olmak Uzere ¢(x +vy) = p(x)p(y) olsun. O
halde F:R — G ¢’ ye genisleyen gruplarin bir morfizmidir. U, bir noktadan fazla
iceriyorsa F, tektir.

Simdi de temel 6rneklerimize bakalim:
Her ¢: T - T karakteri f(r) = y(r + Z) ile gruplarin f:R - T bir morfizmasin

verir. ¢:R - T bdlim homomorfizmas: olsun. V = (—%,%) CRve W=q()

olsun. Buradan q|y:V — W bir homeomorfizmdir. Varsayalim ki x ve y € W dyleKki
x+y€eW.Ohdder = (qly)'(x),s=(l)'®),vet=(qly) " (x+y) €V
dir. Oyle ki q(r+s—-t)=q@)+q(s)—qt)=x+y—(x+y)=0€T.
Buradan r +s —t € kerq =Z. Fakat |r+s—t| < |r| +|s| + |¢] <3-§=1. (0]
hader+s—t=0ve (ql)7* () +(ql) ') =r+s=t=(@l) " (x+y) .
Simdi de U, R’ de 0’1 igine alan bir agik aralik olsun. Oyleki f(U) € W.

o=@lp) fly:U >R olsun. O halde her x,y,x+y €U icin o(x+y)=
@(x) +@(y) dir. Bu kosullar altinda ¢, abelyen gruplarin F:R—> R  bir
morfizmasina tek olarak genisletilebilir. Simdi F, ¢’nin genislemesi ve U, R abelyen
grubunun Ureteci oldugundan qoF = f =eq dur. Buradan Z = kerq < ker (q +
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F) , yani F(Z) S kerq=17Z. O hade n=F(1) dersek, n€Z , ¢ , surekli
oldugundan F, O da siireklidir.

Abelyen gruplarin bir morfizmas: olarak, F’'nin Q_lineer oldugu gordlir ve
F'nin strekliliginden, F , R _lineerdir. Buradan F(t) = nt ve Y(t +Z) = nt + Z
dir. O halde T'nin karakterleri u, = (g = ng) endomorfizmas: ve n - p,:Z —» T

bir izomorfizmadir.
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5. KOMPAKT GRUPLARIN PROJEKTIiF LIMITLERI

Ornek: n € N olmak (izere ¢,,: G,.1 = G,, kompakt grup morfizmalarinin bir dizisi
P11 P2 P3 P4
olsun. G; < G, < G3 <G, < ...
Ozamanj, k € N, j < k icin tammmlayarak kompakt gruplarin bir projektif sistemini
elde ederiz. Morfizmler
fik =@j°@js1°..0Pk_1:Gy > Gj
Buradan G = lim,ey G, = {(gn)nenl(her n € N) @, (gns1) = g } dir.
(i) G,=1Z@{") = Z/pnz olacak sekilde bir p € N secelim. ¢, Z(p™*1) -
Z(®P") , @,(z+p"t1Z) =z+p"L olarak tammlayahm. Z, =

{(z + p"Z)pen|(her n € N) @, (z + p™*1Z) = z + p"7}

(%} () D3 Py
Burada Z(p) « Z(p?) « Z(p?) « Z(p*) < ...

Bu sistemin projektif limitine p_adic grubu, Z,,, denir.
(i) HerneNiginG, =T olsun. (T = $* = R/))
geT ve ha neN icin ¢,(g)=p-g taumlayaim.

Xp Xp Xp Xp
T<ST<CT<ST< ..
Bu sistemin projektif limitine p_adic solenoid , T;,, denir.

X2 X2 x2
p=2olsun. St « ST « ST « ..

2mix

T, = {(g)nen | HerneN2gpi1 = gn.gn €T} g1 =e , g, = e*™

2Mi2y — ,2mix — =X
e e = 2_‘y X =y .
Ohalde T, = {(xn)neN | Xn €ER, Xpipq = 2xn}

Pn Pn-1 Pn-2

Gn+1_) Gn - Gn—l -

G = Iim«— Gn = {(gn)nENl(her ne N)q)n(grwl) = gn} )
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”
(gn) + (pn) = (gn + Pn)EG

In+1 € Gny1 » Pns1 € Guyr Gner © Pnyr (Gryy deki islem)

On(Gni1 + Prs1) = gn+ Pn » (@n , homomorfizm)

On(Gn+1 + Prs1) = On(gns1) + ©n(Pni1) = gn + pn Ve agikga gorillyor ki T,
abelyendir.

T,, kompakt me?

Kompakt gruplarin projektif limitleri de kompakttir.

T, baglant:l: mu?

S'=T ,a:T->][IT;:z- (2,pz,p?z,..,p"z, ...) tammlayalim.( z yi her bilesene
gotirmek siirekli oldugundan) ¢ sireklidir. ¢(T) =T, . T baglantili oldugundan;
siirekli fonksiyonlar altindaki goruntiist de baglantilidir.

Lemma: f:G — H topolojik gruplarin bir morfizmasi olsun. Asagidakiler birbirine
denktir.

(1) kerf = N ayriktir ve f agiktir.

(i) L'in bir U agik komsulugu vardir 6yle ki f|,:U = f(U) H’de birimin bir

acik komsulugu tzerinde homeomorfizmadir.

Ispat: (i) = (ii):

G'de carpma ve ters ama islemlerinin strekliligi ve {1} N’de bir acik alt kiime
oldugundan G'de 1'in bir U agik komsulugunu bulabiliriz. Buradan UU1n N =
{1}.

Varsayalimki u, v € U olmak lzere f(u) = f(v) olsun.

Ohadde flur™)=fw) - fw) =1 = wlelUInN={1} = u=v
ve fly:U = f(U) birebirdir. Hipotezden f ve dolayisiyla f |, strekli ve agiktur.

(i) = (i):

N’ nin ayrik olusu:

f |y bire-bir oldugundan f(u) =1 = f(1) = u =1 dir.

OhaldeU n N ={1} olur.

U acik bir kiime oldugundan {1} de N’de agiktir.
f'nin agk olusu:
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W, G de agik bir kiime olsun. w € W. Buradan U nw™tW , G'de 1'in bir agik
komsulugudur. O halde (2)'den; f(U nw~1W) =W,, H'deagik bir kiimedir.

= fWW,, = f(wU nw™W)) = f(wU nW) € f(W)

H de f(w)'nin agik bir komsulugudur. f(W), f (w)’yi kapsadigindan f (W) agiktir.
Tanim: f:G - H topolojik gruplarin bir morfizmi, f(U) H'de agiktrr ve
flu:U = f(U) bir homeomorfizm olacak sekilde G’ de 1’ in bir U agik komsulugu
varsa f: G — H morfizmine bir yerel izomorfizm denir.

Ahstirma: Z,, T,” nin bir atgrubudur ve f;:T, » T limit fonksiyonunun

a
cekirdegidir. Baska bir deyisle; 0 —» Z,—T,—T — 0 bir tam dizidir.

Goézim: T, = {(rn + D pen| p(rpy1 + Z) = 1 + 7}

kerf, = Z, oldugunu gostermek yeterlidir.(f;, 1. Koordinata gottren fonksiyon)

Xp Xp Xp Xp
T,:T<T<T<T< ..

R/ <R/ <R/ o
/Z(_ /Z(_ /Z(_"'
flsz_)T:(rn'FZ)neN_)rl'FZ

1 1
r €EZ :TZEEZ = T3€p—ZZ =>---=>rne—_Z

1 1 1
T1:ZO|SlJn.=>T2:—Z :’)"3:—22 :"':THZ?Z
p p p

= kerf; = {(pn1_1 z+ Z)nEN} = Ly

Ohalde 7/ =T =5
14

Q s
Alistirma: 0 - Z-Z, < R->T, - 0 dizisi tam dizidir. Burada
q}(Z) = ((p—nz + Z)nEN ) _Z) ) T[((Zn + Z)nEN ,T) = (Zn + p—nr + Z)nEN olarak
taimlanmustir ve rt(Z,, x {0}) = kerf, dir.
Cozum: 7w’ niniyi tanemlz olugu:

mZ, xR >T,
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T[((Zn + Z)nEN 1r) = (Zn + p—nr + Z)nEN
((zy + Z)pen  11) = (2 + Z)pen  172) € Z, < R olsun.

9
T[((Zn + Z)nEN ,rl):n'((zyrl + Z)nEN 1r2)

((Zn + Z)nEN 1r1) = ((Zryl + Z)nEN arz) iserl =1 ve
=z+ZL=2z+7 = z,—2z, €L

Z,+1L=2,+7 = z,—2z,€TL
Zpn+L=z,+1 = z,—z,€L

olur.
1
T[((Zn+Z)n€Nar1):(Zn+p_nr1+Z)n€N
_ 1 1 1
= zl+;r1+Z,zz+p—2r1+Z,...,zn+p—nr1+Z,...
, 1 foo1 ro 1
n((zn+Z)n€N,rz)—(zl+;r2+Z,zz+p—2r2+Z,...,zn+p—nr2+Z,...)
: 1 r1
Z1—2,€EL = zl+;r1+Z=zl+;r2+Z

' 1 ' 1
Z— 2, €L = zZ+=ntvL=z,+=r,+ 1

P P

' 1 ' 1
In—Zpn €L = zpt—orntL=z,+—r,+1L

P P

= 1((zy + Lnen . 71) = (2 + L)pen 1 72)
= 1, iyi tanumlidir.

Bu dizinin tam olusu:

(1) @ bire birdir.

(i) ime = kern

(i) ortendir.

(i) 9:Z->17y,*R
9(z) = ((p™"z + L)pen . —2)
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9
Z1,Z, € Zolsun. ¢o(z,) = p(z,) = z,=2,

@(21) = ((p7"2; + Lpen , —71)

@(22) = (p7" 2, + L)nen , —22)

= 0(z)=0(z) = -z1=-2, = 2z, =12
= ¢ birebirdir.

(i) ime = kern

T, % R = {((pinzwz)

p(pn1+1z+Z=pinz+Zvere]R}

neN

= 0+ Dyen]

kerm = {((pinz + Z) \T)

neN

1 1
(—nZ +—nT + Z)
p p neN

1 1
= ;z+;r+Z=O = z+r€pL

1 1
==z+=r+7Z=0 = z+rep’L
p p

1 1
>—z+—r+72=0= z+rep'L
P P

= z+reNp'Z={0} = z+r=0 = r=-z
= kern={ Lz+7 ,—Z}:im

((pn )neN ) ¢
(iii) n:Z;,x]R—>Tp
Tp={(rn+Z)n€N|p(rn+1+Z)=rn+Z}

imm ={(zy, + p™"'r + L)pen| 1((21 + Dnen ,7) = (20 + p7"'7 + L)pen}
= (L, +1 —(L,4+L
= {(pn z+ il + Z) n(( z+ Z) ) (pn z+ il + Z)nEN}

neN
1 1
—(—z+ lr+z —z+—r+Z —=z+—=r+17Z,..)
p? p" p"

neN

=(;(Z+r)+Z,p—2(Z+r)+Z ,...,pin(z+r)+z,...)
T1 T2 n
=(n+Z,r+7Z,. ,m+7Z,..)

={(r + Dpenl p(rp41 +Z=1,+2Z}=T, = m,ortendir.
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n(Z;, x {O}) = kerf;:
Zp, x {0} = {((z, + Dpen , ONpzns1 = z,}
1((zy + Lpen ,0) = (2, +p ™ - 0+ L) peny = (2 + L) peny = Zy
1. sorudan kerf, = Z, oldugunu gostermistik. Buradan kerf;, = n(Z, x {0}) dur.
Onerme: j k €] ve j <k olsun. f;:G - G; limit fonksiyonlar: ve f: Gy — G;
kompakt gruplarin bir projektif sistemi icin varsayalim ki G = lim;c; G; olsun.
Asagidaki onermeler birbirine denktir.
(1) TUm fj;, baglant: fonksiyonlar: értendir.
(i)~ Tam f; limit fonksiyonlar: Grtendir.

Ispat: (i)=>(ii): Sabit bir i € J dalim. h € G; olsun. g; = f;(g) = h olacak sekilde
bir g = (gj)je; € G bulmaliyiz. i < k olacak sekildeki her k € ] igin
Ce = {(x))je;|(her j < k) x; = £ (xi) ve x; = h} < [1j¢; G; tammlayalim.
fire Orten oldugundan, C; # @. i < k <k’ ise buradan C,’ € C; olur. Simdi C ,
[1e; G; de kompakt gruplarin bir filtre bazidir. O halde bos olmayan arakesiti de
vardir. Varsayalim ki g = (g;)je; bu arakesitin icinde olsun. O halde ilk olarak,
g; = h. Ikinci olarak j < k olsun. J yonlendirilmis oldugundan, J'de i <k <k’
oldugundan (g;)e; € €. Buradang = (g;)je; € G .
(ii)=(i): j < k olsun. O halde f; = fjx fx olur. Buradan f; = fji fi olur. Buradan f;
orten ve f, dadrten oldugundan f;, daortenolur.
Tamm: Tum baglant: fonksiyonlarimin ve tim limit fonksiyonlarinin 6rten oldugu
topolojik gruplarin projektif sistemine (strict) tam projektif sistem ve onun limitine
de tam projektif limit denir.
Onerme: (i) G = lim;c; G; kompakt gruplarin bir projektif limiti olsun.
U; , G; nin birim komsuluk filtresi, X, G nin birim komsul uk filtresi ve
9 = {ker f; | j € J} olsun. O halde

a) U, {fi *(V)I|k €] ,U € U}, birimin komsuluklarimn bir bazina sahiptir.

b) 9t, kompakt normal alt gruplarinin 1’e yakinsayan bir filtre bazidir. (yani, U,

1’in bir komsulugu ise, N € U olacak sekilde N € 9t vardir.)
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(ii) Diger taraftan G kompakt grup ve 3t , N9 = {1} olacak sekilde kompakt
normal alt gruplarin bir filtre bazi olsun.
M,N € Jtve M < N icin
fum:%/pp = €/ N, fum(gM) = gN ile belirli dogal morfizmalars;
G - limyeq G/N , 9 = (gN) yen, fonksiyonu altinda limiti G ye izomorfik olan bir
tam projektif sistem meydana getirir. Bu izomorfizmayla, limit fonksiyonlari,
G - G/, bolum fonksiyonlarina eittir.
Ispat: (i) () V € Wolsun. G = limy¢; G; S [1j¢; G;
vesk ¢ G , V =G nW seklinde Wk < [];¢, G;
W = [l;e; W; sonlutanesi disindaW; = G;
Fsonlv ] jEF ise G + W™ cG;
j&F ise W, =G
Vv=ecnW = W,el; = WNIlimg, G SV
J yonli oldugundan F’de k€] olacak sekilde bir Ust sir vardir.
Her jJEF = j<k = [fp:G,~G U=Ffi"(W)eU
fe:G = Gy, fi'(U) climig; G; j€Faaim k=j

fffU)cG —> G,DU

fi fiie

fi'(U) e 1'in komgulugu
fa(U) € W, f(f*W)) = fu(U) € W;. Dolayisyla  fi* () c W =

f1(U) cG.
(i) (b) i,j < k daim. kerf, € kerf; N kerf;
J yonli oldugundan 9t bir filtre bazidir. Her bir j € ] veher U € U igin
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kerf, = f71(1) € f7'(U) (@'dan  f'(U) birimin temel komsulugu
oldugundan ispat biter.

(li)N<M © MC N olsun. 9t de M € N igin tim fy, morfizmalariin ailesi,
kompakt gruplarin bir tam projektif sistemini olusturur. gy € G olup (gyN)yen €
[Myen G/N glemaninin L = limyeq G/N limitinde olmasi icin gerek ve yeter kosul,
Jv'de her bir M 2 N ikilisi icin finy(gyN) = guM yani g;;tgy € M olmasidir.
Buradan her bir g € G icin (gN)yen € L Olur.

@ =(9 = (gN)yex): G » L morfizmasimin ¢ekirdegi N9 ={1}. O halde ¢
birebirdir.

Varsayalim ki 1 = (gyN)yex € L olsun. O halde {gyN|N € 2t} , G’de kompakt
kumelerin bir filtre bazidir. M 2 N oldugundan g;'gy € M ve buradan gy €
guM N gyN. O halde arakesit bir g elemanini igerir. Buradan g € gyN = gN =
gvN = ¢(g) = A. Buradan ¢ Ortendir.

O halde ¢ kompakt gruplarin bir izomorfizmasidir. gy: G — G / n  bolum fonksiyonu

ve fy ((GyN) yeq) = gyN iletamml fy: L - G/N limit fonksiyonu ise gy = fy ©
@ oldugu aciktir.
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6. TAMAMEN BAGLANTISIZ KOMPAKT GRUPLAR

Teorem: Bir yerel kompakt grup G icin asagidaki ifadeler birbirine denktir.

(1) Birimin komsuluk filtresi agik altgruplarin bir bazina sahiptir.

(2) G tamamen baglantisizdir.

G, kompakt ise, bu ifadeler asagidaki durumlara da denktir.

(3) Birimin komsuluk filtresi agik normal altgruplarin bir bazina sahiptir.

(4) @, sonlu gruplarin bir tam projektif limitidir.
Ispat: (1) = (2): Her agik altgrup aym zamanda kapal1 oldugundan, 1. durumdan
{1} acik-kapal1 altkiimelerin arakesitidir. Dolayisiyla {1} birimin baglantil:
bilesenidir o halde G tamamen baglantisizdr.

(2) = (1): W, birimin sabit bir kompakt komsulugu olsun. G, tamamen
baglantisiz oldugundan; W kompakt uzayinda 1'in bileseni {1} dir. Ote yandan 1,
W’da agik ve kapali komsuluklarin bir bazina sahiptir. Simdi U, W’ nin icindeki
{1} in bir agik ve kapali komsulugu olsun. O halde U, G’de kompakt olur. O
zaman, {1}'in bir V kompakt komsulugu vardir dyle ki UV € U olur. Eger degilse;
U, 1'in komsuluk filtresi olmak Uzere, {UV \ U|V € U} ailesi, U kompakt acik
oldugundan, kompakt kiimelerin bir filtre bazicir. g € N{UV \ U|V e U} 2 U
Oteyandan g € UV ! oldugundan herhangi bir V birim komsulugu icin gV n U # @
olur.Buradang e U=U = g€ U olur.

Simdi UV € U olacak sekilde V =V =1 simetrik agik komsuluk secelim: Buradan
uv™c U olur.

Fakat H = Upeny V™, G'de V tarafindan Uretilen altgruptur. O halde H € UH < U.
Buradan her U komsulugu bir agik altgrup igerir.

Simdi varsayalim ki G kompakt olsun.

(1) = (3): H, G'nin bir acik altgrubu olsun. O halde N = Nye; gHg ™, H'Yi

iceren bir agik normal altgruptur. Durum (1)’ den durum (3) gorilmds olur.

(2) = (4): N, agik normal altgruplardan olusan birim komsuluk filtresinin bir

filtre baz1 olsun.
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N, herhangi bir topolojik grupta agik altgrup olsun. O zaman N, her biri agik olan
tum diger kosetlerin birlesiminin timleyenidir. O halde N, kapalidir. Buradan G/N
kompakt ve ayrik grup oldugundan sonludur. Onceki 6nermeden G, G/ N faktor

gruplarinin tam projektif limitidir.
RB=0): 6= I,ig} G; sonlu gruplarin bir projektif limiti ise G, [];e; G;'nin

J

bir alt grubudur. Tamamen baglantisiz uzaylarin carpimlart tamamen
baglantisizdir. O halde G;'ler tamamen baglantisiz oldugundan, [[;¢; G;

tamamen baglantisizdir. Tamamen baglantisiz uzaylarin  altgruplari

tamamen baglantisizdir. O halde [];¢; G;tamamen baglantisiz oldugundan,

G de tamamen baglantisizdir.

Alstirma: Her G yerel kompakt grubunda, birim bilesen G, tim agik H altgruplarin
kimesinin arakesitidir dyle ki H /G0 kompakttir. Gosteriniz.

Ispat: 1) G /GO’ 1n yerel kompakt ve tamamen baglantisiz oldugunu gosterelim.

2) G /Go’ln birim elemaninin {G,} komsuluk filtresi agik altgruplarin bir
bazina sahiptir.

G/Go’zn yerel kompakt olusu:
GocV , Ve cC/q aalm,
Oen (V)% cG , G yerel kompakt oldugundan O e W c = 3(V) , W
kompakt

Goc n(W) cv = G/. yerel kompakitr.
kompakt 0

G/GO’ N tamamen baglantisiz ol usu:
G/Go’da Go,'1n hileseninin {G,} oldugunu gostermeliyiz. f:G—>G/G0 dogal
homomorfizma olsun. {G,} € P* < G/G0 , P* baglantih ve P* # {G,} olsun.

Gy S P=f"1(PY GocfP)) P #{G} = P+#G, olu. O
halde P baglantil1 degildir.
U, Vek c G, P=(PNU)UPNY)
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PNUNV =@
PNU # 0, PNV # Q.

U* = f(U)** G/GO , V= f(V)®ek G/GO , P*=(P*"NU*UP*NV™)
=0 0

P*NU*NV* =@ , P* baglantil oldugundan bu bir celiskidir.

G/Go’da G,'1n bileseni {G,} olmalidhr.
H /G0 acik oldugu icin ayni zamanda kapalidir.
U, {Go} ' G/ "deki komsuluk filtresi ise Ve U, v = {viveok c
G/GO’V acik altgrup,{G,} c V} her U el icin {Gy} cV c U olacak
sekilde V € U vardrr. w: G - G/GO , kerm = Gy. NyeyV ={Go} ,VEV

(V) c G ve Nyeyn (V) =n ' (NyeyV) =77 1(Gy) = Go. Her
H

VeVignH =n"1(V)™* c G ve H/G0 kompakitir.

Alstirma: Tamamen baglantisiz bir kompakt grubun drten homomorfik gorintisi
de tamamen baglantisizdir.

Co6zum: G tamamen baglantisiz ve f: G — H kompakt gruplarin bir 6rten morfizmi
olsun. K = kerf olsun. Varsayalim ki H = G/K ve f bolim morfizmas: olsun.

Onceki teoremden G’nin birimi kompakt (normal) agik altgrup N’lerden olusan
N(G) komguluk bazina sahiptir. KN = Uyegx kKN alt grubu agik ve K = Nyeq HN

dir. A birimin komsuluklar: olmak lzere K = K = Nyey KU oldugundan G/K’ nin
birimi  acik (dolayisiyla kapali) alt gruplarin bir komsuluk bazina sahiptir.
Dolaysiyla G/, tamamen baglantisizdr.
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7. BAZI DUALITE TEORILERI

A, keyfi bir abelyen grup olsun. F, tim sonlu dogrulmus altgruplarin ailesini
gogersin.  F, yonlendirilmistir. CUnki F,E€F icin F+E€F dir.
Ayrica A = Uper F. Eger EEFEF ve ECF ise E > F icermesi, A:F = T igin

ferF: F > E, fer (1) = 2| morfizmasin belirler.
{fEF: F > E|E,F EF,ECF } ailesi kompakt abelyen gruplarin bir projektif
sistemidir. 7'nin bolunebilirliginden, E € F iken E’ de her bir karakter F’de bir

karaktere genisler ve o halde bu sistem tamdir. F - A icermesi, fz: A- F,
fr(2) = 2|z morfizmini belirler.

Oneme 1> (Alp)per : A > limper F - kompakt  abelyen gruplarin  bir
izomorfizmidir.

Ispat: @: Hom(A,T) - limger Hom(F,T) , ¢(1) = (A|r)rer kompakt gruplarin
bir morfizmi olsun.

@’nin bire bir olusu:

A'nmin bir A karakterinin, A’nin ¢ekirdeginde olmasi icin gerek ve yeter kosul her
F € F icin Az = 0 olmasidir. Fakat A = Uper F oldugundan bu durumda gerek ve
yeter kosul 2 = 0 olmasidir. O halde ¢ bire biridir.

@’ nin orten olusu:

Y = (Ap)rer € liMper F olsun. Baglant1 fonksiyonlarimin tammmindan, A’ da sonlu
dogrulmus altgruplarin her ¢ifti E € F i¢in Ag|z = A|g olur. O halde 1: A>T
fonksiyonunu su sekilde tanimlayabiliriz. Her bir a € Aicin a € F olacak sekilde bir
F € F secelim. Onceki durumdan T’ de Az (a) eleman, F’nin segimine bagl: degildir.
(0] haldel:A > T , AMa) = Ap(a) fonksiyonunu tammlayalim.
a,beAisevea€F ,beE

G=E+F<E = ECE+F=G

G=E+F<F = FCE+F=G

Ma+b) = Ag(a+b) = Ag(a) + A5(b) = Ap(a) + A(b) = A(a) + A(b)
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Ag=E+F->T

«
U ,/ﬂE Ag (b) = AE(b)

4
4

E

Ag=E+F->T

bl
u ,IIAF Ag (a) = Ap (a)

4
4

F

OhadeA € Hom(A,T) veAlr = Ap
= o) =y
= ¢ Ortendir.

@ bire-bir ve drten oldugundan kompakt gruplarin bir izomorfizmidir.

Kisaca: A, herhangi bir abelyen grup 4’ min karakter grubu ve F, sonlu dogrulmus

F alt gruplarimin karakter grubu olmak Uzere A , F karakter gruplarinin bir projektif

limitidir. F ’nin bir sonlu grup ile bir sonlu boyutlu torus grubunun direkt garpimi
oldugunu biliyoruz.

Varsayalim ki G = lim;¢; G;, limit fonksiyonlar1 fj: G — G; olan, kompakt abelyen
gruplarin bir tam projektif limiti olsun.

Her A: G; —» T karakteri G'ninbir Ao f;:G — T karakterini verir.

Ao fj =po fjolsun. = A4 = u oldugunu gosterelim:

g; € G; daim. f; orten oldugundan f; (g) = g; olacak sekilde g € G vardhr.

(2 f;) = (u © f;) oldugundan

(A2 fi)(9) = (ue f;)(g) yani

2(£(9)) = n(f;(9))

9j 9j

Agj) =wulg) = A=u olur.

Dolayisiyla G 'y G’ nin bir alt grubu olarak dustinebiliriz.
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A

Onerme: G = lim;c; G; bir tam projektif limit ise G = Uj¢; G,
Ispat: G ’nin bir alt grubu olarak éj " nintantmindan U ¢, éj c é.Varsayahm

ki 2:G - T , G'nin bir karakteri olsun. T"de (—%é) Un gorintistine V dersek, {0},
V' de icerilen T’ nin tek atgrubu olur. U = A=1(V), G’de 0'1n bir agik komsulugudur.
Bir j € J vardir éyleki kerf; € U. Buradan A(kerf;) V'deigerilen T’ nin bir
altgrubudur ve A(kerf;) = {0} dir. O halde kerf; < kera vetek bir 4;:G; > T

morfizmasi vardir 6yle ki A = ; o f;. O halde kesinlikle

A A

1eEG, = G cUjyG,.

Teorem: Herhangi bir A abelyen grubuiginn,: A — A bir izomorfizmadr.

Ispat: F, A'min sonlu dogrulmus alt gruplarinin yonlendirilmis ailesi olmak iizere
A= limper F bir tam projektif limit oldugunu biliyoruz. fr: A > F |, £r(1) = A,
limit fonksiyonlari  ortendir ve Hom(fr T)(¢)=¢cofr olmak Uzere

Hom(fz, T): Hom (F,T) » Hom ( A,T) bire bir morfizmalar: belirler. Onceki

onermeden Hom(A,T), Hom(fz, T) bire bir morfizmalarimn gorintilerinin
birlesimidir.

Buradan herhangi bir Q € Hom(A,T) icin Q = Hom(fz, T)(¢) = e o f» olacak
sekilde FeF ve e€Hom(F,T) vadr. Fekat ne:F —Hom(F,T) bir

izomorfizmdir. O halde a € F vardir 6yle ki € = nz(a). Buradan Q = ng(a) o fz.
Dolayisiyla A'nin herhangi bir AA->T karakteri icin

Q) = UF(a)(fF(/l)) =nr(lr) = (Al) (@) = A(a) = n4(a)(2).

Buradan 7, 6rtendir. Onceki Lemma’ dan 4 bire-bir oldugunu biliyoruz.
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F L Hom(lf,T)

i Hom (f, T) (i, icerme)

A l; Hom(A,T)

Pontryagin Dualite Teoremi’ nin diger yarist:

G, herhangi bir kompakt abelyen grup olmak tzeren;: G - G bir izomorfizmadhr.
Ornek: G, kompakt grup olmak Uzere, lim;; G; = G, dualiteye sahip G; kompakt
abelyen gruplarinin bir tam projektif sistemi ise, G dualiteye sahiptir.

ispat: (Onceki bir Lemma'dan: G, kompakt abelyen grup ise n4:6 » G,
16 (9)(A) = 2(g) kompakt abelyen gruplarin bir morfizmasidir.)

Ohaden;: G —» G morfizminin bire bir ve 6rten oldugunu gostermeliyiz.
N’ nin Orten olusu:
neG oldugunu varsayalim. Yani Q: G-T abelyen gruplarin bir morfizmasidir.

Onceki Gnermeden G = Ujes éj oldugunu biliyoruz. Qlé =, ile gogterirsek
i

Q: éj -T,0 € éj dir. (hipotezden) G; dualiteye sahip oldugundan Mg; Orten olur.
O halde;

jej

limjc; G; = G’ nin bir eleman olsun. Bunun icin varsayalimki J'de j < k olsun.

Gk T’Gk

G
fix f,{ degismeli diyagramini elde ederiz.
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~ ’ A ~
~

fi G = G, f(Q) =g =9
i

Buradan Ng; (fjk(gk)) = fjk (Uok(gk)) = fjk Q) = Q= 776,-(9;’)-

Fakat G; dualiteye sahip oldugundan, 7 bire bir ve buradan fj (g1) = g;-.

g € limj¢; G; iddiasim kanitlar.

Her bir f;: G — G; limit fonksiyonu icin, neeki gibi

Ule
e

G
fi l f
Gj

O))

degismeli diyagramni elde ederiz.

+—

. Ne; ,—
e

@»

O haidener j € Jigin 1, (n,(@) = 1, (F,@) =1, (9,) =2

simdi f:6 -G, eoelg  Kistlamasini inceleyelim. n6(g): G > T
i

morfizmasinin her bir éj 'ye kisitlamasi Q;, ayrica Q; = Q dir. Buradan n(g) = Q

= 1, Ortendir.

n¢' nin bire bir olusu:

Daha 6nce G'nin karakterleri noktalarint ayirir iddiasim gozlemlemistik. Buradan
varsayalim ki 0 # g € G olsun. 9t = {kerf;| j € J} kimesi igin N N = {0} oldugunu
biliyoruz. Buradan bir j € ] vardir éyleki g & kerf; , yani, f;(g) # 0. G; dualiteye

sahip oldugundan, karakterleri noktalarini ayirir. Buradan bir 1 € G, vardur. Oyle ki

A(f;(9)) # 0. Buradan da A= f, € G , G’nin g'yi yok etmeyen bir karakteridir. O
halde n; bire birdir.
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Ahstirma:. f: A — B abelyen gruplarin bir morfizmasi olsun.

A
~

AnAA

d

lf diyagrami degismelidir.
B M5, é

N

Cozim: ngf = an oldugunu gostermeliyiz.
Na:4 - 'g\ , Ma(@(@)=A(a) , n:B- é , 15(b)(Q) = Q(b) oldugunu

biliyoruz.

=hom (A, T) - hom (B, T)

_...
>»
0o»

II
W>

) (@) = o( f (@)

—h>)
v

f (o

acAdadamn,;A-> A = n,a) € A =h0m(A,T) ,Naa): AT

fna@eB  fruaBoT
m(f@): B =T, Qe B dam. £y )) = @) F @)= f @@=

Q(f(a))
15 (f (@) (Q) = Q(f(a))

fna=nsf
Ahstirma:. f: G — H kompakt abelyen gruplarin bir morfizmasi olsun.
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GngG

fl l f  diyagrami desismelidir.

Cozum: Bir onceki ornekteki durum gegerlidir.
Ahstirma: (i) Tim p_adic tamsayilarinin grubu , Z,, , duditeye sahiptir ve karakter

1

grubu Z(p~) =¥~ / 7 T’ de p_nin kuvveti olan tim elemanlarin grubudur.

n =1,2,... i¢in birimin tim p™_inci koklerinin altgrubunaizomorftur.

(ii) p_adic solenoid , T, , duditeye sahiptir ve karakter grubu p%oZ meZ
ve ne N olmak Uzere m/pn seklinde belirtilebilen tim rasyonel sayilarin
altgrubudur.

Ispat: Z(p™) ve T gruplarimin (tam projektif sistem ise) dualiteye sahip oldugunu
biliyoruz. O halde Z,, ve T,, de dualiteye sahip olur.

1
pnti

—7
() @u Z(P™') - Z(p™) morfizmasinin duali P" /z - /z icermesidir.

P/
Ohalde Z(p") =*" /,

Z(p"**) - Z(p™)

o™ - L)

1 1
p_nZ/ pntl Z/ .
7= 7 icerme

_Z . pn+1 pZ/

Onceki Onerme’ den;f(?) = Unen @ )
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1
—7
n

= Unen” /Z

%Z/
= Y

= Z(p*)
(i) pp:T - T morfizmasimn duali pu,:Z — Z morfizmasidir. Bu fonksiyon

S
Z - %Z icermesine denktir. Onceki Onerme’den T,, = UnENpinZ = p%)Z dir.
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