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 1.GENEL BİLGİLER               

 1.1. Metrik Uzaylar 

 

Tanım 1.1.1 : X ≠ ∅  verilen bir küme ve :d X X× →\  aşağıdaki şartları sağlayan bir 

fonksiyon ise; d ’ye X üzerinde bir metrik ve ( );X d  ikilisine bir metrik uzay denir. 

i.  , Xx y∀ ∈   için ( ), 0d x y ≥ dır.  

ii. , Xx y∀ ∈  için ( ), 0d x y =   dır x y⇔ = ise. 

iii. , Xx y∀ ∈  için ( ) ( ), , xd x y d y= dir. 

iv. , , Xx y z∀ ∈  için ( ) ( ) ( ), , ,z x yd x d zd y≤ + dir. 

Örnek 1.1.2 : \  reel sayılar kümesi olsun. x∈\  için,  
   ,        x 0

:  
,          x<0

x
x

x
≥⎧

= ⎨−⎩
        olsun. 

                      e += × →\ \ \  

fonksiyonu; ,x y∀ ∈\  için ( ), :e x y x y= −  şeklinde tanımlanırsa; ,e \  üzerinde bir 

metriktir. e ’ye \  üzerinde tanımlı Öklit Metriği ve ( );e\ metrik uzayına 1- boyutlu 

Öklit Metrik uzayı denir. 

Örnek 1.1.3 : X ≠ ∅  olan bir küme ve ( ); , B X X^ üzerinde tanımlı kompleks değerli 

tüm sınırlı fonksiyonların kümesi, yani 

( ) ( ){ }; : : :  ve 0  f fB X f f X M x X f x M= → ∃ > ∴∀ ∈ ≤^ ^  olsun. X üzerinde tanımlı 

iki sınırlı fonksiyonun toplamı, çarpımı ve sabit bir kompleks sayı ile bir sınırlı 

fonksiyonun çarpımı sınırlı olduğundan; ( ), ;f g B X∀ ∈ ^  için ( ) ( ){ }:f x g x x X− ∈ ⊂ ^  

alt kümesi boştan farklı ve üstten sınırlı bir kümedir. Dolayısıyla 

sup ( ) ( ){ }:f x g x x X− ∈  vardır.  O halde, ( ) ( ): ; ;d B X B X∞ × →^ ^ \    fonksiyonu,   
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( ), ;f g B X∀ ∈ ^  için ( ) ( ) ( ){ }, : sup :d f g f x g x x X∞ = − ∈  şeklinde tanımlanırsa; d∞  

fonksiyonu ( );B X ^  üzerinde bir metriktir. ( )( ); ,B X d∞^  metrik uzayına, X  üzerinde 

tanımlı kompleks değerli tüm sınırlı fonksiyonların supremum metriğine göre oluşturulan 

metrik uzayı denir.  

 

1.2. Metrik Uzaylarda Açık,Kapalı Kümeler ve Bir Alt Kümenin Kapanışı ,Sınırı  

 

Tanım 1.2.1 : ( ),X d  bir metrik uzay ve ,x y X∈   ise; ( ), 0d x y ≥  sayısına, x  noktasının 

y  noktasına olan uzaklığı denir. 

Tanım 1.2.2 : ( ),X d  bir metrik uzay a X∈ ve 0r > olsun. Bu taktirde;  X ’ in      

  ( ) ( ){ }; : : , ,  dB a r x d x a r x X X= < ∈ ⊂  

 ve         ( ) ( ){ }; : : , ,  dB a r x d x a r x X X= ≤ ∈ ⊂  

alt kümelerine sırası ile; ( ),X d  metrik uzayında a −  merkezli ve r −  yarıçaplı bir açık top 

ve a −  merkezli ve r − yarıçaplı bir kapalı top denir. 

Tanım 1.2.3 : ( ),X d  bir metrik uzay, A X⊂ ve 0x X∈ olsun. ( )0 0,dB x r A⊂  olacak 

şekilde bir 0 0r > sayısı varsa; 0x A∈ noktasına A  kümesinin bir iç noktası denir. 

 A  kümesinin bütün iç noktalarının oluşturduğu kümeye A  kümesinin içi denir ve 
oA  ile gösterilir. A ’ nın her noktası bir iç nokta ise; A alt kümesine ( ),X d  metrik 

uzayında bir açık alt küme veya A ’ ya X ’ in d  metriğine göre bir açık alt kümesi denir. 

Teorem 1.2.4 : ( ),X d  bir metrik uzay olsun. Bu taktirde, X ve ∅  kümelerinin her biri d

metriğine göre X ’in birer açık alt kümesidir. ( )k e ,1975Mun r s  

Teorem 1.2.5 : ( ),X d  bir metrik uzay, a X∈ ve 0r >  ise; ( );dB a r X⊂ açık topu, 

( ),X d metrik uzayında bir açık alt kümedir ( )k e ,1975Mun r s . 
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Teorem 1.2.6 : ( ),X d bir metrik uzay olsun. Bu taktirde; 

i. Λ bir damga kümesi olmak üzere; { } ( )O Xλ λ∈Λ
⊂℘ bir açık küme ailesi ise;

O Xλλ∈Λ
⊂∪  alt kümesi bir açık alt kümedir ( )k e ,1975Mun r s . 

ii. m∈` olmak üzere; { } ( )1 2, , , mO O O X⊂℘"  sonlu elemanlı bir açık küme ailesi ise; 

{ }1, , kk m
O X

∈
⊂

"∩  alt kümesi  bir açık alt kümedir ( )k e ,1975Mun r s . 

Uyarı 1.2.7 : ( ),X d bir metrik uzay ise; ( ),X d  metrik uzayında  sonlu elemanlı olmayan 

bir { } ( )O Xλ λ∈Λ
⊂℘  açık küme ailesinin arakesiti olan :O O Xλλ∈Λ

= ⊂∩  alt kümesinin 

bir açık alt küme olması gerekmez. 

Örnek olarak; n∀ ∈`  için 1 1: ,nO
n n

⎛ ⎞= − ⊂⎜ ⎟⎝ ⎠
\  alt kümeleri ( ),e\  metrik uzayında 

bir açık alt kümedir. Fakat sonlu elamanlı olmayan { } ( )1 1,n n
n

O
n n∈

∈

⎧ ⎫⎛ ⎞= − ⊂℘⎨ ⎬⎜ ⎟⎝ ⎠⎩ ⎭`
`

\   açık 

altküme ailesi için { }0nn
O

∈
=

`∩ ve { }0 ⊂ \  altkümesi, ( ),e\  metrik uzayında bir açık 

alt küme olmadığından; nn
O

∈
⊂

`
\∩  alt kümesi, ( ),e\  metrik uzayında bir açık alt küme 

değildir.  

Tanım 1.2.8 : ( ),X d  bir metrik uzay, A X⊂  ve 0x X∈  olsun. 0r∀ >  sayısı için  

             ( )0;dA B x r∩ ≠ ∅   

ise; 0x X∈  noktasına A  alt kümesinin bir kapanış noktası denir. 

      A X⊂  alt kümesinin tüm kapanış noktalarından oluşan X ’ in alt kümesine, A ’ nın  

kapanışı denir ve A  ile gösterilir. Şu halde; 

( ){ }: :  ve 0 icin ;dA x x X r A B x r= ∈ ∀ > ∩ ≠ ∅  dir. 

Tanım 1.2.9 : ( ),X d bir metrik uzay K X⊂ olsun. Eğer : \cK X K X= ⊂ , X ’ in bir açık 

alt kümesi ise; K ’ya X ’ in bir kapalı alt kümesi denir. 
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Teorem 1.2.10 : ( ),X d bir metrik uzay ve A X⊂  ise 
 kapalı

     A

:
K X

K

A K
⊂

⊂

= ∩ dır. 

İspat: A =∅  ise iddia doğrudur. A ≠∅  olması halinde iddianın doğru olduğunu 

gösterelim. Önce 
 kapalı

     A
K X

K

K A
⊂

⊂

⊂∩  olduğunu gösterelim. 0
 kapalı

     A
K X

K

x K
⊂

⊂

∈ ∩  olsun. 0x A∈  

olduğu yani 0 0r∀ >  için ( )0 0;dB x r A∩ ≠ ∅  olduğu gösterilirse 
 kapalı

     A
K X

K

K A
⊂

⊂

⊂∩ olur. 

Varsayalım ki bir 0 0r >  için ( )0 0;dB x r A∩ =∅  olsun. O halde ( )( )0 0;
c

dA B x r⊂  dir. 

0
 kapalı

     A
K X

K

x K
⊂

⊂

∈ ∩ , ( )( )0 0;
c

dA B x r⊂ ve ( )( )0 0;
c

dB x r X⊂  kapalı olduğundan ( )( )0 ;
c

d o ox B x r∈  

yani ( )0 ;d o ox B x r∉  elde edilir ki; bu bir çelişkidir. Çelişki, bir 0 0r >  için 

( );d o oB x r A∩ = ∅  varsayımından kaynaklandığından 0r∀ >  için ( );d o oB x r A∩ ≠ ∅  

yani 0x A∈  olur. Öyleyse; 

  
 kapalı

     A
K X

K

K A
⊂

⊂

⊂∩                                                                                                                   ( )1  

dir. 

         Tersine olarak 
 kapali

     A
K X

K

A K
⊂

⊂

⊂ ∩  olduğunu gösterelim.Varsayalım ki; 

 kapali
     A
K X

K

A K
⊂

⊂

⊄ ∩  olsun. Bu durumda 0 0
 kapalı

     A
K X

K

x A x K
⊂

⊂

∃ ∈ ∴ ∉ ∩  dir. O halde oK X∃ ⊂  kapalı 

alt kümesi öyle ki 00x K∉ , 00
cx K∈  dir. Bu durumda ( )0 0 0;d rB x K∩ =∅  dolayısıyla 

( )0 0;d x rB A∩ = ∅  olur. Bu ise 0x A∈  olması ile çelişir. O halde 

 
 kapali

     A
K X

K

A K
⊂

⊂

⊂ ∩                                                                                                                   ( )2  

dir. ( )1  ve ( )2  den 
 kapali

     A

:
K X

K

A K
⊂

⊂

= ∩  olduğu görülür. 
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 Sonuç olarak, herhangi bir kapalı küme ailesinin arakesiti daima kapalı bir alt küme 

olduğundan; 
 kapali

     A

:
K X

X

A K
⊂

⊂

= ∩  olması daima A X⊂ alt kümesi bir kapalı alt kümedir. 

Ayrıca; diğer taraftan A X⊂  kapalı bir alt küme ise A A=  dır. 

Teorem 1.2.11 : ( ),X d bir metrik uzay olsun. Bu taktirde X  ve ∅  kümelerinin her biri d

metriğine göre X ’ in birer kapalı alt kümesidir ( )k e ,1975Mun r s . 

Teorem 1.2.12 : ( ),X d bir metrik uzay, a X∈  ve 0r >  ise; ( );dB a r X⊂  kapalı topu, 

( ),X d  metrik uzayında bir kapalı alt kümedir ( )k e ,1975Mun r s . 

Teorem 1.2.13 : ( ),X d  bir metrik uzay olsun. Bu taktirde; 

i. Λ bir damga kümesi olmak üzere; { } ( )K Xλ λ∈Λ
⊂℘  bir kapalı küme ailesi ise; 

K Xλλ∈Λ
⊂∩  alt kümesi bir kapalı alt kümedir ( )k e ,1975Mun r s . 

ii. m∈` olmak üzere; { } ( )1 2, , , mK K K X⊂℘" , sonlu elemanlı bir kapalı küme ailesi ise; 

{ }1, ,m
K X

∈
⊂AA "∪  alt kümesi bir kapalı alt kümedir ( )k e ,1975Mun r s . 

Uyarı 1.2.14 : ( ),X d bir metrik uzay ise; ( ),X d metrik uzayında sonlu elemanlı olmayan 

bir  kapalı { } ( )K Xλ λ∈Λ
⊂℘ küme ailesinin birleşimi olan :K K Xλ

λ∈Λ

= ⊂∪ alt kümesinin 

bir kapalı  alt küme olması gerekmez. Örnek olarak; n∀ ∈`  için 1: 0,1nK
n

⎡ ⎤= − ⊂⎢ ⎥⎣ ⎦
\  alt 

kümeleri, ( ),e\  metrik uzayında bir kapalı alt kümedir. Fakat sonlu elamanlı olmayan 

{ } ( )10,1n n
n

K
n∈

∈

⎧ ⎫⎡ ⎤= − ⊂℘⎨ ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎩ ⎭`
`

\  kapalı alt küme ailesi için [ )0,1nn
K

∈
=

`∪  ve 

[ )0,1 ⊂ \  alt kümesi, ( ),e\  metrik uzayında bir kapalı alt küme olmadığından; 

nn
K

∈
⊂

`
\∪  alt kümesi, ( ),e\  metrik uzayında bir kapalı alt küme değildir.  

Tanım 1.2.15 : ( ),X d  bir metrik uzay, A X⊂ ve 0x X∈  olsun. 
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( ) ( ){ }0 0; : inf ; , 0d x A d x x x A= ∈ ≥  genişletilmiş reel sayısına 0x  noktasının A  kümesine 

olan uzaklığı denir. 

( )0;d x ∅ = +∞  olduğu tanımdan açıktır. Diğer taraftan kolayca gösterilir ki A X∅ ≠ ⊂  

alt kümesinin sınırlı bir alt küme olması için gerek ve yeter şart; ( )0;d x A ‘nın sonlu 

olmasıdır. 

Teorem 1.2.16 : ( ),X d  bir metrik uzay ve K X⊂  kapalı bir alt küme 0
cx K∈   ise, 

( )0; 0d x K >  dır. 

İspat: K X⊂  kapalı bir alt küme ise, cK  açıktır. O halde cK K∩ = ∅  dır. 0
cx K∈  için; 

( ) { }0 0; : inf :d x K x w w K= − ∈  idi. 0
cx K∈  olduğundan 0x K∉  dir. 0

cx K∈  ve cK  

 açık olduğundan ( )0 0; cD x r K⊂   olan bir 0 0r >  sayısı vardır. cK K∩ = ∅  olduğundan 

( )0 0;K D x r∩ = ∅  olur. O halde w K∀ ∈  için ( )0 0;w D x r∉  olup 0 0x w r− ≥  dır. O halde 

w K∀ ∈  için 0 0x w r− ≥  olduğundan 0 0r >  sayısı; 

{ } { }0 : 0x w w K +− ∈ ⊂ ∪\  kümesinin bir alt sınırıdır. O halde

{ } ( )0 0 00 inf : ;r x w w K d x K< ≤ − ∈ =  elde edilir ve ispat tamamlanır. 

Tanım 1.2.17 : ( ),X d  bir metrik uzay, A X⊂  ve 0x X∈  olsun. 0r∀ >  sayısı için 

( ) { }( )0 0; \dA B x r x∩ ≠ ∅  ise; 0x X∈   noktasına A  kümesinin bir yığılma noktası denir. 

          A X⊂ alt kümesinin tüm yığılma noktalarından oluşan X ’ in alt kümesine, A ’ nın 

türev kümesi denir ve 'A   ile gösterilir. 

Tanım 1.2.18: ( ),X d bir metrik uzay, A X⊂  ve 0x X∈  olsun. 0r∀ >  sayısı için 

( )0;dA B x r∩ ≠ ∅  ve ( )0;c
dA B x r∩ ≠ ∅  ise; 0x X∈  noktasına A  kümesinin bir sınır 

noktası denir. 
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 A X⊂  alt kümesinin tüm sınır noktalarından oluşan X ’ in alt kümesine, A ’ nın 

sınır kümesi denir ve A∂  ile gösterilir. 

 

1.3.Ayrık,Yoğun, Yoğun Olmayan,Sınırlı ve Kompakt Alt Kümeler 

 

Tanım 1.3.1 : ( ),X d  bir metrik uzay , A X⊂ ve 0x A∈  olsun. ( ) { }0 0 0;dA B x r x∩ =

olacak şekilde bir 0 0r >  sayısı var ise bu 0x A∈  noktasına A ’ nın bir ayrık noktası denir. 

Eğer A ’ nın her elemanı bir ayrık nokta ise bu A ’ya X ’in bir ayrık alt kümesi denir. 

Tanım 1.3.2 : ( ),X d bir metrik uzay ve A X⊂ olsun. A X=  ise; A ’ ya X ’ in bir yoğun 

alt kümesi denir. 

Tanım 1.3.3 : ( ),X d bir metrik uzay ve E X⊂ olsun. ( )o
E = ∅  ise; E ’ ye X ’ in hiçbir 

yerde yoğun olmayan bir alt kümesi denir.  

Teorem 1.3.4 : ( ),X d  bir metrik uzay ve E X⊂ olsun. E ’ nin  X ’ in hiçbir yerde yoğun 

olmayan bir alt kümesi olması için gerek ve yeter koşul, ( )c
E X⊂  alt kümesinin yoğun 

olmasıdır. 

İspat: ( )0
E = ∅  ise; ( )c

E X= dir. ( )0
E = ∅  olduğundan x X∀ ∈ için ( )0

x E∉  dir. 

( )0
x E∉  olması ya x E∉  veya x E∈  fakat 0r∀ >  için ( );dB x r E⊄  olduğunu gösterir. 

x E∉  ise ( )c
x E∈ ve ( ) ( )c c

E E⊂  olduğundan ( )c
x E∈  olur. ( )o

x E∉  için x E∈  ve 

0r∀ > için ( );dB x r E⊄  ise, 0r∀ > için ( ) ( );
c

d x rB E∩ ≠ ∅  dir. ( )0
x E∉  için x E∈  ve 

0r∀ > için ( );dB x r E⊄  olması halinde 0r∀ >  için ( ) ( );
c

d x rB E∩ ≠ ∅  olduğundan 

( )c
x E∈ olur. Sonuç olarak; ( )o

E = ∅  ise, x X∀ ∈  için ( )c
x E∈ olduğundan ( )c

X E=

olur. 
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 Tersine olarak; ( )c
E X= ise ( )o

E = ∅  dır. Farz edelim ki ( )o
E ≠ ∅  olsun. O halde;  

( )0

o
x E∈  olacak şekilde en az bir 0x X∈  noktası vardır. ( )c

E X=  olduğundan ( )0

c
x E∈

dir. ( )0

o
x E∈ olduğundan ( )0 0;dB x r E⊂  olan en az bir 0 0r >  sayısı vardır ve bu 0 0r >

sayısı ( ) ( )0 0;
c

dB x r E∩ = ∅  olur ki; bu ( )0

c
x E∈  olması ile çelişir. O halde; ( )c

E X=  ise 

( )o
E = ∅  olmak zorundadır. 

Tanım 1.3.5 : ( ),X d  bir metrik uzay ve A X⊂ olsun. ( )0 0;dA B x r⊂  olacak şekilde bir  

0x X∈  ve 0 0r >  sayısı var ise bu A X⊂  alt kümesine, bir sınırlı alt küme denir. 

Tanım 1.3.6 : ( ),X d  bir metrik uzay ve A  bu uzayın herhangi bir alt kümesi olsun. Her 

Lλ∈ için Aλ  kümesi ( ),X d  metrik uzayının bir açık alt kümesi olmak üzere, { } L
Aλ λ∈

ailesi için 
L

A Aλλ∈
⊂∪ bağıntısı gerçekleniyorsa, { } L

Aλ λ∈  açık küme ailesine A  

kümesinin bir açık örtüsü denir. 

Tanım 1.3.7 : ( ),X d bir metrik uzay ve K  bu uzayın bir alt kümesi olsun. K  kümesinin 

her açık örtülüşü,  sonlu sayıda açık kümelerden oluşan bir sonlu örtülüşü seçilebilirse, 

yani 
L

K Aλλ∈
⊂∪ şartını sağlayan her { } L

Aλ λ∈   açık küme ailesi verildiğinde L indisler 

kümesinin { }1 2, , , n Lλ λ λ ⊂"  gibi sonlu bir alt kümesi, ( )1,i n∀ ∈  için { }
i L

A Aλ λ λ∈∈  

olmak üzere; 

( )1, ii n
K Aλ∈

⊂∪   olacak şekilde bulunabilir ise, K  kümesine X ’ in bir kompakt alt kümesi 

denir. 
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1.4. Metrik Uzaylarda Yakınsak Diziler, Cauchy Dizileri ve Tam Metrik Uzaylar 

 

Tanım 1.4.1 : ( ),X d  bir metrik uzay ve { }nx , X  kümesinin noktalarından oluşan bir dizi 

olsun. 0ε∀ >  sayısı verildiğinde ( )N ε∃ ∈`  sayısı bulunabilir. Öyle ki ( ),n n N ε∀ ∈ ≥`  

için ( )0,nd x x ε<  olacak şekilde bir 0x X∈  noktası bulunabilirse { }nx dizisine X  kümesi 

üzerinde d metriğine göre yakınsak bir dizi ve 0x noktasına d  metriğine göre bir limit 

denir. 

        ( ),X d bir metrik uzay ve { }nx , X  kümesinin noktalarından oluşan bir dizi olsun. 

{ }nx dizisi d metriğine göre yakınsak ve limit 0x  noktası ise, 

n → +∞  için 0
d

nx x⎯⎯→   veya 0lim nn
x x

→+∞
=  veya ( )0lim , 0nn

d x x
→+∞

=  

notasyonlarından biri ile gösterilir. 

Teorem 1.4.2 : ( ),X d  bir metrik uzay ve { }nx , X  uzayının noktalarından oluşan bir dizi 

olsun. { }nx  dizisi d metriğine göre yakınsak ise limiti tektir ( )k e ,1975Mun r s . 

Teorem 1.4.3 : ( ),X d  bir metrik uzay, A X⊂  ve 0x X∈  olsun. 0x A∈  olması için gerek 

ve yeter koşul; 0lim nn
x x

→+∞
=  olacak şekilde bir { }nx A⊂  dizisinin mevcut olmasıdır. 

İspat: ox A∈   ise; 0lim nn
x x

→+∞
=  olacak şekilde bir { }nx A⊂  dizisi vardır. Gerçekten;  

0x A∈  olduğunda; 0r∀ >  sayısı için ( )0;dA B x r∩ ≠ ∅  dır. O halde; n∀ ∈`  için; 

0
1;dA B x
n

⎛ ⎞∩ ≠ ∅⎜ ⎟⎝ ⎠
 olduğundan; n∀ ∈`  için 0

1;n dx A B x
n

⎛ ⎞∈ ∩ ≠ ∅⎜ ⎟⎝ ⎠
 olan bir { }nx A⊂

dizisi vardır. Bu { }nx A⊂  dizisi; n∀ ∈`  için ( )0
10 ,nd x x
n

≤ <  koşulunu sağladığından 

0lim nn
x x

→+∞
=  dır. 
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 Tersine olarak; 0lim nn
x x

→+∞
=   olan bir { }nx A⊂  dizisi varsa; 0x A∈  dir.  0lim nn

x x
→+∞

=  

olduğundan 0r∀ >  sayısı için ( ) ( ),N r n n N r∃ ∈ ∴∀ ∈ ≥N   N    için ( )0,nd x x r<  dir. 

( ),n n N r∀ ∈ ≥N    için ( )0,nd x x r<  olması;  ( ),n n N r∀ ∈ ≥N    için 0
1;n dx B x
n

⎛ ⎞∈ ⎜ ⎟⎝ ⎠
 

olduğunu gösterir. O halde; { }nx A⊂  olduğundan, ( ),n n N r∀ ∈ ≥N    için 

0
1 ;  n dx A B x
n

⎛ ⎞∈ ∩ ≠ ∅⎜ ⎟⎝ ⎠
 dir. Sonuç olarak; 0r∀ >  sayısı için 0

1;dA B x
n

⎛ ⎞∩ ≠ ∅⎜ ⎟⎝ ⎠
 

olduğundan 0x A∈   dir. 

Tanım 1.4.4 : { }nx , ( ),X d  metrik uzayında bir dizi olsun. 0ε∀ >  için; 

( ) ( ), ,   ve N m n m n Nε ε∃ ∈ ∴∀ ∈ ≥` `  için ( ),m nd x x ε<  ise; { }nx dizisine d metriğine 

göre bir Cauchy dizisi denir.  

Teorem 1.4.5 : ( ),X d bir metrik uzay ve { }nx bu uzayda bir yakınsak dizi ise { }nx  dizisi 

bir Cauchy dizisidir ( )k e ,1975Mun r s . 

Uyarı 1.4.6 : Teorem’in tersi genel olarak doğru değildir. ( ),e\  Öklit Metrik uzayı ve       

( ]( )0,1 ,e , ( ),e\ ’nin alt uzayı olsun. ( ]1 0,1
n

⎧ ⎫ ⊂⎨ ⎬
⎩ ⎭

 dizisi, ( ]( )0,1 ,e   alt metrik uzayında bir 

Cauchy dizisidir fakat ( ]1 0,1
n

⎧ ⎫ ⊂⎨ ⎬
⎩ ⎭

 dizisi metrik ( ]( )0,1 ,e  uzayında yakınsak değildir. 

Tanım 1.4.7 : ( ),X d bir metrik uzay olsun. X uzayında d metriğine göre Cauchy dizisi 

olan her dizi yakınsak ise ( ),X d  metrik uzayına bir tam metrik uzayı denir. 

Teorem 1.4.8 : X ≠ ∅  olan bir küme ise ( )( ); ,B X d∞\  metrik uzayı bir tam metrik 

uzaydır. 

İspat: { }nf , ( )( ); ,B X d∞\  metrik uzayında bir Cauchy dizisi olsun. O halde; 0ε∀ >

sayısı için bir ( )N ε ∈`  doğal sayısı vardır, öyle ki; x X∈ keyfi fakat sabit alındığında; 
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( ) ( ) ( ) ( ), ;   ve  icin;                                      3
4n mm n m n N f x f x εε∀ ∈ ≥ − <`  

olur. Bu ise { }nf  reel sayı dizisinin bir Cauchy dizisi olduğunu gösterir. O halde { }nf   

dizisi yakınsaktır. X ’ den \ ’ ye tanımlı ve x X∀ ∈  için ( )lim nn
f x

→+∞
 değerini alan 

fonksiyon f olsun. Buna göre ( ) ( ): lim nn
f x f x

→+∞
=  dır. 

  i. :f X → \  fonksiyonu sınırlıdır yani ( ),f B X∈ \  dir. 

Gerçekten; x X∈  için ( ) ( ): lim nn
f x f x

→+∞
=  olduğundan,  

0ε∀ > için ( ) ( ),x xN n n Nε ε∃ ∈ ∴∀ ∈ ≥` `  için ( ) ( ) ( )             4
4nf x f x ε− <  

dir. 

x X∈ verildiğinde ( )3  ve ( )4 ’  ye göre xn ∈`  sayısı, ( ) ( ){ }maxx xn N Nε ε> −  olacak 

şekilde seçilirse; ( )3   ve ( )4  den     

            ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x xn n N Nf x f x f x f x f x f xε ε= − + − +   

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x xn n N Nf x f x f x f x f x f xε ε≤ − + − +  

 ( ) ( ) ( )
4 4 Nf x f xε
ε ε< + +                                                                        ( )5  

olur. Eğer 2ε =  alınmış olsa idi, ( )5  den x X∈  için ( ) ( ) ( )1Nf x f x<             

olur. Fakat ( ) ( )1 ,Nf B X∈ \  olduğundan 0
nf

M u X∃ ≥ ∴∀ ∈  için ( ) ( )1 nfNf u M≤  dir. 

O halde x X∀ ∈  için ( ) 2
nf

f x M< +  elde edilir ki, bu ( );f B X∈ \  olduğunu gösterir. 

 ii. { }nf  dizisi, ( )( ); ,B X d∞\  metrik uzayında ( );f B X∈ \  fonksiyonuna 

yakınsaktır. 0ε∀ >  sayısı ve x X∀ ∈  verildiğinde ( ),  xN Nε ∈`  doğal sayıları ( )3 ve 
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( )4 deki sayılar olmak üzere; x X∈  için xn ∈` doğal sayısı ( ) ( ){ }maxx xn N Nε ε> −

olacak şekilde seçildiğinde; ( );  ve n n N x Xε∀ ∈ ≥ ∀ ∈`  için; 

        ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x xn n n nN Nf x f x f x f x f x f x f x f xε ε− = − + − + −  , 

                   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x xn n n nN Nf x f x f x f x f x f x f x f xε ε− ≤ − + − + − , 

                   ( ) ( )
4 4 4nf x f x ε ε ε− < + +  

                  ( ) ( ) 3
4n

f x f x ε− <  olup, ( );n n N ε∀ ∈ ≥`   için 

( ) ( ){ } 3sup :
4nf x f x x X ε ε− ∈ ≤ <  olduğundan; n∀ ∈` ( )n N ε≥  için ( ),nd f f ε

∞
<  

olur. O halde lim nn
f f

→+∞
=  dir. ( )( ); ,B X d∞\  metrik uzayında her Cauchy dizisi yakınsak  

olduğundan; ( )( ); ,B X d∞\   bir tam metrik uzaydır. 

Teorem 1.4.9 : ( ),X d bir tam metrik uzay ve Y X∅ ≠ ⊂  olsun. ( ),Y d  alt metrik 

uzayının  bir tam metrik uzay olması için gerek ve yeter şart Y X⊂  altkümesinin bir  

kapalı küme olmasıdır. 

İspat: Y X⊂  bir kapalı alt küme ise; ( ),Y d  alt metrik uzayı bir tam metrik uzaydır. 

( ),Y d metrik uzayında bir Cauchy dizisi olsun. O halde 0ε∀ >  için ( )N ε∃ ∈`  

                               ( ),  ,  ve m n m n N ε∴∀ ∈ ≥`  için ( ),n md y y ε<  

dir . Y X⊂  olduğundan { }ny ,  X ’ in noktalarından oluşan bir dizidir. O halde { }ny ,  

( ),X d  metrik uzayında bir Cauchy dizisidir. O halde, ( ),X d  bir tam metrik uzay 

olduğundan; lim nn
x X y x

→+∞
∃ ∈ ∴ =  dir. Y X⊂ alt kümesi kapalı, n∀ ∈`  için ny Y∈  ve 

lim nn
y x

→+∞
=   olduğundan x Y∈ olur. Böylece ( ),Y d  alt metrik uzayında alınan herhangi bir 

{ }ny Cauchy dizisinin ( ),Y d  metrik uzayında yakınsak olduğu gösterildi. O halde ( ),Y d

alt metrik uzayı bir tam metrik uzaydır. 
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 ( ),Y d  alt metrik uzayı tam ise; Y X⊂ alt kümesi, bir kapalı alt kümedir. { }ny Y⊂

yakınsak ve limiti x X∈ olan bir dizi olsun. x Y∈ olduğu gösterilirse; Y X⊂ alt kümesi  

bir kapalı alt kümedir. lim nn
y x

→+∞
=  olduğundan { }ny , ( ),X d  metrik uzayında bir Cauchy 

dizisidir. O halde{ }ny , ( ),Y d  metrik uzayında bir Cauchy dizisidir. O halde; ( ),Y d  alt 

metrik uzayı bir tam metrik uzay olduğundan; { }ny Y⊂  dizisi, ( ),Y d  alt metrik uzayında 

yakınsaktır. 

y Y∈  için lim nn
y y

→+∞
=  olsun. lim nn

y y
→+∞

=  ve lim nn
y x

→+∞
=  olduğundan; x y Y= ∈  olur ve 

ispat tamamlanır. 

Tanım 1.4.10 : ( ),X d  ve ( ),Y ρ   iki metrik uzay, A X⊂ , :f A X Y⊂ →  ve 0x A∈

olsun. 0ε∀ >  için ( ) ( ) ( ), 0 , ,o o ox d x x xδ ε δ ε∃ > ∴ <  olan x A∀ ∈  için, 

( ) ( )( ), of x f xρ ε<  ise f ’ye 0x A∈  noktasında süreklidir denir. 

Teorem 1.4.11 : ( ),X d  ve ( ),Y ρ  iki metrik uzay, A X⊂ , :f A X Y⊂ → olsun. f  

fonksiyonunun 0x A∈  noktasında sürekli olması için gerek ve yeter şart ( ),X d  metrik 

uzayında A ’nın noktalarından oluşan ve 0x A∈  noktasına yakınsayan her { }nx  yakınsak 

dizisi için ( ){ }nf x  dizilerinin ( ),Y ρ  metrik uzayında yakınsak ve 

( ) ( )( )0lim , 0nn
f x f xρ

+→∞
=  olmasıdır ( )k e ,1975Mun r s . 

Tanım 1.4.12 : ( ),X d  ve ( ),Y ρ  iki metrik uzay, A X⊂ , :f A X Y⊂ → olsun. 0ε∀ >

için ( ) ( ) ( )1 2, 0 , ,A d x x Aδ ε δ ε∃ > ∴ <  olan 1 2,x x A∀ ∈  için ( ) ( )( )1 2,f x f xρ ε<  ise; 

:f A X Y⊂ → dönüşümüne A  üzerinde düzgün süreklidir denir. 

Tanımdan görülüyor ki A X⊂ , :f A X Y⊂ → dönüşümü düzgün sürekli ise f  

fonksiyonu A  üzerinde süreklidir. Bunun tersi genelde doğru değildir. 

Örnek 1.4.13 : :f →\ \ ,  ( ) 2:f x x=  fonksiyonu \  üzerinde süreklidir fakat düzgün 

sürekli değildir. 
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Yine, ( ) ( ) 1: 0,1 , :g g x
x

→ =\  fonksiyonu ( )0,1  üzerinde sürekli ancak düzgün sürekli 

değildir. 

 

 

1.5 Kompleks Düzlemin Topolojisi  

 

Tanım 1.5.1 : ^  kompleks düzlem ve z x iy= + ∈^  olsun. 2 2: 0z x y= + ≥  sayısına 

z ∈^  kompleks sayısının modülü ve :z x iy= − ∈^  kompleks sayısına, z ∈^  kompleks 

sayısının eşleniği denir. 

 Tanımdan görüldüğü üzere; 2,| | | |,| | | | | | .z z z z z z ve z z z= = − = =  dir. 

Teorem 1.5.2 : 1 2, ,z z z ∈^  olsun. Bu taktirde 

 i.  0z =  dır ancak ve ancak 0z =  ise. 

 ii. 1 2,z z ∈^  için 1 2 1 2z z z z⋅ = ⋅   dir. 

   iii. 2 0z ≠  ise 11

2 2

zz
z z

=  dir. 

  iv. 1 2 1 2z z z z≤ +∓  dir. 

             v. 1 2 1 2z z z z− ≤ ∓  dir. 

iv ve v üçgen eşitsizliği olarak bilinir ( ) ,  2005 .Freitag ve Busam  

Teorem 1.5.3 : ^  kompleks sayılar kümesi ve z ∈^  olsun.    

         :e × →^ ^ \  
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fonksiyonu; 1 2,z z∀ ∈^  için ( )1 2 1 2, :e z z z z= −  şeklinde tanımlanırsa;   e ^  üzerinde bir 

metriktir. e ’ye ^  üzerinde tanımlı Öklit Metriği ve ( );e^  metrik uzayına Kompleks Öklit 

Metrik uzayı denir. 

( );e^  metrik uzayı bir tam metrik uzayıdır ( )k e ,1975Mun r s  

Teorem 1.5.4 : K∅ ≠ ⊂^  olsun. K ’nın kompakt bir alt 

küme olması için gerek ve yeter şart K ’nın kapalı ve sınırlı bir alt küme olmasıdır 

( ),  1979Ahlfors . 

Teorem 1.5.5  ^  kompleks sayılar kümesinin  

sonsuz elemanlı kompakt her alt kümesinin en az bir yığılma noktası vardır 

( ),1979Ahlfors . 

Teorem 1.5.6 :G ≠ ∅  ^  de açık bir alt küme ise; aşağıdaki şartları sağlayan kompakt bir 

{ }nK  ailesi vardır.   

i. n∀ ∈`  için nK G⊂  kompakttır. 

ii. n∀ ∈`  için nK∅ ≠  ve 1

o

n nK K +⊂  dir.     

iii. K G⊂  herhangi bir kompakt alt küme ise 
KnK K⊂  olacak şekilde bir Kn ∈`  doğal 

sayısı vardır. 

 iv. n
n

G K
∈

= ∪̀  dir. 

{ } ( )nK G⊂℘  kompakt küme ailesine G ⊂^  açık alt kümesinin bir kompakt tüketilişi 

denir. 

İspat : n∀ ∈`  için ( ) { }: 0, :   ve    için  1 /nK D n z z G w G z w n= ∩ ∈ ∀ ∈ − ≥C5  olsun. 

i. n∀ ∈`  için ( )0,D n  kapalı daireleri kapalı ve sınırlı birer alt küme n∀ ∈` için , 

{ }:   ve    için  1 /z z G w G z w n∈ ∀ ∈ − ≥ ⊂ ^C5  alt kümeleri kapalı olduğundan; kapalı 
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alt kümelerin arakesitlerinin daima kapalı olduğu göz önüne alındığında ; n∀ ∈`  için nK

alt kümelerinin her biri kompleks düzlemde kapalı ve sınırlıdır. Dolayısıyla Heine-Borel 

Teoremi’ne göre n∀ ∈`  için nK  alt kümeleri kompakttır. 

   A  ve B ,^ ’nin herhangi iki alt kümesi olsun. ( )
o

o oA B A B∩ = ∩ olduğundan 

  ( ) { }1 0, 1 :   ve    için  1/ 1
o o

nK D n z z G w G z w n+ ⎡ ⎤= + ∩ ∈ ∀ ∈ − ≥ +⎣ ⎦C5 , 

             ( ) { }1 0, 1 :   ve    için  1/ 1
o oo
nK D n z z G w G z w n+ = + ∈ ∀ ∈ − ≥∩ +C5 , 

  ( ) { }1 0, 1  :   ve   için  1/ 1
o

nK D n z z G w G z w n+ = + ∩ ∈ ∀ ∈ − > +C5  dir. 

n∀ ∈`  için ( ) ( )0, 0, 1D n D n⊂ +  ve 

1 1:   ve    için  :   ve    için  
1

z z G w G z w z z G w G z w
n n

⎧ ⎫ ⎧ ⎫∈ ∀ ∈ − ≥ ⊂ ∈ ∀ ∈ − >⎨ ⎬ ⎨ ⎬+⎩ ⎭ ⎩ ⎭
C C5 5

olduğundan ; 

             ( ) { }0, :   ve    için  1/nK D n z z G w G z w n= ∩ ∈ ∀ ∈ − ≥C5 , 

            ( ) { }0, 1 :   ve    için  1 / 1nK D n z z G w G z w n⊂ + ∩ ∈ ∀ ∈ − > +C5 , 

 1

o

n nK K +⊂  

dir. 

   K G⊂  herhangi bir kompakt alt küme olsun. K = ∅  ise 1∈`  için 1K K⊂  

dir. K ≠ ∅  olsun. K  kompakt olduğundan K  kapalı ve sınırlıdır. K G⊂  sınırlı 

olduğundan ( )10,K D n⊂  olan bir 1n ∈`  doğal sayısı vardır. K G⊂  kompakt \ G^  

kapalı ve \K G∩ =∅^  olduğundan ( ), \ 0d K G >^  dır. O halde ( ) 2, \ 1\d K G n>^  

olan bir 2n ∈`  doğal sayısı vardır. ( ) { }, inf :   ve  d K G z w z K w G= − ∈ ∈C C5 5  

olduğundan 2n ∈`  doğal sayısı   ve  z K w G∈∀ ∈C5  için ( ) 2 , 1/z K nw d G≥− >C5  
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koşulunu sağlar. Dolayısıyla { }2:   ve    için  1 /K z z G w G z w n⊂ ∈ ∀ ∈ − ≥C5 dir. O 

halde  { }1 2: max ,kn n n= alınırsa;  

                        ( ) { }: 0, :   ve    için  1/
kn K KK D n z z G w G z w n= ∩ ∈ ∀ ∈ − ≥C5  

olduğundan 
knK K⊂ olur ve ispat tamamlanır. 

iv. n∀ ∈`  için nK G⊂  olduğundan 
1

n
n

K G
∞

=

⊂∪  dir. 

Tersine olarak; 0z G∈  keyfi fakat bir nokta olsun. Bu durumda; 1 1on z n∈ ∴∃ ≤N    

dir. 0
cG Gz ∉ = C5  ve cG  kapalı olduğundan ( ), 0c

od z G > dır. O halde  

( ) 2, 1 /c
od z G n>  olan bir 2n ∈`  vardır. { }10 2: max ,nn n=  alınırsa 0 0z n≤  olduğundan 

( )0 0, oz D n∈    ve    ( ), 1 /c
o oGd z n≥

   
olduğundan;

( )0
10, :   ve    için  

oo n
o

n z z G w G wz D z K
n

⎧ ⎫
∈ ∩ ∈ ∀ ∈ − ≥ =⎨ ⎬

⎩ ⎭
C5 , yani 0

1
n

n

z K
∞

=

∈∪  dir. O 

halde 
1

n
n

G K
∞

=

⊂∪  dir. 
1

n
n

K G
∞

=

⊂∪   ve 
1

n
n

G K
∞

=

⊂∪  olduğundan 
1

n
n

G K
∞

=

=∪  dir. 

Teorem 1.5.7 : G ≠ ∅ , ^  de açık bir alt küme ve { } ( )nK G⊂℘ , G ’nin bir kompakt 

tüketilmesi, n∀ ∈`  için ( ) ( ){ }sup :
n

nK
f g f z g z z K− = − ∈  ve  

              ( ) { }; : | :  sürekliC G f f G= →C C  

olsun. Bu taktirde ( ) ( ): ; ;d C G C G× →C C R ,  ( )
1

1, :
2 1

n

n

n
K

n K

f g
d f g

f g

∞

=

−⎛ ⎞= ⎜ ⎟ + −⎝ ⎠∑  

fonksiyonu ( ),C G ^  üzerinde bir metriktir. 

İspat i. n∀ ∈`  için ( )
1

1, 0
2 1

n

n

n
K

n K

f g
f g

f g
d

∞

=

−⎛ ⎞= ≥⎜ ⎟ + −⎝ ⎠∑  dır. Gerçekten; n∀ ∈`  için 

( ) ( ){ }:=sup :
n

nK
f g f z g z z K− − ∈  ve nz K∀ ∈   için ( ) ( ) 0f z g z− ≥  olduğundan 
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0 1
1

n

n

K

K

f g

f g

−
≤ <

+ −
 dir. O halde n∀ ∈`  için 1 1

2 1 2
n

n

n n
K

K

f g

f g

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞≤⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
olup; negatif 

olmayan terimli serilerde Birinci Karşılaştırma Teoremi ( ),1976Rudin ’ ne göre 

1

1
2 1

n

n

n
K

n K

f g

f g

∞

=

−⎛ ⎞
⎜ ⎟ + −⎝ ⎠∑ serisi yakınsak ve n∀ ∈`  için 0

1
n

n

K

K

f g

f g

−
≤

+ −
 olduğundan 

( )
1

1, 0
2 1

n

n

n
K

n K

f g
d f g

f g

∞

=

−⎛ ⎞= ≥⎜ ⎟ + −⎝ ⎠∑  dır. 

       ii. n∀ ∈`  için ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }: :n nf z g z z K g z f z z K− ∈ = − ∈  olduğundan 

n nK K
f g g f− = − dir. O halde ( ) ( ), ,d f g d g f= dir. 

      iii. f g=  ise ( ), 0d f g =  olduğu açıktır. Tersine olarak; ( ), 0d f g =  ise f g= dir. 

Gerçekten; ( ), 0d f g =  olduğundan 
1

1
2 1

n

n

n
K

n K

f g

f g

∞

=

−⎛ ⎞
⎜ ⎟ + −⎝ ⎠∑ serisinin n . kısmi toplamı 

   
1

1
2 1

n
K

n
K

f g
S

f g=

−⎛ ⎞= ⎜ ⎟ + −⎝ ⎠∑ A

A

A

A

 

 ise lim 0nn
S

→+∞
=  dır. O halde m∈`  keyfi fakat sabit alınan bir doğal sayı olmak üzere 

0ε∀ >  verildiğinde 1 0
2

m

ε⎛ ⎞ >⎜ ⎟⎝ ⎠
 sayısına karşılık bir ( ) 1N ε

2

m

N ε
⎛ ⎞⎛ ⎞≡ ∈⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

N  doğal sayısı 

vardır öyle ki n∀ ∈` , ( )n N ε≥  için 1 ε
2

0n

m

S ⎛ ⎞< ⎜ ⎟⎝ ⎠
−  , yani n∀ ∈` , ( )n N ε≥  için 

1

1 10 ε
2 1 2

mn
K

K

f g

f g=

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞− <⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠∑ A

A

A

A
 dır. O halde n∀ ∈` , ( )n N ε≥  için  

    
1

1 1
2 1 2

mn
K

K

f g

f g
ε

=

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞<⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠∑ A

A

A

A
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dir. m∈` doğal sayısı verildiğinde; n∀ ∈` , ( )n N ε≥  doğal sayısı n m>  olarak 

seçilirse; 0ε∀ >  için 1 1
2 1 2

m

m

m m
K

K

f g

f g
ε

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞<⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 ,yani  

1
m

m

K

K

f g

f g
ε

−
<

+ −
 olduğu 

görülür. 

0ε∀ >  için  ε
1

0 m

m

K

K

f g

f g

−
<

+ −
≤  olduğundan 0

1
m

m

K

K

f g

f g

−
=

+ −
 dır. m∈` doğal sayısı 

için 0
1

m

m

K

K

f g

f g

−
=

+ −
 olduğundan 0

mK
f g− =  dır. m∈`  doğal sayısı için 0

mK
f g− =

olması ( ) ( ){ }sup : 0mf z g z z K− ∈ = , yani mz K∀ ∈  için ( ) ( ) 0f z g z− =  dolayısıyla 

mz K∀ ∈  için ( ) ( )f z g z=  olduğunu gösterir. 
1

n
n

G K
∞

=

=∪  olduğundan; z G∈  keyfi fakat 

sabit alındığında mz K∈  olacak şekilde bir m∈`  vardır ve mz K∈  olduğundan 

( ) ( )f z g z=  dir. Böylece keyfi fakat sabit bir z G∈  alındığında ( ) ( )f z g z= olduğundan 

f g=  dir. 

       iv. Önce { }0, ,b ca +∈ ∪R  için a b c≤ +  ise 
11 1

b c
a c

a
b

≤ +
+ ++

 olduğunu gösterelim. 

{ }0, ,b ca +∈ ∪R  olduğundan; 1 1 0b c b+ + ≥ + >  ve 1 1 0b c c+ + ≥ + >  dolayısıyla  

                  
1 1 1

b c b c
b c b c
+ ≤ +

+ + + +
                   ( )6  

dir. 

            
11 ca

b
b

a c+≤
+ ++

             ( )7  

dir.     

Varsayalım ki 
11 ca

b
b

a c+>
+ ++

 olsun.Bu eşitsizlikten 1 0b c+ + >  ve 1 0a+ > olduğu göz 

önüne alındığında a b c> +  elde edilir ki; bu a b c≤ +  olması ile çelişir. O halde a b c≤ +  
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ise,  
11 ca

b
b

a c+≤
+ ++

dir. { }0, ,b ca +∈ ∪R  için  a b c≤ +  ve ( )6  ve ( )7  eşitsizliklerinden; 

   
11 1

b C
a c

a
b

≤ +
+ ++

 elde edilir.   

n∀ ∈`  ve nz K∀ ∈   için; 

                           ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f zf z g h z zz h z g≤ − + −−  

      ( ) ( )
n nK K

f h gf z g z h≤ − +− −  

olduğundan n∀ ∈`  için 
n nn K KK

f h hf g g≤ − + −−  ve  dolayısıyla n∀ ∈`  için 

                             
1 1 1

n n n

n n n

K K K

K K K

f g f h h g

f g f h h g

− − −
≤ +

+ − + − + −
 

dir. Dolayısıyla 
1

1
2 1

n

n

n
K

n K

f g

f g

∞

=

−⎛ ⎞
⎜ ⎟ + −⎝ ⎠∑ ,  

1

1
2 1

n

n

n
K

n K

f h

f h

∞

=

⎛ ⎞−⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑  , 

1

1
2 1

n

n

n
K

n K

h g

h g

∞

=

⎛ ⎞−⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ,   

serileri yakınsak olduğundan  

1 11

1 1 1
2 1 2 1 2 1

n n n

n n n

n n n
K K K

n nn K K K

f g f h h g

f g f h h g

∞ ∞ ∞

= ==

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟≤ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ − + − + −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑∑ , 

O halde ( ) ( ) ( ), ,,d d f hf gg d h≤ +  dir. 

Sonuç olarak d , ( )C G üzerinde bir metriktir. 

Tanım 1.5.8 : A∅ ≠ ⊂ C  ve { },nf  n∀ ∈`  için :nf A →C  fonksiyonlarından oluşan bir 

fonksiyon dizisi ve 0z A∈  olsun. { }0( )nf z  kompleks sayı dizisi yakınsak ise; { }nf  fonksiyon 

dizisine 0z A∈   noktasında noktasal yakınsaktır denir. 

Eğer { }nf  fonksiyon dizisi z A∀ ∈  noktasında noktasal yakınsak ise; { }nf  fonksiyon 

dizisine A üzerinde noktasal yakınsaktır denir. { },nf  A üzerinde noktasal yakınsak bir fonksiyon 
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dizisi olsun. :f A C→  fonksiyonu z A∀ ∈  için ( ) : lim ( )nn
f z f z

→+∞
=  değerini alan fonksiyon 

olarak tanımlanırsa; :f A →C  fonksiyonuna { }nf  fonksiyon dizisinin A üzerinde noktasal limiti 

denir.  

Tanım 1.5.9 : ,A∅ ≠ ⊂C  { }nf  A üzerinde tanımlı kompleks değerli bir fonksiyon dizisi ve 

:f A →C  olsun. 0ε∀ >  sayısına karşılık bir ( , )N A ε ∈`  doğal sayısı bulunabilir ∴  ,n∀ ∈`  

( )n N ε≥  ve z A∀ ∈  için ( ) ( )nf z f z ε− <  ise; { }nf  fonksiyon dizisine A üzerinde f  

fonksiyonuna düzgün yakınsaktır denir. 

Tanım 1.5.10 : ,A∅ ≠ ⊂C  { }nf  A üzerinde tanımlı kompleks değerli bir fonksiyon dizisi ve 

:f A →C  olsun. K A∀ ⊂  kompakt alt kümesi üzerinde { }nf  fonksiyon dizisi, f fonksiyonuna 

düzgün yakınsak ise; { }nf  fonksiyon dizisine A’nın kompakt alt kümeleri üzerinde f  

fonksiyonuna düzgün yakınsaktır veya { }nf  fonksiyon dizisi A  üzerinde hemen hemen f ’ye 

düzgün yakınsaktır denir.  

Tanımdan görülüyor ki, { }nf  fonksiyon dizisi A  üzerinde f  fonksiyonuna hemen hemen düzgün 

yakınsak ise; { }nf  fonksiyon dizisi A  üzerinde f  fonksiyonuna noktasal yakınsaktır. 

Teorem 1.5.11 : A∅ ≠ ⊂^  olsun. { },nf  A  üzerinde tanımlı kompleks değerli bir fonksiyon 

dizisi ve :f A →^  olsun. n∀ ∈N  için { }: sup ( ) ( ) :n nM f z f z z A= − ∈  olsun. { }nf  

fonksiyon dizisi A üzerinde f ’ye düzgün yakınsak olması için gerek ve yeter şart; lim 0nn
M

→+∞
=

olmasıdır.  

İspat.  lim 0nn
M

→+∞
=  ise; 0ε∀ > sayısına karşılık bir ( )N ε ∈`   doğal sayısı vardır ∴  

n∀ ∈N , ( )n N ε≥  için | 0 |nM ε− <  dir. n∀ ∈N  için 0nM ≥  olduğundan; ,n∀ ∈N  

( )n N ε≥  için 0 nM ε≤ <  dır. O halde; 0ε∀ >  için ( ; ) ( )N A Nε ε≡  alınırsa; n∀ ∈N , 

( , )n N A ε≥  ve z A∀ ∈  için | ( ) ( ) |nf z f z ε− <  olur. Bu ise { }nf ’nin A  üzerinde düzgün 

yakınsak olduğunu gösterir.  

Tersine olarak, { }nf  fonksiyon dizisi A  üzerinde f ’ye düzgün yakınsak ise; lim 0nn
M

→+∞
=

dır. 
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 0ε >  keyfi bir sayı olsun. { }nf ,  A üzerinde f ’ye düzgün yakınsak olduğundan;  

bir ( )N ε ∈N  doğal sayısı vardır ∴  ,n∀ ∈N  ( , )n N A ε≥  ve z A∀ ∈  için | ( ) ( ) |
2nf z f z ε− <  

 dir. O halde; ,n∀ ∈N  ( , )n N A ε≥  için { }: sup ( ) ( ) :n nM f z f z z A= − ∈
2
ε ε≤ <   olduğundan 

lim 0nn
M

→+∞
= olur. 

Teorem 1.5.12 : { } ( )mf C G⊂  dizisinin ( )( ),C G d metrik uzayında ( )f C G∈

fonksiyonuna yakınsak olması için gerek ve yeter koşul { }mf  dizisinin G ’nin kompakt alt 

kümeleri üzerinde düzgün yakınsak olmasıdır. 

 İspat: { } ( )nK G⊂℘ , G ⊂^  açık alt kümesinin bir kompakt tüketilişi ve d , { }nK

ailesinin ( )C G  üzerinde tanımladığı metrik olsun. m∀ ∈`  için 

( )
1

1, :
2 1

n

n

n
m K

m
n m K

f f
d f f

f f

∞

=

−⎛ ⎞= ⎜ ⎟ + −⎝ ⎠∑   idi. Önce d
mf f⎯⎯→  yani ( )lim , 0mm

d f f
→+∞

=  ise 

{ } ( )mf C G⊂  dizisinin G ’nin kompakt alt kümeleri üzerinde düzgün yakınsak olduğunu 

gösterelim. K G⊂  keyfi fakat sabit alınan bir kompakt alt küme olsun. 
K

mf f⇒ olduğu 

gösterilirse ispat tamamlanır. 

K G⊂  kompakt ve { } ( )nK G⊂℘ , G ’nin kompakt bir tüketilişi olduğundan 

K K⊂ A  olan bir ∈A `  doğal sayısı vardır. K K⊂ A  olan ∈A `  doğal sayılarının en 

küçüğü 0N ∈`  olsun. 
0NK K⊂  olduğundan m∀ ∈`  için 

No
mm K K

ff f f≤ −−

dolayısıyla  

                          
0 1
1 2 1

1
2

o
No

No

N
m Km K

m mK K

N f ff f
f f f f

−− ⎛ ⎞≤ ⎜ ⎟+ − + −⎝ ⎠
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎝ ⎠

                   ( )8  

dır. 

d
mf f⎯⎯→  olduğundan her 0ε >  sayısına karşılık; 
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m∀ ∈` , ( )m N ε∗≥  için ( )
oN

1

1 1,   
2 1 2

n

n

n
m K

m
n m K

f
f f

f
d

f

f

∞

=

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞= <⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠∑ E                     ( )9  

olacak şekilde bir ( )N ε∗ ∈`  doğal sayısı vardır ( )8  ve ( )9  eşitsizliklerinden; 

m∀ ∈` , ( )m N ε∗≥  için 0
1

m K

m K

f f
f f

ε
−

− <
+ −

  

yani lim 0
1

m K

m
m K

f f
f f→+∞

−
=

+ −
 dolayısıyla lim 0m Km

f f
→+∞

− =  olduğunu gösterir.

lim 0m Km
f f

→+∞
− =  olması; 

K

mf f⇒  olduğu gösterir. 

 Tersine olarak K G∀ ⊂  kompakt alt kümesi için
K

mf f⇒  ise; d
mf f⎯⎯→  dir. 

{ } ( )nK G⊂℘ , ( )C G  üzerinde d metriğini tanımlayan G ’nin kompakt bir tüketilişi 

olsun. K G∀ ⊂  kompakt alt kümesi için 
K

mf f⇒  olduğundan n∀ ∈`  için
nK

mf f⇒  

dolayısıyla  lim 0m Km
f f

→+∞
− =  dır. O halde n∀ ∈`  için K G∀ ⊂  kompakt ve m∀ ∈`  

için lim 0m Km
f f

→+∞
− =  olduğundan n∀ ∈`  için lim 0

n
m Km

f f
→+∞

− =  olur. n∀ ∈`  için 

lim 0
1

m K

m
m K

f f
f f→+∞

−
=

+ −
 dır.Dolayısıyla p∈`  keyfi fakat sabit bir doğal sayı ise 

1

1 0
2 1

lim n

n

p
m K

n
n m K

m

f f

f f=
→+∞

−
=

+ −∑  dır. 1lim
2

0
n

n→+∞

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎠

=
⎝

 dır. O halde 0ε∀ >  sayısına karşılık 

       
( )1

2 2

p ε ε⎛ ⎞ <⎜ ⎟⎝ ⎠
  

olacak şekilde bir ( )p ε ∈`  doğal sayısı vardır. Bu ( )p ε ∈`  için 

( )

1

1lim 0
2 1

n

n

p
m K

nm
n m K

f f

f f

ε

→+∞
=

−
=

+ −∑  olduğundan; 
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0ε∀ >  sayısına karşılık ( ) ( ),N m m Nε ε∃ ∈ ∴∀ ∈ ≥N N  için
( )

1

1
2 1 2

n

n

np
m K

n m K

f f

f f

ε ε
=

−⎛ ⎞ <⎜ ⎟ + −⎝ ⎠
∑

dir. m∀ ∈`  için        ( )
1

1,
2 1

n

n

n
m K

m
n m K

f
f

f
d

f
f

f

∞

=

−⎛ ⎞= ⎜ ⎟ + −⎝ ⎠∑  ,               

                                    ( )
( )

( ) 11

1 1,
2 1 2 1

n n

n n

n np
m mK K

m
n pn m mK K

d
f f f f

f f
f f f f

ε

ε

∞

= +=

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ − + −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑∑ , 

( ) ( )

( )

1 1

1 1 1
2 1 2 22

n

n

n p
m K

n
n p n pm K

f f

f f

ε

ε ε

ε∞ ∞

= + = +

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞≤ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
<∑ ∑   ve 

( )

1

1
2 1 2

n

n

np
m K

n m K

f f

f f

ε ε
=

−⎛ ⎞ <⎜ ⎟ + −⎝ ⎠∑  

olduğundan ( ),m m N ε∀ ∈ ≥N  için ( ),md f f ε<  olur. Bu ise K G∀ ⊂  kompakt alt 

kümesi için 
K

mf f⇒  ise; d
mf f⎯⎯→ olduğunu gösterir ve ispat tamamlanır. 

Tanım 1.5.13 : G ⊂^  açık bir alt küme, :f G → ^  ve a G∈  olsun. f  fonksiyonu 

a G∈  noktasında ve a  noktasının uygun bir komşuluğunun her noktasında türevlenebilir 

ise f  fonksiyonuna a G∈  noktasında analitik fonksiyon denir. 

Teorem 1.5.14 : G ⊂^  açık bir alt küme, d , ( ),C G ^  üzerinde G ’nin bir kompakt 

tüketilişi üzerinde tanımlanan bir metrik ve ( ) { }, : : :  analitikA G f f G= →^ ^  olsun. Bu 

taktirde ( ) ( ), ,A G C G⊂^ ^  analitik fonksiyonlar ailesi ( )( ), ,C G d^ metrik uzayında 

kapalıdır.  

İspat:{ } ( ),mf A G⊂ C , ( )( ), ,C G d^  metrik uzayında ( ),f C G∈ ^  fonksiyonuna 

yakınsak bir dizi olsun. ( )lim , 0mm
d f f

→+∞
=  olduğundan; { } ( ),mf A G⊂ ^  dizisi f  

fonksiyonuna düzgün yakınsaktır. O halde; K G⊂  herhangi bir  kompakt alt küme ise 
K

mf f⇒ dır. 0z G∈   keyfi fakat sabit bir nokta olsun. G  açık olduğundan ( )0 0;D z r G⊂

olacak şekilde bir 0 0r >  sayısı vardır. ( )0 0;T D z r G⊂ ⊂  herhangi bir kapalı üçgen; T∂ , 

T ’ nin pozitif yönlendirilmiş sınırı ve T∂A , T∂ ’ nin uzunluğu olsun. 

( )0 0;T T D z r G∂ ⊂ ⊂ ⊂  kompakt olduğundan 
T

mf f
∂
⇒  dir. O halde 0ε∀ > sayısına 
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karşılık m∀ ∈` ; ( )m N ε≥  için 
1m T

T

f f ε
∂

∂

− <
+ A

 dır. O halde z T∀ ∈∂  ve ( )m N ε∀ ≥

için; ( ) ( )
1  m

T

f z f z ε
∂+

− <
A

 dır. m∀ ∈` ; ( )m N ε≥  için; 

( ) ( ) ( ) ( )( )m m m TT
T T T

f z dz f z dz f z f z dz f f ε∂∂
∂ ∂ ∂

− = − ≤ − <∫ ∫ ∫ A   olur. 

Bu gösterir ki ( ) ( )m
T T

f z dz f z dz ε
∂ ∂

− <∫ ∫  dır. { } ( ),mf A G⊂ ^  olduğundan; “Cauchy 

İntegral Teoremi” ne göre m∀ ∈`  için ( )m
T

f z dz
∂

=∫ 0  dır. O halde 0ε∀ >  için 

( )
T

f z dz ε
∂

<∫  olur. Son eşitsizlik ( )
T

f z dz
∂

=∫ 0 ve “Morera Teoremi” ( ),1979Ahlfors göz 

önüne alındığında; f fonksiyonunun ( )0 0;D z r G⊂  üzerinde analitik bir fonksiyondur. 

0z G∈  keyfi olduğundan f  fonksiyonu G ⊂^  de analitik bir fonksiyondur. Dolayısıyla 

( ) ( ); ;A G C G⊂^ ^  analitik fonksiyonlar ailesi ( )( ); ,C G d^  metrik uzayında kapalıdır.  

Teorem 1.5.15 : G∅ ≠ ⊂^  açık bir alt küme; { } ( )n n
K G

∈
⊂℘N , G ’ nin bir kompakt 

tüketilişi, ( ) ( ): ; ;d C G C G× →\C C , ( );C G ^  üzerinde { }n n
K

∈N  kompakt tüketilişi 

tarafından tanımlanan metrik, ( );f C G∈ ^ , 0ε >  ve ( );g C G∈ ^  olsun. ( );dg B f ε∈  

olması için gerek ve yeter şart; bir 0δ >  sayısı ve 
K

g f δ− <  olacak şekilde bir 

K G∅ ≠ ⊂  kompakt alt kümesinin mevcut olmasıdır. 

İspat i. 0ε >  verilen bir sayı olsun. Bu taktirde 0ε >  sayısına karşılık bir 0δ >  sayısı ve 

bir kompakt K G⊂  alt kümesi vardır öyle ki 
K

g f δ− <  olan ( );g C G∀ ∈ ^  için; 

( );dg B f ε∈  dir.  
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1

1
2

n

n

∞

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎝ ⎠

∑  serisi yakınsak ve 
1

1 1
2

n

n

∞

=

⎛ ⎞ =⎜ ⎟⎝ ⎠
∑  olduğundan m∀ ∈`  için 

1

1:
2

nm

m
n

S
=

⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎝ ⎠
∑  

ise lim 1mm
S

→+∞
=  dir. O halde 1 0

2
ε >  sayısına karşılık bir ( )p p ε≡ ∈N  doğal sayısı vardır 

öyle ki ,m m p∀ ∈ ≥`  için 11
2mS ε− <  dir. 

 Özel hal olarak; 11
2pS ε− < ,  

1 1

1 1 1
2 2 2

n np

n n

ε
∞

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− <⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠∑ ∑    

   
1

1 1
2 2

n

n p
ε

∞

= +

⎛ ⎞ <⎜ ⎟⎝ ⎠
∑                                                                                                              ( )10  

dir. 

Diğer taraftan ( ) :
1

tt
t

ϕ =
+

 fonksiyonu [ )0,∞  aralığında sürekli,  monoton artan ve 

( )0 0ϕ =  olduğundan 1 0
2
ε >  sayısına karşılık 0 t δ≤ <  olan 0t∀ ≥  için 10

1 2
t

t
ε− <

+

yani,                                          10
1 2

t
t

ε≤ <
+

                                                                 ( )11  

olacak şekilde bir 10; 0
2

δ δ ε⎛ ⎞≡ >⎜ ⎟⎝ ⎠
 sayısı vardır. : pK K G= ⊂  olsun. 0ε >  sayısına 

: pK K G= ⊂   kompakt alt kümesi ve ( )11  koşulunu sağlayan 0δ >  sayısı karşılık 

getirilirse; 
K

g f δ− < olan ( );g C G∀ ∈ ^ için ( );dg B f ε∈ dir. 

Gerçekten; { } ( )n n
K G

∈
⊂℘N ,  G ’nin bir kompakt tüketilişi olduğundan { }1,2, ,n p∀ ∈ "

için n pK K K⊂ =  dir. Dolayısıyla { }1,2, ,n p∀ ∈ "  için 
nK K

g f g f δ− ≤ − <  olur.  

O halde ( )11 ’e göre { }1,2, ,n p∀ ∈ "  için 
1

1
2 1 2
1 n

n

n
K

K

p

n

g f

g f
ε

=

−⎛ ⎞
⎜ ⎟ +⎝

<
−⎠

∑   dir. Öte yandan; 

, 1n n p∀ ∈ ≥ +`  için 1
1

0 n

n

K

K

g f

g f

−
<

+ −
≤  olduğundan ( )10 ’a göre    
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1

1
2

1
21

n

n

n

n Kp

K
g f

g f
ε

∞

= +

−⎛ ⎞
⎜ ⎟ + −⎝ ⎠

<∑  

 dir. O halde;                ( )
1

1, : ,
2 1

n

n

n
K

n K

g f
g f

g f
d

∞

=

−⎛ ⎞= ⎜ ⎟ + −⎝ ⎠∑        

                                    ( )
1 1

1 1
2 2 1

,
1

n n

n n

n np
K K

n n pK K

g f g f

g f g
d g f

f

+∞

= = +

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞+⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ − + −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
=∑ ∑ , 

                                     ( ),d g f ε<  

olduğundan ( );dg B f ε∈ elde edilir. 

     ii. Tersine olarak; bir 0δ >  sayısı ve bir kompakt K G⊂  alt kümesi verildiğinde; 

0δ >  sayısı ve K G⊂  kompakt alt kümesine karşılık ( );dg B f ε∀ ∈  için 
K

g f δ− <

olacak şekilde bir 0ε >  sayısı vardır. 

         { } ( )n n
K G

∈
⊂℘N , G ’ nin kompakt bir tüketilişi ve K G⊂  kompakt olduğundan 

mK K⊂  olan en az bir m∈`  doğal sayısı vardır. p∈` , mK K⊂  olan m∈`  doğal 

sayılarının en küçüğü olsun. pK K⊂  olduğundan 
K

g f δ− <  olan ( );g C G∀ ∈ ^ için 

pK K
g f g f− ≤ −  dir. ( ) :

1
ss

s
ϕ =

−
 fonksiyonu [ )0,1  aralığında sürekli ve ( )0 0ϕ =

olduğundan 0δ >  sayısına karşılık 2 . 10 ps ε≤ < <  ve 0
1

s
s

δ≤ <
−

 olacak şekilde bir 

( ) 0  ε ε δ≡ > sayısı vardır. 0t ≥  sayıları 0 2
1

pt
t

ε≤ <
+

 olacak şekilde seçilirse; 

10
1

1

t
t
t

t

δ+≤ <
−

+

 olacağından 0 2
1

pt
t

ε≤ <
+

 olan t∀ ∈\  için 0 t δ≤ <  dir. ( );dg B f ε∈

olsun. ( )
1

1,
2 1

n

n

n
K

n K

g f
f

g f
d g ε

∞

=

−⎛ ⎞= <⎜ ⎟ + −⎝ ⎠∑  olduğundan 
1

1
2

p

pK

p
K

g f

g f
ε

−
<

+ −
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎝ ⎠
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yani 20
1

p

p

K p

K

g f

g f
ε

−
≤ <

+ −
 dir. O halde; 0

pK
g f δ≤ − <  dır. pK K⊂  olduğundan 

pK K
g f g f− ≤ −  dir. O halde ( );dg B f ε∀ ∈  için 

K
g f δ− <  olur ve ispat 

tamamlanır. 

Teorem 1.5.16 : G∅ ≠ ⊂C  açık bir alt küme; { } ( )n n
K G

∈
⊂℘N , G ’ nin kompakt bir 

tüketilişi, ( ) ( ): ; ;d C G C G× →\C C , ( );C G ^  üzerinde { }n n
K

∈N  kompakt tüketilişi 

tarafından tanımlanan metrik ve ( );C G⊂ CO olsun.O ’ nun ( )( ); ,C G d^ metrik uzayında 

açık bir alt küme olması için gerek ve yeter şart f∀ ∈O  için; 

                          { : ( ; )  ve   }
f

fK
g g C G C g f δ∈ − < ⊂O  

olacak şekilde bir 0fδ >  sayısı ve bir fK G⊂  kompakt alt kümesinin mevcut olmasıdır. 

İspat i. ( );C G⊂ CO açık ve f ∈O  olsun. O halde ( );dB f ε ⊂O  olan bir 0ε > sayısı 

vardır. Teorem 1.5.15 ’ e göre bu 0ε >  sayısına karşılık 
fK fg f δ− <  olan 

( ; )g C G C∈∀  için ( );dg B f ε∈ olacak şekilde bir 0fδ > sayısı ve bir fK G⊂  kompakt 

alt kümesi vardır. 
fK fg f δ− <  olan ( ; )g C G C∈∀  için ( );dg B f ε∈ olması 

( ){ } ( ): ;  ve  ;
f

dK
g g C G g f B f ε∈ − ⊂C olduğunu ve ( );dB f ε ⊂O olduğundan; 

( ){ }: ;  ve  
fK

g g C G g f∈ − ⊂C O olur.   

            ii. f∀ ∈O  için ( ){ }: ;  ve  
fK

g g C G g f∈ − ⊂C O  olacak şekilde bir 0fδ >  sayısı 

ve bir fK G⊂  kompakt alt kümesi varsa, ( );C G⊂ CO  alt kümesi açıktır. f ∈O keyfi 

fakat sabit alınan bir fonksiyon olsun. Hipoteze göre; 

                             ( ){ }: ;  ve  
fK

g g C G g f∈ − ⊂C O  

olacak şekilde bir 0fδ >  sayısı ve kompakt bir fK G⊂  alt kümesi vardır. 
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 Teorem 1.5.15’ e göre; bu 0fδ >  sayısı ve fK G⊂  kompakt alt kümesine karşılık 

( );dg B f ε∀ ∈  için 
fK fg f δ− <  olacak şekilde bir 0fε >  sayısı vardır. ( );d fg B f ε∈∀

için 
fK fg f δ− <  olması; ( ) ( ){ } ; : ;  ve 

f
d f K

B f g g C G g fε ⊂ ∈ − ⊂C O , yani 

( );dB f ε ⊂O  olduğunu gösterir. Sonuç olarak; O ’nun f∀ ∈O  noktası bir iç nokta 

olduğundan ( );C G⊂ CO  alt kümesi bir açık alt kümedir. 

Netice 1.5.17 : G∅ ≠ ⊂C  açık bir alt küme; { } ( )n n
K G

∈
⊂℘N  ve { } ( )n n

K G
∈

∗ ⊂℘
N

, G

’nin iki kompakt tüketilişi olsun. , ;d d G∗ ’ nin { } ( )n n
K G

∈
⊂℘` ve { } ( )n n

K G∗

∈
⊂℘

`
 

kompakt tüketilişlerinin ( );C G ^  üzerinde tanımladığı metrikler ve ( );C G⊂ CO  olsun. 

( );C G⊂ CO  alt kümesinin ( )( ); ,C G d^ metrik uzayında açık bir küme olması için gerek 

ve yeter şart; ( );C G⊂ CO  alt kümesinin ( )( ); ,C G d ∗^  metrik uzayında bir açık alt küme 

olmasıdır. 

İspat: ( );C G⊂ CO , ( )( ); ,C G d^ metrik uzayında açık bir alt küme olsun. O halde; 

Teorem 1.5.16’ e göre f∀ ∈O için; { : ( ; )  ve   }
f

fK
g g C G C g f δ∈ − < ⊂O olacak 

şekilde bir 0fδ > sayısı ve bir fK G⊂ kompakt alt kümesi vardır. Bu 0fδ > sayısı ve 

fK G⊂ kompakt alt kümesi için; { : ( ; )  ve   }
f

fK
g g C G C g f δ∈ − < ⊂O  olduğundan; 

Teorem 1.5.16’ e göre ( );C G⊂ CO , ( )( ); ,C G d ∗^  metrik uzayında açıktır. 

 Tersine olarak; ( );C G⊂ CO , ( )( ); ,C G d ∗^  metrik uzayında açık ise; ( );C G⊂ CO  

nin ( )( ); ,C G d^ metrik uzayında bir açık alt küme olduğu benzer şekilde gösterilir. 

Netice 1.5.18: G∅ ≠ ⊂C açık bir alt küme ve a G∈ olsun. 

 ( ) ( ) ( ){ } ( ): : ;  ve 0 ;a f f C G f a C G= ∈ ≠ ⊂C CX alt kümesi ( )( ); ,C G dC metrik uzayında 

açıktır. 
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İspat: ( )f a∈X olsun. ( ) ( );  ve 0f C G f a∈ ≠C olduğundan; ( ): ; aK D a r G= ⊂  ve 

z K∀ ∈ için  ( ) ( )
2

f a
f z > olacak şekilde bir  0ar > sayısı vardır. 

( ) ( ) ( ): ;  ve ;
2K

f a
g g C G g f C G

⎧ ⎫⎪ ⎪∈ − < ⊂⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

^ ^  alt kümesi göz önüne alınsın. 

( ) ( ){ }: :
K

g f sup g z f z z K−=− ∈ ve z K∀ ∈ için   ( ) ( )
2

f a
f z > olduğundan; 

( ) ( ) ( ): ;  ve ;
2K

f a
g g g C G g f C G

⎧ ⎫⎪ ⎪∀ ∈ ∈ − < ⊂⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

^ ^  ve 

 z K∀ ∈ için; ( ) ( ) ( ) ( )g z f z g z f z= + −  

                      ( ) ( ) ( ) ( )g z f z g z f z≥ − −  

                      ( ) ( ) K
g z f z g f≥ − −  

                     ( ) ( ) ( )
0

2
f a

g z f z> − >  

                     ( ) ( )
0

2
f a

g z > >  

olup dolayısıyla ( ) 0g a ≠ olur. O halde; 

( ) ( ) ( ): ;  ve 
2K

f a
g g C G g f a

⎧ ⎫⎪ ⎪∈ − < ⊂⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

^ X  

dır. O halde ( )aX alt kümesi ( )( ); ,C G dC metrik uzayında açıktır. 

Netice 1.5.19 : G∅ ≠ ⊂C açık bir alt küme ve a G∈ olsun. Bu taktirde; 

          ( ) ( ){ } ( ): ;  ve : 0 ;aM f f C G f a C G∈ = ⊂= C C alt kümesi ( )( ); ,C G dC metrik 

uzayında kapalı bir alt kümedir. 
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İspat: ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }( ) : ;  ve 0 : ;  ve 0M f f C G f a f f C G f a= ∈ = = ∈ ≠C Ccc
a olup   

( ) ( ){ }: ;  ve 0f f C G f a∈ ≠C kümesi bir önceki neticeye göre açık olduğundan 

( ) ( ){ } ( ): ;  ve : 0 ;aM f f C G f a C G∈ = ⊂= C C alt kümesi ( )( ); ,C G dC metrik uzayında 

kapalı bir alt kümedir. 

Teorem 1.5.20 : G∅ ≠ ⊂C açık bir alt küme ve a G∈ olsun. Bu taktirde; 

( ) ( ) ( ){ } ( ): : ;  ve 0 ;a f f C G f a C G= ∈ ≠ ⊂C CX açık alt kümesi, ( )( ); ,C G d^  metrik 

uzayında yoğun bir alt kümedir. 

İspat: ( )( ); ,C G d^ metrik uzayında ( ) ( );a C G= ^X olduğu gösterilirse; ispat tamamlanır. 

           ( );f C G∈ C keyfi fakat sabit alınan bir fonksiyon, ( )g a∈X sabit bir fonksiyon ve

K ,   'G nin boştan farklı herhangi bir kompakt alt kümesi olsun.{ }f
nα ⊂ C dizisi; n∀ ∈`

için 

1                       , ( ) 0
:

( )     , ( ) 0
( 1) ( )

f
n

f a
n

f a f a
n g a

α

⎧ =⎪⎪= ⎨
⎪− ≠

+⎪⎩

şeklinde tanımlanırsa; { } ( )f
nf g aα ⋅+ ⊂ X olup;               

( )f f
n n KK

f g f gα α− =⋅+ olduğundan  ( )lim 0f
n n K

gf fα→∞ + − =⋅ dır. O halde  

{ } ( )f
nf g aα ⋅+ ⊂ X dizisi, ( )( ); ,C G d^ metrik uzayında ( );f C G∈ C fonksiyonuna 

yakınsak olduğundan ( )f a∈X dır. ( );f C G∈ ^  keyfi olduğundan   

( );f C G∀ ∈ ^ için ( )f a∈X olacağından ( )( ) ;a C G= ^X olup ispat tamamlanır.  
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1.6. Cauchy İntegral Formülleri  ve Taylor Teoremi 

 

Teorem 1.6.1 [Açık Dairelerde Cauchy İntegral Formülü] :  ( )f z , ( ),D a R  açık 

dairesinde analitik ve 0 r R< < , { }( , ) : :0 2itC a r a re t π= + ≤ ≤ , ( ),D a r  açık dairesinin 

pozitif yönlendirilmiş sınırı ise; 

( ) ( )
( , )

1:
2 C a r

f
f z d

i z
ζ

ζ
π ζ

=
−∫

 

dir ( ),1979Ahlfors . 

Netice 1.6.2 : G ⊂^  açık bir küme ve :f G → ^  analitik bir fonksiyon ise; z G∀ ∈  

noktasında f ’nin istenilen her mertebeden türevi vardır. Ve a G∈ , 0r > için ( ),D a r G⊂

ise;∀ n∈`   ve ( ),z D a r∀ ∈  için; 

                                         ( ) ( )( )
1

( , )

!  :
2 ( )

n
n

C a r

fnf z d
i z

ζ
ζ

π ζ +=
−∫   

dir. Özel hal olarak; 

                                 ( ) ( )( )
1

( , )

!:
2 ( )

n
n

C a r

f znf a dz
i z aπ +=

−∫   

dir ( ),1979Ahlfors . 

Teorem 1.6.3: G ⊂^  açık bir küme, :f G → ^  analitik bir fonksiyon ve a G∈  olsun. 

Bu takdirde; z G∀ ∈  için ( ) ( ) ( ) ( )f z f a z a g z= + −  olan bir tek :g G → ^  analitik 

fonksiyonu vardır. 

İspat.  :g G → ^  fonksiyonu, z G∀ ∈  için ( )
( ) ( ) ,

:
( ) ,

f z f a z a
g z z a

f a z a

−⎧ ≠⎪= −⎨
⎪ ′ =⎩
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şeklinde tanımlansın. , \{ }g G a ’da analitik ve a G∈ ’de süreklidir. a G∈  ve G  açık 

olduğundan; ( , )D a R G⊂  olan bir 0R >  sayısı vardır. ( ), ( , ) \{ }g z D a R a  da analitik ve 

( , )a D a R∈  de sürekli olduğundan; ( , )T D a R∀ ⊂  kapalı üçgeni için ( ) 0
T

g z dz
∂

=∫  dır.       

O halde; g ’nin ( , )D a R ’de bir F  ilkeli vardır. ( , )z D a R∀ ∈  için ( ) ( )F z g z′ =  ve 

, ( , )F D a R  de analitik olduğundan; n∀ ∈`  ve ( , )z D a R∀ ∈  için ( ) ( )nF z  türevlerinin 

mevcut ve ( ) ( )F z g z′ =  olduğu göz önüne alındığında; ( , )z D a R∀ ∈  için, ( )g z′  türevi 

mevcut olacağından; g  fonksiyonu, a G∈ ’de analitiktir. 

Sonuç olarak; z G∀ ∈  için ( )g z′  mevcut olduğundan, :g G →^  fonksiyonu 

analitiktir ve z G∀ ∈  için ( ) ( ) ( ) ( )f z f a z a g z= + −  koşulunu sağlar. g ’nin tekliği kolayca 

görülür. 

Taylor Teoremi 1.6.4 : G∅ ≠ ⊂^  açık, a G∈ , :f G → ^  analitik ve tek değerli bir 

fonksiyon ve n∈`  olsun. Bu taktirde z G∀ ∈   için; 

            ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

'
1

1

 
1! !

n
n n

n

f a f a
f z f a z a z a z a f z

n
+

+= + − + + − + −"  

olacak şekilde bir tek 1 :nf G+ →^  analitik fonksiyonu vardır. 1 :nf G+ →^  fonksiyonu 

yerel olarak; ( ): ;R d a G= ∂  ve 0 r R< <  ise ( );z D a r∀ ∈  için  

  ( ) ( )
( ) ( )( )

1 1
,

1
2n n

C a r

f
f z d

i a z
ζ

ζ
π ζ ζ+ +=

− −∫  

ile belirlidir. 

İspat: n∈`  için vardır 21 1, , , , :,  n nf f f Gf − →" C  analitik öyle ki z G∀ ∈  için  

  ( ) ( ) ( ) ( )1f a z ff z a z= + −                             ( )∗  

  ( ) ( ) ( ) ( )11 2z f a ff z a z= + −                            ( )∗∗  

  ( ) ( ) ( ) ( )22 3z f a ff z a z= + −                            ( )∗∗∗  
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 ( ) ( ) ( ) ( )1 1n n nf z f a z a f z− −= + −                       ( )n  

 ( ) ( ) ( ) ( )1nn nz f a zf a f z+= + −                         ( )1n +  

( ) ( )1n∗ − +  eşitlikleri arasında ( ) ( ) ( )1 2, , , nf z f z f z"  yok edilirse z G∀ ∈  için; 

           ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) 1
1 1

n n
n nf a f a z a f a z af z f z z a +

+= + − + + − + −"   

olduğu görülür.  Bu eşitliğin iki tarafının { }1,2, ,k n∈ "  için .k merteden türevi alınır ve z  

yerine a yazılırsa; 

 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) 1
1 1( )( ) kk

k k
z a z a

n n
n nf a f a z a f a z a fdd f z

dz dz

z z a

= =

+
++ − + + − + −

=
"

 

eşitliğinden { }1,2, ,k n∀ ∈ " için ( ) ( ) ! ( )k
kf a k f a= , yani 

( ) ( )( )
!

k
k

f af a
k

=  elde edilir. O 

halde;  z G∀ ∈  için 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1
11! !

n
n n

n
f a f a

f z f a z a z a z a f z
n

+
+

′
= + − + + − + −"   

dir. 

 ( );z D a R∈  olsun. O halde ( ) ( ) ( ); ; ;z D a r D a r D a R G∈ ⊂ ⊂ ⊂  olan bir 0r >

sayısı vardır. ( );C a rζ∀ ∈  ve ( );z D a r∈ için 

                          ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( )1

1
1

0

1
!

kn
n

n n k
k

f a f
k zaa z

f
z

ζ
ζζ ζ

ζ
ζ ζ

+
++ −

=

= +
−− −− − ∑   

 olduğundan  
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( )
( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( )( )

( )
( )( )

1
1 1

0; ; ;

1 1 1 1
2 ! 2 2

kn
n

n n k
kC a r C a r C a r

f f a f
d d d

i k i i za z a z
ζ ζ

ζ ζ ζ
π π π ζζ ζ ζ ζ

+
+ + −

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟= +⎜ ⎟ −− − − −⎝ ⎠

∑∫ ∫ ∫
 

 dir. 

( ), ;a z D a r∈  ve { }0,1, ,k n∈ "  için“Açık Daireler İçin Cauchy  İntegral Formülü” ne göre 

( ) ( )1
( ; )

0
C a

n
r

k
d

a z

ζ
ζ ζ+ − =

− −
∫   ve  ( )

( ) ( )
)

1
( ;

11
2

n
n

C a r

f
d f

zi
z

ζ
ζ

π ζ
+

+=
−∫   olduğundan 

( );z D a r∀ ∈  için; ( ) ( )
( ) ( )

1 1
( ; )

1
2n n

C a r

f
f z d

i a z

ζ
ζ

π ζ ζ
+ +=

− −
∫  elde edilir ve ispat 

tamamlanır. 

Tanım 1.6.5 : G ⊂^  açık bir alt küme, a G∈ , n∈`  ve :f G ⊂ →^ ^  analitik bir 

fonksiyon olsun. z G∀ ∈  için, 
( )

0

( )( ; , ) : ( )
!

kn
k

n
k

f aT f a z z a
k=

= −∑  olan ( ; , )nT f a z  polinomuna 

f ’nin a  noktasındaki .n  mertebeden Taylor polinomu denir. 

Teorem 1.6.7 : G ⊂^  açık bir alt küme, a G∈ , :f G ⊂ →^ ^  analitik bir fonksiyon ve 

: ( , )R d a G= ∂  olsun. Bu takdirde; f ’nin { }( ; , )nT f a z  Taylor polinomları dizisi, ( , )D a R

’nin kompakt alt kümeleri üzerinde f ’ye düzgün yakınsaktır. 

İspat.   : ( , )R d a G= ∂  olduğundan; ( , )D a R G⊂  dir. ( , )K D a R⊂  keyfi bir kompakt 

alt küme ise; ( , ) ( , ) ( , )K D a s D a r D a R⊂ ⊂ ⊂  olan 0 s r R< < <  sayıları vardır. Diğer 

taraftan Taylor teoremine göre; z G∀ ∈  için; 

( )
1

1
( ) ( )( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )( )  (12)
1! !

n
n n

n
f a f af z f a z a z a f z z a

n
+

+

′
= + − + + − + −   

olan  bir tek 1( ):nf z G+ →^  analitik fonksiyonu vardır, ve ( , ) : ( , )C a r D a r= ∂  ise; 

( , )z D a r∀ ∈  için;  

           1 1
( , )

1 ( )( )
2 ( ) ( )n n

C a r

ff z d
i a z

ζ ζ
π ζ ζ+ +=

− −∫                                    ( )13  
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dir. z∀ ∈^  için, 
0

( )( ; , ) ( )
!

n

n
f aT f a z z a

=

= −∑
A

A

A A
olduğundan; ( )12 ve ( )13 eşitliklerinden 

z K∀ ∈  için; 

 
1

1
( , )

( ) ( )( ) ( ; , )
2 ( ) ( )

n

n n
D a r

z a ff z T f a z d
i a z

ζ ζ
π ζ ζ

+

+
∂

−− =
− −∫     

        
1

1
( , )

1 ( )( )                     (14)
2 ( ) ( )

n

n
D a r

f z a d
i a z

ζ ζ
π ζ ζ

+

+
∂

−=
− −∫  

elde edilir. 

{ }( ) : sup ( ) : ( , )M r f C a rζ ζ= ∈  olsun. ( , )C a rζ∀ ∈  için ( ) ( )f M rζ ≤ ,

( , )C a rζ∀ ∈  için a rζ − =  ve ( , )K D a s⊂  olduğundan z K∀ ∈  için  z a s− <  dir.O 

halde; ( , )C a rζ∀ ∈  ve z K∀ ∈  için; z a a zζ ζ− = − + −  

                a a zζ≥ − − −  

   a z aζ≥ − − −  

   r z a≥ − −  

   0r s> − >  

dir. O halde; ( , )C a rζ∀ ∈  ve z K∀ ∈  için; 
1

1
1

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

n
n

n

z a f M rs r
a z r s

ζ
ζ ζ

+
+

+

− ≤
− − −

/  dir. 

Böylece (14)  eşitliğinden z K∀ ∈  için; 1 ( )( ) ( ; , ) ( )n
n

M r rf z T f a z s r
r s

+− ≤
−

/  elde 

edilir.Bu ise; { }: sup ( ) ( ; , ) :n nM f z T f a z z K= − ∈ ise ∀ n∈`  için ( ) ( )1n

n

M r rsM r r s

+
≤

−

olduğunu gösterir. 0 1s
r

< <  olduğundan lim( ) 0n

n
s r

→∞
=/ dır.  
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∀ n∈`  için 0 nM≤ ≤  1 ( )( )n M r rs r
r s

+

−
/  ve lim( ) 0n

n
s r

→∞
=/  olduğundan  lim 0nn

M
→∞

=  

dır. O halde Teorem 1.5.11’e göre f ’nin a G∈ noktasındaki { }( ; , )nT f a ⋅  Taylor 

polinomları dizisi ( , )D a R ’nin kompakt alt kümeleri üzerinde ( )f z ’ye düzgün yakınsaktır.  

Teorem 1.6.8 : G∅ ≠ ⊂^  bir bölge a G∈  ve :f G → ^  tek değerli ve analitik bir 

fonksiyon olsun. n∀ ∈N için ( ) ( ) 0nf a =  ise, f  fonksiyonu G üzerinde sabittir. 

İspat: ( ) ( ){ }: :  ve  icin 0kE z z G k f z= ∈ ∀ ∈ =`  olsun. a E∈ olduğundan E ≠ ∅dir.  

i. E G⊂  alt kümesi açıktır. oz E∈  keyfi fakat sabit alınan bir nokta ve  

0: ( , )R d z G= ∂ olsun.  içink∀ ∈` ( )
0( ) 0kf z = ve f ’nin { }0( ; , )nT f z ⋅  Taylor polinomları 

dizisi, 0( ; )D z R G⊂ ’nin kompakt alt kümeleri üzerinde f ’ye düzgün yakınsak ve n∀ ∈`  

için ( )0 0( ; , )nT f z z f z=  olduğundan 0( ; )z D z R∀ ∈ için ( )0 0( ) lim ( ; , )nn
f z T f z z f z

→+∞
= =

dır.O halde 0( ; )z D z R∀ ∈  ve içink∀ ∈`  ( ) ( ) 0kf z = olur. O halde ( )0;D z R E⊂ dir. 

Dolayısıyla keyfi alınan 0z E∈ noktası, E ’nin bir iç noktası olduğundan E G⊂  alt 

kümesi açıktır. 

ii. \G E G⊂  alt kümesi açıktır. Farz edelim ki \G E G⊂  alt kümesi açık olmasın. 

Bu taktirde; \G E ’ nin iç noktası olmayan en az bir 0 \z G E∈  noktası vardır. 0 \z G E∈ , 

\G E ’ nin bir iç noktası olmadığından 0r∀ > için ( )0;D z r E∩ ≠ ∅  olduğundan 

0lim nn
z z

→∞
=  olan en az bir { }nz E⊂  dizisi vardır. { }nz E⊂  olduğundan ,n k∀ ∈`  için 

( ) 0k
nf z =  dır. k ∈`  keyfi fakat sabit alındığında ( ) :kf G →^  türevlerinin her biri 0z  

noktasında sürekli ve { }nz G⊂  dizisi için 0lim nn
z z

→∞
=  olduğundan 

( ) ( )( ) ( )
0 lim 0k k

nn
f z f z

→∞
= =  olduğu görülür. k∀ ∈`  için ( )( )

0 0kf z =  olması, 0z E∈  

olduğunu gösterir ki; bu 0 \z G E∈  olması ile çelişir. O halde; \G E G⊂  alt kümesi bir 

açık küme olmak zorundadır. 
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, \E G E G⊂  alt kümelerinin her ikisinin açık, E ≠ ∅  ve G ’nin bağlantılı olması 

\G E ≠ ∅ , dolayısıyla G E=  olduğunu gösterir. G E=  olduğundan z G∀ ∈  için 

( )' 0f z =  dır.Dolayısıyla G  bölge olduğundan f  fonksiyonu G üzerinde sabittir. 

 

 

1.7. Analitik Fonksiyonların Sıfır Yerleri 

 

Tanım 1.7.1 : G∅ ≠ ⊂^ , :f G → ^  tek değerli ve analitik bir fonksiyon ve a G∈ olsun. 

( ) 0f a =  ise, a G∈  noktasına f ’ nin bir sıfır yeri denir. f ’ nin G ’ deki tüm sıfır 

yerlerinin kümesi ( )Z f  ile gösterilir. Yani; ( ) ( ){ }:   v: e  0z z G f zZ f = ∈ =  dır. 

Tanım 1.7.2 : G∅ ≠ ⊂^ , :f G → ^  tek değerli ve analitik bir fonksiyon ve ( )a Z f∈

olsun. 0f ≠  ise ( ){ }( ): . . : ve 0km E K E k k f a= ∈ ≠ ∈N  N  doğal sayısına, f ’ nin 

( )a Z f∈  sıfır yerindeki mertebesi denir. 0f ≠  analitik fonksiyonunun, ( )a Z f∈ sıfır 

yerindeki mertebesi m∈`  ise, a ’ ya f ’ nin .m mertebeden bir sıfır yeri denir. 

Netice 1.7.3 : G∅ ≠ ⊂^  bir bölge, a G∈  ve  :f G → ^  tek değerli ve analitik bir 

fonksiyon olsun. a G∈  noktası, f ’nin bir sıfır yeri ve 0f ≠  ise; 

( ) ( ) ( )( 1)' 0mf a f a f a−= = = ="  ve ( ) ( ) 0mf a ≠  olacak şekilde bir tek ( );m m f a≡ ∈`  

doğal sayısı vardır. 

İspat: G∅ ≠ ⊂^  bir bölge ve 0f ≠  olduğundan ( ) ( ) 0f a ≠A  olacak şekilde en az bir 

∈A `  doğal sayısı vardır. O halde; ( )
( ) ( ){ }: :  ve 0k

aM k k f a= ∈ ≠ ⊂` `  alt kümesi boştan 

farklı olduğundan ( )aM ⊂ `  alt kümesinin en küçük elemanı vardır

( )  , 1996Alpay ve Karakas . ( ); :m m f a≡ =E.K.E aM ∈`  ise, aM ∈`  alt kümesinin 

tanımından m = en küçük eleman aM ∈`  doğal sayısının 

( ) ( ) ( ) ( )' 1 0mf a f a f a−= = = ="    ve ( ) ( ) 0mf a ≠   şartlarını sağladığı açıktır. Son olarak; 
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 ve n m∈` , ( ) ( ) ( ) ( )' 1 0mf a f a f a−= = = =" ,  ( ) ( ) ( ) ( )' 1 0nf a f a f a−= = = ="   ve 

( ) ( ) 0mf a ≠ ,  ( ) ( ) 0nf a ≠   şartlarını sağlayan iki fonksiyon ise m n=  olduğunu 

gösterelim. Farz edelim ki; m n≠  olsun. O halde ya m n<  yada n m<  dir. m n<  ise 

1 1m n− < −   olduğundan { }0,1, , 1m n∈ −"  dir. O halde { }0,1, , 1k n∀ ∈ −"  için 

( ) ( ) 0kf a =   olduğundan ( ) ( ) 0mf a =  olduğu görülür ki, bu ( ) ( ) 0mf a ≠   olması ile çelişir. 

O halde m n≮  dir. Benzer şekilde n m≮   dir.  ve n mm n≮ ≮  olması m n≠  farz edilmesi 

ile çelişir. O halde  ,m n∈` ; teoremin şartlarını sağlayan iki doğal sayı ise m n=  dir. 

Teorem 1.7.4: G∅ ≠ ⊂^  bir bölge, a G∈ , : f G → ^  analitik ve tek değerli bir 

fonksiyon olsun. a ’nın f  fonksiyonunun . m  mertebeden bir sıfır yeri olması için gerek 

ve yeter şart  ( ) 0g a ≠  değerini alan ve z G∀ ∈  için ( ) ( ) ( )mf z z a g z= −  koşulunu 

sağlayan bir tek :g G →^  analitik fonksiyonunun mevcut olmasıdır. 

İspat: Farz edelim ki a G∈  noktası f  fonksiyonunun  mertebeden bir sıfır yeri olsun. 

Teorem 1.6. 4 ‘ e göre z G∀ ∈   için; 

            ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
1

'  
1! ( 1)!

m
m

m
m

f a f a
f z f a z a z a z a f z

m
−

−

= + − + + − + −
−

"  

olacak şekilde bir tek :mf G →^  analitik fonksiyonu vardır ve :mf G →^  fonksiyonu 

yerel olarak; ( ): ;R d a G= ∂  ve 0 r R< <  ise ( );z D a r∀ ∈  için  

           ( ) ( )
( ) ( )( ),

1
2m m

C a r

f
f z d

i a z
ζ

ζ
π ζ ζ

=
− −∫                                ( )15  

ile belirlidir. ( ) ( ) ( ) ( )1' 0mf a f a f a−= = = ="  olduğundan z G∀ ∈   için  :mf G →^  

fonksiyonu ( ) ( ) ( )m
mf z z a f z= −  koşulunu sağlar. ( )15  eşitliğinde ( ; )C a rζ∀ ∈  için 

( ) ( ) ( )m
mf a fζ ζ ζ= −  ve z a=  yazılırsa         

  ( ) ( )
( )( )

1
,

1
2m m

C a r

f
f a d

i a
ζ

ζ
π ζ +=

−∫  

. m
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eşitliğinden Cauchy İntegral Formülü kullanılırsa ( ) ( )( )
0

!

m

m
f a

f a
m

= ≠  olduğu görülür. 

Dolayısıyla : mg f=  fonksiyonu istenilen şartı sağlar. 

 Tersine olarak  için  koşulunu sağlayan ve ( ) 0g a ≠  

değerini alan bir :g G →^  analitik fonksiyonu varsa a G∈  noktası f  fonksiyonunun .m  

mertebeden bir sıfır yeridir. ( ): ;R d a G= ∂  ve 0 r R< <  olsun. ( ; )  veD a r G⊂

( );z C a r∀ ∈   için ( ) ( ) ( )mf z z a g z= −  olduğundan Cauchy İntegral Formülüne göre  

{ }0,1, , 1k m∀ ∈ −"  için 1 0m k− − ≥   olduğundan 

( ) ( ) ( )
( )

( )1

;

!: 0
2

m kk

C a r

kf a z a g z dz
iπ

− −
= − =∫  ve 

( ) ( ) ( )
( );

! ! ( ) 0
2

m

C a r

g zmf a dz m g a
i z aπ

= = ≠
−∫  dır. O halde z a=  noktası f  fonksiyonunun 

.m  mertebeden bir sıfır yeridir. 

Teorem 1.7.5 : G∅ ≠ ⊂^  bir bölge ve : f G → ^  tek değerli ve analitik bir fonksiyon 

olsun. 0f =  olması için gerek ve yeter şart ( )'Z f G∩ ≠ ∅   olmasıdır.  

İspat: i. 0f = ise ( )Z f G=  olduğundan ( )'Z f G=  dir. Dolayısıyla ( )'Z f G G∩ = ≠ ∅  

dir. 

ii. ( )'Z f G∩ ≠ ∅  ise 0f =  dir. ( )'
0z Z f G∈ ∩ ≠ ∅  olsun. 0z G∈  için ( )'

0z Z f∈  

olduğundan n∀ ∈`  için { } ( )0 0
1; \z z Z f
n

⎛ ⎞⎛ ⎞ ∩ ≠ ∅⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
 dir. O halde 0lim nn

z z
→∞

=  olan bir 

{ } ( ) { }0\nz Z f z⊂  dizisi vardır. : f G → ^  analitik olduğundan, f  fonksiyonu 0z G∈  

noktasında süreklidir. O halde { } ( ) { }0\nz Z f z⊂ ,  0lim nn
z z

→∞
=  ve  ( ) ( )0 lim nn

f z f z
→∞

=  

olduğundan ( )0 0f z =  yani ( )0z Z f∈  elde edilir. Farz edelim ki 0f ≠  olsun. 

( )0z Z f∈  olduğundan ( )0;m m f z≡  ise,  Teorem 1.7.4’ e göre ( )0 0g z ≠  değerini alan 

ve z G∀ ∈  için ( ) ( ) ( )0
mf z z z g z= −  olan bir tek :g G → ^  analitik fonksiyonu vardır. 

z G∀ ∈ ( ) ( ) ( )mf z z a g z= −
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:g G → ^  fonksiyonu, 0z G∈  noktasında sürekli ve ( )0 0g z ≠  olduğundan 

( )0 0;z D z r∀ ∈  için ( ) 0g z ≠  ve ( )0 0;D z r G⊂  olan en az bir 0 0r >  sayısı vardır. 

0lim nn
z z

→∞
=  ve { } ( ) { }0\nz Z f z⊂  olduğundan 0 0r >  sayısı için 

( ) ( )0 0,  N r n n N r∃ ∈ ∴∀ ∈ ≥` `  için ( ) { }0 0 0; \nz D z r z∈  olur. O halde ( )0,  n n N r∈ ≥`  

için ( ) { }0 0 0; \nz D z r z G∈ ⊂  , ( )nz Z f∈ , ( )0 0;z D z r∀ ∈  için ( ) 0g z ≠  olduğundan 

( )0,  n n N r∀ ∈ ≥`  için ( ) ( )0 0m
n nz z g z− ≠  dır. Fakat n∀ ∈`  için ( ) 0nf z =  

olduğundan ( )0,  n n N r∀ ∈ ≥`  için ( ) ( )0 0m
n nz z g z− ≠  olması, nz G∀ ∈  için 

( ) ( ) ( )0 0m
n n nf z z z g z= − ≠  olduğunu gösterir ki bu n∀ ∈`  için ( ) 0nf z =  olması ile 

çelişir. Çelişki 0f ≠  olduğunu farz etmekten geldi. O halde ( )'Z f G∩ ≠ ∅  ise 0f =  

olmak zorundadır. 

Netice 1.7.6 : G∅ ≠ ⊂^  bir bölge, : f G →^  tek değerli analitik bir fonksiyon ve 

( )A Z f⊂  olsun. 'A G∩ ≠ ∅  ise 0f =  olur. 

İspat: Varsayalım ki 0f ≠  olsun. Bu taktirde vardır ( )0z Z f∈  öyle ki ( )0 0f z =  dır. O 

halde n∀ ∈`  için ( ) ( )0 0nf z =  dır. Bu ( )0z Z f∈  noktası f  fonksiyonunun .m  

mertebeden bir sıfırı olsun. O halde z G∀ ∈  için ( ) ( ) ( )0
mf z z z g z= − , ( )0 0g z ≠  olacak 

şekilde bir :g G →^  analitik fonksiyonu vardır. ( )0 0g z ≠  olduğundan ( )0 0;D z r G⊂  ve 

( )0 0;z D z r∀ ∈  için ( ) 0g z ≠  olacak şekilde bir 0 0r >  vardır. 0z A′∈  olduğundan 

( ) { }( )0 00;D r Azz ∩ ≠ ∅5  dır. ( ) { }( )0 00;z D z r z A∗ ∈ ∩5  alınırsa ( ) 0f z∗ = dır. Fakat  

( ) ( ) ( )0

m
f z z z g z∗ ∗ ∗= −  eşitliğinden  ( ) ( )0 0

m
z z g z∗ ∗− =  elde edilir ki bu ( )0 0

m
z z∗ − ≠  

ve ( ) 0g z∗ ≠  olması ile çelişir. O halde ( )A Z f⊂  için A G′∩ ≠ ∅  ise 0f =  dır. 

Netice 1.7.7 :  bir bölge ve  tek değerli ve analitik bir fonksiyon ve 

, ’ nin bir sıfır yeri olsun.  ise,  olacak şekilde en az bir k ∈`

doğal sayısı vardır. 

G∅ ≠ ⊂^ :f G → ^

a G∈ f 0f ≠ ( ) ( ) 0kf a ≠
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İspat: Hipoteze göre dır. İddia doğru değil ise; için  

olacağından Teorem 1.6.8 ‘e göre  için  olur ki; bu  hipotezi ile 

çelişir. O halde; olacak şekilde en az bir doğal sayısı vardır. 

Netice 1.7.8 : bir bölge, tek değerli ve analitik bir fonksiyon olsun. 

  ise, , ’ nin bir ayrık alt kümesidir. Yani  için; 

olacak şekilde bir  sayısı vardır. 

İspat: olmak üzere, , ’ nin mertebeden bir sıfır yeri   olsun. Bu 

durumda Teorem 1.7.4 ‘e göre  olan ve  değerini alan bir 

 analitik fonksiyonu vardır.   olduğundan  ve 

 için  olan bir  sayısı vardır. O halde  için 

 dır. Öyleyse; dır. 

Netice 1.7.9 : bir bölge,   tek değerli, analitik ve  olan bir 

fonksiyon olsun.   kompakt alt kümesi için    alt kümeleri sonlu 

elemanlıdır. 

İspat: Varsayalım ki; en az bir  kompakt altkümesi için  sonsuz 

elemanlı bir alt küme olsun. O halde  ve   kompakt yani sınırlı 

olduğundan Bolzano Weierstrass Teoremi’ ne göre ’nin  ’ de  gibi en az 

bir yığılma noktası vardır.   ve  olduğundan 

 dir. O halde dir.  kompakt olduğundan kapalıdır. O halde 

 dir. olduğundan  dir.   ve 

  olduğundan   dır. O halde Teorem 1.7.5’e göre  

olduğu görülür ki; bu  hipotezi ile çelişir. O halde   kompakt alt kümesi için  

alt kümeleri sonlu elemanlıdır. 

Netice 1.7.10 : bir bölge, tek değerli , analitik ve  olan bir 

fonksiyon olsun. Bu taktirde, fonksiyonunun deki sıfır kümesi sayılabilir bir 

kümedir. 

( ) 0f a = n∀ ∈` ( ) ( ) 0nf a =

z G∀ ∈ ( ) 0f z = 0f ≠

( ) ( ) 0kf a ≠ k ∈`

G∅ ≠ ⊂^ :f G → ^

0f ≠ ( )Z f G⊂ G ( )a Z f∀ ∈

( ; ) ( ) { }aD a r Z f a∩ = 0ar >

m∈` ( )a Z f∈ f .m

( ) ( ) ( )mf z z a g z= − ( ) 0g a ≠

:g G → ^ ( ) 0g a ≠ ( ; )aD a r G⊂

( ; )az D a r∀ ∈ ( ) 0g z ≠ 0ar > ( ; )  {a}rz D a a∀ ∈

( ) 0f z ≠ ( ; ) ( ) { }aD a r Z f a∩ =

G∅ ≠ ⊂^ :f G → ^ 0f ≠

K G∀ ⊂ ( )Z f K∩

K G⊂ ( )Z f K∩

( )Z f K K∩ ⊂ K

( )Z f K∩ ^ 0z ∈^

'
0 ( ( ) )z Z f K∈ ∩ ( )Z f K K∩ ⊂

' '( ( ) )Z f K K∩ ⊂ '
0z K∈ K

0z K G∈ ⊂ ( ) ( )Z f K Z f∩ ⊂ ' '( ( ) ) ( )Z f K Z f∩ ⊂ 0z G∈

'
0 ( ( ) )z Z f K∈ ∩ ' ( )Z f G∩ ≠ ∅ 0f =

0f ≠ K G∀ ⊂

( )Z f K∩

G∅ ≠ ⊂^ :f G → ^ 0f ≠

f G ( )Z f
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İspat:   kompakt küme ailesi  açık alt kümesinin bir kompakt tüketilişi 

olsun.   olduğundan  dir.  

kümeleri bir önceki teoreme göre sonlu elemanlıdır. Sonlu elemanlı kümelerin birleşimi 

sonlu olduğundan  kümesi sonludur. O halde sayılabilir bir 

kümedir. 

Teorem 1.7.11:  bir bölge; ,  de ayrık sayılabilir bir alt 

küme ve   bir doğal sayı olsun. Bu taktirde; ,  sıfır yerinin 

mertebesi  olan bir tek  fonksiyonu vardır 

( )  , 2007Ash ve Novinger . 

 Daha fazla olarak ; 

Teorem 1.7.12 :  bir bölge ve  , ’de ayrık sayılabilir bir 

alt küme olsun. Bu taktirde,  noktasına bir  doğal sayısı ve 

  için  sayıları karşılık getirilirse;  için 

 değerlerini alan bir tek  fonksiyonu vardır 

( )  , 2007Ash ve Novinger . 

İspat: Bu iki teoremin ispatında sonsuz çarpımların incelenmesi, “Weierstrass 

Teoremi”nin incelenmesi ve meromorf fonksiyonların incelenmesine ihtiyaç 

duyulduğundan her iki teoremin ispatı verilmeyecektir. 

 

 

1.8. Halka,Tamlık Bölgesi,Cisim ve Kompleks Cebir Tanımları  

 

Tanım 1.8.1 : 0R ≠ verilen bir küme ve ,. R R R+ = × → , R  üzerinde tanımlı, adlarına 

sırasıyla toplama ve çarpma adı verilen iki işlem olsun. ,.+  işlemleri R  üzerinde aşağıdaki 

{ } ( )nK G⊂℘ G ⊂ ^

n
n

G K
∈

= ∪̀ ( )( ) ( ) n
n

Z f Z f K
∈

= ∩∪̀  için ( ) nn Z f K∀ ∈ ∩`

( )( ) ( ) n
n

Z f Z f K
∈

= ∩∪̀

G∅ ≠ ⊂^ { }: :A a a G G= ∈ ⊂ G

am ∈` ( )Z f A= ( )a Z f∀ ∈

( ); am f a m= ( )f A G∈

G∅ ≠ ⊂^ { }: :A a a G G= ∈ ⊂ G

a G∀ ∈ am ∈`

{ }0,1, , ak m∀ ∈ " ( )k
aα ∈^ { }0,1, , ak m∀ ∈ "

( ) ( ) ( )k k
af a α= ( )f A G∈
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şartları sağlıyor ise; R ’ ye ,.+  işlemlerine göre bir halka adı verilir ve ( ), ,R + ⋅  sembolü ile 

gösterilir. 

 i.  R kümesi toplama işlemine göre değişmeli bir gruptur, 

 ii. R kümesi üzerinde çarpma işlemi birleşme özellikli bir işlemdir, 

 iii. R kümesi üzerinde çarpma işleminin toplama işlemi üzerine sağdan ve soldan 

dağılma özelliği vardır, yani; 

  , ,a b c R∀ ∈ için ( )a b c ac bc+ = +    ve  ( )c a b ca cb+ = +  

dir.  

Tanım 1.8.2 : ( ), ,R + ⋅ bir halka olsun. R  halkasının  çarpma işlemine göre birim elemanı 

varsa, ( ), ,R + ⋅  halkasına birimli bir halka denir. 

Tanım 1.8.3 : ( ), ,R + ⋅ bir halka olsun. Çarpma işlemi , R  üzerinde değişme özellikli bir 

işlem ise; ( ), ,R + ⋅  halkasına değişmeli halka denir. 

Tanım 1.8.4 : ( ), ,R + ⋅ birim elemanlı bir halka olsun. R halkasında sıfırdan farklı her 

elemanın çarpma işlemine göre tersi varsa; ( ), ,R + ⋅  halkasına bir bölüm halkası denir. 

Tanım 1.8.5 : ( ), ,R + ⋅ değişmeli bir halka olsun. Eğer 0ab =  olan her ,a b R∈  için 0a =  

veya 0b =  ise bu ( ), ,R + ⋅  halkasına bir tamlık bölgesi denir.  

Tanım 1.8.6 : Birim elemanlı, değişme özellikli bir bölüm halkasına bir değişmeli cisim 

denir. 

Tanım 1.8.7 : A∅ ≠  üzerinde ,+ ⋅   işlemleri tanımlı bir küme ve ^  kompleks sayılar 

cismi ve     
( ),

:
x x
A A

α α
× →

6 D
D ^ , A ’nın elemanları ile ^ ’ nin elemanlarının  skaler çarpımı 

denilen bir işlem olsun. Bu işlemler aşağıdaki şartları sağlıyor ise; A ’ya bir kompleks 

cebir adı verilir.   

 I. A  kümesi ^ üzerinde bir kompleks lineer uzaydır, yani; 
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  L1) ,A +  işlemine göre değişmeli bir gruptur , 

 L2)  1  ∈^  ve   x A∀ ∈ için 1 x x=D  dir ,  

    L3) α∀ ∈^ ve  ,  x y A∀ ∈ için   ( )x y x yα α α+ = +D D D dir, 

    L4) ,  α β∀ ∈^  ve   x A∀ ∈ için ( ) x x xα β α β+ = +D D D dir, 

 L4) ,  α β∀ ∈^  ve   x A∀ ∈ için ( ) ( )x xα β αβ=D D D  dir. 

 II. Çarpma işlemi A  kümesi üzerinde birleşme özellikli ve toplama işlemi üzerinde 

sağdan ve soldan dağılma özellikli bir işlemdir,yani , ,x y z A∀ ∈  için ( ) ( )x yz xy z=  ve 

( )x y z xy xz+ = + , ( )x y z xz yz+ = +  dir. 

 III. ,x y A∀ ∈  ve α∀ ∈^   için ( ) ( ) ( )xy x y x yα α α= =D D D  dir. 

 ( ), ,A + ⋅ ,^  üzerinde bir kompleks cebir ise; α∀ ∈^  ve ,  x y A∀ ∈ için xα D  ve 

x y⋅  yerine sırası ile xα  ve xy  sembolleri kullanılacaktır. 

Tanım 1.8.8 : ( ), ,R + ⋅ , ( )*, ,R ⊕ :  iki halka ve : R Rϕ ∗→  olsun. ,a b R∀ ∈  için 

( ) ( ) ( )a b a bϕ ϕ ϕ+ = + , ( ) ( ) ( )ab a bϕ ϕ ϕ=  ise bu ϕ ’ye R  halkasından R∗  halkasına 

tanımlı bir halka homomorfizması denir. ϕ  dönüşümü bire-bir ve  örten ise; ϕ ’ ye halka 

izomorfizması denir. 

Tanım 1.8.9 : ( ), ,A + ⋅ , ( ), ,B ⊕ :  iki kompleks cebir ve : A Bϕ →  olsun. ,x y A∀ ∈  ve 

,α β∀ ∈^  için ( ) ( ) ( )x y x yϕ α β αϕ βϕ+ = ⊕  , ( ) ( ) ( )xy x yϕ ϕ ϕ= :  ise bu ϕ  

dönüşümüne , A  kompleks cebirinden B  kompleks cebirine tanımlı bir cebir 

homomorfizması denir. 

Tanım 1.8.10 : ( ), ,A + ⋅ ,bir  kompleks cebir ve : Aχ →^  bir cebir homomorfizması ise , 

χ’ ye A  üzerinde tanımlı bir çarpım lineer fonksiyoneli veya A ’nın  bir karakteri denir. 

Tanım 1.8.11: ( ), ,R + ⋅ değişmeli bir halka ve ,a b R∈  olsun. b ac= olacak şekilde bir 

c R∈  varsa; a  elemanına b  elemanını böler ve a ’ya b ’nin bir böleni denir. a R∈ ,b R∈
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’nin bir böleni ise bu durum a b şeklinde yazılarak gösterilir. a b  ise b ac=  şartını 

sağlayan c R∈  elemanına b ’nin  a  ile bölümü denir ve : ac
b

=  şeklinde yazılır. Tanımdan 

görülüyor ki; , ,a b c R∈  için  a b  ve b c  ise a c dir.  

Tanım 1.8.12: ( ), ,R + ⋅  birim elemanlı ve u R∈  olsun. 1u  ise yani 1 uv=  olacak şekilde 

bir v R∈ elemanı varsa; u R∈ elemanına R halkasının bir birimsel elemanı denir. 

Tanım 1.8.13 : ( ), ,R + ⋅  değişmeli bir halka ve , ,a b d R∈  olsun. ,d a d b ve  ,c a c b  olan 

her c R∈  için c d  ise,  d ’ ye a  veb ’ nin en büyük ortak böleni denir ve { }. . . ,d e b o b a b=

ile gösterilir. 

Tanım 1.8.14 : ( ), ,R + ⋅ değişmeli bir halka , I R⊂  ve d R∈  olsun. d , I ’nın bir ortak 

böleni  ve I ’nın her c R∈ ortak böleni için c d ise  d R∈ ’ye I ’nın bir en büyük ortak 

böleni denir. 

Teorem 1.8.15 :  bir bölge  olsun. olması için gerek ve yeter koşul 

 olmasıdır ( ) ,1984Luecking ve Rubel .Eğer  ve  fonksiyonlarının en 

büyük ortak böleni birim ise  tur. 

 

1.9.Halka ve Cebirlerde İdealler 

 

Tanım 1.9.1: ( ), ,R + ⋅ değişmeli bir halka ve I R⊂  olsun. ,a b I∀ ∈ ve r R∀ ∈  için; 

  ve  a b I ra I− ∈ ∈  ise I ’ ya bir ideal adı verilir. 

Tanım 1.9.2 : ( ), ,R + ⋅ değişmeli bir halka ve I R⊂  bir ideal olsun. I R≠ ise I ’ ya R ’ nin 

bir öz ideali denir. 

Tanım 1.9.3 : ( ), ,R + ⋅ değişmeli bir halka ve M R}  bir ideal olsun. M I⊂ olan her 

I R⊂  ideali için I M=  veya I R=  ise M ’ ye R  halkasının bir maksimal ideali denir. 

G ( ),f g A G∈ f g

( ) ( )Z f Z g⊂ f g

( ) ( )Z f Z g∩ = ∅
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Teorem  1.9.4: ( ), ,R + ⋅
 
bir değişmeli halka , R∅ ≠ ⊂M  ve  

        { }1 1 2 2 1 2 1 2( ) : :  ; , , ,  ve , ,n n n nr m r m r m n r r r R m m m R= + + + ∈ ∈ ∈" ` " "M
 

olsun. Bu taktirde
    ( ) R⊂M  alt kümesi R  halkasında bir idealdir. Bu ideale M  

tarafından üretilen ideal denir. 

İspat: i. ( )1 1 1 1,  n n n nr m r m t m t m M+ + + + ∈" "  için;  

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1n n n n n n nr m r m t m t m m r t m r t+ + − + + = − + + −" " "  dır. 

R  bir halka olduğundan n∀ ∈`  için  :n n nk r t R= − ∈  dir. O halde 

( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1n n n n n nr m r m t m t m m k m k M+ + − + + = + + ∈" " "  olur. 

  ii. r R∈  ve ( )1 1 n nr m r m M+ + ∈"  için; 

 ( )1 1 1 1n n n nr r m r m rr m rr m+ + = + +" "  dır. R  bir halka olduğundan n∀ ∈`  için  

:n nt rr R= ∈  dir. O halde ( ) ( )1 1 1 1 1 1n n n n n nr r m r m rr m rr m t m t m M+ + = + + = + + ∈" " "  

olup  alt kümesi  halkasında bir idealdir. 

Tanım 1.9.5 : ( ), ,R + ⋅ değişmeli bir halka ve I R⊂ , R ’ nin bir ideali olsun.  

( )1, , nI a a= "  olacak şekilde sonlu elemanlı  bir { }1, , na a I⊂"  alt kümesi varsa, I ’ ya 

bir sonlu üretilmiş ideal denir. 

Tanım 1.9.6: ( ), ,R + ⋅ değişmeli bir halka ve I R⊂ , R ’ nin bir ideali olsun.  ( )I a=
 
olacak 

şekilde bir a I∈  varsa I ’ ya bir esas ideal denir. 

 

 

 

 

( ) R⊂M R
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2. YAPILAN ÇALIŞMALAR, BULGULAR VE İRDELEME 

2.1. Analitik Fonksiyonlar Halkalarında Kapalı İdealler 

Teorem 2.1.1 : açık bir alt küme olmak üzere  analitik fonksiyonlar ailesi 

 işlemlerine göre bir halkadır. 

İspat: Analitik bir fonksiyonun bir kompleks sabit ile çarpımı, iki analitik fonksiyonun 

toplamı ve çarpımı yine analitik bir fonksiyon, fonksiyonlar arasındaki toplama işlemi ve 

çarpma işlemi değişme özellikli bir işlem ve ayrıca fonksiyonlar arasındaki çarpma işlemi 

toplama işlemi üzerine dağılma özellikli bir işlem olduğundan; 

i.  analitik fonksiyonlar ailesi,  işlemine göre bir değişmeli bir gruptur. 

Gerçekten; 

G1)  için  dir. 

G2)  için  olacak şekilde bir  vardır. 

G3)  için  olacak şekilde bir  vardır. O 

halde  analitik fonksiyonlar ailesi bir gruptur. Üstelik  için 

 olduğundan  analitik fonksiyonlar ailesi değişmeli bir gruptur. 

ii.  için  ve,  

iii.  için  ve  olduğundan   

ailesi bir halkadır. 

Teorem 2.1.2 : bir bölge ise ,  üzerinde tanımlı analitik fonksiyonlar halkası bir 

tamlık bölgesidir. 

İspat: ,  olan iki fonksiyon olsun. Eğer   veya  olduğu 

gösterilirse;  bir tamlık bölgesi olur. Aksi halde ; 

G ⊂ ^ ( )A G

,.+

( )A G ,+ ⋅

( ), ,f g h A G∀ ∈ ( ) ( )f g h f g h+ + = + +

( )f A G∀ ∈ 0 0f f f+ = = + ( )0 A G∈

( )f A G∀ ∈ ( ) ( )0f f f f+ − = = − + ( )f A G− ∈

( )A G ( ),f g A G∀ ∈

f g g f+ = + ( )A G

( ), ,f g h A G∀ ∈ ( ) ( )f g h f g h⋅ ⋅ = ⋅ ⋅

( ), ,f g h A G∀ ∈ ( )f g h fg fh+ = + ( )f g h fh gh+ = + ( )A G

G ( )A G G

( ),f g A G∈ 0fg = 0f = 0g =

( )A G
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  dır.  ve  olduğundan; 

 için  dır.  için  ve 

olduğundan;  için   olması   için 

 olduğunu gösterir. O halde  dir.  ise  dır bu ise 

 olması ile çelişir. O halde  ise  veya  dır. 

Teorem 2.1.3 :  bir bölge,   bir halka ve  

olsun. ise alt kümesinin bir en büyük ortak böleni vardır.  

İspat: olsun. O halde  dır. Öyleyse  için 

 dir. Bu da gösterir ki  için  dir. Şimdi

’nin ailesinin en büyük ortak böleni olduğunu gösterelim.  ailesinin bir 

böleni olsun.  için  olduğundan  olacak şekilde ݇ א  ሻ vardır. Oܩሺܣ

halde  dir.  olduğundan  dır. O halde  dir. 

Dolayısıyla   ailesinin en büyük ortak bölenidir. 

Teorem 2.1.4: aralarında asal fonksiyonlar ise vardır  öyle ki 

 dir. 

İspat:   aralarında asal oldukları için  dir.  ,   

fonksiyonunun  mertebeden bir sıfır yeri olsun. Bu taktirde; 

  ve   dır. Ayrıca  

olduğundan   dır. 
 
noktasına ,   için  

                                                                        , 

                                                         , 

( ) ( )0 0 0 0, 0  ve  0z w G f z g w∃ ∈ ∴ ≠ ≠ ( )0 0f z ≠ ( )f A G∈

( ) ( )0 0 0 0; ;D z r G z D z r∃ ⊂ ∴∀ ∈ ( ) 0f z ≠ ( )0 0;z D z r∀ ∈ ( ) 0f z ≠

0fg = ( )0 0;z D z r∀ ∈ ( ) ( ) 0f z g z = ( )0 0;z D z r∀ ∈

( ) 0g z = ( )( )0z Z g ′∈ ( )( )0z Z g ′∈ 0g =

( )0 0g w ≠ 0fg = 0f = 0g =

G∅ ≠ ⊂^ ( )A G { } ( ): : : A  f f G G= → ⊂^F

{ } ( )0 G≠ ⊆F A� F

( ):
f

Z fβ
∈

= ∩
F

( ) ( )g A G Z g β∃ ∈ ∴ = b β∀ ∈

( ) ( ){ }, : . . , :m g b e k e m f b f= ∈F f∀ ∈F g f g

F ( )h A G∈ F

f ∈F h f f hk=

( ) ( )Z h Z f⊆ ( ):
f

Z fβ
∈

= ∩
F

( )Z h β⊆ h g

,g F

( )1 2,f f A G∈ ( )1 2,g g A G∈

1 1 2 2 1f g f g+ ≡

1 2 ve f f ( ) ( )1 2Z f Z f∩ =∅ ( )1a Z f∈ 1f

.am

( ) ( ) ( ) ( )1'
1 1 10, 0, , 0amf a f a f a−= = =" ( ) ( )1 0amf a ≠ ( ) ( )1 2Z f Z f∩ =∅

( )2 0f a ≠ ( )1a Z f∈ { }0,1, , 1,a ak m m∀ ∈ −"

( ) ( )0
21 0af a α− =

( ) ( ) ( ) ( )1 0'
2 2 0a af a f aα α+ =
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                                   ,                                                                 

                                                       

   ,   

ve  

 

şartlarını sağlayan ߙ௔
ሺ௞ሻ sayıları karşılık getirilirse;   için 

 değerlerini alan bir tek  analitik fonksiyonu vardır.    

olarak alınırsa;  ,   ,  , , 

 ve olduğundan , noktası   

fonksiyonunun  mertebeden bir sıfır yeridir. O halde  dir. Yani 

 dir. O halde  öyle ki  dır. Buradan 

 elde edilir ve ispat tamamlanır.       

Teorem 2.1.5: Eğer  ve  bu kümenin en büyük ortak böleni ise 

 olacak şekilde vardır  fonksiyonları 

vardır. 

İspat: İspatı tümevarımla yapalım. Önce  için doğruluğunu gösterelim.  

 
 
 kümesinin en büyük ortak böleni olsun. Bu taktirde  aralarında 

asaldır. O halde bir önceki teoremden vardır   öyle ki  dir. O 

halde  olup  için doğrudur. 

 Şimdi  için doğruluğunu kabul edip  için doğruluğunu gösterelim. 

 kümesinin en büyük ortak böleni  ve  kümesinin en büyük 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 0' '
2 2 22 0a a af a f a f aα α α+ + =

#

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 0
2 2 2

1
0

2
a a am a m m

a a a
a

m
f a f a f a

m
α α α− − −−⎛ ⎞

+ + + =⎜ ⎟−⎝ ⎠
"

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1'
2 2 2

  
0

1
a a am a m m

a a a
a

m
f a f a f a

m
α α α−⎛ ⎞

+ + + ≠⎜ ⎟−⎝ ⎠
"

{ }0,1, , 1,a ak m m∀ ∈ −"

( ) ( )
2 :k k

ag α= 2 :g G →^ 2 2: 1f f g= −

( )( )2 21 0f g a− = ( ) ( )'
2 21 0f g a− = ( ) ( )''

2 21 0f g a− = "

( )( ) ( )1
2 21 0amf g a−− = ( )( ) ( )2 21 0amf g a− ≠ ( )1a Z f∈ f

.am ( ) ( )1Z f Z f⊂

1 2 21f f f g= − ( )1g A G∃ ∈ 2 2 1 11 f g f g− =

1 1 2 2 1f g f g+ =

{ } ( )1 2, , nf f f A G⊆" d

1 1 2 2 n nf g f g f g d+ + + =" ( )1 2, , , ng g g A G∈"

2n =

{ }1 2,f f d 1 2 ve f f
d d

( )1 2,g g A G∈ 1 2
1 2g 1f f g

d d
+ =

1 1 2 2gf f g d+ = 2n =

1n − n

{ }1 2, , nf f f" d { }1 2 1, , nf f f −"
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ortak böleni  olsun. Bu durumda  dir. O halde ’ in en büyük ortak böleni  

dir. Hipotezden; 

                                        ( )16    

 dir.  

Ayrıca ’ in en büyük ortak böleni  olduğundan; 

                                                                          ( )17  

 dir. ( )16  ve ( )17  birleştirilirse  elde edilir. 

olup özel olarak  seçilirse 

 elde edilir ve ispat tamamlanır. 

Teorem 2.1.6 :   bir bölge ve  olsun. Bu taktirde;
       

  bir  maksimal idealdir. 

İspat:  bir idealdir. Gerçekten; iki analitik fonksiyonun farkı ve iki analitik 

fonksiyonun çarpımı yine analitik bir fonksiyon ve ayrıca  

 için  olup  , 

  ve  için  olup  

olduğundan  bir idealdir. 

Şimdi  idealinin maksimal olduğunu gösterelim.  

 olsun. Farz edelim ki  olsun. O halde  ,

 dır. 

1d 1d d { }1,nf d d

( )1 2 1 1 1 2 2 1 1 1, , , n n nh h h A G f h f h f h d− − −∃ ∈ ∴ + + + =" "

{ }1,nf d d

( ), nh g A G∃ ∈ ∴ 1 n nd h f g d+ =

1 1 2 2 1 1n n n nf h h f h h f h h f g d− −+ + + + ="

( )1 2 1, , , nh h h h h h A G− ∈" 1 1 2 2 1 1, , , n nh h g h h g h h g− −≡ ≡ ≡"

1 1 2 2 1 1n n n nf g f g f g f g d− −+ + + + ="

G a G∈

( ) ( ){ } ( ): :  ve 0aM f f A G f a A G= ∈ = ⊂

( )aM A G⊂

, af g M∀ ∈ ( )( ) ( ) ( ) 0f g a f a g a− = − = af g M− ∈

af M∀ ∈ ( )h A G∀ ∈ ( )( ) ( ) ( ) ( )0 0f h a f a h a h a⋅ = ⋅ = ⋅ = af h M⋅ ∈

( )aM A G⊂

( )aM A G⊂

( )aM I A G⊂ ⊂ aM I⊊ ag I g M∃ ∈ ∴ ∉

( ) 0g a ≠
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 alalım.  olduğundan  dolayısıyla  dır. Ayrıca 

 olduğundan  ve  olup   dır. 

 ve  ideal olduğundan için  olduğundan  eşitliği 

elde edilir. O halde   maksimal bir idealdir.  

 Ayrıca Netice 1.5.18 ‘a göre  kapalı bir alt küme olduğundan 

,  ailesinde kapalı bir maksimal idealdir. 

Teorem 2.1.7: Her sonlu üretilmiş olan idealler esas idealdir. 

İspat: ,   tarafından 

doğrulan bir ideal ve  olsun. Bu taktirde  için 

 dir.  kümesinin Teorem 2.1.3’ e göre bir en 

büyük ortak böleni vardır. Bu bölen  olsun. O halde , , , 

 dir. , , ,  ve   

olduğundan  dir. Dolayısıyla  idealinin her bir elemanı ’nin bir katıdır. Diğer 

taraftan  kümesinin en büyük ortak böleni  olduğundan Teorem 2.1.5’ e 

göre  için  olup  dır. Böylece  ve  

nin her bir katı  idealine aittir. Dolayısıyla  şeklindedir. O halde  

ideali  tarafından doğrulup  esas idealdir. 

Teorem 2.1.8 :  bir bölge,  kapalı bir idealdir ancak ve ancak  esas ideal 

ise. 

İspat:  esas  ideal ise  kapalıdır.  olsun.  ise; , dizisi için 

 olup  dır. O halde  olup  kapalıdır. 

( ) ( ) ( )
( )

:
g a g z

z
g a

ϕ
−

= ( ) 0aϕ = aMϕ ∈ Iϕ ∈

( ) 0g a ≠ ( )
g I

g a
∈ Iϕ ∈ ( ) ( )

( )
( )
( )

1
g a g z g z

I
g a g a
−

= + ∈

1 I∈ I ( )f A G∀ ∈ 1f f I= ⋅ ∈ ( )A G I=

( )aM A G⊂

( )aM A G⊂

( )aM A G⊂ ( )A G

( ){ }1 1 2 2 1 2: , , ,n n nI f g f g f g g g g A G= + + + ∈" " 1 2, , , nf f f"

f I∈ ( )1 2, , , ng g g A G∈"

1 1 2 2 n nf f g f g f g= + + +" { }1 2, , , nf f f"

d 1 1.f d ϕ= 2 2.f d ϕ= "

.n nf d ϕ= 1 1.f d ϕ= 2 2.f d ϕ= " .n nf d ϕ= 1 1 2 2 n nf f g f g f g= + + +"

d f⏐ I d

{ }1 2, , , nf f f" d

( )1 2, , , nh h h A G∈" 1 1 2 2 n nf h f h f h d+ + + =" d I∈ d d

I ( ){ }. :I d f f A G= ∈ I

d I

G ( )I A G⊂ I

I I ( )I f= ( ) { }0f = { }nf I⊂

0nf = 0nf → 0 I∈ I
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 olsun. Bu taktirde  yakınsak ve  için  olan 

bir dizi olsun.  olduğu gösterilirse ispat tamamlanır.  olduğundan 

 olmak üzere  şeklindedir.  olduğundan 

dizisi , ’nin kompakt alt kümeleri üzerinde  analitik fonksiyonuna düzgün 

yakınsaktır. O halde  kompakt alt kümesi için  dır.  

keyfi fakat sabit alınan bir nokta ve   olsun.  kompakt ve 

 olduğundan   dır. Sonuç olarak   için  

olduğundan  dir. O halde  dir. Yani  olan  vardır. O 

halde   olup;  ideali kapalıdır. 

 Tersine olarak  kapalı ise  ideali bir esas idealdir.  ise 

 olduğundan  ideali bir esas idealdir.  ise  olup  ideali bir 

esas idealdir.   ve  olsun. Bu durumda  ve  

en az bir  fonksiyonu vardır. O halde  alt kümesi ayrık ve en fazla 

sayılabilir sonsuz elemanlıdır. Dolayısıyla  alt kümesi ayrık ve en fazla sayılabilir 

sonsuz elemanlıdır. O halde Teorem 1.7.11’e göre  ve   

noktasındaki sıfır yerinin mertebesi  olan bir   

fonksiyonu vardır.  için  olduğundan  dir. Diğer taraftan kolayca 

gösterilir ki;  fonksiyonu ’nın bir ortak böleni ise  dir. Gerçekten 

 fonksiyonu ’nın bir ortak böleni olduğundan  için  olacak 

şekilde bir  vardır. Son eşitlik  için ,dolayısıyla 

 dir. O halde Teorem 1.8.15’e göre  dir. Yani , 

’nın en büyük ortak bölenidir.  olsun.  halkasında bir idealdir, 

( ) { }0f ≠ { } ( )nf f⊂ ( )h A G∈ lim nn
f h

→+∞
=

h I∈ { } ( )nf f⊂

( )ng A G∈ n nf g f= n nf g f h= → { } ( )nf f⊂

G ( )h A G∈

K G∀ ⊂ lim 0n Kn
g f h

→+∞
− = ( )0z Z f∈

{ }
0 0:zK z= { }

0 0:zK z G= ⊂

0
lim 0

z
n Kn

g f h
→+∞

− = ( )0 0h z = ( )z Z f∀ ∈ ( )z Z h∈

( ) ( )Z f Z h⊂ f h⎮ h fϕ= ( )A Gϕ∈

( )h f∈ I

( )I A G⊂ I ( )I A G=

( ) ( )A G = 1 I { }0I = ( )0I = I

{ } ( )I A G0 } } ( ):
f I

A Z f
∈

=∩ f ≠ 0 ( )Z f ≠ ∅

f I∈ ( )Z f G⊂

A G⊂

( )Z Aϕ = ( ):
f I

a A Z f
∈

∀ ∈ =∩

( ) { }; . . ( ; ) :m a E K E m f a f Iϕ = ∈ ( )A Gϕ∈

f I∀ ∈ ( ) ( )Z Z fϕ ⊂ fϕ⏐

( )A Gφ ∈ I φϕ⏐

( )A Gφ∈ I f I∀ ∈ ff kφ=

( )fk A G∈ f I∀ ∈ ( ) ( )Z Z fφ ⊂

( ) ( ) : ( )
f I

Z Z A Z fφ ϕ
∈

⊂ = = ∩ φϕ⏐ ( )A Gϕ∈

I :fJ f I
ϕ

⎧ ⎫= ∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

( ),  J A G
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üstelik ideali kapalı olduğundan  ideali de kapalıdır. Gerçekten , 

fonksiyonuna yakınsak bir dizi olsun.  olduğu gösterilirse,  ideali 

kapalıdır. , fonksiyonuna yakınsak bir dizi olduğundan bu dizi  ’nin 

kompakt alt kümeleri üzerinde  noktasına düzgün yakınsaktır. O halde  

kompakt alt kümesi için  olduğundan dolayısıyla 

dır. O halde   dizisi  fonksiyonuna yakınsak ve  kapalı bir 

ideal olduğundan  dır.  olması  olacak şekilde bir ’nin mevcut 

olduğunu gösterdiğinden  olduğu görülür. , ’ya ait olan fonksiyonların en 

büyük ortak böleni olduğundan ’ de bulunan fonksiyonların en büyük ortak böleni 

’dir. Gerçekten , ’nin en büyük ortak böleni  olsun.  olduğu 

gösterilirse; , ’nin bir birimsel elemanı olacağından ’nin en büyük ortak 

böleni ’ dir. ’nin en büyük ortak böleni olduğundan ܫ‘nın bir bölenidir. O halde 

’nın en büyük ortak böleni olduğundan  dir. O halde  için 

 dir. Varsayalım ki  ,  olsun. 

 olduğundan  olan en az bir 

 fonksiyonu vardır. Bu  için  ve ’nin en büyük ortak böleni 

olduğundan  olan bir  fonksiyonu vardır. Diğer taraftan  

için , , 

 olan ve  değerlerinin 

alan  fonksiyonları vardır. Bu değerler  eşitliğinde yerine 

yazılırsa     

  

I J nf J
ϕ

⎧ ⎫ ⊂⎨ ⎬
⎩ ⎭

( )h A G∈

h J∈ ( )J A G⊂

nf J
ϕ

⎧ ⎫⊂⎨ ⎬
⎩ ⎭

( )h A G∈ G

h J∈ K G∀ ⊂

0n

K

f h
ϕ

− → 0n
K

K

f hϕ
ϕ

− →

0n K
f hϕ− → { }nf I⊂ hϕ I

h Iϕ ∈ h Iϕ ∈ h gϕ = g I∈

gh J
ϕ

= ∈ ϕ I

J 1

( )d A G∈ J d ( )Z d =∅

( )d A G∈ ( )A G J

1 ,d J , Iϕ

d ϕ⎮ f I∀ ∈

( ) ( ) ( )Z d Z Z fϕ⊂ ⊂ ( )Z d ≠ ∅ ( )oz Z d∈

( ) ( ){ }0; . . ; :om z E K E m f z f Iϕ = ∈ ( ) ( )0 0; ; om z m f zϕ =

0f I∈ 0f I∈ 0f J
ϕ

∈ ,d J

00 ff d kϕ= ( )0fk A G∈ z G∀ ∈

( ) ( ) ( ) ( )00 ;
0 0

zm f zf z z z F z= − ( ) ( ) ( ) ( )0;
0

m d zd z z z E z= −

( ) ( ) ( ) ( )00
0

;
0

fm k z
fk z z z H z= − ( ) ( ) ( )0 0 00, 0, 0F z E z H z≠ ≠ ≠

( ), ,F E H A G∈
00 ff d kϕ=

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 00 ; ; ;
0 0 ( )zm f z m d z m zz z F z z z E z H zϕ+− = −
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elde edilir.  ve  olduğundan; bu bir 

çelişkidir. O halde   olmak zorundadır.  olduğundan ’dir. 

Gerçekten  olduğundan  dir. Dolayısıyla  dir.  

olduğundan  için  dir. O halde  dir. Diğer taraftan 

kolayca gösterilir ki  dir.  O halde dir.  olduğundan 

 dir. O halde  ideali  tarafından doğrulan bir esas idealdir ve ispat 

tamamlanır. 

 

 

2.2. Analitik Fonksiyonlar Cebirlerinde Bölgelerin Konform Denkliğinin Cebirsel 

Karakterizasyonu 

 

Teorem 2.2.1 :  açık bir alt küme ise  üzerinde tanımlı tüm analitik 

fonksiyonların  ailesi fonksiyonların toplama ve çarpma işlemlerine göre bir 

kompleks cebirdir. 

İspat: Analitik bir fonksiyonun bir kompleks sabit ile çarpımı, iki analitik fonksiyonun 

toplamı ve çarpımı yine analitik bir fonksiyon, fonksiyonlar arasındaki toplama işlemi ve 

çarpma işlemi değişme özellikli bir işlem ve ayrıca fonksiyonlar arasındaki çarpma işlemi 

toplama işlemi üzerine dağılma özellikli bir işlem olduğundan; cebir tanımından hemen 

görülür. 

Teorem 2.2.2 :  açık bir alt küme ve ,  üzerinde tanımlı bir çarpım 

lineer fonksiyoneli olsun Bu taktirde ya  yada her  için  

olacak şekilde bir tek   noktası vardır. 

İspat:  sabit fonksiyonu için  ,  ve  bir çarpım 

lineer fonksiyoneli olduğundan;  dir. Dolayısıyla ya   ya da 

 dir.  

( ) ( )0 0; ; om z m f zϕ = ( ) ( ) ( )0 0 00, 0, 0F z E z H z≠ ≠ ≠

( )Z d =∅ ( )Z d =∅ ( ) ( )d A G=

( )Z d =∅ ( )1 A G
d

∈ ( )1d d
d

= ∈1 ( )d∈1

( )g A G∀ ∈ ( )g g d= ∈1 ( ) ( )d A G=

( )J d= ( )J A G= ( )J A G=

( )I A Gϕ= ⋅ I ϕ

A∅ ≠ ⊂^ G

( )A G

G∅ ≠ ⊂^ χ ( )A G

χ ≡ 0 ( )f A G∈ ( ) ( )f f aχ =

a G∈

( )A G∈1 ( )χ ∈1 ^ ⋅1 = 1 1 ( ): A Gχ →^

( ) ( )( )2χ = χ1 1 ( ) 0χ =1

( ) 1χ =1
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 i.  ise  için  ve  bir çarpım lineer 

fonksiyoneli olduğundan   için  

dolayısıyla   olur. 

 ii.  olması hali. Bu halde ,  özdeş fonksiyonu için 

 olduğundan  dir.  , her için  ve 

’nin tek olduğu gösterilirse ispat tamamlanır. Farz edelim ki  olsun. Bu 

taktirde  fonksiyonu her  için  şartını sağladığından

 olup;   ve  çarpım lineer 

fonksiyoneli için  olduğundan 

  , 

  , 

  , 

  , 

  , 

  , 

    

elde edilir ki; bu bir çelişkidir. O halde  ve    ise  dir . Şimdi 

her için  olduğunu gösterelim.  yani  için 

( ) 0χ =1 ( )f A G∀ ∈ 1f f= ⋅ ( ): A Gχ →^

( )f A G∀ ∈ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0 0f f f fχ = χ ⋅ = χ ⋅χ = χ ⋅ =1 1

χ ≡ 0

( ) 1χ =1 :GI G G→ ( ) :GI z z=

( )GI A G∈ ( ): Ga I= χ ∈^ a G∈ ( )f A G∈ ( ) ( )f f aχ =

a G∈ a G∉

( ) ( )GI A G− ∈a z G∈ ( )( ) 0GI z− ≠a

( )
G

A G
I

∈
−

1
a

( ) ( )G
G

I A G
I

= − ∈
−

11 a
a
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( )1= χ 1

( )1 G
G

I
I

⎛ ⎞
= χ −⎜ ⎟−⎝ ⎠

1a
a

( )1 G
G

I
I

⎛ ⎞
= χ − χ⎜ ⎟−⎝ ⎠

1a
a

( ) ( )( )1 G
G

I
I

⎛ ⎞
= χ −χ χ⎜ ⎟−⎝ ⎠

1a
a

( )( )1
G

a a
I

⎛ ⎞
= −χ χ⎜ ⎟−⎝ ⎠

11
a

( )( )1
G

a a
I

⎛ ⎞
= − χ χ⎜ ⎟−⎝ ⎠
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a

( )1 1
G

a a
I

⎛ ⎞
= − χ⎜ ⎟−⎝ ⎠

1
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1 0=

( ) 1χ =1 ( ): Ga I= χ ∈^ a G∈

( )f A G∈ ( ) ( )f f aχ = ( )f = f a z G∀ ∈
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 ise;  olur.  ise; 

 olduğundan, noktası  fonksiyonunun bir sıfır 

yeridir.  olarak alınırsa;  ve  şartını 

sağlayan bir   analitik fonksiyonu vardır.  , çarpım lineer 

fonksiyoneli için olduğundan  

  
, 

  , 

  , 

  , 

  , 

   

dolayısıyla   dir. Son olarak  noktasının tek olduğunu gösterelim. 

;  için   ve  olan iki nokta olsun.  

 özdeş fonksiyonu için  ve  olduğundan   

dir ve ispat tamamlanır. 

Teorem 2.2.3 :  iki bölge ve  olsun. ’ nin bir cebir 

homomorfizması olması için gerek ve yeter şart  için  koşulunu 

sağlayan bir tek  analitik fonksiyonunun mevcut olmasıdır. 

İspat. i.  bir analitik fonksiyon olsun.
 

dönüşümü,
 

 için  şeklinde tanımlanırsa; iki analitik fonksiyonun bileşkesi 

( ) ( )f z f a= ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )f f a f a f a f aχ = χ = χ ⋅ = χ =1 1 ( )f ≠ f a

( )( )( ) 0f a− =f a a G∈ ( )f − ≠ 0f a

( )( ),m m f a≡ − f a ( ) ( )m
Gf I g− = −f a a ( ) 0g a ≠

( )g A G∈ ( ): A Gχ →^

( ) 1χ =1

( )( ) ( )( )m
Gf I gχ − = χ −f a a

( )( ) ( )( ) ( )m
Gf f a I gχ − = χ − χ1 a

( ) ( ) ( )( ) ( )1 m
Gf f a I a gχ − = χ − χ1

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )m
Gf f a I a gχ − = χ − χ χ1

( ) ( ) ( ) ( )1 mf f a a a gχ − = − χ

( ) ( ) 0f f aχ − =

( ) ( )f f aχ = a G∈

,a b G∈ ( )f A G∀ ∈ ( ) ( )f f aχ = ( ) ( )f f bχ =

( )GI A G∈ ( )Ga I= χ ∈^ ( )Gb I= χ ∈^ a b=

,G G∗ ( ) ( ): A G A G∗Φ → Φ

( )f A G∗∀ ∈ ( )f foϕΦ =

: G Gϕ ∗→

: G Gϕ ∗→ ( ) ( ): A G A G∗Φ →

( )f A G∗∀ ∈ ( )f foϕΦ =
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analitik olduğundan  için   olup;
 

 ve  

için  

  , 

  , 

  , 

   

ve 

   , 

  , 

    

olduğundan  bir cebir homomorfizmasıdır. 

 ii. Tersine olarak  bir cebir homomorfizması ise her  

için  olacak şekilde bir tek  analitik fonksiyonu vardır.  

  keyfi fakat sabit alınan bir nokta olsun.  dönüşümü her

 için  şeklinde tanımlanırsa;  ve  

için   ve  olduğundan, 

 ,  üzerinde bir çarpım lineer fonksiyonelidir. O halde  

 için  olan bir tek  noktası vardır.  

dönüşümü  şeklinde tanımlanırsa;  fonksiyonu   

( )f A G∗∀ ∈ ( ) ( )f A GΦ ∈ ,α β∀ ∈^ ( ),f g A G∗∀ ∈

( ) ( )f g f g oα β α β ϕΦ + = +

( ) ( ) ( )f g f o g oα β α ϕ β ϕΦ + = +

( ) ( ) ( )f g fo goα β α ϕ β ϕΦ + = +

( ) ( ) ( )f g f gα β α βΦ + = Φ + Φ

( ) ( )fg fg oϕΦ =

( ) ( )( )fg fo goϕ ϕΦ =

( ) ( ) ( )fg f gΦ = Φ Φ

( ) ( ): A G A G∗Φ →

( ) ( ): A G A G∗Φ → ( )f A G∗∈

( )f foϕΦ = : G Gϕ ∗→

z G∈ ( ):z A G∗χ →^

( )f A G∗∈ ( ) ( )( ):z f f zχ = Φ ,α β∀ ∈^ ( ),f g A G∗∀ ∈

( ) ( ) ( )z z zf g f gα β α βχ + = χ + χ ( ) ( ) ( )z z zfg f gχ = χ χ

( ):z A G∗χ →^ ( )A G∗

( )f A G∗∀ ∈ ( ) ( )z zf f wχ = zw G∗∈ : G Gϕ ∗→

( ) : zz wϕ = : G Gϕ ∗→ ( )f A G∗∀ ∈
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 için  yani  koşulunu sağlar. 

 fonksiyonunun analitik  ve tek olduğu gösterilirse ispat tamamlanır.  

  için  olduğundan  için  yani

 olup ;  fonksiyonu analitiktir. Son olarak  için 

 koşulunu sağlayan  analitik fonksiyonunun tek olduğunu 

gösterelim.  fonksiyonları  için  ve  

olan iki analitik fonksiyon olsun.
 

 analitik fonksiyonu için ,

,  ve  olduğundan olduğu görülür. 

Netice 2.2.4: ,G G∗∅ ≠ ⊂ ^  iki bölge ve ( ) ( ): A G A G∗Φ →  bir cebir homomorfizması 

ise Φ  süreklidir. 

İspat: { } ( )nf A G∗⊂ , ( )f A G∈ ’ ye yakınsak bir dizi ve K G⊂  kompakt olsun.  bir 

cebir homomorfizması olduğundan Teorem 2.2.3’e göre  koşulunu sağlayan 

bir tek  analitik fonksiyonu vardır. O halde;    

  ( ) ( )n n KK
f f f o foϕ ϕΦ −Φ = −                              ( )18  

dir. : K G Gϕ ∗⊂ →  , ϕ  analitik ve K  kompakt olduğundan ߮ሺܭሻ ؿ  kompakttır.  O څܩ

halde ( )18 ’ dan ; ( ) ( ) ( ) 0n n KK
f f f f ϕΦ −Φ = − →  dır. Dolayısıyla 

( ) ( ): A G A G∗Φ →  cebir homomorfizması süreklidir. 

Tanım 2.2.5 :  iki açık küme olsun. ’den ’a tanımlı bire-bir ve örten bir

 analitik fonksiyonu varsa  açık kümesi  açık kümesine konform olarak 

denktir denir.  

 Kompleks analizin iyi bilinen teoremlerinden birine göre; 

( )  ,  2005Freitag ve Busam  G∅ ≠ ⊂^  açık bir alt küme,  bire-bir ve analitik 

bir fonksiyon ise  için  dır. Bu nedenle  açık alt kümeleri için  

ve z G∀ ∈ ( ) ( )( )z f f zϕχ = ( )( ) ( )( )f z f zϕΦ =

: G Gϕ ∗→

( )f A G∗∀ ∈ ( )f foϕΦ = ( )G
I A G∗

∗∈ ( )G G
I I oϕ∗ ∗Φ =

( ) ( )G
I A Gϕ ∗= Φ ∈ : G Gϕ ∗→ ( )f A G∗∀ ∈

( )f foϕΦ = : G Gϕ ∗→

, : G Gϕ ψ ∗→ ( )f A G∗∀ ∈ ( )f foϕΦ = ( )f foψΦ =

( )G
I A G∗

∗∈ ( )G G
I I oϕ∗ ∗Φ =

( )G G
I I oψ∗ ∗Φ =

G
I oϕ ϕ∗ =

G
I oψ ψ∗ = ϕ ψ=

Φ

( )f foϕΦ =

: G Gϕ ∗→

,G G∗ G G∗

: G Gϕ ∗→ G G∗

:f G → ^

z G∀ ∈ ( ) 0f z′ ≠ ,G G∗ G
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açık alt kümesi  açık alt kümesine konform olarak denk ise bire-bir ve örten 

 fonksiyonu  için  koşulunu sağladığından  

ters fonksiyonu bire-bir, örten ve analitik bir fonksiyondur ( ) ,  2005Freitag ve Busam . Bu 

nedenle  açık alt kümesi  açık alt kümesine konform olarak denk ise  açık alt 

kümesi de  açık alt kümesine konform olarak denktir.  

Teorem 2.2.6 :  kompleks düzlemde iki bölge ve  olsun. ’ nin 

bir cebir izomorfizması olması için gerek ve yeter şart  için  

koşulunu sağlayan bir tek   konform dönüşümünün mevcut olmasıdır. 

İspat. i.  bir konform dönüşüm olsun.
 

dönüşümü,
 

 için  şeklinde tanımlanırsa; iki analitik fonksiyonun bileşkesi 

analitik olduğundan  için   olup;
 

 ve  

için  

  , 

  , 

  , 

   

ve 

   , 

  , 

    

G∗

: G Gϕ ∗→ z G∀ ∈ ( ) 0zϕ′ ≠ 1 : G Gϕ− ∗ →

G G∗ G∗

G

,G G∗ ( ) ( ): A G A G∗Φ → Φ

( )f A G∗∀ ∈ ( )f foϕΦ =

: G Gϕ ∗→

: G Gϕ ∗→ ( ) ( ): A G A G∗Φ →

( )f A G∗∀ ∈ ( )f foϕΦ =

( )f A G∗∀ ∈ ( ) ( )f A GΦ ∈ ,α β∀ ∈^ ( ),f g A G∗∀ ∈

( ) ( )f g f g oα β α β ϕΦ + = +

( ) ( ) ( )f g f o g oα β α ϕ β ϕΦ + = +

( ) ( ) ( )f g fo goα β α ϕ β ϕΦ + = +

( ) ( ) ( )f g f gα β α βΦ + = Φ + Φ

( ) ( )fg fg oϕΦ =

( ) ( )( )fg fo goϕ ϕΦ =

( ) ( ) ( )fg f gΦ = Φ Φ
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olduğundan  bir cebir homomorfizmasıdır. ’nin 

bire-bir ve örten olduğu gösterilirse ispat tamamlanır.  dönüşümü konform 

olduğundan  ters fonksiyonu da konformdur. Dolayısıyla  için 

 olup  koşulunu sağlar. O halde 

, , homomorfizması örtendir. , 

 yani  koşulunu sağlayan iki fonksiyon olsun. O halde 

 eşitliğinden  olduğu görülür. Sonuç olarak  

dönüşümü konform bir dönüşüm ise ,  koşulunu sağlayan 

bir cebir izomorfizmasıdır. 

 ii. Tersine olarak  bir cebir izomorfizması ise her  

için  olacak şekilde bir tek  konform dönüşümünün mevcuttur. 

 bir cebir izomorfizması olduğundan bir cebir homomorfizmasıdır. O 

halde yukarıdaki teoreme göre  için  koşulunu sağlayan bir tek 

  analitik fonksiyonu vardır ve  dir.  

dönüşümünün bire-bir, örten olduğu gösterilirse ispat tamamlanır.  

  keyfi fakat sabit alınan bir nokta olsun.  bir cebir 

izomorfizması olduğundan  ters dönüşümü de bir cebir 

izomorfizmasıdır. O halde  fonksiyonu, , dönüşümü 

 cebiri üzerinde tanımlı bir çarpım lineer fonksiyonelidir. Dolayısıyla Teorem 2.2.2’ 

ye göre  için  olacak şekilde bir tek  

noktası vardır. O halde eşitliğinin sağ tarafında  fonksiyonu yerine 

, sol tarafında  fonksiyonu yerine  yazılırsa 

( ) ( ): A G A G∗Φ → ( ) ( ): A G A G∗Φ →

: G Gϕ ∗→

1 : G Gϕ− ∗ → ( )h A G∀ ∈

( )1ho A Gϕ− ∗∈ ( ) ( )1 1ho ho o hϕ ϕ ϕ− −Φ = =

( ) ( ): A G A G∗Φ → ( )f foϕΦ = ( ),f g A G∗∈

( ) ( )f gΦ = Φ fo goϕ ϕ=

( ) ( )1 1fo o go oϕ ϕ ϕ ϕ− −= f g= : G Gϕ ∗→

( ) ( ): A G A G∗Φ → ( )f foϕΦ =

( ) ( ): A G A G∗Φ → ( )f A G∗∈

( )f foϕΦ = : G Gϕ ∗→

( ) ( ): A G A G∗Φ →

( )f A G∗∀ ∈ ( )f foϕΦ =

: G Gϕ ∗→ ( ) ( )G
I A Gϕ ∗= Φ ∈ : G Gϕ ∗→

w G∗∈ ( ) ( ): A G A G∗Φ →

( ) ( )1 : A G A G− ∗Φ →

( ):w A Gχ →^ ( ) ( )( )1:w h h w−χ = Φ

( )A G

( )h A G∀ ∈ ( ) ( )( ) ( )1:w h h w h z−χ = Φ = z G∈

( )( ) ( )1 h w h z−Φ = h

( )A Gϕ∈ h ( )GI ϕ∗Φ =
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 den  olduğu görülür. O halde  dönüşümü 

örtendir. Son olarak  dönüşümünün bire-bir olduğunu gösterelim. , 

 koşulunu sağlayan iki nokta olsun.  için  

olduğundan özel olarak  için   dir. için;  

 ,
 

 olup 

 olduğundan  elde edilir.  olan  için 

 olduğundan  dönüşümü bire-birdir. 

 

 

 

( )( )( ) ( )1
GI w zϕ∗

−Φ Φ = ( )z wϕ = : G Gϕ ∗→

: G Gϕ ∗→ 1 2,z z G∈

( ) ( )1 2z zϕ ϕ= ( )f A G∗∀ ∈ ( )f foϕΦ =

( )1
GI

−Φ ( )( ) ( )1 1
G GI I oϕ− −Φ Φ = Φ 1 2,z z G∈

( )( )( ) ( )( )( )1 1
1 1G GI z I o zϕ− −Φ Φ = Φ ( )( )( ) ( )( )( )1 1

2 2G GI z I o zϕ− −Φ Φ = Φ

( ) ( )1 2G GI z I z= 1 2z z= ( ) ( )1 2z zϕ ϕ= 1 2,z z G∀ ∈

1 2z z= : G Gϕ ∗→



 

SONUÇLAR 

1. Bu tez çalışmasında analitik fonksiyonlar halkasında kapalı ideallerin esas ideal olduğu 

gösterilmiştir.  

2. Kompleks düzlemde bir bölge üzerinde tanımlı analitik fonksiyon cebiri üzerinde tanımlı 

çarpım lineer fonksiyonellerinin bir noktasal lineer fonksiyonel olduğu gösterilmiştir. Bu 

teorem kullanılarak kompleks düzlemde iki bölge üzerinde tanımlı analitik fonksiyon cebir 

homomorfizmalarının ve cebir izomorfizmalarının karakterizasyon problemleri verilmiştir. 
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