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1.GENEL BILGILER

1.1. Metrik Uzaylar

Tanmm 1.1.1 : X # verilen bir kiime ve d: XXX — R asagidaki sartlar1 saglayan bir

fonksiyon ise; d’ye X iizerinde bir metrik ve (X;d) ikilisine bir metrik uzay denir.
i. Vxye X i¢in d(x y)>0dir.

ii. Vx,ye X i¢ind(x,y)=0 dir & x=Yyise.

iii. Vx,ye X i¢in d(x,y)=d(y,x)dir.

iv. VX,y,ze X i¢in d(x,z)<d(x,y)+d(y,z)dir

Ornek 1.1.2 : R reel sayilar kiimesi olsun. Xe R igin,

X, x>0
X| = olsun.
—X

e=RxR > R"

fonksiyonu; VX, ye R i¢in e(x, y) ::|X— y| seklinde tanimlanirsa; €/R {iizerinde bir
metriktir. €’ye R iizerinde tamimli Oklit Metrigi ve (IR;e) metrik uzaymna 1- boyutlu

Oklit Metrik uzay1 denir.

Ornek 1.1.3 : X #Q olan bir kiime ve B(X;C), X iizerinde tanimli kompleks degerli

tiim siirl fonksiyonlarin kiimesi, yani

B(X;C):z{f :f: X >CvedM, >0..Vxe X ‘f (X)‘S Mf} olsun. X iizerinde tanimli
iki smurli fonksiyonun toplami, ¢arpimi ve sabit bir kompleks sayr ile bir smirh
fonksiyonun ¢arpimi siurli oldugundan; Vf, ge B(X;C) i¢in {‘f (x)—-g (X)‘ 1 Xe X} cC

alt kiimesi bostan farkli ve iistten sinirl bir kiimedir. Dolayistyla

sup{‘f (x)- g(x)‘ 1 Xe X} vardir. O halde, d_:B(X;C)xB(X;C)—>R fonksiyonu,



vf,ge B(X;C) igin dm(f,g):zsup{‘f(X)—g(x)‘:xe X} seklinde tanimlanirsa; d_

fonksiyonu B(X;C) iizerinde bir metriktir. (B(X;C),dm) metrik uzayina, X iizerinde

taniml1 kompleks degerli tiim sinirlt fonksiyonlarin supremum metrigine gore olusturulan

metrik uzay1 denir.

1.2. Metrik Uzaylarda A¢ik,Kapah Kiimeler ve Bir Alt Kiimenin Kapanisi ,Sinir1

Tamm 1.2.1 : (X,d) bir metrik uzay ve x,ye X ise; d(x,y)=0 sayisina, X noktasinin

y noktasina olan uzaklig1 denir.
Tamm 1.2.2 : (X,d) bir metrik uzay ae X ve r >0olsun. Bu taktirde; X *in
B, (a;r)::{x: d(x,a)<r, xe X}c X
ve B_d(a;r):z{X:d(x,a)Sr,Xe X}CX
alt kiimelerine siras1 ile; (X,d) metrik uzayinda a— merkezli ve r — yarigaph bir agik top

ve a— merkezli ve r —yarigcaplh bir kapali top denir.

Tamm 1.2.3 : (X,d) bir metrik uzay, Ac X ve x € Xolsun. By (X,,f,)< A olacak

sekilde bir r, > 0sayis1 varsa; X, € Anoktasina A kiimesinin bir i¢ noktas: denir.

A kiimesinin biitiin i¢ noktalarinin olusturdugu kiimeye A kiimesinin i¢i denir ve

A’ ile gosterilir. A’ nin her noktasi bir i¢ nokta ise; A alt kiimesine (X,d) metrik

uzayinda bir agik alt kiime veya A’ ya X ’in d metrigine gore bir agik alt kiimesi denir.

Teorem 1.2.4 : (X,d) bir metrik uzay olsun. Bu taktirde, X ve & kiimelerinin her biri d

metrigine gore X ’in birer agik alt kiimesidir. (Munk res,1975)

Teorem 1.2.5 :(X,d) bir metrik uzay, ae Xve r>0 ise; B,(ar)c X agik topu,

(X,d)metrik uzayinda bir agik alt kiimedir (Munkr es,1975).



Teorem 1.2.6 : (X, d) bir metrik uzay olsun. Bu taktirde;

i. Abir damga kiimesi olmak iizere; {O,}  c@(X)bir agik kiime ailesi ise;

U,.,O; X altkiimesi bir agik alt kiimedir (Munkr ¢s,1975).
ii. me Nolmak iizere; {O,,0,,---,0,} < @(X) sonlu elemanl: bir agik kiime ailesi ise;

(Micgom Oc © X alt kitmesi bir agik alt kiimedir (Munkr e5,1975).

Uyan 1.2.7 : (X, d ) bir metrik uzay ise; (X, d) metrik uzayinda sonlu elemanli olmayan
bir {O,},_, €@(X) acik kiime ailesinin arakesiti olan O:= ﬂ 101 © X alt kiimesinin

bir agik alt kiime olmas1 gerekmez.

Ornek olarak; Vne N igin O, = (—l,ljc R alt kiimeleri (RR,e) metrik uzaymnda
nn
bir agik alt kiimedir. Fakat sonlu elamanli olmayan {O,} = {(—l,l)} c@(R) agik
nn el

altkiime ailesi icin ﬂneNOn ={0}ve {0} cR altkiimesi, (R,e) metrik uzaymnda bir agik
alt kiime olmadigindan; ﬂneNO” c R alt kiimesi, (R, e) metrik uzayinda bir agik alt kiime
degildir.
Tamm 1.2.8 : (X,d) bir metrik uzay, Ac X ve x,€ X olsun. Vr >0 sayis1 i¢in

ANBy (%;1) =D

ise; X, € X noktasmna A alt kiimesinin bir kapanis noktas: denir.

Ac X alt kiimesinin tiim kapanis noktalarindan olusan X ’ in alt kiimesine, A’ nin

kapanisi denir ve A ile gsterilir. Su halde;
A= {x:xe X ve Vr >0 icin AN B, (x;r) = @} dir.

Tamm 1.2.9 : (X,d)bir metrik uzay K < X olsun. Eger K°:= X\K c X, X’ in bir agik

alt kiimesi ise; K ’ya X’ in bir kapal1 alt kiimesi denir.



Teorem 1.2.10 : (X,d)bir metrik uzay ve Ac X ise A= [ Kdr

KcX kapalt
AcK

Ispat: A= ise iddia dogrudur. A#Q olmasi halinde iddianin dogru oldugunu

gosterelim. Once ﬂ K c A oldugunu gdsterelim. X, € ﬂ K olsun. xoez\

KcX kapali KcX kapal
AcK AcK

oldugu yani Vr,>0 i¢in B,(X;r,)NA#J oldugu gosterilirse ﬂ K < Aolur.
KcX kapali
AcK

Varsayalim ki bir r,>0 i¢in By(X;f,)NA=D olsun. O halde Ac (B, (X, ))C dir.

xe [ K.Ac(B, (XO;I‘O))Cve (B ()<0;r0))c < X kapalt oldugundan x, & (B, (Xo;ro))C

KcX kapal
AcK

yani X & By (X;r,) elde edilir ki; bu bir ¢eliskidir. Celiski, birr,>0 i¢in

B, (%;f, )N A= varsaymindan kaynaklandigindan Vr >0 i¢in By (x;r)NA=D

yani X, € A olur. Oyleyse;

ﬂ Kc Z (1)
KcX kapal
AcK

dir.

Tersine olarak Ac ﬂ K oldugunu gosterelim.Varsayalim ki;

KcX kapali
AcK

Az ﬂ K olsun. Bu durumda 3x,e A.. X, & ﬂ K dir. O halde 3K, € X kapali

KcX kapali KcX kapalt
AcK AcK

alt kiimesi dyle ki x, & K,, % € K,° dir. Bu durumda B, (x;r,)nK,=& dolayisiyla

B, (X,;T, )N A= olur. Buise X, € A olmast ile gelisir. O halde

Ac ﬂ K (2)
KcX kapali
AcK

dir. (1) ve (2) den A= (] K oldugu gbriiliir.
KcX kapali
AcK



Sonug olarak, herhangi bir kapali kiime ailesinin arakesiti daima kapal1 bir alt kiime

oldugundan; A= ﬂ K olmasi daima Ac X alt kiimesi bir kapali alt kiimedir.

KcX kapali
AcX

Ayrica; diger taraftan Ac X kapali bir alt kiime ise A=A dur.

Teorem 1.2.11 : ( X,d) bir metrik uzay olsun. Bu taktirde X ve & kiimelerinin her birid

metrigine gore X  in birer kapali alt kiimesidir(Munkr es,1975).

Teorem 1.2.12 : (X,d)bir metrik uzay, ae X ve r>0 ise; gd(a;r)c X kapal1 topu,

(X,d) metrik uzayinda bir kapali alt kiimedir(Munkr es,1975).

Teorem 1.2.13 : (X,d) bir metrik uzay olsun. Bu taktirde;

i. Abir damga kiimesi olmak iizere; {K, } en © (X)) bir kapali kiime ailesi ise;

[, K; € X alt kiimesi bir kapal alt kiimedir (Munkr es,1975) .

ii. me N olmak tizere; {K1 Ky, Km} C go( X ) , sonlu elemanli bir kapali kiime ailesi ise;

U[e{l o) K, © X alt kiimesi bir kapali alt kiimedir (Munkr es,1975).

Uyar1 1.2.14 : (X,d)bir metrik uzay ise; (X,d)metrik uzayinda sonlu elemanli olmayan

bir kapali {K,} = c(X) kiime ailesinin birlesimi olan K := U K, c X alt kiimesinin

Ae A

bir kapali alt kiime olmasi gerekmez. Ornek olarak; Vne N igin K, = [0,1—1} c R alt
n

kiimeleri, (IR,e) metrik uzayinda bir kapal alt kiimedir. Fakat sonlu elamanli olmayan

1 iy P
{Kn}neN:ﬂ:O,l—E]} Ncgo(R) kapali alt kiime ailesi igin UneNan[O’l) ve

[0,])cR alt kiimesi, (R,e) metrik uzayinda bir kapali alt kiime olmadigindan;

UneN K, c R alt kiimesi, (R,e) metrik uzayinda bir kapali alt kiime degildir.

Tamm 1.2.15 : (X,d) bir metrik uzay, Ac X ve x,€ X olsun.



d (XO; A) =inf {d (X; XO), Xe A} >0 genisletilmis reel sayisina X, noktasinin A kiimesine

olan uzaklig1 denir.

d(%,;0)=4eo oldugu tamimdan agiktir. Diger taraftan kolayca gosterilir ki &= Ac X

alt kiimesinin siirli bir alt kiime olmas1 i¢in gerek ve yeter sart; d(XO;A) ‘nin sonlu

olmasidir.

Teorem 1.2.16 : (X,d) bir metrik uzay ve K < X kapal bir alt kiime x e K® ise,

d(%;K)>0 dur.

Ispat: K c X kapali bir alt kiime ise, K° agiktir. O halde K "K®=@ dir. x, € K igin;

d(XO;K)::inf{|XO—W|:We K} idi. x, € K® oldugundan x, ¢ K dir. x,€ K® ve K°
agik oldugundan D(X;;r,) < K® olan bir r, >0 sayisi vardir. K "K® =@ oldugundan

KND(%;r,)=9 olur. O halde Ywe K igin we D(X;r,) olup [%,—W =T, dir. O halde

Vwe K i¢in |)<0 —W| 21, oldugundan r, >0 sayisi;

{I% -w:we K}cR* U{0} kiimesinin bir alt siniridir. o) halde

0<r, <inf{x, —w: we K}=d(x,;K) elde edilir ve ispat tamamlanir.
Tamm 1.2.17 : (X,d) bir metrik uzay, Ac X ve % € X olsun. Vr >0 sayisi i¢in

AN ( By (%:1) \{XO}) #( ise; X, € X noktasina A kiimesinin bir y1gilma noktasi denir.

Ac X alt kiimesinin tiim y1gi1lma noktalarindan olusan X ’ in alt kiimesine, A’ nin

tiirev kiimesi denir ve A" ile gosterilir.

Tamm 1.2.18: (X,d)bir metrik uzay, Ac X vex,€ X olsun. Vr >0 sayis1 i¢in

ANBy (X)) =D ve A°NBy(%;r)#QD ise; X € X noktasma A kiimesinin bir sir

noktasi denir.



Ac X alt kiimesinin tiim sinir noktalarindan olusan X ’ in alt kiimesine, A’ nin

sinir kiimesi denir ve dA ile gosterilir.

1.3.Ayrik,Yogun, Yogun Olmayan,Sinirh ve Kompakt Alt Kiimeler

Tamm 1.3.1 : (X,d) bir metrik uzay ,Ac Xve X € A olsun. ANBy(%;r,)=1%}

olacak sekilde bir r, >0 sayis: var ise bu X, € A noktasina A’ nin bir ayrik noktas: denir.

Eger A’ nin her elemani bir ayrik nokta ise bu A’ya X ’in bir ayrik alt kiimesi denir.
Tamm 1.3.2 : (X,d)bir metrik uzay ve Ac X olsun. A= X ise; A’ ya X in bir yogun
alt kiimesi denir.

Tamm 1.3.3 : (X,d)bir metrik uzay ve E c X olsun. (E)O = ise; E’ ye X’ in higbir
yerde yogun olmayan bir alt kiimesi denir.

Teorem 1.3.4 : (X,d) bir metrik uzay ve E < X olsun. E’ nin X’ in higbir yerde yogun

olmayan bir alt kiimesi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, (E)C c X alt kiimesinin yogun

olmasidir.

. 0 —.\cC —\0 —\0
Ispat: (E) =0 ise; (E) = X dir. (E) =@ oldugundan Vxe Xigin Xg (E) dir.
X¢ (E)O olmasi ya X¢ E veya Xe E fakat Vr >0 i¢in B, (x;r) e E oldugunu gosterir.

x¢ E ise xe (E)C ve (E)C c (E)C oldugundan Xe (E)C olur. x¢ (E)O icin Xe E ve
Vr >0igin B, (xr) « E ise, Vr >0igin B, (X;r)m(E)c #Q dir. x¢ (E)O icin xe E ve

Vr>0igin B, (xr)zE olmast halinde Vr>0 igin B, (x; r)m(E)c #J oldugundan

Xe (E)C olur. Sonug olarak; (E)O = ise, VXe X igin Xe (E)C oldugundan X :(E)

c

olur.



Tersine olarak; (E)c = X ise (E)O =(J dir. Farz edelim ki (E)o #(J olsun. O halde;

X, € (E)O olacak sekilde en az bir X, € X noktas1 vardir. (E)G = X oldugundan X, e (E)

C

dir. X € (E)O oldugundan B, (Xo;ro)cE olan en az bir r, >0 sayis1 vardir ve bu r, >0

say1st By (%;; I’O)m(E)C = olur ki; bu x, € (E)C olmasi ile gelisir. O halde; (E)C =X ise

(E)O =(J olmak zorundadur.
Tamm 1.3.5 : (X,d) bir metrik uzay ve Ac X olsun. Ac By (X,;r,) olacak sekilde bir
X, € X ve r, >0 sayisi var ise bu Ac X alt kiimesine, bir sinirl alt kiime denir.

Tamm 1.3.6 : (X,d) bir metrik uzay ve A bu uzayin herhangi bir alt kiimesi olsun. Her
Ae L igin A, kiimesi (X,d) metrik uzaymmn bir agik alt kiimesi olmak tizere, {A;}, |

ailesi icin Ac UkLA/1 bagintis1 gercekleniyorsa, {Ai}zeL actk kiime ailesine A

kiimesinin bir agik Ortiisii denir.

Tamm 1.3.7 : (X, d ) bir metrik uzay ve K bu uzaym bir alt kiimesi olsun. K kiimesinin

her acik ortiiliisli, sonlu sayida agik kiimelerden olusan bir sonlu ortiiliisii se¢ilebilirse,

yani K UkL A, sartin1 saglayan her {Aﬂ} . acik kiime ailesi verildiginde L indisler
kiimesinin {4,4,,---,4,}cL gibi sonlu bir alt kiimesi, Vie (1,n) i¢in A, e{A}..
olmak iizere;

Kc Uie ) A, olacak sekilde bulunabilir ise, K kiimesine X ’ in bir kompakt alt kiimesi

denir.



1.4. Metrik Uzaylarda Yakinsak Diziler, Cauchy Dizileri ve Tam Metrik Uzaylar

Tamm 1.4.1 : (X,d) bir metrik uzay ve {X,}, X kiimesinin noktalarindan olusan bir dizi
olsun. Ve >0 sayisi verildiginde IN (¢)e N sayist bulunabilir. Oyle ki Vne N,n> N (¢)
i¢in d(x,,X,) <€ olacak sekilde bir x,€ X noktasi bulunabilirse {x, }dizisine X kiimesi

tizerinde d metrigine gore yakinsak bir dizi ve X, noktasina d metrigine gore bir limit

denir.
(X,d)bir metrik uzay ve {x,}, X kiimesinin noktalarindan olusan bir dizi olsun.

{x,}dizisi d metrigine gdre yakinsak ve limit X, noktast ise,

N— +eo igin X, —I—>X, veya lim X ,=X, veya lim d(X,,%)=0

N—+co

notasyonlarindan biri ile gosterilir.

Teorem 1.4.2 : (X,d) bir metrik uzay ve {X,}, X uzaymn noktalarindan olusan bir dizi

olsun. {x.} dizisi d metrigine gdre yakinsak ise limiti tektir(Munkres,1975).

Teorem 1.4.3 : (X,d) bir metrik uzay, Ac X ve x,€ X olsun. x € A olmast igin gerek

ve yeter kosul; lim X, =X, olacak sekilde bir {X,} A dizisinin mevcut olmasidir.
ispat: x, € A ise; lim X, = x, olacak sekilde bir {x,} — A dizisi vardir. Gergekten;

Xoeﬂ oldugunda; Vr >0 sayst i¢in ANBy(X;r)# @ dir. O halde; Vne N igin;

AN Bd(xo;l);t@ oldugundan; Vne N i¢in X, € AN Bd(xo;l);t@ olan bir {x,}c A
n n

dizisi vardir. Bu {X,} c A dizisi; Vne N i¢in 0<d(X,,%,)< 1 kosulunu sagladigindan
n

lim X, = X, dir.

N—>+oo
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Tersine olarak; lim X, =X, olan bir {x,}c A dizisi varsa; X, € A dir. lim X, =X,
oldugundan Vr >0 sayist i¢in IN(r)e N..¥ne N,n>N(r) i¢in d(x,, % )<r dir
Vne N,n>N(r) i¢in d(X,%)<r olmas; VneN,n>N(r) i¢in x e Bd(xo;l)

n

oldugunu gosterir. O halde; {x,} < A oldugundan, Vne N,n>N(r) i¢in

X, € ANB, (XO;%)?&@ dir. Sonu¢ olarak; Vr >0 sayist igin ANB, (XO;%)?& %)
oldugundan X, e A dir.

Tamm 144 : {x}, (X,d) metrik uzaymmda bir dizi olsun. Ve>0 igin;
IN(e)e N..Vmne N, mven2N(¢g) i¢in d(x,,X,)<e ise; {x,}dizisine dmetrigine

gore bir Cauchy dizisi denir.

Teorem 1.4.5 : (X,d)bir metrik uzay ve {x,}bu uzayda bir yakinsak dizi ise {X,} dizisi
bir Cauchy dizisidir(Munkr es,1975).

Uyar1 1.4.6 : Teorem’in tersi genel olarak dogru degildir. (RR,e) Oklit Metrik uzay1 ve

((0, 1],e), (R,€) nin alt uzay1 olsun. {l} < (0,1] dizisi, ((0,1],6) alt metrik uzayinda bir
n

Cauchy dizisidir fakat {l} < (0,1] dizisi metrik ((0,1],e) uzaynda yakinsak degildir.
n

Tamm 1.4.7 :(X,d) bir metrik uzay olsun. X uzayinda d metrigine gére Cauchy dizisi

olan her dizi yakinsak ise (X, d) metrik uzayina bir tam metrik uzay1 denir.
Teorem 1.4.8 : X #Q olan bir kiime ise (B(X;R), dw) metrik uzay1 bir tam metrik

uzaydir.

Ispat: {f }, (B(X;R),dw) metrik uzayinda bir Cauchy dizisi olsun. O halde; Ve >0

say1st i¢in bir N(&)e N dogal sayis vardir, dyle ki; xe X keyfi fakat sabit alindiginda;
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£ (%)= f ()< (3)

4

Vmne N; mven> N (¢g) icin;

olur. Bu ise < f,} reel say1 dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gsterir. O halde { f_}

dizisi yakinsaktir. X’ den R’ ye tamimh ve VXe X i¢in lim f (X) degerini alan
N—>-oo

fonksiyon f olsun. Buna gore f (x):= lim f (x) dur.

N—+oo

i. f:X >R fonksiyonu sinirhdir yani f e B(X,R) dir.

Gergekten; xe X igin f (X):= lim f, (X) oldugundan,

Ve >0igin AN, (£)e N Vne N,n> N, () igin | f (x)~ f, (x) <§ (4)

dir.

xe X verildiginde (3) ve (4)° ye gore n e N sayist, n, >max{N,(&)—N (&)} olacak

sekilde segilirse; (3) ve (4) den

[ £ 00 =[F (0= f, (9, ()= Fuey () + ey (¥)

fuge) (¥)

[F O] ()= Fo, (9]+] o, ()= e ()|

£ €
ki (x)‘<z+z+

fuge) (%) (5)
olur. Eger £=2 almmis olsa idi, (5) den xe X igin ‘f (X)‘ < fy (%)

olur. Fakat fy, € B(X,R) oldugundan 3M >0..Vue X i¢in fN(l)(u)‘ <M, dir.

O halde Vxe X igin |f (x)<2+M | elde edilir ki, bu f e B(X;R) oldugunu gosterir.

ii. «f,} dizisi, (B(X;R),dw) metrik uzaymnda fe B(X;R) fonksiyonuna

yakimsaktir. Ve >0 sayist ve Vxe X verildiginde N(¢), N,e N dogal sayilar1 (3)ve
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(4)deki sayilar olmak iizere; xe X i¢in n, e Ndogal sayist n, >max{N,(&)—N(e)}

olacak sekilde se¢ildiginde; Vne N;n> N (&) ve Vxe X i¢in;

2

fo (%)= £ (0] = fo (%) = Fuey (X)+ ey (9= £, () £, (X)= (%)

fio, ()= (%)

fuge ()= o, (X)|+

9

E &£ €
f(X)-f(X)|<=4+—4+—
‘f n(x)—f(x)‘<%€ olup, Vne N;n>N(¢) icin

fn(x)—f(x)‘:xe X}S%<8 oldugundan; Yne Nn>N(¢) icin d_(f,f)<e

sup {

olur. O halde lim f,=f dir. (B(X;R), dw) metrik uzayinda her Cauchy dizisi yakinsak

N—+oo

oldugundan; (B (X;R),d, ) bir tam metrik uzaydir.

Teorem 1.4.9 : (X,d)bir tam metrik uzay ve @=Y c X olsun. (Y,d) alt metrik
uzaymin bir tam metrik uzay olmasi i¢in gerek ve yeter sart Y c X altkiimesinin bir
kapal1 kiime olmasidir.

Ispat: Y c X bir kapali alt kiime ise;(Y,d) alt metrik uzay1 bir tam metrik uzaydir.

(Y,d) metrik uzayinda bir Cauchy dizisi olsun. O halde Ve >0 i¢in IN(£)e N
~vmne N mven>N(e) i¢in d(y,,y,)<é€

dir . Y © X oldugundan «y,}, X in noktalarindan olusan bir dizidir. O halde {y,},

(X,d) metrik uzaymda bir Cauchy dizisidir. O halde, (X,d) bir tam metrik uzay

oldugundan; Ixe X .. lim y, =X dir. Y < X alt kiimesi kapali, Vne N i¢in y, €Y ve

N—>+eo

lim y, =X oldugundan xe Y olur. Boylece (Y,d) alt metrik uzayinda alinan herhangi bir

N—>+oo

{y,}Cauchy dizisinin (Y,d) metrik uzayinda yakinsak oldugu gosterildi. O halde (Y,d)

alt metrik uzayi bir tam metrik uzaydir.
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(Y,d) alt metrik uzay: tam ise; Y < X alt kiimesi, bir kapali alt kiimedir. <y, } <Y

yakinsak ve limiti Xe X olan bir dizi olsun. Xe Y oldugu gosterilirse; Y < X alt kiimesi

bir kapali alt kiimedir. lim y, =X oldugundan - y,}, (X,d) metrik uzaymnda bir Cauchy

N—>-+oo

dizisidir. O halde{y,},(Y,d) metrik uzayinda bir Cauchy dizisidir. O halde; (Y,d) alt

metrik uzay1 bir tam metrik uzay oldugundan; {y,}cY dizisi, (Y,d) alt metrik uzayinda

yakinsaktir.

yeY icin lim y, =Yy olsun. limy, =y ve lim y, =X oldugundan; x=yeY olur ve

N—>+eo

ispat tamamlanur.

Tamm 1.4.10 : (X,d) ve (Y,p) iki metrik uzay, Ac X, f:Ac X >Y ve x,€ A
olsun. Ve>0 igin  3F(X,€)>0..d(x%)<I(%,E) olan Vxe A igin,

p(f(x),f(x,))<eise f ye X, & A noktasinda siireklidir denir.

Teorem 1.4.11 : (X.,d) ve (Y,p) iki metrik uzay, Ac X, f:Ac X —Y olsun. f
fonksiyonunun X, € A noktasinda siirekli olmast igin gerek ve yeter sart (X,d) metrik
uzayinda A’nin noktalarindan olusan ve X, € A noktasina yakinsayan her - Xn} yakinsak
dizisi igin {f(x,)} dizilerinin (Y,p) metrik uzaymda yakinsak ve

lim p(f(x,), f(%))=0 olmasidir(Munkres,1975).

N+—o0

Tamm 1.4.12 : (X,d) ve (Y, p) iki metrik uzay, Ac X, f: Ac X - Y olsun. Ve >0
icin 36(Ae)>0..d(X,%)<8(A€) olan Vx,x e A igin p(f(x),f(x))<e ise;

f: Ac X > Y doniisiimiine A {izerinde diizgiin stireklidir denir.

Tanimdan goriiliyor ki Ac X, f:Ac X —Y doniisiimii diizgiin siirekli ise f

fonksiyonu A {izerinde siireklidir. Bunun tersi genelde dogru degildir.

Ornek 1413 : f:R—>R, f(x):=x> fonksiyonu R iizerinde siireklidir fakat diizgiin

stirekli degildir.
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Yine, g:(0,1)—> R, g(x) ::l fonksiyonu (0,1) iizerinde siirekli ancak diizgiin siirekli
X

degildir.

1.5 Kompleks Diizlemin Topolojisi

Tanmm 1.5.1 : C kompleks diizlem ve z=x+iye C olsun. |Z| =X +Yy’ >0 sayisina

ze C kompleks sayisinin modiilii ve Z:= x—iye C kompleks sayisina, ze C kompleks

sayisinin eslenigi denir.
Tanmimdan goriildiigii lizere; Z = z,| Z|< z|,| —z|= z| ve| z|*= z.Z dir.
Teorem 1.5.2 : 7,7,z € C olsun. Bu taktirde

i |Z| =0 dir ancak ve ancak z=0 ise.

ii. 2,2z, € C igin |Zl-22|=|zl|-|22| dir.

iii. z, #0 ise

i‘:ﬂ dir.
Z,|

z,
iv. |z F2|<|z|+|z] dir.
v |z|-[z] <[z ¥ 2 dir

iv ve v iiggen esitsizligi olarak bilinir (Freitag ve Busam, 2005).

Teorem 1.5.3 : C kompleks sayilar kiimesi ve ze C olsun.

e:CxC—>R
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fonksiyonu; Vz,z € C igin e(Zl,Zz)::|Zl —22| seklinde tanimlanirsa; € C {iizerinde bir
metriktir. €’ye C iizerinde tanimh Oklit Metrigi ve (C;e) metrik uzayina Kompleks Oklit

Metrik uzay1 denir.

(C;e) metrik uzay1 bir tam metrik uzayidir(Munkr es,1975)

Teorem 1.5.4 [Heine — Borel Taoremi]: J#K cC olsun. K’nin kompakt bir alt

kiime olmasi i¢in gerek ve yeter sart K’nin kapali ve smurlt bir alt kiime olmasidir

(Ahlfors, 1979).

Teorem 1.5.5 [Bolzano— Weierstrass Teoremil: C kompleks sayilar kiimesinin

sonsuz elemanli kompakt her alt kiimesinin en az bir yigilma noktasi vardir

(Ahlfors,1979).

Teorem 1.5.6 : G =, C de agik bir alt kiime ise; asagidaki sartlar1 saglayan kompakt bir

{K,} ailesi vardr.

i. Vne N i¢in K, ¢ G kompakttir.

0o

ii. Vne N icin @ =K, ve K, cK_,, dir.

n+l1

iii. K € G herhangi bir kompakt alt kiime ise K = K, olacak sekilde bir n, e N dogal

sayist vardir.

iv.G=JK, dir.
neN

{K,} c$(G) kompakt kiime ailesine G C agik alt kiimesinin bir kompakt tiiketilisi

denir.

Ispat: Vne N igin K, :=D(0,n)n{z:ze G ve Ywe C\ G igin |z-W>1/n} olsun.

n

i. Vne N igin [_)(0, n) kapali daireleri kapali ve siurlt birer alt kiime Vne Nigin ,

{Z: ze G ve Ywe C\ G i¢in |Z—W| =1/ n} c C alt kiimeleri kapali oldugundan; kapali
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alt kiimelerin arakesitlerinin daima kapali oldugu gz oniine alindiginda ; Vne N igin K

alt kiimelerinin her biri kompleks diizlemde kapali ve simirlidir. Dolayistyla Heine-Borel

Teoremi’ne gore Vne N i¢gin K, alt kiimeleri kompakttir.

fi. A ve B,C nin herhangi iki alt kiimesi olsun. (AN B)= A’ N B° oldugundan

o]
b

K:+l :[[_)(0,n+1)m{z: ze G ve Ywe C\ G igin |z—vv|21/n+1}]

K:+1 =D(0,n+1)° n{z:ze G ve Ywe C\ G i¢in |z—vv|21/n+1}°,

o]

Koy =D(0,n+1)n{z:ze G ve Ywe C\ G i¢in |z—w|>1/n+1} dir.
Vne N i¢in D(0,n)c D(0,n+1) ve

{Z:ZEG ve Ywe C\ G i¢in |Z—VV|21}C{Z:ZEG ve Vwe C\ G i¢in |Z— >%}
n n+

oldugundan ;

K,=D(0,n)n{z:ze G ve Ywe C\ G i¢in |z-wW=1/n},

K,cD(0,n+1)n{z:ze G ve Ywe C\ G i¢in |z-w|>1/n+1},

(o]

K cK

n n+1
dir.

tii. K <G herhangi bir kompakt alt kiime olsun. K= ise 1e N i¢in K c K,
dirr. K#© olsun. K kompakt oldugundan K kapali ve smrhidir. Kc G smirh
oldugundan K = D(0,n,) olan bir n e N dogal sayisi vardir. K <G kompakt C\G

kapali ve. KNC\G=@ oldugundan d(K,C\G)>0 dir. O halde d(K,C\G)>1\n,
olan bir n,e N dogal sayis1 vardir. d(K,C\G)zinf{|Z—V\/|:Ze K ve we (C\G}

oldugundan n,e N dogal sayisi Vze K ve we C\ G igin [z—w2d(K,C\ G)>1/n,
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kosulunu saglar. Dolayisiyla K c{z:ze G ve Ywe C\ G igin |Z—W| =1/ nz}dir. O

halde n, :=max:n,n,}alinirsa;
K, =D(0,n,)n{z:2e G ve Ywe C\ G igin |z-w|21/n, }

oldugundan K c K, olur ve ispat tamamlanr.

iv. Vne N i¢in K, =G oldugundan | JK, =G dir.

n=1

Tersine olarak; z,e€ G keyfi fakat bir nokta olsun. Bu durumda; dn e N |ZD| <n
dir. z,¢ G*=C\ G ve G° kapali oldugundan d (ZO,GC) >0 dir. O halde
d (ZO,GC) >1/n, olan bir n, e N vardir. N, :==max{n,n,} alinirsa |ZO| <n, oldugundan

z,e D(0,n,) ve d(z,G°)=1/n, oldugundan;

z,€ 5(o,n0)m{z:ze G ve Ywe C\ G igin |z—w|zni}= K., > yani zonKn dir. O

0 n=1

halde G | JK, dir. | JK, G ve G| K, oldugundan G =| JK, dir.
= n=1 n=1 n=1

Teorem 1.5.7 : G=J, C de agik bir alt kiime ve {K_ } c(G), G nin bir kompakt

tilketilmesi, Vne N igin ||f — g, =sup- ‘f (2)- g(z)‘ . Ze Kn} ve

C(G;C):=«f | f :G — Csiirekli}

o f—
olsun. Bu taktirde d:C(G;C)xC(G;C) >R, d( Z( ) %

fonksiyonu C(G,C ) iizerinde bir metriktir.

-1y |
Ispat i. VneN i¢in d(f,g)= 2(1)1|‘||'”f—>0 dir. Gercekten; Vne N icgin

If -9, :=supr (Z)—g(z)‘:ze Kn} ve Vze K, igin ‘f (Z)—g(Z)‘ZO oldugundan
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f — n f — n
Osm<l dir. O haldeVne N i¢in (l) ms(l) olup; negatif
]t -, 2) 1| f-gl, {2

olmayan terimli serilerde Birinci Karsilastirma Teoremi (Rudin,1976)’ ne gore

|-,

———— oldugundan
1+t -,

oo n f—
Z(%) % serisi yakinsak veVne N i¢cin 0<
Kn

n=1

_o(1Y -l

n=1

i. VneN igin {‘f(z)—g(z)‘:ZG Kn}:{‘g(z)—f(z)‘:Ze Kn} oldugundan

It -9, =[g-f|, dir. Ohalde d(f,g)=d(g, f)dir.
iii. f=g ise d(f,g)=0 oldugu agiktir. Tersine olarak; d(f,g)=0 ise f =gdir.

- no|f—
Gergekten; d(f,g)=0 oldugundan Z(%) % serisinin N. kismi toplami
n=l1 - K,

s - (1) [ -dl.
L2 1+ f -,

ise lim S =0 dir. O halde me N keyfi fakat sabit alinan bir dogal say1 olmak iizere

N—>-+oo

Ve >0 verildiginde (%) £ >0 sayismna karsilik bir N ()= N((%J £ Je N dogal sayisi
vardir dyle ki Yne N, n>N(¢g) i¢in |S1—0|<(%) ¢ , yani Vne N, n>N(¢) i¢in

(%) g dir. O halde Vne N, n>N(¢) i¢in

n G [ - m
ZH |-l <(1)8
~\2 1+||f—g||K/ 2

-
— | =% <
35w ol
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dir. me Ndogal sayisi verildiginde; Vne N, n>N(g) dogal sayist n>m olarak

m f _ m f _
secilirse; Ve>0 igin (l) m<(1) £ Lyani m< & oldugu

2) 1+t gl (2 L+t -gl,

gortlir.
I (o N V

>0 i¢cin 0£———< ¢ oldugundan ————=0 dir. me Ndogal sayis1

1+”f—gl% 1+”f—gl%
A L | . _ ] - )
icin ———— =0 oldugundan ||f — g”K =0 dir. me N dogal sayisi i¢in ||f — g||K =0
1+|f -], m "

m

olmasi sup{‘f (Z)—g(Z)‘:Ze Km}:0, yani Vze K i¢in ‘f (Z)—g(z)‘zo dolayisiyla

Vze K, igin f(z)=g(2z) oldugunu gosterir. G=| JK, oldugundan; ze G keyfi fakat

n=l

sabit alindiginda ze K, olacak sekilde bir me N vardir ve ze K, oldugundan
f (z)=g(z) dir. Boylece keyfi fakat sabit bir ze G alindiginda f (z)=g(z) oldugundan

f =g dir.

iv. Once a,b,ce R U{0} i¢in a<b+c ise a < b 4 oldugunu gosterelim.
l+a 1+b 1+c

a,b,ce R* U{0} oldugundan; 1+b+c>1+b>0 ve 1+b+c21+c>0 dolayisiyla

b+c < b N c (6)
l1+b+c 1+b 1+c
dir.
a P b+c (7)
l1+a 1+b+c
dir.
. a b+c . .
Varsayalim ki > olsun.Bu esitsizlikten 1+b+c>0 ve 1+a>0 oldugu goz

I1+a 1+b+c

Ontine alindiginda a>b+c elde edilir ki; bu a<b+c olmasi ile geligir. O halde a<b+c
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ise, a < b+c dir. a,b,ce R" U{0} i¢in a<b+c ve (6) ve (7) esitsizliklerinden;
I+a 1+b+c

a b, C e edilir

l1+a 1+b 1+c

Vne N ve Vze K, icin;
1t (2)-9(2)|<|f (2)-h(2)+|h(2)-g(2)
[T (2)-9(2)|<|f -hl, +Ih-dl,,
oldugundan Vne N icin ||f —g| <[ f -h[ +[h-g|, ve dolayisiyla Vne N icin

If-al, _ If=hl, __Ir-gl,,
L]t -gl ~t+]f-hl  1+[h-g],

| R O L R W gy e
dir: Dolayioia 2(5) - Z(E) L] -h|, 2(5) t+Jn-g, |

serileri yakinsak oldugundan

YO L T L R YA B
/" < | /" |y - o |
§(2)1+||f—gllKn 2(2] L+t -hl,, 2(2) L+|h-gl

O halde d(f,g)<d(f,h)+d(h,g) dir.

Sonug olarak d, C (G) tizerinde bir metriktir.

Tamm 1.5.8 :J# AcC ve « fn}, Vne N i¢in f,: A—C fonksiyonlarindan olusan bir
fonksiyon dizisi ve z,&€ A olsun. - fn(Zo)} kompleks say1 dizisi yakinsak ise; fn} fonksiyon

dizisine Z, € A noktasinda noktasal yakisaktir denir.

Eger { fn} fonksiyon dizisi Vze A noktasinda noktasal yakimsak ise; { fn} fonksiyon

dizisine A iizerinde noktasal yakinsaktir denir. | fn}, A iizerinde noktasal yakinsak bir fonksiyon
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dizisi olsun. f:A— C fonksiyonu Vze A i¢in f(2):= lim f (z) degerini alan fonksiyon
N—>+oo

olarak tanimlanirsa; f : A— C fonksiyonuna < fn} fonksiyon dizisinin A {izerinde noktasal limiti

denir.

Tamm 1.5.9 : @# AcC, «f } A iizerinde tanimli kompleks degerli bir fonksiyon dizisi ve
f: A— C olsun. V& >0 sayisina karsilik bir N(A, £)e N dogal sayisi bulunabilir ... Vne N,
n>N(g) ve Vze A igin |f(Z)— fn(Z)|<8 ise; {f,} fonksiyon dizisine A iizerinde f
fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir denir.

Tamm 1.5.10 : &# AcC, {f } A iizerinde tanimli kompleks degerli bir fonksiyon dizisi ve
f : A— C olsun. VK < A kompakt alt kiimesi iizerinde { f,} fonksiyon dizisi, f fonksiyonuna
diizgiin yakimsak ise; < fn} fonksiyon dizisine A’nin kompakt alt kiimeleri {izerinde f

fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir veya < fn} fonksiyon dizisi A iizerinde hemen hemen f ’ye

diizgiin yakinsaktir denir.

Tanimdan gbriiliiyor ki, 1 fn} fonksiyon dizisi A lizerinde f fonksiyonuna hemen hemen diizgiin

yakinsak ise; fn} fonksiyon dizisi A iizerinde f fonksiyonuna noktasal yakinsaktir.

Teorem 1.5.11 : @# AcC olsun. { f,}, A iizerinde tammli kompleks degerli bir fonksiyon
dizisi ve© f:A—>C olsun. VneN i¢in M = sup“f(z)— fn(Z)|: Ze A} olsun. {f.}
fonksiyon dizisi A tizerinde f ’ye diizgiin yakinsak olmasi igin gerek ve yeter sart; lim M _ =0

olmasidir.

Ispat. lim M_ =0 ise; V&> 0sayisina karsilik bir N(€)e N dogal sayisi vardir ..

Vne N, n>N(e) i¢in |M,-0<e dir. VNneN i¢cin M, >0 oldugundan; VneN,
N=N(¢) icin 0SM_ <¢g dir. O halde; Ve>0 igcin N(Aje)=N(g) alinrsa; Vne N,
n>N(A¢) ve Vze A icin | f(2)—f (2)|<& olur. Bu ise « f,}nin A iizerinde diizgiin

yakinsak oldugunu gosterir.

Tersine olarak, < fn} fonksiyon dizisi A tzerinde f ’ye diizgin yakimsak ise; lim M, =0
N—>-+oo

dir.
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&> 0 keyfi bir say1 olsun. { fn}, Adizerinde f ’ye diizgiin yakinsak oldugundan;

bir N(¢)e N dogal sayisi vardir . VNe N, n>N(A¢) ve Vze A i¢in | f(2)—- f,(2) |<§

dir. O halde; Vne N, n>N(A¢) igin M, == supﬂf(Z)— fn(Z)| 1 Ze A} S§< £ oldugundan

lim M_ =0 olur.

N—>+oo

Teorem 1512 : {f }cC(G) dizisinin (C(G),d)metrik uzaymnda feC(G)
fonksiyonuna yakinsak olmast i¢in gerek ve yeter kosul ¢ f_ } dizisinin G ’nin kompakt alt
kiimeleri lizerinde diizgiin yakinsak olmasidir.

Ispat: <K ,}c9(G), GcC agik alt kiimesinin bir kompakt tiiketilisi ve d, <K}

ailesinin C(G ) tizerinde  tanimladigt  metrik  olsun. Vme N icin

n=l1

c oy |-t
d(fm,f)::Z(%]lwfm—_fT idi. Once f,—%—>f yani limd(f, f)=0 ise

M—+eo
Ky

{f,} ©C(G) dizisinin G ’nin kompakt alt kiimeleri iizerinde diizgiin yakinsak oldugunu

K
gosterelim. K c G keyfi fakat sabit alian bir kompakt alt kiime olsun. f = f oldugu

gosterilirse ispat tamamlanir.

KcG kompakt ve <K ,}c(G), G’nin kompakt bir tiiketilisi oldugundan
K cK, olan bir /e N dogal sayis1 vardir. KcK, olan /e N dogal sayilarinin en
kiigigii N,e N olsun. Kc K, oldufundan Vme N igin || f,— f||K S” f,— f||

Kng

dolayisiyla

lNO ||fm_f||K < lNU ||fm_fKNo (8)
2 ) 1+||f, -l \2) 14||f,—f|

Kne

dir.

f —% > f oldugundan her £>0 sayisina karsilik;
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o (1Y [fa—fl 1\
Vme N, m= N"(¢g) i¢in d(fm,f)=2 Sl <&| = 9)

= L= 2
olacak sekilde bir N*(&)e N dogal sayisi vardir (8) ve (9) esitsizliklerinden;

Vme N,m2 N’ (¢) i¢in M—O <&
1+ fn = 1l

yani %LTMH =0 dolayisiyla  lim || f.— 1‘||K =0  oldugunu  gosterir.
— « M—>+oo

nlir?w” f,— f||K =0 olmas; fm; f oldugu gosterir.

K
Tersine olarak VK c G kompakt alt kiimesi igin f_ = f ise; f —2—f dir.
{K,}c9(G), C(G) iizerinde dmetrigini tamimlayan G ’nin kompakt bir tiiketilisi

K Kn
olsun. VK € G kompakt alt kiimesi i¢in f = f oldugundan Vne N i¢inf = f

dolayisiyla rT111r£1m|| f.— 1:”K =0 dir. O halde Vne N i¢in VK c G kompakt ve Vme N
igin lim || f, — f|, =0 oldugundan Vne N igin lim [f, —f[, =0 olur. VneN icin

nlirgHzO dir.Dolayisiyla pe N keyfi fakat sabit bir dogal say1 ise
m— Uk

P 1 ||fm—f .
mi‘?w§?1+||fm_f|

K

N—+co

1 p(e) e
— < —
2 2

olacak sekilde bir p(e)eN dogal sayist vardi. Bu p(g)eN

GRS
hrn Y TR R TR
e 1+||fm—f||Kn

0 dir. lim (%) =0 dir. O halde Ve >0 sayisina karsilik

i¢cin

=0 oldugundan;
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oY fa-f « £
Ve >0 sayisma karsihk IN(e)e N..Vme N,m>N(¢) 1glng‘(5) m<5
dir. Vme N icin d(fm,f):i(l)nM ,
~\ 2 1+||fm—f||Kn
e 1Y || = (1Y |fa—flk
d(f , f)=%[=| —>—F 4 ) L L
e 2(2) 1+ f =l %(2) L] £ = £y
= (1Y [fa=fle = 1 (1V9 ¢ e 1Y [fa-fle &
LR S0 S
bl 2 1+||fm—f|Kn o 2 2 2 ~\ 2 1+||fm—f|Kn 2

oldugundan Vme N,m>N(¢g) i¢in d(f,,f)<e olur. Bu ise VK cG kompakt alt
K
kiimesi igin f_= f ise; f, —2— f oldugunu gosterir ve ispat tamamlanr.

Tamm 1.5.13 : Gc C agik bir alt kiime, f:G—>C ve ae G olsun. f fonksiyonu

ae G noktasinda ve a noktasiin uygun bir komsulugunun her noktasinda tiirevlenebilir
ise f fonksiyonuna ae G noktasinda analitik fonksiyon denir.

Teorem 1.5.14 : Gc C agik bir alt kiime, d, C(G,C) iizerinde G ’nin bir kompakt
tiiketilisi iizerinde tanimlanan bir metrik ve A(G,C):={f : f :G — C analitik} olsun. Bu
taktirde A(G,C)c C(G,C) analitik fonksiyonlar ailesi (C(G,(C),d)metrik uzayinda
kapalidir.

Ispat:< f }c A(G,C), (C(G,C),d) metrik uzaymnda feC(G,C) fonksiyonuna
yakmsak bir dizi olsun. lim d(f,,f)=0 oldugundan; {f, }c A(G,C) dizisi f

fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir. O halde; K < G herhangi bir kompakt alt kiime ise

K
f,= fdir. zy€G keyfi fakat sabit bir nokta olsun. G agik oldugundan D(z;r,)cG
olacak sekilde bir r, >0 sayisi vardir. T < D(z; ro) c G herhangi bir kapali tiggen; dT ,

T’ nin pozitif yonlendirilmis smirt ve /¢,;, OT’ nin uzunlugu olsun.

JaT
doT cTcD(z;r,)cG kompakt oldugundan f = f dir. O halde Ve>O0sayisina
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. £
karsilik Vme N; m>N(¢) igin |f - f|. < -

dir. O halde Vze dT ve Vm=N(¢)

aT

f.(z)-f (Z)‘ <—% _ dir. Yme N; m>N(¢) i¢in;
1+7,;

i¢in;

= j(fm(z)—-f(z))dz

aT

S” f,— f||aT {4 <& olur.

J ﬂn(z)dz—-J f(z)dz

aT

Bu gosterir ki <g dir. {f .} A(G,C) oldugundan; “Cauchy

J tn(z)dz—-J f(z)dz

aT

Integral Teoremi” ne gore Vme N icin me(z)dz=0 dir. O halde Ve>0 igin

oT

If(z)dz

oT

< ¢ olur. Son esitsizlik I f (z)dz=0ve “Morera Teoremi” ( Ahlfors,1979) goz
3T

oniine alindiginda; f fonksiyonunun D(Zz);r,)cG iizerinde analitik bir fonksiyondur.
z,€ G keyfi oldugundan f fonksiyonu G c C de analitik bir fonksiyondur. Dolayisiyla

A(G;C) c C(G;C) analitik fonksiyonlar ailesi (C (G;C), d) metrik uzayimda kapalidir.

Teorem 1.5.15 : F#Gc C agik bir alt kime; <K } < (G), G’ nin bir kompakt
tiiketilisi, d:C(G;C)xC(G;C)—>R, C(G;C) iizerinde <K} _ kompakt tiiketilisi
tarafindan tanimlanan metrik, f € C(G;C), £€>0 ve ge C(G;C) olsun. ge B, (f;é¢)
olmasi i¢in gerek ve yeter sart; bir >0 sayis1 ve ||g — f||K <0 olacak sekilde bir
@ # K < G kompakt alt kiimesinin mevcut olmasidir.

Ispat i. £>0 verilen bir say1 olsun. Bu taktirde £ >0 sayisina karsilik bir § >0 say1s1 ve
bir kompakt K <G alt kiimesi vardir 8yle ki |g- f||K <0 olan Vge C(G;C) igin;

ge B, (f;¢) dir.
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n=1 n=1 n=1

Z(%) serisi yakinsak ve 2(%) =1 oldugundan Vme N igin S :2(%)

ise lim S, =1 dir. O halde %8 >0 sayisina karsilik bir p= p(€)e N dogal sayis1 vardir

M—>+oc0

dyle ki Vme N,m> p igin |1—sm|<%g dir.

5(:)-26)

D (%) <%g (10)

Ozel hal olarak;

1
l—Sp‘<E£,

1
<=£
2

Diger taraftan (p(t)::lt—t fonksiyonu [O,oo) araliginda siirekli, monoton artan ve
+

(o(O)zO oldugundan %8>0 sayisina karsiik 0<t< ¢ olan Vt>0 igin lt_t_o <%€
+
t 1
ani, 0<—<—¢ 11
Y 1+t 2 ( )

olacak sekilde bir 6=0 (0;%8)> 0 sayis1 vardir. K:=K_ cG olsun. £>0 sayisina

K:=K,cG kompakt alt kiimesi ve (11) kosulunu saglayan >0 sayis1 karsihk

g- f||K <dolan Vge C(G;C)i¢in ge B, (f;e)dir.

getirilirse;

Gergekten; {K } c(G), G nin bir kompakt tiiketilisi oldugundan Vne {1,2,---, p}

igin K, < K, =K dir. Dolaysiyla Vne {1,2,---, p} i¢in |g— f||  <|g—f|, <& olur.

e (1Y lo-fl, 1 )
O halde (11)’e gore Vne {1,2,---, pt icin — | ————>—<—¢ dir. Ote yandan;
e wne 2 on 33 o=, 2 ’
.. ”g_f K < ..
Vne N,n> p+1 igin 0< +g f" <1 oldugundan (10)’a gore
Kn
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o n —f
2(1) lo-fl, <L

il 2) 1Hg=f

-y lg-f
dir. O halde; d(g,f)::Z(%) M,
n=1

Lo 1]l

v Ja=tl w1y Jo-fl,
—+ —_ —”’
e J1+||g—f|| s(3) ey

d(g,f)<e
oldugundan ge B, ( f;&)elde edilir.

ii. Tersine olarak; bir 0 >0 sayisi ve bir kompakt K c G alt kiimesi verildiginde;
0>0 sayist ve K G kompakt alt kiimesine karsilik Vge B, (f;e) i¢in ||g - 1‘||K <o

olacak sekilde bir £ >0 sayis1 vardir.

{K.}_ €#(G), G’ nin kompakt bir tiiketilisi ve K G kompakt oldugundan
K cK,, olan en az bir me N dogal sayis1 vardir. pe N, K c K_ olan me N dogal

saytlarimin en kiigigii olsun. K c K= oldugundan ||g— f||K <0 olan Vge C(G;C)igin

lo—f||, <|9- f||Kp dir. ¢(s) ::ITSS fonksiyonu [0,1) aralifinda siirekli ve ¢(0)=0

oldugundan ¢ >0 sayisina karsiik 0<s<2Pe<l ve 0< li <0 olacak sekilde bir
—-S

e=¢£(0)>0 sayisi vardir. t 20 sayilar1 0 < lt_t < 2P¢ olacak sekilde segilirse;
+

t

Oﬁl;:<§ olacagindan OSIt—t<2p8 olan Vte R i¢in 0<t<J dir. ge B,(f;é¢)
1_7 +

1+t

* ol
1+IIQJ—fII

1Y o

olsun. d(g, f ):Z(E) g
n=l1

< & oldugundan ( )
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g-f
yani 0< lo=1ls, <2P¢ dir. O halde; 0<|g—f| <& dir. KK, oldugundan
+o-fl, P
lo—f|| <|g-f|, dir. O halde VgeB,(f;e) i¢in |g—f| <& olur ve ispat
tamamlanir.

Teorem 1.5.16 : @#GcC agik bir alt kiime; {K,} < (G), G’ nin kompakt bir
tiketilisi, d:C(G;C)xC(G;C)—>R, C(G;C) iizerinde {K}  kompakt tiiketilisi
tarafindan tanimlanan metrik ve O c C(G;C)olsun.O’ nun (C (G;C).d ) metrik uzayinda

acik bir alt kiime olmasi i¢in gerek ve yeter sart Vf € O igin;
{g:ge C(G;C) ve ||g— f||Kf <0, }cO
olacak sekilde bir ¢, >0 sayis1 ve bir K, < G kompakt alt kiimesinin mevcut olmasidir.

Ispat i. O cC(G;C)agik ve fe O olsun. O halde By(f;e)cO olan bir £>0sayist

vardir. Teorem 1.5.15 ° e gore bu € >0 sayisina karsilik ||g - f||K <9, olan

Vge C(G;C) i¢in ge B ( f ;8) olacak sekilde bir J; > 0sayis1 ve bir K, G kompakt
alt kiimesi vardir. |g— f”Kf <, olan Vge C(G;C) i¢in ge B, (f;¢&)olmasi
19:9€ C(G;C)ve |g- f||Kf}c B,(f;e)oldugunu  ve B, ( ;&) < Ooldugundan;

19:9€ C(G;C)ve |g- f||Kf}c(901ur.

ii. Vf e O igin <g:ge C(G:C)ve ||g- f||Kf}c(9 olacak sekilde bir &; >0 sayisi

ve bir K, c G kompakt alt kiimesi varsa, O c C(G;C) alt kiimesi aciktir. f e Okeyfi

fakat sabit alinan bir fonksiyon olsun. Hipoteze gore;
{ g:9e C(G;C)ve |g- f||Kf}c O

olacak sekilde bir &, >0 say1st ve kompakt bir K, < G alt kiimesi vardr.
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Teorem 1.5.15° e gore; bu &, >0 sayis1t ve K, c G kompakt alt kiimesine karsilik
Vge By(f;é€) i¢in ||g— f||K < J, olacak sekilde bir £, >0 sayis1 vardir. Vge B, (f;gf)
icin ||g—f||Kf <d, olmast; Bd(f;gf)c{g:ge C(G;C)ve|lg-f|, }CO, yani
B,(f;6)cO oldugunu gosterir. Sonug olarak; O’nun Vfe O noktast bir i¢ nokta

oldugundan O c C(G; C) alt kiimesi bir a¢ik alt kiimedir.

Netice 1.5.17 : @#Gc C agik bir alt kiime; (K.} _ cp(G) ve | Kn*}rEN cp(G), G
'nin iki kompakt tiketilisi olsun. d,d";G” nin <K } —c@(G)ve {Kn*}n&N c p(G)
kompakt tiiketilislerinin C(G;C) iizerinde tanimladigi metrikler ve O < C(G;C) olsun.
O c C(G;C) alt kiimesinin (C(G;C), d)metrik uzayinda agik bir kiime olmas! i¢in gerek
ve yeter sart; O < C(G;C) alt kiimesinin (C(G;(C), d*) metrik uzayinda bir agik alt kiime
olmasidir.
Ispat: O cC(G;C), (C(G;C),d)metrik uzayinda agik bir alt kiime olsun. O halde;
Teorem 1.5.16° e gore VfeOigin; {g:ge C(G;C) ve ||g— f||Kf <0, } <O olacak
sekilde bir §, >0sayis1 ve bir K, c Gkompakt alt kiimesi vardir. Bu &, >0 sayist ve
K; < Gkompakt alt kiimesi i¢in; {g:ge C(G;C) ve || g-— f”Kf <0, } <O oldugundan;
Teorem 1.5.16 ¢ gore O c C(G;C), (C(G;(C),d*) metrik uzayimnda agiktir.

Tersine olarak; O c C(G;C), (C(G;(C),d*) metrik uzayinda acik ise; O < C(G;C)
nin (C (G;C),d ) metrik uzayinda bir agik alt kiime oldugu benzer sekilde gosterilir.

Netice 1.5.18: & # G < C agik bir alt kiime ve ae Golsun.

X(a)={f:feC(GC)vef(a)= O}C C(G;C)alt kﬁmesi(C(G;C),d)metrik uzaymnda

aciktir.
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ispat: f € X(a)olsun. f e C(G;C)ve f (a)#0oldugundan; K :=D(a;r,)c G ve

Vze K igin ‘f(z)‘>‘f a‘

olacak sekilde bir r, > 0sayis1 vardir.

f
{g :ge C(G;C) ve |lg—f|, < @} c C(G;C) alt kiimesi goz 6niine alinsin.

g-—f|| =sups|g(z)—f(z):ze K{ve Vze Kigin |f(z >Moldugundan;
Jo- 1l =swilg(2)- 1 (2): 2= K} HERE

[ (a)
2

Vge{g:geC(G;C) ve ||g—f||K< }CC(G;C) ve

Vze K i¢in;

9(z)=|f (2)+9(2)- 1 (2)
9(2) 2|1 (2)-[a(2)- T (2)

l9(2)|=|f (2)-]lg- fl,

‘g(z)‘>‘f(z)‘—@>0
‘g(z)‘>@>0

olup dolayistyla g(a)#0olur. O halde;

()

{g:ge C(G;C) ve |g-f|, <T}c%(a)

dir. O halde X (@) alt kiimesi (C (G;C).d ) metrik uzayinda agiktir.

Netice 1.5.19 : & # G < Cagik bir alt kiime ve ae Golsun. Bu taktirde;

M,=«f:feC(G,C)vef (a)=O}CC(G;C)alt kiimesi (C(G;(C),d)metrik

uzayinda kapali bir alt kiimedir.
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Ispat: (M,)°=:f:feC(G;C)vef (a)=0}C =«f:feC(G;C)ve f(a)#0}olup
{f:feC(GC)vef(a)= O} kiimesi bir dnceki neticeye gore acgik oldugundan
M,=«f:feC(GC)vef(a)= 0} c C(G;C)alt kiimesi (C(G;C),d)metrik uzayimnda
kapali bir alt kiimedir.

Teorem 1.520 :0#GcCagik bir alt kime ve ae Golsun. Bu taktirde;
X(a)=«f:feC(G;C)vef(a)=0}cC(G;C)agk alt kiimesi,(C(G;C),d) metrik
uzayinda yogun bir alt kiimedir.

Ispat: (C (G;C), d) metrik uzayinda X (a)=C(G;C)oldugu gosterilirse; ispat tamamlanr.

f € C(G;C)keyfi fakat sabit alinan bir fonksiyon, ge X (a)sabit bir fonksiyon ve

K, G nin bostan farkli herhangi bir kompakt alt kiimesi olsun.{ a, } c Cdizisi; Vne N

L f(@)=0
icin o = : f(a) seklinde tammlanirsa; < f +a, ~g}c%(a) olup;
-———— ,f(@=#0
(n+Dg(a)

[(+ai-0)-1], -

f
an

||g||K oldugundan  lim, ,_ H( f+a - g)— f HK =0dir. O halde
f+al - g} c X (a)dizisi, (C(G;C),d)metrik uzaymda fe C(G;C)fonksiyonuna

yakinsak oldugundan f € X(a)dir. f e C(G;C) keyfi oldugundan

vf e C(G; (C) i¢in f € X(a)olacagindan X(a)=C(G;C)olup ispat tamamlanr.
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1.6. Cauchy integral Formiilleri ve Taylor Teoremi

Teorem 1.6.1 [A¢ik Dairelerde Cauchy Integral Formiilii] : f(z), D(aR) agk
dairesinde analitik ve 0<r <R, C(a,r):={a+re':0<t< 27[}, D(ar) acik dairesinin

pozitif yonlendirilmis sinir1 ise;

f(2)= 2; [ (g,

C@ar) © z
dir (Ahlfors,1979).

Netice 1.6.2 : Gc C acik bir kiime ve f:G — C analitik bir fonksiyon ise; Vze G

noktasinda f ’nin istenilen her mertebeden tiirevi vardir. Ve ae G,r >0igin D (a, r ) cG

ise;V neN ve Vze D(ar) igin;

, _n! f({)
O ()= - Ci’r) - Z)m]dg“

dir. Ozel hal olarak;

f(n)(a):: n! J' f(z) dz

271 ¢, (z- )™

a,r)
dir (Ahlfors,1979).

Teorem 1.6.3: Gc C agik bir kiime, f :G — C analitik bir fonksiyon ve a€ G olsun.
Bu takdirde; Vze G i¢in f(z)=f(a)+(z-a)g(z) olan bir tek g:G— C analitik
fonksiyonu vardir.

f(9-1(@

Ispat. g:G — C fonksiyonu, Vze G igin g(2):= 7—a
f'@y , z=a

, z#a
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seklinde tanimlansin. g,G\{a}’da analitik ve ae G’de siireklidir. ae G ve G acgik

oldugundan; D(a,R)c G olan bir R>0 sayis1 vardir. g(2),D(a,R)\{a} da analitik ve

ae D(a,R) de siirekli oldugundan; VT < D(a, R) kapali iiggeni igin f 0(z2)dz=0 dur.
T

O halde; g’nin D(a,R)’de bir F ilkeli vardir. Vze D(a,R) i¢in F'(2)=9g(2) ve
F, D(a,R) de analitik oldugundan; Vne N ve Vze D(a,R) i¢in F™(2) tiirevlerinin
mevcut ve F'(2)=g(2) oldugu gdz oniine alindiginda; Vze D(a,R) i¢in, g'(2) tiirevi

mevcut olacagindan; g fonksiyonu, ae G ’de analitiktir.

Sonug¢ olarak; Vze G i¢in ¢'(Z) mevcut oldugundan, ¢g:G — C fonksiyonu
analitiktir ve Vze G i¢in f(2)= f(a)+(z—a)g(2) kosulunu saglar. g 'nin tekligi kolayca
goriliir.

Taylor Teoremi 1.6.4 : GG cC acik, ac G, f:G — C analitik ve tek degerli bir

fonksiyon ve ne N olsun. Bu taktirde Vze G igin;

f(z)="f(a)+ f'l(!a) (z-a)+---+

olacak sekilde bir tek f . :G — C analitik fonksiyonu vardir. f_,:G — C fonksiyonu

n+l1 n+l

yerel olarak; R:=d(&,0G) ve 0<r <R ise Vze D(ar) i¢in

o ()= 5. )

- . n+l d;
27 c(a,r)(g_a) (g_z)

ile belirlidir.

f :G — C analitik dyle ki Vze G igin

n-1>'n

Ispat: ne N icin vardir f ., f,,---, f
f(z)=f(a)+(z-a)f(2) ()
fi(2)=fi(a)+(z-a)f.(2) ()
f.(2)=f,(a)+(z-a)f(2) ()
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foi(2)= fii (a)+(z-2) f.(2) (n)

f(2)=f.(a)+(z-2a) .. (2) (n+1)

(#)—(n+1) esitlikleri arasinda f,(2), f,(2),--, f,(2) yok edilirse Vze G igin;
f(2)=f(a)+ fi(a)(z-a)+-+1,(a)(z-a)" + f,.(2)(z-2)"

oldugu goriiliir. Bu esitligin iki tarafinin ke {1,2,---,n} i¢in k.merteden tiirevi alinir ve z

yerine ayazilirsa;

_dX(t @)+ i(a)(z-a)++ fn(a)(z=a)"+ s (2)(z-2)"™D)|

d¥f(2)
dz¥ ‘
Z=a

dzk

Z=a

(k)
f—'(a) elde edilir. O

esitliginden Vke {1,2,---,ntigin f®(a)=k!f,(a), yani fi(a)=

halde; Vze G i¢in

'(a (M (a n n+
F( )(Z_a)+...+f ( )(z—a) +(z-a) lfn+1(z)

f(z)="f(a)+ -

dir.
ze D(aR) olsun. O halde ze D(a;r)cB(a;r)c D(a;R)cG olan bir r>0
sayist vardir. Ve C(a;r) ve ze D(a;r)igin

f(¢) &t () 1 ()
(-a)"({-2) = K (¢-a)" " (¢(-2) (&-2)

oldugundan
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n f(k)
(a)| 1 1 q 1

| 0, f
27i c('a[r (g—a)n+l(§—z) g gg k! | 27 c(a;r)(é’—a)nﬂik(é’—z) 2700 ¢y (§-2)

dir.

a,ze D(a;r) ve ke{0,1,---,n} i¢in“Agik Daireler I¢in Cauchy Integral Formiilii” ne gore

f
J nflé—/k =0 ve L J. st (6) ——>2d{ =fp1(z)  oldugundan
can(§-2) (£-2) 27 an) (¢-2)
f
Vze D(ar) igin; fy(2)= ! j (c) d{ elde edilir ve ispat

27 C(ar)(g a)n+l(§,_z)

tamamlanir.

Tanmm 1.6.5 : Gc C agik bir alt kiime, ac G, neN ve f:GcC — C analitik bir

n £k
fonksiyon olsun. Vze G i¢in, T (f;a,2):= Z f k(a)(z—a)k olan T (f;a,z) polinomuna

k=0
f 'nin a noktasindaki N. mertebeden Taylor polinomu denir.
Teorem 1.6.7 : G c C agik bir alt kiime, ae G, f:G c C — C analitik bir fonksiyon ve
R:=d(a,0G) olsun. Bu takdirde; f ’nin «T,(f;a,2)} Taylor polinomlar: dizisi, D(a, R)

"nin kompakt alt kiimeleri tizerinde f ’ye diizgiin yakinsaktir.

Ispat. R:=d(a,0G) oldugundan; D(a,R) c G dir. K c D(a,R) keyfi bir kompakt
alt kime ise; K c D(a,s)c D(a,r)c D(a,R) olan 0<s<r <R sayilar1 vardir. Diger

taraftan Taylor teoremine gore; Vze G i¢in;
’ £
f(z)=f(a)+ fl(a)(z a)+.. + ( )(z a)'+f  (2(z—a)™ (12)

olan bir tek f ,(2):G—C analitik fonksiyonu vardir, ve C(a,r):=dD(a,r) ise;

Vze D(a,r) igin;

_ (O 3
n+1(z) C(;!:r)(é« a)n+1(é/ Z) ; ( )
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dir. Vze C igin, Tn(f;a,z):(now(z—a)“ oldugundan; (12)ve (13)esitliklerinden
Vze K igin; 4_
1f(2)-T,(f;a,2)|= ﬂ fn(f:) dé‘
27 o (C—a)"(C-2)
e dae o
elde edilir.
M(r)=sup<|f({):{eC(ar)} olsun. V{eC(ar) i¢in |[f({)<M(),

V{eC(ar) igin|§'—al=r ve Kc D(a,s) oldugundan Vze K igin |z—a|<s dir.O
halde; V¢ e C(a,r) ve Vze K igin;

{-7=|{-a+a-7

2[¢ -a-[a-7

>|¢-a|-|z-4|
>r-|z-a
>r—-s>0

dir. O halde; V{ e C(a,r) ve Vze K igin; %(éz:aa)):l(z/(_gi)aS(S/r)”“% dir.

Boylece (14) esitliginden Vze K igin;

f@%T&ﬁ&ds&/W“Mﬁl elde
r-s

edilir.Bu ise; M, :=sup<|f(z)—Tn(f;a, Z)|:Ze K}ise V neN i¢in M, g(%)nHM

r-s
oldugunu gosterir. 0 < S <1 oldugundan lim(s/r)" = 0 dur.
r N—co
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v neN igin 0<M, < (/0™ MOT o lim(e/r)" =0 oldugundan mM_ =0
r-s n—ee

n—co

dir. O halde Teorem 1.5.11¢ gére f nin ae G noktasindaki T (f;a-)} Taylor

polinomlar1 dizisi D(a, R) 'nin kompakt alt kiimeleri iizerinde f (z)’ye diizgiin yakinsaktir.

Teorem 1.6.8 : =G cC bir bolge ae G ve f:G— C tek degerli ve analitik bir

fonksiyon olsun. Vne Nigin f(n)(a) =0 ise, f fonksiyonu G iizerinde sabittir.
ispat: E:={z:ze G ve Vke N icin f ¥ (z)= 0} olsun. ae E oldugundan E # @ dir.

i. EcG alt kiimesi aciktir. Zye E keyfi fakat sabit alinan bir nokta ve

R:=d(z,,dG) olsun. Vke N igin f(k)(zo) =0ve f nin <T,(f;Z,)} Taylor polinomlari
dizisi, D(Z,; R) € G "nin kompakt alt kiimeleri iizerinde f ’ye diizgiin yakinsak ve Vhe N

i¢in T,(f;z,2)=f(z) oldugundan Vze D(z;R)i¢in f(2)=1lmT (f;z,2)="f(z)

dir.O halde Vze D(z;R) ve Vke N igin f(z2)=00lur. O halde D(z;R)c Edir.

Dolayistyla keyfi alinan z € Enoktasi, E’nin bir i¢ noktas: oldugundan Ec G alt

kiimesi agiktir.

ii. G\Ec G alt kiimesi agiktir. Farz edelim ki G\E c G alt kiimesi agik olmasin.

Bu taktirde; G\ E’ nin i¢ noktas1 olmayan en az bir zZ,€ G\ E noktas1 vardir. z e G\ E,
G\E’ nin bir i¢ noktasi olmadigindan Vr>Oi¢in D(z;r)NE#J oldugundan

limz, =z, olan en az bir {z,} c E dizisi vardir. <z,} € E oldugundan Vn,ke N igin

N—seo

f¥(z,)=0 dir. ke N keyfi fakat sabit alindiginda f* :G — C tiirevlerinin her biri gz

noktasinda  siirekli ve  {z}cG  dizisi i¢in  limz =z, oldugundan

n—co

f®(z)=lmf%(z)=0 oldugu gorilir. VkeN i¢in f*(z)=0 olmas, zeE

oldugunu gosterir ki; bu z,€ G\E olmasi ile ¢elisir. O halde; G\Ec G alt kiimesi bir

acik kiime olmak zorundadir.
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E,G\E c G alt kiimelerinin her ikisinin agik, E#& ve G ’nin baglantili olmasi
G\E#9, dolayisiyla G=E oldugunu gosterirr G=E oldugundan Vze G i¢in
f'(z)=0 dir.Dolayistyla G bolge oldugundan f fonksiyonu G iizerinde sabittir.

1.7. Analitik Fonksiyonlarin Sifir Yerleri

Tanim 1.7.1: =G cC, f:G — C tek degerli ve analitik bir fonksiyon ve a€ Golsun.

f(a)=0 ise, ac G noktasma f ’ nin bir sifir yeri denir. f ’nin G deki tiim sifir

yerlerinin kiimesi Z () ile gosterilir. Yani; Z(f):=<z:ze G ve f(z)=0} du.

Tamm 1.7.2 : =G cC, f:G— C tek degerli ve analitik bir fonksiyon ve ae Z( )
olsun. f #0 ise m:=E.K.E{k:ke Nve % (a)# O}E N dogal sayisina, f ’nin

ae Z(f) sifir yerindeki mertebesi denir. f # 0 analitik fonksiyonunun, ae Z ( f ) sifir

yerindeki mertebesi me N ise, a’ ya f ’nin mmertebeden bir sifir yeri denir.

Netice 1.7.3 : & # G c C bir bolge, ac G ve f :G — C tek degerli ve analitik bir

fonksiyon olsun. a€ G noktasi, f ’nin bir sifir yeri ve f #0 ise;
f(a)="f'(a)=--=f""(a)=0 ve f (m)(a) # 0 olacak sekilde bir tek m=m( f;a)e N

dogal sayis1 vardir.

ispat: @# G c C bir bolge ve f #0 oldugundan f! (a)# 0 olacak sekilde en az bir

(e N dogal sayis1 vardir. O halde; M @ :={ k:ke Nvef® (a)# O} c N alt kiimesi bostan

farkli oldugundan M (@ C N alt kiimesinin en kiiglik eleman1 vardir

(Alpay ve Karakas, 1996). m=m(f ;a):=E.K.EM_ e N ise, M, e N alt kiimesinin

tanimindan M=en kii¢iik eleman M, € N dogal sayisinin

f(a)=f'(a)=--=f""(a)=0 ve f™(a)#0 sartlarini sagladig: agiktir. Son olarak;
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nvemeN, f(a)=f'(a)=--=f""(a)=0, f(a)=f'(a)=-=1f""(a)=0 ve
f(m (a)#0, f ™ (a)#0 sartlarim saglayan iki fonksiyon ise m=n oldugunu
gosterelim. Farz edelim ki; m#n olsun. O halde ya m<n yada n<m dir. m<n ise
m-1<n-1 oldugundan me - 0,1,-~,n—1} dir. O halde Vke - 0,1,---,n—1} icin
f*(a)=0 oldugundan f™ (a)=0 oldugu goriliir ki, bu ™ (a)#0 olmasi ile gelisir.
O halde m«£ n dir. Benzer sekilde n£ m dir. m#£ n ve n £ m olmast m# n farz edilmesi

ile celisir. O halde m,ne N ; teoremin sartlarini saglayan iki dogal say1 ise m=n dir.

Teorem 1.7.4: & # G c C bir bolge, ae G, f :G — C analitik ve tek degerli bir

fonksiyon olsun. a’nin f fonksiyonunun m mertebeden bir sifir yeri olmasi igin gerek
ve yeter sart g(a)#0 degerini alan ve Vze G igin f (z)=(z-a)" g(z) kosulunu

saglayan bir tek g:G — C analitik fonksiyonunun mevcut olmasidir.

Ispat: Farz edelim ki ae G noktas1 f fonksiyonunun m mertebeden bir sifir yeri olsun.

Teorem 1.6. 4 ¢ e gore Vze G i¢in;

(m-1)
PR C)
(m—1)!

(z—a)" +(z-a)" f,(2)

olacak sekilde bir tek f_:G — C analitik fonksiyonu vardir ve f_:G — C fonksiyonu

yerel olarak; R:=d(a,dG) ve 0<r <R ise Vze D(ar) i¢in

o] 109
PO L™ "

ile belirlidir. f (a)=f'(a)=---= ™" (a)=0 oldugundan Vze G icin f,:G—C
fonksiyonu f (z)=(z-a)" f,,(z) kosulunu saglar. (15) esitliginde V¢ e C(a;r) igin

f()=({-a)" f, () ve z=a yazilirsa
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£ (M) (a)

esitliginden Cauchy Integral Formiilii kullamlirsa f,(a)= '
m!

# 0 oldugu goriiliir.

Dolayistyla g:= f, fonksiyonu istenilen sart1 saglar.

Tersine olarak Vze G igin f (z)=(z-a)" g(z) kosulunu saglayan ve g(a)#0
degerini alan bir g:G — C analitik fonksiyonu varsa ae G noktas1 f fonksiyonunun m

mertebeden bir sifir yeridir. R:=d(a;0G) ve 0<r <R olsun. D(a;r) =G ve

Vze C(ayr) igin f(z)=(z—a)™g(z) oldugundan Cauchy integral Formiiliine gre

Vke-0,L,---,m—-1} i¢cin m—k—-1>0 oldugundan

!
£(m) (a)= Zm" I g (Z)dz =m!g(a)#0 dir. O halde z=a noktas1 f fonksiyonunun
T Z—a

C(ar)

M mertebeden bir sifir yeridir.

Teorem 1.7.5 : & #GcC bir bolge ve f:G— C tek degerli ve analitik bir fonksiyon

olsun. f =0 olmasi igin gerek ve yeter sart Z' (f)NG#J olmasidur.

Ispat:i. f =0ise Z(f)=G oldugundan Z' (f)=G dir. Dolayisiyla Z (f)nG=G#Q
dir.

ii. Z(f)NG#Q ise f=0dir. e Z (f)NG#D olsun. z € G i¢in z e Z ()

oldugundan Vne N igin ((Zo;l)\{zo})mZ( f)# @ dir. O halde lim z, = z, olan bir
n

N—oco

1z,} < Z(f)\«z} dizisi vardir. f:G— C analitik oldugundan, f fonksiyonu z € G
noktasinda siireklidir. O halde {z,} c Z(f)\{z]}, limz, =z ve f (z))= lim f (z,)
oldugundan f(z,)=0 yani z € Z(f) elde edilir. Farz edelim ki f #0 olsun.

z,€ Z(f) oldugundan m=m( f;z,) ise, Teorem 1.7.4” e gbre g(z,)# 0 degerini alan

ve Vze G igin f(z)=(z-2)" g(z) olan bir tek g:G — C analitik fonksiyonu vardir.
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g:G — C fonksiyonu, z,€ G noktasinda siirekli ve g(z,)#0 oldugundan

Vze D(zy;1,) i¢in g(z)#0 ve D(Z;r,) G olan en az bir r, >0 saysi vardir.

limz, =z, ve {z,} < Z(f)\«z} oldugundan r, >0 sayisi i¢in

IN(r,)e N..Vne N, n>N(r,) i¢in z,€ D(z,;r,)\{7} olur. O halde ne N, n>N(r,)
icin z,€ D(z,;r,)\<7}cG , z,e Z(f), Vze D(Z;r,) i¢in g(z)#0 oldugundan
Vne N, n=N(r,) i¢in (z,-2)" 9(z,)#0 dir. Fakat Vne N igin f(z,)=0
oldugundan Vne N, n=N(r,) i¢in (z,-z)" 9(z,)#0 olmasi, Vz,& G icin
f(z,)=(2.-2)"9(z,)#0 oldugunu gosterir ki bu ¥ne N i¢in f(z,)=0 olmasi ile

celisir. Celiski f #0 oldugunu farz etmekten geldi. O halde Z' (f)nG = ise f =0

olmak zorundadir.

Netice 1.7.6 : & # G c C bir bolge, f :G — C tek degerli analitik bir fonksiyon ve

AcZ(f)olsun. AnNG#D ise f =0 olur.

Ispat: Varsayalim ki f #0 olsun. Bu taktirde vardir zy e Z(f) dyleki f(z)=0 dir. O
halde VneN igin f"(z)=0 dir. Bu zeZ(f) noktast f fonksiyonunun m
mertebeden bir sifirt olsun. O halde Vze G igin f(z)=(z-2)"9(2), 9(z)#0 olacak
sekilde bir g:G — C analitik fonksiyonu vardir. g(z,)#0 oldugundan D(z;r,)cG ve
Vze D(z;r,) icin g(z)#0 olacak sekilde bir r,>0 vardir. z e A" oldugundan
(D(z:r)\{z})nA=D dir. Z'e(D(z:r,)\{z})NA almrsa f(z')=0dr. Fakat
t(z)=(z-2) 9(z) esitliginden (z' -z g(z')=0 elde edilir ki bu (z' ~z)" %0

ve g(Z')#0 olmast ile gelisir. O halde Ac Z(f) isin ANG =D ise f =0 di.

Netice 1.7.7 : D# G C bir bolge ve f:G— C tek degerli ve analitik bir fonksiyon ve

ae G, f’ nin bir sifir yeri olsun. f #0 ise, f*(a)#0 olacak sekilde en az bir ke N

dogal sayis1 vardir.
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Ispat: Hipoteze gore f(a)=0dir. Iddia dogru degil ise; Vne Nigin f™(a)=0
olacagindan Teorem 1.6.8 ‘e gore Vze G igin f(z)=0 olur ki; bu f #0 hipotezi ile

celisir. O halde; f™®(a) # 0 olacak sekilde en az bir ke N dogal say1s1 vardir.

Netice 1.7.8 : & # G c Cbir bolge, f :G — C tek degerli ve analitik bir fonksiyon olsun.
f#0 ise, Z(f)cG,G’ nin bir ayrik alt kiimesidir. Yani Vae Z(f) igin;

D(a;r,) N Z(f)={a} olacak sekilde bir r, >0 sayis1 vardir.

Ispat: me Nolmak iizere, ac Z(f), f’ nin Mmertebeden bir sifir yeri olsun. Bu

durumda Teorem 1.7.4 ‘e gore f(z)=(z—a)"g(z) olan ve g(a)#0 degerini alan bir
9:G—>C analitik fonksiyonu vardir. g(a)z0 oldugundan D(ar,)cG ve
Vze D(a;r,) i¢in g(z)#0 olan bir r, >0 sayis1 vardir. O halde Vze D(a;a,)\{a} i¢cin
f(2)#0 dir. Oyleyse; D(a;r,)NZ(f)={a}dir.

Netice 1.7.9 : @ #Gc Cbir bolge, f:G— C tek degerli, analitik ve f #0 olan bir
fonksiyon olsun. VK c G kompakt alt kiimesi icin Z(f)nK alt kiimeleri sonlu

elemanlidir.

Ispat: Varsayalm ki; en az bir K cG kompakt altkiimesi icin Z(f)nK sonsuz
elemanlt bir alt kiime olsun. O halde Z(f)nK cK ve K kompakt yani smirh

oldugundan Bolzano Weierstrass Teoremi’ ne gére Z(f)NK 'nin C’ de z,€ C gibi en az
bir yigilma noktast vardir. ze(Z(f)nK) ve Z(f)mnKcK oldugundan
(Z(f)mK) <K' dir. O halde z € K'dir. K kompakt oldugundan kapalidir. O halde
z,e KcG dir. Z(f)mK cZ(f)oldugundan (Z(f)nK) cZ(f) dir. zeG ve
z,€ (Z(f)nK) oldugundan Z (f)nG#Q dir. O halde Teorem 1.7.5%e gore f =0

oldugu goriiliir ki; bu f # 0 hipotezi ile ¢eligir. O halde VK < G kompakt alt kiimesi i¢in

Z( )N K alt kiimeleri sonlu elemanlidir.

Netice 1.7.10 : & # G c Cbir bolge, f:G — Ctek degerli , analitik ve f #0 olan bir
fonksiyon olsun. Bu taktirde, f fonksiyonunun G deki Z(f)sifir kiimesi sayilabilir bir

kiimedir.
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Ispat: {K } c o(G) kompakt kiime ailesi G = C agik alt kiimesinin bir kompakt tiiketiligi

olsun. G=[JK, oldugundan Z(f)=|J(Z(f)nK,) dir. VneNi¢inZ(f)nK,
neN neN

kiimeleri bir onceki teoreme gore sonlu elemanlidir. Sonlu elemanli kiimelerin birlesimi

sonlu oldugundan Z(f)= U (Z(f)nK,) kiimesi sonludur. O halde sayilabilir bir
neN
kiimedir.

Teorem 1.7.11: & # G c C bir bélge; A:={a:ac G} cG, G de ayrik sayilabilir bir alt
kiime ve m,e N bir dogal say1 olsun. Bu taktirde; Z(f)=A, Vae Z(f) sifir yerinin
mertebesi  m(f;a)=m, olan bir tek fe A(G) fonksiyonu  vardir

(Ash ve Novinger, 2007).
Daha fazla olarak ;

Teorem 1.7.12 : &# G c C bir bolge ve A:=<a:ae G} cG , G ’de ayrik sayilabilir bir
alt kiime olsun. Bu taktirde, Vae G noktasmma bir m,eN dogal sayisi ve
Vke<0,L,---,m} icin agk) e C sayilan karsihk getirilirse; Vke{0,L---,m} igin
f¥(a)=c  degerlerini alan bir tek fe A(G) fonksiyonu  vardir

(Ash ve Novinger, 2007).

Ispat: Bu iki teoremin ispatinda sonsuz carpimlarin incelenmesi, “Weierstrass
Teoremi’nin  incelenmesi ve meromorf fonksiyonlarin incelenmesine ihtiyag

duyuldugundan her iki teoremin ispat1 verilmeyecektir.

1.8. Halka,Tamhik Bolgesi,Cisim ve Kompleks Cebir Tanimlari

Tammm 1.8.1 : R#0Overilen bir kiime ve+,.= RxR— R, R iizerinde tanimli, adlarina

sirastyla toplama ve carpma adi verilen iki islem olsun. +,. islemleri R iizerinde asagidaki
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sartlar1 sagliyor ise; R ye +,. islemlerine gore bir halka ad1 verilir ve (R, +,-) sembolii ile

gosterilir.
i. Rkiimesi toplama islemine gore degismeli bir gruptur,
ii. Rkiimesi tizerinde ¢arpma islemi birlesme 6zellikli bir islemdir,

iii. Rkiimesi tizerinde ¢arpma isleminin toplama islemi iizerine sagdan ve soldan

dagilma 6zelligi vardir, yani;
Va,b,ce Rigin (a+b)c=ac+bc ve c(a+b)=ca+ch
dir.

Tamm 1.8.2 : (R +,-) bir halka olsun. R halkasinin ¢arpma islemine gére birim elemani

varsa, (R, +,-) halkasina birimli bir halka denir.

Tamm 1.8.3 : (R +,-) bir halka olsun. Carpma islemi , R iizerinde degisme ozellikli bir

islem ise; (R,+, ) halkasina degismeli halka denir.

Tamm 1.8.4 : (R,+,-)birim elemanli bir halka olsun. Rhalkasinda sifirdan farkli her

elemanin ¢arpma islemine gore tersi varsa; (R, +, ) halkasina bir boliim halkas1 denir.

Tamm 1.8.5 : (R +,-) degismeli bir halka olsun. Eger ab=0 olan her a,be R i¢in a=0

veya b=0 ise bu (R +,-) halkasina bir tamlik bdlgesi denir.

Tamm 1.8.6 : Birim elemanli, degisme 6zellikli bir boliim halkasina bir degismeli cisim

denir.

Tanmim 1.8.7 : & # A {izerinde +,- islemleri tanimli bir kiime ve C kompleks sayilar

cismi ve o:(Cx A— A, A’nin elemanlar1 ile C’ nin elemanlarmin skaler ¢arpimi
(o, x)>aox

denilen bir islem olsun. Bu islemler asagidaki sartlar1 sagliyor ise; A’ya bir kompleks

cebir ad1 verilir.

I. A kiimesi Ciizerinde bir kompleks lineer uzaydir, yani;
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L1) A+ islemine gore degismeli bir gruptur ,
L2) 1e C ve Vxe A igin lo X=X dir,
L3) Vae C ve Vx,ye A i¢in ao(X+Yy)=aoX+ao ydir,
L4) Vo, e C ve Vxe A icin (a+ f)oX=arox+ foxdir,
L4) Vo, e C ve Vxe A igin ao(fox)=(aff)ox dir.
Il. Carpma islemi A kiimesi lizerinde birlesme 6zellikli ve toplama islemi tizerinde

sagdan ve soldan dagilma ozellikli bir islemdir,yani VX, y,ze A i¢in x(yz)=(Xy)z ve

X(y+2z)=xy+xz, (X+Yy)z=xz+yz dir.
1. Vx,ye A ve Vae C i¢in ao(xy)=x(acy)=(acx)y dir.

(A+,-),C iizerinde bir kompleks cebir ise; Vare C ve Vx,ye A i¢in aroX ve

X-Yy yerine sirasi ile X ve Xy sembolleri kullanilacaktir.

Tamm 1.8.8 : (R+,), (R*,@,O) iki halka ve ¢:R— R olsun. Vabe R igin

p(a+b)=¢(a)+o(b), ¢(ab)=¢p(a)p(b) ise bu ¢’ye R halkasindan R’ halkasina
tanimli bir halka homomorfizmasi denir. ¢ doniisiimii bire-bir ve Orten ise; ¢’ ye halka

izomorfizmasi denir.

Tamm 1.8.9 : (A+,-), (B,®,0) iki kompleks cebir ve ¢: A— B olsun. Vx,ye A ve

Va,feC i¢in @(ax+py)=ap(X)®pe(y) . o(xy)=9(X)0Op(y) isc bu ¢
doniistimiine , A kompleks cebirinden B kompleks cebirine tanimli bir cebir
homomorfizmasi denir.

Tanim 1.8.10 :(A,+,-) ,bir kompleks cebir ve : A— C bir cebir homomorfizmasi ise ,

%’ ye A iizerinde tanimli bir ¢arpim lineer fonksiyoneli veya A’nin bir karakteri denir.

Tamm 1.8.11: (R +,-) degismeli bir halka ve a,be R olsun. b=acolacak sekilde bir

ce R varsa; a elemanma b elemanini boler ve a’ya b ’nin bir béleni denir. ae R,be R
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nin bir boleni ise bu durum albseklinde yazilarak gosterilir. ajb ise b=ac sartim
saglayan ce R elemanma b’nin a ile boliimii denir ve ¢ ::% seklinde yazilir. Tanimdan

goriiliiyor ki; a,b,ce R i¢in a|b ve b|C ise a|cdir.

Tanim 1.8.12: (R,+,-) birim elemanli ve ue R olsun. u|l ise yani 1=uv olacak sekilde

bir ve Relemani varsa; ue Relemanina R halkasinin bir birimsel elemani denir.

Tamm 1.8.13 : (R +,-) degismeli bir halka ve a,b,d e R olsun. d|a,d|bve cla,clb olan

a,c

her ce R i¢in C| d ise, d’ ye a veb’ nin en biiyiik ortak boleni denir ve d =eb.ob{a,b}
ile gosterilir.

Tamm 1.8.14 : (R +,-)degismeli bir halka , | cR ve de R olsun.d, | 'nmn bir ortak
boleni ve | 'nin her ce Rortak bdleni igin C|d ise de R’ye | nin bir en biiyiik ortak
bdleni denir.

Teorem 1.8.15 : G bir bolge f,ge A(G) olsun. f|g olmas i¢in gerek ve yeter kosul
Z(f)cZ(g) olmasidir(Luecking ve Rubel,1984).Eger f ve g fonksiyonlarmmn en

biiyiik ortak boleni birimise Z(f)NZ(g)=< tur.

1.9.Halka ve Cebirlerde idealler

Tamm 1.9.1: (R +,-)degismeli bir halka ve | cR olsun. Va,belve Vre R igin;

a—-bel ve rael isel ’ ya bir ideal ad1 verilir.

Tamm 1.9.2 : (R +,-) degismeli bir halka ve | < R bir ideal olsun. | # Rise | > yaR’ nin

bir 6z ideali denir.

Tanmm 1.9.3 : (R,+,-)degi$meli bir halka ve M ; R bir ideal olsun. M c | olan her

| cRidealiicin | =M veya | =R ise M’ ye R halkasinin bir maksimal ideali denir.
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Teorem 1.9.4: (R +,-) bir degismeli halka, & # M c R ve

(M)=<rm+rm +---+rm: neN;r,r,,---,r,€ Rvem,m,---,m € R}

olsun. Bu taktirde (M)cR alt kiimesi R halkasinda bir idealdir. Bu ideale M

tarafindan tretilen ideal denir.
Ispat: i. rm +---+r.m, tm+--+tm e (M) igin;

(rm+---+r,m)—(tm+--+tm)=m(r,—t)+---+m,(r,—t,) dir.
R bir halka oldugundan VneN i¢in kK,=r,—t,e R dir. O halde
(rm+---+rm)—(tm+---+t,m)=mk +---+ mk, e (M) olur.
ii.re Rve rm+---+r,m e (M) icin;
r(rm+---+rm)=rrm+---+rrm, dir. R bir halka oldugundan Vne N igin

t,=rr,e R dir. O halde r(rm+---+rm)=rnm+---+rr,m =tm+---+tme(M)

olup (/\/l) c R alt kiimesi R halkasinda bir idealdir.
Tamm 1.9.5 : (R +,-) degismeli bir halka ve | ¢ R, R nin bir ideali olsun.

| =(a,-,a,) olacak sekilde sonlu elemanli bir -a,---,a,} < | alt kiimesi varsa, |’ ya

bir sonlu iiretilmis ideal denir.

Tamim 1.9.6: (R +,-) degismeli bir halka ve | = R, R’ nin bir ideali olsun. | =(a) olacak

sekilde bir ae | varsa | ’ ya bir esas ideal denir.



2. YAPILAN CALISMALAR, BULGULAR VE IRDELEME
2.1. Analitik Fonksiyonlar Halkalarinda Kapah idealler
Teorem 2.1.1 : G c C agik bir alt kiime olmak tizere A(G) analitik fonksiyonlar ailesi

+,. islemlerine gore bir halkadir.

Ispat: Analitik bir fonksiyonun bir kompleks sabit ile carpimi, iki analitik fonksiyonun
toplami1 ve ¢arpimi yine analitik bir fonksiyon, fonksiyonlar arasindaki toplama islemi ve
carpma islemi degisme 6zellikli bir iglem ve ayrica fonksiyonlar arasindaki ¢arpma islemi

toplama islemi tlizerine dagilma 6zellikli bir islem oldugundan;

i. A(G) analitik fonksiyonlar ailesi, +,- islemine gore bir degismeli bir gruptur.

Gergekten;

Gl) Vf,g,he A(G) i¢in (f +g)+h=f +(g+h) dir.
G2) Vfe A(G) igin f+0=f =0+ f olacak sekilde bir 0 A(G) vardur.

G3) Vfe A(G) i¢in f+(-f)=0=(-f)+f olacak sekilde bir —fe A(G) vardir. O
halde A(G) analitik fonksiyonlar ailesi bir gruptur. Ustelik Vf,ge A(G) igin

f +g=g+ f oldugundan A(G) analitik fonksiyonlar ailesi degismeli bir gruptur.
ii. Vf,g,he A(G) i¢in (f-g)-h="f-(g-h) ve,
iii. Vf,g,he A(G) i¢in f(g+h)="fg+fh ve (f+g)h=fh+gh oldugundan A(G)
ailesi bir halkadir.

Teorem 2.1.2 : G bir bolge ise A(G), G iizerinde taniml analitik fonksiyonlar halkasi bir

tamlik bolgesidir.

Ispat: f,ge A(G), fg=0 olan iki fonksiyon olsun. Eger f =0 veya g=0 oldugu

gosterilirse; A(G) bir tamlik bolgesi olur. Aksi halde ;
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3z, w,e G.. f(z)#0 ve g(w,)=0 dir. f(z)#0 ve fe A(G) oldugundan;

D(z;r,) ©G .. Vze D(Z;r,) i¢in f(z)#0 dir. Vze D(z;r,) i¢in f(z)#0 ve
fg=0oldugundan; Vze D(z;r,) i¢in f(z)g(z)=0 olmast Vze D(z;r,) igin
9(z)=0 oldugunu gosterir. O halde z,€ (Z(g)), dir. z € (Z(g)), ise g=0 dir bu ise

g(w,)#0 olmast ile gelisir. O halde fg=0 ise f =0 veya g=0 dur.

Teorem 2.1.3 : @ #Gc C bir bélge, A(G) bir halka ve F=-f:f:G—>C}cA(G)

olsun. 0} # F < A(G)ise F alt kiimesinin bir en biiyiik ortak boleni vardir.

Ispat: B:=()Z(f)olsun. O halde 3ge A(G)..Z(g)=/ dir. Oyleyse Vbe S igin

feF
m(g,b)=eke:m(f,b): fe F} dir. Bu da gésterir ki Vfe F i¢in g|f dir. Simdi g
‘nin F ailesinin en biiyiik ortak béleni oldugunu gosterelim. he A(G) F ailesinin bir
boleni olsun. f e F igin h|f oldugundan f =hk olacak sekilde k € A(G) vardir. O

halde Z(h)cZ(f) dir. f:=()Z(f) oldugundan Z(h)c S dir. O halde hlg dir.
feF

Dolayisiyla g, F ailesinin en biiylik ortak bolenidir.

Teorem 2.1.4: f, f, e A(G)aralarinda asal fonksiyonlar ise vardir g,,0, € A(G) 0Oyle ki

f,g,+ f,0, =1 dir.

Ispat: f vef, aralarinda asal olduklari i¢in Z(f)nZ(f,)=@ dir. aeZ(f), f

fonksiyonunun M,. mertebeden bir sifir yeri olsun. Bu taktirde;

f(a)=0,f (a)=0,-, f™"(@a)=0 ve f™(a)z0 di. Ayrica Z(f)nZ(f,)=0

oldugundan f,(a)#0 dir. ae Z(f,) noktasmna, Vke{0,1,---,m,—1,m,} i¢in
1-f,(a)al” =0 :

f,(a)el’+ 1, (a)al” =0 ;
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ve
fz(a)a(mﬁ)+( m ]fz'(a)a;”%‘l)+--~+fz("b)(a)aa;to

m, -1

sartlarin1  saglayan a,(lk) sayilar1 karsilik getirilirse; Vke<0,l,---,ma—1,ma} i¢in

(k)

g, = O(E(lk) degerlerini alan bir tek @,:G — C analitik fonksiyonu vardir. f :=1-f,g,

' "

olarak almirsa; (1-f,g,)(a)=0, (1-f,0,) (a)=0, (1-f,9,) (a)=0, -,
(1-f,0, )(ma_l) (a)=0 ve (1-f,g, )(ma) (a)#0oldugundan , ae Z(f, )noktasi f
fonksiyonununm,. mertebeden bir sifir yeridir. O halde Z(f)cZ(f) dir. Yani
f[f =1-f,g, dir. O halde 3ge€ A(G) &8yle ki 1-f,g,=fg, dir. Buradan

f,g,+ f,0, =1 elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 2.1.5: Eger < f, f,,---f.} = A(G) ve d bu kiimenin en biiyiik ortak béleni ise

fg,+f,0,++fg,=d olacak sekilde vardir @,,0,,"--,9,€ A(G) fonksiyonlari

vardir.

Ispat: Ispati timevarimla yapalim. Once n=2 i¢in dogrulugunu gosterelim.
{f,, f,} kiimesinin en biiyiik ortak boleni d olsun. Bu taktirde % ve % aralarinda

asaldir. O halde bir onceki teoremden vardir g,,0, € A(G) oyle ki % g, +% g,=1dir.O

halde fg +f,0,=d olup n=2 i¢in dogrudur.

Simdi n-1 i¢in dogrulugunu kabul edip n i¢in dogrulugunu gosterelim.

{1, f,,--- f,} kiimesinin en biiyiik ortak boleni d ve {f, f,,---f _,} kiimesinin en biiyiik
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ortak boleni d, olsun. Bu durumda d| d, dir. O halde{ f,d, } in en biiyiik ortak boleni d

dir. Hipotezden,;

3h.h,--,h e A(G).. fh+fh+-+f_ h_ =d (16)
dir.
Ayrica< f,d }” in en biiyiik ortak boleni d oldugundan;

3h,g,€ A(G) .. dh+f.g,=d (17)

dir. (16) ve (17) birlestirilirse fhh+ f,hh+---+f _h h+fg,=d elde edilir

hhhh,---,h_he A(G)olup &6zel olarak hh=g,hh=g,,--,h_h=g,, sesilirse

fg,+f,0,+--+f 0., +f0, =d elde edilir ve ispat tamamlanur.

Teorem 2.1.6 : G  bir bolge ve aeG  olsun. Bu taktirde;

M,=1f:feA(G) vef(a)=0}c A(G) bir maksimal idealdir.

Ispat: M, c A(G) bir idealdir. Gergekten; iki analitik fonksiyonun farki ve iki analitik

fonksiyonun ¢arpimi yine analitik bir fonksiyon ve ayrica
vf,ge M, i¢in (f —g)(a)=f(a)-g(a)=0 olup f-geM,,

VfeM, ve Vhe A(G) i¢in (f-h)(a)="f(a)-h(a)=0-h(a)=0 olup f-he M,

oldugundan M, c A(G) bir idealdir.
Simdi M, c A(G) idealinin maksimal oldugunu gosterelim.

M,c !l c A(G) olsun. Farz edelim ki M, C1| olsun. O halde 3dgel..ge M, ,

g(a)#0 dur.
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?(2) :=% alahm. ¢(a)=0 oldugundan @pe M, dolaysiyla pe | dir. Ayrica
g(a
g(a)# 0 oldugundan el ve pel olup 1= g(a)—g(z)+ g(z)e | dir.
g(a) g(d)  9(a)

le| ve | ideal oldugundan Vfe A(G)i¢in f =1-fe | oldugundan A(G)=1 esitligi

elde edilir. O halde M, c A(G) maksimal bir idealdir.

Ayrica Netice 1.5.18 ‘a gére M, c A(G) kapali bir alt kiime oldugundan

M, € A(G), A(G) ailesinde kapal1 bir maksimal idealdir.

Teorem 2.1.7: Her sonlu iiretilmis olan idealler esas idealdir.

Ispat: | =« fg,+f,0,++f0,:09,.9,.0,€ A(G)}, f,f,,---, f tarafindan
dogrulan bir ideal ve f € | olsun. Bu taktirde g,,0,,---,0,€ A(G) i¢in
f=fg+f0,++fg,dir {f,f,- f } kimesinin Teorem 2.1.3* e gére bir en
biiyiik ortak boleni vardir. Bu bélen d olsun. O halde f, =d.¢, f,=d.g,, -,
f,=dg, dir. f=d¢, f,=d¢,, -, f,=dg, ve f=1fg+f0,+-+f.0,
oldugundan d|f dir. Dolayisiyla | idealinin her bir elemani d ’nin bir katidir. Diger
taraftan < f, f,,---, f,} kiimesinin en biiyiik ortak boleni d oldugundan Teorem 2.1.5” ¢
gore h,h,,---,h, e A(G) i¢in fh+fh+--+fh =d olup de | dir. Boylece d ve d
nin her bir kat1 | idealine aittir. Dolayisiyla | =<d.f: f e A(G)} seklindedir. O halde |

ideali d tarafindan dogrulup | esas idealdir.

Teorem 2.1.8 : G bir bélge, | = A(G) kapal bir idealdir ancak ve ancak | esas ideal
ise.
Ispat: | esas ideal ise | kapalidir. | =(f) olsun. (f)=1{0} ise; < f } =1, dizisi igin

f,=0 olup f, — 0 dir. Ohalde O | olup | kapalidir.
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(f)#<0} olsun. Bu taktirde { f,} < (f) yakinsak ve he A(G) i¢in lim f, =h olan

N—>-+co

bir dizi olsun. hel oldugu gosterilirse ispat tamamlamr.< f } < (f) oldugundan

d,€ A(G) olmak iizere f =g,f seklindedir. f,=g,f ->h oldugundan - f }c(f)

n

dizisi , G ’nin kompakt alt kiimeleri iizerinde he A(G) analitik fonksiyonuna diizgiin

yakinsaktir. O halde VK © G kompakt alt kiimesi i¢in lim ||g, f — h||K =0 dir. zy e Z(f)

keyfi fakat sabit alinan bir nokta ve K, =1z} olsun. K, :={z}cG kompakt ve

lim ||g, f —h|, =0 oldugundan ‘h(zo)‘ =0 dir. Sonug olarak Vze Z(f) i¢in ze Z(h)

N—+co

oldugundan Z(f)c Z(h) dir. O halde f|h dir. Yani h= f¢ olan pe A(G) vardir. O

halde he (f) olup; | ideali kapalidir.

Tersine olarak | — A(G) kapaliise | ideali bir esas idealdir. | = A(G) ise
A(G)=(1) oldugundan | ideali bir esas idealdir. | =<0} ise | =(0) olup | ideali bir

esas idealdir. {0}S1 G A(G) ve A:=(Z(f) olsun. Budurumda f 0 ve Z(f)=J

fel
enazbir f el fonksiyonu vardir. O halde Z(f)cG alt kiimesi ayrik ve en fazla

sayilabilir sonsuz elemanlidir. Dolayisiyla Ac G alt kiimesi ayrik ve en fazla sayilabilir

sonsuz elemanlidir. O halde Teorem 1.7.11°¢ gére Z(¢)= A ve Vae A= ﬂ Z(f)

fel
noktasindaki sifir yerinin mertebesi m(¢;a)=E.K.E{m(f;a): f € |} olanbir pe A(G)
fonksiyonu vardir. Vf e | i¢in Z(p) < Z(f) oldugundan ¢|f dir. Diger taraftan kolayca

gosterilir ki; ¢ge A(G) fonksiyonu | ’nin bir ortak boleni ise @lp dir. Gergekten
¢ A(G) fonksiyonu | “nin bir ortak boleni oldugundan Vf e | igin f =¢k; olacak
sekilde bir k¢ € A(G) vardir. Son esitlik Vf e | igin Z(¢) = Z(f) ,dolayisiyla

Z(¢) = Z(p)= A= (] Z(f) dir. O halde Teorem 1.8.15’e gore glo dir. Yani pe A(G),
fel

| *nin en biiyiik ortak bolenidir. J = {1 fel } olsun. J, A(G) halkasinda bir idealdir,
@



54

tistelik | ideali kapali oldugundan J ideali de kapalidir. Gergekten {h} cJ, he A(G)
®»

fonksiyonuna yakinsak bir dizi olsun. he J oldugu gosterilirse, J  A(G) ideali

kapalidir. {h} cJ, he A(G) fonksiyonuna yakinsak bir dizi oldugundan bu dizi G ’nin
®

kompakt alt kiimeleri tizerinde he J noktasina diizgiin yakinsaktir. O halde VK c G

f
kompakt alt kiimesi i¢in — 0 oldugundan ||(0||K " _h

K

— 0 dolayisiyla
K

hp
4

|| f —¢h||K —0dir. O halde {f,}c| dizisi ph fonksiyonuna yakinsak ve | kapali bir

ideal oldugundan ghe | dir. phe | olmast ph= g olacak sekilde bir g€ | nin mevcut
oldugunu gosterdiginden h= ge J oldugu goriiliir. ¢, | ’ya ait olan fonksiyonlarin en

biiyiik ortak boleni oldugundan J * de bulunan fonksiyonlarin en biiyiik ortak boleni 1
dir. Gergekten de A(G), J ’nin en biiyiik ortak bdleni d olsun. Z(d)= oldugu

gosterilirse; de A(G), A(G) nin bir birimsel eleman: olacagindan J ’nin en biiyiik ortak
boleni 1’ dir. d, J "nin en biiyiik ortak boleni oldugundan I ‘nin bir bdlenidir. O halde ¢, |
‘nin en biiylik ortak béleni oldugundan d | @ dir. O halde Vf el i¢in

Z(d)cZ(p)c Z(f) dir. Varsayalim ki Z(d)#D ,z,€ Z(d) olsun.

m(¢;29)=EK.E{m(f;Z): f e 1} oldugundan m(¢;zy)=m(fy;Z,) olan en az bir
fo e | fonksiyonu vardir. Bu fye | igin %e J ve d,J ’nin en biiyiik ortak bdleni
oldugundan fy=dgks olanbir k¢ € A(G) fonksiyonu vardir. Diger taraftan Vze G
icin 1o(2)=(2-2)" "2 %) F (2). d(2)=(2-2)" ") E(2).

ke, (2)=(2-2 )m(ka;ZO) H (z) olan ve F(Zz))#0,E(z))#0,H(Z))#0 degerlerinin
alan F,E,H e A(G) fonksiyonlar vardir. Bu degerler f, = dgokf0 esitliginde yerine

yazilirsa

(z- zo)m(fzo;zo) F(z2)=(z- zo)m(d;ZO)er((p;ZO) E(z)H(2)
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elde edilir. m(¢; Zy ) =m( fy;2y) ve F(z))#0,E(Z)#0,H(z)#0 oldugundan; bu bir

¢eliskidir. O halde Z(d)= olmak zorundadir. Z(d)=¢ oldugundan (d)=A(G) dir.
Gergekten Z(d)=& oldugundan %e A(G) dir. Dolayisiyla 1=d ée (d) dir. 1€ (d)

oldugundan Vge A(G) i¢in g=1ge (d) dir. O halde (d)=A(G) dir. Diger taraftan
kolayca gosterilir ki J =(d) dir. O halde J=A(G)dir. J=A(G) oldugundan
| =¢-A(G) dir. O halde | ideali ¢ tarafindan dogrulan bir esas idealdir ve ispat

tamamlanir.

2.2. Analitik Fonksiyonlar Cebirlerinde Bolgelerin Konform Denkliginin Cebirsel

Karakterizasyonu

Teorem 2.2.1 : &+ AcC agik bir alt kiime ise G iizerinde tanimli tiim analitik

fonksiyonlarin A(G) ailesi fonksiyonlarin toplama ve ¢arpma islemlerine gore bir

kompleks cebirdir.

Ispat: Analitik bir fonksiyonun bir kompleks sabit ile ¢arpimi, iki analitik fonksiyonun
toplam1 ve carpimu yine analitik bir fonksiyon, fonksiyonlar arasindaki toplama islemi ve
carpma islemi degisme Ozellikli bir iglem ve ayrica fonksiyonlar arasindaki ¢arpma islemi
toplama islemi iizerine dagilma 6zellikli bir islem oldugundan; cebir tanimindan hemen

goriiliir.
Teorem 2.2.2 : J#GcC agik bir alt kiime ve ¥, A(G) tizerinde tammli bir ¢arpim

lineer fonksiyoneli olsun Bu taktirde ya x =0 yada her fe A(G) i¢in y(f)=f(a)

olacak sekilde bir tek ae G noktasi vardir.
Ispat: 1€ A(G) sabit fonksiyonu i¢in %(1)e C , 1=1-1 ve x:A(G)— C bir ¢arpim

lineer fonksiyoneli oldugundan; )((1):()((1))2 dir. Dolaysiyla ya x(1)=0 ya da

x(1)=1 dir.
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i. x(1)=0 ise Vfe A(G) i¢cin f=1f-1 ve x:A(G)—C bir ¢arpim lineer
fonksiyoneli oldugundan  Vfe A(G) i¢in x(f)=x(f-1)=x(f)-x(1)=x(f)-0=0

dolayistyla % =0 olur.

ii. x(1)=1 olmas: hali. Bu halde Ig:G—G, Ig(z):=2z 6zdes fonksiyonu igin
lg € A(G) oldugundan a=y(lg)e C dir. ae G , her fe A(G)icin x(f)=f(a) ve
ae G’nin tek oldugu gosterilirse ispat tamamlanir. Farz edelim ki a¢ G olsun. Bu

taktirde (Ig—a)e A(G) fonksiyonu her ze G i¢in (Ig—a)(z)#0 sartin sagladigindan

€ A(G) olup; 1=(Ig-a)

e A(G) ve x:A(G)—>C carpim lineer

|G—a |G—a

fonksiyoneli i¢in 1= (1) oldugundan

12%(('6_3) IGI—aJ’

1=x('e—a)x[lel_a}

elde edilir ki; bu bir ¢eliskidir. O halde X(l) =l ve a= X('G )e C i1se ae G dir. Simdi

her fe A(G)i¢in y(f)="f(a) oldugunu gosterelim. f=f(a) yani VzeG i¢in



57

f(z)=f(a) ise; x(f)=x(f(a))=x(f(a)-1)="f(a)x(1)=f(a) olur. f = f (a) ise;
(f —f (a))(a): 0 oldugundan, ae Gnoktasi f—f(a)#0 fonksiyonunun bir sifir
yeridi. m=m(f —f (a),a) olarak almrsa; f — f (a)=(Ig—-a)" g ve g(a)#0 sartm
saglayan bir ge A(G) analitik fonksiyonu vardir. y:A(G)—C , ¢arpim lineer

fonksiyoneli igin 7 (1) =1 oldugundan
x(f-1(@)=x(0c-a)"g).
x(f-1(@)1)=x((16-a)")x(9).
x(F)-f(a)1=(x(Ig-a1)) x(a),
x()-1(a)=(x(1e)-ax(1)"x(9).
x(f)-f (a)=(a-a)"x(9),

x(f)-f(a)=0

dolayisiyla x(f)=f(a) dir. Son olarak ae G noktasmmn tek oldugunu gosterelim.
a,be G;Vfe A(G) i¢in y(f)=f(a) ve x(f)="f(b) olan iki nokta olsun.
lg e A(G) 6zdes fonksiyonu i¢in a=y(lg)e C ve b=y(lg)e C oldugundan a=b
dir ve ispat tamamlanir.

Teorem 223 : G,G" iki bolge ve @: A(G*) — A(G) olsun. @’ nin bir cebir
homomorfizmasi olmasi i¢in gerek ve yeter sart Vf e A(G*) i¢in (I)( f ) = fop kosulunu

saglayan bir tek ¢:G — G" analitik fonksiyonunun mevcut olmasidir.

Ispat. i. ¢:G—G" bir analitik fonksiyon olsun. @:A(G")—)A(G)dénﬁsﬁmﬁ,

Vf e A(G*) i¢in CIJ( f ): fop seklinde tanmimlanirsa; iki analitik fonksiyonun bileskesi
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analitik oldugundan Vf € A(G") i¢in ®(f)e A(G) olup; Ve, B C ve Vf,ge A(G")

icin
®(af +Bg)=(af +59g)0p,
®(af +pg)=(af)op+(B9)op,
®(af +pg)=a(fop)+B(gop).
O (af +/5g)=0®(f)+50(g)

®(fg)=(fg)op ,

@ ( fg) = (fop)(gop),

O(fg)=d(f)P(9)
oldugundan @: A(G* ) — A(G) bir cebir homomorfizmasidir.

ii. Tersine olarak @ : A(G*) - A(G) bir cebir homomorfizmasi ise her f e A(G*)

i¢in @ ( )= fop olacak sekilde bir tek ¢:G — G analitik fonksiyonu vardir.

ze G keyfi fakat sabit almman bir nokta olsun. y: A(G*)%(C dontisiimii her
fe A(G*) icin %, (f)=®(f)(z) seklinde tanimlanirsa; Ve, fe C ve Vf,ge A(G*)
icin - xz(af +89)=0xz(f)+hrz(9)  ve xz(f9)=xz(f)xz(9) oldugundan,
Ly A(G*)—><c ,A(G) iizerinde bir carpim lineer fonksiyonelidir. O halde

Vf e A(G*) icin x,(f)="f(w,) olan bir tek w,e G" noktasi vardir. ¢:G—G’

z

déniigimii  @(z):=w, seklinde tammlanirsa; ¢:G—G" fonksiyonu Vfe A(G*)
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veVze G igin ¥ (f)=f(p(z)) yani @(f)(z)="f(p(z)) kosulunu saglar.

¢:G — G’ fonksiyonunun analitik ve tek oldugu gosterilirse ispat tamamlanur.

Vf e A(G*) igin @(f)= fop oldugundan | € A(G*) icin d)(lex): | .0p yani
(p:d)(l . )e A(G) olup ; ¢:G —G" fonksiyonu analitiktir. Son olarak Vf e A(G*) icin
®(f)=fop kosulunu saglayan ¢:G— G’ analitik fonksiyonunun tek oldugunu
gosterelim. @, :G — G" fonksiyonlar1 Vf e A(G*) icin @(f)=fop ve ®(f)= foy
olan iki analitik fonksiyon olsun. | € A(G*) analitik fonksiyonu i¢in CI)(I o ) =1_09,

) ( | ) =10y, | .op=¢ ve | .oy =y oldugundan ¢ =y oldugu goriilir.

Netice 2.2.4: J#G,G" c C iki bolge ve @: A(G*) — A(G) bir cebir homomorfizmasi
ise @ siireklidir.
Ispat: {f }c A(G*), f e A(G)’ ye yakinsak bir dizi ve K cG kompakt olsun. @ bir

cebir homomorfizmasi oldugundan Teorem 2.2.3’¢ gére ®( f)= fop kosulunu saglayan

bir tek ¢:G — G" analitik fonksiyonu vardir. O halde;
|@(f,)-@ (1), =]f.00- fog|, (18)
dir. p:KcG—G" , ¢ analitik ve K kompakt oldugundan ¢ (K) < G* kompakttir. O

halde  (18)° dan H(I)( f,)—®(f )HK =|f,-f ||¢(K) —0  dir.  Dolayisiyla

D: A(G* ) — A(G) cebir homomorfizmast stireklidir.

Tamm 2.2.5 : G,G" iki acik kiime olsun.G’den G*’a tanimli bire-bir ve rten bir

¢:G — G" analitik fonksiyonu varsa G agik kiimesi G* acik kiimesine konform olarak

denktir denir.

Kompleks analizin iyi bilinen teoremlerinden birine gore;

(Freitag ve Busam, 2005) J#GcC acik bir alt kiime, f :G — C bire-bir ve analitik

bir fonksiyon ise Vze G igin f’(z)#0 dir. Bu nedenle G,G" acik alt kiimeleri i¢in G
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actk alt kiimesi G* acik alt kiimesine konform olarak denk ise bire-bir ve orten
9:G—G" fonksiyonu Vze G i¢in ¢'(z)#0 kosulunu sagladigindan ¢ !:G* > G

ters fonksiyonu bire-bir, 6rten ve analitik bir fonksiyondur (Freitag ve Busam, 2005). Bu

nedenle G acik alt kilmesi G agik alt kiimesine konform olarak denk ise G* acik alt

kiimesi de G acik alt kiimesine konform olarak denktir.

Teorem 2.2.6 : G,G" kompleks diizlemde iki bolge ve @ : A(G*) — A(G) olsun. @’ nin
bir cebir izomorfizmasi olmasi i¢in gerek ve yeter sart Vfe A(G*) icin ®(f)= fop

kosulunu saglayan bir tek ¢:G — G* konform doniisiimiiniin mevcut olmasidir.

Ispat. i. ¢:G—G" bir konform doniisim olsun. @: A(G*)—> A(G) déniisimi,
Vi e A(G*) icin d)( f)= fop seklinde tanimlanirsa; iki analitik fonksiyonun bileskesi

analitik oldugundan Vf e A(G*) icin @(f)e A(G) olup; Ve, Be C ve Vf,ge A(G*)

icin
®(af +Bg)=(af +59g)op,
®(af +pg)=(af)op+(B9)op,
@ (af +p9g)=a(fop)+5(gop),
®(af +pg)=a@(f)+pP(9)

®(fg)=(fg)op ,
@ ( fg) = (fop)(gop),

O (fg)=d(f)D(9)
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oldugundan @:A(G*)—>A(G) bir cebir homomorfizmasidir. @:A(G*)—>A(G)’nin

bire-bir ve 6rten oldugu gosterilirse ispat tamamlanir. ¢@:G — G* doniisiimii konform

oldugundan ¢ !:G* — G ters fonksiyonu da konformdur. Dolayisiyla Vhe A(G) igin
-1 * N\ =1\ o y

hop " € A(G ) olup @ (hogo )— (hO(p )O(p =h kosulunu saglar. O halde

D: A(G*) — A(G), @(f)=fop, homomorfizmasi  ortendir. f,ge A(G*) ,

O(f)=®d(g) yani fop=gop kosulunu saglayan iki fonksiyon olsun. O halde

(fop)op™ =(gop)op™ esitliginden f =g oldugu goriilir. Sonug olarak ¢:G — G

doniisiimii konform bir doniigiim ise @ : A(G* ) — A(G), ®(f)= fop kosulunu saglayan

bir cebir izomorfizmasidir.

ii. Tersine olarak @: A(G*) - A(G) bir cebir izomorfizmasi ise her f e A(G*)

icin @ ( )= fop olacak sekilde bir tek ¢:G — G" konform ddniisiimiiniin mevcuttur.

D: A(G*) — A(G) bir cebir izomorfizmas: oldugundan bir cebir homomorfizmasidir. O
halde yukaridaki teoreme gore Vf e A(G*) i¢in @( f ): fop kosulunu saglayan bir tek
@:G—G"  analitik fonksiyonu vardir ve ¢@= (I)(IG¥ )e A(G) dir. ¢:G—-G
doniislimiiniin bire-bir, drten oldugu gosterilirse ispat tamamlanur.

we G keyfi fakat sabit alman bir nokta olsun. <I):A(G*)—> A(G) bir cebir
izomorfizmast oldugundan @' A(G)— A(G*) ters doniisimii de bir cebir
izomorfizmasidir. O halde %, : A(G)— C fonksiyonu, %,y (h):= o (h)(w), doniistimii
A(G) cebiri lizerinde tanimli bir ¢arpim lineer fonksiyonelidir. Dolayisiyla Teorem 2.2.2°
ye gore Vhe A(G)i¢in 7y (h)= ! (h)(w)=h(z) olacak sekilde bir tek ze G
noktast vardir. O halde @~ (h)(w) = h(z) esitliginin sag tarafinda h fonksiyonu yerine

pe A(G), sol tarafinda h  fonksiyonu yerine @ ( lg ) =¢  yazlirsa
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o! ((I)(IG* ))(W) =¢(z) den ¢(z)=w oldugu goriiliir. O halde ¢:G — G" ddniisiimii
ortendir. Son olarak ¢:G — G" doniisiimiiniin bire-bir oldugunu gésterelim. 7,2, € G,
?(7z)=¢(z) kosulunu saglayan iki nokta olsun. Vfe A(G*) icin ®(f)= fop
oldugundan &zel olarak @ (Ig) i¢in d)(CI)_l (Ig )) =o' (Ig)op dir. 7,2 € G igin;
o(o7 (16))(z1)=(®" (I6)op)(z) . @(®7'(16))(z2)=(® (I6)op)(z) olup

lc(z)=1g(2z) oldugundan z =2z, elde edilir. ¢(z)=¢(2) olan Vz,z, € G i¢in

7 =2, oldugundan ¢:G — G’ doniisiimii bire-birdir.



SONUCLAR

1. Bu tez calismasinda analitik fonksiyonlar halkasinda kapali ideallerin esas ideal oldugu

gosterilmistir.

2. Kompleks diizlemde bir bolge iizerinde tanimli analitik fonksiyon cebiri iizerinde tanimli
carpim lineer fonksiyonellerinin bir noktasal lineer fonksiyonel oldugu gosterilmistir. Bu
teorem kullanilarak kompleks diizlemde iki bolge iizerinde tanimli analitik fonksiyon cebir

homomorfizmalarinin ve cebir izomorfizmalarinin karakterizasyon problemleri verilmistir.



ONERILER

Bu tezde kapali ideallerin esas ideal oldugu gosterilmistir. Kapali olmayan ideallerin
esas ideal olup olmadig1 da incelenebilir.
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