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KALIN KUYRUKLU RISK MODELLERINDE iFLAS OLASILIGI

Basak BULUT
0z

Bu galismanin amaci, sigortacilik uygulamalarinda 6nemli iki durum olan kalin
kuyruklu dagilim yapisina sahip hasar tutarlari ile bagimlilik yapisinin risk sureci
uzerindeki etkisinin incelenmesidir. Risk sudrecinin sifirn  altina dusmesi
durumundaki iflas olasiliklari gerceklesmis hasar tutari dagilimina, parametre
degerlerine, faiz oranina, baslangic sermaye buyukligline ve guvenlik yikleme
faktorine baglh olarak hesaplanmistir. Baslangic sermaye miktari ile guvenlik
yukleme faktdrunuan, iflas olasiliklari Gzerindeki etkisi elde edilen sonuglara bagli

olarak yorumlanmistir.

Bu calismada o6ncelikle kalin kuyruklu dagihimlar ve alt siniflari hakkinda ayrintih
bilgi verilerek her bir dagilim sinifi icin gerekli kosullar agiklanmis. Sonrasinda ise
hasar tutarlarinin kalin kuyruklu dagihm yapisina sahip olmasi durumunda risk
sureci icin iflas olasiliklarinin nasil hesaplanacagi ispatlar esliginde gosterilmigtir.
Zorunlu trafik sigortasi verileri kullanilarak risk slrecini olusturan hasar ve prim
sureclerinin  bagdimlilik yapisi incelenmis ve cesitli varsayimlar altinda iflas

olasiliklari hesaplanmistir.

Anahtar Kelimeler: Kalin Kuyruklu Dagihimlar, Alt-Ustel Dagihmlar, Bagimli
Riskler, Risk Sireci, iflas Olasiligi.

Danisman: Prof. Dr. Cenap ERDEMIR, Hacettepe Universitesi, Aktlierya Bilimleri
Bolumu, Aktuerya Bilimleri Anabilim Dall



RUIN PROBABILITY IN HEAVY TAILED RISK MODELS

Basak BULUT
ABSTRACT

The structure of heavy-tailed claim severity distributions and dependency are two
important matters in insurance applications. The aim of this study provides to
merge these matters and to analyse the effects of that combination on risk
process. The ruin probabilities, which occur when the risk process falls down zero,
have been calculated by making various assumptions about the distribution of
claim severity, estimation of parameters, interest rate, initial surplus, security
loading factor and so on. The effects of the amount of capital and security loading

factor on ruin probabilities have been interpreted according to the results.

In this study, firstly, detailed information about heavy tailed distributions and the
sub-class-of those distributions are given. Then, the conditions necessary for any
distribution to belong to one of this special class of distributions are explained.
After all, it is showed that how the ruin probabilities of a risk process, that including
heavy tailed claim severity amounts, can be calculated with theoretical
justifications. Finally, an application is provided by using compulsory traffic
insurance data. Therefore dependency structures of the processes belonging to
risk process of this insurance are investigated. Moreover, ruin probabilities are
calculated according to some assumptions.

Keywords: Heavy-Tailed Distributions, Sub-Exponential Distributions,Dependent

Risks,Risk Process,Ruin Probability
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

TRAMER: Trafik Sigortalari Bilgi Merkezi



1. GIRIiS

Sigorta sirketinin yukumluluklerini kargilayabilmesi ve devamhligini saglayabilmesi
acisindan incelenmesi gereken en onemli konulardan birisi, hasar tutari
dagiimlarinin modellenmesidir. Ozellikle gergeklesme olasiligi dusik olmasina
ragmen yuksek etki iceren dogal katastrofik olaylarin sonuglarinin incelenmesi ve
bu etkileri iceren modellerin gelistiriimesi sigorta uygulamalarinda 6nemli bir yer
tutmaktadir. Bu tur hasarlar sigorta sirketinin sorumluluk karsilama yeterliligini
dogrudan etkilemektedir. Bu nedenle, saglikli bir fiyatlandirmanin yapilabilmesi ve
reasirans konusunda en dogru saklama payi limitinin bulunabilmesi igin hasar
tutari dagihmlarinin, 6zellikle de sag kuyruk bdlgesinin ¢ok iyi degerlendirilmesi

gerekmektedir.

Hayat digi sigorta alaninda yapilan arastirmalarin basinda hasar sayisi ve hasar
tutari dagilimlarinin modellenmesi gelmektedir; ancak bu sigorta alaninda hem
hasar sayisi hem de hasar tutari birer bilinmeyendir ve bu nedenle de yapilan
toplam hasar tahminlerindeki hata payl hayat sigortalarina goére ¢ok daha
bayudktur. Bu tur sigortalarda sinif i¢i ayrimlar daha fazla oldugu gibi sigortalanan
rizikonun en koti hal durumlariyla da karsilasilabilmektedir. Ornegin yangin,
deprem, sel ya da kasirga gibi risklere karsi yapilan sigortalarda katastrofik olarak
tanimlanan bu tiir hasarlar ile karsilasiimaktadir. Ozellikle bu tiir risklerde sirketin
teminat altina almis oldugu birden fazla rizikonun ayni anda etkilenmesi, disuk
hasar olasiiginin  kligimsenmeyecek  boyutta  etkisinin  olabilecegini
gOstermektedir. Olasihgr az, ancak kayip degeri fazla olan risklerin
modellenmesinde kalin kuyruklu dagihmlarin kullaniimasi ¢ok daha gercgekgi
sonuglar vermektedir. Bu dagihmlarin modellenmesi ve uygunluklarinin sinanmasi
aktuerler icin ilging bir arastirma alani olusturmustur. Hayat digi sigorta bransinda
buyuk hasarlara iliskin modellemelerde Beirlant ve Teugels (1992), McNeil (1997),
Beirlant et al., (2001), Fasen ve Kluppelberg (2008) farkli dagilim yapilarina gore

cesitli modeller geligtirmislerdir.

Kalin kuyruklu olarak ifade edilen bu dagilimlar birer karisim modeli ya da
dontisim modeli olarak elde edilebilmektedir. Sigorta uygulamalarinda Ustel-
gamma dagihm karmasindan elde edilen Pareto dagiimi ya da Y =e¢*

donUsUimunin normal ve gamma dagihimlarina uygulanmasindan elde edilen log-



normal ve log-gamma dagilimlari hasar tutari verilerini diger dagihimlara gore ¢ok

daha basarih sekilde yansitmaktadir.

Toplam hasar dagilimlari, sigorta sirketinin hem fiyatlandirma ve risk siniflandirma
surecinde, hem de fonlandirma surecinde kullaniimaktadir. Heckman-Meyers
yontemi, Panjer yontemi, hizli Fourier donusumu ve stokastik simulasyon
yontemleri toplam hasar dagilimlarini  hesaplamak igin geligtiriimis bazi
yaklagimlardir. Tum bu yontemler temelde hasar siklik dagihmi ve hasar siddeti

dagiliminin bulunabiliyor oldugu varsayimina dayanmaktadir (Dimitriyadis,1992).

Birsigorta sirketinin uzun sureli yakimluluk karsilama yeterliliginin saglanmasi igin
risk sureci iyi tanimlanmali, dogru risk yuklemeleri yapilmali, muafiyet ve saklama
pay! limitleri ¢cok iyi belirlenmelidir. Yapilacak bu hesaplamalarin gecerliligi, kurulan
modelde kullanilan verilerin guavenilirligine ve kullanilan analitik ¢ézumlerin
dogruluguna yakindan bagh oldugu igin, yodun istatistik analizleri gerekmektedir.
Hasarlarin buyukligu ve sikhgi, sigorta sirketinin riske maruz birim sayisini

etkilediginden, iflas olasiliginin hesaplanmasinda da énemli bir role sahiptirler.

iflas olasiliginin hesaplanmasinda bir sigorta sirketinin risk sirecinin zaman
icerisindeki degisimi ile ilgilenilmektedir. Risk sureci kazanilan primler yizinden
oncelikle surekli artan bir stokastik sureci icermekte olup daha sonrasinda ise
O0denen tazminatlarin etkisiyle azalmaya baslayacaktir. Risk slreci miktari sifirin

altina dusttugu takdirde iflas gerceklesmis olacaktir.

Aktueryal risk teorisinde dnemli bir yere sahip olan sigortaciligin temel risk modeli,
1903 vyilinda Filip Lundberg tarafindan bulunmustur. Lundberg vyaptigi
calismalarda, hayat digi sigortalarda hasar sayisi modelinin Poisson sureglerine
dayandigini ispatlamistir. Bu bulus aslinda 1900 yilinda Bachelier tarafindan
bulunan ve finansal modelde énemli bir rol olusturan Brown hareketine benzerlik
gOstermektedir. Daha sonra Harald Cramer 1955 yilinda, Lundberg‘in buldugu bu
sonucu stokastik suregler Gzerine uygulamistir. Bu g¢alismasiyla Cramer, olasilik
teorisi kadar hayat disi sigorta matematiginde de 6nemli bir adim atilmasina
yardimci olmustur. Bu model de bodylece Cramer-Lundberg teoremi olarak
anilmaya baslanmigtir. Klasik Cramer-Lundberg modeli c¢esitli sigorta kollar

uzerinde incelenmigtir (Embrechts et al., 2001).



Seal (1978), sonlu bir zaman diliminde iflas olasiliklarini hesaplamak igin sayisal
yontemler gelistirmistir. Beekman ve Bowers (1972), sinirli zamanl iflas olasihgi
icin momentler yaklasimi yodntemini ortaya cikarmistir. Gerber (1973) ve De
(1978), Martingale kuramini kullanarak iflas olasihd1 i¢in dst sinirlar
tanimlamiglardir. Bunlarin disinda Panjer (1982) ve Willmot (1989, 1990) Poisson
bilesimleri Uzerine g¢esitli algoritmalar gelistirmislerdir. Grandell (1989), iflas
olasiligl konusunda o gune kadar yapilmis tum c¢aligmalarin bir 6zetini toplamigtir.
Bu konu ile ilgili en temel bilgiler ise Bowers et al., (1986), Beard et al., (1984) ve
BUhlmann (1970) calismalarinda bulunmaktadir. Literatirde ayrica Grandell
(1999), hasar buyudkligunun kuyruk dagilimina iligkin bir bilginin bulunmadigt,
sadece belirli momentlerinin biliniyor olmasi durumunda iflas olasihdinin
hesaplanmasi igin basit bir yaklasim ortaya c¢ikarmistir. Yuanjiang et al., (2003),
klasik risk modelinin gesitli varsayimlari dogrultusunda iflas olasiligi Uzerine
calismistir. Dufresne ve Gerber (1994), iflas olasiliginin hesaplanmasi igin Gg farkl

yontem gelistirmiglerdir (Dimitriyadis, 1992).

Iflas olasiliklarinin farkli hasar dagilimlari igin hesaplanmasi, hasar biy(ikliklerinin
reasurans ile kisitlandigi durumlar igin iflas olasiliginin hesaplanmasi, degisik prim
yukleme yontemlerinin etkisi ve sirketin yukumluluk kargilama yeterliliginin o anda
elinde bulundurdugu rezerve bagh olarak degisiminin incelenmesi gibi konular
halen arastiriimaktadir. Bu konu Ramlau-Hansen (1988a-1988b),Embrechts et al.,
(1990), Boogaert et al.,, (1990), Croux (1990) tarafindan ayrintili bicimde

incelenmigtir.

Portfdyde yer alan buydk hasarlar sirketin kar-zarar durumunu dogrudan
etkilediginden bu tar buyukltklerin gézardi edilmedigi modeller daha gergekgi ve
daha dogru sonuglar ortaya koymaktadir. Embrechts ve Veraverbeke 1981
yilindaki c¢aligmasinda (Embrechets, 1981) buyluk hasarlarin var olmasi
durumundaki iflas olasiligi tahminleri Gzerinde g¢alismistir. Tang (2004), sabit faiz
orani ve kalin kuyruklu hasar buyudklikleri varsayimi altinda kesikli zamanli risk
modeli icin iflas olasiliginin asimptotik sonuclarini ortaya koymuslardir. Chen ve
Su (2006), net hasarlarin kalin kuyruklu dagilima uymasi durumunda sinirli

zamanli iflas olasiliginin elde edilmesi Gzerine galismiglardir.



Alt—ustel dagihimlar kalin kuyruklu dagihm ailesinin en O6nemli alt sinifidir.
Literatirdeki hasar buyukligu Uzerine yapilan birgok ¢alisma da bu alt dagilim
sinifi Uzerine yogunlasmistir. Hasar buydklagunin alt-tGstel dagilima uymasi
durumunda iflas olasiligi i¢in asimptotik formiller Kalashnikov ve Konstantinides
(2000)'in gahismasinda bulunmaktadir. Thorin ve Wikstad (1977), hasar
bayUkligunun log-normal dagiimasi durumu igin iflas olasiligini hesaplanmis ve
sayisal oOrnekler ile gostermislerdir. Asmussen (1997), log-normal, Pareto ve
Weibull dagihimalari i¢in Monte-Carlo benzetim yontemini kullanarak iflas

olasihgini ve etkilerini incelemistir.

iflas olasiiginin klasik tahmini belirli bir t zamanina kadar gergeklesen hasar
sayisinin Poisson surecine uydugu varsayimina da dayanmaktadir. Bu durum bir
onceki hasar ile arasindaki zaman araliginin, bir sonraki gerceklesen hasar
zamanini etkilemeyeceg@i anlamina gelmekte olup, olayin hafizasinin olmamasina
iliskin bir varsayimdir. Bununla birlikte, son yillardaki c¢esitli veri incelemelerinden
bu varsayimin saglanmadigi gorulmus ve veriler arasinda bagimlilik yapisinin da

yer aldigi kalin kuyruklu dagilimlar tGzerine incelemelere baslanmistir.

Genellikle bir sigorta portfoyunde, cgesitli hesaplamalarda kolaylik saglamasi
amaciyla risklerin bagimsiz olduklari varsayilmaktadir. Aktleryal risk teorisinde de
bireysel risk modelleri ve kollektif risk modelleri gibi pek ¢cok model bagimsizlik
varsayimi altinda kurulmaktadir. N adet sigorta poligesinden olusan bir portfoyde;
her bir polige bir yil gibi belirli bir ddnem iginde pozitif bir nominal degere sahiptir.
Bu miktar hayat sigortasi icin sigortalanan kisinin o donem igerisinde olmesine,
hayat disi sigortasinda ise sigortalanan riskin o donem igerisinde hasar getirmesi
durumuna bagh olarak degismektedir. Portfoydeki toplam hasar buyuklugu o
donem igerisinde 6denen tum miktarlarin toplami olarak ifade edilebilir. Bireysel ve
kolektif risk teorisinde temel sorun bu toplam hasar buyuklagunin dagiliminin
bulunmasidir. Uygulamada ve ayrica teoride bu problem genellikle farkh
s6zlegsmelerin  karsihkli  olarak bagimsiz  olduklarinin  varsayllmasi ile
¢cOzulebilmektedir. Bdylece marjinal dagihm bilgisiyle sorun ¢o6zulmeye

cahisiimigtir.



Ancak bagimsizlik varsayimi klasik modellerde gok 6nemli bir rol oynamasina
ragmen, sigorta ve reasurans girketleri Urunlerinin artan karmasikligi nedeniyle

¢ogu zaman uygulamadaki sonuglarla bagdagsmamaktadir.

Bunun yaninda iflas olasiliginin hesaplanmasinda da geleneksel olarak,
gergceklesen olaylar arasinda, yer ve zaman bakimindan bagimsizligin oldugu
varsayllimigtir. Ancak gunlik hayatta karsilasilabilecek birgok durum bagimsizlik

varsayiminin saglanmadigini gostermektedir.

AktUeryal risk teorisinde karsilagilan bagimlihk iligkileri iki ana durum altinda
incelenmektedir. Ik tir bagimlilik; sigortacinin portféyiinde bulunan farkh sigorta
branslarina ait poligeler ya da farkl sigorta kollari arasinda iliski olusmasindan
kaynaklanan bagimhlik seklindedir. Sigortacilikta karsilasilan  bagimhlik

durumlarinin ilk trd su sekilde aciklanabilmektedir.

o Portfdy icerisinde bircok tekrarlama durumuyla kargilagilabilir. Ornegin; ayni
yasam Uzerine birden fazla polige bulunabilir. Bu durum altinda portféydeki police
sayisi sigortall sayisina egit olmayacaktir.

o Ayni portfdy icerisindeeslerin birlikte bulunduklari policeler de yer alabilir.
Bu durum eglerin olumlulUkleri arasinda bagimllik yapisinin var olmasina neden
olmaktadir. Ciftler az ya da ¢ok benzer riskler ile kargilasacaktir. Bununla birlikte;
ciftlerin eslestirimesinde de secim mekanizmasi var olabilmektedir. Ayrica
eslerden birinin  6lumd GUzerine diger bireyin olumlulik oraninda artigin
gerceklesecegi durumunu anlatan kirik kalp sendromu (broken heart syndrome)
da bu tip bagimlilik yapisini agiklayan durumlardandir. Bu konu ile ilgili Carriere et
al., (1986), Norberg (1989) ve Frees et al., (1995) caligmalari yapiimistir.

o Ayni girket icin galisan kigilerin olusturdugu emeklilik planlarinda; bu
bireylerin dlumlalikleri de belirgin bir sekilde bagimli olacaktir.

o Belirli bir bolge ya da kurulustaki sigortali kisiler katastrofik olarak
aciklanan; gergeklesme olasiligi dusuk; ancak yuksek miktarda hasara neden
olabilecek deprem, sel, firtina ya da kasirga gibi olaylardan ayni zaman dilimi
icerisinde etkilenecek ve bdylece sigorta sirketi bir anda yuksek miktarda 6deme
yapmak durumuyla karsilasabilecektir.

Dhaene ve Goovaerts (1997) bir hayat sigortasi portféyundeki farkl riskler

arasindaki bagimlilik tdrlerini aciklamis; her bir poligenin incelenen doénem



icerisinde, police sahibinin o donem igerisinde 6lmesine bagl olarak ortaya g¢ikan
pozitif bir risk degerine sahip oldugunu varsayarak, hasar orani fazlasi reasurans
(Stop-Loss) antlasmalarinda ylksek prim miktarina neden olan riskli toplam
hasarlarin  olusturdugu bireysel riskler arasindaki bagimhlik yapilarini
incelemiglerdir. Calismanin devaminda ise sadece ciftlerin bagimh oldugu bir
portfdy incelemesi yapilarak, elde edilen sonuglar zayif bagimhlik yapilarinin

sonuglarini ispatlamak igin kullaniimistir.

Literaturde risklerin bagimliligina sebep olan bu tur iligkili sigorta kollarina ve
policelerine ait bagmli risk modelleri; Dhaene ve Goovaerts (1997),
Ambagaspitiya (1998), Wang (1998), Denuit et al., (1999), Cossette ve Marceau
(2000), Muller ve Pflug (2001), Wu ve Yuen (2003) ve Ribas et. al., (2003) gibi pek

cok arastirmaci tarafindan incelenmisgtir.

ikinci tir bagimlilik tir(i ise hasar ve/veya prim sireglerinin gegmis dénemde
gerceklesen hasar miktari ve/veya prim miktari ile arasindaki iligkilerden
kaynaklanan bagimliliktir. Mevcut hasar ile eski hasarlar arasindaki bagimlilik
genel olarak ge¢cmis donemde portfdyde bulunan bazi poligcelerin gelecek
donemde de portfoyde bulunacak olmasindan kaynaklanmaktadir. Bu tdrde
badimli risklerin modellenmesinde ise zaman serileri yaklasimi kullanilir ve iflas
olasiliklarinin sonuglarindan vyararlanilir. Bu tirde bagimlihgin oldugu risk
modelleri; Gerber (1982), Promislow (1991),Bowers (1986), Albrecher (1998),
Yang ve Zhang (2003), Zhang (2005) ¢alismalarinda incelenmistir.

Hem kalin kuyruklu dagilima sahip hem de bagimlilik yapisini iginde barindiran
riskler, sigortacilik sektérinin 6nemli iki sorununu biraraya getirmektedir. Son
yillarda, portféy seciminde ve sigorta stratejilerinde, bagimh kalin kuyruklu riskler
uzerine incelemeye daha c¢ok agirlik verilmigtir. Hasar buyuklUkleri arasinda
bagimhhk iligkisinin var oldugu kalin kuyruklu riskler Uzerine yapilan birgok
¢alismada bu hasar buyukltklerinin risk siureci Uzerindeki etkisi incelenerek, iflas
olasiligi igin asimptotik sonuglar elde edilmigtir. Mikosch ve Samorodnitsky (2000),
Albrecher et al., (2006), risk modelleri igin iflas olasihdinin hesaplanmasina énem
vermistir. Bu konu ile ilgili olarak, Tang ve Tsitsiashvili (2003), Chen ve Ng (2006),
Gao et al., (2007), Weng et al (2008) ¢alismalari bulunmaktadir.



Bu calismada; onceki donemlerle arasinda iligkisi oldugu varsayilan hasar
tutarlarinin zaman serisi analizi ile sure¢ bazinda bagimh oldugu varsayilmistir.
Hasar tutarlarinin olasi durumlarini daha gergekgi bir sekilde yansitan kalin
kuyruklu dagihm vyapisina uyup uymadigi, bu dagihm yapisinin kosullari
incelenerek arastinimistir. Kalin kuyruklu dagilm yapisina sahip risklerin, risk
sureci ve iflas olasiliklari Uzerindeki etkisi teorik ispatlar esliginde agiklanmaya

calisiimistir.

Calismanin ikinci Bélimi’'nde, kalin kuyruklu dagihm siniflari ve her bir alt sinif
icin gerekli kosullar incelenmis. Bu dagihm siniflarinin birbirleriyle olan iligki yapisi
aciklanmaya calisiimistir. Bu dagihimlarin teorik dizeyde acgiklanmasinda gesitli

yaklasim ve yontemler de incelenmisgtir.

Cahismanin Uglincti Bolimi'nde; sigortaciliktaki temel risk modeli agiklanarak
sirasiyla Cramer-Lunberg modeli ve bu modeli olusturan surecler hakkinda bilgi
verilerek risk sureci ve iflas olasihgr acgiklanmigtir. Bu boliman ilerleyen
kisimlarinda ise kalin kuyruklu oldugu bilinen hasar buyuklikleri icin iflas
olasiliginin hesaplanmasi teorik ispatlar kullanilarak agiklanmaya calisiimistir.
Kalin kuyruklu dagilim sinifinin alt siniflarindan alt-ustel ve dizenli degisen siniflar

icin iflas olasih@i teorik olarak incelenmistir.

Calismanin Doérdlincu Bolumi’'nde ise TRAMER bilgi sistemine kayitli olan zorunlu
trafik sigortasi verileri kullanilarak calisma kapsaminda agiklanan durumlarin
uygulamasi yapilmigtir. Hasar tutarlarinin dagilim yapisi, belirlendikten sonra,
digunulen bu dagilimin kalin kuyruklu dagilim yapisina uyup uymadigi, uymasi
halinde ise hangi alt sinifa dahil oldugu arastirilmistir. Ayrica belirlenen dénem igin
sisteminbagimlilik yapisi ve risk slreci incelenerek, risk sirecinin sifirin altina
dismesi durumundaki iflas olasiligi igin yaklasik olasilik degerleri gesitli yazilimlar

kullanilarak hesaplanmistir.



2. KALIN KUYRUKLU DAGILIMLAR

2.1.Kalin Kuyruklu Dagilimlar Tanim ve Temel Ozellikleri

Olasilik teorisinde kalin kuyruklu dagihmlar; kuyruk yapilari sinirlandiriimamis ve
ustel dagilima gore daha kalin kuyruk yapisina sahip olasilik dagilimlari seklinde
aciklanmaktadir. Uygulamalarda sag tarafli, sol tarafli ya da cift tarafli kalin kuyruk
yapisina sahip dagilimlar gbzlemlenebilmektedir. Sigorta ve reasurans sirketleri
tarafindan yapilan modellemelerde, gergeklesebilecek buyuk hasarlara iligkin
Ozellikleri icinde barindiran sag kuyruk bolgesi kalin olan dagihimlar ile

ilgilenilmektedir.

Kalin kuyruk 6zelliklerini tagiyan dagilimlarin arastirimasinda; s >0 degerleri igin,
m(s) tehlike hizi fonksiyonu, m(s) =0 esitligini saglayacak sekilde negatif olmayan
rastlanti degigkenlerinin dagilim siniflari incelenmektedir. Kalin kuyruklu dagilim
Ozelliklerine sahip en belirgin ornekler; log-normal dagilim, Pareto dagilimi ve
bicim parametresi 1 degerinden kiglk olan Weibull dagihimlandir (Embrechts et
al., 2001).

Bir dagihimin kuyruk bolgesi (6zellikle de sag kuyruk bdlgesi), buyuk degerlerin
Ozelliklerini daha iyi ortaya c¢ikartmaktadir. Sigortacilikta, dagilimlarin kuyruk
yapilari 6zellikle aktterlerin ilgisini gekmektedir; ¢unku sirketin kar-zarar durumunu
etkileyen en 6nemli faktoérlerden biri, blylk hasarlarin gergeklesmesi durumudur.
Yangin, deprem, sel gibi riskli sigorta kollarinda, ara¢ hasar sigortalari (kasko) gibi
daha az risk igeren sigorta kollarina goére daha fazla blyuk hasarlarla
karsilagiimaktadir. Buyuk hasarlarin gergeklesme olasiliklarini barindiran rastlanti
degigkenleri kalin kuyruklu dagilima sahip rastlantt degiskenleri olarak
adlandinlabilmektedir (Klugman et al., 2008).

Sigorta bransi igerisinde yapilan modellemelerde, karsilasilan hasar verilerine
bagdli olarak, bu dagilimlar arasinda bir ¢esit siniflandirmaya basvurulabilmektedir.
Arastirmacilar, sektdrde karsilasilan durumlar igerisinde genellikle log-normal
dagihmin arag¢ sigorta verilerinin  modellenmesi igin uygun bir dagilim
oldugunu,Pareto  dagiliminin  ise  yangin  hasarlarina iligkin  verilerin

modellenmesinde daha iyi sonug verdigini savunmaktadir (Rolski et al., 1999).



Bu durum da aslinda sigorta uygulamalarinda kalin kuyruklu dagilimlarin

karsilagilabilecek olaylara gore siniflandirilabilecegini gostermektedir.

2.1.1. Bir dagilimin kalin kuyruklu olmasi i¢in gerekli kosullar

X.’nin, ieN ve x>0 degerleri icin F(x)<1 olacak sekilde ayni F dagihm

fonksiyonuna sahip bagimsiz pozitif rastlanti degiskenleri oldugu varsayilsin. Bu

durumda ortak bir X rastlanti degiskeninin dagihm fonksiyonu F(x)=P(X <x),

kuyruk dagilimi ( ya da yasam fonksiyonu )
F(x)=1-F(x) = P(X >X) (2.1)
seklinde gosterilmektedir.

Negatif olmayan bir rastlanti degiskenin kalin kuyruklu dagilim yapisina sahip

olabilmesi igin gerekli kogullar agagida siralanmaktadir:

Kosul 1:

F dagihim fonksiyonu ¢ >0 degeri igin
E[e”]=o0 (2.2)

seklinde elde edilmektedir. Diger bir ifade ile, [0,o0)aralidinda dagilan F dagilim

fonksiyonu & >0 degerleri igin;

[e7dF(x) =0 (2.3)
0

olmalidir.

Kosul 2:

x>0 igin F(x)>0 olmaldir.



Kosul 3:

u(x) tehlike fonksiyonu (hazard function);

1(x) =—log F(x) (2.4)
olarak tanimlanmaktadir.

u(x) tehlike fonksiyonu, diferansiyellenebilir bir fonksiyon olup, tehlike hizi
fonksiyonu (hazard rate function)

d(x)

= =m(x) (2.5)

seklinde elde edilmektedir.

Tehlike hizi fonksiyonu ayrica olasilik fonksiyonu ve kuyruk dagilimi yardimiyla

elde edilebilmektedir.
f(t)
() == B (2.6)
Tehlike fonksiyonuna bagli olarak; o degeri

o =lim sup& (2.7)

x—>o X

esitliginden elde edilmektedir. Eger o =0 ise; incelenen dagilimin kalin kuyruklu

bir dagihm oldugunu gostermektedir. Bu esitligin saglaniyor olmasi tehlike hizi

fonksiyonunun sifira yakinsadigi anlamina da gelmektedir.
Kosul 4:
s>0 olmak uzere;

lim e¥F (X) = w0 (2.8)

X—>0

olmalidir ( Rolski et al., 1999).

2.2, Kalin Kuyruklu Dagilim Siniflari
Kalin kuyruklu dagihimlarin sahip olduklari ortak 6zelliklere bagh olarak cesitli alt

siniflar olusturulmustur. Bu dagilm siniflari igerisindeki en dnemli alt sinif; alt-uUstel

10



(sub-exponential) dagihm sinifidir. Bu dagilim sinifindan farkli olarak kalin
kuyruklu dagilimlarin bagka alt siniflari da bulunmaktadir. Bunlar, uzun kuyruklu
dagihimlar (long tailed), baskin degisen kuyruklu dagilimlar (dominated-varying

tailed) ve duzenli degisen kuyruklu dagilimlardir (regularly-varying tailed).

2.2.1. Alt-ustel dagihmlar

Alt—Ustel dagilimlar kahn kuyruklu dagilim tarlerinin 6zel bir sinifidir ve 6nemli bir
yere sahiptir. Bu dagilim sinifina genel anlamda alt-Ustel isminin verilmesinin
nedeni; bu sinif igerisindeki dagilimlarin herhangi bir Ustel dagilimdan daha yavas

azalan bir kuyruk yapisina sahip olmasidir (Goldie,1998).

Alt-Ustel dagilimlara uyan hasar buyukltkleri bir portfoyde karsilasilabilecek
toplam riskleri artirmakta ve sirketin risk surecinde dalgalanmalarin ortaya

¢cilkmasina neden olmaktadir.

Alt-Ustellik durumu, benzetim programlarindaki incelenen kuyruk sistemlerinde de
benzer rol oynamaktadir. Bu dagilimlarla modellenen ug¢ hizmet sureleri, sistemde

bayuk bekleme surelerinin ger¢ceklesmesine neden olmaktadir (Goldie, 1998).

Alt-ustel dagilimli stokastik modellemeler sigortacilik sektorinde katastrofik
risklerin modellenmesinde kullaniliyor olmasinin yani sira, telekomunikasyon

sebekelerinde de kullaniimaktadir.

Alt-Ustel dagilimlar ilk kez 1964 yilinda Chistyakov tarafindan, dallanma siireci
(branchnig process) Uzerine vyapilan uygulamalarda kullanilmistir. ilerleyen
calismalarda ise alt-Ustel dagilim vyapisi, sigorta hesaplamalari Uzerinde
uygulanmistir. Bu calismalarda Pollaczek-Khinchin tarafindan, incelenen dagilim
fonksiyonunun alt-Ustel dagihm yapisina uymasi durumundaki degisimler girdi ve
¢ikti durumlari olarak iki tlrde incelenmistir. Cikti olarak degerlendirilen durum

basit bir sigorta modelinde iflas olasiliginin bulunmasi olarak gdsterilmigtir.

TUum alt-Gstel dagilimlari betimlemek igin § gosterimi kullaniimaktadir. .$" dagilim
ailesi icerisinde birgok onemli dagilim bulunmaktadir. Bu dagihimlardan birkagi;
log-normal dagilim, Pareto dagilimi ve bigcim parametresi 1 degerinden kuguk olan
Weibull dagilimidir ( Rolski et al., 1999).
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2.2.1.1. Bir dagilhmin alt-uistel olmasi icin gerekli kosullar

Herhangi bir F dagihm fonksiyonun alt-Ustel dagilim sinifi igerisinde yer
alabilmesi igin gerekli U¢ kosul bulunmaktadir. Bu kosullar su sekilde

verilebilmektedir:
Kosul 1:
x>0 degerleri igin F(x) >0 olmalidir.

Kosul 2:

F™; F dagihm fonksiyonunun n’nci dereceden konvilasyonunun kuyruk

dagihimini gostermektedir ve

F" =1-F"(X) = P(X, + X, +... X > X) (2.9)

seklinde elde edilmektedir.n=2 degeri igin;
FZ(x) = [F(x—y)dF(y) (2.10)
0

seklinde hesaplanmak Uzere, n>2 degerleri icin de benzer sekilde devam

etmektedir. Herhangi bir dagihimda n>2 degerleri igin;

lim F_“*(x) =n (2.11)
= F(x)

esitliginin saglanmasi durumunda F dagilim fonksiyonu, alt-Gstel dagihm sinifi

icerisinde yer almaktadir.

Bu kosulun bulunmasi Chistyakov’'un 1964 yilindaki ¢alismasina dayanmaktadir
(Chistyakov, 1964). Bu calismasinda Chistyakov yalnizca n>2 degerleri igin tim
limit degerlerinin saglanacagini  kanitlamistir. 1982 yilinda Embrechts ve
Goldie(Embrechets,1982) ise, n=2degeri igin bu kosulun saglandigini

kanitlamiglardir.

Kosul 3:

n>2 olmak tzere ; lim PXy+ Xyt ot Xy > X) =1 (2.12)

x>o P(max(X,, X,.....X ) > X)

olmalidir.

12



Bu kosul, alt-stel dagilim fonksiyonlarinin kalin kuyruklu olmasi durumuna agiklik
getirmesinin yani sira alt-Ustel dagihm yapisinin fiziksel yorumunu da icermektedir.
Bu acgiklama ilk kez 1964 yilinda Chistyakov tarafindan su sekilde kanitlanmistir.
n tane bagimsiz ve ayni dagilima sahip alt-Ustel rastlanti degiskenin igerisinde
cok buyuk bir degerin bulunmasi, bu n rastlanti degiskeninin toplaminin da dogal
olarak buylk olmasina neden olacaktir. Bu durum, bir alt-Gstel 6rneklemdeki

blayuk degerlerin hesaplanmasi i¢in kullaniimaktadir.

X;, X,,... bagimsiz ve alt-Ustel dagilim sinifi icerisinde yer alan ayni F dagilimina
sahip rastlanti degiskenleri olmak Uzere, tim n=2,3,... degerleri igin;

S, =X, +X,+..+ X, olmak tzere;

Pr(S, > x) = F"(x) ~ nF(x) (2.13)

esitligini saglamaktadir ve

PG+ X 4t Xy >X) F™(X)
oo P(max(Xy, X, X, ) > %) nF(X)

—1 egsitligi saglaniyor ise F dagilimi alt-Ustel

dagilim sinifina girmektedir. F € S’dir.

Xn =max X,,.., X, olarak gosterilmek Uzere; bu ispatlarda kullanilan esitliklerin

n

birlestiriimesiyle Pr(S, > x) ~ Pr(X, > x) oldugu gorulecektir. Bu esitlik aslinda

kalin kuyruklu dagilimlarin temel 6zelligini de agiklamaktadir. Bu 6zellik; en buyuk
degerin kuyruk yapisinin (tail of the maximum), bagimsiz rastlanti degiskenlerinin

toplaminin kuyruguna esit olmasi olarak agiklanmaktadir (Ko, 2008).

2.2.1.2. En bluyiik toplam ozelligi

Tdm alt-tstel dagilim sinifi igin gecgerli olmamakla birlikte, bu dagilim sinifinin alt

siniflari igin bu 6zellikler dogrultusunda baska iligkiler de bulunmustur.
Bu iligkilerden en dnemlisi toplamlarin en buyugu ozelligidir.

X, ve X,, F ve F, dagihmina sahip bagimsiz rastlanti degiskenleri ve

S, =X, + X,olmak uzere ;
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Pr(S, >X) = F,*F, () ~ R(x) + F,(x) (2.14)
seklinde elde edilmektedir.

Bu 0Ozelligin tum alt-ustel dagihm siniflari icin gegerli olmadigi Leslie’nin 1989
yilindaki calismasinda (Leslie, 1989) kanitlanmistir. Cai ve Tang, 2004 yilindaki
calismalarinda (Cai, 2004) bu 6zelligi alt-Ustel dagihm sinifinin alt siniflarindan
olan duzenli degisen fonksiyonlar (27) ile uzun kuyruklu dagilimlarin (£') kesisim

araligi icin (2 ~ £) gostermislerdir (Ko, 2008).

Alt-Ustellikle ilgili genellikle rastlanti degiskenlerinin ayni dagilima sahip, bagimsiz
ya da tamamen bagimsiz olduklari durumlar Gzerine galismalar yapilmistir. Bu

Ozellik alt—Ustellikle ilgili birgok teorinin sinirlandiriimasina neden olmustur.

F....F dagilimina sahip X Xy, X rastlant degiskenlerinin

Pr(S, > X) ~ F.(X) + F,(X) +...+ F, () (2.15)

esitligini saglamasi durumunda, bu degiskenler bagimli kabul edilebilmektedir
(Ko, 2008).

Bu durum; S, ’in kuyruk davraniginin, toplanan alt-ustel degiskenlerin bagimlilik

o

durumlarina gore degistigi seklinde agiklanabilmektedir.

£ :Uzun kuyruklu dagihmi,

7 :baskin degisen kuyruklu dagihmi géstermek Gzere;

Fe(Z22n/L) durumu igin Geluk ve Ng, 2006 yilindaki yaptiklari galismada,
(Geluk, 2006) Pr(S, >x)~FE(X)+F,(X)+...+F (x) esitligini, X,,..,X, rastlant

degiskenlerinin negatif iligkili (negatively associated) durumu igin ispatlamiglardir.

Buradaki negatif iligkili durum; 1,..,n olmak Uzere her bir ayrik, bos olmayan |

ve J alt kimeleriigin X,,..., X, degiskenlerinin, f ve g artan fonksiyonlarina gore
kovaryanslarinin sifirdan kiguk olmasi seklinde agiklanabilmektedir.

(Cov f(X;,iel)g(X; jed) <0)
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Albrecher ve digerleri 2006 yilindaki ¢alismalarinda (Albrecher et al, 2006) n=2

olmak uzere X, ve X, rastlanti degigkenlerinin bagimlilik durumlarini copula
yaklasimi ile aciklamaya c¢alismistir. Bu c¢alisma igindeki Teorem 2.7°de
Pr(S, >x) = F, *F,(x) ~ F,(x)+ F,(x) esitligindeki asimptotik sonuglar F dagiliminin
surekli olup X, ve X, rastlanti degiskenleri igin copula yogunluk fonksiyonun var

olup, 0<c<1 aralginda tekdize sinirli olmasi durumu icin inceleme yapmislardir.

Tang ve Tsitsiashvili, 2003 yilindaki c¢alismalarinda alt-Ustel dagilimlarin

belirsizligini farkli bir bakis acisina gore incelemiglerdir. Ana Y,,...,Y, rastlanti
degiskenleri bagimsiz ve ayni alt-Ustel dagilima sahip rastlanti degiskenleri iken,
agirhklarin ise w,...,w, olmak Uzere esas rastlanti degigkenlerinden bagimsiz ve
O<a<b<wolmak Uzere [a,bJaraliginda sinirl ayni dagilima sahip bagiml

degiskenler oldugu varsayllmigtir. Bu varsayimlar altinda; X, X,,..., X, rastlanti

degigkenleri agirliklandiriima iglemi uygulanarak X, =wY;, X,=W)Y, ,.., X, =WY,
seklinde yazilmigtir. Bu durum igin de P(S, >X)~F(X)+F,(X)+...+F (x) esitligi

Tang ve Tsitsiashvili ‘nin ¢galismasindaki Teorem 3.1 ‘de ispatlanmistir (Ko, 2008).

2.2.1.3. Kuyruk esdegerliqi

Kuyruk esdederligi (tail-equivalence)alt-ustel dagilim yapilarinin incelenmesinde

onemli bir yere sahip olup cesitli 6zellikleri icinde barindirmaktadir.
Ozellik 1:

F dagilimi alt-stel dagilim sinifi igcerisinde yer alan bir dagilim; G dagilimi ise F
dagihimina gore daha ince kuyruk yapisina sahip bir dagihm olmak uzere, G

dagilimi;
lim=—-~%==0 (2.16)

esitligini sagladigi takdirde;
F*G ve F*G(x) ~ F(x) dagihimlar, alt-Ustel dagilim sinifina dahil olacaktir.

F*G;F ve G dagihm fonksiyonlarinin konvilasyonunu géstermektedir.
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Ozellik 2:

F dagihmi alt-tstel dagilim sinifi igerisinde yer alan bir dagihm, G dagilimi ise
¢ >0 sabiti ile G(x) ~cF(x) esitligini sagladigi takdirde; G ve F*G dagilimlari alt-

ustel dagilim sinifi igerisinde yer alacak ve
F*G(X) ~ 1+C)F(x) (2.17)

esitligi bu iki dagilim icin saglanacaktir. F ve G iki dagihm fonksiyonu olmak
uzere, eger bu Ozelligi saghyor ise kuyruk esdegerlikli (tail-equivalence) olarak
ifade edilir (Sigman,1999).

Alt-Ustel dagilim kosullarindaki, (2.12) esitliginde, X, +...+ X, rastlanti degiskenleri
F e § olacak sekilde ortak dagilima sahip bagimsiz rastlanti degiskenleri olmak

uzere max X,.., X, ve X +..+X, degerleri yukaridaki ozellik sayesinde alt-

ustel dagihm sinifinda yer alacak ve bu durumda bu degerlerin c=n ile F

dagilimina kuyruk esdegerlikli olduklari sOylenebilecektir.

2.2.1.4. Degiskenler toplami

X, bagdimsiz ve ayni F dagilimina sahip rastlanti degiskenleri, N ise N >0

olmak Uzere X, 'den bagimsiz ve 0<E[N]<o kosulunu saglayan rastlanti

N
degiskeni olmak Uzere Y:ZXn seklinde olan bir Y rastlanti degiskeni igin

n=1

asagidaki ozellikler yazilabilir:

Ozellik 1: Eger F €S ve &> 0 degerleri icin E(e”™) <o esitsizligi saglaniyor ise;

Y €S ve P(Y >x)~E[N]F(x) (2.18)
olacaktir.

Bu esitlik incelenecek olursa, (2.11) esitliginde n yerine beklenen deder E[N],

konularak elde edilen esitlik ile ayni oldugu goérilecektir (Sigman,1999).
Ozellik 2: Eger (2.18) esitligi saglaniyor ve n>2 degerleri icin P(N =n)> 0 oluyor

ise; FeS ve Y €S olmaktadir.

16



Ozellik 3: Eger N, n>0, O<a<1 parametresiyle P(N =n)=(1-a)a" olacak
sekilde geometrik dagilima sahipse (ya da pozitif ortalamali Poisson dagiimina
sahipse) yalnizca (2.18) esitliginin saglanmasi durumunda Y €S ve bu durumun

gerceklesmesiyle de F €S olmaktadir.
F €S olmasi durumunda; ne N olmak lizere F™ €S ve ayrica F" €S olacaktir.

Buna gore; F € S oldugundan

. F(x-y)
= lim— =1lvyeR
X—>0 F (X) y € (219)
> [e7dF ()= V&>0 (2.20)
0
-)lgxx)—)oo Ve>0 (2.21)
e

esitlikleri saglanmaktadir.

(2.21)esitligi alt-tGstel dagihmlarin temel 6zelligini ortaya ¢ikarmaktadir. Bu 6zellik;
F dagilim fonksiyonunun kuyruk dagiliminin, herhangi bir Gstel dagihmin kuyruk
yapisindan daha yavas bir sekilde azalmakta oldugunu gostermektedir. Bu durum

ayrica limit 6zelliklerinden de yorumlanabilir.

(2.20) esitligi ise alt-Gstel dagihimlarin hicbir momente sahip olmadiklarinin
gOsterilmesinde kullaniimaktadir. Bu durum bir modelleme asamasinda, kurulmasi
disunulen modelin momentlerinin var olmasinin istendigi bir yontemde kisitlayici
bir 6zellik olarak ortaya ¢ikabilmektedir (Goldie, 1998).

X, X, bagimsiz ve ayni alt-Ustel F dagilim fonksiyonuna sahip rastlanti

degiskenleri ise; x — o iken;
P(X,+ X, >X)~P(max X,,X, >X) (2.22)
olmaktadir.

P(max X,,X, >Xx)=1-F?(x)=(1-F(x))(+F(x)) olarak verilmekte olup
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1-F?(x)

im =2 esitliginden;
X—0 1_ ( )
*2 *2
im0 g R0 gt P () esitligi elde edilmektedir.
o2 21-F(x)) == ((+F))A-F(x) *==1-F*(x)

Burada; 2(1-F(x))=@+F(x))1-F(x)) olarak alinmigtir. Bunun nedeni F(Xx)

fonksiyonun x —ooiken 1’e esit olmasidir.

- *2 *2
1-F (0 ifadesi F_( ) ‘e esit oldugundan ;

- F*(x) F2(x)

P00, Xj—E(X;y) dF (y) (2.23)

esitligi elde edilmektedir.

E(x) :E(x)+ F(x—y)dF(y) olmak Uzere (2.23) esitligi de incelenirse;
0

F(x—x)= ]E(X— y)dF(y) ve

*2
liminf — 5 5 (2.24)

== F(
oldugu gorulmektedir (Rolski et al., 1999).
Esitlik (2.23) alt-Ustel dagilimlarin iki yararli 6zelligini ortaya ¢ikarmaktadir.

Alt-stel dagilimin birinci yararh 6zelligi;

Eger F dagihmi alt-Ustel dagilim yapisina uyuyorsa, yani FeS ise; x >0

Fi=x) (2.25)

degerleri icin; lim——~=
g Y am F(x)

ve
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lim 3‘% dF(y) =1 olmaktadir. (2.26)

X—>®

Alt-Gstel dagilimin ikinci yararl 6zelligi ise;

F dagihminin alt-Ustel dagilima uydugu varsayimi altinda (FeS), [0,o0]

araligindaki ¢ degerleri igin

lim El(x) =C (2.27)
= F(x)

esitliginin saglanacak olmasidir.

2.2.2. Alt-ustellik sinifi igin kriterler

Bircok durumda, verilen bir dagilimin alt-ustel dagilim sinifi igcerisinde yer aldiginin
ispatlanmasi ¢ok kolay olmamaktadir. Risk teorisindeki uygulamalar icin dagilimin
kendisinden c¢ok, bu dagiliminin buatinlesik kuyruk dagihiminin (integrated tail

distribution) alt Ustellige uyuyor olmasina ihtiya¢ duyulmaktadir.

2.2.2.1. Bitiinlesik kuyruk dagilimi

Sonlu beklenen degere sahip (x>0) negatif olmayan rastlanti degiskeninin
dagilim fonksiyonu F olmak Uzere, butlnlesik kuyruk dagihm (integrated tail

distribution), F, asagidaki gibi aciklanmaktadir:

0 eger x<0

FI(X): 1’
— |F(y)dy eger x>0
uff

(2.28)

2.2.3. Alt-ustel dagilim siniflari
Tanimlardan da agik¢a gorulmektedir ki, alt-Ustel dagilim fonksiyonlarinin ya da bu
dagilim fonksiyonlarindan bulunan butunlesik kuyruk dagihm fonksiyonlarinin

karakteristigi kuyruk yapisina bagl olarak basit ifadelerle aciklanamamaktadir.
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F(x-
Tam alt-Ustel dagihm fonksiyonlarinin |Im%:l esitligini saglamalari
X—>0 X

gerekmektedir. Bu kosulu saglayan dagilim siniflari alt-Ustellik icin muhtemel

adaylari olusturacaklardir.

Bilinen alt-Ustel dagihm siniflar;; uzun kuyruklu dagilimlar, baskin degisen

kuyruklu dagilimlar ve duzenli degisen kuyruklu dagilimlardir.

2.2.3.1. Uzun kuyruklu dagilimlar

X —>o’ iken e*F(x) > 6zelliginin saglanmasi, kalin kuyruklu dagiimlarin daha

genis alt siniflarindan uzun kuyruklu (long-tailed) dagilim sinifi icin de gecerli

olmaktadir.

F, (0,0) araliginda tanimh ve x>0 degerleri icin F(x)<1 olan bir dagihm

fonksiyonu olmak Uzere y >0 degerleri icin bu F dagilimi;

. . F
ImMP(X >x+y| X >x)=Ilim g(+)y) =1 esitligini sagliyor ise F < L olacaktir.
X—>00 X—>0 X

Bu esitligin pay ve paydasindaki dagilimlar a(x)~b(x) fonksiyonlari seklinde
gosterildiginde; x-—>oo’a giderkena(x)/b(x) -1 olacagi gorulecektir. Bu durum
tum y >0 degerleri igin

F(x+Y)~ F(x) seklinde kullanilmaktadir. (2.29)

Cesitli drnekler gostermistir ki, L sinifina dahil (uzun kuyruklu dagilim yapisinda)
olmasina ragmen S sinifinda bulunmayan (alt—Ustel olmayan) dagihmlar da

bulunmaktadir.

2.2.3.2. Baskin degisen kuyruklu dagilimlar

F dagilimi, O<t<1 araligindaki t degeri igin;

1msup%<w (2.30)
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Ozelligine sahip ise bu dagilim baskin degisen kuyruklu dagilim (dominatedly-
varying tailed) olarak tanimlanabilmektedir. Baskin degisen kuyruklu dagihm sinifi

2 ile gosterilmektedir.

2.2.3.3. Duizenli degisen kuyruklu dagilimlar

Alt-Gstel dagihimlarin énemli alt siniflarindan biri de dizenli dedisen kuyruk
(regularly-varying tailed) yapisina sahip dagihimlardir. Dizenli degisen kuyruklu

dagilimlar & ile gbsterilmektedir. Bir dagilimin bu alt sinifta yer almasi igin
gerekli kosullar su sekilde verilmigtir.

Kosul 1:

F dagihmi >0 ve t>0 degerleri icin dizenli dedisen kuyruklu dagilim sinifi

icerisinde yer aliyor (Fe & ) ise;

lim 20 _
F)

e (2.31)

kosulunu saglamalidir.
Kosul 2:

Pozitif dlgulebilir fonksiyon f ile gosterimek Uzere a <R olmasi durumunda,

f eR,, olmasiigin; Vt>0olmak Uzere
lim (&) _ e (2.32)
X—>0 f(X)

esitliginin saglanmasi gerekmektedir.
Kosul 3:

Duzenli degisen kuyruklu dagihmlar, uzun kuyruklu dagilimlara bagh olarak da

iligkilendirilebilmektedir. 1(x); yavas degisen fonksiyon olmak uzere, x>0 ve

| € Ry, Olmak Uzere « =0degerleriigin Fe R, oldugu takdirde;

F(x) = x“I(X) (2.33)

olacaktir.

Bu esitlikteki =0 indeksli duzenli degisen kuyruklu dagilimlar igin %—)t
X

durumu saglanmalidir.
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Duzenli degisen kuyruklu dagilima ornek olarak bunyesinde [I(x)=cIn(x) veya
I(x) =cIn(In(x)) seklindeki donistim fonksiyonlari ya da bir sabite yakinsayan
I(x) fonksiyonunun yer almasi durumundaki Pareto dagilimi &rnek olarak

verilebilir. Literatirde duzenli degisen fonksiyonlar ile ilgili Bingham, Goldie ve

Teugels (1989) gcalismasi bulunmaktadir (Sigman, 1999).

2.2.4. Duzenli degigsim ve alt-ustellik

Asimptotik tahminler hem sigorta matematiginde hem de matematiksel finansta yer
alan durumlardandir. Bu tahminlerin yapilmasinda Laplace, Fourier, Mellin gibi
bircok donusim 6nemli rol oynamaktadir. Bu durum klasik Abel-Tauber teorisine
de olanak saglamistir. Duzenli degdisim teorisi ve alt-Ustelligin birlikte oldugu
durumlar Uzerine yapilan birgok calisma Bingham et al., (1987) calismasina

dayanmaktadir.

2.2.4.1 Karamata teoremine qore diizenli degisim

(0,0) araliginda Lebesque olgulebilir bir fonksiyon olan L’nin, yavas degdisen

(slowly varying) bir fonksiyon olmasi igin (L € R));

im=®™) 1150 (2.34)

= L()

esitligi saglanmalidir.

Yavas degisen fonksiyonlara érnek olarak; pozitif bir sabite esit fonksiyonlar,

logaritmalar ve tekrarlamali logaritmalar verilebilir.

(0,) araliginda Lebesque olgllebilir bir fonksiyon olan h ’'nin, « R dizininde

duzenli degisen bir fonksiyon olmasi igin (heR))

lim D) _ et 50 (2.35)
= h(X)

esitligi saglanmalidir.

Duzenli degisen fonksiyon vyapisi degisik vyollarla agiklanabilmektedir. Bu

tanimlardan en onemli olani bu kosuldaki limitin var olmasi ve sonucun pozitif
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olmasidir. Bu durum, bélimdn t* formuna sahip bir fonksiyon olmasindan da
kaynaklanmaktadir. Gergekte; duzenli degigsen fonksiyonun t>0 degerleri igin

limitinin var oldugunu ve y(t)’e esit oldugunu varsayarsak, y(st)= y(s) yx(t) olmak

uzere a R degerleriigin y(t) =t“ seklinde olacaktir.

Tum gergek o degerleri icin x* x“In(l+x), (xIn+x))* x*In(In(e+x)) seklindeki
fonksiyonlar « sirasina sahip o’a dogru duzenli degisen fonksiyon ornekleri

olarak verilebilir.

2.2.4.2. Diuizenli degisen fonksiyonlar icin tekdiize yakinsaklik teoremi

a>0 ve x>0 olmasi durumunda ve h fonksiyonu (0,x] aralhidinda sinirl

fonksiyon olmak lGzere heR, ise;

O<a<b<oo arahdiigin;

Iim@:
= h(x)

t* (2.36)
esitligi saglanmaktadir.

Bu esitlikte;

a=0 ise t, [a,b] araliginda tekdize dagilmaktadir. «>0 ise t, (0,b] araliginda

tekdiize dagilmaktadir. a <0 ise t,[«r, ) araliginda tekdize dagiimaktadir.

2.2.4.3. Duzenli degisen fonksiyonlar icin gosterim teoremi

a €R degerleriicin heR ise; z>0, ¢ ve § x—>wiken ¢(x) — ¢, €(0,)

ve 5(x) — o olacak sekilde dlgulebilir fonksiyonlar olmak Uzere x>z dederleriigin;

h(x) =c(x)exp {T@ du} (2.37)

seklinde yazilabilmektedir.

heR, olmak Gzere o =0 degerleri igcin X —o0 iken ;
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eg 0
hpg=17 8 %2 (2.38)
0 eger a<0

olmaktadir.

2.2.4.4. Karamata teoremi

Karamata teoremine gore; bir dizenli degisen fonksiyonun integrali yine bir duzenli

degisim fonksiyonunu verecektir. LeR, olan ve Xx,>0 degerleri igin [x,,)

araliginda bolgesel sinirli olan bir dagihm x — oo iken;

a>-1 degerleri icin

frrL@ydt ~ (@ +2)*x*L(x) (2.39)

a <—1 degerleri igin jt“L(t)dt ~ —(a +1) " x“IL(x) (2.40)

o =-1 degeri icin ise; L]‘@dt—mo (2.41)
- g g ) L(X) : t .

ve

I@ dt e R, olmaktadir. (2.42)

Eger j@dt«o ise;

Xo

1 %L
m th% (2.43)
ve
C](@)dteRo olmaktadir. (2.44)
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Karamata’'nin teoremi alternatif olarak su sekilde de formile edilebilmektedir.

a €R olmak lzere heR, olan ve X, >0 degerleri icin [X,,0) arahginda bolgesel

sinirli olmak tzere;

a > -1 degerleri igin

[yt

% _ (2.45)
x>o  xh(X) a+1
a<-1 degerleri icin

ﬁKDdt
im X = (2.46)
x> Xh(X) a+l
olmaktadir.

Bu esitlik a=-1 kosuluyla, x,>0 degerleri icin [X,,0) aralhginda bdlgesel
sinirlandinimis h pozitif fonksiyonu igin saglaniyorsa he R, ‘dir (Embrechts et al.,

2001).

2.2.5. S” Sinifi

FeS ve F €S igin gerekli kosullarin belilenmesinde kargilasilan problemlerin

biraraya getiriimesi icin Kluppelberg (Kluppelberg, 1988) tarafindan bu alt sinif

onerilmistir.

F, tim x>0 degerleri igin F(x)<1 ve x>0 degerleri icin de F(x)>0 olacak
sekilde (0,«)arahdinda tanimli bir dagilim fonksiyonu olmak Gzere, F dagilimi

sonlu ortalamaya ( &) sahip ve

|”n!5%%§QE(Wdy=2ﬂ (2.47)

X—>0

esitligini sagliyor ise F €S™ olacaktir ( Rolski et al., 1999).
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 F(x—y)=
Sonlu ortalamanin 1/ olmasi durumunda Imyj%F(y)dy:Z esitliginin
X—0 X
0

saglandigi da gorulmektedir (Sigman, 1999).

Bu alt sinifinin en énemli 6zelligi; bu sinifa dahil olan bir dagilimin hem kendisinin
hem de butlnlesik kuyruk dagiliminin alt-Ustel dagilima uyuyor olmasidir (Eger

FeS ise FeS ve F eSolacaktir).

S sinifi, kuyruk es degerlilik 6zelligini saglamamaktadir.

Ayrica S”sinifi sonlu ortalamaya sahip oldugundan Pareto, log-normal, Weibull
gibi duzenli degisen kuyruklu dagilim fonksiyonlarinin yaninda daha birgok

dagihmi da icermektedir (Sigman, 1999).

F eS ve F, €S olmasi igin gerekli kosullar birlestirilerek F €S™ olmasi igin gerekli

kosullara donusturtlmustar.

F dagiliminin tehlike fonksiyonu u(x), tehlike hizi fonksiyonu m(x) ile gosterilmek

Uzere F €S” olmasi igin gerekli kosullar su sekilde siralanmistir:

a) Egerlimsup xm(x) <wise FeS" ‘dir.

b) 5e€(0,1)ve v=>1 olacak sekilde tim x>v,y>1 degerleri igin u(x,y) < y°u(x)

ve liminf xm(x)>(2-2°)" ise F € S"'dir.

c)m(x) fonksiyonu, 0’a dogru azalan bir fonksiyon ise; FeS” ve
lim feyq(X’E(y)dy =u olacaktir.
0

FeS olmasi icin daha genel kosullari sunlardir;

limm(x)=0 ve limxm(x)=c oldugu varsayllmak (zere; yukaridaki kosullara ek

X—>0

olarak bir dagilim asagidaki kosullardan birini bile saglayabilirse $" sinifina dahil

olacaktir (FeS"):
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a) limsup xm(x) <1,
X—® ,LI(X)

b) 6e 0,1 olmak Uzere m(x)eR_, »

c) &e(0,1) ve m(x)tehlike hizi azalan bir fonksiyon olmak tzere ,(x)eR,, IS€;

d) m(x)eR,ve m(x)tehlike hizi azalan bir fonksiyon olmak Uzere

u(x)=-xm(x) e R, ise Fe S dir (Kliippelberg, 1988-1989).

2.3. Kalin Kuyruklu Dagihim Siniflari Arasindaki iligkiler
Tam dagihm siniflarinin incelenmesinden sonra kalin kuyruklu dagihm sinifi ve alt

siniflari igin su sekilde bir siniflandirmanin yapilabilmesi saglanabilecektir.
KX :Kalin Kuyruklu dagihmlart,

£ :Uzun kuyruklu dagihmlart,

S :Alt-Gstel dagilimlari,

A :Duzenli degisen dagilimlari,

2 :Baskin degisen dagilimlari,

gostermek Uzere (0,) araliginda tanimh F dagiliminda;

](2{ f(—g) = O]'e”dF(x) = &>0 igin}

f={1‘£2%:1 y>0igin},
R=FeR_ a=0 igin,

D ={Iim sup%<oo} Ozelliklerine sahiptir. Bu siniflar arasindaki 6zellikler

su sekildedir;

lL RcScLck veRcD
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2. 90nL S
3. DzSve S .

Embrechts ve Omey (1984) kalin kuyruklu dagilim siniflarinin arasindaki iligkileri
detayli bir sekilde incelemis, ve kalin kuyruklu dagihimlarin alt siniflari ile olan
iligkisini Sekil 2.1°deki gibi gostermiglerdir (Embrechts et al., 2001).

Sekil 2.1 Kalin kuyruklu dagihmlar ve alt siniflarinin iliskisi

2.4. Kalin Kuyruklu Dagilimlarin Belirlenmesi

2.4.1. Kuyruk agirhgi

Kuyruk agirhigi bir dagilimin kuyruk yapisi hakkinda, 6zellikle de sag bdlgesinin
kalin olup olmadigi hakkinda bilgi veren bir kriterdir. Kuyruk agirlig iligkili ya da
mutlak durum olmak (izere iki tirden olusmaktadir. iliskili durumda, incelenen
dagihmlar arasinda karsilastirma yapilarak bir dagilimin, diger dagilimdan daha
kalin kuyruk yapisina sahip olup olmadigi arastiriimaktadir. Mutlak durumda ise,
kalin kuyruk sinifinin bazi temel 6zelliklerine sahip olan dagilimlarin incelenmesi

yapilmaktadir (Klugman et al., 2008).

Modele karar verilmesi agsamasinda, dusunulen dagilimin kuyruk agirliginin
incelenmesi daha dogru secgimler yapilmasi acgisindan o6nem tagimaktadir.
Ornegin; yangin sigorta verilerinin Pareto dagilimina yakin bir model ile kurulmak
istenmesindeki amag; bu dagiimin kalin kuyruk yapisina sahip bir dagihmla

kurulmasi gerektiginin digunuliyor olmasidir.
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2.4.1.1. Momentlerin bulunmasi

Bir dagilimin kalin kuyruklu dagilim yapisina uyup uymadigi, momentlerinin var

olup olmadigina bagh olarak agiklanabilmektedir.

Birgok sigorta 6deme degiskeninde oldugu gibi sadece pozitif degerlere bagh

rastlanti degiskenleri icin ortalamaya goére Kinci moment; kesikli durum igin

Zxk f (x), surekli durum igin J(xk f(x)]dX seklinde hesaplanmaktadir.
0

Surekli durumda, ortalamaya goére kK'inci moment her zaman varolmayabilir. Bunun
nedeni, bu integral sonucunun yogunluk fonksiyonuna ve k degerine bagli
olmasidir. Eger yogdunluk fonksiyonu c¢ok buylk bir degere sahipse; bu
fonksiyonun x* degeri ile carpimi da daha buyiik bir sonug olusturacak ve integral
sonucunun anlamli bir deger ¢ikmasini zorlastiracaktir. Kalin kuyruklu dagilima
gobre daha az blyuk hasara sahip dagihmlar igin integral sonucu elde
edilebileceginden tim pozitif momentlerin varolusu bir ince sag kuyrugu isaret
edecektir. Pozitif momentlerin mutlak bir degeri gbstermemesi ya da
bulunamamasi durumunda ise incelenen dagiimin kalin kuyruklu bir dagihm

olacag! dusunulecektir.

Momentlerin bulunmasina baglh olarak ince ya da kalin kuyruk yapisina sahip olma
durumu ince ve kalin kuyruklu dagilimlar arasinda yapilabilecek karsilastirma ile

daha net bir sekilde aciklanabilir.

ince bir kuyruk yapisina sahip oldugu bilinen gamma dagiliminin olasilik yogunluk

fonksiyonu;
xe-lg o .

f(x)= (@) x>0 ise, (2.48)
0 o.d

olmak Uzere; ortalamaya gére k’'nci momenti;
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= X ——— dx seklinde hesaplanmaktadlr.yzg donuigumu yapilarak

ortalamaya gore k'nci moment; k >0 degerleri i¢in

a- _ © nky,ky,a-15-y
Il(y )k(ye) * o gy = [PYY € gy
r(a)0 o @)
w Hk k+a-1,-y ek y k+a-1,-
= y"Teldy =—— Jy"e”
ojf(a) r(04)0j

k

= rf ) r(e¢+k) <o  seklinde bulunacaktir (Klugman et al.,2008).
(24

Ortalamaya goére k’'nci momentinin var olmasi nedeniyle gamma dagiliminin ince

kuyruklu bir dagilim yapisina sahip oldugu gorulmus olacaktir.

Gamma dagilimina gore daha kalin kuyruk yapisina sahip oldugu bilinen Pareto

dagihminin olasilik yogunluk fonksiyonu;

ab”
f(x)=1 (x+6) (2.49)
0 6.d

olmak Uzere; ortalamaya gore k’'nci momenti;

% af”
= X —dX
Hr OI (x+0)""

seklinde hesaplanmaktadir.

Bu integral igerisinde y=x+6 donugsumu yapilarak ortalamaya gore k'nci

moment;

- [ty-o0r 2y =avr ?ﬁ(ﬁjyj—“*(—e)“dy

0 j=0
olarak bulunmaktadir.
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Bu esitlik; bu integral sonucunun, ancak ve ancak y’nin toplam uUstlerinin -1

degerinden kuguk olmasi durumunda var olabilecegini gostermektedir.

Pozitif momentlerinin bulunamamasi nedeniyle bu dagihmin kalin kuyruklu bir

dagilim oldugu soylenebilmektedir.

2.4.1.2. Limit oranlari

Bir dagilimin, herhangi bagka bir dagilima gore daha kalin kuyruk yapisina sahip
olup olmadigina, bu dagihmlarin yasam fonksiyonlarinin oranina bakilarak da
karar verilebilir. Yasam fonksiyonlari oraninin sonsuzluga yakinsamis olup
olmamasi 6nem tasimaktadir. Bu durum yogunluk fonksiyonlari oraninin

incelenmesine de denk olmaktadir.

Herhangi ince kuyruklu bir dagihm ile kalin kuyruklu bir dagilim arasinda yapilan

incelemelerde bu durum agikg¢a gorulebilecektir.

Gamma dagiliminin parametreleri olan («,0) nin yerine z ve A gdsterimleri

kullanilarak Pareto ve gamma dagihimlari arasinda kuyruk kalinhgr yonunden

inceleme yapilabilmektedir.

Pareto ve gamma dagilimlarinin olasilik fonksiyonlarinin oranlanmasiyla;

o a+l
I|m fPareto(X) _Ilm (ae )){(X—i_g)

e fGamma(X) X (Xr—le_}) / (r(T)ﬂ,T

3 ald”  r(o)A”
<n (k0T L
Z
—lim——¢0°% bulunmaktadir (Klugman et al., 2008).

- X500 (X+6)a+lxr—l

L’Hopital kuralinin uygulamasi ya da Ustel fonksiyon Ozelliklerinin kullaniimasiyla,
payin daha hizli bir sekilde sonsuza gittigi goértlenilmektedir. Bu durumda Pareto
dagihminin gamma dagilimina goére daha kalin kuyruk yapisina sahip oldugu
anlasiimaktadir.
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2.4.1.3. Tehlike hizi fonksiyonu

Tehlike hizi fonksiyonu da dagihmin kuyruk yapisi hakkinda bilgi vermektedir.
Tehlike hizi fonksiyonu azalan bir fonksiyon ise, bu durum dagihimin kalin kuyruk
yapisina sahip oldugunu godstermektedir. Diger taraftan, tehlike hizi fonksiyonu
artan bir fonksiyon ise, daha ince bir kuyruk yapisina sahip bir dagilim

beklenecektir.

Pareto ve gamma dagiliminin tehlike hizi fonksiyonlarinin karsilastirmasi yapilarak

da bu dagilimlarin kuyruk yapilari hakkinda bilgi sahibi olunabilmektedir.

Pareto dagiliminin tehlike hizi fonksiyonu;

) a0 (x+0)

m(X)— If - o -a
(x) 0“(x+6) X+6

eklindedir. (2.50)
$

Bu fonksiyonun azalan bir fonksiyon oldugu gorulecektir. Boylece bu dagilimin

kalin kuyruklu bir dagilim oldugu belirlenmig olacaktir.

Gamma dagiliminin tehlike hizinin hesaplanmasinda ise daha dikkat gerektiren bir
durum séz konusu olmaktadir. Ciinkii; gamma dagiliminin F(x) kuyruk dagilimi

icin net bir form olusturulamamaktadir. Bu nedenle tehlike hizinin tersinden yola

¢ikilarak sonug bulunmaya caligiimigtir.

O]f (t)dt (]'f (x+y)dy

m)  f0  f) (2.51)

Eger ki; % degderi sabit y degerine bagh olarak artan bir fonksiyon ise;
X

b ifadesi artan bir fonksiyon olacak ve m(x) tehlike hizi azalan bir fonksiyon
m X

olacaktir. Boylece;

—(x+y)/6

f(x+y) (x+y)“'e
f (X) - Xaflefxlg

y
:(1+¥)“e9 esitligi o <ldegerleri icin artan, a>1

degerleri icin azalan bir fonksiyon olacaktir.
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Bu odlgulendirmeyi kullanarak, gamma dagiliminin bazi parametre degerleri igin
kalin bir kuyruga sahip oldugu (« <1); ancak bazi parametre degerleri igin ise ince

bir kuyruk yapisina sahip oldugu ( « >1) sonucu ortaya gikacaktir.

Gamma dagiliminin parametresi « =1 oldugu takdirde; Ustel dagilima dénusmekte

ve sabit tehlike hizina sahip olmaktadir (Klugman et al., 2008).

FOO _ o F00 _
limm(x) =lim =3 F(x) =-lm— f(x) lm{dxlnf(x)} (2.52)
d X 1 a-1, 1

2.4.1.4. Ortalama arda kalan yasam siiresi

Dagilimin kuyruk yapisi hakkinda bilgi veren bir diger kriter de ortalama arda kalan
yasam suresidir. Eger bir dagihmin ortalama arda kalan yasam stresi, d gibi bir
degerin eklenmesiyle artis goOsteriyor ise, blyuk degerlerin daha da buylmesi
beklenmektedir. Ortalama arda kalan yasam suresi fonksiyonunun azaldigi ya da
az bir oranla artis gosterdigi durumlarda ise bir dagilimin diger dagilimdan daha

kalin kuyruga sahip olmasi durumu agiklanabilmektedir.

Ortalama arda kalan yasam suresi fonksiyonu ve tehlike hizi fonksiyonu birgok

yonden iligkili olmaktadir. Oncelikle;

_ exp |:_y] m(X)dX:I y+d y
Fly+d) _ 0 - expli— [ m(x)dx} = exp[—jm(d +t)dt} (2.53)

F) exp[—jm(x)dx} ¢

bicimindedir.

y
Bu nedenle sabit y degeri i¢in tehlike hizi azaliyorsa, _[m(d +t)dt, d’nin azalan bir

F(y+d

fonksiyonu olacak ve buradan hareketle; ters durumu igin W)) d’nin artan bir

fonksiyonu olacaktir. Ortalama arda kalan yasam stresi fonksiyonu su sekilde de
aciklanabilmektedir:
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e(d) =4 = =Ujﬁ(y+d)dy (2.54)

Sonug olarak, eger tehlike hizi azalan bir fonksiyon ise, ortalama arda kalan

yasam suresi fonksiyonu e(d), ddegerine gbre artan bir fonksiyon olacaktir.

Bunun nedeni; Fl(:_y(;-)d) 'nin sabit y degerleri icin artan bir fonksiyon olmasidir.

Benzer sekilde; eger tehlike hizi artan bir fonksiyon ise, ortalama arda kalan

yasam suresi fonksiyonu azalan bir fonksiyon olacaktir.
Ortalama arda kalan yasam suresi ile tehlike hizi fonksiyonu arasinda baska bir

iliski daha bulunmaktadir. d > iken, F(d) ve jlf(x)dx degerleri sifira dogru
d

gitmektedir.

Ortalama arda kalan yasam suresi fonksiyonunun d — oo limit durumu incelenecek
olursa, arda kalan yasam suresi ve dagihimin kuyruk yapisi hakkinda bilgi sahibi

olunabilecektir:

O(jlf(x) dx

lime(d) =lim4———
d—w d—w F(d)

Bu limit iliskisi daha cok, F(x)’in (m(x)vee(d)’nin) karisik yapida bulundugu

durumlarda kullaniimaktadir.

2.4.1.5. Denge dagilimlari

Ortalama arda kalan yasam suresi ve kuyruk agirligi konusunda surekli zamanh
iflas  modelinde buyuk Onem tasiyan denge dagilimlarindan da bilgi
edinebilmektedir.
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Herhangi bir negatif olmayan, F dagilim fonksiyonuna sahip, 1/ ortalamal X

rastlanti degigkeninin denge dagilimi F, ile gosterilmek Uzere; x>0 degerleri igin;

F.(x) = [F(y)dy (2.55)

seklinde hesaplanmaktadir.

Denge dagihminin en 6nemli ozelliklerinden biri; F dagihminin ilk momentinin

sonsuz olmasi durumunda F, degerinin var olmamasidir.

Denge dagihminin kuyruk dagihmi ise asagidaki sekilde gosterilebilmektedir:

F(X)=uE(X =x)*. (2.56)

def
Bu egitlikte gosterilena®,a* = max 0,a ile ifade edilmektedir.

Denge dagiimi bazi durumlarda F’in bdtlnlesik kuyruk dagihmi olarak da

adlandiriimaktadir.

Fe(x):yjlf(y)dy esitliginin diferansiyellenmesiyle; F,’nin var oldugu ve (0,x)
0

def _
araliginda f,(x) = x F(x) ‘a esit oldugunu bulunulabilir.

F dagilimi ince kuyruklu bir dagilim iken, F, dagihmi da ince kuyruklu bir dagihm
olacaktir. Ancak bu durum kalin kuyruklu durum icin gecerli degildir. F, e A

olmasina ragmen, F ¢ A~ olan érnekler mevcuttur.

Kalin  kuyruklu dagilimlar i¢cin denge dagiliminin ozellikleri su sekilde
gOsterilmektedir:
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Ozellik 1:

Eger Fe X ise; F € A olacaktir. Bunun yani sira; F,, F dagilimindan daha

kalin kuyruklu bir dagilima sahip olacak ve

im0 _g (2.57)

esitligi saglanacaktir.

Ozellik 2:

Negatif olmayan bir rastlanti degiskeninin, x* sonlu momentli, F dagihm

fonksiyonunda x>0 degerleri igin;
F(x) <u™(F,(x—1)—Fe(x)) esitsizligi saglanmaktadir.

Eger F, dagiimi alt-Ustel dagilim sinifi igerisinde yer aliyor ise; F 'nin kuyrugunun,
F,’nin kuyrugundan daha ince kuyruk yapisina sahip oldugu bulunabilir. Bu
durumun ispati, kuyruk esdegerligi durumunun Ozelliginden yararlanarak F, € .§
olmasi durumunda F*F ec$ ve F*F(x)~F(x) olmasindan vyararlanarak

yapilabilmektedir.

Denge dagihmi ile  sinifi arasindaki en o6nemli 6zellik; Fe $° olmasi

durumunda, F ve F, dagilimlarinin alt-Ustel dagilim sinifi icerisinde yer alacak

olmasidir. Bdylece Fe S olmasi durumunda F*F,(x)~F(x) esitligi de

saglanacaktir (Sigman,1999).

2.5. Kalin Kuyruklu Dagilimlarin Gézlemlenmesi

2.5.1. Buyuk hasarlar

Tehlikeli hasar buyuklugune sahip dagilimlarin bulunarak saptanmasi aktueryal
incelemelerdeki en énemli sorunlardan biridir. Genel olarak bu tir hasarlar buyuk
hasarlar olarak tanimlanmaktadir. Bu hasarlarin incelenmesinde matematiksel
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formdllerin  her zaman vyeterli olamamasi nedeniyle bazi gosterimlerin

geligtiriimesine ihtiyag duyulmustur.

X,, bir portfdyde meydana gelen birbirini izleyen hasarlari X;, 1<i<n ve S,

S, =X+ X,+...+ X, olmak Uzere toplam hasar buyuklugunu gostermektedir.

Xy Xz Xy ‘den sirall hasar dizisi olmak tzere;

(OO (n)

min Xi=Xp < Xp S <X = max X, seklinde gosterilebilir.

Buyuk hasarlarin matematiksel acidan tanimlanmasi birgok nedene
dayandigindan, bu tdr tanimlamalarin istatistiksel olarak ispati hayli zor

olmaktadir.
Buyuk hasarlar ile ilgili durumlar su sekilde 6zetlenebilmektedir:

Portfdy igerisindeki hasarlardan bu tuar bayUklikte bir hasarin ancak uzun yil
araliklariyla gerceklesebildigi biliniyor ya da tahmin ediliyorsa bu tlr hasarlara
buyuk hasarlar denilebilmektedir.

Eger herhangi bir hasar, toplam hasar buyukluginin, p (fair portion) orani ile
carpimindan daha buyukse, bu hasar buyuk hasar olarak nitelendirilebilmektedir.

Bu durumda eger m=>min k; X, > pS, ise X, 'nin buylk hasar oldugu sonucu

cikarilabilmektedir.

AktUerler, hasar buyuklugu dagiliminin ortalamasini ve/veya varyansini tahmin
edecekleri zaman, guvenilir birer tahmin elde etmek icin 6érnekleme tekniklerinden
yararlanirlar. Bu durumun kuramsal olarak acgiklamasi; hasar buyuklugu
dagilimlarinin ortalama ve/veya varyansinin kuyruk bdlgesinde yogdunlagiyor
olmasina dayanmaktadir. Bu durum ig¢in en uygun parametrik dagilimlardan biri «
sabiti ile Pareto tipi dagilimdir.

Toplam hasar buyudkluga, belirli bir donem igerisinde gergeklesen hasarlarin
toplami olarak veriimektedir ve bu gergeklesen hasarlar igerisinde buylk
hasarlarin var olmasindan dolayi, toplam hasar buyuklugu de artacaktir. Bu durum
matematiksel olarak su sekilde gosterilebilmektedir:

Xx—’ iken P(S,>Xx)~P(X,, >X).

(n)
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2.5.2. QQ grafikleri

QQ grafikleri(Quantile Plots), veriler igerisindeki normal ve aykiri degerlerin ayirt
edilmesini ve ayirca Kkorelasyon Kkatsayisi yardimiyla aralarindaki iligkinin
nicelendiriimesini saglamaktadir. Bu yontemin temel unsurlarini acgiklayabilmek
icin, 6ncelikle x>0 degerleri icin G(x)=exp(—x) seklinde verilen standart bir G
ustel dagiliminin incelenmesi gerekmektedir. Oncelikle, diisinilen G dagihmi ile
orneklem hasar buyukligu dagihmi F’nin ayni temel forma sahip olup olmadiginin

arastiriimaktadir.

Artan ve sagdan-surekli bir F(x) fonksiyonu icin; genellestiriimis ters fonksiyon

F'(y)=inf x:F(x)>y seklinde verilmektedir.

F bir dagiim fonksiyonu olmak Uzere bu dagdihmin nicelik fonksiyonu (quantile
function), Q. =F(y) seklinde g0sterilmektedir. Verilen go6rgul dagilimin

genellestiriimis ters fonksiyonu yardimiyla, nicel fonksiyonun goérgil dagilim hali

olusturulabilir. Daha genel olarak; Q (y)=Q. ;s Xy < X <...< X, siral degerleri

@ =M@ =
igin
Q. =Xy = (k-Dnt<y<kn™ esitligi elde edilebilir.

G, 1 parametresiyle standart Ustel bir dagihm olmak Uzere, 0<y <1 araliginda
nicelik fonksiyonu Q. (y)=-1"'log(1-y) olacak sekilde basit bir bigcime sahiptir.

Eger drneklem verileri ile standart Ustel dagihimdan elde edilenler karsilastiriimak

istenirse; nicelik fonksiyonlarini karsilastirmak yeterli olacaktir. Bunun igin; Q, ve

Q, fonksiyonlarinin dik koordinat sisteminde grafikleri cizilmelidir.

Egder inceledigimiz veri Ustel dagilima wuyuyorsa; A parametresi ve

Qs (y) =—2"log(1—y) seklinde verilen Ustel dagilimin nicel fonksiyonunun duz gizgi

biciminde olmasi beklenecektir. A ile verilen egrinin edimi ise bilinmeyen bu
parametre igin olasi bir tahmini verecektir. Eger incelenen veri, Ustel dagilimdan
daha kalin bir kuyruga sahip bir dagilima ait ise; grafik duz bir gizgiden daha hizl
artan bir egime sahip olacaktir. Eger ince kuyruk yapisina sahip bir dagilimin QQ

grafigi inceleniyor ise daha yavas artis gosteren bir egime sahip olacaktir.
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AktUeryal hesaplamalarda hasar buyuklugu icin en ¢ok tercih edilen dagihmlar;

log-normal, Pareto ve kugluk parametreli Weibull dagilimlaridir.
Bu G¢ durumun QQ grafikleri i¢in ayri ayri inceleme yapilacaktir.
Log-normal QQ grafigi

Log-normal dagihmin QQ grafigi, log-normal dagilimin temel 6zelligi olan log(X)'in

normal dagilima uymasi durumunda, X rastlanti deg@iskeninin de log-normal
dagilima uymasina bagl olarak gergeklesmektedir. Log-normal dagilimin sacgilim
grafigi,

@'(k/(n+1), log(X,) 1<k<n seklinde olacaktir. Sigorta bransinda log-normal

dagihm genellikle arag hasar verilerinin modellenmesinde kullaniimaktadir.

Pareto QQ grafigi
Pareto QQ grafigi, aktleryal hesaplamalar igin gok énemli bir aragtir. Bir X hasari

a ve p parametreleriyle Pareto dagilimina uyuyorsa, x> g olmak uzere
P(X <x)=1-(x/p£)* ‘dir. Buna gore; kesilmis tstel dagilimi tanimlayacak sekilde,

nicelik fonksiyonu: Q(y) =log -« " log(1- y) seklinde ifade edilebilir.

Pareto  nicelik  grafigi  noktalari, (—log(l—k/(n+1)), log X,) 1<k<n

degerlerinden olusmaktadir. Pareto dagilimindan gelen bir verinin QQ grafiginde
sabit dederi logs ve egimi ise o' olacaktir. Pareto QQ grafigi Pareto tipi
dagilimlarda ¢ok kullanigh olmaktadir. L, oo’da yavas degisen bir dagilim olmak
uzere; P(u>x)~x“L(x) bicimine sahip olan bir dagilimin QQ grafiginin sag tarafa
dogru dogrusal bir trent gosterdigi gozlenebilecektir. Pareto dagilimi; daha c¢ok

aktueryal hesaplamalarda, diger dagilimlara goére daha kalin kuyruk yapisina sahip

olmasi beklenen yangin verilerinin modellenmesinde kullaniimaktadir.

Weibull QQ grafigi
Weibull dagiliminin kuyruk dagilimi F(x) =exp(—(x/ 8)7), nicelik fonksiyonu ise

0<y<1 degerleri icin Q(y)=(-8*(log(l-y)"") seklinde olmaktadir. Bu ifadenin

bir kez daha logaritmasinin alinmasiyla;
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IogQ(y):(Iogﬁ)‘l+llog(log(1— y)) esitligi elde edilir. Bu egitlik Weibull nicelik
04

grafigini (log(-log(l-k/(n+1)), log X,,) 1<k <n) verecektir;

Weibull modeli varsayimi altinda; edim tahmin parametresi ™, sabit terimin

tahmin parametresi (log £)™* olan diiz bir dogru beklenecektir.

Ustel dagilim, bir portfdy igerisindeki biylk hasarlardan ziyade daha kiglk
hasarlarin modellenmesi i¢in uygun olacaktir, ¢cok kug¢uk olmayan hasarlar igin
Weibull dagihmi daha iyi uyum saglarken, Log-normal ve Pareto dagilimlarinin
ikisi de, portfoydeki buylk hasarlari daha iyi yansitacak sekilde sonug verecek ve

her ikisi de konkav bir egim gosterecektir (Rolski et al., 1999).

2.5.3. Ug deger istatistikleri
Uc¢ deger teoremi, olasilik ve istatistik teoresinde genis bir alana sahiptir. Sigorta
matematiginde kullanilan ug¢ deger teorisi, karsilagilabilecek buyuk hasarlarin

sahip olduklari rollerin arastiriimasi agisindan bayuk énem tasimaktadir.

X X5, X, badimsiz ve ayni F hasar blyikligu dagilimina sahip hasarlar

10
olmak Uzere; 6rneklem igindeki en buyiik hasar X, =max X, X,,...X, seklinde

gosterilmektedir. F dagiliminin sinirh set igerisinde agirliklandiriimadigr varsayimi

altinda, maksimum x = degeri n—oo’iken co’a yakinsayacaktir (Rolski et al.,
1999).
2.6. Kalin Kuyruklu Dagilim Ornekleri

Genel olarak kalin-kuyruklu dagihmlar; tek kuyruklu ve ¢ift kuyruklu olmak tzere ikKi

turde ayristirilarak incelenebilmektedir.

Tek kuyruga sahip olan kalin kuyruklu dagihmlar; Pareto dagilimi, log-normal
dagihm, Levy dagihmi, Weibull dagihmi (bigim parametresi 1’den kuguk), Burr

dagilimi ve log-gamma dagilimlaridir.
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Cift kuyruga sahip olan kalin kuyruklu dagihimlar; Cauchy dagilimi, normal

dagihmin 6zel bir hali disindaki kararli dagihmlar, T dagilimi ve garpik kademeli

log-normal dagilimdir.

Belli basli kalin kuyruklu dagilimlar Cizelge 2.1’de gosteriimektedir.

Cizelge 2.1Kalin kuyruklu dagilimlar ve parametreleri

DAGILIM F.E YADA f DAGILIMI PARAMETRE
f(X):iq)(logx—,uJ:iw(logx—,uj
dx o oX fo
1 nx—u| 1 1 Inx—u
] F(x) = —erfc| — == +=erf
LOG-NORMAL (x) 2erc[ G\E} 2+2er{aﬁ} 1eR
o>0
— 1 Iogx—yj2
F(X)~— 2 —exp{—=
(9 IongeXp{ 2( o }
a * a, >0
f)=—2__ ﬁ(x):[ ’ j
PARETO (x+5) x+p
a a,pB,7>0
ol
BURR X+p
_ B e Pom azp
f(xie, f)= | —
@ P =\ )
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3. KALIN KUYRUKLU DAGILIMLARDA iFLAS OLASILIGI

3.1. Klasik Risk Modeli ve iflas Teorisi

Sigorta sirketi, herhangi bir anda meydana gelebilecek bir hasara iligkin 6denecek
tazminatin yaratacagi finansal sonuglari en aza indirmek amaciyla portféylindeki
tum bireysel riskleri bir araya toplamaktadir. Bu nedenle de, sigorta sirketi her
donem sonunda rezerv ya da artik olarak tabir edilen bir miktari ayirmak
zorundadir. Bu miktar bir zaman donemi igerisinde toplanan primlerin o doénem
icerisindeki odenecek tazminatlari agmasi durumuyla saglanacaktir. Biriktirilen
artik miktarlari gelecekte olusabilecek, gerceklesen hasar ddemelerinin toplanan
primleri astigi riskli donemler igin kullanilarak sigorta sirketine bir tur koruma
saglayacaktir. Bunun neticesinde de sigorta sirketi, sigortalilarina vermis oldugu

taahutleri yerine getirebilecektir.

Klasik risk modeli, 6zellikle artik strecinin modellenmesinde énemli bir aractir. Bu
modelin tercih edilmesindeki temel neden modelin esnekligidir. Clnkul risk modeli
icerisinde yer alan primler, hasar sayilari ve hasar buyuklUklerinden olugan her bir

bilesenin ayri ayri incelemesi ve modellemesi yapilabilmektedir.

3.1.1 Klasik risk modeli
Bir sigorta sirketinin iki temel nakit akisi bulunmaktadir. Bunlar prim ve hasar
surecleridir. Bu nakit akislarina bagli olarak olusturulan risk ya da artik sureci

olarak da adlandirilan sigortacinin klasik risk modeli;

U (t) =u+TII(t)—S(t) t>0 (3.1)
bicimindedir.

Risk surecinin temel bilesenleri;

U(t) : t aninda sigorta girketinin sermaye miktari,

u . u>0 olmak Uzere baslangi¢ sermayesi,

I1(t) : prim sureci,

S(t) : hasar sureci'dir.
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Prim Sireci

I1(t): (O,t] araliginda toplanan prim miktarini gostermekte olup, bu miktar herhangi

bir harcama ya da reasurans nakit ¢ikisini icermemektedir. Primlerin her bir zaman
araliginda, surekli olarak bir ¢ sabiti oraninda toplandigi varsayildigindan
aktlerya literatirindeki galismalarin birgogunda prim sutreci I1(t) =ct esitligi ile
ifade edilmektedir. Buradaki csabiti c¢>0 olmak Uzere prim gelirini

gOstermektedir. Bu varsayima dayanarak yapilan ilk calisma 1970 vyilinda

BlUhleman tarafindan yapilmigtir (Bihlmann,1970).

Toplam Hasar Sireci

N(), [0,t] zaman araliginda gerceklesen hasar sayisini gostermektedir, S(t) de

[0,t] zaman aralidinda gergeklesen toplam hasar miktarini gdstermekte olup

N(t)

S(t) = ;xi N(t)>0 (3.2)
0 N(@)=0

ile ifade edilmektedir. Bu esgitlikteki X., (0,t] zaman aralidinda gergeklesen i’'nci

hasar biyUklugunu gostermektedir. N(t) ve S(t) sirasiyla stokastik slreg olarak,

hasar sikligi (sayisi) sureci ve toplam hasar surecleri olarak tanimlanmaktadir.

Klasik risk modeli esnek ve kolay anlasilir bir model olmasinin yaninda yapisinda
bazi kisitlamalari icermektedir. Yapilan calismalarda; bu teorinin iyi biliniyor
olmasina ragmen bazi temel duzenlemelerin yapilmamasi durumunda gergegi
yansitmaktan yoksun kalacagibelirlenmigstir. Klasik risk strecindeki sinirlamalarin
temelinde hasar bUyukluga dagihmi ve hasar sikhgr yer almaktadir. Bu
varsayimlar icerisinde en onemli nokta; sureg¢ icerisindeki artimlarin bagimsiz

olarak tanimlanmasidir.
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Ancak risk modeli igerisinde ¢esitli bagimlihk yapilari ile karsilagilmaktadir. Bu

bagimlilik yapilari su sekilde agiklanabilmektedir:

N(t), hasar sikhgi bagimli olabilir.

Sel baskini ya da yangina kars! sigortalanmis konut ya da bina sigortalarinda;
olayin gerceklesme olasiligi iklimsel olaylara ya da cevre faktorlerine gore
degisebilmekte ve belirli donemlerde hasar sayillarinda artis ile

karsilagilabilmektedir. Bu durum da N(t) 'nin bagimsiz olamadiginin bir gostergesi
olmaktadir.

X, hasar buyuklukleri kendi aralarinda bagimli olabilirler. Firtina, sel ya da yangin

gibi olaylara kargi sigortalanmig konut ya da bina sigortalarinda ayni bodlge
icerisinde sigortalanan birden ¢ok binada ayni anda benzer buyuklukte hasar
meydana gelebilmektedir.

Acikca gorulmektedir ki; artimlarin bagimsiz oldugu varsayimi altinda kurulan
modeller, gercek sigorta surecine uymayacaktir. Bagimh modeller; S(t) ’nin
dagihimini, bunun sonucu olarak da iflas olasihgi ve iflas zamani tahminlerini
etkilemektedir. Bagimhlik durumu, yeni bir sigorta bransi icin baslangig
sermayesine karar verilmesinde, var olan rezervin yeterli olup olmadiginin
arastinlmasinda ve uygun reasurans anlagsmalarina karar veriimesi asamasinda
onem tasimaktadir (Mo, 2002).

3.1.2. Cramer-Lundberg ve yenileme modeli
Cramer-Lundberg modeli klasik risk modelinde oldugu gibi sureclerin birlegsiminden

olugsmaktadir. Bu suregler sunlardir:

a. Toplam Hasar siireci

X.: i'nci hasar buyukligunu goOsteren pozitif ve ayni dagilima sahip rastlanti

degiskenleri olmak (izere ortalamasi u =E K, vevaryansi (o’ =Var(X;) <o)

N (t)
sonlu olan rastlanti degiskenleridir. Toplam hasar sureci S(t)=ZXi seklinde
i=1

tanimlanmaktadir.
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b. Hasar sayisi sureci;

N(): [0,t] zaman araliginda gerceklesen hasar sayisini gostermekte olup

N(t)=sup n>LT <t t>0, (supg=0)esitliginden elde ediimektedir.

c. Bekleme siiresi;

Y,: (k-1)’inci olay ile k’inci olay arasindaki gegen sureyi gdstermektedir ve Y,,
Y, =T, olmak Uzere k =2,3,...degerleri igin Y, =T, —T,, bigiminde tanimlanan ayni
ustel dagilima sahip bagimsiz rastlanti degiskenleri olarak tanimlanmaktadir ve

E Y, =1/ A’dir.

d. Hasar zamani;

T,: Hasar gerceklestigi andaki zaman noktasini yani i'nci olay meydana gelene

kadarki gecen sureyi goOstermektedir. Hasarin rastgele bir zamanda

gerceklesebildigi varsayiminda sirali hasar zamanlari arasinda 0<T, <T, <.....

iliskisi verilebilmektedir.

e. X, ve Y, birbirlerinden bagimsizdir.

Yenileme modeli (a), (b) ve (e) 6zelliklerini saglamaktadir (Embrechts et al., 2001).

Cramer-Lundberg Modelinin Temel Ozellikleri

N(t), t>0 sayma siirecinde N(t) rastlanti degiskeni At parametresiyle Poisson

dagihmina sahipse; sureg¢, 4 >0 kosulu altinda, A ortalama ile Poisson surecine

sahiptir.

Tim t>0, h>0 ve s<tdurumlariigin; N(t+h)—N(t) ~Poisson(Ah)dir.

P N(s+t)-N(s)=k = P(N(t) =k) =eﬂ‘% k=0,12,... (3.3)

E[N (t)] =Var[N(t)] = At (3.4)
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Bu modelde Poisson surecinin tercih edilmesi; bagimsiz bilesenlere ve monoton
azalan ortalama deger fonksiyonuna sahip herhangi bir surecin, Poisson surecine

cevrilebilir olmasindan kaynaklanmaktadir (M0,2002).

Toplam hasar buydklugu S(t)’'nin dagilimi x>0 ve t>0 olmak uzere;

G,(X)=P(S(t)<x) = i e (/;L')n F™(x) (3.5)

seklinde hesaplanmaktadir.

Bu esitlikte kullanilan F™(x), F dagiiminin n’inci dereceden konviilasyonunu

gOstermektedir ve
F™(x) = P(ixi <X) (3.6)
i=1

seklinde hesaplanmaktadir.

Yenileme modeli, Cramer-Lundberg modelinin gelistiriimis bir halidir. Yenileme
modeli ile Cramer-Lundberg modeli toplam hasarin beklenen degeri acisindan su

sekilde farklilasmaktadir:

Yenileme modeli igin risk surecinin beklenen degeri
E U() =E u+ct—S(t)
=u+ct—uE N(t) (3.7)

seklinde hesaplanmaktadir.

Bu esitlikte toplam hasar S(t) 'nin, beklenen degeri; kollektif risk modelinde oldugu

gibi E[S]=E[N(®)]*E[X] (3.8)

esitliginden hesaplanmaktadir.
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Cramer-Lundberg  Modeli i¢in; risk sdrecinin  beklenen degeri ise
EU({) =E u+ct—S(t)

=u+ct— At (3.9)

seklinde elde edilmektedir.

3.1.3 iflas olasihgi
Yillik primlerin ve hasar sureglerinin degismez oldugu varsayimi altinda iflas

olasihdr y(u) ile gosteriimektedir. Bu olasilik sigorta sirketi icin ¢cok dnemli bir

aractir; ¢lnkd uygun bir baslangic sermayesi ile surece baslandigi durumda,
sigortacinin prim ve hasar sureglerinin dogru hesaplanip hesaplanmadiginin bir
belirtisi olmaktadir. Yiksek iflas olasihdi; reaslrans antlagsmalarinin glindeme
gelmesine, riskli gorilen poligelerdeki prim miktarlarinda yukseltiimeye gidilmesine
ya da sigorta sirketinin isletme sermayesinden nakit c¢ekmesine neden

olabileceginin bir gesit gostergesi olacaktir.

iflas  olasiligi, portfoylerin  birbirleriyle  karsilastiriimalarina  da  olanak
saglayabilmektedir; ancak iflas olasiligina dogrudan salt iflas anlaminin
yuklenmesi dogru olmayabilir. CUnku iflas olasiligi sigorta sirketinin yakin zaman
icerisinde iflas edeceginin dogrudan bir géstergesi olmamaktadir. Oncelikle, iflasin
tamamen gercgeklesmesi uzun sireler alabilecektir ve iflas olasili§i yalnizca sigorta
riskleri igin hesaplanmakta oldugundan, idari yonetimden kaynakl riskler igin
hesaplanmamaktadir. Sonug¢ olarak iflas olasiligi sadece matematiksel olarak
sonuglar ortaya koymakta olup, sigorta sirketinin donem sonunda -1birim sermaye
ile iflas etmis oldugu anlamina gelmemekte, bununla birlikte +1birim sermaye ile
de yukumlulUklerinin ~ tamamini  Oodeyebilir durumda oldugu sonucu

cikarilmamaktadir (Kaas et al, 2001).

Tazminat 6demelerinin, mevcut rezerv miktarini asmasi durumu olarak acgiklanan
iflasi dnlemek icin sigorta sirketi; yeterli bir baslangi¢ sermayesi saglamali ve ilk
yildan son yila kadar rezerv hesaplamalarini ¢ok dikkatli yapmalidir. Buna ek
olarak, sigorta sirketi ayrica buyuk hasarlarin etkisini en aza indirmek icin uygun

reasurans anlagsmalari duzenlemelidir.
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iflas olasiliginin hesaplanmasinda zaman faktérii énemli bir rol oynamaktadir. Bu

nedenle iki farkli durum igin olasilik hesaplanmaktadir.

Sinirh zamanl iflas olasiliginda; belirlenen bir zaman araldindaki risk surecinin
hareketi incelenerek sigorta sirketinin iflas etme olasiligi arastiriimaktadir. Sinirh

zamanli iflas olasiligi 0<T <o veu >0 olmak uzere;

w(u,T)=P(U(t) <0, baz: t<T) (3.10)
seklinde gosterilmektedir.
Sinirsiz zamanl iflas olasihginda; belirli bir zaman araligi olmadan risk slreci

incelemesi yapilarak sigorta sirketinin iflas etme olasihgr arastiriimaktadir. Sinirsiz

zamanli iflas olasiligi ise u>0 olmak Uzere;

w(u) =y (U,) (3.11)
ile gosterilmektedir.

Yenileme ve Cramer-Lundberg modellerinin uygulanmasinda bazi kisitlamalar
mevcuttur. Bu kisittamalarin baginda uygun bir sigorta prim orani (¢ )’ nin segimi
gelmektedir. ¢ belirli bir zaman dilimi igerisindeki uygun bir yuokimlultik kargilama
yeterliliginin (solvency) 6lcim sonuglarina bagli olarak belirlenmektedir. Bu durum

icin Olculebilir bir arag T <o olmak Uzere w(u,T) seklinde gosterilen iflas

olasiligidir. Karar verilecek uygun prim orani, belilenen u ve T degerleri

dogrultusunda hesaplanan iflas olasiidini (u,T) minimize edecek sekilde

secilmelidir.

iflas  olasiiginin  hesaplanmasinda yenileme sayma siireclerinden de

yararlaniimaktadir.
Yenileme Sayma Siireci

Yenileme sayma sureci N(t),., seklinde gosteriimektedir.

N({t)=sup n>1:T <t t>0 ve (3.12)
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n>1degerleri igin T =Y, +..+Y,'dir.Y 'nin (1/ 1) beklenen degerli Ustel dagilima

sahip bir rastlanti degiskeni oldugu durumda, yenileme sayma surecinin

momentleri;

E[N{t)]=(1+o@)t ve 0v=Var(Y) <o olmak tizere;

t > "iken;
E[N(t)]= At +O() (3.13)
Var(N(t)) = ol 2%t +o(t) (3.14)

seklinde bulunmaktadir.

Yenileme modelinin beklenen degeri ise;
E[U@®)]=U+ct—uE N(t) (3.15)

E[U®)]=u+(c-4u) t1+0())

—u+ [i —1} At (L+o(1) (3.16)
Ap
biciminde elde edilmektedir.

Buradan da;

E[U@®)]
t

= Cc—Au olarak bulunmaktadir. Yukumlulik karsilama

yeterliliginin kosulu olarak c— A >0 olmasi, buyuk t degerleri icin U (t) 'nin pozitif
bir degere sahip olmasini saglayacaktir. Bu da yenileme modelinde temel net kar

kosulunu olugturacaktir.

o . guvenlik yuklemesidir ve risk prim orani anlamina da gelmektedir. Bu oran,

[0,t] araligindaki prim gelir oranindan hesaplanmaktadir:

ct = 1+ p)Aut olmak uzere;
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p=i—l>0 (3.17)

olmalidir.

Risk slrecinin tanimindan hareketle; u>0 degerleri igin iflasin ancak T,
zamanlarinda gergeklestigi varsayimi altinda X,, hasar bayukluklerini; Y, , prim

bayuklUklerini gostermek Uzere iflas olasihgr;

w(u)=Pu+ct—S(t)<0 ,t>0)

=P(u+cT, —-S(T,)<0 ,n>1)
=P(u +Z(CYk -X,)<0,n>1)
k=1

= P(sup(X, —cY,) >u) (3.18)

nx1

seklinde yazilabilmektedir. Bu esitlikler iflasin gerceklesmeme olasiliyi yoninden

de yazilabilir.u >0 olmak Uzere iflasin gergeklesmeme olasiligi

1—z//(u)=P[supZn:(Xk—cYk)3uj>O (3.19)

n>1 k=1

seklinde gosterilebilir. iflas gergeklesmeme olasiligi 1—y(u), maksimum rasgele

yurlyuas surecinin dagilim fonksiyonu yontinden de incelenebilir.

k>1 degerleriicin; Z, = X, —cY, olmak Uzere;

lligkili rasgele yurlyus sureci;n>1 degerleri igin; R, =0 olmak Uzere; R, :sz
k=1

seklinde elde edilmektedir.

Bu esitlik igin yenileme modelinin temel kar kosulundan; E[Zl]:,u—%<0

olmalidir. Boylece; iflasin gergceklesmeme olasiligy;

1-y(u)=P(SupR, <u) (3.20)

nx1
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sekline donusturulebilmektedir(Embrechts et al.,2001).

Bu olasilik, genel bir rastgele yuruyuse iligkin nihai supremumlarin (ultimate
supremum) dagilimini veren Spitzer esitligi ile de hesaplanabilmektedir. Bu
esitlikten yararlanarak bilesik geometrik dagilima iligkin iflasin gerceklesmeme

olasihgi, H bir dagilhm fonksiyonu ve « <(0,1) olmak Uzere,

1-p(u) = (1-a)> a"H™ () (3.21)

seklinde elde edilmektedir.

Bu esitlik igerisindeki H™: H’ nin n'nci dereceden konvilasyonunu
gOstermektedir. « ve H degerleri, genellikle, klasik Wiener-Hopf teorisi ile elde

edilmektedir

(3.21) esitligindeki gibi fonksiyonel iligkilere c¢esitli yontemlerin uygulanmasi
suretiyle, cok sayida modele iliskin y(u) tahmini hesaplanabilmektedir. y (u)’ nun
hesaplanmasinda kullanilan Wiener-Hopf metodolojisinin yani sira yenileme teorisi
de, ilgili tahminlerin elde edilmesine olanak tanimaktadir. ilgili hesaplamalar
yapilirken Cramer-Lundberg modelinden faydalaniimaktadir. Blyuk hasarlara
iliskin tahminlerde bu iki teoremin birlestirimesiyle elde edilen esitliklerden

yararlanilacaktir.

3.1.4. Cramer-Lundberg Tahmini

Yenileme modelinde, iflas olasiligi tahminin elde edilmesinde genel yontemin
kullaniminin digsinda Cramer-Lundberg modeli tahmini de bulunmaktadir. Bu
modele gore iflas olasiliginin hesaplamasinda, modele hasar buyukligu dagilimi
da (F) dahil edilmektedir.

Cramer-Lundberg modelinde guvenlik yuklemesi igin; p:i—l>0 kosulu

saglanmakta olup, iflasin gergeklesmeme olasiligi :

1-p(u) = ﬁim PR (U) (3.22)
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seklinde hesaplanabilmektedir. Bu esitlik igerisinde yer alan F™(x) notasyonu,

batinlesik kuyruk dagiliminin n’inci dereceden konvulasyonunu gostermektedir.

(3.21) esitligi portfoyde blyuk hasarlarin bulunmasi durumunda iflas olasiliginin
elde edilmesinde kullaniimaktadir. Bu tahminin hesaplanmasinda Laplace-Stieltjes

donugumu kritik bir rol oynamaktadir.

3.1.4.1. Laplace-Stieltjes donusumu

H, (0,) arahginda tanimh bir dagilim fonksiyonu olmak Uzere, ﬁ(S) bu dagilimin

Laplace-Stieltjes donusimu olarak adlandirilir ve s R dederleri igin
h(s) = [e™dH (x) (3.23)
0

seklinde elde edilmektedir.

Biyiik x degerlerinde H(x)’in davranisina bagli olarak, ﬁ(S)dangUmU, s>0
degerleri igin sonlu olabilmektedir. Genel olarak ise 0< y <o aralidinda bulunan y

parametresine gore s>-—y olacak sekildeki s degerleri igin bu Laplace-Stieltjes

dénlsimii sonlu olmaktadir (ﬁ(S) <w).

3.1.4.2. Cramer-Lundberg teoremi

v>0 olmak (zere, Laplace-Stielties donUsuminden vyararlanarak, butinlesik

kuyruk dagiliminin (-v ) degeri icin Laplace-Stieltjes donlisumu;

£ b VX C

f(~v) = je dF, (X) = — =1+ p (3.24)
) At

seklinde elde edilir.
Bu esitlikten yola ¢ikilarak; asagidaki 6zellikler elde edilebilmektedir:
Ozellik 1:

Laplace-Stielties donusimunden yararlanarak (3.24) esitligi, Cramer-Lundberg

kosulundan yararlanarak ayrica su sekilde de yazilabilmektedir:
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= Cc
e F(x)dx = —
Oj (X)dx=—

v’nin var oldugu durumda,
hesaplanmaktadir.

Ozellik 2:

u>0degerleri igin;

u

w(u)<e™ olmaktadir.

Ozellik 3:

(3.25)

Laplace-Stielties donlisumi tek sonug¢ olarak

(3.26)

Incelenen dagilimin 1/, parametresi ile Ustel dagilima uymasi durumunda iflas

olasihgt;

l//(u):iexp{— P u}uzo

1+p u@+p)

seklinde elde edilir.

Ozellik 4

Bu teoremden Ixe”xlf(x)dx <o
0

esitsizligi elde edilmektedir.

Bu esitsizlikten yola ¢ikilarak

lime™y(u)=C <o

(3.27)

(3.28)

(3.29)

olmak Uzere C degeri su sekilde hesaplanmaktadir:

-1
C= {L jxe“xlf(x)dx}
PH ¢

(3.30)

Esitlik(3.28) ’in ispatinin yapilmasinda S(u) =1-w(u) ve u>0olmak lzere ;
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1-y(u) = P(supZn:(Xk —cY,)<u)>0

[ B

S(u)=P(S(t)—ct<u tim t>0 icin)

=P (X, —cY,)<u  tim n=1 icin)
k=1

=P (X, —cY, ) Su+cY, - X, timn>2 , X,—cY, <u)
k=2

=P(S (t)-ct <u+cY, - X, tim t>0 , X, —cY, <u)
bicimindedir.

Burada S, S’nin bagimsiz bir kopyasi olarak alinmaktadir.

SW=E[(P(S(t)—-ct<u+cY,—X,  tim t>0,X,—cY,<ulY,,X,)]

o U
0

+

o

P(S(t)-ct<u+cs—x tim t > 0)dF (x) * Ae *ds

o

u+Cs

= [ [ 8(u+cs—x)dF(x)ds
0 0

(3.31)
Z=U+Cs donusumu yapilarak;
5() = Tae e [ (5(z - ) dxaz
c u 0
= %e‘“’;]e‘“": ]f (x)8(z — x) dx dz (3.32)
y 0

seklinde elde edilir.

S(u) esitligi, (3.32) esitliginin diferansiyeline esit olan ve Integro diferansiyel olarak
bilinen esitlik yardimiyla agagidaki gibi agiklanabilmektedir(Dickson, 2006).
2 ©

ia(u) = ﬂ—zem fe " [f(x)8(z - x)dxdz - A [ ()8 —x)dx
du c 5 C

u
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:ié(u)—iuff(x)é(u—x)dx
C C

(3.33)

Bu egitlikten vyararlanarak, Cramer-Lundberg modeli genisletilebilmektedir.

Yenileme teoremine olanak saglayan kilit nokta, (3.33) esitligindeki integralin bir

konvulasyon tipi olmasidir.

Bu esitlik sifirile t sinirlari arasinda integral alinip Lebesque 6l¢imu kullanilarak;

o(t)=0(0)+ i5(u)du _4 tj'ujé(u —X)dF (x)du
c Coo

t t
=5(0) +2 [st—u)du _4 [8t=x)F (x)dx
C 0 C 0
olarak elde edilir. Sonuc olarak da;

S(t) =45(0) +% ]5(‘[ —x)F (x)dx

esitligi elde edilir.Burada; % =1+ p’dir ve §(0) hala bilinmemektedir.
v

Ancak t —» w’iken, §() =1-y/(0) =1 oldugundan, net kar kogulu igin;

1= 5(0)+% esitligi elde edilir ve 5(0) :1-ﬂ=1i olmak iizere,
C

+p
1 t
() = L+ —— [5(t-x)dF, (x)
1+p 1+p;

seklinde elde edilebilmektedir.

Bu esitlikten hareketle;

At _ 1 !
Eéf&(t—x)F(x)dx =(1+—p)0j5(t—x)dF, (x),

wu)=1-5@Uu) ve a= 1 <1 olmak uzere;
1+p

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)
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w(U) = aF, (U)+ [y (u-x)d(aF, () (3.38)

esitligi elde edilir.

Buradaki « degerinin, O<a <1 araliginda olmasindan dolay!r bu esgitlik; “eksik
yenileme esitligi (defective renewal equation)” olarak adlandiriimaktadir
(Embrechts et al., 2001).

3.1.4.3 Lundberg sabiti

F , hasar buyukligundn dagihm fonksiyonu ve v, sifirdan buylk bir sabit olmak

uzere; (3.24) esitligini saglayan o parametresi Lundberg sabiti ya da duzeltme

katsayisi olarak adlandirilmaktadir.

A

Laplace-Stielties donlsimuU yapilan (3.24) esitliginde v 'nin var olmasi, f,(s)’nin
sifirn bos olmayan komsulugunda var olma zorunlulugu yaratacak ve ayrica
batlnlesik kuyruk (F_,) ve kuyruk dagihminin (F) da Ustel olarak sinirli olmasi
saglanacaktir. Gergekte, bu durum Markov esitliginden gelmektedir. x>0 degerleri
icin

F(x)<e” E[e™ ] (3.39)

esitsizligi saglanmalidir.

Bu esitsizlik aslindabuyuk hasarlarin Ustel hasar dagiim yapisi dogrultusunda

gerceklesmesinin ¢ok fazla beklenilmedigini aciklamaktadir.
Bu nedenle de (3.24) esitligi genellikle “kiglk hasar kosulu“ olarak adlandirilir.
Ustel tipi iflas tahmini klasik risk stirecinde daha genis bir konuyu olusturmaktadir.

Bununla birlikte, Ustel dagihm disindaki diger dagilimlarla ilgili de literaturde bir gok
calisma bulunmaktadir. Bu konuda 1984 yilinda Hogg ve Klugman farkli dagilm
fonksiyonlarina sahip bireysel hasar buyuklugu verilerini incelemislerdir. Ramlau-

Hansen 1988 (Ramlau-Hansen,1988a) yilindaki calismasinda ise hayat disi
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sigorta uygulamalarinda karsilasilabilecek U¢ farkli durum verilerini yukamlulik

kargilama yeterliligi agisindan incelemisgtir.

3.2. Kalin Kuyruklu Dagilimlar igin iflas Teorisi

Kalin kuyruk yapisina sahip dagilimlar icin iflas olasiliginin hesaplanmasinda;
dagilimin kalin sag kuyrugunu temsil eden B(x)=1-B(x) kuyruk dagihmi ile

ilgilenilmektedir.

Ince ve kalin kuyruk yapisina sahip dagihmlar arasindaki temel fark; ince kuyruk
yapisina sahip dagilimlar igin s>0 degerlerinde moment ¢ikaran fonksiyon

Bs = fest(dx) sonlu bir deger olurken; kalin kuyruklu dagilimlarda ise s>0
degerlerinde moment ¢ikaran fonksiyonun sonsuz olmasidir (Asmussen,2000).

Pareto dagilimi gibi kalin kuyruklu dagihmlar esitlik (3.24) Cramer-Lundberg
kosulunu saglamamakta ve bu nedenle de Cramer-Lundberg teoremi bu tur hasar

bayukligu dagilimlar i¢in uygulanabilir olmamaktadir. Bu durumda (3.22)

esitliginin, konvulasyon yaklagimi kullanilarak dizenlenmesi gerekmektedir.

3.2.1. Duzenli degisen kuyruklu dagilimlarda konviilasyon yaklagimi

F, ve F,, i=12 olmak lizere L, € & olan ve « >0 degerleri igin F(X) = x“L(X)
seklinde birer dagilm fonksiyonu olmak Uzere; bu dagihm fonksiyonlarinin
konviilasyonu G =F*F,, x—>w iken G(X)~x“(L(X)+L,(X)) olacak sekilde
dizenli degisen kuyruk yapisina sahiptir(Embrechts et al., 2001).

Bu durum icin alternatif bir kanit da, Karamata’nin Tauberian teoremidir. Bu

teoremde, >0, n>1,LeR, ve F(x)=x"“L(x) olmasi durumunda x—oo’iken

F™(X) ~ nF(x) olacagi sonucu elde edilmistir. X,, X,,..., X, * in ayni F dagilimina
sahip bagimsiz rastlanti degiskenleri oldugu varsayilsin. S, =X, + X, +...+ X, ve

M, =max(X,, X,,..., X,) olmak Uzere; tim n>2 degerleri igin;

P(S, >X) =F"(x),
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P(M, >X)=F"(x),

_ n-1
=F(x)>_F“(x) dir.

k=0
j— nil p—
x —oo iken bu esitlik F(X)> F*(x) ~nF(x) sekline déniismektedir.
k=0

Bu durumda o >0 olmak tzere F R , ise; P(S, > x) ~ P(M, > x) olacaktir.

Elde edilen bu esitlik; dizenli dedisen kuyruklu dagihim fonksiyonlari igin, hasar

buyuklikleri toplami olan S, 'nin kuyruk dagihminin, bu hasar buyukluklerinin en
buyuk degeri olan M, ’'nin kuyruk dagilimi ile elde edilebilir oldugunu; yani dizenli

degisim varsayimi altinda, en blyuk degerin kuyruk yapisinin, toplamin kuyruk
yapisini belirledigi seklinde agiklanabilmektedir. Toplam hasarin bagimhlik durumu

da bu 6zellik nedeniyle gergeklesmektedir.

(3.21) esitligindeki Cramer-Lundberg modelinden, u>0 degerleri icin iflas olasilig;

v =125 o) R (3.40)

seklinde verilmektedir. o >0 degerleri icin F €R_, olmasi kosulu altinda,

asagidaki asimptotik sonuglar ortaya ¢ikacaktir:

wu) _ " B ()
Fu) 1+ z( F, (u) (3.41)
1+p2(1+p) n=p"U—>© (3.42)

Bu esitlik hasarlarin butunlesik kuyruk dagiliminin (El), duzenli degisen kuyruklu

dagihm sinifi igerisinde bulunmasi durumundaki iflas olasiliginin tahmin
edilmesinde kullaniimaktadir. Duzenli deg@isen kuyruk yapisina sahip hasar

bayuklugu dagihimlar igin, baslangi¢c sermayesi u’nun bldyuk olmasi durumundaki
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nihai iflas olasiligi, blylk hasar blykligi y degerine bagh olarak F(y) kuyruk

dagihmi kullanilarak u —ocodurumunda ;
1 =
p(u)~— [F(y)dy (3.43)
PH

olarak hesaplanmaktadir.
Iflas olasiliginin bu duruma gére hesaplandigi dagiimlar;

e Pareto,
e Burr,
e lLoggamma,

e Kesilmis kararli dagilimlaridir (Embrechts et al., 2001).

3.2.2. Alt —uistel dagilhimlar icin Cramer-Lundberg teoremi
Kalin kuyruklu dagihm yapisinda s >0 degerleri igin F s = olmasi durumu iflas

olasihginin hesaplanmasinda agik olmayan c¢ozumlere neden olmaktadir. Bu
nedenle de iflas olasiliginin hesaplanmasinda, bu olasiligin hesaplanmasina

olanak saglayan alt-tstel dagilim siniflariyla (S ) ilgilenilmektedir.

Alt-ustel dagilima Cramer-Lundberg teoreminin uygulanmasinda, bu dagilim

yapisina ait u¢ ozellikten yararlaniimaktadir.
Bu 0Ozellikler su sekildedir;
(@) Eger F dagilimi alt-tstel dagihm sinifi igerisinde yer aliyor ise (F € S), benzer

sekilde (0,0) araligindaki y degeri i¢in de;

lim M =1 (3.44)
=e F(X)

esitligi elde edilir.

(b) Eger (3.43) esitligi saglaniyorsa tum & >0 degerleri igin;

X —oo'a giderken e”F(X) > (3.45)
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olmaktadir.

(c) F eS olmasi durumunda, n>2 degerleri icin; sifirdan buyuk bir &£ degeri ve

sinirli bir K sabitine bagli olacaktir:

F™ (%) h
Fo <K(l+¢) x>0 (3.46)

Alt-ustellik, £>0 degerleri i¢cin herhangi bir e geklinde olan Ustel dagilimdan
daha yavas sifira yaklasan F(x) dagilimi olarak agiklanmakta olup tim &>0 ve

y >0 degerleri igin;
JedF (x) = e F(y) (3.47)
y

esitsizligi elde edilmektedir.

F €S olmasi durumunda tim &>0 degerleri icin f(—s) =« olmaktadir. Buna

badli olarak, alt-tstel dagilimin Laplace—Stieltjes dénisimu, sifir durumu igin 6zel

bir tekillige sahiptir. Bu durum ilk kez Chistyakov (1964) tarafindan ispatlanmistir.

Bu teoremin genisletiimesiyle daha genis dagihm siniflar iginde lim al (x)y)

esitsizliginin saglandi§i durumlarin oldugu gértulmusttr (Embrechts et al., 2001).

Cramer-Lundberg modelinin net kar kosulu (po>0 ) ve butinlesik kuyruk
dagihminin alt Ustel dagihm sinifi igerisinde bulunmasi durumunda (F, €S );u—>x

" iken
w(u) ~ p'Fi(u) seklinde hesaplanmaktadir.

Bu esitligin elde ediimesinde (1+p)"< 1 kosulu var oldugundan (1+p)'(1+¢)<1
esitsizligini saglayacak sekilde belirlenen sifirdan buylk bir & degeri igin; (3.45)

esitsizliginden

yu) _ F"(u)
E @+ esitligi asagidaki sekilde yazilabilmektedir:
F (u) 1+p F (u)
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a+pYW%;§QSGA¢ﬂmKO+SVUZO. (3.48)

Bu esitligin daha 6nce elde edilen (3.41) ve (3.42) esitlikleri ile baglantili olmasi
sebebiyle iz (u) ~ ,0‘1E| (u) (3.49)
esitliginin elde edildigi gorulebilmektedir.

Butunlesik kuyruk dagihmi alt-Ustel dagihm yapisina sahip kalin kuyruklu hasar

blUyUkligi dagihimlar igin, iflas olasihgl tahmini w(u)~p‘1f|(u) seklinde

hesaplanmaktadir.

Neticede, y(u)~ p‘lE| (u) tahmini sadece F eS  kosulu altinda
gercgeklesebilmektedir.

Duzenli degisen kuyruklu olasilik yogunluk fonksiyonunlarina ek olarak,

Log-normal, benktander-type |, benktander-type I, Weibull(0<7<1) dagihmlari

icin de y(u) ~ p’1E| (U) esitligi kullanilarak iflas olasihigi tahmini yapilabilmektedir.

Net kazang¢ kosuluna (p >0) sahip olan Cramer-Lundberg teoremi g6z 6ninde

bulundurularak alt—Ustel dagihm UGzerine yapilan incelemeler sonucunda asagidaki

durumlar kabul edilebilmektedir.

a)F €S,
b)l-w(u))eS, (3.50)
quwwwfmm:p* (3.51)

3.2.2.1. Alt-listel durumda toplam hasar buyukliigu

Matematiksel bakis acgisina goére; Cramer-Lundberg modelinde iflasin
gergeklesmemesi  olasiligr, 1—y/(u):Li(1+p)*”F,“*(u) seklinde ifade
1+ pis

edilmektedir.

62



w(u)~ p Fi(u) esitligi blyik hasarlar igin toplam hasar biyiikliiginin tahmin

edilmesine de olanak tanimaktadir.

Cramer-Lundberg modelinde, (0,t]zaman araligindakitoplam hasarin dagilm

fonksiyonu;

G, (X) = P(S(t)sx):ieﬁ(%)nw*(x) (3.52)

seklinde verilmektedir. N(t),t >0 sayma slireci de A >0 parametresi ile homojen

Poisson surecine sahip olup n>0 degerleri igin

P(N(t)=n) = e % (3.53)

oldugundan, N(t) surecinin, X, hasar buyukligu surecinden bagimsiz oldugu

varsayimiyla bu esitlik diger N(t) suregleri igin genellestirilebilmektedir.

P(n)=P(N(t)=n) olmak tzere;
G.(x) = i R(MF™(x) x=0 (3.54)

esitligi elde edilmektedir. Hasar buyuklugu dagihminin alt-Ustel dagilim sinifi

icerisinde olmasi durumunda t >0 ve & >0 degerleri igin
S (@+£)"R(n) <o (3.55)
n=0

esitsizligini saglayacak sekilde segilen bir P,(n) olmasi durumunda; G, dagihmi da

alt-Ustel dagilim sinifi igerisinde yer alacak ve x —oo’iken
Gi(x) ~ E[N(t)]F (x) (3.56)

olacaktir. Bu esitligin elde edilmesinde kullanilan varsayimlardan (3.54) kosulu,

olaslilik yaratici fonksiyon iPt(n)Sn 'nin s=1 komsulugunda analitik olmasindan
n=0
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dolayi gerceklesmektedir. Bu esitligin elde edilmesi ile ilgili tum genel bilgiler Cline
(1986)'nin ¢alismasinda Teorem 2.13’'de toplanmistir.

Alt-ustel dagilimlar kalin kuyruklu dagilimlarin en 6nemli sinifi olmasi ve analitik
¢bzumler saglamasi nedeniyle yapilan ¢alismalarda ¢ok fazla tercih edilmigtir. Alt-
ustel dagilimh hasar buayUkliklerinde iflas olasiligi ve asimptotik sonuglar
Asmussen (1997), Asmussen ve Kluppelberg (1996), Baltrinas ve Kluppelberg
(2004), calismalarinda bulunabilir.

3.2.2. Buyiik hasarlarda Cramer-Lundberg teoremi

R ve Ssiniflarinda, (3.24) esitligi olan Cramer-Lundberg kosulunun ihlal edildigi
hasar buyukligu dagilim modellemelerinin oldugu bilinmektedir. Seal 1983
yihindaki calismasinda, farkli hasar bayUklUklerine ait dagihm siniflar igin iflas
olasiliginin  hesaplanmasini arastirmigtir. Genel olarak karma Poisson sureci,
homojen olmayan Poisson sureci ve negatif binom sireglerinin gergek sigorta
verisine dayanan incelemeleri sonucunda, sadece hasar gergeklesme surecine
uyum saglayabildigi goértlmustir. Seal calismasi sonucunda badimsiz hasar
bayukligu dagihm tiplerinin Pareto ve log-normal dagilimlari disinda sinirh
oldugunu belirlemigtir. AktUeryal gegmis icerisinde de gercek hasar buyukltklerinin

bir dagilima tamamen uyum sagladigi durumlarla nadiren kargilagiimaktadir.

Alt-ustel dagilim sinifinin, standart dagihim siniflari bakimindan incelenmesinde
cesitli durumlarla karsilasiimaktadir. Cramer-Lundberg modelinin kalin kuyruklu

dagilimlar Gzerindeki etkisinin su sekilde oldugu bulunmustur:

Butunlesik kuyruk dagiliminin alt-Ustel dagihm sinifi igerisinde yer almasi (F, €S)

durumunda iflas olasihginin y(u) ~ p’lﬁu (u) seklinde hesaplandidi bilinmektedir.

U—o0

Hasar buayUkligu dagihiminin Ustel olmasi durumda Cramer-Lundberg tahminleri

wu)<e™ (3.57)
ve
lime“y(u)=C <o (3.58)
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esitlikleriyle hesaplanmakta ve kuguk baslangi¢ sermayesine sahip durumlarda
bile iflas olasihgi igin sasirtici derecede iyi tahmin degerleri elde edilmektedir.
Blyuk hasarlarin ortaya ¢ikmasi durumunda ise iflas olasiliginin tahmini ancak

teorik dlzeyde kalabilmekte ve buyuk hasarlara iligkin iflas olasiligi;

w(u) ~ p'Fi(u) seklinde hesaplanabilmektedir.

Bu durumda hesaplama vyapilabilmesi icin ilk incelenmesi gereken durum

batinlesik kuyruk dagiliminin alt-Gstel dagihim sinifi igerisinde yer alip almadigidir.

3.2.2.1. Bitunlesik kuyruk daqgilimi ile kuyruk dagilimlar arasindaki iliski

Butunlesik kuyruk ve kuyruk dagilimlari arasinda iki onemli durum ortaya

ctkmaktadir. Bu durumlardan ilki; FeS olmasinin F €S olmasini saglayip
saglamadigu, ikinci durum ise ters esitlik olarak; F, €S olmasinin F €S durumunu

saglayip saglamayacagidir. Literattirde bircok ¢alismada kuyruk dagiliminin ya da
batinlesik kuyruk dagiliminin alt-Ustel dagihima uymasi durumu Uzerine
calisiimistir. Ozellikle kosullarin saglanmasi bakimindan calismalarda farkli

dagihmlar kullaniimigtir

Net getiri kosulu sifirdan blylUk olan (o>0) ve FeD olmasi durumundaki

Cramer-Lundberg modelinde; u—>oo’ iken iflas olasiligr; w(u) ~ p'F, (U) seklinde

hesaplanmaktadir.

Dagihm fonksiyonunun baskin degisen sinif igerisinde yer almasi (F € D) kosulu,

tum ilgili Orneklerde F, €S’ nin ispatlanmasindan daha kolay bir sekilde

kanitlanmaktadir. Seneta 1976 yilindaki (Seneta,1976) calismasinda herhangi bir

dagilimin baskin degisen sinif igerisinde yer almasi durumunda kadF(x):w
0

esitligini saglayacak sekilde bir k e N sayisinin bulunacagini ve bu durum altinda
yuksek dereceden momentlere sahip oldugunu godstermistir. Karamata
Teoreminde ise F eR olmasi durumunda F, €Rve buradan da F €S olacagi
ispatlanmistir. Kalin kuyruklu Cramer-Lundberg tahmini icin Klippelbeg ‘in 1989
yillindaki calismasina bakilabilir. Cline 1986 yilindaki caligsmasinda ise, F, €S
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olmasi icin tehlike hizi ve tehlike fonksiyonunun saglamasi gereken kosullarlari

incelemisgtir.

F, €S Durumu igin Yeterli Kosullar

Asagidaki kosullardan herhangi birinin saglanmasi durumunda buatunlegik kuyruk

dagihmi alt-Gstel dagilim sinifina dahil olacaktir.

(@) limsup xm(x) <« sagliyorise F, €S olacaktir. (3.59)
(b) limm(x) =0, lim xm(x) = (3.60)-(3.61)

Ayrica, asagidaki kosullardan birini de saglayabiliyor ise buttnlesik kuyruk dagilimi

alt-Ustel dagilim sinifina dahil olacaktir.

Bu kosullar;
e limsup xm(x) <1 (3.62)
X—00 ,Lt(X)

e -1<5<0olmak Gzerem(x) € R;
e 0<d<lve m(x), 0’adogru azalan bir fonksiyon olmak tzere Q € R;
e m(x)eR; ve m(x) 0Odogru azalan bir fonksiyon olmak Uzere
4(X)-xm(x) €R,
olmasi durumudur (Embrechts et al., 2001).

Batunlegik kuyruk dagiliminin alt-Ustel dagilim yapisina uydugu dagilimlara 6rnek

olarak; Weibull, Benktander-type | ve Il, log-normal dagilimlari verilebilir.

Net getiri kogulunun sifirdan buyuk olmasi (o >0) ve F €Sicin gerekli (a) ya da

(b) kosullarini saglamasi durumunda Cramer-Lundberg modelinde; u-—>’ iken

iflas olasiligi

w(u) ~ p'F, (u) seklinde hesaplanmaktadir.
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F, €S olmasina ragmen F ¢S olan dagilimlar bulunmaktadir. Klippelberg 1988

yihindaki ¢alismasinda bu konu ile ilgili sonuglar c¢ikarmistir. Sonlu ortalamaya

sahip F dagilimlari; Pareto, Weibull (7 <1), log-normal, Benktander | ve Il tipleri,

Burr, log-gamma dagilimlarinda F €S ve F, €S olmaktadir.
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4. UYGULAMA

4.1.Giris

Calismanin bu bélimunde Trafik Sigortalari Bilgi Merkezi’nden (TRAMER) alinan
Karayollari Motorlu Araglar Zorunlu Mali Sorumluluk Sigortasi verileri kullaniimistir.
TRAMER, 16.12.2003 tarih ve 25318 sayili Resmi Gazetede yayimlanan “Trafik

wiyy g

Sigortasi Bilgi Merkezi Yonetmeligi” ‘ne gore kurulmustur. TRAMER sisteminin
temel amaglari, trafik sigortasinda denetim etkinliginin ve sektérde uygulama
birliginin saglanmasi, sigortasini yaptirmamis motorlu arag isletenlerinin tespiti ve
sahtekarliga karsi onlem alinmasi, toplumda sigorta sistemine olan guvenin
artirlmasi,daha saglikli fiyatlandirma yapilabilmesi ve haksiz rekabetin 6nlenmesi
gibi hususlardir.Bu amaglari gerceklestirmek Uzere, trafik sigortasina iliskin tim
verilerin merkez bir veritabaninda toplanmasi, gunlik olarak glincellenmesi ve bu
verilerin ilgili taraflarin ortak kullanimina sunulmasini saglanmaktadir.Trafik
sigortasi Uretimi gergeklestiren butlin sigorta sirketlerinin 01/01/2003 tarihinden
itibaren tum police bilgileri ve bunlarin hasar ve 6deme kayitlari TRAMER
sistemine transfer edilmis olup, yeni Uretilen policeler ve hasar kayitlari gunlik

olarak transfer edilmektedir.

Karayollari Motorlu Araglar Zorunlu Mali Sorumluluk Sigortasi, 2918 sayil
Karayollari Trafik Kanununda dizenlenen ve trafige c¢ikan her aracin yaptirmak
zorunda oldugu bir sigorta ¢esididir. 2918 sayili Karayollari Trafik Kanunu'na gore
policede tanimlanan motorlu aracin igletilmesi sirasinda, bir kimsenin 6limune
veya yaralanmasina veya bir seyin zarara ugramasina sebebiyet vermis
olmasindan dolayi igletene disen hukuki sorumlulugun, zorunlu sigorta limitlerine
kadar temin edilmesi saglanmaktadir. Karayollari Motorlu Araglar Zorunlu Mali
Sorumluluk Sigortasina trafik sigortasi da denilmektedir. Ulkemizde 6énemli bir
blyulklige ve uygulama alanina sahip olan trafik sigortasi, prim Uretimi agisindan
hayat digI toplam primin %16,6'sini olusturmakla birlikte, sigortali sayisi 7 milyon

civarindadir ve genig bir sigortali tabani bulunmaktadir.

Veri kimesi,Ocak 2003 - Ekim2009 tarihleri arasinda TRAMER sistemine kayit
edilen Karayollari Motorlu Araglar Zorunlu Mali Sorumluluk Sigortasi aylk

verilerinden elde edilmigtir.Yapilan hesaplamalarda, ilgili tarinler arasindaki her bir
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ayda toplanan net police prim tutarlari, 6denen ve muallak hasar tutarlarindan
yararlanilmigtir. Uygulamada kullanilacak hasar tutarlari muallak hasar ve 6denen
hasar tutarlarinin toplami seklinde elde edilmis olup toplam hasar tutarinin %82’ lik
bolimunin 6denen hasar tutarlarindan, kalan %18’lik kismin ise muallak hasar
tutarlarindan olustugu gorulmektedir. Verinin dizenlenmesi ve 82’ser donemden
olusan toplam prim, toplam hasar, ortalama prim ve poligce basina ortalama hasar

sureclerinin olusturulmasinda Microsoft Excel yazilimindan yararlaniimigtir.

4.2. Veri Niteligi

Toplam prim siireci

Prim sirecinin olusturulmasinda Ocak 2003 — Ekim 2009 tarihleri arasindaki police
baglama tarihine gore her bir ayda gergeklesen net police adedi ve net police prim
degerleri kullaniimigtir.Net polige adedi; ilgili ddnemde baslayan police sayisindan,
baslangicindan iptal olan poligeler g¢ikarilarak bulunan net police sayisini ifade
etmektedir.Net poligce primi ise ilgili ddnemde baslayan poligelere ait toplam prim
degerinden, baslangicindan ve kismi iptal olan poligelere ait prim degeri
cikarilarak ve primi etkileyen diger zeyillere ait prim degerleri yansitilarak bulunan
degeri ifade etmektedir.Ocak 2003 — Ekim 2009 tarihleri arasinda her bir ayda
gerceklesen prim tutarlarinin situn ve ¢izgi grafikleri sirasiyla Sekil 4.1.ve Sekil

4.2’de gosterilmektedir.

Toplam Prim

200.000000 — __—_ = 2003
150.000.000 H 2004
100.000.000

50.000.000 | = 2005

0 H 2006

< & m 2007
FFEFEF & & o o ~

Y& & e e 2008

g 2009

Sekil 4.10cak2003-Ekim 2009 tarihleri arasinda her bir ayda toplanan prim
tutarlarinin sutun grafigi
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Toplam Prim
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Sekil 4.20cak 2003-Ekim 2009 tarihleri arasinda her bir ayda toplanan aylik prim
tutarlarinin gizgi grafigi

Aylik gergeklesen toplam prim tutarlarinin incelenmesiyle, toplam primin en dusuk
oldugu ayda 27.803.014,57 TL, toplam primin en fazla oldugu ayda ise
1.728.676.233,29 TL prim toplandigi gorulmektedir. Prim tutarlarinin ortalama
degerinin 103.394.994,02 TL oldugu ve 82 donem boyunca toplam 8.478.389.509

TL primin toplandigi goralmustar.

Sekil 4.2°den gorildugu tzere, zaman icerisinde her bir ayda gerceklesen toplam
prim miktarlarlarinin arttigi gézlemlenmektedir. Bu durum yillar itibariyle sigortasi

yapilan arag sayilarindaki artistan kaynaklanmaktadir.
Toplam hasar sureci

Hasar surecinin olusturulmasinda, Ocak2003 - Ekim 2009 tarihleri arasindaki
hasar tarihi esasina gore her bir ayda 6édenen hasar tutarlari ve muallak hasar
tutarlari kullaniimistir. Odenen hasar tutari, ilgili yil ve ay ayriminda hasar tarihine
goére yapilan 6demelerin toplami olup; tazminat tutari, ekspertiz Ucreti ve diger
masraflarin toplami dikkate alinmistir. Toplam hasar tutari, her bir ayda 6édenen

hasar ve muallak hasar tutarlarinin toplami olarak bulunmustur.

Ocak 2003 - Ekim 2009 tarihleri arasinda her bir ayda gerceklesen toplam hasar
tutarlarinin  situn ve ¢izgi grafikleri sirasiyla Sekil 4.3.ve Sekil 4.4’de
gOsterilmektedir
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Toplam Hasar
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Sekil 4.30cak 2003-Ekim 2009 tarihleri arasinda her bir ayda gerceklesen toplam
hasar tutarlarinin sutun grafigi

Toplam Hasar
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Sekil 4.40cak 2003-Ekim 2009 tarihleri arasinda her bir ayda gergeklesen toplam
hasar tutarlarinin gizgi grafigi

Sekil 4.3 ve 4.4’den goruldigu Uzere, gergeklesen aylik toplam hasar tutarlarinin
incelenmesiyle, toplam hasarin en dusik oldugu ayda 2.939.499,3 TL, toplam
hasarin en ylksek oldugu ayda ise 15.268.772,41 TL tutarinda hasarin
gerceklestigi gorulmektedir. Hasar tutarlarinin ortalama degeri 83.192.087,97 TL
olup, 82 doénem boyunca 6.821.751.209 TL ‘lik hasarin
olustugugoézlemlenmektedir.

Toplam hasar tutarlarinin siklik dagihmi, hasar buyudklikleri hakkinda bilgi sahibi
olunmasini saglayarak veri igerisindeki buylk hasarlarin gdzlemlenmesini

saglamaktadir. Toplam hasarin siklik dagilimi Sekil.4.5’de gosteriimektedir.
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Toplam Hasar Siklik Dagilhmi

Toplam Hasar>136049032,44
119410340,80<ToplamHasar<136049032,44
102771649,15<ToplamHasar<119410340,80
<86132957,51<ToplamHasar<102771649,15

69494265,87<ToplamHasar<86132957,51
52855574,23<ToplamHasar<69494265,87
36216882,58<ToplamHasar<52855574,23
19578190,94<ToplamHasar<36216882,58
2939499, 30<ToplamHasar<19578190,94

Sekil 4.5Toplam hasarin siklik dagihmi

Sikhk dagihiminin incelenmesiyle, 82 dénemden 12’sinde belirli bir Gst degerden
daha ylksek hasarlarin gergeklestigi; bununla birlikte dusuk hasar tutarlarinin
donem icerisinde daha seyrek gergeklestigi gozlemlenmektedir. Bu durum,
hasarlarin, dagilimin daha ¢ok sag kuyruk bodlgesinde yogunlagsmasina neden
olmakta ve hasar tutarlarinin kalin kuyruklu bir dagilima uyabilecegi durumununu

glindeme getirmektedir.

4.3. Risk Siirecinin incelenmesi

TRAMER sistemine kayith Ocak 2003 - Ekim 2009 tarihleri arasindaki her bir ayda
gerceklesen toplam hasar, toplam prim, police basina ortalama hasar, ortalama
prim tutarlarindan ikili gruplar olusturularak cesitli varsayimlar altinda risk sureci
incelemesi yapilmis, risk strecinin ilk kez sifirin altina distigu durum igin, iflasin

gerceklesme olasiliklari hesaplanmistir.

Risk slrecininincelenmesinde primlerin donem basinda toplandigi, hasar

O0demelerinin ise donem sonunda yapildigi varsayillmaktadir.

Risk surecinin olusturulmasinda, U,baslangig sermayesi ile surece baslayan

sistem, donem basinda toplanan prim tutarlari ile birlikte donem sonuna kadar
aylk faiz oranina gore faizlendiriimekte ve dénem sonunda da hasar 6demeleri
yapiimaktadir. ilgili ddnem sonunda sistemde kalan tutar, bir sonraki dénemin

basglangi¢c sermayesini olusturmaktadir.
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Risk sureci, t=12,...,820lmak Uzere;
U =U,_,+I1,)A+r)-S, seklinde gosterilmektedir.

Uygulamada aylik faiz orani 0,01 olarak alinmisg olup, toplam ve ortalama
degerlere goére incelenen slreglerde farkli baslangic sermaye degerleri

kullaniimistir. Uygulamada sirasiyla;

Toplam hasar - toplam prim tutarlarina gore,

Toplam hasar-toplam primin belirli bir oranina gore,

Police basina ortalama hasar—ortalama prim tutarlarina gore,

Police basina ortalama hasar—ortalama primin belirli bir oranina goére olusturulan

suregler incelenmisgtir.
Toplam hasar - toplam prim tutarlarina gore risk siireci

Incelemede Ocak 2003 - Ekim 2009 tarihleri arasindaki her bir ayda gergeklesen
toplam hasar ve toplam prim tutarlari 82 donemlik zaman serilerine donusturilerek

risk sureci olusturulmustur.

incelenen 82 ddnem igerisindeki her bir ayda toplanan prim tutarlarinin, ilgili
aylarda gerceklesen hasar tutarlarindan daha yuksek oldugu gozlemlenmistir.
Sekil 4.6.’da 82 donem boyunca gerceklesen toplam hasar - toplam prim

tutarlarinin yapisi gosterilmektedir.
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Sekil 4.6 Toplam hasar-toplam prim tutarlarinin gizgi grafigi

Toplam hasar tutarinin dagihminin bulunmasinda EasyFit Professional 5.5
yazilimi kullanilmigtir. Yazilim sonucunda toplam hasar tutarinin kalin kuyruklu
dagilimlardan Lognormal dagilima uygunluk gosterdigi gozlemlenmistir. Uygun

dagilimin belirlenmesinde Ki-Kare uyum iyiligi testinden yararlanilimistir.
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Ki-Kare uyum iyiligi testi sonucunda p degeri 0,34025 olarak bulunmustur. Bulunan
p dederinin «=0.05 dederinden buyuk olmasi nedeniyle police bagina aylik

ortalama hasar tutarinin ,2=18,028 ve o =0.7822 parametreleriyle Log—normal

dagihima uydugu %95 guvenirlilik duzeyinde kabul edilmektedir.

82 donem boyunca gozlemlenen aylik toplam hasar tutari ile aylik toplam prim
tutarina gore olusturulan risk surecinde, baglangic sermaye miktarlari
siraslylal0.000.000 TL, 50.000.000 TL,100.000.000 TL, 150.000.000TL
ve200.000.000TL olarak alinmistir. Bes farkli baslangic sermaye miktari ve 0,01
aylk sabit faiz orani varsayiminda, aylik toplam hasar tutari ile aylik toplam prim

tutarindan olugan risk surecinin yapisi Sekil 4.7'da gosterilmektedir.
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Sekil 4.7Aylik 0,01 faiz orani ve bes farkli sermaye miktarina gore aylik toplam
hasar-toplam prim tutarlarinin risk streci grafigi

incelemede faiz orani sabit ve 0,01 olarak alinmistir. Farklh faiz oranlarinin risk
sureci Uzerindeki etkisinin gdzlemlenebilmesi igin sermaye miktari 10.000.000TL
olmak Uzere bes farkh faiz orani igin risk sdrecinin gelisimi Sekil 4.8'de
gosterilmektedir. Grafikten faiz oranlarindaki %1 ‘lik artis etkisinin 6zellikle

ilerleyen donemlerde ¢ok daha yuksek oldugugorulmektedir.
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Sekil 4.8Bes farkl aylik faiz orani ve Sermaye 1 miktarina gére hesaplanan risk
sureglerinin grafigi

Toplam hasar- toplam primin belirli bir oranina gore risk siireci

Sekil 4.7’den de gorlldigu Uzere toplam hasar tutari ile toplam prim tutarlarinin
olusturdugu risk streci minimum baslangic sermayelerinde bile sifirin altina

dismemistir.

Bu nedenle toplam prim tutarinin belirli bir yuzdesi alinarak risk sureci incelemesi
yapilmistir. Toplam primin belirli bir yizdesinin alinmasi prim degerlerinde higbir
sigorta masrafinin dikkate alinmamis olmasi ve bu nedenle de prim degerlerinin
yuksek cikiyor olmasindan da kaynaklanabilmektedir. Toplam primin belirli bir
oraninin masraflar olarak ayrilacagi seklinde varsayim vyapilarak risk sureci
incelemesi yapilabilmektedir. Toplam hasar vebelirli ylzdesi alinan toplam prim
tutarlarindan olusturulan risk sureclerinin incelenmesinde bagslangic sermaye
miktarlari sirasiylal0.000.000 TL, 50.000.000 TL, 100.000.000 TL, 150.000.000
TL, 200.000.000 TL olarak alinmigtir.

Toplam prime uygulanan c¢esitli yuzdelik degerlere gore, belirli bir ylizdesi alinan
toplam prim tutarlari ile toplam hasar tutarlarindan olusan risk sureglerinin yapisi
incelenmigtir. Sirasiyla Sekil 4.9'da toplam primin %80’inin alinmasi durumu; Sekil
4.10’da toplam primin %75 ’inin alinmasi durumu; Sekil 4.11’de toplam primin

%70Q’inin alinmasi durumuna bagli olarak risk sureglerinin grafikleri gizilmistir.
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Sermaye5

Sekil 4.9Toplam primin %80’si ve toplam hasar tutarina gore olusturulan risk

sureci grafigi
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Sekil 4.10Toplam primin %75’i ve toplam hasar tutarina gore olusturulan risk

sureci grafigi

800.000.000

600.000.000

400.000.000

200.000.000

o

-200.000.000

-400.000.000

-600.000.000

-800.000.000

-1.000.000.000

7/-'—/,”/\\;/-’\\—\

Sermaye?2

1 6 1116212631364146515661 681 Sermaye3

N ermaye
N

Sermaye5S

Sekil 4.11 Toplam primin %70’i ve toplam hasar tutarina gore olusturulan risk

sureci grafigi
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Grafiklerden de goruldugu gibi toplam prim tutarinin yaklasik %75den daha az
alinmasi durumunda risk sureci sifir seviyesinin altina dugebilmekte ve iflas
olasiliklari hesaplanabilmektedir. Tum farkl baslangi¢c sermaye miktarlari igin iflas
olasiklarinin hesaplanabilmesine imkan saglamak icin ortalama primin %70’

alinarak risk sureci incelenmistir.

Police basina aylik ortalama hasar tutari ile %30’'u masraflar olarak ayrilarak
hesaplanan aylik ortalama prim tutarlarina goére olusturulan risk surecinin 0,01
aylik faiz oraninda, farkl baslangic sermayeleri ve guvenlik ylikleme faktorleri igin
iflas olasiliklari hesaplanmistir. iflas olasiiginin hesaplanmasinda Matlab 7.1

yazilimindan yararlaniimistir.

10 farkl baslangi¢c sermayesi ve bes farkh glvenlik ylikleme faktériine goére, 0,01

faiz orani altinda elde edilen iflas olasiliklari Cizelge 4.1’de gosterilmektedir.

Cizelge 4.1 Toplam hasar — % 70 toplam prim tutarinin olusturdugu risk sureci igin

cesitli iflas olasiliklari

GUVENLIK YOKLEME FAKTORU(1+ p)

BASLANGIC SERMAYE

MIKTARLARI 1 1.25 1.50 1.75 1.80
Sermaye 1 = 10.000.000 0,9399 | 0,7519 | 0,6266 | 0,5371 | 0,5222
Sermaye 2 = 20.000.000 0,8798 | 0,7038 | 0,5865 | 0,5027 | 0,4888
Sermaye 3 = 30.000.000 0,8197 | 0,6558 | 0,5465 | 0,4684 | 0,4554
Sermaye 4 = 40.000.000 0,7596 | 0,6077 | 0,5064 | 0,4341 | 0,4220
Sermaye 5 = 50.000.000 0,6995 | 0,5596 | 0,4663 | 0,3997 | 0,3886
Sermaye 6 = 75.000.000 0,5492 | 0,4394 | 0,3662 | 0,3138 | 0,3051
Sermaye 7 = 100.000.000 0,3990 | 0,3192 | 0,2660 | 0,2280 | 0,2217
Sermaye 8 = 125.000.000 0,2487 | 0,1990 | 0,1658 | 0,1421 | 0,1382
Sermaye 9 = 150.000.000 0,0985 | 0,0788 | 0,0656 | 0,0563 | 0,0547
Sermaye 10= 175.000.000 iflas Gerceklesmemistir
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Yazilimdan elde edilen degerler sonucunda, baslangi¢ sermaye miktarlarindaki ve
sistemin uygulayacagi guvenlik yukleme faktorlerindeki artisin iflas olasiliklarinda
azalmaya neden oldugu gdézlemlenmektedir. Cizelgeden iflas olasiliginin en
yuksek oldugu 0.9399 degeri, sermaye miktarinin 10.000.000 TL ve guvenlik
yukleme faktorinin bulunmadigi durumda elde edilirken; en disuk iflas olasiligi
olan 0.0547degeri ise,sermaye miktarinin 150.000.000TL ve guvenlik yukleme
faktorinin 0,8 oldugu durum igin elde edilmektedir. Sermaye miktarinin
175.000.000 olmasi durumunda ise sermaye miktari tum hasarlari 6demek igin

yeterli oimakta ve iflas gergeklesmemektedir.

Police basina aylik ortalama hasar — ortalama prim tutarlarina gore risk

slireci incelemesi

Police basina aylik ortalama hasar tutari; o ay igerisinde gergeklesen toplam hasar
bayUkligunun yine o ay yururlikteki toplam police sayisina bolinmesiyle elde
edilen miktardir. Police basina ortalama hasar tutarlarinda, her bir donemdeki
police sayisi goz onunde bulundurmaktadir. Bu durum incelenen donem igerisinde
police sayisinda meydana gelen artisin, hasar ddemelerinde de artisa neden
olacak olmasindan kaynaklanmaktadir. Her bir aydaki police basina ortalama
hasartutari, toplam hasar tutarina gére daha duragan bir yapiya sahip olacaktir.
Bu nedenle, poligce basina ortalama hasar tutarlarina gore yapilan inceleme, daha

tutarli degerleri yansitmasindan dolayi tercih edilmektedir.

Police basina aylik ortalama hasar tutarinin incelenmesiyle, en disik 6édemenin
yapildigl ayda 4,220944188 TL, en buyuk hasar tutarinin meydana geldigi ayda
ise 191,298765 TL'lik hasarin gergeklestigi ve police basina aylik ortalama hasar
tutarinin ortalama degerinin 102,6228033 TL oldugu bulunmustur. 82 dénem
boyunca polige basina ortalama hasar toplaminin 8415,069869 TL oldugu

gozlemlenmektedir.

Police basina aylik ortalamahasartutari ile ortalama prim tutarlarinin ilgili ddnem

icerisindeki gelisiminin ¢izgi grafigi Sekil 4.9'da gosterilmektedir.
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Sekil 4.12 Polige basina aylik ortalama hasar tutari ile ortalama prim tutarlarinin
cizgi grafigi

Police basina aylik ortalama hasar tutarinin dagiiminin bulunmasinda EasyFit
Professional 5.5 yazilimi kullaniimistir. Yazilim sonucunda police basina aylk
ortalama hasar tutarinin kalin kuyruklu dagilimlardan Lognormal dagilima
uygunluk  gosterdigi  gozlemlenmigtir.  Uygun dagilimin  belirlenmesinde

Kolmogorov-Smirnov ve Ki-Kare uyum iyiligi testlerinden yararlaniimigtir.

Kolmogorov—Smirnov uyum iyiligi testi sonucunda p degeri 0,05013; Ki-Kare uyum
iyiligi testi sonucunda ise p degeri 0,18485 olarak bulunmustur. Bulunan p
degerlerinin «=0,05 degerinden buyuk olmasi nedeniyle polige basina aylik

ortalama hasar tutarinin ;2=4,4916 ve o =0,63221 parametreleriyle Log—normal

dagilima uydugu %95 guvenirlilik dizeyinde kabul edilmektedir.

82 donem boyunca gozlemlenen police bagina aylik ortalama hasar tutari ile ayhk
ortalama prim tutarlarina gore olusturulan risk surecinde, baslangic sermaye
miktarlari sirasiylal00 TL, 250 TL,500 TL, 750 TL ve 1000 TL olarak alinmistir. Bu

durum altindaki risk surecinin gelisimi Sekil 4.13’de gosteriimektedir.
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Sekil 4.13 Bes farkli sermaye miktarina gore ortalama hasar-ortalama prim
tutarlarinin risk sureci grafig|

Police basina ortalama hasar—ortalama primin belirli bir oranina gore

olusturulan risk streci

Sekil 4.13'den de goruldugu Uzere police basina ortalama hasar tutari ile ortalama
prim tutarlarinin olusturdugu risk sureci minimum baslangi¢ sermayelerinde bile

sifirin altina dismemistir.

Bu nedenle ortalama prim tutarinin belirli bir yUzdesi alinarak risk sureci
incelemesi yapilmigtir. Ortalama primin belirli bir ylzdesinin alinmasinda higbir
sigorta masrafi dikkate alinmadigindan prim degerlerinin yiksek ¢ikmis olmasi
etkili olmustur. Police basina ortalama hasar vebelirli ylizdesi alinan ortalama prim
tutarlarindan olusturulan risk sureglerinin incelenmesinde baslangi¢c sermaye
miktarlari sirasiyla 100 TL, 250 TL, 500 TL, 750 TL, 1000 TL olarak alinmistir.

Ortalama prim tutarina uygulanan cgesitli yuzdelik degerlere goére, belirli bir ylzdesi
alinan ortalama prim tutarlari ile police basina ortalama hasar tutarlarindan olusan
risk sureglerinin yapisi incelenmistir. Sirasiyla Sekil 4.14’de ortalama primin %50
’sinin alinmasi durumu; Sekil 4.15°de ortalama primin %60 "inin alinmasi durumu;
Sekil 4.16'da ortalama primin %70 ’inin alinmasi durumu; Sekil 4.17°de ortalama
primin %75 ’inin alinmasi durumuna bagli olarak risk sureglerinin grafikleri

Gizilmistir.
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Sekil 4.14 Ortalama primin %50’si ve police basina ortalama hasar tutarina gére

olusturulan risk sureci grafigi
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Sekil 4.17 Ortalama primin %75’i ve police basina ortalama hasar tutarina gore
olusturulan risk sureci grafigi

Grafiklerden de goruldugu gibi ortalama prim tutarinin yaklasik %70 ’inden daha
az alinmasi durumunda risk slreci sifir seviyesinin altina dismekte ve iflas
olasiliklari hesaplanabilmektedir. Tum farkl baslangi¢c sermaye miktarlari igin iflas
olasiklarinin hesaplanmasina imkan saglamak i¢in ortalama primin %60 ’1 alinarak

risk sreci incelenmigtir.

Police basina aylik ortalama hasar tutari ile %40 ’1 masraflar olarak ayrilarak
hesaplanan aylik ortalama prim tutarlarina goére olusturulan risk surecinin 0,01
aylik faiz oraninda, farkli baslangi¢c sermayeleri ve guvenlik ytkleme faktérlerine
gére iflas olasiliklari hesaplanmistir. iflas olasiliginin hesaplanmasinda Matlab 7.1

yazilimindan yararlaniimigtir.

10 farkl baslangi¢c sermayesi ve bes farkh givenlik ylikleme faktériine goére, 0,01

faiz orani altinda elde edilen iflas olasiliklari Cizelge 4.2’de gosterilmektedir.

Yazilimdan elde edilen degerler sonucunda, baslangi¢g sermaye miktarlarindaki ve
sistemin uygulayacagi guvenlik yukleme faktorlerindeki artisin iflas olasiliklarinda
azalmaya neden oldugu go6zlemlenmektedir. Cizelgeden iflas olasiiginin en
yuksek oldugu 0,9605 degeri, sermaye miktarinin 10 TL ve guvenlik yukleme
faktorinin bulunmadidi durumda elde edilirken en dusuk iflas olasiligi olan 0,0153
degeri ise, sermaye miktarinin 200 TL ve guvenlik yikleme faktérinin 0,8 oldugu

durum icin elde edilmektedir.
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Cizelge 4.2 Poligce basina aylik ortalama hasar — % 60 ortalama prim tutarlarinin

olusturdugu risk sureci i¢in gesitli iflas olasiliklari

Giivenlik Yiikleme Faktorleri (1+ p)
Baslangi¢c Sermaye
Miktarlar 1 1.25 1.50 1.75 1.8
Sermaye miktari=10 0,9605 0,7684 0,6403 0,5488 0,5336
Sermaye miktarn=20 0,9079 0,7263 0,6053 0,5188 0,5044
Sermaye miktari=30 0,8569 0,6855 0,5713 0,4897 0,4886
Sermaye miktari=40 0,8071 0,6457 0,5381 0,4612 0,4761
Sermaye miktari=50 0,7534 0,6027 0,5023 0,4305 0,4186
Sermaye miktari=75 0,6347 0,5078 0,4231 0,3627 0,3526
Sermaye miktari=100 0,5128 0,4103 0,3419 0,2931 0,2849
Sermaye miktari=125 0,3914 0,3131 0,2609 0,2237 0,2174
Sermaye miktari=150 0,2701 0,2161 0,1801 0,1543 0,1500
Sermaye miktari=200 0,0275 0,0220 0,0184 0,0157 0,0153

4.4.Kalhin Kuyruklu Dagihma Sahip Hasar Biiyiikliikleri igin iflas Olasiiginin
Hesaplanmasi

Kalin kuyruklu dagihma sahip hasar buyudkldkleri icin iflas olasiliginin
hesaplanmasinda calismanin Gglincl boéliminde alt-Gstel ve dizenli degisen kalin

kuyruk siniflari i¢in elde edilen iflas olasihgi egitliklerden yararlaniimaktadir.

Kalin  kuyruklu hasar bayuklugtu dagilimlari igin iflas  olasiliklarinin
hesaplanmasinda oncelikle incelenen risk surecinde iflas durumunun gergeklesmis

olmasi gerekmektedir.

Veriye iligkin risk sureci ve iflas olasiklarinin elde edilmesinde Matlab

7.1lyazilimindan yararlaniimigtir.

incelemede &ncelikle Ocak 2003-Ekim 2009 tarihleri arasinda her bir ayda

gerceklesen toplam hasar - toplam prim ve ortalama hasar — ortalama prim
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tutarlarinin olusturdugu risk suregleri Uzerinde inceleme yapiimigtir. Bu durumda
dusuk sermaye miktari ve faiz orani varsayiminda bile risk sureglerinin sifir
seviyesinin altina dismedidi ve iflas olasiiginin hesaplanamadigi gérilmektedir.
Toplam primin ve ortalama primin belirli bir yltzdesinin alindigi durumlar igin de
risk sureci incelemesi yapilmig ve c¢esitli durumlara goére iflas olasiliklar

hesaplanmigtir.

Matlab Yazilimi

Hasar buyuklugu dagiliminin kalin kuyruklu dagihm yapisina uyup uymadigi,
olusturulanrisk sureglerinin incelenmesi ve risk slrecinin sifir seviyesinin altina
dismesi durumu igin iflas olasiliklarinin hesaplanabilmesi igin gelistirilien Matlab

7.1. yaziliminda sirasiyla agagidaki iglemler yapilmistir.

Microsoft Excel yazilimi kullanilarak duzeltiien Ocak 2003 - Ekim 2009 tarihleri
arasindaki her bir ayda gergeklesen toplam prim ve toplam hasar tutarlari,
ortalamaprim ve ortalama hasar tutarlari, police sayilari ve hasar sayilari Matlab
programinda okutulmustur.

Sistemde analiz yapan kisiye baslangi¢c sermaye miktari ve faiz oranlarini
belirleme tercihi birakilmis ayni zamanda sistemde otomatik olarak belirli sermaye
ve faiz oranlari da yazilmistir.

Hasar buyuklugunun incelenmesinde kalin kuyruklu dagilimlardan Pareto,
lognormal ve Weibull dagihmlarina gore dagihm, kuyruk dagihm, olasilik, tehlike
ve tehlike hizi fonksiyonlari, kullanici tarafindan girilen parametre degerlerine goére
olusturulmustur.

Hasar bayukligunun dagilimina goére butunlesik kuyruk dagilimi elde edilmistir.
incelenen hasar blyikligi dagiliminin kalin kuyruklu dagilim yapisina sahip olup
olmadigina, sirasiyla kalin kuyruklu dagilimlarin dort temel kosulu sorgulanarak

karar verilmistir. incelenen kosullar;

Kosul1: & > 0olmak tzere je“dF (X)=o0,
0

Kosul 2: x>0 icin F(x)>0,

84



Kosul 3: o =1lim sup@ olmak lzere a =0,

xoo X

Kosul 4:s >0 olmak iizere lim e¥F (x) = o i,

X—>®0

Kalin kuyruklu olduguna karar verilen hasar buyuklugu dagihmin sirasiyla uzun
kuyruklu, alt-Ustel yada duzenli degisen kuyruklu dagihim olup olmadidina
calismanin ikinci bolumunde verilen kosullari saglamasi yonunden karar
verilmigtir.

Alt-Ustel oldugu bulunanhasar buyukligua dagiliminin butinlesik kuyruk dagiliminin
da alt—Ustel dagihma uyup uymadigina tum butinlesik kuyruk dagihm kosullar
incelenerek karar verilmigtir.

Hasar buyuklukleri icin bakilan tim kalin kuyrukluluk ve alt sinif kosullarindan
sonra dagilimin yapisi belirlenmistir.

82 aylik toplam hasar ve police basina aylik ortalama hasar buyudkluklerine gore
olusturulan risk suregleri incelenerek risk sureglerinin grafikleri ¢cikartiimigtir.

Risk surecinin sifirin altina dismesi durumunda arastirmaciya kaginci ayda ilk
iflasin gerceklestigi belirtilerek bu noktadaki iflas olasiligi, ¢alismanin Gguncu
bolimdnde verilen kalin kuyruklu dagilimlardaki iflas olasiligi esitliklerine gore
hesaplanmigtir.

iflas olasiliklarinin hesaplanmasinda arastirmaciya givenlik yikleme faktorini

belirleyebilme tercihi birakiimigtir.

Lognormal dagilima uydugu belirlenen toplam hasar ve police basina toplam
hasar tutarlar dagilimlarina gore inceleme vyapiimasinda interal ve limit
islemlerinde kolaylik saglamasi yéninden hata fonksiyonu (error function-Erf) ve
tamamlayict hata fonksiyonu (complementary error function-Erfc) tablo

degerlerinden yararlaniimigtir.

Bulunan sonuglar iflas olasiliginin glvenlik ylikleme faktort ve baslangi¢ sermaye
miktarlarina gére degistigini gdstermektedir. Guvenlik ylkleme faktdrt incelenen
sistemde daha glvenli bir durumu yaratacagindan, guvenlik yikleme faktorindeki
artig, beklenildigi gibi iflas olasiiginin dismesine neden olmustur. Baslangig
sermaye miktarindaki artisa bagh olarak da risk surecinin sifirin altina dismesi

olasiligi azalmistir.
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Toplam hasar ve police basina ortalama hasarlara gore iflas olasiliginin
hesaplanmasinda sermaye miktarlarina, tutarlarin ortalama degerlerine bakilarak
karar verilmistir. Toplam hasarlar igin baglangi¢c sermaye miktarlari, toplam hasarin
beklenen degeri olan 83.192.087,97 TL ortalama degeriyle ortugecek sekilde
milyon bazinda alinirken; police basina ortalama hasar tutarlari igin baslangi¢
sermaye miktarlari, polige basina ortalama hasar tutarinin beklenen degeri olan
102,6228033 TL ortalama degerleriyle ortugsecek sekilde alinmigtir. Toplam
degerler ile ortalama dederler Gzerinden hesaplanan iflas olasiliklarinda ortalama
degerler icin iflas olasiliklarinin daha yuksek ciktigi ve eger segim yapilmasi
istendigi durumda ortalama degerlere gore yapilan hesaplamalarin daha gergekgi

ve daha temkinli yaklasim saglayacagi seklinde yorumlanabilir.
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5. SONUC VE ONERILER

Hayat disi sigorta branslarinda toplam hasar tahminlerinin yapilmasi girket icin en
onemli inceleme konularindan biridir. Bu tur sigorta branginda hem hasar sayisi
hem de hasar tutari birer bilinmeyendir. Bu nedenle de hayat sigortalarina goére
¢ok daha vyuksek hata paylarini iginde bulundurmaktadir. Saghklh  bir
fiyatlandirmanin yapilabilmesi ve reaslrans konusunda en dogru saklama payi
limitinin bulunabilmesi igin toplam hasar dagilimlarinin ¢ok iyi degerlendiriimesi
gerekmektedir. Toplam hasar buyukliklerine bagli olarak kurulan modeller girketin
gelecek donemlerine 1sik tutarak yol gosterici bir koruma saglamis olacaktir.
Yapilacak hesaplamalarin  gecerliligi, verilerin guvenilirligi  ve kullanilan

yaklagimlarin dogruluguna bagli olmaktadir.

Hayat digi sigorta branginda toplam hasar buyuklUklerinin incelenmesinde
karsilasilan en onemli sorunlardan birisi gerceklesme olasiliklari az; ancak
gerceklesmesi durumunda ylksek hasar tutarlarina neden olan risklerin
incelenmesidir. Bu tur riskler sirketin yukamlulik karsilama yeterliligini dogrudan
etkilediginden, hasar tutari dagiliminin sag kuyruk bolgesinin bu etkiyi iginde

barindiran kalin kuyruklu dagilimlarla modellenmesi gerekmektedir.

Sigorta hesaplamalarinda karsilagilan bir diger sorun ise bagimhlik durumudur.
Genellikle sigorta hesaplamalarinda kolaylik saglanmasi amaciyla risklerin
badimsiz olduklari varsayilmaktadir. Ancak bu varsayim, gergekgi sonuglarla

bagdasmamaktadir.

AktlUerler sirketin uzun sureli yokimlUluk karsilama yeterliligini saglamak igin risk
surecini iyi tanimlamak, dogru risk yuklemelerini yapmak, muafiyet ve saklama

pay! limitlerini cok iyi saptamak zorundadirlar.

iflas olasiliklarinin hesaplanmasinda temel olarak kullanilan Cramer-Lundberg
teoremi, hasarlarin Ustel dagihima uymasi durumunda kullaniimakta ve ¢ok yuksek
olmayan baslangic sermaye degeri ile duzeltme katsayisi de@eri kisitlamasi
konulmaktadir. Ancak gergek sigorta veri incelemelerinde buyuk hasarlarin da
etkisini iceren Weibull, log-normal ve Pareto dagihimlari gibi kalin kuyruklu
dagilimlarla karsilagiimaktadir. Yapilan c¢alismalar sonucunda kalin kuyruklu
dagilima sahip hasar buyudklukleri igin iflas olasihidinin hesaplanabilmesine olanak

saglayan modeller ve formuller gelistirilmistir.
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Bu caligmada oncelikle, kalin kuyruklu dagilim yapisinin, tum ozellikleri ve alt
siniflar agiklanmig, her bir sinif igcin gerekli kosullar incelenmistir. Bu sekilde bir
dagihmin kalin kuyruklu ve de alt siniflarindan herhangi birine ait olmasi igin

gereken tum durumlar sirasiyla ele alinmistir.

Sigortacilikta sirketin devamlihgi agisindan bir yol gosterici olan risk surecinin
yapisi ve ozellikleri agiklanmis, iflas olasiklarinin sigorta sirketi agisindan 6nemine
deginilmistir. Kalin kuyruklu dagilim yapisina sahip olduguna karar verilen hasar
blayuklUklerine iligkin iflas olasiliklarinin hesaplanmasinda, kalin kuyruklu
dagihimlarin alt siniflarina 6zel gelistirilen teoriler 1siIginda cgesitli formaller elde

edilmigtir.

Kullanilan yazilimlar yardimiyla herhangi bir dagilimin kalin kuyruklu dagilima
sahip olup olmadigi arastiriimig, kalin kuyruklu dagilima sahip olmasi durumunda
hangi alt sinifa dahil oldugu aciklanmistir. Risk sure¢ yapisi incelenerek, risk
surecinin sifir seviyesinin altina dismesi durumunda iflas olasiligi, kalin kuyruklu

dagilima 6zel formdaller is1§inda hesaplanmistir.

Calismada, Ocak 2003 - Ekim 2009 tarihleri arasindaki Tramer sisteminde kayith
olan Karayollari Motorlu Araglar Zorunlu Mali Sorumluluk Sigortasi verisi, ¢esitli
prim ve hasar tutarlarina baglh olarak olusturulan risk suregleri bakimindan
incelenmis ve cgesitli varsayimlara baglh olarak iflas olasiliklari i¢in sayisal 6rnekler

verilmistir.

Risk slrecine bagli olarak gergeklesen iflas durumlarinin olusmasinda sermaye
miktari ve guvenlik yikleme faktorlerinin etkili oldugu gozlemlenmistir. Sermaye
miktari ve guvenlik yukleme faktorl degerinin beklenildigi gibi iflas olasilgi ile ters
orantili oldugu ve bu degerlerdeki artigin iflas olasiligini belirgin sekilde dusurdtugu

gorulmustar.

Bu calisma ile hayat disi sigorta alaninda dnemli yere sahip olan kalin kuyruklu
dagilimlarin risk siureci ve iflas olasiliklar Gzerindeki etkisi incelenmis ve kalin

kuyruklu dagihmlara 6zel iflas olasiliklarinin nasil hesaplanacadi agiklanmistir.

Uygulamada incelenen hasar buyuklikleri arasinda sadece sure¢ bazinda
bagimliik oldugu varsayllmistir. Hasar buyuklUkleri arasindaki bagimhlik

yapilarinin arastiriimasi ve bu bagimlilik yapilarinin risk sureci ve iflas olasiligi

88



uzerindeki etkisinin incelenmesi yeni bir calisma olarak arastirmacilara
Onerilebilmektedir. Bununla birlikte iflas olasiliginin hesaplanmasinda iflas
zamaninin da incelenmesi ve elde edilmesi Onerilebilecek bir diger calisma

konusunu olusturmaktadir.
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EKLER
Ek-1.Hata fonksiyonu (Error function-Erf) ve Tamamlayici Hata Fonksiyonu

(complementary error function-Erfc) Tablosu
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Ek1: Hata Fonksiyonu ve Tamamlayici Hata Fonksiyonu Tablosu

X Erf(x) Erfc(x)

0 0 1

0,05 0,05637200 |0,94362800
0,1 0,11246290 |0,88753710
0,15 0,16799600 | 0,83200400
0,2 0,22270260 0,77729740
0,25 0,27632640 |0,72367360
0,3 0,32862680 |0,67137320
0,35 0,37938210 |0,62061790
0,4 0,42839240 |0,57160760
0,45 0,47548170 |0,52451830
0,5 0,52049990 |0,47950010
0,55 0,56332340 |0,43667660
0,6 0,60385610 |0,39614390
0,65 0,64202930 |0,35797070
0,7 0,67780120 |0,32219880
0,75 0,71115560 |0,28884440
0,8 0,74210100 |0,25789900
0,85 0,77066810 |0,22933190
0,9 0,79690820 |0,20309180
0,95 0,82089080 |0,17910920
1 0,84270080 |0,15729920
1,1 0,88020510 |0,11979490
1,2 0,91031400 |0,08968600

X Erf(x) Erfc(x)

1,3 0,93400790 |0,06599210
1,4 0,95228510 |0,04771490
1,5 0,96610510 |0,03389490
1,6 0,97634840 |0,02365160
1,7 0,98379050 | 0,01620950
1,8 0,98909050 | 0,01090950
1,9 0,99279040 | 0,00720960
2 0,99532230 |0,00467770
21 0,99702050 | 0,00297950
2,2 0,99813720 |0,00186280
2,3 0,99885680 |0,00114320
2,4 0,99931150 | 0,00068850
2,5 0,99959300 | 0,00040700
2,6 0,99976400 |0,00023600
2,7 0,99986570 | 0,00013430
2,8 0,99992500 | 0,00007500
2,9 0,99995890 | 0,00004110
3 0,99997790 | 0,00002210
3,1 0,99998840 | 0,00001160
3,2 0,99999400 | 0,00000600
3,3 0,99999690 | 0,00000310
3,4 0,99999850 | 0,00000150
3,5 0,99999930 | 0,00000070

98




OZGECMIS

Adi Soyadi

Dogum Yeri :

Dogum Yili

Medeni Hali :

Basak BULUT

Ankara

1984

Bekar

Egitim ve Akademik Durumu:

Lise

Lisans

Yabanci Dil

Is Tecribesi

2008 - ...

1999 - 2002 Ankara Cankaya Super Lisesi (Y. D. A.)

2003 - 2008 Hacettepe Universitesi Aktiierya Bilimleri Bolimii

ingilizce, Almanca

Hacettepe Universitesi Aktiierya Bilimleri Bolimii

99



