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KALIN KUYRUKLU RĠSK MODELLERĠNDE ĠFLAS OLASILIĞI 

 

BaĢak BULUT 

ÖZ 

Bu çalıĢmanın amacı, sigortacılık uygulamalarında önemli iki durum olan kalın 

kuyruklu dağılım yapısına sahip hasar tutarları ile bağımlılık yapısının risk süreci 

üzerindeki etkisinin incelenmesidir. Risk sürecinin sıfırın altına düĢmesi 

durumundaki iflas olasılıkları gerçekleĢmiĢ hasar tutarı dağılımına, parametre 

değerlerine, faiz oranına, baĢlangıç sermaye büyüklüğüne ve güvenlik yükleme 

faktörüne bağlı olarak hesaplanmıĢtır. BaĢlangıç sermaye miktarı ile güvenlik 

yükleme faktörünün, iflas olasılıkları üzerindeki etkisi elde edilen sonuçlara bağlı 

olarak yorumlanmıĢtır.  

Bu çalıĢmada öncelikle kalın kuyruklu dağılımlar ve alt sınıfları hakkında ayrıntılı 

bilgi verilerek her bir dağılım sınıfı için gerekli koĢullar açıklanmıĢ. Sonrasında ise 

hasar tutarlarının kalın kuyruklu dağılım yapısına sahip olması durumunda risk 

süreci için iflas olasılıklarının nasıl hesaplanacağı ispatlar eĢliğinde gösterilmiĢtir. 

Zorunlu trafik sigortası verileri kullanılarak risk sürecini oluĢturan hasar ve prim 

süreçlerinin bağımlılık yapısı incelenmiĢ ve çeĢitli varsayımlar altında iflas 

olasılıkları hesaplanmıĢtır. 
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RUIN PROBABILITY IN HEAVY TAILED RISK MODELS  

BaĢak BULUT 

ABSTRACT 

The structure of heavy-tailed claim severity distributions and dependency are two 

important matters in insurance applications. The aim of this study provides to 

merge these matters and to analyse the effects of that combination on risk 

process. The ruin probabilities, which occur when the risk process falls down zero, 

have been calculated by making various assumptions about the distribution of 

claim severity, estimation of parameters, interest rate, initial surplus, security 

loading factor and so on. The effects of the amount of capital and security loading 

factor on ruin probabilities have been interpreted according to the results. 

In this study, firstly, detailed information about heavy tailed distributions and the 

sub-class-of those distributions are given. Then, the conditions necessary for any 

distribution to belong to one of this special class of distributions are explained. 

After all, it is showed that how the ruin probabilities of a risk process, that including 

heavy tailed claim severity amounts, can be calculated with theoretical 

justifications. Finally, an application is provided by using compulsory traffic 

insurance data. Therefore dependency structures of the processes belonging to 

risk process of this insurance are investigated. Moreover, ruin probabilities are 

calculated according to some assumptions. 

 

 

Keywords: Heavy-Tailed Distributions, Sub-Exponential Distributions,Dependent 

Risks,Risk Process,Ruin Probability 
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1. GĠRĠġ 

Sigorta Ģirketinin yükümlülüklerini karĢılayabilmesi ve devamlılığını sağlayabilmesi 

açısından incelenmesi gereken en önemli konulardan birisi, hasar tutarı 

dağılımlarının modellenmesidir. Özellikle gerçekleĢme olasılığı düĢük olmasına 

rağmen yüksek etki içeren doğal katastrofik olayların sonuçlarının incelenmesi ve 

bu etkileri içeren modellerin geliĢtirilmesi sigorta uygulamalarında önemli bir yer 

tutmaktadır. Bu tür hasarlar sigorta Ģirketinin sorumluluk karĢılama yeterliliğini 

doğrudan etkilemektedir. Bu nedenle, sağlıklı bir fiyatlandırmanın yapılabilmesi ve 

reasürans konusunda en doğru saklama payı limitinin bulunabilmesi için hasar 

tutarı dağılımlarının, özellikle de sağ kuyruk bölgesinin çok iyi değerlendirilmesi 

gerekmektedir. 

Hayat dıĢı sigorta alanında yapılan araĢtırmaların baĢında hasar sayısı ve hasar 

tutarı dağılımlarının modellenmesi gelmektedir; ancak bu sigorta alanında hem 

hasar sayısı hem de hasar tutarı birer bilinmeyendir ve bu nedenle de yapılan 

toplam hasar tahminlerindeki hata payı hayat sigortalarına göre çok daha 

büyüktür. Bu tür sigortalarda sınıf içi ayrımlar daha fazla olduğu gibi sigortalanan 

rizikonun en kötü hal durumlarıyla da karĢılaĢılabilmektedir. Örneğin yangın, 

deprem, sel ya da kasırga gibi risklere karĢı yapılan sigortalarda katastrofik olarak 

tanımlanan bu tür hasarlar ile karĢılaĢılmaktadır. Özellikle bu tür risklerde Ģirketin 

teminat altına almıĢ olduğu birden fazla rizikonun aynı anda etkilenmesi, düĢük 

hasar olasılığının küçümsenmeyecek boyutta etkisinin olabileceğini 

göstermektedir. Olasılığı az, ancak kayıp değeri fazla olan risklerin 

modellenmesinde kalın kuyruklu dağılımların kullanılması çok daha gerçekçi 

sonuçlar vermektedir. Bu dağılımların modellenmesi ve uygunluklarının sınanması 

aktüerler için ilginç bir araĢtırma alanı oluĢturmuĢtur. Hayat dıĢı sigorta branĢında 

büyük hasarlara iliĢkin modellemelerde Beirlant ve Teugels (1992), McNeil (1997), 

Beirlant et al., (2001), Fasen ve Klüppelberg (2008) farklı dağılım yapılarına göre 

çeĢitli modeller geliĢtirmiĢlerdir. 

Kalın kuyruklu olarak ifade edilen bu dağılımlar birer karıĢım modeli ya da 

dönüĢüm modeli olarak elde edilebilmektedir. Sigorta uygulamalarında üstel-

gamma dağılım karmasından elde edilen Pareto dağılımı ya da xY e  

dönüĢümünün normal ve gamma dağılımlarına uygulanmasından elde edilen log-
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normal ve log-gamma dağılımları hasar tutarı verilerini diğer dağılımlara göre çok 

daha baĢarılı Ģekilde yansıtmaktadır.  

Toplam hasar dağılımları, sigorta Ģirketinin hem fiyatlandırma ve risk sınıflandırma 

sürecinde, hem de fonlandırma sürecinde kullanılmaktadır. Heckman-Meyers 

yöntemi, Panjer yöntemi, hızlı Fourier dönüĢümü ve stokastik simülasyon 

yöntemleri toplam hasar dağılımlarını hesaplamak için geliĢtirilmiĢ bazı 

yaklaĢımlardır. Tüm bu yöntemler temelde hasar sıklık dağılımı ve hasar Ģiddeti 

dağılımının bulunabiliyor olduğu varsayımına dayanmaktadır (Dimitriyadis,1992). 

Birsigorta Ģirketinin uzun süreli yükümlülük karĢılama yeterliliğinin sağlanması için 

risk süreci iyi tanımlanmalı, doğru risk yüklemeleri yapılmalı, muafiyet ve saklama 

payı limitleri çok iyi belirlenmelidir. Yapılacak bu hesaplamaların geçerliliği, kurulan 

modelde kullanılan verilerin güvenilirliğine ve kullanılan analitik çözümlerin 

doğruluğuna yakından bağlı olduğu için, yoğun istatistik analizleri gerekmektedir. 

Hasarların büyüklüğü ve sıklığı, sigorta Ģirketinin riske maruz birim sayısını 

etkilediğinden, iflas olasılığının hesaplanmasında da önemli bir role sahiptirler. 

Ġflas olasılığının hesaplanmasında bir sigorta Ģirketinin risk sürecinin zaman 

içerisindeki değiĢimi ile ilgilenilmektedir. Risk süreci kazanılan primler yüzünden 

öncelikle sürekli artan bir stokastik süreci içermekte olup daha sonrasında ise 

ödenen tazminatların etkisiyle azalmaya baĢlayacaktır. Risk süreci miktarı sıfırın 

altına düĢtüğü takdirde iflas gerçekleĢmiĢ olacaktır. 

Aktüeryal risk teorisinde önemli bir yere sahip olan sigortacılığın temel risk modeli, 

1903 yılında Filip Lundberg tarafından bulunmuĢtur. Lundberg yaptığı 

çalıĢmalarda, hayat dıĢı sigortalarda hasar sayısı modelinin Poisson süreçlerine 

dayandığını ispatlamıĢtır. Bu buluĢ aslında 1900 yılında Bachelier tarafından 

bulunan ve finansal modelde önemli bir rol oluĢturan Brown hareketine benzerlik 

göstermektedir. Daha sonra Harald Cramer 1955 yılında, Lundberg„in bulduğu bu 

sonucu stokastik süreçler üzerine uygulamıĢtır. Bu çalıĢmasıyla Cramer, olasılık 

teorisi kadar hayat dıĢı sigorta matematiğinde de önemli bir adım atılmasına 

yardımcı olmuĢtur. Bu model de böylece Cramer-Lundberg teoremi olarak 

anılmaya baĢlanmıĢtır. Klasik Cramer-Lundberg modeli çeĢitli sigorta kolları 

üzerinde incelenmiĢtir (Embrechts et al., 2001). 
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Seal (1978), sonlu bir zaman diliminde iflas olasılıklarını hesaplamak için sayısal 

yöntemler geliĢtirmiĢtir. Beekman ve Bowers (1972), sınırlı zamanlı iflas olasılığı 

için momentler yaklaĢımı yöntemini ortaya çıkarmıĢtır. Gerber (1973) ve De 

(1978), Martingale kuramını kullanarak iflas olasılığı için üst sınırlar 

tanımlamıĢlardır. Bunların dıĢında Panjer (1982) ve Willmot (1989, 1990) Poisson 

bileĢimleri üzerine çeĢitli algoritmalar geliĢtirmiĢlerdir. Grandell (1989), iflas 

olasılığı konusunda o güne kadar yapılmıĢ tüm çalıĢmaların bir özetini toplamıĢtır. 

Bu konu ile ilgili en temel bilgiler ise Bowers et al., (1986), Beard et al., (1984) ve 

Bühlmann (1970) çalıĢmalarında bulunmaktadır. Literatürde ayrıca Grandell 

(1999), hasar büyüklüğünün kuyruk dağılımına iliĢkin bir bilginin bulunmadığı, 

sadece belirli momentlerinin biliniyor olması durumunda iflas olasılığının 

hesaplanması için basit bir yaklaĢım ortaya çıkarmıĢtır. Yuanjiang et al., (2003), 

klasik risk modelinin çeĢitli varsayımları doğrultusunda iflas olasılığı üzerine 

çalıĢmıĢtır. Dufresne ve Gerber (1994), iflas olasılığının hesaplanması için üç farklı 

yöntem geliĢtirmiĢlerdir (Dimitriyadis, 1992). 

Ġflas olasılıklarının farklı hasar dağılımları için hesaplanması, hasar büyüklüklerinin 

reasürans ile kısıtlandığı durumlar için iflas olasılığının hesaplanması, değiĢik prim 

yükleme yöntemlerinin etkisi ve Ģirketin yükümlülük karĢılama yeterliliğinin o anda 

elinde bulundurduğu rezerve bağlı olarak değiĢiminin incelenmesi gibi konular 

halen araĢtırılmaktadır. Bu konu Ramlau-Hansen (1988a-1988b),Embrechts et al., 

(1990), Boogaert  et al., (1990), Croux (1990) tarafından ayrıntılı biçimde 

incelenmiĢtir. 

Portföyde yer alan büyük hasarlar Ģirketin kar-zarar durumunu doğrudan 

etkilediğinden bu tür büyüklüklerin gözardı edilmediği modeller daha gerçekçi ve 

daha doğru sonuçlar ortaya koymaktadır. Embrechts ve Veraverbeke 1981 

yılındaki çalıĢmasında (Embrechets, 1981) büyük hasarların var olması 

durumundaki iflas olasılığı tahminleri üzerinde çalıĢmıĢtır. Tang (2004), sabit faiz 

oranı ve kalın kuyruklu hasar büyüklükleri varsayımı altında kesikli zamanlı risk 

modeli için iflas olasılığının asimptotik sonuçlarını ortaya koymuĢlardır. Chen ve 

Su (2006), net hasarların kalın kuyruklu dağılıma uyması durumunda sınırlı 

zamanlı iflas olasılığının elde edilmesi üzerine çalıĢmıĢlardır. 
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Alt–üstel dağılımlar kalın kuyruklu dağılım ailesinin en önemli alt sınıfıdır. 

Literatürdeki  hasar büyüklüğü üzerine yapılan birçok çalıĢma da bu alt dağılım 

sınıfı üzerine yoğunlaĢmıĢtır. Hasar büyüklüğünün alt-üstel dağılıma uyması 

durumunda iflas olasılığı için asimptotik formüller Kalashnikov ve Konstantinides 

(2000)‟in çalıĢmasında bulunmaktadır. Thorin ve Wikstad (1977), hasar 

büyüklüğünün log-normal dağılması durumu için iflas olasılığını hesaplanmıĢ ve 

sayısal örnekler ile göstermiĢlerdir. Asmussen (1997), log-normal, Pareto ve 

Weibull dağılımaları için Monte-Carlo benzetim yöntemini kullanarak iflas 

olasılığını ve etkilerini incelemiĢtir. 

Ġflas olasılığının klasik tahmini belirli bir t zamanına kadar gerçekleĢen hasar 

sayısının Poisson sürecine uyduğu varsayımına da dayanmaktadır. Bu durum bir 

önceki hasar ile arasındaki zaman aralığının, bir sonraki gerçekleĢen hasar 

zamanını etkilemeyeceği anlamına gelmekte olup, olayın hafızasının olmamasına 

iliĢkin bir varsayımdır. Bununla birlikte, son yıllardaki çeĢitli veri incelemelerinden 

bu varsayımın sağlanmadığı görülmüĢ ve veriler arasında bağımlılık yapısının da 

yer aldığı kalın kuyruklu dağılımlar üzerine incelemelere baĢlanmıĢtır. 

Genellikle bir sigorta portföyünde, çeĢitli hesaplamalarda kolaylık sağlaması 

amacıyla risklerin bağımsız oldukları varsayılmaktadır. Aktüeryal risk teorisinde de 

bireysel risk modelleri ve kollektif risk modelleri gibi pek çok model bağımsızlık 

varsayımı altında kurulmaktadır. N adet sigorta poliçesinden oluĢan bir portföyde; 

her bir poliçe bir yıl gibi belirli bir dönem içinde pozitif bir nominal değere sahiptir. 

Bu miktar hayat sigortası için sigortalanan kiĢinin o dönem içerisinde ölmesine, 

hayat dıĢı sigortasında ise sigortalanan riskin o dönem içerisinde hasar getirmesi 

durumuna bağlı olarak değiĢmektedir. Portföydeki toplam hasar büyüklüğü o 

dönem içerisinde ödenen tüm miktarların toplamı olarak ifade edilebilir. Bireysel ve 

kolektif risk teorisinde temel sorun bu toplam hasar büyüklüğünün dağılımının 

bulunmasıdır. Uygulamada ve ayrıca teoride bu problem genellikle farklı 

sözleĢmelerin karĢılıklı olarak bağımsız olduklarının varsayılması ile 

çözülebilmektedir. Böylece marjinal dağılım bilgisiyle sorun çözülmeye 

çalıĢılmıĢtır. 
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Ancak bağımsızlık varsayımı klasik modellerde çok önemli bir rol oynamasına 

rağmen, sigorta ve reasürans Ģirketleri ürünlerinin artan karmaĢıklığı nedeniyle 

çoğu zaman uygulamadaki sonuçlarla bağdaĢmamaktadır. 

Bunun yanında iflas olasılığının hesaplanmasında da geleneksel olarak, 

gerçekleĢen olaylar arasında, yer ve zaman bakımından bağımsızlığın olduğu 

varsayılmıĢtır. Ancak günlük hayatta karĢılaĢılabilecek birçok durum bağımsızlık 

varsayımının sağlanmadığını göstermektedir.  

Aktüeryal risk teorisinde karĢılaĢılan bağımlılık iliĢkileri iki ana durum altında 

incelenmektedir. Ġlk tür bağımlılık; sigortacının portföyünde bulunan farklı sigorta 

branĢlarına ait poliçeler ya da farklı sigorta kolları arasında iliĢki oluĢmasından 

kaynaklanan bağımlılık Ģeklindedir. Sigortacılıkta karĢılaĢılan bağımlılık 

durumlarının ilk türü Ģu Ģekilde açıklanabilmektedir. 

 Portföy içerisinde birçok tekrarlama durumuyla karĢılaĢılabilir. Örneğin; aynı 

yaĢam üzerine birden fazla poliçe bulunabilir. Bu durum altında portföydeki poliçe 

sayısı sigortalı sayısına eĢit olmayacaktır.  

 Aynı portföy içerisindeeĢlerin birlikte bulundukları poliçeler de yer alabilir. 

Bu durum eĢlerin ölümlülükleri arasında bağımlılık yapısının var olmasına neden 

olmaktadır. Çiftler az ya da çok benzer riskler ile karĢılaĢacaktır. Bununla birlikte; 

çiftlerin eĢleĢtirilmesinde de seçim mekanizması var olabilmektedir. Ayrıca 

eĢlerden birinin ölümü üzerine diğer bireyin ölümlülük oranında artıĢın 

gerçekleĢeceği durumunu anlatan kırık kalp sendromu (broken heart syndrome) 

da bu tip bağımlılık yapısını açıklayan durumlardandır. Bu konu ile ilgili Carriere et 

al., (1986), Norberg (1989) ve Frees et al., (1995) çalıĢmaları yapılmıĢtır. 

 Aynı Ģirket için çalıĢan kiĢilerin oluĢturduğu emeklilik planlarında; bu 

bireylerin ölümlülükleri de belirgin bir Ģekilde bağımlı olacaktır. 

 Belirli bir bölge ya da kuruluĢtaki sigortalı kiĢiler katastrofik  olarak 

açıklanan; gerçekleĢme olasılığı düĢük; ancak yüksek miktarda hasara neden 

olabilecek deprem, sel, fırtına ya da kasırga gibi olaylardan aynı zaman dilimi 

içerisinde etkilenecek ve böylece sigorta Ģirketi bir anda yüksek miktarda ödeme 

yapmak durumuyla karĢılaĢabilecektir. 

Dhaene ve Goovaerts (1997) bir hayat sigortası portföyündeki farklı riskler 

arasındaki bağımlılık türlerini açıklamıĢ; her bir poliçenin incelenen dönem 
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içerisinde, poliçe sahibinin o dönem içerisinde ölmesine bağlı olarak ortaya çıkan 

pozitif bir risk değerine sahip olduğunu varsayarak, hasar oranı fazlası reasürans 

(Stop-Loss) antlaĢmalarında yüksek prim miktarına neden olan riskli toplam 

hasarların oluĢturduğu bireysel riskler arasındaki bağımlılık yapılarını 

incelemiĢlerdir. ÇalıĢmanın devamında ise sadece çiftlerin bağımlı olduğu bir 

portföy incelemesi yapılarak, elde edilen sonuçlar zayıf bağımlılık yapılarının 

sonuçlarını ispatlamak için kullanılmıĢtır. 

Literatürde risklerin bağımlılığına sebep olan bu tür iliĢkili sigorta kollarına ve 

poliçelerine ait bağımlı risk modelleri; Dhaene ve Goovaerts (1997), 

Ambagaspitiya (1998), Wang (1998), Denuit et al., (1999), Cossette ve Marceau 

(2000), Müller ve Pflug (2001), Wu ve Yuen (2003) ve Ribas et. al., (2003) gibi pek 

çok araĢtırmacı tarafından incelenmiĢtir. 

Ġkinci tür bağımlılık türü ise hasar ve/veya prim süreçlerinin geçmiĢ dönemde 

gerçekleĢen hasar miktarı ve/veya prim miktarı ile arasındaki iliĢkilerden 

kaynaklanan bağımlılıktır. Mevcut hasar ile eski hasarlar arasındaki bağımlılık 

genel olarak geçmiĢ dönemde portföyde bulunan bazı poliçelerin gelecek 

dönemde de portföyde bulunacak olmasından kaynaklanmaktadır. Bu türde 

bağımlı risklerin modellenmesinde ise zaman serileri yaklaĢımı kullanılır ve iflas 

olasılıklarının sonuçlarından yararlanılır. Bu türde bağımlılığın olduğu risk 

modelleri; Gerber (1982), Promislow (1991),Bowers (1986), Albrecher (1998), 

Yang ve Zhang (2003), Zhang (2005) çalıĢmalarında incelenmiĢtir. 

Hem kalın kuyruklu dağılıma sahip hem de bağımlılık yapısını içinde barındıran 

riskler, sigortacılık sektörünün önemli iki sorununu biraraya getirmektedir. Son 

yıllarda, portföy seçiminde ve sigorta stratejilerinde, bağımlı kalın kuyruklu riskler 

üzerine incelemeye daha çok ağırlık verilmiĢtir. Hasar büyüklükleri arasında 

bağımlılık iliĢkisinin var olduğu kalın kuyruklu riskler üzerine yapılan birçok 

çalıĢmada bu hasar büyüklüklerinin risk süreci üzerindeki etkisi incelenerek, iflas 

olasılığı için asimptotik sonuçlar elde edilmiĢtir. Mikosch ve Samorodnitsky (2000), 

Albrecher et al., (2006), risk modelleri için iflas olasılığının hesaplanmasına önem 

vermiĢtir. Bu konu ile ilgili olarak, Tang ve Tsitsiashvili (2003), Chen ve Ng (2006), 

Gao et al., (2007), Weng et al (2008) çalıĢmaları bulunmaktadır. 
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Bu çalıĢmada; önceki dönemlerle arasında iliĢkisi olduğu varsayılan hasar 

tutarlarının zaman serisi analizi ile süreç bazında bağımlı olduğu varsayılmıĢtır. 

Hasar tutarlarının olası durumlarını daha gerçekçi bir Ģekilde yansıtan kalın 

kuyruklu dağılım yapısına uyup uymadığı, bu dağılım yapısının koĢulları 

incelenerek araĢtırılmıĢtır. Kalın kuyruklu dağılım yapısına sahip risklerin, risk 

süreci ve iflas olasılıkları üzerindeki etkisi teorik ispatlar eĢliğinde açıklanmaya 

çalıĢılmıĢtır.  

ÇalıĢmanın Ġkinci Bölümü‟nde, kalın kuyruklu dağılım sınıfları ve her bir alt sınıf 

için gerekli koĢullar incelenmiĢ. Bu dağılım sınıflarının birbirleriyle olan iliĢki yapısı 

açıklanmaya çalıĢılmıĢtır. Bu dağılımların teorik düzeyde açıklanmasında çeĢitli 

yaklaĢım ve yöntemler de incelenmiĢtir. 

ÇalıĢmanın Üçüncü Bölümü‟nde; sigortacılıktaki temel risk modeli açıklanarak 

sırasıyla Cramer-Lunberg modeli ve bu modeli oluĢturan süreçler hakkında bilgi 

verilerek risk süreci ve iflas olasılığı açıklanmıĢtır. Bu bölümün ilerleyen 

kısımlarında ise kalın kuyruklu olduğu bilinen hasar büyüklükleri için iflas 

olasılığının hesaplanması teorik ispatlar kullanılarak açıklanmaya çalıĢılmıĢtır. 

Kalın kuyruklu dağılım sınıfının alt sınıflarından alt-üstel ve düzenli değiĢen sınıflar 

için iflas olasılığı teorik olarak incelenmiĢtir. 

ÇalıĢmanın Dördüncü Bölümü‟nde ise TRAMER bilgi sistemine kayıtlı olan zorunlu 

trafik sigortası verileri kullanılarak çalıĢma kapsamında açıklanan durumların 

uygulaması yapılmıĢtır. Hasar tutarlarının dağılım yapısı, belirlendikten sonra, 

düĢünülen bu dağılımın kalın kuyruklu dağılım yapısına uyup uymadığı, uyması 

halinde ise hangi alt sınıfa dahil olduğu araĢtırılmıĢtır. Ayrıca belirlenen dönem için 

sisteminbağımlılık yapısı ve risk süreci incelenerek, risk sürecinin sıfırın altına 

düĢmesi durumundaki iflas olasılığı için yaklaĢık olasılık değerleri çeĢitli yazılımlar 

kullanılarak hesaplanmıĢtır. 
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2. KALIN KUYRUKLU DAĞILIMLAR 

2.1. Kalın Kuyruklu Dağılımlar Tanım ve Temel Özellikleri 

Olasılık teorisinde kalın kuyruklu dağılımlar; kuyruk yapıları sınırlandırılmamıĢ ve 

üstel dağılıma göre daha kalın kuyruk yapısına sahip olasılık dağılımları Ģeklinde 

açıklanmaktadır. Uygulamalarda sağ taraflı, sol taraflı ya da çift taraflı kalın kuyruk 

yapısına sahip dağılımlar gözlemlenebilmektedir. Sigorta ve reasürans Ģirketleri 

tarafından yapılan modellemelerde, gerçekleĢebilecek büyük hasarlara iliĢkin 

özellikleri içinde barındıran sağ kuyruk bölgesi kalın olan dağılımlar ile 

ilgilenilmektedir. 

Kalın kuyruk özelliklerini taĢıyan dağılımların araĢtırılmasında; 0s  değerleri için, 

( )m s  tehlike hızı fonksiyonu, ( )m s  eĢitliğini sağlayacak Ģekilde negatif olmayan 

rastlantı değiĢkenlerinin dağılım sınıfları incelenmektedir. Kalın kuyruklu dağılım 

özelliklerine sahip en belirgin örnekler; log-normal dağılım, Pareto dağılımı ve 

biçim parametresi 1 değerinden küçük olan Weibull dağılımlarıdır (Embrechts et 

al., 2001). 

Bir dağılımın kuyruk bölgesi (özellikle de sağ kuyruk bölgesi), büyük değerlerin 

özelliklerini daha iyi ortaya çıkartmaktadır. Sigortacılıkta, dağılımların kuyruk 

yapıları özellikle aktüerlerin ilgisini çekmektedir; çünkü Ģirketin kar-zarar durumunu 

etkileyen en önemli faktörlerden biri, büyük hasarların gerçekleĢmesi durumudur. 

Yangın, deprem, sel gibi riskli sigorta kollarında, araç hasar sigortaları (kasko) gibi 

daha az risk içeren sigorta kollarına göre daha fazla büyük hasarlarla 

karĢılaĢılmaktadır. Büyük hasarların gerçekleĢme olasılıklarını barındıran rastlantı 

değiĢkenleri kalın kuyruklu dağılıma sahip rastlantı değiĢkenleri olarak 

adlandırılabilmektedir (Klugman et al., 2008). 

Sigorta branĢı içerisinde yapılan modellemelerde, karĢılaĢılan hasar verilerine 

bağlı olarak, bu dağılımlar arasında bir çeĢit sınıflandırmaya baĢvurulabilmektedir. 

AraĢtırmacılar, sektörde karĢılaĢılan durumlar içerisinde genellikle log-normal 

dağılımın araç sigorta verilerinin modellenmesi için uygun bir dağılım 

olduğunu,Pareto dağılımının ise yangın hasarlarına iliĢkin verilerin 

modellenmesinde daha iyi sonuç verdiğini savunmaktadır (Rolski et al., 1999). 
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Bu durum da aslında sigorta uygulamalarında kalın kuyruklu dağılımların 

karĢılaĢılabilecek olaylara göre sınıflandırılabileceğini göstermektedir.  

 

2.1.1. Bir dağılımın kalın kuyruklu olması için gerekli koĢullar 

iX ‟nin, i N  ve 0x  değerleri için ( ) 1F x  olacak Ģekilde aynı F  dağılım 

fonksiyonuna sahip bağımsız pozitif rastlantı değiĢkenleri olduğu varsayılsın. Bu 

durumda ortak bir X  rastlantı değiĢkeninin dağılım fonksiyonu ( ) ( )F x P X x , 

kuyruk dağılımı ( ya da yaĢam fonksiyonu )  

( ) 1 ( ) ( )F x F x P X x                         (2.1) 

Ģeklinde gösterilmektedir. 

Negatif olmayan bir rastlantı değiĢkenin kalın kuyruklu dağılım yapısına sahip 

olabilmesi için gerekli koĢullar aĢağıda sıralanmaktadır: 

 

KoĢul 1: 

F  dağılım fonksiyonu 0  değeri için 

[ ]xE e                           (2.2) 

Ģeklinde elde edilmektedir. Diğer bir ifade ile, [0, ) aralığında dağılan F  dağılım 

fonksiyonu 0  değerleri için; 

0

( )xe dF x                                   (2.3) 

olmalıdır. 

 

KoĢul 2: 

0x  için ( ) 0F x  olmalıdır. 
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KoĢul 3: 

( )x  tehlike fonksiyonu (hazard function);  

( ) log ( )x F x                         (2.4) 

olarak tanımlanmaktadır. 

( )x  tehlike fonksiyonu, diferansiyellenebilir bir fonksiyon olup, tehlike hızı 

fonksiyonu (hazard rate function) 

( )
( )

d x
m x

dx
                                   (2.5) 

Ģeklinde elde edilmektedir.  

Tehlike hızı fonksiyonu ayrıca olasılık fonksiyonu ve kuyruk dağılımı yardımıyla 

elde edilebilmektedir. 

( )
( )

( )

f t
m x

F t
                         (2.6) 

Tehlike fonksiyonuna bağlı olarak; F değeri 

( )
lim supF

x

x

x
              (2.7) 

eĢitliğinden elde edilmektedir. Eğer 0F  ise; incelenen dağılımın kalın kuyruklu 

bir dağılım olduğunu göstermektedir. Bu eĢitliğin sağlanıyor olması tehlike hızı 

fonksiyonunun sıfıra yakınsadığı anlamına da gelmektedir. 

KoĢul 4:  

0s  olmak üzere; 

lim ( )sx

x

e F x               (2.8) 

olmalıdır ( Rolski et al., 1999). 

2.2. Kalın Kuyruklu Dağılım Sınıfları 

Kalın kuyruklu dağılımların sahip oldukları ortak özelliklere bağlı olarak çeĢitli alt 

sınıflar oluĢturulmuĢtur. Bu dağılım sınıfları içerisindeki en önemli alt sınıf; alt-üstel 
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(sub-exponential) dağılım sınıfıdır. Bu dağılım sınıfından farklı olarak kalın 

kuyruklu dağılımların baĢka alt sınıfları da bulunmaktadır. Bunlar, uzun kuyruklu 

dağılımlar (long tailed), baskın değiĢen kuyruklu dağılımlar (dominated-varying 

tailed) ve düzenli değiĢen kuyruklu dağılımlardır (regularly-varying tailed).  

2.2.1. Alt-üstel dağılımlar 

Alt–üstel dağılımlar kalın kuyruklu dağılım türlerinin özel bir sınıfıdır ve önemli bir 

yere sahiptir. Bu dağılım sınıfına genel anlamda alt-üstel isminin verilmesinin 

nedeni; bu sınıf içerisindeki dağılımların herhangi bir üstel dağılımdan daha yavaĢ 

azalan bir kuyruk yapısına sahip olmasıdır (Goldie,1998). 

Alt-üstel dağılımlara uyan hasar büyüklükleri bir portföyde karĢılaĢılabilecek 

toplam riskleri artırmakta ve Ģirketin risk sürecinde dalgalanmaların ortaya 

çıkmasına neden olmaktadır. 

Alt-üstellik durumu, benzetim programlarındaki incelenen kuyruk sistemlerinde de 

benzer rol oynamaktadır. Bu dağılımlarla modellenen uç hizmet süreleri, sistemde 

büyük bekleme sürelerinin gerçekleĢmesine neden olmaktadır (Goldie, 1998). 

Alt-üstel dağılımlı stokastik modellemeler sigortacılık sektöründe katastrofik 

risklerin modellenmesinde kullanılıyor olmasının yanı sıra, telekomünikasyon 

Ģebekelerinde de kullanılmaktadır. 

Alt-Üstel dağılımlar ilk kez 1964 yılında Chistyakov tarafından, dallanma süreci 

(branchnig process) üzerine yapılan uygulamalarda kullanılmıĢtır. Ġlerleyen 

çalıĢmalarda ise alt-üstel dağılım yapısı, sigorta hesaplamaları üzerinde 

uygulanmıĢtır. Bu çalıĢmalarda Pollaczek-Khinchin tarafından, incelenen dağılım 

fonksiyonunun alt-üstel dağılım yapısına uyması durumundaki değiĢimler girdi ve 

çıktı durumları olarak iki türde incelenmiĢtir. Çıktı olarak değerlendirilen durum 

basit bir sigorta modelinde iflas olasılığının bulunması olarak gösterilmiĢtir.  

Tüm alt-üstel dağılımları betimlemek için S  gösterimi kullanılmaktadır. S dağılım 

ailesi içerisinde birçok önemli dağılım bulunmaktadır. Bu dağılımlardan birkaçı; 

log-normal dağılım, Pareto dağılımı ve biçim parametresi 1 değerinden küçük olan 

Weibull dağılımıdır ( Rolski et al., 1999). 
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2.2.1.1. Bir dağılımın alt-üstel olması için gerekli koĢullar 

Herhangi bir F  dağılım fonksiyonun alt-üstel dağılım sınıfı içerisinde yer 

alabilmesi için gerekli üç koĢul bulunmaktadır. Bu koĢullar Ģu Ģekilde 

verilebilmektedir: 

KoĢul 1: 

0x  değerleri için ( ) 0F x  olmalıdır. 

KoĢul 2: 

*nF ; F  dağılım fonksiyonunun n ‟nci dereceden konvülasyonunun kuyruk 

dağılımını göstermektedir ve 

* *

1 21 ( ) ( ..... )n n

nF F x P X X X x                      (2.9)  

Ģeklinde elde edilmektedir. 2n  değeri için;  

2*

0

( ) ( ) ( )

x

F x F x y dF y                      (2.10) 

Ģeklinde hesaplanmak üzere, 2n  değerleri için de benzer Ģekilde devam 

etmektedir. Herhangi bir dağılımda 2n  değerleri için; 

*( )
lim

( )

n

x

F x
n

F x
                      (2.11) 

eĢitliğinin sağlanması durumunda F  dağılım fonksiyonu, alt-üstel dağılım sınıfı 

içerisinde yer almaktadır. 

Bu koĢulun bulunması Chistyakov‟un 1964 yılındaki çalıĢmasına dayanmaktadır 

(Chistyakov, 1964). Bu çalıĢmasında Chistyakov yalnızca 2n  değerleri için tüm 

limit değerlerinin sağlanacağını kanıtlamıĢtır. 1982 yılında Embrechts ve 

Goldie(Embrechets,1982) ise, 2n değeri için bu koĢulun sağlandığını 

kanıtlamıĢlardır. 

 

KoĢul 3: 

2n  olmak üzere ; 1 2

1 2

( ...... )
lim 1

(max( , ..... ) )

n

x
n

P X X X x

P X X X x
       (2.12)  

olmalıdır.  
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Bu koĢul, alt-üstel dağılım fonksiyonlarının kalın kuyruklu olması durumuna açıklık 

getirmesinin yanı sıra alt-üstel dağılım yapısının fiziksel yorumunu da içermektedir. 

Bu açıklama ilk kez 1964 yılında Chistyakov tarafından Ģu Ģekilde kanıtlanmıĢtır. 

n  tane bağımsız ve aynı dağılıma sahip alt-üstel rastlantı değiĢkenin içerisinde 

çok büyük bir değerin bulunması, bu n  rastlantı değiĢkeninin toplamının da doğal 

olarak büyük olmasına neden olacaktır. Bu durum, bir alt-üstel örneklemdeki 

büyük değerlerin hesaplanması için kullanılmaktadır. 

1 2, ,...X X  bağımsız ve alt-üstel dağılım sınıfı içerisinde yer alan aynı F  dağılımına 

sahip rastlantı değiĢkenleri olmak üzere, tüm 2,3,...n  değerleri için; 

1 2 ...n nS X X X  olmak üzere; 

*Pr( ) ( ) ~ ( )n

nS x F x nF x                      (2.13) 

eĢitliğini sağlamaktadır ve 

*

1 2

1 2

( ...... ) ( )
lim ~ 1

(max( , ..... ) ) ( )

n

n

x
n

P X X X x F x

P X X X x nF x
 eĢitliği sağlanıyor ise F  dağılımı alt-üstel 

dağılım sınıfına girmektedir. F S ‟dir.
 

( ) 1
max ,...,

n n
X X X  olarak gösterilmek üzere; bu ispatlarda kullanılan eĢitliklerin 

birleĢtirilmesiyle 
( )

Pr( ) ~ Pr( )
n n

S x X x  olduğu görülecektir. Bu eĢitlik aslında 

kalın kuyruklu dağılımların temel özelliğini de açıklamaktadır. Bu özellik; en büyük 

değerin kuyruk yapısının (tail of the maximum), bağımsız rastlantı değiĢkenlerinin 

toplamının kuyruğuna eĢit olması olarak açıklanmaktadır (Ko, 2008). 

 

2.2.1.2. En büyük toplam özelliği 

Tüm alt-üstel dağılım sınıfı için geçerli olmamakla birlikte, bu dağılım sınıfının alt 

sınıfları için bu özellikler doğrultusunda baĢka iliĢkiler de bulunmuĢtur. 

Bu iliĢkilerden en önemlisi toplamların en büyüğü özelliğidir. 

1X  ve 2X , 1F  ve 2F  dağılımına sahip bağımsız rastlantı değiĢkenleri ve 

2 1 2S X X olmak üzere ; 
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2 1 2 1 2Pr( ) * ( ) ~ ( ) ( )S x F F x F x F x          (2.14)  

Ģeklinde elde edilmektedir. 

Bu özelliğin tüm alt-üstel dağılım sınıfları için geçerli olmadığı Leslie‟nin 1989 

yılındaki çalıĢmasında (Leslie, 1989) kanıtlanmıĢtır. Cai ve Tang, 2004 yılındaki 

çalıĢmalarında (Cai, 2004) bu özelliği alt-üstel dağılım sınıfının alt sınıflarından 

olan düzenli değiĢen fonksiyonlar (D ) ile uzun kuyruklu dağılımların (L ) kesiĢim 

aralığı için ( )D L  göstermiĢlerdir (Ko, 2008). 

 

Alt-üstellikle ilgili genellikle rastlantı değiĢkenlerinin aynı dağılıma sahip, bağımsız 

ya da tamamen bağımsız oldukları durumlar üzerine çalıĢmalar yapılmıĢtır. Bu 

özellik alt–üstellikle ilgili birçok teorinin sınırlandırılmasına neden olmuĢtur. 

 

1,..., nF F  dağılımına sahip 1 2, ,... nX X X  rastlantı değiĢkenlerinin 

1 2Pr( ) ~ ( ) ( ) ... ( )n nS x F x F x F x
         

(2.15) 

eĢitliğini sağlaması durumunda, bu değiĢkenler bağımlı kabul edilebilmektedir 

(Ko, 2008). 

 

Bu durum; nS ‟in kuyruk davranıĢının, toplanan alt-üstel değiĢkenlerin bağımlılık 

durumlarına göre değiĢtiği Ģeklinde açıklanabilmektedir.
 

 

L :Uzun kuyruklu dağılımı, 

D :baskın değiĢen kuyruklu dağılımı göstermek üzere; 

F (D L ) durumu için Geluk ve Ng, 2006 yılındaki yaptıkları çalıĢmada, 

(Geluk, 2006) 1 2Pr( ) ~ ( ) ( ) ... ( )n nS x F x F x F x  eĢitliğini, 1,..., nX X  rastlantı 

değiĢkenlerinin negatif iliĢkili (negatively associated) durumu için ispatlamıĢlardır. 

Buradaki negatif iliĢkili durum; 1,...,n  olmak üzere her bir ayrık, boĢ olmayan I  

ve J  alt kümeleri için 1,..., nX X  değiĢkenlerinin, f  ve g  artan fonksiyonlarına göre 

kovaryanslarının sıfırdan küçük olması Ģeklinde açıklanabilmektedir. 

( ( , ), ( , ) 0i jCov f X i I g X j J )  
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Albrecher ve diğerleri 2006 yılındaki çalıĢmalarında (Albrecher et al, 2006) 2n  

olmak üzere 1X  ve 2X  rastlantı değiĢkenlerinin bağımlılık durumlarını copula 

yaklaĢımı ile açıklamaya çalıĢmıĢtır. Bu çalıĢma içindeki Teorem 2.7‟de 

1 2 1 2Pr( ) * ( ) ~ ( ) ( )nS x F F x F x F x  eĢitliğindeki asimptotik sonuçlar F  dağılımının 

sürekli olup 1X  ve 2X  rastlantı değiĢkenleri için copula yoğunluk fonksiyonun var 

olup, 0 1c  aralığında tekdüze sınırlı olması durumu için inceleme yapmıĢlardır. 

 

Tang ve Tsitsiashvili, 2003 yılındaki çalıĢmalarında alt-üstel dağılımların 

belirsizliğini farklı bir bakıĢ açısına göre incelemiĢlerdir. Ana 1,..., nY Y  rastlantı 

değiĢkenleri bağımsız ve aynı alt-üstel dağılıma sahip rastlantı değiĢkenleri iken, 

ağırlıkların ise 1,..., nw w  olmak üzere esas rastlantı değiĢkenlerinden bağımsız ve 

0 a b olmak üzere [ , ]a b aralığında sınırlı aynı dağılıma sahip bağımlı 

değiĢkenler olduğu varsayılmıĢtır. Bu varsayımlar altında; 1 2, ,..., nX X X  rastlantı 

değiĢkenleri ağırlıklandırılma iĢlemi uygulanarak 1 1 1 2 2 2, ,..., n n nX wY X w Y X w Y  

Ģeklinde yazılmıĢtır. Bu durum için de 
1 2P( ) ~ ( ) ( ) ... ( )n nS x F x F x F x  eĢitliği 

Tang ve Tsitsiashvili „nin çalıĢmasındaki Teorem 3.1 „de ispatlanmıĢtır (Ko, 2008). 

2.2.1.3. Kuyruk eĢdeğerliği 

Kuyruk eĢdeğerliği (tail-equivalence)alt-üstel dağılım yapılarının incelenmesinde 

önemli bir yere sahip olup çeĢitli özellikleri içinde barındırmaktadır. 

Özellik 1: 

F  dağılımı alt-üstel dağılım sınıfı içerisinde yer alan bir dağılım; G  dağılımı ise F  

dağılımına göre daha ince kuyruk yapısına sahip bir dağılım olmak üzere, G  

dağılımı; 

( )
lim 0

( )x

G x

F x                                                               
(2.16) 

eĢitliğini sağladığı takdirde; 

*F G  ve * ( ) ~ ( )F G x F x  dağılımları, alt-üstel dağılım sınıfına dahil olacaktır. 

*F G ; F  ve G  dağılım fonksiyonlarının konvülasyonunu göstermektedir. 
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Özellik 2:  

F dağılımı alt-üstel dağılım sınıfı içerisinde yer alan bir dağılım, G  dağılımı ise 

0c  sabiti ile ( ) ~ ( )G x c F x  eĢitliğini sağladığı takdirde; G  ve *F G  dağılımları alt-

üstel dağılım sınıfı içerisinde yer alacak ve  

* ( ) ~ (1 ) ( )F G x c F x            (2.17) 

eĢitliği bu iki dağılım için sağlanacaktır. F  ve G  iki dağılım fonksiyonu olmak 

üzere, eğer bu özelliği sağlıyor ise kuyruk eĢdeğerlikli (tail-equivalence) olarak 

ifade edilir (Sigman,1999). 

Alt-üstel dağılım koĢullarındaki, (2.12) eĢitliğinde, 1 ... nX X  rastlantı değiĢkenleri 

F S  olacak Ģekilde ortak dağılıma sahip bağımsız rastlantı değiĢkenleri olmak 

üzere 
1max ,..., nX X  ve 1 ... nX X  değerleri yukarıdaki özellik sayesinde alt-

üstel dağılım sınıfında yer alacak ve bu durumda bu değerlerin c n ile F  

dağılımına kuyruk eĢdeğerlikli oldukları söylenebilecektir. 

 

2.2.1.4. DeğiĢkenler toplamı 

nX  bağımsız ve aynı F  dağılımına sahip rastlantı değiĢkenleri, N  ise 0N  

olmak üzere 
nX ‟den bağımsız ve 0 [ ]E N  koĢulunu sağlayan rastlantı 

değiĢkeni olmak üzere 
1

N

n

n

Y X  Ģeklinde olan bir Y  rastlantı değiĢkeni için 

aĢağıdaki özellikler yazılabilir: 

Özellik 1: Eğer F S  ve 0  değerleri için ( )NE e  eĢitsizliği sağlanıyor ise;  

Y S  ve ( ) ~ [ ] ( )P Y x E N F x           (2.18) 

olacaktır.  

Bu eĢitlik incelenecek olursa, (2.11) eĢitliğinde n  yerine beklenen değer [ ]E N , 

konularak elde edilen eĢitlik ile aynı olduğu görülecektir (Sigman,1999). 

Özellik 2: Eğer (2.18) eĢitliği sağlanıyor ve 2n  değerleri için ( ) 0P N n  oluyor 

ise; F S  ve Y S olmaktadır.  
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Özellik 3: Eğer N , 0n , 0 1 parametresiyle ( ) (1 ) nP N n  olacak 

Ģekilde geometrik dağılıma sahipse (ya da pozitif ortalamalı Poisson dağılmına 

sahipse) yalnızca (2.18) eĢitliğinin sağlanması durumunda Y S  ve bu durumun 

gerçekleĢmesiyle de F S  olmaktadır.  

F S  olması durumunda; n N  olmak üzere *nF S  ve ayrıca nF S  olacaktır.  

Buna göre; F S  olduğundan 


( )

lim 1
( )x

F x y

F x
y R                      (2.19) 



0

( )xe dF x 0                      (2.20) 


( )

x

F x

e
0                                 (2.21) 

eĢitlikleri sağlanmaktadır. 

(2.21)eĢitliği alt-üstel dağılımların temel özelliğini ortaya çıkarmaktadır. Bu özellik; 

F  dağılım fonksiyonunun kuyruk dağılımının, herhangi bir üstel dağılımın kuyruk 

yapısından daha yavaĢ bir Ģekilde azalmakta olduğunu göstermektedir. Bu durum 

ayrıca limit özelliklerinden de yorumlanabilir. 

(2.20) eĢitliği ise alt-üstel dağılımların hiçbir momente sahip olmadıklarının 

gösterilmesinde kullanılmaktadır. Bu durum bir modelleme aĢamasında, kurulması 

düĢünülen modelin momentlerinin var olmasının istendiği bir yöntemde kısıtlayıcı 

bir özellik olarak ortaya çıkabilmektedir (Goldie, 1998). 

1 2,X X  bağımsız ve aynı alt-üstel F dağılım fonksiyonuna sahip rastlantı 

değiĢkenleri ise; x  iken; 

1 2 1 2( ) ~ (max , )P X X x P X X x                    (2.22) 

olmaktadır. 

2

1 2(max , ) 1 ( ) (1 ( )) (1 ( ))P X X x F x F x F x  olarak verilmekte olup 
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*21 ( )
lim 2

1 ( )x

F x

F x
 eĢitliğinden; 

*2 *2 *2

2

1 ( ) 1 ( ) 1 ( )
1 lim lim lim

2(1 ( )) (1 ( ))(1 ( )) 1 ( )x x x

F x F x F x

F x F x F x F x
 eĢitliği elde edilmektedir.  

Burada; 2(1 ( ))F x = (1 ( ))(1 ( ))F x F x  olarak alınmıĢtır. Bunun nedeni ( )F x

fonksiyonun x iken 1‟e eĢit olmasıdır.  

*2

2

1 ( )

1 ( )

F x

F x
 ifadesi 

*2

2

( )

( )

F x

F x
‟e eĢit olduğundan ; 

*2

2
0

( ) ( )
1 ( )

( )( )

x
F x F x y

dF y
F xF x

          (2.23) 

eĢitliği elde edilmektedir. 

*2

0

( ) ( ) ( ) ( )

x

F x F x F x y dF y  olmak üzere (2.23) eĢitliği de incelenirse; 

   ve

 

*2 ( )
lim inf 2

( )x

F x

F x
            (2.24) 

olduğu görülmektedir (Rolski et al., 1999). 

EĢitlik (2.23) alt-üstel dağılımların iki yararlı özelliğini ortaya çıkarmaktadır. 

Alt-üstel dağılımın birinci yararlı özelliği; 

Eğer F  dağılımı alt-üstel dağılım yapısına uyuyorsa, yani F S  ise; ' 0x  

değerleri için; 
'( )

lim 1
( )x

F x x

F x
                              (2.25)  

ve 

0

( ') ( ) ( )

x

F x x F x y dF y
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0

( )
lim ( ) 1

( )

x

x

F x y
dF y

F x
 olmaktadır.                    (2.26) 

Alt-üstel dağılımın ikinci yararlı özelliği ise;  

F dağılımının alt-üstel dağılıma uyduğu varsayımı altında ( F S ), [0, ] 

aralığındaki c  değerleri için  

'( )
lim

( )x

F x
c

F x
             (2.27)  

eĢitliğinin sağlanacak olmasıdır. 

 

2.2.2. Alt-üstellik sınıfı için kriterler 

Birçok durumda, verilen bir dağılımın alt-üstel dağılım sınıfı içerisinde yer aldığının 

ispatlanması çok kolay olmamaktadır. Risk teorisindeki uygulamalar için dağılımın 

kendisinden çok, bu dağılımının bütünleĢik kuyruk dağılımının (integrated tail 

distribution) alt üstelliğe uyuyor olmasına ihtiyaç duyulmaktadır. 

 

2.2.2.1. BütünleĢik kuyruk dağılımı 

Sonlu beklenen değere sahip ( 0 ) negatif olmayan rastlantı değiĢkeninin 

dağılım fonksiyonu F  olmak üzere, bütünleĢik kuyruk dağılım (integrated tail 

distribution), IF aĢağıdaki gibi açıklanmaktadır: 

0

0 0

( ) 1
( ) 0

x
I

eğer x

F x
F y dy eğer x

                    (2.28) 

2.2.3. Alt-üstel dağılım sınıfları 

Tanımlardan da açıkça görülmektedir ki, alt-üstel dağılım fonksiyonlarının ya da bu 

dağılım fonksiyonlarından bulunan bütünleĢik kuyruk dağılım fonksiyonlarının 

karakteristiği kuyruk yapısına bağlı olarak basit ifadelerle açıklanamamaktadır. 
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Tüm alt-üstel dağılım fonksiyonlarının 
( )

lim 1
( )x

F x y

F x
 eĢitliğini sağlamaları 

gerekmektedir. Bu koĢulu sağlayan dağılım sınıfları alt-üstellik için muhtemel 

adayları oluĢturacaklardır. 

Bilinen alt–üstel dağılım sınıfları; uzun kuyruklu dağılımlar, baskın değiĢen 

kuyruklu dağılımlar ve düzenli değiĢen kuyruklu dağılımlardır. 

 

2.2.3.1. Uzun kuyruklu dağılımlar 

x ‟ iken ( )xe F x  özelliğinin sağlanması, kalın kuyruklu dağılmların daha 

geniĢ alt sınıflarından uzun kuyruklu (long-tailed) dağılım sınıfı için de geçerli 

olmaktadır.  

 

F , (0, )  aralığında tanımlı ve 0x  değerleri için ( ) 1F x  olan bir dağılım 

fonksiyonu olmak üzere 0y  değerleri için bu F  dağılımı; 

lim ( | )
x

P X x y X x
( )

lim 1
( )x

F x y

F x
 eĢitliğini sağlıyor ise F L  olacaktır.  

Bu eĢitliğin pay ve paydasındaki dağılımlar ( ) ~ ( )a x b x  fonksiyonları Ģeklinde 

gösterildiğinde; x ‟a giderken ( ) / ( ) 1a x b x  olacağı görülecektir. Bu durum 

tüm 0y  değerleri için  

( ) ~ ( )F x y F x  Ģeklinde kullanılmaktadır.                            (2.29) 

 

ÇeĢitli örnekler göstermiĢtir ki, L  sınıfına dahil (uzun kuyruklu dağılım yapısında) 

olmasına rağmen S  sınıfında bulunmayan (alt–üstel olmayan) dağılımlar da 

bulunmaktadır.  

2.2.3.2. Baskın değiĢen kuyruklu dağılımlar 

F  dağılımı, 0 1t  aralığındaki t  değeri için; 

( )
limsup

( )x

F tx

F x
            (2.30) 
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özelliğine sahip ise bu dağılım baskın değiĢen kuyruklu dağılım (dominatedly-

varying tailed) olarak tanımlanabilmektedir. Baskın değiĢen kuyruklu dağılım sınıfı 

D  ile gösterilmektedir. 

2.2.3.3. Düzenli değiĢen kuyruklu dağılımlar 

Alt-üstel dağılımların önemli alt sınıflarından biri de düzenli değiĢen kuyruk 

(regularly-varying tailed) yapısına sahip dağılımlardır. Düzenli değiĢen kuyruklu 

dağılımlar R ile gösterilmektedir. Bir dağılımın bu alt sınıfta yer alması için 

gerekli koĢullar Ģu Ģekilde verilmiĢtir. 

KoĢul 1: 

F  dağılımı 0 ve 0t  değerleri için düzenli değiĢen kuyruklu dağılım sınıfı 

içerisinde yer alıyor ( F R  ) ise; 

( )
lim

( )x

F tx
t

F x
            (2.31) 

koĢulunu sağlamalıdır. 

KoĢul 2: 

Pozitif ölçülebilir fonksiyon f  ile gösterilmek üzere R  olması durumunda, 

( )f R  olması için; 0t olmak üzere 

( )
lim

( )x

f tx
t

f x
                       (2.32)

 

eĢitliğinin sağlanması gerekmektedir.    

KoĢul 3: 

Düzenli değiĢen kuyruklu dağılımlar, uzun kuyruklu dağılımlara bağlı olarak da 

iliĢkilendirilebilmektedir. ( )l x ; yavaĢ değiĢen fonksiyon olmak üzere, 0x  ve 

(0)l R  olmak üzere 0değerleri için ( )F R  olduğu takdirde; 

( ) ( )F x x l x             (2.33) 

olacaktır.  

Bu eĢitlikteki 0  indeksli düzenli değiĢen kuyruklu dağılımlar için 
( )

( )

l tx
t

l x
 

durumu sağlanmalıdır. 
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Düzenli değiĢen kuyruklu dağılıma örnek olarak bünyesinde ( ) ln( )l x c x  veya  

( ) ln(ln( ))l x c x  Ģeklindeki dönüĢüm fonksiyonları ya da bir sabite yakınsayan 

( )l x  fonksiyonunun yer alması durumundaki Pareto dağılımı örnek olarak 

verilebilir. Literatürde düzenli değiĢen fonksiyonlar ile ilgili Bingham, Goldie ve 

Teugels (1989) çalıĢması bulunmaktadır (Sigman, 1999). 

2.2.4. Düzenli değiĢim ve alt-üstellik 

Asimptotik tahminler hem sigorta matematiğinde hem de matematiksel finansta yer 

alan durumlardandır. Bu tahminlerin yapılmasında Laplace, Fourier, Mellin gibi 

birçok dönüĢüm önemli rol oynamaktadır. Bu durum klasik Abel-Tauber teorisine 

de olanak sağlamıĢtır. Düzenli değiĢim teorisi ve alt-üstelliğin birlikte olduğu 

durumlar üzerine yapılan birçok çalıĢma Bingham et al., (1987) çalıĢmasına 

dayanmaktadır. 

 

2.2.4.1.Karamata teoremine göre düzenli değiĢim 

(0, ) aralığında Lebesque ölçülebilir bir fonksiyon olan L ‟nin, yavaĢ değiĢen 

(slowly varying) bir fonksiyon olması için ( 0L R ); 

( )
lim 1

( )x

L tx

L x
0t                                 (2.34) 

 eĢitliği sağlanmalıdır.    

YavaĢ değiĢen fonksiyonlara örnek olarak; pozitif bir sabite eĢit fonksiyonlar, 

logaritmalar ve tekrarlamalı logaritmalar verilebilir.  

(0, ) aralığında Lebesque ölçülebilir bir fonksiyon olan h  ‟nin, R  dizininde 

düzenli değiĢen bir fonksiyon olması için ( h R ) 

( )
lim

( )x

h tx
t

h x
0t                                 (2.35)    

 eĢitliği sağlanmalıdır.                                               

Düzenli değiĢen fonksiyon yapısı değiĢik yollarla açıklanabilmektedir. Bu 

tanımlardan en önemli olanı bu koĢuldaki limitin var olması ve sonucun pozitif 
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olmasıdır. Bu durum, bölümün t  formuna sahip bir fonksiyon olmasından da 

kaynaklanmaktadır. Gerçekte; düzenli değiĢen fonksiyonun 0t  değerleri için 

limitinin var olduğunu ve ( )t ‟e eĢit olduğunu varsayarsak, ( ) ( ) ( )st s t  olmak 

üzere R  değerleri için ( )t t  Ģeklinde olacaktır. 

Tüm gerçek  değerleri için x , ln(1 )x x , ( ln(1 ))x x ln(ln( ))x e x  Ģeklindeki 

fonksiyonlar  sırasına sahip ‟a doğru düzenli değiĢen fonksiyon örnekleri 

olarak verilebilir. 

2.2.4.2. Düzenli değiĢen fonksiyonlar için tekdüze yakınsaklık teoremi 

0  ve 0x  olması durumunda ve h fonksiyonu (0, ]x  aralığında sınırlı 

fonksiyon olmak üzere h R  ise; 

0 a b  aralığı için; 

( )
lim

( )x

h tx
t

h x
             (2.36) 

eĢitliği sağlanmaktadır.    

Bu eĢitlikte; 

0  ise t, [a,b] aralığında tekdüze dağılmaktadır. 0  ise t, (0,b] aralığında 

tekdüze dağılmaktadır. 0 ise t,[ , )  aralığında tekdüze dağılmaktadır. 

 

2.2.4.3.  Düzenli değiĢen fonksiyonlar için gösterim teoremi 

R  değerleri için h R ise; 0z , c  ve x iken 0( ) (0, )c x c  

ve ( )x  olacak Ģekilde ölçülebilir fonksiyonlar olmak üzere x z  değerleri için;  

( )
( ) ( ) exp

z

u
h x c x du

u
                     (2.37)  

Ģeklinde yazılabilmektedir.  

h R  olmak üzere 0  değerleri için x  iken ; 
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0
( )

0 0

eğer
h x

eğer
          (2.38)  

olmaktadır.  

 

2.2.4.4. Karamata teoremi 

Karamata teoremine göre; bir düzenli değiĢen fonksiyonun integrali yine bir düzenli 

değiĢim fonksiyonunu verecektir. 0L R  olan ve 0 0x  değerleri için 0[ , )x  

aralığında bölgesel sınırlı olan bir dağılım x  iken; 

1  değerleri için  

0

1 1( ) ~ ( 1) ( )

x

x

t L t dt x L x ,          (2.39) 

1 değerleri için  
1 1( ) ~ ( 1) ( )

x

t L t dt x L x        (2.40) 

1 değeri için  ise;   

0

1 ( )

( )

x

x

L tx
dt

L x t
        

(2.41)   

ve    

0

0

( )
x

x

L t
dt R

t
 olmaktadır.           (2.42) 

Eğer 

0

( )

x

L t
dt

t
 ise; 

1 ( )

( )
x

L t
dt

L x t
            (2.43) 

ve   

0

( )
( )

x

L t
dt R

t
  olmaktadır.           (2.44) 
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Karamata‟nın teoremi alternatif olarak Ģu Ģekilde de formüle edilebilmektedir. 

R  olmak üzere h R  olan ve 0 0x  değerleri için 0[ , )x  aralığında bölgesel 

sınırlı olmak üzere; 

 

1 değerleri için       

0

( )
1

lim
( ) 1

x

x

x

h t dt

xh x
 ,                      (2.45) 

1  değerleri için       

( )
1

lim
( ) 1

x

x

h t dt

xh x
                      (2.46) 

olmaktadır.  

Bu eĢitlik 1 koĢuluyla, 0 0x  değerleri için 0[ , )x  aralığında bölgesel 

sınırlandırılmıĢ h  pozitif fonksiyonu için sağlanıyorsa h R  „dir (Embrechts et al., 

2001). 

 

2.2.5. *
S  Sınıfı 

F S  ve IF S  için gerekli koĢulların belirlenmesinde karĢılaĢılan problemlerin 

biraraya getirilmesi için Klüppelberg (Klüppelberg, 1988) tarafından bu alt sınıf 

önerilmiĢtir. 

F , tüm 0x  değerleri için ( ) 1F x  ve 0x  değerleri için de ( ) 0F x  olacak 

Ģekilde  (0, ) aralığında tanımlı bir dağılım fonksiyonu olmak üzere, F  dağılımı 

sonlu ortalamaya ( ) sahip ve 

0

( )
lim ( ) 2

( )

x

x

F x y
F y dy

F x
           (2.47) 

 eĢitliğini sağlıyor ise *F S  olacaktır ( Rolski et al., 1999). 
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Sonlu ortalamanın 1/  olması durumunda 
0

( )
lim ( ) 2

( )

x

x

F x y
F y dy

F x
 eĢitliğinin 

sağlandığı da görülmektedir (Sigman, 1999). 

 

Bu alt sınıfının en önemli özelliği; bu sınıfa dahil olan bir dağılımın hem kendisinin 

hem de bütünleĢik kuyruk dağılımının alt-üstel dağılıma uyuyor olmasıdır (Eğer 

*F S  ise F S  ve IF S olacaktır). 

*S  sınıfı, kuyruk eĢ değerlilik özelliğini sağlamamaktadır. 

Ayrıca *S sınıfı sonlu ortalamaya sahip olduğundan Pareto, log-normal, Weibull 

gibi düzenli değiĢen kuyruklu dağılım fonksiyonlarının yanında daha birçok 

dağılımı da içermektedir (Sigman, 1999). 

F S  ve IF S  olması için gerekli koĢullar birleĢtirilerek *F S  olması için gerekli 

koĢullara dönüĢtürülmüĢtür.  

F  dağılımının tehlike fonksiyonu ( )x , tehlike hızı fonksiyonu ( )m x  ile gösterilmek 

üzere *F S  olması için gerekli koĢullar Ģu Ģekilde sıralanmıĢtır: 

a) Eğer limsup ( )
x

x m x ise  *F S  „dir. 

b) (0,1)ve 1  olacak Ģekilde tüm x , 1y  değerleri için ( , ) ( )x y y x      

ve  1lim inf ( ) (2 2 )
x

x m x  ise *F S ‟dir. 

c) ( )m x  fonksiyonu, 0‟a doğru azalan bir fonksiyon ise; *F S   ve

( )

0

lim ( )

x

yq x

x
e F y dy  olacaktır.      

 

*F S  olması için daha genel koĢulları Ģunlardır; 

lim ( ) 0
x

m x  ve lim ( )
x

xm x  olduğu varsayılmak üzere; yukarıdaki koĢullara ek 

olarak bir dağılım aĢağıdaki koĢullardan birini bile sağlayabilirse *S sınıfına dahil 

olacaktır (
*F S ): 
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a) 
( )

limsup 1
( )x

xm x

x
,          

b) 0,1  olmak üzere  
( )( )m x R  ,      

c) (0,1)  ve  ( )m x tehlike hızı azalan bir fonksiyon olmak üzere 
( )( )x R   ise; 

d) 
(0)( )m x R ve ( )m x tehlike hızı azalan bir fonksiyon olmak üzere  

(1)( ) ( )x xm x R ise  
*F S ‟dir (Klüppelberg, 1988-1989). 

 

2.3. Kalın Kuyruklu Dağılım Sınıfları Arasındaki ĠliĢkiler 

Tüm dağılım sınıflarının incelenmesinden sonra kalın kuyruklu dağılım sınıfı ve alt 

sınıfları için Ģu Ģekilde bir sınıflandırmanın yapılabilmesi sağlanabilecektir.  

K :Kalın Kuyruklu dağılımları, 

L :Uzun kuyruklu dağılımları, 

S :Alt-üstel dağılımları, 

R :Düzenli değiĢen dağılımları, 

D :Baskın değiĢen dağılımları, 

göstermek üzere (0, )  aralığında tanımlı F  dağılımında;  

K =
0

ˆ ( ) ( ) 0xf e dF x için  

L
( )

lim 1 0
( )x

F x y
y için

F x
, 

R = F R 0 için , 

D
( / 2)

lim sup
( )x

F x

F x
     özelliklerine sahiptir. Bu sınıflar arasındaki özellikler 

Ģu Ģekildedir; 

1. R S L K    ve R D  
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2. D L S  

3. D S  ve S D  . 

Embrechts ve Omey (1984) kalın kuyruklu dağılım sınıflarının arasındaki iliĢkileri 

detaylı bir Ģekilde incelemiĢ, ve kalın kuyruklu dağılımların alt sınıfları ile olan 

iliĢkisini ġekil 2.1‟deki gibi göstermiĢlerdir (Embrechts et al., 2001).  

ġekil 2.1 Kalın kuyruklu dağılımlar ve alt sınıflarının iliĢkisi 

2.4.  Kalın Kuyruklu Dağılımların Belirlenmesi 

2.4.1. Kuyruk ağırlığı 

Kuyruk ağırlığı bir dağılımın kuyruk yapısı hakkında, özellikle de sağ bölgesinin 

kalın olup olmadığı hakkında bilgi veren bir kriterdir. Kuyruk ağırlığı iliĢkili ya da 

mutlak durum olmak üzere iki türden oluĢmaktadır. ĠliĢkili durumda, incelenen 

dağılımlar arasında karĢılaĢtırma yapılarak bir dağılımın, diğer dağılımdan daha 

kalın kuyruk yapısına sahip olup olmadığı araĢtırılmaktadır. Mutlak durumda ise, 

kalın kuyruk sınıfının bazı temel özelliklerine sahip olan dağılımların incelenmesi 

yapılmaktadır (Klugman et al., 2008). 

Modele karar verilmesi aĢamasında, düĢünülen dağılımın kuyruk ağırlığının 

incelenmesi daha doğru seçimler yapılması açısından önem taĢımaktadır. 

Örneğin; yangın sigorta verilerinin Pareto dağılımına yakın bir model ile kurulmak 

istenmesindeki amaç; bu dağılımın kalın kuyruk yapısına sahip bir dağılımla 

kurulması gerektiğinin düĢünülüyor olmasıdır.  
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2.4.1.1. Momentlerin bulunması 

Bir dağılımın kalın kuyruklu dağılım yapısına uyup uymadığı, momentlerinin  var 

olup olmadığına bağlı olarak açıklanabilmektedir. 

Birçok sigorta ödeme değiĢkeninde olduğu gibi sadece pozitif değerlere bağlı 

rastlantı değiĢkenleri için ortalamaya göre k‟inci moment; kesikli durum için 

( )kx f x , sürekli durum için ( )

0

k

x xx f d  Ģeklinde hesaplanmaktadır.  

Sürekli durumda, ortalamaya göre k‟inci moment her zaman varolmayabilir. Bunun 

nedeni, bu integral sonucunun yoğunluk fonksiyonuna ve k değerine bağlı 

olmasıdır. Eğer yoğunluk fonksiyonu çok büyük bir değere sahipse; bu 

fonksiyonun kx  değeri ile çarpımı da daha büyük bir sonuç oluĢturacak ve integral 

sonucunun anlamlı bir değer çıkmasını zorlaĢtıracaktır. Kalın kuyruklu dağılıma 

göre daha az büyük hasara sahip dağılımlar için integral sonucu elde 

edilebileceğinden tüm pozitif momentlerin varoluĢu bir ince sağ kuyruğu iĢaret 

edecektir. Pozitif momentlerin mutlak bir değeri göstermemesi ya da 

bulunamaması durumunda ise incelenen dağılımın kalın kuyruklu bir dağılım 

olacağı düĢünülecektir. 

Momentlerin bulunmasına bağlı olarak ince ya da kalın kuyruk yapısına sahip olma 

durumu ince ve kalın kuyruklu dağılımlar arasında yapılabilecek karĢılaĢtırma ile 

daha net bir Ģekilde açıklanabilir. 

Ġnce bir kuyruk yapısına sahip olduğu bilinen gamma dağılımının olasılık yoğunluk 

fonksiyonu; 

1

0 ,( ) ( )

0 .

x

x e
x isef x

ö d

                    (2.48) 

olmak üzere; ortalamaya göre k‟nci momenti;  
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1
'

0
( )

x

k

k

x e
x dx   Ģeklinde hesaplanmaktadır.

x
y  dönüĢümü yapılarak 

ortalamaya göre k‟nci moment; 0k  değerleri için  

'

k
dy

r

ey
y

y
k

)(

)(
)(

1

0

  = dy
r

eyy ykk

0

1

)(
 

= dyey
r

yk
k

1

0
)(

 =
yk

k

ey
r

0

1

)(
 

= )(
)(

kr
r

k

      Ģeklinde bulunacaktır (Klugman et al.,2008). 

Ortalamaya göre k‟nci momentinin var olması nedeniyle gamma dağılımının ince 

kuyruklu bir dağılım yapısına sahip olduğu görülmüĢ olacaktır. 

 

Gamma dağılımına göre daha kalın kuyruk yapısına sahip olduğu bilinen Pareto 

dağılımının olasılık yoğunluk fonksiyonu; 

1
0

( ) ( )

0 .

x
f x x

ö d

           (2.49) 

olmak üzere; ortalamaya göre k‟nci momenti; 

dx
x

x k

k

0

1

'

)(
 

Ģeklinde hesaplanmaktadır. 

Bu integral içerisinde y x  dönüĢümü yapılarak ortalamaya göre k‟nci 

moment; 

= dy
y

y k

1

0

)(  = dyy
j

k
jkj

k

j

)(1

0 0

 

olarak bulunmaktadır. 
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Bu eĢitlik; bu integral sonucunun, ancak ve ancak y ‟nin toplam üstlerinin -1 

değerinden küçük olması durumunda var olabileceğini göstermektedir. 

Pozitif momentlerinin bulunamaması nedeniyle bu dağılımın kalın kuyruklu bir 

dağılım olduğu söylenebilmektedir.  

2.4.1.2. Limit oranları 

Bir dağılımın, herhangi baĢka bir dağılıma göre daha kalın kuyruk yapısına sahip 

olup olmadığına, bu dağılımların yaĢam fonksiyonlarının oranına bakılarak da 

karar verilebilir. YaĢam fonksiyonları oranının sonsuzluğa yakınsamıĢ olup 

olmaması önem taĢımaktadır. Bu durum yoğunluk fonksiyonları oranının 

incelenmesine de denk olmaktadır. 

Herhangi ince kuyruklu bir dağılım ile kalın kuyruklu bir dağılım arasında yapılan 

incelemelerde bu durum açıkça görülebilecektir. 

Gamma dağılımının parametreleri olan ( , )‟ nın yerine  ve  gösterimleri 

kullanılarak Pareto ve gamma dağılımları arasında kuyruk kalınlığı yönünden 

inceleme yapılabilmektedir. 

Pareto ve gamma dağılımlarının olasılık fonksiyonlarının oranlanmasıyla; 

1

1

( ) ( ) / ( )
lim lim

( )
( ) / ( ( )

Pareto

xx x
Gamma

f x x

f x
x e r

 

1

1

( )
lim

( )
xx

r

x
x e

 

11)(
lim

xx

e

x

x
 bulunmaktadır (Klugman et al., 2008). 

L‟Hopital kuralının uygulaması ya da üstel fonksiyon özelliklerinin kullanılmasıyla, 

payın daha hızlı bir Ģekilde sonsuza gittiği görülenilmektedir. Bu durumda Pareto 

dağılımının gamma dağılımına göre daha kalın kuyruk yapısına sahip olduğu 

anlaĢılmaktadır. 
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2.4.1.3. Tehlike hızı fonksiyonu 

Tehlike hızı fonksiyonu da dağılımın kuyruk yapısı hakkında bilgi vermektedir. 

Tehlike hızı fonksiyonu azalan bir fonksiyon ise, bu durum dağılımın kalın kuyruk 

yapısına sahip olduğunu göstermektedir. Diğer taraftan, tehlike hızı fonksiyonu 

artan bir fonksiyon ise, daha ince bir kuyruk yapısına sahip bir dağılım 

beklenecektir. 

Pareto ve gamma dağılımının tehlike hızı fonksiyonlarının karĢılaĢtırması yapılarak 

da bu dağılımların kuyruk yapıları hakkında bilgi sahibi olunabilmektedir. 

Pareto dağılımının tehlike hızı fonksiyonu; 

1( ) ( )
( )

( ) ( )

f x x
m x

F x x x
 Ģeklindedir.        (2.50) 

Bu fonksiyonun azalan bir fonksiyon olduğu görülecektir. Böylece bu dağılımın 

kalın kuyruklu bir dağılım olduğu belirlenmiĢ olacaktır. 

Gamma dağılımının tehlike hızının hesaplanmasında ise daha dikkat gerektiren bir 

durum söz konusu olmaktadır. Çünkü; gamma dağılımının ( )F x  kuyruk dağılımı 

için net bir form oluĢturulamamaktadır. Bu nedenle tehlike hızının tersinden yola 

çıkılarak sonuç bulunmaya çalıĢılmıĢtır. 

0

( ) ( )
1

( ) ( ) ( )

x

f t dt f x y dy

m x f x f x           (2.51)
 

Eğer ki; 
)(

)(

xf

yxf
 değeri sabit y  değerine bağlı olarak artan bir fonksiyon ise; 

1

m x
 ifadesi artan bir fonksiyon olacak ve ( )m x  tehlike hızı azalan bir fonksiyon 

olacaktır. Böylece; 

y

x

yx

e
x

y

ex

eyx

xf

yxf 1

/1

/)(1

)1(
)(

)(

)(
 eĢitliği 1değerleri için artan, 1 

değerleri için azalan bir fonksiyon olacaktır. 
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Bu ölçülendirmeyi kullanarak, gamma dağılımının bazı parametre değerleri için 

kalın bir kuyruğa sahip olduğu ( <1); ancak bazı parametre değerleri için ise ince 

bir kuyruk yapısına sahip olduğu ( >1) sonucu ortaya çıkacaktır. 

Gamma dağılımının parametresi =1 olduğu takdirde; üstel dağılıma dönüĢmekte 

ve sabit tehlike hızına sahip olmaktadır (Klugman et al., 2008). 

'( ) ( )
lim ( ) lim lim lim ln ( )

( ) ( )x x x x

f x f x d
m x f x

F x f x dx        
(2.52)

                    
lim ( 1) ln
x

d x
x

dx

1 1 1
lim( )
x x

 

2.4.1.4.  Ortalama arda kalan yaĢam süresi 

Dağılımın kuyruk yapısı hakkında bilgi veren bir diğer kriter de ortalama arda kalan 

yaĢam süresidir. Eğer bir dağılımın ortalama arda kalan yaĢam süresi, d  gibi bir 

değerin eklenmesiyle artıĢ gösteriyor ise, büyük değerlerin daha da büyümesi 

beklenmektedir. Ortalama arda kalan yaĢam süresi fonksiyonunun azaldığı ya da 

az bir oranla artıĢ gösterdiği durumlarda ise bir dağılımın diğer dağılımdan daha 

kalın kuyruğa sahip olması durumu açıklanabilmektedir. 

Ortalama arda kalan yaĢam süresi fonksiyonu ve tehlike hızı fonksiyonu birçok 

yönden iliĢkili olmaktadır. Öncelikle; 

0

0

exp ( )
( )

( )
exp ( )

y d

d

m x dx
F y d

F d
m x dx

exp ( )

y d

d

m x dx exp ( )

y

d

m d t dt                (2.53) 

biçimindedir. 

Bu nedenle sabit y  değeri için tehlike hızı azalıyorsa, 
0

( )

y

m d t dt , d ‟nin azalan bir 

fonksiyonu olacak ve buradan hareketle; ters durumu için 
( )

( )

F y d

F d
d ‟nin artan bir 

fonksiyonu olacaktır. Ortalama arda kalan yaĢam süresi fonksiyonu Ģu Ģekilde de 

açıklanabilmektedir: 
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0

( )
( )

( )
( ) ( )

d

F x dx
F y d

e d dy
F d F d

          

(2.54) 

Sonuç olarak, eğer tehlike hızı azalan bir fonksiyon ise, ortalama arda kalan 

yaĢam süresi fonksiyonu ( )e d , d değerine göre artan bir fonksiyon olacaktır. 

Bunun nedeni; 
( )

( )

F y d

F d
‟nin sabit y  değerleri için artan bir fonksiyon olmasıdır. 

Benzer Ģekilde; eğer tehlike hızı artan bir fonksiyon ise, ortalama arda kalan 

yaĢam süresi fonksiyonu azalan bir fonksiyon olacaktır. 

Ortalama arda kalan yaĢam süresi ile tehlike hızı fonksiyonu arasında baĢka bir 

iliĢki daha bulunmaktadır. d  iken, ( )F d  ve ( )
d

F x dx  değerleri sıfıra doğru 

gitmektedir.  

Ortalama arda kalan yaĢam süresi fonksiyonunun d limit durumu incelenecek 

olursa, arda kalan yaĢam süresi ve dağılımın kuyruk yapısı hakkında bilgi sahibi 

olunabilecektir: 

( )

lim ( ) lim
( )

d

d d

F x dx

e d
F d         

 

( )
lim

( )d

F d

f d

1
lim

( )d m d          
 

Bu limit iliĢkisi daha çok, ( )F x ‟in ( ( )m x ve ( )e d ‟nin) karıĢık yapıda bulunduğu 

durumlarda kullanılmaktadır.  

 

2.4.1.5. Denge dağılımları 

Ortalama arda kalan yaĢam süresi ve kuyruk ağırlığı konusunda sürekli zamanlı 

iflas modelinde büyük önem taĢıyan denge dağılımlarından da bilgi 

edinebilmektedir. 
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Herhangi bir negatif olmayan, F  dağılım fonksiyonuna sahip, 1/  ortalamalı X  

rastlantı değiĢkeninin denge dağılımı eF  ile gösterilmek üzere; 0x  değerleri için;  

0

( ) ( )

x

eF x F y dy             (2.55)  

Ģeklinde hesaplanmaktadır.  

Denge dağılımının en önemli özelliklerinden biri; F  dağılımının ilk momentinin 

sonsuz olması durumunda eF  değerinin var olmamasıdır. 

Denge dağılımının kuyruk  dağılımı ise aĢağıdaki Ģekilde gösterilebilmektedir:

( ) ( )eF x E X x .            (2.56) 

Bu eĢitlikte gösterilen a , max 0,
def

a a ile ifade edilmektedir. 

Denge dağılımı bazı durumlarda F ‟in bütünleĢik kuyruk dağılımı olarak da 

adlandırılmaktadır. 

0

( ) ( )

x

eF x F y dy  eĢitliğinin diferansiyellenmesiyle; eF ‟nin var olduğu ve (0, )  

aralığında ( ) ( )
def

ef x F x „a eĢit olduğunu bulunulabilir.     

F  dağılımı ince kuyruklu bir dağılım iken, eF  dağılımı da ince kuyruklu bir dağılım 

olacaktır. Ancak bu durum kalın kuyruklu durum için geçerli değildir. eF K

olmasına rağmen, F K  olan örnekler mevcuttur. 

 

Kalın kuyruklu dağılımlar için denge dağılımının özellikleri Ģu Ģekilde 

gösterilmektedir: 
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Özellik 1: 

Eğer F K  ise; eF K  olacaktır. Bunun yanı sıra; 
eF , F  dağılımından daha 

kalın kuyruklu bir dağılıma sahip olacak ve  

( )
lim 0

( )x
e

F x

F x
             (2.57) 

eĢitliği sağlanacaktır. 

 

Özellik 2: 

Negatif olmayan bir rastlantı değiĢkeninin, 1  sonlu momentli, F  dağılım 

fonksiyonunda 0x  değerleri için;  

1( ) ( ( 1) ( ))eeF x F x F x  eĢitsizliği sağlanmaktadır. 

Eğer eF  dağılımı alt-üstel dağılım sınıfı içerisinde yer alıyor ise; F ‟nin kuyruğunun, 

eF ‟nin kuyruğundan daha ince kuyruk yapısına sahip olduğu bulunabilir. Bu 

durumun ispatı, kuyruk eĢdeğerliği durumunun özelliğinden yararlanarak eF S  

olması durumunda * eF F S  ve * ( ) ~ ( )e eF F x F x  olmasından yararlanarak 

yapılabilmektedir. 

Denge dağılımı ile *S  sınıfı arasındaki en önemli özellik; F *S  olması 

durumunda, F  ve eF  dağılımlarının alt-üstel dağılım sınıfı içerisinde yer alacak 

olmasıdır. Böylece F *S  olması durumunda * ( ) ~ ( )e eF F x F x  eĢitliği de 

sağlanacaktır (Sigman,1999). 

 

2.5. Kalın Kuyruklu Dağılımların Gözlemlenmesi 

2.5.1. Büyük hasarlar 

Tehlikeli hasar büyüklüğüne sahip dağılımların bulunarak saptanması aktüeryal 

incelemelerdeki en önemli sorunlardan biridir. Genel olarak bu tür hasarlar büyük 

hasarlar olarak tanımlanmaktadır. Bu hasarların incelenmesinde matematiksel 
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formüllerin her zaman yeterli olamaması nedeniyle bazı gösterimlerin 

geliĢtirilmesine ihtiyaç duyulmuĢtur. 

iX , bir portföyde meydana gelen birbirini izleyen hasarları , 1iX i n ve nS , 

1 2 ....n nS X X X  olmak üzere toplam hasar büyüklüğünü göstermektedir. 

(1) (2) ( ), ,..., nX X X ‟den sıralı hasar dizisi olmak üzere; 

(1) (2) ( )
1 1
min ....... maxi n i

i n i n
X X X X X  Ģeklinde gösterilebilir. 

Büyük hasarların matematiksel açıdan tanımlanması birçok nedene 

dayandığından, bu tür tanımlamaların istatistiksel olarak ispatı hayli zor 

olmaktadır. 

Büyük hasarlar ile ilgili durumlar Ģu Ģekilde özetlenebilmektedir: 

 Portföy içerisindeki hasarlardan bu tür büyüklükte bir hasarın ancak uzun yıl 

aralıklarıyla gerçekleĢebildiği biliniyor ya da tahmin ediliyorsa bu tür hasarlara 

büyük hasarlar denilebilmektedir. 

 Eğer herhangi bir hasar, toplam hasar büyüklüğünün, p  (fair portion) oranı ile 

çarpımından daha büyükse, bu hasar büyük hasar olarak nitelendirilebilmektedir. 

Bu durumda eğer 
( )min ; k nm k X pS  ise 

( )mX ‟nin büyük hasar olduğu sonucu 

çıkarılabilmektedir. 

 Aktüerler, hasar büyüklüğü dağılımının ortalamasını ve/veya varyansını tahmin 

edecekleri zaman, güvenilir birer tahmin elde etmek için örnekleme tekniklerinden 

yararlanırlar. Bu durumun kuramsal olarak açıklaması; hasar büyüklüğü 

dağılımlarının ortalama ve/veya varyansının kuyruk bölgesinde yoğunlaĢıyor 

olmasına dayanmaktadır. Bu durum için en uygun parametrik dağılımlardan biri  

sabiti ile Pareto tipi dağılımdır. 

 Toplam hasar büyüklüğü, belirli bir dönem içerisinde gerçekleĢen hasarların 

toplamı olarak verilmektedir ve bu gerçekleĢen hasarlar içerisinde büyük 

hasarların var olmasından dolayı, toplam hasar büyüklüğü de artacaktır. Bu durum 

matematiksel olarak Ģu Ģekilde gösterilebilmektedir: 

x ‟ iken   
( )( ) ~ ( )n nP S x P X x . 
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2.5.2. QQ grafikleri 

QQ grafikleri(Quantile Plots), veriler içerisindeki normal ve aykırı değerlerin ayırt 

edilmesini ve ayırca korelasyon katsayısı yardımıyla aralarındaki iliĢkinin 

nicelendirilmesini sağlamaktadır. Bu yöntemin temel unsurlarını açıklayabilmek 

için, öncelikle 0x  değerleri için ( ) exp( )G x x  Ģeklinde verilen standart bir G  

üstel dağılımının incelenmesi gerekmektedir. Öncelikle, düĢünülen G  dağılımı ile 

örneklem hasar büyüklüğü dağılımı F ‟nin aynı temel forma sahip olup olmadığının 

araĢtırılmaktadır. 

Artan ve sağdan-sürekli bir ( )F x  fonksiyonu için; genelleĢtirilmiĢ ters fonksiyon 

1( ) inf : ( )F y x F x y Ģeklinde verilmektedir. 

F  bir dağılım fonksiyonu olmak üzere bu dağılımın nicelik fonksiyonu (quantile 

function), 1( )FQ F y  Ģeklinde gösterilmektedir. Verilen görgül dağılımın 

genelleĢtirilmiĢ ters fonksiyonu yardımıyla, nicel fonksiyonun görgül dağılım hali 

oluĢturulabilir. Daha genel olarak; 
( )( )

nn F yQ y Q , 
(1) (2) ( )... nX X X  sıralı değerleri 

için  

1 1

( )( ) ( 1)n kQ y X k n y kn eĢitliği elde edilebilir. 

G ,  parametresiyle standart üstel bir dağılım olmak üzere, 0 1y  aralığında 

nicelik fonksiyonu 1( ) log(1 )GQ y y  olacak Ģekilde basit bir biçime sahiptir. 

Eğer örneklem verileri ile standart üstel dağılımdan elde edilenler karĢılaĢtırılmak 

istenirse; nicelik fonksiyonlarını karĢılaĢtırmak yeterli olacaktır. Bunun için; GQ  ve 

nQ  fonksiyonlarının dik koordinat sisteminde grafikleri çizilmelidir. 

Eğer incelediğimiz veri üstel dağılıma uyuyorsa;  parametresi ve 

1( ) log(1 )GQ y y  Ģeklinde verilen üstel dağılımın nicel fonksiyonunun düz çizgi 

biçiminde olması beklenecektir. 1  ile verilen eğrinin eğimi ise bilinmeyen bu 

parametre için olası bir tahmini verecektir. Eğer incelenen veri, üstel dağılımdan 

daha kalın bir kuyruğa sahip bir dağılıma ait ise; grafik düz bir çizgiden daha hızlı 

artan bir eğime sahip olacaktır. Eğer ince kuyruk yapısına sahip bir dağılımın QQ 

grafiği inceleniyor ise daha yavaĢ artıĢ gösteren bir eğime sahip olacaktır.  
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Aktüeryal hesaplamalarda hasar büyüklüğü için en çok tercih edilen dağılımlar; 

log-normal, Pareto ve küçük parametreli Weibull dağılımlarıdır. 

Bu üç durumun QQ grafikleri için ayrı ayrı inceleme yapılacaktır. 

Log-normal QQ grafiği 

Log-normal dağılımın QQ grafiği, log-normal dağılımın temel özelliği olan log( )X ‟in 

normal dağılıma uyması durumunda, X  rastlantı değiĢkeninin de log-normal 

dağılıma uymasına bağlı olarak gerçekleĢmektedir. Log-normal dağılımın saçılım 

grafiği, 

1

( )( / ( 1), ( ) 1kk n log X k n  Ģeklinde olacaktır. Sigorta branĢında log-normal 

dağılım genellikle araç hasar verilerinin modellenmesinde kullanılmaktadır. 

Pareto QQ grafiği 

Pareto QQ grafiği, aktüeryal hesaplamalar için çok önemli bir araçtır. Bir X  hasarı 

 ve  parametreleriyle Pareto dağılımına uyuyorsa, x  olmak üzere 

( ) 1 ( / )P X x x  „dır. Buna göre; kesilmiĢ üstel dağılımı tanımlayacak Ģekilde, 

nicelik fonksiyonu: 1( ) log log(1 )Q y y Ģeklinde ifade edilebilir. 

Pareto nicelik grafiği noktaları, ( )( log(1 / ( 1)), log ) 1kk n X k n  

değerlerinden oluĢmaktadır. Pareto dağılımından gelen bir verinin QQ grafiğinde 

sabit değeri log  ve eğimi ise 1  olacaktır. Pareto QQ grafiği Pareto tipi 

dağılımlarda çok kullanıĢlı olmaktadır. L , ‟da yavaĢ değiĢen bir dağılım olmak 

üzere; ( ) ~ ( )P u x x L x  biçimine sahip olan bir dağılımın QQ grafiğinin sağ tarafa 

doğru doğrusal bir trent gösterdiği gözlenebilecektir. Pareto dağılımı; daha çok 

aktüeryal hesaplamalarda, diğer dağılımlara göre daha kalın kuyruk yapısına sahip 

olması beklenen yangın verilerinin modellenmesinde kullanılmaktadır.  

Weibull QQ grafiği  

Weibull dağılımının kuyruk dağılımı ( ) exp( ( / ) )F x x , nicelik fonksiyonu ise 

0 1y  değerleri için 1/( ) ( *(log(1 ) )Q y y  Ģeklinde olmaktadır. Bu ifadenin 

bir kez daha logaritmasının alınmasıyla; 
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1 1
log ( ) (log ) log(log(1 ))Q y y  eĢitliği elde edilir. Bu eĢitlik Weibull nicelik 

grafiğini 
( )(log( log(1 / ( 1)), log ) 1 )kk n X k n

 
verecektir; 

Weibull modeli varsayımı altında; eğim tahmin parametresi 1 , sabit terimin 

tahmin parametresi 1(log )  olan düz bir doğru beklenecektir.  

Üstel dağılım, bir portföy içerisindeki büyük hasarlardan ziyade daha küçük 

hasarların modellenmesi için uygun olacaktır, çok küçük olmayan hasarlar için 

Weibull dağılımı daha iyi uyum sağlarken, Log-normal ve Pareto dağılımlarının 

ikisi de, portföydeki büyük hasarları daha iyi yansıtacak Ģekilde sonuç verecek ve 

her ikisi de konkav bir eğim gösterecektir (Rolski et al., 1999). 

 

2.5.3. Uç değer istatistikleri 

Uç değer teoremi, olasılık ve istatistik teoresinde geniĢ bir alana sahiptir. Sigorta 

matematiğinde kullanılan uç değer teorisi, karĢılaĢılabilecek büyük hasarların 

sahip oldukları rollerin araĢtırılması açısından büyük önem taĢımaktadır.  

1 2, ,..., nX X X  bağımsız ve aynı F  hasar büyüklüğü dağılımına sahip hasarlar 

olmak üzere; örneklem içindeki en büyük hasar ( ) 1 2max , ,....n nX X X X  Ģeklinde 

gösterilmektedir. F  dağılımının sınırlı set içerisinde ağırlıklandırılmadığı varsayımı 

altında, maksimum 
( )nX  değeri n ‟iken ‟a yakınsayacaktır (Rolski et al., 

1999). 

2.6. Kalın Kuyruklu Dağılım Örnekleri 

Genel olarak kalın-kuyruklu dağılımlar; tek kuyruklu ve çift kuyruklu olmak üzere iki 

türde ayrıĢtırılarak incelenebilmektedir. 

Tek kuyruğa sahip olan kalın kuyruklu dağılımlar; Pareto dağılımı, log-normal 

dağılım, Levy dağılımı, Weibull dağılımı (biçim parametresi 1‟den küçük), Burr 

dağılımı ve  log-gamma dağılımlarıdır. 
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Çift kuyruğa sahip olan kalın kuyruklu dağılımlar; Cauchy dağılımı, normal 

dağılımın özel bir hali dıĢındaki kararlı dağılımlar, T dağılımı ve çarpık kademeli 

log-normal dağılımdır. 

Belli baĢlı kalın kuyruklu dağılımlar Çizelge 2.1‟de gösterilmektedir. 

 

Çizelge 2.1Kalın kuyruklu dağılımlar ve parametreleri 

DAĞILIM F , F  YA DA f  DAĞILIMI PARAMETRE 
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log 1 log
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f x
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( ) ~ exp
2log 2

x
F x

x
 

 

 

R  

0  

 

PARETO 
1

( )
( )

f x
x
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BENKTANDER 
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3. KALIN KUYRUKLU DAĞILIMLARDA ĠFLAS OLASILIĞI 

3.1. Klasik Risk Modeli ve Ġflas Teorisi 

Sigorta Ģirketi, herhangi bir anda meydana gelebilecek bir hasara iliĢkin ödenecek 

tazminatın yaratacağı finansal sonuçları en aza indirmek amacıyla portföyündeki 

tüm bireysel riskleri bir araya toplamaktadır. Bu nedenle de, sigorta Ģirketi her 

dönem sonunda rezerv ya da artık olarak tabir edilen bir miktarı ayırmak 

zorundadır. Bu miktar bir zaman dönemi içerisinde toplanan primlerin o dönem 

içerisindeki ödenecek tazminatları aĢması durumuyla sağlanacaktır. Biriktirilen 

artık miktarları gelecekte oluĢabilecek, gerçekleĢen hasar ödemelerinin toplanan 

primleri aĢtığı riskli dönemler için kullanılarak sigorta Ģirketine bir tür koruma 

sağlayacaktır. Bunun neticesinde de sigorta Ģirketi, sigortalılarına vermiĢ olduğu 

taahütleri yerine getirebilecektir. 

Klasik risk modeli, özellikle artık sürecinin modellenmesinde önemli bir araçtır. Bu 

modelin tercih edilmesindeki temel neden modelin esnekliğidir. Çünkü risk modeli 

içerisinde yer alan primler, hasar sayıları ve hasar büyüklüklerinden oluĢan her bir 

bileĢenin ayrı ayrı incelemesi ve modellemesi yapılabilmektedir.  

3.1.1 Klasik risk modeli 

Bir sigorta Ģirketinin iki temel nakit akıĢı bulunmaktadır. Bunlar prim ve hasar 

süreçleridir. Bu nakit akıĢlarına bağlı olarak oluĢturulan risk ya da artık süreci 

olarak da adlandırılan sigortacının klasik risk modeli; 

( ) ( ) ( ) 0U t u t S t t            (3.1) 

biçimindedir. 

Risk sürecinin temel bileĢenleri; 

( )U t   :  t  anında sigorta Ģirketinin sermaye miktarı,  

u       :  0u  olmak üzere baĢlangıç sermayesi, 

( )t  :  prim süreci, 

( )S t   :  hasar süreci‟dir. 
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Prim Süreci  

( )t : (0,t] aralığında toplanan prim miktarını göstermekte olup, bu miktar herhangi 

bir harcama ya da reasürans nakit çıkıĢını içermemektedir. Primlerin her bir zaman 

aralığında, sürekli olarak bir c  sabiti oranında toplandığı varsayıldığından 

aktüerya literatüründeki çalıĢmaların birçoğunda prim süreci ( )t ct  eĢitliği ile 

ifade edilmektedir. Buradaki c sabiti, 0c  olmak üzere prim gelirini 

göstermektedir. Bu varsayıma dayanarak yapılan ilk çalıĢma 1970 yılında 

Bühleman tarafından yapılmıĢtır (Bühlmann,1970). 

 

Toplam Hasar Süreci 

( )N t , [0, ]t  zaman aralığında gerçekleĢen hasar sayısını göstermektedir, ( )S t  de 

[0, ]t zaman aralığında gerçekleĢen toplam hasar  miktarını göstermekte olup  

0)(,0

0)(,
)(

)(

1

tN

tNX
tS

tN

i

i
             (3.2) 

ile ifade edilmektedir. Bu eĢitlikteki iX , (0,t] zaman aralığında gerçekleĢen i‟nci 

hasar büyüklüğünü göstermektedir. ( )N t  ve ( )S t sırasıyla stokastik süreç olarak, 

hasar sıklığı (sayısı) süreci ve  toplam hasar süreçleri olarak tanımlanmaktadır. 

 

Klasik risk modeli esnek ve kolay anlaĢılır bir model olmasının yanında yapısında 

bazı kısıtlamaları içermektedir. Yapılan çalıĢmalarda; bu teorinin iyi biliniyor 

olmasına rağmen bazı temel düzenlemelerin yapılmaması durumunda gerçeği 

yansıtmaktan yoksun kalacağıbelirlenmiĢtir. Klasik risk sürecindeki sınırlamaların 

temelinde hasar büyüklüğü dağılımı ve hasar sıklığı yer almaktadır. Bu 

varsayımlar içerisinde en önemli nokta; süreç içerisindeki artımların bağımsız 

olarak tanımlanmasıdır. 
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Ancak risk modeli içerisinde çeĢitli bağımlılık yapıları ile karĢılaĢılmaktadır. Bu 

bağımlılık yapıları Ģu Ģekilde açıklanabilmektedir: 

 ( )N t , hasar sıklığı bağımlı olabilir. 

 Sel baskını ya da yangına karĢı sigortalanmıĢ konut ya da bina sigortalarında; 

olayın gerçekleĢme olasılığı iklimsel olaylara ya da çevre faktörlerine göre 

değiĢebilmekte ve belirli dönemlerde hasar sayılarında artıĢ ile 

karĢılaĢılabilmektedir. Bu durum da ( )N t ‟nin bağımsız olamadığının bir göstergesi 

olmaktadır. 

 iX  hasar büyüklükleri kendi aralarında bağımlı olabilirler. Fırtına, sel ya da yangın 

gibi olaylara karĢı sigortalanmıĢ konut ya da bina sigortalarında aynı bölge 

içerisinde sigortalanan birden çok binada aynı anda benzer büyüklükte hasar 

meydana gelebilmektedir. 

Açıkça görülmektedir ki; artımların bağımsız olduğu varsayımı altında kurulan 

modeller, gerçek sigorta sürecine uymayacaktır. Bağımlı modeller; ( )S t ‟nin 

dağılımını, bunun sonucu olarak da iflas olasılığı ve iflas zamanı tahminlerini 

etkilemektedir. Bağımlılık durumu, yeni bir sigorta branĢı için baĢlangıç 

sermayesine karar verilmesinde, var olan rezervin yeterli olup olmadığının 

araĢtırılmasında ve uygun reasürans anlaĢmalarına karar verilmesi aĢamasında 

önem taĢımaktadır (Mo, 2002). 

3.1.2. Cramer-Lundberg ve yenileme modeli 

Cramer-Lundberg modeli klasik risk modelinde olduğu gibi süreçlerin birleĢiminden 

oluĢmaktadır. Bu süreçler Ģunlardır: 

a. Toplam Hasar süreci  

iX : i‟nci hasar büyüklüğünü gösteren pozitif ve aynı dağılıma sahip rastlantı 

değiĢkenleri olmak üzere ortalaması iXE vevaryansı (
2 ( )

i
Var X ) 

sonlu olan rastlantı değiĢkenleridir. Toplam hasar süreci 
( )

1

( )
N t

i

i

S t X  Ģeklinde 

tanımlanmaktadır. 
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b. Hasar sayısı süreci; 

( )N t : [0, ]t  zaman aralığında gerçekleĢen hasar sayısını göstermekte olup  

( ) sup 1: nN t n T t 0t  ,  )0(sup eĢitliğinden elde edilmektedir. 

 

c. Bekleme süresi; 

kY : ( 1)k ‟inci olay ile k ‟inci olay arasındaki geçen süreyi göstermektedir ve kY , 

1 1Y T  olmak üzere 2,3,...k değerleri için  1k k kY T T  biçiminde tanımlanan aynı 

üstel dağılıma sahip bağımsız rastlantı değiĢkenleri olarak tanımlanmaktadır ve 

1 1/E Y ‟dir. 

d. Hasar zamanı; 

iT : Hasar gerçekleĢtiği andaki zaman noktasını yani i‟nci olay meydana gelene 

kadarki geçen süreyi göstermektedir. Hasarın rastgele bir zamanda 

gerçekleĢebildiği varsayımında sıralı hasar zamanları arasında .....0 21 TT

iliĢkisi verilebilmektedir. 

e. 
k

X  ve 
kY  birbirlerinden bağımsızdır. 

Yenileme modeli (a), (b) ve (e) özelliklerini sağlamaktadır (Embrechts et al., 2001). 

 

Cramer-Lundberg Modelinin Temel Özellikleri 

( ) , 0N t t sayma sürecinde ( )N t  rastlantı değiĢkeni t  parametresiyle Poisson 

dağılımına sahipse; süreç, 0  koĢulu altında,  ortalama ile Poisson sürecine 

sahiptir. 

Tüm 0t , 0h  ve s t durumları için;  ( ) ( ) ~N t h N t Poisson( h )‟dır. 

( ) ( )P N s t N s k =
!

)(
))((

k

t
ektNP

k
t

0,1,2,...k         (3.3) 

[ ( )] [ ( )]E N t Var N t t            (3.4) 
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Bu modelde Poisson sürecinin tercih edilmesi; bağımsız bileĢenlere ve monoton 

azalan ortalama değer fonksiyonuna sahip herhangi bir sürecin, Poisson sürecine 

çevrilebilir olmasından kaynaklanmaktadır (Mo,2002). 

 

Toplam hasar büyüklüğü ( )S t ‟nin dağılımı 0x  ve 0t  olmak üzere; 

*

0

( )
( ) ( ( ) ) ( )

!

n
t n

t

n

t
G x P S t x e F x

n
                     (3.5) 

Ģeklinde hesaplanmaktadır.  

Bu eĢitlikte kullanılan *( )nF x , F  dağılımının n‟inci dereceden konvülasyonunu 

göstermektedir ve  

)()(
1

* xXPxF
n

i

i

n            (3.6) 

Ģeklinde hesaplanmaktadır. 

Yenileme modeli, Cramer-Lundberg modelinin geliĢtirilmiĢ bir halidir. Yenileme 

modeli ile Cramer-Lundberg modeli toplam hasarın beklenen değeri açısından Ģu 

Ģekilde farklılaĢmaktadır:  

 

Yenileme modeli için risk sürecinin beklenen değeri  

( ) ( )E U t E u ct S t  

( )u ct E N t                                   (3.7) 

Ģeklinde  hesaplanmaktadır.      

Bu eĢitlikte toplam hasar ( )S t ‟nin, beklenen değeri; kollektif risk modelinde olduğu 

gibi [ ] [ ( )]* [ ]E S E N t E X              (3.8) 

eĢitliğinden hesaplanmaktadır. 
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Cramer-Lundberg Modeli için; risk sürecinin beklenen değeri ise 

( ) ( )E U t E u ct S t  

               =u ct t                        (3.9)  

Ģeklinde elde edilmektedir. 

3.1.3  Ġflas olasılığı 

Yıllık primlerin ve hasar süreçlerinin değiĢmez olduğu varsayımı altında iflas 

olasılığı ( )u  ile gösterilmektedir. Bu olasılık sigorta Ģirketi için çok önemli bir 

araçtır; çünkü uygun bir baĢlangıç sermayesi ile sürece baĢlandığı durumda, 

sigortacının prim ve hasar süreçlerinin doğru hesaplanıp hesaplanmadığının bir 

belirtisi olmaktadır. Yüksek iflas olasılığı; reasürans antlaĢmalarının gündeme 

gelmesine, riskli görülen poliçelerdeki prim miktarlarında yükseltilmeye gidilmesine 

ya da sigorta Ģirketinin iĢletme sermayesinden nakit çekmesine neden 

olabileceğinin bir çeĢit göstergesi olacaktır. 

Ġflas olasılığı, portföylerin birbirleriyle karĢılaĢtırılmalarına da olanak 

sağlayabilmektedir; ancak iflas olasılığına doğrudan salt iflas anlamının 

yüklenmesi doğru olmayabilir. Çünkü iflas olasılığı sigorta Ģirketinin yakın zaman 

içerisinde iflas edeceğinin doğrudan bir göstergesi olmamaktadır. Öncelikle, iflasın 

tamamen gerçekleĢmesi uzun süreler alabilecektir ve iflas olasılığı yalnızca sigorta 

riskleri için hesaplanmakta olduğundan, idari yönetimden kaynaklı riskler için 

hesaplanmamaktadır. Sonuç olarak iflas olasılığı sadece matematiksel olarak 

sonuçlar ortaya koymakta olup, sigorta Ģirketinin dönem sonunda -1birim sermaye 

ile iflas etmiĢ olduğu anlamına gelmemekte, bununla birlikte +1birim sermaye ile 

de yükümlülüklerinin tamamını ödeyebilir durumda olduğu sonucu 

çıkarılmamaktadır (Kaas et al, 2001). 

Tazminat ödemelerinin, mevcut rezerv miktarını aĢması durumu olarak açıklanan 

iflası önlemek için sigorta Ģirketi; yeterli bir baĢlangıç sermayesi sağlamalı ve ilk 

yıldan son yıla kadar rezerv hesaplamalarını çok dikkatli yapmalıdır. Buna ek 

olarak, sigorta Ģirketi ayrıca büyük hasarların etkisini en aza indirmek için uygun 

reasürans anlaĢmaları düzenlemelidir. 
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Ġflas olasılığının hesaplanmasında zaman faktörü önemli bir rol oynamaktadır. Bu 

nedenle iki farklı durum için olasılık hesaplanmaktadır. 

Sınırlı zamanlı iflas olasılığında; belirlenen bir zaman aralığındaki risk sürecinin 

hareketi incelenerek sigorta Ģirketinin iflas etme olasılığı araĢtırılmaktadır. Sınırlı 

zamanlı iflas olasılığı 0 T  ve 0u  olmak üzere; 

( , ) ( ( ) 0, )u T P U t bazı t T          (3.10) 

Ģeklinde gösterilmektedir. 

Sınırsız zamanlı iflas olasılığında; belirli bir zaman aralığı olmadan risk süreci 

incelemesi yapılarak sigorta Ģirketinin iflas etme olasılığı araĢtırılmaktadır. Sınırsız 

zamanlı iflas olasılığı ise 0u  olmak üzere; 

( ) ( , )u u          (3.11) 

ile gösterilmektedir. 

Yenileme ve Cramer-Lundberg modellerinin uygulanmasında bazı kısıtlamalar 

mevcuttur. Bu kısıtlamaların baĢında uygun bir sigorta prim oranı ( c )‟ nin seçimi 

gelmektedir. c  belirli bir zaman dilimi içerisindeki uygun bir yükümlülük karĢılama 

yeterliliğinin (solvency) ölçüm sonuçlarına bağlı olarak belirlenmektedir. Bu durum 

için ölçülebilir bir araç T  olmak üzere ( , )u T  Ģeklinde gösterilen iflas 

olasılığıdır. Karar verilecek uygun prim oranı, belirlenen u  ve T  değerleri 

doğrultusunda hesaplanan iflas olasılığını ( , )u T  minimize edecek Ģekilde 

seçilmelidir.  

Ġflas olasılığının hesaplanmasında yenileme sayma süreçlerinden de 

yararlanılmaktadır. 

Yenileme Sayma Süreci 

Yenileme sayma süreci 0( )tN t  Ģeklinde gösterilmektedir. 

( ) sup 1 : nN t n T t 0t   ve                      (3.12) 
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1n değerleri için 1 ...n nT Y Y „dir.Y ‟nin (1/ ) beklenen değerli üstel dağılıma 

sahip bir rastlantı değiĢkeni olduğu durumda, yenileme sayma sürecinin 

momentleri; 

[ ( )] ( (1))E N t t  ve 
2 ( )
Y

Var Y    olmak üzere; 
 

t  ‟iken;   

[ ( )] (1)E N t t                       (3.13) 

2 3( ( )) ( )
Y

Var N t t t            (3.14) 

Ģeklinde bulunmaktadır.   

Yenileme modelinin beklenen değeri ise; 

[ ( )]E U t ( )u ct E N t           (3.15) 

[ ( )] ( ) (1 (1))E U t u c t  

 1 (1 (1))
c

u t          (3.16) 

biçiminde elde edilmektedir.                            

Buradan da; 
[ ( )]E U t

c
t

 olarak bulunmaktadır. Yükümlülük karĢılama 

yeterliliğinin koĢulu olarak  0c  olması, büyük t  değerleri için ( )U t ‟nin pozitif 

bir değere sahip olmasını sağlayacaktır. Bu da yenileme modelinde temel net kar 

koĢulunu oluĢturacaktır.  

: güvenlik yüklemesidir ve risk prim oranı anlamına da gelmektedir. Bu oran, 

[0, ]t  aralığındaki prim gelir oranından hesaplanmaktadır: 

(1 )ct t olmak üzere;         
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1 0
c

            (3.17) 

olmalıdır. 

Risk sürecinin tanımından hareketle; 0u  değerleri için iflasın ancak iT  

zamanlarında gerçekleĢtiği varsayımı altında kX , hasar büyüklüklerini; kY , prim 

büyüklüklerini göstermek üzere iflas olasılığı; 

( ) ( ( ) 0 , 0 )u P u ct S t t  

( ( ) 0 , 1)n nP u cT S T n  

1

( ( ) 0 , 1)
n

k k

k

P u cY X n  

1

(sup( ) )k k
n

P X cY u            (3.18) 

Ģeklinde yazılabilmektedir. Bu eĢitlikler iflasın gerçekleĢmeme olasılığı yönünden 

de yazılabilir. 0u  olmak üzere iflasın gerçekleĢmeme olasılığı  

1 1

1 ( ) sup ( ) 0
n

k k
n k

u P X cY u                    (3.19) 

Ģeklinde gösterilebilir. Ġflas gerçekleĢmeme olasılığı 1 ( )u , maksimum rasgele 

yürüyüĢ sürecinin dağılım fonksiyonu yönünden de incelenebilir. 

1k  değerleri için; k k kZ X cY olmak üzere; 

ĠliĢkili rasgele yürüyüĢ süreci; 1n  değerleri için; 0 0R  olmak üzere;  
1

n

n k

k

R Z  

Ģeklinde elde edilmektedir. 

Bu eĢitlik için yenileme modelinin temel kar koĢulundan; 
1[ ] 0

c
E Z   

olmalıdır. Böylece; iflasın gerçekleĢmeme olasılığı; 

1

1 ( ) (sup )n
n

u P R u            (3.20) 
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Ģekline dönüĢtürülebilmektedir(Embrechts et al.,2001).   

Bu olasılık, genel bir rastgele yürüyüĢe iliĢkin nihai supremumların (ultimate 

supremum) dağılımını veren Spitzer eĢitliği ile de hesaplanabilmektedir. Bu 

eĢitlikten yararlanarak  bileĢik geometrik dağılıma iliĢkin iflasın gerçekleĢmeme 

olasılığı, H  bir dağılım fonksiyonu ve (0,1)   olmak üzere,  

*

0

1 ( ) (1 ) ( )n n

n

u H u           (3.21) 

Ģeklinde elde edilmektedir. 

Bu eĢitlik içerisindeki  *nH : H ‟ nin n‟nci dereceden konvülasyonunu 

göstermektedir.  ve H  değerleri, genellikle, klasik Wiener-Hopf teorisi ile elde 

edilmektedir  

(3.21) eĢitliğindeki gibi fonksiyonel iliĢkilere çeĢitli yöntemlerin uygulanması 

suretiyle, çok sayıda modele iliĢkin ( )u  tahmini hesaplanabilmektedir. ( )u ‟ nun 

hesaplanmasında kullanılan Wiener-Hopf metodolojisinin yanı sıra yenileme teorisi 

de, ilgili tahminlerin elde edilmesine olanak tanımaktadır. Ġlgili hesaplamalar 

yapılırken Cramer-Lundberg modelinden faydalanılmaktadır. Büyük hasarlara 

iliĢkin tahminlerde bu iki teoremin birleĢtirilmesiyle elde edilen eĢitliklerden 

yararlanılacaktır. 

3.1.4. Cramer-Lundberg Tahmini 

Yenileme modelinde, iflas olasılığı tahminin elde edilmesinde genel yöntemin 

kullanımının dıĢında Cramer-Lundberg modeli tahmini de bulunmaktadır. Bu 

modele göre iflas olasılığının hesaplamasında, modele hasar büyüklüğü dağılımı 

da ( F ) dahil edilmektedir. 

Cramer-Lundberg modelinde güvenlik yüklemesi için; 01
c

 koĢulu 

sağlanmakta olup, iflasın gerçekleĢmeme olasılığı : 

)()1(
1

)(1
*

0

uFu
n

I

n

n           (3.22) 
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Ģeklinde hesaplanabilmektedir. Bu eĢitlik içerisinde yer alan *( )n

IF x  notasyonu, 

bütünleĢik kuyruk dağılımının n‟inci dereceden konvülasyonunu göstermektedir.  

(3.21) eĢitliği portföyde büyük hasarların bulunması durumunda iflas olasılığının 

elde edilmesinde kullanılmaktadır. Bu tahminin hesaplanmasında Laplace-Stieltjes 

dönüĢümü kritik bir rol oynamaktadır. 

3.1.4.1. Laplace-Stieltjes dönüĢümü 

H , ),0(  aralığında tanımlı bir dağılım fonksiyonu olmak üzere, ˆ( )h s  bu dağılımın 

Laplace-Stieltjes dönüĢümü olarak adlandırılır ve s R  değerleri için 

0

ˆ( ) ( )sxh s e dH x              (3.23) 

Ģeklinde elde edilmektedir.  

Büyük x  değerlerinde ( )H x ‟in davranıĢına bağlı olarak, ˆ( )h s dönüĢümü, 0s  

değerleri için sonlu olabilmektedir. Genel olarak ise 0  aralığında bulunan  

parametresine göre s  olacak Ģekildeki s  değerleri için bu Laplace-Stieltjes 

dönüĢümü sonlu olmaktadır ( ˆ( )h s ).  

 

3.1.4.2. Cramer-Lundberg teoremi 

0  olmak üzere, Laplace-Stieltjes dönüĢümünden yararlanarak, bütünleĢik 

kuyruk dağılımının (- ) değeri için Laplace-Stieltjes dönüĢümü; 

0

ˆ ( ) ( ) 1vx

I I

c
f v e dF x             (3.24) 

Ģeklinde   elde  edilir.                                            

Bu eĢitlikten yola çıkılarak; aĢağıdaki özellikler elde edilebilmektedir: 

Özellik 1: 

Laplace-Stieltjes dönüĢümünden yararlanarak (3.24) eĢitliği, Cramer-Lundberg 

koĢulundan yararlanarak ayrıca Ģu Ģekilde de yazılabilmektedir: 
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0

( )x c
e F x dx                       (3.25) 

’nin var olduğu durumda, Laplace-Stieltjes dönüĢümü tek sonuç olarak 

hesaplanmaktadır. 

Özellik 2: 

0u değerleri için;           

( ) uu e  olmaktadır.                                                                                    (3.26) 

Özellik 3: 

Ġncelenen dağılımın 1/  parametresi ile üstel dağılıma uyması durumunda iflas 

olasılığı;  

uu
)1(

exp
1

1
)( 0u                     (3.27) 

Ģeklinde elde edilir. 

Özellik 4 

Bu teoremden 
0

( )xxe F x dx           (3.28) 

eĢitsizliği elde edilmektedir.                

 

Bu eĢitsizlikten yola çıkılarak  

lim ( )u

u
e u C                       (3.29) 

olmak üzere  C    değeri Ģu Ģekilde hesaplanmaktadır: 

1

0

( )xC xe F x dx                                                   (3.30) 

EĢitlik(3.28) ‟in ispatının yapılmasında )(1)( uu  ve 0u olmak üzere ; 
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1 1

1 ( ) (sup ( ) ) 0
n

k k
n k

u P X cY u  

( ) ( ( ) 0 )u P S t ct u tüm t için  

          1

( ( ) 1 )
n

k k

k

P X cY u tüm n için  

          
1 1 1 1

2

( ( ) 2 , )
n

k k

k

P X cY u cY X tüm n X cY u  

           
'

1 1 1 1( ( ) 0 , )P S t ct u cY X tüm t X cY u  

biçimindedir. 

Burada 'S , S ‟nin bağımsız bir kopyası olarak alınmaktadır. 

'

1 1 1 1 1 1
( ) ( ( ( ) 0 , , )u E P S t ct u cY X tüm t X cY u Y X  

           

'

0 0

( ( ) 0) ( )*
u cs

sP S t ct u cs x tüm t dF x e ds  

0 0

( ) ( )
u cs

se u cs x dF x ds                    (3.31) 

z u cs   dönüĢümü yapılarak; 

( )/

0

1
( ) ( ) ( )

z

z u c

u

u e f x z x dxdz
c

 

/ /

0

( ) ( )
z

u c z c

u

e e f x z x dxdz
c

        (3.32) 

Ģeklinde elde edilir. 

( )u  eĢitliği, (3.32) eĢitliğinin diferansiyeline eĢit olan ve Ġntegro diferansiyel olarak 

bilinen eĢitlik yardımıyla aĢağıdaki gibi açıklanabilmektedir(Dickson, 2006). 

 
2

/ /

2

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
z u

u c z c

u

d
u e e f x z x dxdz f x u x dx

du c c
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             =
0

( ) ( ) ( )
u

u f x u x dx
c c

         (3.33) 

Bu eĢitlikten yararlanarak, Cramer-Lundberg modeli geniĢletilebilmektedir. 

Yenileme teoremine olanak sağlayan kilit nokta, (3.33) eĢitliğindeki integralin bir 

konvülasyon tipi olmasıdır. 

Bu eĢitlik sıfır ile t  sınırları arasında integral alınıp Lebesque ölçümü kullanılarak; 

0 0

( ) (0) ( ) ( ) ( )
t u

t u du u x dF x du
c c

 

0 0

(0) ( ) ( ) ( )
t t

t u du t x F x dx
c c

                  (3.34) 

olarak elde edilir. Sonuç olarak da;  

0

( ) (0) ( ) ( )

t

t t x F x dx
c

          (3.35) 

eĢitliği   elde   edilir.Burada; 1
c

‟dır ve )0( hala bilinmemektedir. 

Ancak t ‟iken, 1)(1)(  olduğundan, net kar koĢulu için; 

1=
c

)0(  eĢitliği elde edilir ve 
1

1)0(
c

 olmak üzere, 

t

I xdFxtt
0

)()(
1

1

1
)(                     (3.36) 

Ģeklinde elde edilebilmektedir. 

Bu eĢitlikten hareketle; 

0 0

1
( ) ( ) ( ) ( )

(1 )

t t

It x F x dx t x dF x
c

,         (3.37) 

)(1)( uu   ve  1
1

1
 olmak üzere;  
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0

( ) ( ) ( ) ( ( ) )

u

I Iu F u u x d F x          (3.38)   

eĢitliği elde edilir.  

Buradaki  değerinin, 0< <1 aralığında olmasından dolayı bu eĢitlik; “eksik 

yenileme eĢitliği (defective renewal equation)” olarak adlandırılmaktadır 

(Embrechts et al., 2001). 

 

3.1.4.3 Lundberg sabiti 

F , hasar büyüklüğünün dağılım fonksiyonu ve , sıfırdan büyük bir sabit olmak 

üzere; (3.24) eĢitliğini sağlayan  parametresi Lundberg sabiti ya da düzeltme 

katsayısı olarak adlandırılmaktadır. 

Laplace-Stieltjes dönüĢümü yapılan (3.24) eĢitliğinde ‟nin var olması, ˆ ( )If s ‟nin 

sıfırın boĢ olmayan komĢuluğunda var olma zorunluluğu yaratacak ve ayrıca 

bütünleĢik kuyruk ( IF ) ve kuyruk dağılımının ( F ) da üstel olarak sınırlı olması 

sağlanacaktır. Gerçekte, bu durum Markov eĢitliğinden gelmektedir. 0x  değerleri 

için  

1( ) XxF x e E e                       (3.39) 

eĢitsizliği sağlanmalıdır.  

Bu eĢitsizlik aslındabüyük hasarların üstel hasar dağılım yapısı doğrultusunda 

gerçekleĢmesinin çok fazla beklenilmediğini açıklamaktadır. 

Bu nedenle de (3.24) eĢitliği genellikle “küçük hasar koĢulu“ olarak adlandırılır.

 

Üstel tipi iflas tahmini klasik risk sürecinde daha geniĢ bir konuyu oluĢturmaktadır. 

Bununla birlikte, üstel dağılım dıĢındaki diğer dağılımlarla ilgili de literatürde bir çok 

çalıĢma bulunmaktadır. Bu konuda 1984 yılında Hogg ve Klugman farklı dağılım 

fonksiyonlarına sahip bireysel hasar büyüklüğü verilerini incelemiĢlerdir. Ramlau-

Hansen 1988 (Ramlau-Hansen,1988a) yılındaki çalıĢmasında ise hayat dıĢı 
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sigorta uygulamalarında karĢılaĢılabilecek üç farklı durum verilerini yükümlülük 

karĢılama yeterliliği açısından incelemiĢtir.  

3.2. Kalın Kuyruklu Dağılımlar Ġçin Ġflas Teorisi 

Kalın kuyruk yapısına sahip dağılımlar için iflas olasılığının hesaplanmasında; 

dağılımın kalın sağ kuyruğunu temsil eden ( ) 1 ( )B x B x  kuyruk dağılımı ile 

ilgilenilmektedir. 

Ġnce ve kalın kuyruk yapısına sahip dağılımlar arasındaki temel fark; ince kuyruk 

yapısına sahip dağılımlar için 0s  değerlerinde moment çıkaran fonksiyon 

ˆ ( )sxB s e B dx  sonlu bir değer olurken; kalın kuyruklu dağılımlarda ise 0s  

değerlerinde moment çıkaran fonksiyonun sonsuz olmasıdır (Asmussen,2000). 

Pareto dağılımı gibi kalın kuyruklu dağılımlar eĢitlik (3.24) Cramer-Lundberg 

koĢulunu sağlamamakta ve bu nedenle de Cramer-Lundberg teoremi bu tür hasar 

büyüklüğü dağılımları için uygulanabilir olmamaktadır. Bu durumda (3.22) 

eĢitliğinin, konvülasyon yaklaĢımı kullanılarak düzenlenmesi gerekmektedir. 

 

3.2.1. Düzenli değiĢen kuyruklu dağılımlarda konvülasyon yaklaĢımı 

1F  ve 2F , 1,2i  olmak üzere iL 0R olan ve 0  değerleri için ( ) ( )
i i

F x x L x  

Ģeklinde birer dağılım fonksiyonu olmak üzere; bu dağılım fonksiyonlarının 

konvülasyonu 1 2*G F F , x  iken 1 2
( ) ~ ( ( ) ( ))G x x L x L x  olacak Ģekilde 

düzenli değiĢen kuyruk yapısına sahiptir(Embrechts et al., 2001). 

Bu durum için alternatif bir kanıt da, Karamata‟nın Tauberian teoremidir. Bu 

teoremde, 0 , 1n , 0RL  ve ( ) ( )F x x L x  olması durumunda x ‟iken 

*( ) ~ ( )nF x nF x  olacağı sonucu elde edilmiĢtir. 1 2, ,..., nX X X „ in aynı F  dağılımına 

sahip bağımsız rastlantı değiĢkenleri olduğu varsayılsın. 1 2 ...n nS X X X  ve 

1 2
max( , ,..., )

n n
M X X X  olmak üzere; tüm 2n  değerleri için; 

*( ) ( )n

nP S x F x , 
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( ) ( )n

nP M x F x , 

1

0

( ) ( )
n

k

k

F x F x ‟dir. 

x  iken bu eĢitlik 
1

0

( ) ( )
n

k

k

F x F x ~ ( )n F x  Ģekline dönüĢmektedir.  

Bu durumda 0  olmak üzere RF  ise; ( ) ~ ( )n nP S x P M x  olacaktır. 

Elde edilen bu eĢitlik; düzenli değiĢen kuyruklu dağılım fonksiyonları için, hasar 

büyüklükleri toplamı olan nS ‟nin kuyruk dağılımının, bu hasar büyüklüklerinin en 

büyük değeri olan nM ‟nin kuyruk dağılımı ile elde edilebilir olduğunu; yani düzenli 

değiĢim varsayımı altında, en büyük değerin kuyruk yapısının, toplamın kuyruk 

yapısını belirlediği Ģeklinde açıklanabilmektedir. Toplam hasarın bağımlılık durumu 

da bu özellik nedeniyle gerçekleĢmektedir. 

(3.21) eĢitliğindeki Cramer-Lundberg modelinden, 0u  değerleri için iflas olasılığı; 

*

0

( ) (1 ) ( )
1

n n

I

n

u F u           (3.40) 

Ģeklinde verilmektedir. 0  değerleri için IF R  olması koĢulu altında, 

aĢağıdaki asimptotik sonuçlar ortaya çıkacaktır: 

*

0

( )( )
(1 )

1 ( )( )

n
n I

n II

F uu

F uF u
                    (3.41) 

          

1

0

)1(
1 n

n n u                              (3.42) 

Bu eĢitlik hasarların bütünleĢik kuyruk dağılımının ( IF ), düzenli değiĢen kuyruklu 

dağılım sınıfı içerisinde bulunması durumundaki iflas olasılığının tahmin 

edilmesinde kullanılmaktadır. Düzenli değiĢen kuyruk yapısına sahip hasar 

büyüklüğü dağılımları için, baĢlangıç sermayesi u ‟nun büyük olması durumundaki 
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nihai iflas olasılığı, büyük hasar büyüklüğü y  değerine bağlı olarak ( )F y  kuyruk 

dağılımı kullanılarak u durumunda ;  

1
( ) ~ ( )

u

u F y dy                                 (3.43) 

olarak hesaplanmaktadır. 

Ġflas olasılığının bu duruma göre hesaplandığı dağılımlar; 

 Pareto, 

 Burr, 

 Loggamma, 

 KesilmiĢ kararlı dağılımlarıdır (Embrechts et al., 2001). 

 

3.2.2. Alt –üstel dağılımlar için Cramer-Lundberg teoremi 

Kalın kuyruklu dağılım yapısında 0s  değerleri için F̂ s  olması durumu iflas 

olasılığının hesaplanmasında açık olmayan çözümlere neden olmaktadır. Bu 

nedenle de iflas olasılığının hesaplanmasında, bu olasılığın hesaplanmasına 

olanak sağlayan alt-üstel dağılım sınıflarıyla ( S ) ilgilenilmektedir. 

Alt-üstel dağılıma Cramer-Lundberg teoreminin uygulanmasında, bu dağılım 

yapısına ait üç özellikten yararlanılmaktadır. 

Bu özellikler Ģu Ģekildedir; 

(a) Eğer F  dağılımı alt-üstel dağılım sınıfı içerisinde yer alıyor ise ( SF ), benzer 

Ģekilde (0, ) aralığındaki y değeri için de; 

1
)(

)(
lim

xF

yxF

x
            (3.44) 

eĢitliği elde edilir.               

(b) Eğer (3.43) eĢitliği sağlanıyorsa tüm 0  değerleri için; 

x ‟a giderken ( )xe F x           (3.45) 



 
 

61 
 

olmaktadır. 

(c) SF  olması durumunda, 2n  değerleri için; sıfırdan büyük bir  değeri ve 

sınırlı bir K  sabitine bağlı olacaktır: 

0)1(
)(

)(*

xK
xF

xF n
n

                    (3.46) 

Alt-üstellik, 0  değerleri için herhangi bir xe  Ģeklinde olan üstel dağılımdan 

daha yavaĢ sıfıra yaklaĢan ( )F x  dağılımı olarak açıklanmakta olup tüm 0  ve 

0y  değerleri için; 

( ) ( )x y

y

e dF x e F y                       (3.47) 

eĢitsizliği elde edilmektedir. 

F S  olması durumunda tüm 0 değerleri için ˆ( )f  olmaktadır. Buna 

bağlı olarak, alt-üstel dağılımın Laplace–Stieltjes dönüĢümü, sıfır durumu için özel 

bir tekilliğe sahiptir. Bu durum ilk kez Chistyakov (1964) tarafından ispatlanmıĢtır. 

Bu teoremin geniĢletilmesiyle daha geniĢ dağılım sınıfları içinde 1
)(

)(
lim

xF

yxF

x
 

eĢitsizliğinin sağlandığı durumların olduğu görülmüĢtür (Embrechts et al., 2001). 

Cramer-Lundberg modelinin net kar koĢulu ( 0  ) ve bütünleĢik kuyruk 

dağılımının alt üstel dağılım sınıfı içerisinde bulunması durumunda ( IF S  );u

‟ iken 

1( ) ~ ( )Iu F u  Ģeklinde hesaplanmaktadır.     

Bu eĢitliğin elde edilmesinde 1(1 ) < 1 koĢulu var olduğundan  1(1 ) (1 ) 1  

eĢitsizliğini sağlayacak Ģekilde belirlenen sıfırdan büyük bir  değeri için; (3.45) 

eĢitsizliğinden 

*

0

( )( )
(1 )

1 ( )( )

n
n I

n II

F uu

F uF u
 eĢitliği aĢağıdaki Ģekilde yazılabilmektedir: 
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*( )
(1 ) (1 ) (1 )

( )

n
n n nI

I

F u
K

F u
0u .                   (3.48) 

Bu eĢitliğin daha önce elde edilen (3.41) ve (3.42) eĢitlikleri ile bağlantılı olması 

sebebiyle
1( ) ~ ( )Iu F u                      (3.49) 

eĢitliğinin elde edildiği görülebilmektedir.                    

BütünleĢik kuyruk dağılımı alt-üstel dağılım yapısına sahip kalın kuyruklu hasar 

büyüklüğü dağılımları için, iflas olasılığı tahmini 
1( ) ~ ( )Iu F u  Ģeklinde 

hesaplanmaktadır.  

Neticede, 
1( ) ~ ( )Iu F u  tahmini sadece IF S  koĢulu altında 

gerçekleĢebilmektedir. 

Düzenli değiĢen kuyruklu olasılık yoğunluk fonksiyonunlarına ek olarak, 

Log-normal, benktander-type I, benktander-type II, Weibull(0 1) dağılımları 

için de 
1( ) ~ ( )Iu F u  eĢitliği kullanılarak iflas olasılığı tahmini yapılabilmektedir. 

 

Net kazanç koĢuluna ( 0 ) sahip olan Cramer-Lundberg teoremi göz önünde 

bulundurularak alt–üstel dağılım üzerine yapılan incelemeler sonucunda aĢağıdaki 

durumlar kabul edilebilmektedir. 

a) IF S , 

b) (1 ( ))u S ,            (3.50) 

c)
1lim ( ) / ( )I

u
u F u

           
(3.51) 

 

3.2.2.1. Alt-üstel durumda toplam hasar büyüklüğü 

Matematiksel bakıĢ açısına göre; Cramer-Lundberg modelinde iflasın 

gerçekleĢmemesi olasılığı; )()1(
1

)(1
*

0

uFu
n

I

n

n  Ģeklinde ifade 

edilmektedir.  
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1( ) ~ ( )Iu F u  eĢitliği büyük hasarlar için toplam hasar büyüklüğünün tahmin 

edilmesine de olanak tanımaktadır. 

Cramer-Lundberg modelinde, (0, ]t zaman aralığındakitoplam hasarın dağılım 

fonksiyonu; 

*

0

( )
( ) ( ( ) ) ( )

!

n
t n

t

n

t
G x P S t x e F x

n
         (3.52) 

Ģeklinde verilmektedir. ( ), 0N t t  sayma süreci de 0  parametresi ile homojen 

Poisson sürecine sahip olup 0n  değerleri için  

( )
( ( ) )

!

n
t t

P N t n e
n

           (3.53) 

olduğundan, ( )N t  sürecinin, kX  hasar büyüklüğü sürecinden bağımsız olduğu 

varsayımıyla bu  eĢitlik diğer ( )N t  süreçleri için genelleĢtirilebilmektedir.  

( ) ( ( ) )tP n P N t n  olmak üzere; 

*

0

( ) ( ) ( ) 0n

t t

n

G x P n F x x                     (3.54) 

eĢitliği elde edilmektedir. Hasar büyüklüğü dağılımının alt-üstel dağılım sınıfı 

içerisinde olması durumunda 0t  ve 0  değerleri için  

0

(1 ) ( )n

t

n

P n

            
(3.55) 

eĢitsizliğini sağlayacak Ģekilde seçilen bir ( )tP n  olması durumunda; tG  dağılımı da 

alt-üstel dağılım sınıfı içerisinde yer alacak ve x ‟iken  

( ) ~ [ ( )] ( )tG x E N t F x                      (3.56) 

olacaktır. Bu eĢitliğin elde edilmesinde kullanılan varsayımlardan (3.54) koĢulu, 

olasılık yaratıcı fonksiyon 
0

( ) n

t

n

P n S ‟nin 1s  komĢuluğunda analitik olmasından 
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dolayı gerçekleĢmektedir. Bu eĢitliğin elde edilmesi ile ilgili tüm genel bilgiler Cline 

(1986)‟nin çalıĢmasında Teorem 2.13‟de toplanmıĢtır.
 

Alt-üstel dağılımlar kalın kuyruklu dağılımların en önemli sınıfı olması ve analitik 

çözümler sağlaması nedeniyle yapılan çalıĢmalarda çok fazla tercih edilmiĢtir. Alt-

üstel dağılımlı hasar büyüklüklerinde iflas olasılığı ve asimptotik sonuçlar 

Asmussen (1997), Asmussen ve Klüppelberg (1996), Baltrünas ve Klüppelberg 

(2004), çalıĢmalarında bulunabilir. 

3.2.2. Büyük hasarlarda Cramer-Lundberg teoremi 

R  ve S sınıflarında, (3.24) eĢitliği olan Cramer-Lundberg koĢulunun ihlal edildiği 

hasar büyüklüğü dağılım modellemelerinin olduğu bilinmektedir. Seal 1983 

yılındaki çalıĢmasında, farklı hasar büyüklüklerine ait dağılım sınıfları için iflas 

olasılığının  hesaplanmasını araĢtırmıĢtır. Genel olarak karma Poisson süreci, 

homojen olmayan Poisson süreci ve negatif binom süreçlerinin gerçek sigorta 

verisine dayanan incelemeleri sonucunda, sadece hasar gerçekleĢme sürecine 

uyum sağlayabildiği görülmüĢtür. Seal çalıĢması sonucunda bağımsız hasar 

büyüklüğü dağılım tiplerinin Pareto ve log-normal dağılımları dıĢında sınırlı 

olduğunu belirlemiĢtir. Aktüeryal geçmiĢ içerisinde de gerçek hasar büyüklüklerinin 

bir dağılıma tamamen uyum sağladığı durumlarla nadiren karĢılaĢılmaktadır.  

Alt-üstel dağılım sınıfının, standart dağılım sınıfları bakımından incelenmesinde 

çeĢitli durumlarla karĢılaĢılmaktadır. Cramer-Lundberg modelinin kalın kuyruklu 

dağılımlar üzerindeki etkisinin Ģu Ģekilde olduğu bulunmuĢtur: 

BütünleĢik kuyruk dağılımının alt-üstel dağılım sınıfı içerisinde yer alması ( IF S ) 

durumunda iflas olasılığının 1( ) ~ ( )I

u

u F u  Ģeklinde hesaplandığı bilinmektedir. 

Hasar büyüklüğü dağılımının üstel olması durumda Cramer-Lundberg tahminleri 

ueu)(                      (3.57) 

ve   

lim ( )u

u
e u C            (3.58) 
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eĢitlikleriyle hesaplanmakta ve küçük baĢlangıç sermayesine sahip durumlarda 

bile iflas olasılığı için ĢaĢırtıcı derecede iyi tahmin değerleri elde edilmektedir. 

Büyük hasarların ortaya çıkması durumunda ise iflas olasılığının tahmini ancak 

teorik düzeyde kalabilmekte ve büyük hasarlara iliĢkin iflas olasılığı; 

1( ) ~ ( )Iu F u  Ģeklinde hesaplanabilmektedir. 

Bu durumda hesaplama yapılabilmesi için ilk incelenmesi gereken durum 

bütünleĢik kuyruk dağılımının alt-üstel dağılım sınıfı içerisinde yer alıp almadığıdır.   

3.2.2.1. BütünleĢik kuyruk dağılımı ile kuyruk dağılımları arasındaki iliĢki 

BütünleĢik kuyruk ve kuyruk dağılımları arasında iki önemli durum ortaya 

çıkmaktadır. Bu durumlardan ilki; F S  olmasının IF S  olmasını sağlayıp 

sağlamadığı, ikinci durum ise ters eĢitlik olarak; IF S  olmasının F S  durumunu 

sağlayıp sağlamayacağıdır. Literatürde birçok çalıĢmada kuyruk dağılımının ya da 

bütünleĢik kuyruk dağılımının alt-üstel dağılıma uyması durumu üzerine 

çalıĢılmıĢtır. Özellikle koĢulların sağlanması bakımından çalıĢmalarda farklı  

dağılımlar kullanılmıĢtır 

Net getiri koĢulu sıfırdan büyük olan ( 0 ) ve F D  olması durumundaki 

Cramer-Lundberg modelinde; u ‟ iken iflas olasılığı; 
1( ) ~ ( )

I
u F u  Ģeklinde 

hesaplanmaktadır. 

Dağılım fonksiyonunun baskın değiĢen sınıf içerisinde yer alması ( F D ) koĢulu, 

tüm ilgili örneklerde IF S ‟ nin ispatlanmasından daha kolay bir Ģekilde 

kanıtlanmaktadır. Seneta 1976 yılındaki (Seneta,1976) çalıĢmasında herhangi bir 

dağılımın baskın değiĢen sınıf içerisinde yer alması durumunda 
0

( )kx dF x

eĢitliğini sağlayacak Ģekilde bir k N  sayısının bulunacağını ve bu durum altında 

yüksek dereceden momentlere sahip olduğunu göstermiĢtir. Karamata 

Teoreminde ise F R  olması durumunda IF R ve buradan da IF S  olacağı 

ispatlanmıĢtır. Kalın kuyruklu Cramer-Lundberg tahmini için Klüppelbeg „in 1989 

yılındaki çalıĢmasına bakılabilir. Cline 1986 yılındaki çalıĢmasında ise, IF S  
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olması için tehlike hızı ve tehlike fonksiyonunun sağlaması gereken koĢullarIarı 

incelemiĢtir.  

IF S  Durumu Ġçin Yeterli KoĢullar 

 AĢağıdaki koĢullardan herhangi birinin sağlanması durumunda bütünleĢik kuyruk 

dağılımı alt-üstel dağılım sınıfına dahil olacaktır. 

(a) limsup ( )
x

x m x  sağlıyor ise IF S  olacaktır.       (3.59) 

(b) lim ( ) 0
x

m x , lim ( )
x

xm x           (3.60)-(3.61) 

Ayrıca, aĢağıdaki koĢullardan birini de sağlayabiliyor ise bütünleĢik kuyruk dağılımı 

alt-üstel dağılım sınıfına dahil olacaktır. 

 

Bu koĢullar; 

 
( )

limsup 1
( )x

xm x

x
           (3.62) 

 1 0olmak üzere ( )m x R      

 0 1 ve ( )m x , 0 ‟a doğru azalan bir fonksiyon olmak üzere Q R  

 ( )m x R  ve ( )m x  0‟doğru azalan bir fonksiyon olmak üzere 

( ) ( ) Ix xm x R  

olması durumudur (Embrechts et al., 2001). 

BütünleĢik kuyruk dağılımının alt-üstel dağılım yapısına uyduğu dağılımlara örnek 

olarak; Weibull, Benktander-type I ve II, log-normal dağılımları verilebilir. 

Net getiri koĢulunun sıfırdan büyük olması ( 0 ) ve IF S için gerekli (a) ya da 

(b) koĢullarını sağlaması durumunda Cramer-Lundberg modelinde; u ‟ iken 

iflas olasılığı 

1( ) ~ ( )
I

u F u  Ģeklinde hesaplanmaktadır. 
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IF S  olmasına rağmen F S  olan dağılımlar bulunmaktadır. Klüppelberg 1988 

yılındaki çalıĢmasında bu konu ile ilgili sonuçlar  çıkarmıĢtır. Sonlu ortalamaya 

sahip F  dağılımları; Pareto, Weibull ( 1), log-normal, Benktander I ve II tipleri, 

Burr, log-gamma dağılımlarında F S  ve IF S  olmaktadır. 
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4. UYGULAMA 

4.1.GiriĢ 

ÇalıĢmanın bu bölümünde Trafik Sigortaları Bilgi Merkezi‟nden (TRAMER) alınan 

Karayolları Motorlu Araçlar Zorunlu Mali Sorumluluk Sigortası verileri kullanılmıĢtır. 

TRAMER, 16.12.2003 tarih ve 25318 sayılı Resmi Gazetede yayımlanan “Trafik 

Sigortası Bilgi Merkezi Yönetmeliği” „ne göre kurulmuĢtur. TRAMER sisteminin 

temel amaçları, trafik sigortasında denetim etkinliğinin ve sektörde uygulama 

birliğinin sağlanması, sigortasını yaptırmamıĢ motorlu araç iĢletenlerinin tespiti ve 

sahtekarlığa karĢı önlem alınması, toplumda sigorta sistemine olan güvenin 

artırılması,daha sağlıklı fiyatlandırma yapılabilmesi ve haksız rekabetin önlenmesi 

gibi hususlardır.Bu amaçları gerçekleĢtirmek üzere, trafik sigortasına iliĢkin tüm 

verilerin merkez bir veritabanında toplanması, günlük olarak güncellenmesi ve bu 

verilerin ilgili tarafların ortak kullanımına sunulmasını sağlanmaktadır.Trafik 

sigortası üretimi gerçekleĢtiren bütün sigorta Ģirketlerinin 01/01/2003 tarihinden 

itibaren tüm poliçe bilgileri ve bunların hasar ve ödeme kayıtları TRAMER 

sistemine transfer edilmiĢ olup, yeni üretilen poliçeler ve hasar kayıtları günlük 

olarak transfer edilmektedir. 

Karayolları Motorlu Araçlar Zorunlu Mali Sorumluluk Sigortası, 2918 sayılı 

Karayolları Trafik Kanununda düzenlenen ve trafiğe çıkan her aracın yaptırmak 

zorunda olduğu bir sigorta çeĢididir. 2918 sayılı Karayolları Trafik Kanunu'na göre 

poliçede tanımlanan motorlu aracın iĢletilmesi sırasında, bir kimsenin ölümüne 

veya yaralanmasına veya bir Ģeyin zarara uğramasına sebebiyet vermiĢ 

olmasından dolayı iĢletene düĢen hukuki sorumluluğun, zorunlu sigorta limitlerine 

kadar temin edilmesi sağlanmaktadır. Karayolları Motorlu Araçlar Zorunlu Mali 

Sorumluluk Sigortasına trafik sigortası da denilmektedir. Ülkemizde önemli bir 

büyüklüğe ve uygulama alanına sahip olan trafik sigortası, prim üretimi açısından 

hayat dıĢı toplam primin %16,6'sını oluĢturmakla birlikte, sigortalı sayısı 7 milyon 

civarındadır ve geniĢ bir sigortalı tabanı bulunmaktadır. 

Veri kümesi,Ocak 2003 - Ekim2009 tarihleri arasında TRAMER sistemine kayıt 

edilen Karayolları Motorlu Araçlar Zorunlu Mali Sorumluluk Sigortası aylık 

verilerinden elde edilmiĢtir.Yapılan hesaplamalarda, ilgili tarihler arasındaki her bir 
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ayda toplanan net poliçe prim tutarları, ödenen ve muallak hasar tutarlarından 

yararlanılmıĢtır. Uygulamada kullanılacak hasar tutarları muallak hasar ve ödenen 

hasar tutarlarının toplamı Ģeklinde elde edilmiĢ olup toplam hasar tutarının %82‟ lik 

bölümünün ödenen hasar tutarlarından, kalan %18‟lik kısmın ise muallak hasar 

tutarlarından oluĢtuğu görülmektedir. Verinin düzenlenmesi ve 82‟Ģer dönemden 

oluĢan toplam prim, toplam hasar, ortalama prim ve poliçe baĢına ortalama hasar 

süreçlerinin oluĢturulmasında Microsoft Excel yazılımından yararlanılmıĢtır.  

4.2. Veri Niteliği 

Toplam prim süreci 

Prim sürecinin oluĢturulmasında Ocak 2003 – Ekim 2009 tarihleri arasındaki poliçe 

baĢlama tarihine göre her bir ayda gerçekleĢen net poliçe adedi ve net poliçe prim 

değerleri kullanılmıĢtır.Net poliçe adedi; ilgili dönemde baĢlayan poliçe sayısından, 

baĢlangıcından iptal olan poliçeler çıkarılarak bulunan net poliçe sayısını ifade 

etmektedir.Net poliçe primi ise ilgili dönemde baĢlayan poliçelere ait toplam prim 

değerinden, baĢlangıcından ve kısmi iptal olan poliçelere ait prim değeri 

çıkarılarak ve primi etkileyen diğer zeyillere ait prim değerleri yansıtılarak bulunan 

değeri ifade etmektedir.Ocak 2003 – Ekim 2009 tarihleri arasında her bir ayda 

gerçekleĢen prim tutarlarının sütun ve çizgi grafikleri sırasıyla ġekil 4.1.ve ġekil 

4.2‟de gösterilmektedir. 

 

ġekil 4.1Ocak2003-Ekim 2009 tarihleri arasında her bir ayda toplanan prim 
tutarlarının sütun grafiği 
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ġekil 4.2Ocak 2003-Ekim 2009 tarihleri arasında her bir ayda toplanan aylık prim 
tutarlarının çizgi grafiği 

 

Aylık gerçekleĢen toplam prim tutarlarının incelenmesiyle, toplam primin en düĢük 

olduğu ayda 27.803.014,57 TL, toplam primin en fazla olduğu ayda ise 

1.728.676.233,29 TL prim toplandığı görülmektedir. Prim tutarlarının ortalama 

değerinin 103.394.994,02 TL olduğu ve 82 dönem boyunca toplam 8.478.389.509 

TL  primin toplandığı görülmüĢtür. 

ġekil 4.2‟den görüldüğü üzere, zaman içerisinde her bir ayda gerçekleĢen toplam 

prim miktarlarlarının arttığı gözlemlenmektedir. Bu durum yıllar itibariyle sigortası 

yapılan araç sayılarındaki artıĢtan kaynaklanmaktadır.  

Toplam hasar süreci 

Hasar sürecinin oluĢturulmasında, Ocak2003 - Ekim 2009 tarihleri arasındaki 

hasar tarihi esasına göre her bir ayda ödenen hasar tutarları ve muallak hasar 

tutarları kullanılmıĢtır. Ödenen hasar tutarı, ilgili yıl ve ay ayrımında hasar tarihine 

göre yapılan ödemelerin toplamı olup;  tazminat tutarı, ekspertiz ücreti ve diğer 

masrafların toplamı dikkate alınmıĢtır. Toplam hasar tutarı, her bir ayda ödenen 

hasar ve muallak hasar tutarlarının toplamı olarak bulunmuĢtur. 

Ocak 2003 - Ekim 2009 tarihleri arasında her bir ayda gerçekleĢen toplam hasar 

tutarlarının sütun ve çizgi grafikleri sırasıyla ġekil 4.3.ve ġekil 4.4‟de 

gösterilmektedir 
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ġekil 4.3Ocak 2003-Ekim 2009 tarihleri arasında her bir ayda gerçekleĢen toplam 
hasar tutarlarının sütun grafiği 

 

 

ġekil 4.4Ocak 2003-Ekim 2009 tarihleri arasında her bir ayda gerçekleĢen toplam 
hasar tutarlarının çizgi grafiği 

 

ġekil 4.3 ve 4.4‟den görüldüğü üzere, gerçekleĢen aylık  toplam hasar tutarlarının 

incelenmesiyle, toplam hasarın en düĢük olduğu ayda 2.939.499,3 TL, toplam 

hasarın en yüksek olduğu ayda ise 15.268.772,41 TL tutarında hasarın 

gerçekleĢtiği görülmektedir. Hasar tutarlarının ortalama değeri 83.192.087,97 TL 

olup, 82 dönem boyunca 6.821.751.209 TL „lik hasarın 

oluĢtuğugözlemlenmektedir. 

Toplam hasar tutarlarının sıklık dağılımı, hasar büyüklükleri hakkında bilgi sahibi 

olunmasını sağlayarak veri içerisindeki büyük hasarların gözlemlenmesini 

sağlamaktadır. Toplam hasarın sıklık dağılımı ġekil.4.5‟de gösterilmektedir. 

0,00

20000000,00

40000000,00

60000000,00

80000000,00

100000000,00

120000000,00

140000000,00

160000000,00

180000000,00

1 5 9 13 17 21 25 29 33 37 41 45 49 53 57 61 65 69 73 77 81

Toplam Hasar



 
 

72 
 

 

ġekil 4.5Toplam hasarın sıklık dağılımı 

 

Sıklık dağılımının incelenmesiyle, 82 dönemden 12‟sinde belirli bir üst değerden 

daha yüksek hasarların gerçekleĢtiği; bununla birlikte düĢük hasar tutarlarının 

dönem içerisinde daha seyrek gerçekleĢtiği gözlemlenmektedir. Bu durum, 

hasarların, dağılımın daha çok sağ kuyruk bölgesinde yoğunlaĢmasına neden 

olmakta ve hasar tutarlarının kalın kuyruklu bir dağılıma uyabileceği durumununu 

gündeme getirmektedir.  

 

4.3. Risk Sürecinin Ġncelenmesi 

TRAMER sistemine kayıtlı Ocak 2003 - Ekim 2009 tarihleri arasındaki her bir ayda 

gerçekleĢen toplam hasar, toplam prim, poliçe baĢına ortalama hasar, ortalama 

prim tutarlarından ikili gruplar oluĢturularak çeĢitli varsayımlar altında risk süreci 

incelemesi yapılmıĢ, risk sürecinin ilk kez sıfırın altına düĢtüğü durum için, iflasın 

gerçekleĢme olasılıkları hesaplanmıĢtır. 

Risk sürecininincelenmesinde primlerin dönem baĢında toplandığı, hasar 

ödemelerinin ise dönem sonunda yapıldığı varsayılmaktadır. 

Risk sürecinin oluĢturulmasında, 0U baĢlangıç sermayesi ile sürece baĢlayan 

sistem, dönem baĢında toplanan prim tutarları ile birlikte dönem sonuna kadar 

aylık faiz oranına göre faizlendirilmekte ve dönem sonunda da hasar ödemeleri 

yapılmaktadır. Ġlgili dönem sonunda sistemde kalan tutar, bir sonraki dönemin 

baĢlangıç sermayesini oluĢturmaktadır.  
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Risk süreci, 1,2,...,82t olmak üzere; 

1( )(1 )t t t tU U r S         Ģeklinde gösterilmektedir.  

Uygulamada aylık faiz oranı 0,01 olarak alınmıĢ olup, toplam ve ortalama 

değerlere göre incelenen süreçlerde farklı baĢlangıç sermaye değerleri 

kullanılmıĢtır. Uygulamada sırasıyla; 

 Toplam hasar - toplam prim tutarlarına göre, 

 Toplam hasar-toplam primin belirli bir oranına göre, 

 Poliçe baĢına ortalama hasar–ortalama prim tutarlarına göre, 

 Poliçe baĢına ortalama hasar–ortalama primin belirli bir oranına göre oluĢturulan 

süreçler incelenmiĢtir. 

Toplam hasar - toplam prim tutarlarına göre risk süreci 

Ġncelemede Ocak 2003 - Ekim 2009 tarihleri arasındaki her bir ayda gerçekleĢen 

toplam hasar ve toplam prim tutarları 82 dönemlik zaman serilerine dönüĢtürülerek 

risk süreci oluĢturulmuĢtur. 

Ġncelenen 82 dönem içerisindeki her bir ayda toplanan prim tutarlarının, ilgili 

aylarda gerçekleĢen hasar tutarlarından daha yüksek olduğu gözlemlenmiĢtir. 

ġekil 4.6.‟da 82 dönem boyunca gerçekleĢen toplam hasar - toplam prim 

tutarlarının yapısı gösterilmektedir. 

 

ġekil 4.6 Toplam hasar-toplam prim tutarlarının çizgi grafiği 

Toplam hasar tutarının dağılımının bulunmasında EasyFit Professional 5.5 

yazılımı kullanılmıĢtır. Yazılım sonucunda toplam hasar tutarının kalın kuyruklu 

dağılımlardan Lognormal dağılıma uygunluk gösterdiği gözlemlenmiĢtir. Uygun 

dağılımın belirlenmesinde Ki-Kare uyum iyiliği testinden yararlanılmıĢtır. 
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Ki-Kare uyum iyiliği testi sonucunda p değeri 0,34025 olarak bulunmuĢtur. Bulunan 

p değerinin =0.05 değerinden büyük olması nedeniyle poliçe baĢına aylık 

ortalama hasar tutarının =18,028 ve =0.7822 parametreleriyle Log–normal 

dağılıma uyduğu %95 güvenirlilik düzeyinde kabul edilmektedir.  

 

82 dönem boyunca gözlemlenen aylık toplam hasar tutarı ile aylık toplam prim 

tutarına göre oluĢturulan risk sürecinde, baĢlangıç sermaye miktarları 

sırasıyla10.000.000 TL, 50.000.000 TL,100.000.000 TL, 150.000.000TL 

ve200.000.000TL olarak alınmıĢtır. BeĢ farklı baĢlangıç sermaye miktarı ve 0,01 

aylık sabit faiz oranı varsayımında, aylık toplam hasar tutarı ile aylık toplam prim 

tutarından oluĢan risk sürecinin yapısı ġekil 4.7‟da gösterilmektedir.  

 

ġekil 4.7Aylık 0,01 faiz oranı ve beĢ farklı sermaye miktarına göre aylık toplam 
hasar-toplam prim tutarlarının risk süreci grafiği 

Ġncelemede faiz oranı sabit ve 0,01 olarak alınmıĢtır. Farklı faiz oranlarının risk 

süreci üzerindeki etkisinin gözlemlenebilmesi için sermaye miktarı 10.000.000TL 

olmak üzere beĢ farklı faiz oranı için risk sürecinin geliĢimi ġekil 4.8‟de 

gösterilmektedir. Grafikten faiz oranlarındaki %1 „lik artıĢ etkisinin özellikle 

ilerleyen dönemlerde çok daha yüksek olduğugörülmektedir. 
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ġekil 4.8BeĢ farklı aylık faiz oranı ve Sermaye 1 miktarına göre hesaplanan risk 
süreçlerinin grafiği 

Toplam hasar- toplam primin belirli bir oranına göre risk süreci 

ġekil 4.7‟den de görüldüğü üzere toplam hasar tutarı ile toplam prim tutarlarının 

oluĢturduğu risk süreci minimum baĢlangıç sermayelerinde bile sıfırın altına 

düĢmemiĢtir. 

Bu nedenle toplam prim tutarının belirli bir yüzdesi alınarak risk süreci incelemesi 

yapılmıĢtır. Toplam primin belirli bir yüzdesinin alınması prim değerlerinde hiçbir 

sigorta masrafının dikkate alınmamıĢ olması ve bu nedenle de prim değerlerinin 

yüksek çıkıyor olmasından da kaynaklanabilmektedir. Toplam primin belirli bir 

oranının masraflar olarak ayrılacağı Ģeklinde varsayım yapılarak risk süreci 

incelemesi yapılabilmektedir. Toplam hasar vebelirli yüzdesi alınan toplam prim 

tutarlarından oluĢturulan risk süreçlerinin incelenmesinde baĢlangıç sermaye 

miktarları sırasıyla10.000.000 TL, 50.000.000 TL, 100.000.000 TL, 150.000.000 

TL, 200.000.000 TL olarak alınmıĢtır. 

Toplam prime uygulanan çeĢitli yüzdelik değerlere göre, belirli bir yüzdesi alınan 

toplam prim tutarları ile toplam hasar tutarlarından oluĢan risk süreçlerinin yapısı 

incelenmiĢtir. Sırasıyla ġekil 4.9‟da toplam primin %80‟inin alınması durumu; ġekil 

4.10‟da toplam primin %75 ‟inin alınması durumu; ġekil 4.11‟de toplam primin 

%70‟inin alınması durumuna bağlı olarak risk süreçlerinin grafikleri çizilmiĢtir. 
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ġekil 4.9Toplam primin %80‟si ve toplam hasar tutarına göre oluĢturulan risk 
süreci grafiği 

 

ġekil 4.10Toplam primin %75‟i ve toplam hasar tutarına göre oluĢturulan risk 
süreci grafiği 

 

ġekil 4.11 Toplam primin %70‟i ve toplam hasar tutarına göre oluĢturulan risk 
süreci grafiği 
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Grafiklerden de görüldüğü gibi toplam prim tutarının yaklaĢık %75‟den daha az 

alınması durumunda risk süreci sıfır seviyesinin altına düĢebilmekte ve iflas 

olasılıkları hesaplanabilmektedir. Tüm farklı baĢlangıç sermaye miktarları için iflas 

olasıklarının hesaplanabilmesine imkan sağlamak için ortalama primin %70‟i 

alınarak risk süreci incelenmiĢtir. 

Poliçe baĢına aylık ortalama hasar tutarı ile %30‟u masraflar olarak ayrılarak 

hesaplanan aylık ortalama prim tutarlarına göre oluĢturulan risk sürecinin 0,01 

aylık faiz oranında, farklı baĢlangıç sermayeleri ve güvenlik yükleme faktörleri için 

iflas olasılıkları hesaplanmıĢtır. Ġflas olasılığının hesaplanmasında Matlab 7.1 

yazılımından yararlanılmıĢtır.  

 

10 farklı baĢlangıç sermayesi ve beĢ farklı güvenlik yükleme faktörüne göre, 0,01 

faiz oranı altında elde edilen iflas olasılıkları Çizelge 4.1‟de gösterilmektedir. 

Çizelge 4.1 Toplam hasar – % 70 toplam prim tutarının oluĢturduğu risk süreci için 

çeĢitli iflas olasılıkları 

 GÜVENLĠK YÜKLEME FAKTÖRÜ(1+ ) 

BAġLANGIÇ SERMAYE 
MĠKTARLARI 1 1.25 1.50 1.75 1.80 

Sermaye 1  =  10.000.000 0,9399 0,7519 0,6266 0,5371 0,5222 

Sermaye 2  =  20.000.000 0,8798 0,7038 0,5865 0,5027 0,4888 

Sermaye 3  =  30.000.000 0,8197 0,6558 0,5465 0,4684 0,4554 

Sermaye 4  =  40.000.000 0,7596 0,6077 0,5064 0,4341 0,4220 

Sermaye 5  =  50.000.000 0,6995 0,5596 0,4663 0,3997 0,3886 

Sermaye 6  =  75.000.000 0,5492 0,4394 0,3662 0,3138 0,3051 

Sermaye 7  =  100.000.000 0,3990 0,3192 0,2660 0,2280 0,2217 

Sermaye 8  =  125.000.000 0,2487 0,1990 0,1658 0,1421 0,1382 

Sermaye 9  =  150.000.000 0,0985 0,0788 0,0656 0,0563 0,0547 

Sermaye 10=  175.000.000 Ġflas GerçekleĢmemiĢtir 
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Yazılımdan elde edilen değerler sonucunda, baĢlangıç sermaye miktarlarındaki ve 

sistemin uygulayacağı güvenlik yükleme faktörlerindeki artıĢın iflas olasılıklarında 

azalmaya neden olduğu gözlemlenmektedir. Çizelgeden iflas olasılığının en 

yüksek olduğu 0.9399 değeri, sermaye miktarının 10.000.000 TL ve güvenlik 

yükleme faktörünün bulunmadığı durumda elde edilirken; en düĢük iflas olasılığı 

olan 0.0547değeri ise,sermaye miktarının 150.000.000TL ve güvenlik yükleme 

faktörünün 0,8 olduğu durum için elde edilmektedir. Sermaye miktarının 

175.000.000 olması durumunda ise sermaye miktarı tüm hasarları ödemek için 

yeterli olmakta ve iflas gerçekleĢmemektedir. 

 

Poliçe baĢına aylık ortalama hasar – ortalama prim tutarlarına göre risk 

süreci incelemesi 

Poliçe baĢına aylık ortalama hasar tutarı; o ay içerisinde gerçekleĢen toplam hasar 

büyüklüğünün yine o ay yürürlükteki toplam poliçe sayısına bölünmesiyle elde 

edilen miktardır. Poliçe baĢına ortalama hasar tutarlarında, her bir dönemdeki 

poliçe sayısı göz önünde bulundurmaktadır. Bu durum incelenen dönem içerisinde 

poliçe sayısında meydana gelen artıĢın, hasar ödemelerinde de artıĢa neden 

olacak olmasından kaynaklanmaktadır. Her bir aydaki poliçe baĢına ortalama 

hasartutarı, toplam hasar tutarına göre daha durağan bir yapıya sahip olacaktır. 

Bu nedenle, poliçe baĢına ortalama hasar tutarlarına göre yapılan inceleme, daha 

tutarlı değerleri yansıtmasından dolayı tercih edilmektedir. 

Poliçe baĢına aylık ortalama hasar tutarının incelenmesiyle, en düĢük ödemenin 

yapıldığı ayda 4,220944188 TL, en büyük hasar tutarının meydana geldiği ayda 

ise 191,298765 TL‟lik hasarın gerçekleĢtiği ve poliçe baĢına aylık ortalama hasar 

tutarının ortalama değerinin 102,6228033 TL olduğu bulunmuĢtur. 82 dönem 

boyunca poliçe baĢına ortalama hasar toplamının 8415,069869 TL olduğu 

gözlemlenmektedir.  

Poliçe baĢına aylık ortalamahasartutarı ile ortalama prim tutarlarının ilgili dönem 

içerisindeki geliĢiminin çizgi grafiği ġekil 4.9‟da gösterilmektedir.  
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ġekil 4.12 Poliçe baĢına aylık ortalama hasar tutarı ile ortalama prim tutarlarının 
çizgi grafiği 

 

Poliçe baĢına aylık ortalama hasar tutarının dağılımının bulunmasında EasyFit 

Professional 5.5 yazılımı kullanılmıĢtır. Yazılım sonucunda poliçe baĢına aylık 

ortalama hasar tutarının kalın kuyruklu dağılımlardan Lognormal dağılıma 

uygunluk gösterdiği gözlemlenmiĢtir. Uygun dağılımın belirlenmesinde 

Kolmogorov-Smirnov ve Ki-Kare uyum iyiliği testlerinden yararlanılmıĢtır. 

 

Kolmogorov–Smirnov uyum iyiliği testi sonucunda p değeri 0,05013; Ki-Kare uyum 

iyiliği testi sonucunda ise p değeri 0,18485 olarak bulunmuĢtur. Bulunan p 

değerlerinin =0,05 değerinden büyük olması nedeniyle poliçe baĢına aylık 

ortalama hasar tutarının =4,4916 ve =0,63221 parametreleriyle Log–normal 

dağılıma uyduğu %95 güvenirlilik düzeyinde kabul edilmektedir.  

 

82 dönem boyunca gözlemlenen poliçe baĢına aylık ortalama hasar tutarı ile aylık 

ortalama prim tutarlarina göre oluĢturulan risk sürecinde, baĢlangıç sermaye 

miktarları sırasıyla100 TL, 250 TL,500 TL, 750 TL ve 1000 TL olarak alınmıĢtır. Bu 

durum altındaki risk sürecinin geliĢimi ġekil 4.13‟de gösterilmektedir. 

0

50

100

150

200

250

1 6 111621263136414651566166717681

Ortalama Prim

Poliçe Başına Ortalama 
Hasar



 
 

80 
 

ġekil 4.13 BeĢ farklı sermaye miktarına göre ortalama hasar-ortalama prim 
tutarlarının risk süreci grafiğĠ 

 

Poliçe baĢına ortalama hasar–ortalama primin belirli bir oranına göre 

oluĢturulan risk süreci 

ġekil 4.13‟den de görüldüğü üzere poliçe baĢına ortalama hasar tutarı ile ortalama 

prim tutarlarının oluĢturduğu risk süreci minimum baĢlangıç sermayelerinde bile 

sıfırın altına düĢmemiĢtir. 

Bu nedenle ortalama prim tutarının belirli bir yüzdesi alınarak risk süreci 

incelemesi yapılmıĢtır. Ortalama primin belirli bir yüzdesinin alınmasında hiçbir 

sigorta masrafı dikkate alınmadığından prim değerlerinin yüksek çıkmıĢ olması 

etkili olmuĢtur. Poliçe baĢına ortalama hasar vebelirli yüzdesi alınan ortalama prim 

tutarlarından oluĢturulan risk süreçlerinin incelenmesinde baĢlangıç sermaye 

miktarları sırasıyla 100 TL, 250 TL, 500 TL, 750 TL, 1000 TL olarak alınmıĢtır. 

Ortalama prim tutarına uygulanan çeĢitli yüzdelik değerlere göre, belirli bir yüzdesi 

alınan ortalama prim tutarları ile poliçe baĢına ortalama hasar tutarlarından oluĢan 

risk süreçlerinin yapısı incelenmiĢtir. Sırasıyla ġekil 4.14‟de ortalama primin %50 

‟sinin alınması durumu; ġekil 4.15‟de ortalama primin %60 ‟ının alınması durumu; 

ġekil 4.16‟da ortalama primin %70 ‟inin alınması durumu; ġekil 4.17‟de ortalama 

primin %75 ‟inin alınması durumuna bağlı olarak risk süreçlerinin grafikleri 

çizilmiĢtir.
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ġekil 4.14 Ortalama primin %50‟si ve poliçe baĢına ortalama hasar tutarına göre 
oluĢturulan risk süreci grafiği 

 

 

ġekil 4.15 Ortalama primin %60‟ı ve poliçe baĢına ortalama hasar tutarına göre 
oluĢturulan risk süreci grafiği 

 

 

ġekil 4.16Ortalama primin %70‟i ve poliçe baĢına ortalama hasar tutarına göre 
oluĢturulan risk süreci grafiği 
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ġekil 4.17 Ortalama primin %75‟i ve poliçe baĢına ortalama hasar tutarına göre 
oluĢturulan risk süreci grafiği 

Grafiklerden de görüldüğü gibi ortalama prim tutarının yaklaĢık %70 ‟inden daha 

az alınması durumunda risk süreci sıfır seviyesinin altına düĢmekte ve iflas 

olasılıkları hesaplanabilmektedir. Tüm farklı baĢlangıç sermaye miktarları için iflas 

olasıklarının hesaplanmasına imkan sağlamak için ortalama primin %60 ‟ı alınarak 

risk süreci incelenmiĢtir. 

Poliçe baĢına aylık ortalama hasar tutarı ile %40 ‟ı masraflar olarak ayrılarak 

hesaplanan aylık ortalama prim tutarlarına göre oluĢturulan risk sürecinin 0,01 

aylık faiz oranında, farklı baĢlangıç sermayeleri ve güvenlik yükleme faktörlerine 

göre iflas olasılıkları hesaplanmıĢtır. Ġflas olasılığının hesaplanmasında Matlab 7.1 

yazılımından yararlanılmıĢtır. 

 

10 farklı baĢlangıç sermayesi ve beĢ farklı güvenlik yükleme faktörüne göre, 0,01 

faiz oranı altında elde edilen iflas olasılıkları Çizelge 4.2‟de gösterilmektedir. 

 

Yazılımdan elde edilen değerler sonucunda, baĢlangıç sermaye miktarlarındaki ve 

sistemin uygulayacağı güvenlik yükleme faktörlerindeki artıĢın iflas olasılıklarında 

azalmaya neden olduğu gözlemlenmektedir. Çizelgeden iflas olasılığının en 

yüksek olduğu 0,9605 değeri, sermaye miktarının 10 TL ve güvenlik yükleme 

faktörünün bulunmadığı durumda elde edilirken en düĢük iflas olasılığı olan 0,0153 

değeri ise, sermaye miktarının 200 TL ve güvenlik yükleme faktörünün 0,8 olduğu 

durum için elde edilmektedir. 
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Çizelge 4.2 Poliçe baĢına aylık ortalama hasar – % 60 ortalama prim tutarlarının 

oluĢturduğu risk süreci için çeĢitli iflas olasılıkları 

  Güvenlik Yükleme Faktörleri (1+ ) 

BaĢlangıç Sermaye 
Miktarları 1 1.25 1.50 1.75 1.8 

Sermaye miktarı=10 0,9605  0,7684 0,6403 0,5488 0,5336 

Sermaye miktarı=20 0,9079 0,7263 0,6053 0,5188 0,5044 

Sermaye miktarı=30 0,8569 0,6855 0,5713 0,4897 0,4886 

Sermaye miktarı=40 0,8071 0,6457 0,5381 0,4612 0,4761 

Sermaye miktarı=50 0,7534 0,6027 0,5023 0,4305 0,4186 

Sermaye miktarı=75 0,6347 0,5078 0,4231 0,3627 0,3526 

Sermaye miktarı=100 0,5128 0,4103 0,3419  0,2931 0,2849 

Sermaye miktarı=125 0,3914 0,3131 0,2609  0,2237 0,2174 

Sermaye miktarı=150 0,2701 0,2161 0,1801 0,1543 0,1500 

Sermaye miktarı=200 0,0275 0,0220 0,0184 0,0157 0,0153 

 

4.4.Kalın Kuyruklu Dağılıma Sahip Hasar Büyüklükleri için Ġflas Olasılığının 

Hesaplanması 

Kalın kuyruklu dağılıma sahip hasar büyüklükleri için iflas olasılığının 

hesaplanmasında çalıĢmanın üçüncü bölümünde alt-üstel ve düzenli değiĢen kalın 

kuyruk sınıfları için elde edilen iflas olasılığı eĢitliklerden yararlanılmaktadır.  

Kalın kuyruklu hasar büyüklüğü dağılımları için iflas olasılıklarının 

hesaplanmasında öncelikle incelenen risk sürecinde iflas durumunun gerçekleĢmiĢ 

olması gerekmektedir. 

Veriye iliĢkin risk süreci ve iflas olasıklarının elde edilmesinde Matlab 

7.1yazılımından yararlanılmıĢtır. 

Ġncelemede öncelikle Ocak 2003-Ekim 2009 tarihleri arasında her bir ayda 

gerçekleĢen toplam hasar - toplam prim ve ortalama hasar – ortalama prim 



 
 

84 
 

tutarlarının oluĢturduğu risk süreçleri üzerinde inceleme yapılmıĢtır. Bu durumda 

düĢük sermaye miktarı ve faiz oranı varsayımında bile risk süreçlerinin sıfır 

seviyesinin altına düĢmediği ve iflas olasılığının hesaplanamadığı görülmektedir. 

Toplam primin ve ortalama primin belirli bir yüzdesinin alındığı durumlar için de 

risk süreci incelemesi yapılmıĢ ve çeĢitli durumlara göre iflas olasılıkları 

hesaplanmıĢtır. 

 

Matlab Yazılımı 

Hasar büyüklüğü dağılımının kalın kuyruklu dağılım yapısına uyup uymadığı, 

oluĢturulanrisk süreçlerinin incelenmesi ve risk sürecinin sıfır seviyesinin altına 

düĢmesi durumu için iflas olasılıklarının hesaplanabilmesi için geliĢtirilen Matlab 

7.1. yazılımında sırasıyla aĢağıdaki iĢlemler yapılmıĢtır. 

 Microsoft Excel yazılımı kullanılarak düzeltilen Ocak 2003 - Ekim 2009 tarihleri 

arasındaki her bir ayda gerçekleĢen toplam prim ve toplam hasar tutarları, 

ortalamaprim ve ortalama hasar tutarları, poliçe sayıları ve hasar sayıları Matlab 

programında okutulmuĢtur. 

 Sistemde analiz yapan kiĢiye baĢlangıç sermaye miktarı ve faiz oranlarını 

belirleme tercihi bırakılmıĢ aynı zamanda sistemde otomatik olarak belirli sermaye 

ve faiz oranları da yazılmıĢtır. 

 Hasar büyüklüğünün incelenmesinde kalın kuyruklu dağılımlardan Pareto, 

lognormal ve Weibull dağılımlarına göre dağılım, kuyruk dağılım, olasılık, tehlike 

ve tehlike hızı fonksiyonları, kullanıcı tarafından girilen parametre değerlerine göre 

oluĢturulmuĢtur. 

 Hasar büyüklüğünün dağılımına göre bütünleĢik kuyruk dağılımı elde edilmiĢtir. 

 Ġncelenen hasar büyüklüğü dağılımının kalın kuyruklu dağılım yapısına sahip olup 

olmadığına, sırasıyla kalın kuyruklu dağılımların dört temel koĢulu sorgulanarak 

karar verilmiĢtir. Ġncelenen koĢullar; 

KoĢul1: 0olmak üzere
0

( )xe dF x ,  

KoĢul 2: 0x  için ( ) 0F x  , 
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KoĢul 3:
( )

lim supF
x

x

x
 olmak üzere 0F , 

KoĢul 4: 0s  olmak üzere lim ( )sx

x

e F x „dir.  

 Kalın kuyruklu olduğuna karar verilen hasar büyüklüğü dağılımın sırasıyla uzun 

kuyruklu, alt-üstel yada düzenli değiĢen kuyruklu dağılım olup olmadığına 

çalıĢmanın ikinci bölümünde verilen koĢulları sağlaması yönünden karar 

verilmiĢtir. 

 Alt-üstel olduğu bulunanhasar büyüklüğü dağılımının bütünleĢik kuyruk dağılımının 

da alt–üstel dağılıma uyup uymadığına tüm bütünleĢik kuyruk dağılım koĢulları 

incelenerek karar verilmiĢtir. 

 Hasar büyüklükleri için bakılan tüm kalın kuyrukluluk ve alt sınıf koĢullarından 

sonra dağılımın yapısı belirlenmiĢtir. 

 82 aylık toplam hasar ve poliçe baĢına aylık ortalama hasar büyüklüklerine göre 

oluĢturulan risk süreçleri incelenerek risk süreçlerinin grafikleri çıkartılmıĢtır. 

 Risk sürecinin sıfırın altına düĢmesi durumunda araĢtırmacıya kaçıncı ayda ilk 

iflasın gerçekleĢtiği belirtilerek bu noktadaki iflas olasılığı, çalıĢmanın üçüncü 

bölümünde verilen kalın kuyruklu dağılımlardaki iflas olasılığı eĢitliklerine göre 

hesaplanmıĢtır. 

 Ġflas olasılıklarının hesaplanmasında araĢtırmacıya güvenlik yükleme faktörünü 

belirleyebilme tercihi bırakılmıĢtır.  

Lognormal dağılıma uyduğu belirlenen toplam hasar ve poliçe baĢına toplam 

hasar tutarlar dağılımlarına göre inceleme yapılmasında interal ve limit 

iĢlemlerinde kolaylık sağlaması yönünden hata fonksiyonu (error function-Erf) ve 

tamamlayıcı hata fonksiyonu (complementary error function-Erfc) tablo 

değerlerinden yararlanılmıĢtır. 

Bulunan sonuçlar iflas olasılığının güvenlik yükleme faktörü ve baĢlangıç sermaye 

miktarlarına göre değiĢtiğini göstermektedir. Güvenlik yükleme faktörü incelenen 

sistemde daha güvenli bir durumu yaratacağından, güvenlik yükleme faktöründeki 

artıĢ, beklenildiği gibi iflas olasılığının düĢmesine neden olmuĢtur. BaĢlangıç 

sermaye miktarındaki artıĢa bağlı olarak da risk sürecinin sıfırın altına düĢmesi 

olasılığı azalmıĢtır. 
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Toplam hasar ve poliçe baĢına ortalama hasarlara göre iflas olasılığının 

hesaplanmasında sermaye miktarlarına, tutarların ortalama değerlerine bakılarak 

karar verilmiĢtir. Toplam hasarlar için baĢlangıç sermaye miktarları, toplam hasarın 

beklenen değeri olan 83.192.087,97 TL ortalama değeriyle örtüĢecek Ģekilde 

milyon bazında alınırken; poliçe baĢına ortalama hasar tutarları için baĢlangıç 

sermaye miktarları, poliçe baĢına ortalama hasar tutarının beklenen değeri olan 

102,6228033 TL ortalama değerleriyle örtüĢecek Ģekilde alınmıĢtır. Toplam 

değerler ile ortalama değerler üzerinden hesaplanan iflas olasılıklarında ortalama 

değerler için iflas olasılıklarının daha yüksek çıktığı ve eğer seçim yapılması 

istendiği durumda ortalama değerlere göre yapılan hesaplamaların daha gerçekçi 

ve daha temkinli yaklaĢım sağlayacağı Ģeklinde yorumlanabilir. 
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5. SONUÇ VE ÖNERĠLER 

Hayat dıĢı sigorta branĢlarında toplam hasar tahminlerinin yapılması Ģirket için en 

önemli inceleme konularından biridir. Bu tür sigorta branĢında hem hasar sayısı 

hem de hasar tutarı birer bilinmeyendir. Bu nedenle de hayat sigortalarına göre 

çok daha yüksek hata paylarını içinde bulundurmaktadır. Sağlıklı bir 

fiyatlandırmanın yapılabilmesi ve reasürans konusunda en doğru saklama payı 

limitinin bulunabilmesi için toplam hasar dağılımlarının çok iyi değerlendirilmesi 

gerekmektedir. Toplam hasar büyüklüklerine bağlı olarak kurulan modeller Ģirketin 

gelecek dönemlerine ıĢık tutarak yol gösterici bir koruma sağlamıĢ olacaktır. 

Yapılacak hesaplamaların geçerliliği, verilerin güvenilirliği ve kullanılan 

yaklaĢımların doğruluğuna bağlı olmaktadır. 

Hayat dıĢı sigorta branĢında toplam hasar büyüklüklerinin incelenmesinde 

karĢılaĢılan en önemli sorunlardan birisi gerçekleĢme olasılıkları az; ancak 

gerçekleĢmesi durumunda yüksek hasar tutarlarına neden olan risklerin 

incelenmesidir. Bu tür riskler Ģirketin yükümlülük karĢılama yeterliliğini doğrudan 

etkilediğinden, hasar tutarı dağılımının sağ kuyruk bölgesinin bu etkiyi içinde 

barındıran kalın kuyruklu dağılımlarla modellenmesi gerekmektedir. 

Sigorta hesaplamalarında karĢılaĢılan bir diğer sorun ise bağımlılık durumudur. 

Genellikle sigorta hesaplamalarında kolaylık sağlanması amacıyla risklerin 

bağımsız oldukları varsayılmaktadır. Ancak bu varsayım, gerçekçi sonuçlarla 

bağdaĢmamaktadır.  

Aktüerler Ģirketin uzun süreli yükümlülük karĢılama yeterliliğini sağlamak için risk 

sürecini iyi tanımlamak, doğru risk yüklemelerini yapmak, muafiyet ve saklama 

payı limitlerini çok iyi saptamak zorundadırlar.  

Ġflas olasılıklarının hesaplanmasında temel olarak kullanılan Cramer-Lundberg 

teoremi, hasarların üstel dağılıma uyması durumunda kullanılmakta ve çok yüksek 

olmayan baĢlangıç sermaye değeri ile düzeltme katsayısı değeri kısıtlaması 

konulmaktadır. Ancak gerçek sigorta veri incelemelerinde büyük hasarların da 

etkisini içeren Weibull, log-normal ve Pareto dağılımları gibi kalın kuyruklu 

dağılımlarla karĢılaĢılmaktadır. Yapılan çalıĢmalar sonucunda kalın kuyruklu 

dağılıma sahip hasar büyüklükleri için iflas olasılığının hesaplanabilmesine olanak 

sağlayan modeller ve formüller geliĢtirilmiĢtir.  
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Bu çalıĢmada öncelikle, kalın kuyruklu dağılım yapısının, tüm özellikleri ve alt 

sınıfları açıklanmıĢ, her bir sınıf için gerekli koĢullar incelenmiĢtir. Bu Ģekilde bir 

dağılımın kalın kuyruklu ve de alt sınıflarından herhangi birine ait olması için 

gereken tüm durumlar sırasıyla ele alınmıĢtır. 

Sigortacılıkta Ģirketin devamlılığı açısından bir yol gösterici olan risk sürecinin 

yapısı ve özellikleri açıklanmıĢ, iflas olasıklarının sigorta Ģirketi açısından önemine 

değinilmiĢtir. Kalın kuyruklu dağılım yapısına sahip olduğuna karar verilen hasar 

büyüklüklerine iliĢkin iflas olasılıklarının hesaplanmasında, kalın kuyruklu 

dağılımların alt sınıflarına özel geliĢtirilen teoriler ıĢığında çeĢitli formüller elde 

edilmiĢtir. 

Kullanılan yazılımlar yardımıyla herhangi bir dağılımın kalın kuyruklu dağılıma 

sahip olup olmadığı araĢtırılmıĢ, kalın kuyruklu dağılıma sahip olması durumunda 

hangi alt sınıfa dahil olduğu açıklanmıĢtır. Risk süreç yapısı incelenerek, risk 

sürecinin sıfır seviyesinin altına düĢmesi durumunda iflas olasılığı, kalın kuyruklu 

dağılıma özel formüller ıĢığında hesaplanmıĢtır. 

ÇalıĢmada, Ocak 2003 - Ekim 2009 tarihleri arasındaki Tramer sisteminde kayıtlı 

olan Karayolları Motorlu Araçlar Zorunlu Mali Sorumluluk Sigortası verisi, çeĢitli 

prim ve hasar tutarlarına bağlı olarak oluĢturulan risk süreçleri bakımından 

incelenmiĢ ve çeĢitli varsayımlara bağlı olarak iflas olasılıkları için sayısal örnekler 

verilmiĢtir. 

Risk sürecine bağlı olarak gerçekleĢen iflas durumlarının oluĢmasında sermaye 

miktarı ve güvenlik yükleme faktörlerinin etkili olduğu gözlemlenmiĢtir. Sermaye 

miktarı ve güvenlik yükleme faktörü değerinin beklenildiği gibi iflas olasılığı ile ters 

orantılı olduğu ve bu değerlerdeki artıĢın iflas olasılığını belirgin Ģekilde düĢürdüğü 

görülmüĢtür. 

Bu çalıĢma ile hayat dıĢı sigorta alanında önemli yere sahip olan kalın kuyruklu 

dağılımların risk süreci ve iflas olasılıkları üzerindeki etkisi incelenmiĢ ve kalın 

kuyruklu dağılımlara özel iflas olasılıklarının nasıl hesaplanacağı açıklanmıĢtır. 

Uygulamada incelenen hasar büyüklükleri arasında sadece süreç bazında 

bağımlılık olduğu varsayılmıĢtır. Hasar büyüklükleri arasındaki bağımlılık 

yapılarının araĢtırılması ve bu bağımlılık yapılarının risk süreci ve iflas olasılığı 
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üzerindeki etkisinin incelenmesi yeni bir çalıĢma olarak araĢtırmacılara 

önerilebilmektedir. Bununla birlikte iflas olasılığının hesaplanmasında iflas 

zamanının da incelenmesi ve elde edilmesi önerilebilecek bir diğer çalıĢma 

konusunu oluĢturmaktadır. 
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EKLER 

Ek-1.Hata fonksiyonu (Error function-Erf) ve Tamamlayıcı Hata Fonksiyonu   

         (complementary error function-Erfc) Tablosu 
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Ek1: Hata Fonksiyonu ve Tamamlayıcı Hata Fonksiyonu Tablosu 

 

 

 

 

x Erf(x) Erfc(x)  x Erf(x) Erfc(x) 

0 0 1  1,3 0,93400790 0,06599210 

0,05 0,05637200 0,94362800  1,4 0,95228510 0,04771490 

0,1 0,11246290 0,88753710  1,5 0,96610510 0,03389490 

0,15 0,16799600 0,83200400  1,6 0,97634840 0,02365160 

0,2 0,22270260 0,77729740  1,7 0,98379050 0,01620950 

0,25 0,27632640 0,72367360  1,8 0,98909050 0,01090950 

0,3 0,32862680 0,67137320  1,9 0,99279040 0,00720960 

0,35 0,37938210 0,62061790  2 0,99532230 0,00467770 

0,4 0,42839240 0,57160760  2,1 0,99702050 0,00297950 

0,45 0,47548170 0,52451830  2,2 0,99813720 0,00186280 

0,5 0,52049990 0,47950010  2,3 0,99885680 0,00114320 

0,55 0,56332340 0,43667660  2,4 0,99931150 0,00068850 

0,6 0,60385610 0,39614390  2,5 0,99959300 0,00040700 

0,65 0,64202930 0,35797070  2,6 0,99976400 0,00023600 

0,7 0,67780120 0,32219880  2,7 0,99986570 0,00013430 

0,75 0,71115560 0,28884440  2,8 0,99992500 0,00007500 

0,8 0,74210100 0,25789900  2,9 0,99995890 0,00004110 

0,85 0,77066810 0,22933190  3 0,99997790 0,00002210 

0,9 0,79690820 0,20309180  3,1 0,99998840 0,00001160 

0,95 0,82089080 0,17910920  3,2 0,99999400 0,00000600 

1 0,84270080 0,15729920  3,3 0,99999690 0,00000310 

1,1 0,88020510 0,11979490  3,4 0,99999850 0,00000150 

1,2 0,91031400 0,08968600  3,5 0,99999930 0,00000070 
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