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OZET

GRAFLARDA ZEDELENEBILIRLIiK UZERINE

BORUZANLI, Giilnaz

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Boliimii
Tez Yoneticisi: Prof. Dr. Alpay KIRLANGIC
Aralik 2010, 45 sayfa

Bir iletisim aginin merkezlerinde ya da merkezleri arasindaki baglantilarda
bir hasar meydana geldiginde, agin islevselliginde bir azalma meydana gelebilir
ya da ag islevini tamamen yitirebilir. Agin hasara karsi ne kadar direncli
oldugunun oOl¢ciimii ag zedelenebilirligi olarak adlandirilir ve zedelenebilirlik
arastirmalarinda iletisim aglar1 graflar ile modellenebilir. Bu tezin birinci
boliimiinde, iletisim aglarinin  zedelenebilirligi  kavrami, zedelenebilirlik
Ol¢timlerinde kullanilan bazi parametreler ve Wei, Li ve Zhang tarafindan yapilan
ayrit-komsu-scattering sayisinmn tanimi verilmistir. ikinci bdliimde ise dncelikle
binomial agaglarin ayrit-komsu-scattering sayisi, daha sonra binomial agaclarla

P.C. K, veW,

m?

graflar1 arasinda kartezyen carpim ya da taglama islemi

yapilarak elde edilen graflarin ayrit-komsu-scattering sayisi arastirilmistir. Son

olarak da k —ary agaglarin ayrit-komsu-scattering sayist hesaplanmigtir

Anahtar Sozciikler: Zedelenebilirlik, ayrit-komsu-scattering sayisi,

binomial agag, tam k —ary agag
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ABSTRACT

ON THE VULNERABILITY OF GRAPHS

BORUZANLI, Giilnaz

MSc in Mathematics
Supervisor : Prof. Dr. Alpay KIRLANGIC
December 2010, 45 pages

In a communication network, when destruction occurs on the nodes of the
network or on the connections between the nodes, then the network functionality
may decrease or the network may lose its whole functionality. The measurement
of a network’s resistance against damage is called vulnerability and in
vulnerability research networks can be modeled as graphs. In the first part of this
thesis, the concept of vulnerability, some parameters used in the measurement of
vulnerability and the definition of edge-neighbor-scattering number introduced by
Wei, Li and Zhang are given. In the second part, firstly, the edge-neighbor-
scattering number of binomial trees and then the edge-neighbor-scattering number
of the graphs, which is obtained by performing cartesian product or corona

operation between binomial trees and P,,C,,K, ve W, graphs are studied.

Finally, the edge-neighbor-scattering number of complete k—ary trees is

calculated.

Keywords: Vulnerability, edge-neighbor-scattering-number, binomial

tree, complete k —ary tree.



viil



X

TESEKKUR

Bu calismanin her asamasinda engin bilgi ve tecriibesiyle beni yonlendiren,
calismalarimda destek ve yardimlarini hi¢bir zaman esirgemeyen Saym Hocam
Prof. Dr. Alpay KIRLANGIC’a, sonsuz sevgisiyle hep yanimda olan anneme ve
hayatim boyunca her tiirlii destegi verip tecriibelerini benimle paylasan babama

tesekkiirii bir borg bilirim.






X1

ICINDEKILER

Sayfa
OZET ottt v
ABSTRACT ...ttt et be et st e te e eneanseeneen e vii
TESEKKIUR ...ttt e e ix
SEKILLER DIZINT ..o Xii
L.GIRIS oo 1
1.1 Iletisim Aglarinda Zedelenebilirlik Kavrami ............ccocooeeiiiieeieeeeeennen. 1
1.2 Baz1 Zedelenebilirlik Parametreleri ...........ccoooeeiiiiiiiiiiiniiiececee, 2
2.AYRIT-KOMSU-SCATTERING SAYISI VE AGACLAR .......cccccovvevrrnnn, 9
2.1 BInomial AGACIaT.........coieiiiiiiiieeiie et 9
2.1.1 Kartezyen CarPIm ......cccecuieeieriiieeeeiiieeeesiieeeeeiteeeeseeeeesseaeeeesnraeeeesnseeeens 13
2.1.2 Taglama ISICMI ... 17
2.2 Tam K-ary AZACLar ......cccueieiiieeiie et 24
BUSONUQ .ttt ettt et s et et e st e b e e st e sseenseeneesaeenne oa 42
KAYNAKLAR DIZINT ....oooiiiiiiieeeeeeeeeeeeeeeeee e, 43

OZGECMIS oo e s e s e s ees e es e e 45



xii



Sekil

1.2.1

2.1.1

2.2.1

xiil

SEKILLER DiZINI
Sayfa
a) E, grafi,b) E} /S @rafi....cccccoovmiiiriiiiice e, 6

Binomial agaglar a) B, grafinin rekiirsif yapisi, b) B, B,,B,, B, ve B,

¢) B, grafinin timevarim yontemiyle elde edilmesi.................cccoceeeies 10

Ug seviyeli tam iKili 88G...........ooviveveveeeeeeeeeeeeeeeeeee e, 24



1.GIRIS
1.1.1letisim Aglarinda Zedelenebilirlik Kavram

Bir sistemde zedelenebilirlik, sistemin belirli bir konudaki islevselliginin
azalmasma ya da tamamen kaybolmasina yol acabilecek bir hasar karsisinda,
sistemin gosterdigi dayanikliligin 6l¢timiidiir. Benzer sekilde, bir iletisim aginda
zedelenebilirlik ise bu iletisim aginin merkezlerinin ya da merkezler arasindaki
baglantiyr temsil eden hatlarin gordiigli herhangi bir hasar karsisinda agin
gosterdigi dayanma giiciiniin 6l¢imiidiir. Bir iletisim aginda veri akiginin devam
etmesinin temel prensip oldugu diisliniiliirse, ag1 tasarlarken herhangi bir hasardan
sonra agin ne durumda olacagi, ne kadarinin hasar alacagi ya da yeniden eski
haline getirilmesinin maliyetinin ne olacag1 gibi arastirmalar yapilmalidir. Ornek
olarak bir sehrin metro duraklarinin olusturdugu ag1 diisiinebiliriz. Bu durumda,
metro duraklart agin merkezleri, duraklar arasindaki yollar da merkezler
arasindaki hatlar1 olusturur. Bir saldir1 ya da kendiliginden gelisebilecek bir olay
sonucunda, bazi metro duraklar1 ve/veya bazi yollar zarar gordiigiinde, olusan

hasar1 arastirirken asagidaki sorular sorulabilir:

1. Zarar goren duraklarin sayisi nedir?

2. Zarar goren yollarin sayis1 nedir?

3. Aralarinda ulasim devam eden duraklar birer alt ag olarak diisiiniiliirse,
bu alt aglarin sayis1 nedir?

4.  Zarardan sonra olusan alt aglar i¢inde, durak sayisi en fazla olan alt
agin durak sayis1 nedir?

5. Zarar goren duraklara komsu olan duraklarin sayisi nedir?

6.  Zarar goren yollara komsu olan yollarin sayisi nedir?

Yukaridaki gibi sorularla, agin gordiigli zararin biiytlikliigliniin 6l¢iilmesi ya
da baslangictaki agin ne kadar dayanikli oldugunun analizi miimkiindiir. Bu
analizler, ag tasariminda yapilirsa, daha tasarim agamasindayken amaca en uygun

ag modeli segilebilir.



Isvigreli ~matematik¢i Leonardo Euler (1707-1783)’in  1736’da,
Konigsberg’in yedi kopriisii lizerine ortaya atilan soruyu ¢ézmesiyle birlikte, graf
teorisinin ilk teoremi ispatlanmistir. Bu ¢oziimden sonra, bir¢ok problemin
modellenmesinde ve c¢oOzlilmesinde graf teorisi etkin bicimde kullanilmaya
baslanmistir. Iletisim aglari; merkezleri grafin tepeleri, merkezler arasindaki
baglantilar1 da grafin ayritlar1 olacak sekilde graflar ile modellenebildiginden,
iletisim aglarinin zedelenebilirlik degerlerini arastirmak igin graflarda c¢esitli

zedelenebilirlik parametreleri tanimlanmastir.

Bu tezde ele alinan graflar; basit, birlestirilmis ve yonsiiz graflardir. Ayrica
bu c¢alismada, Graph Theory with Applications (Bondy and Murty, 1976)

kitabindaki terminoloji ve notasyon kullanilmistir.
1.2. Baz1 Zedelenebilirlik Parametreleri

Bir G grafinin zedelenebilirlik degerini arastirmak i¢in ilk akla gelen
parametre, “Grafin birlestirilmemis bir graf haline gelmesi en az kag tepenin zarar
gormesi ile mimkiindlir?” sorusuna cevap veren baglantililik sayisi

(connectivity)’dir.

Tamm 1.2.1 : Birlestirilmis bir G grafim1 birlestirilmemis bir graf ya da
izole tepelerden olusan bir graf haline getirmek i¢in graftan ¢ikarilmasi gereken en

az tepe sayisina grafin baglantililik sayisi (connectivity) denir ve x(G) ile

gosterilir. Bir G grafinin bilesenlerinin sayist @(G) olmak {izere

k(G) = SrCnVi(%){|S| :0(G) 2 2} dir.

Baglantililik sayisi, geriye kalan grafin yapisinin nasil oldugu hakkinda
higbir bilgi vermez. lletisim aglarmin zedelenebilirligi incelenirken, hasardan
sonra geriye kalan agdaki bilesen sayisi, kalan en biiyiik boyutlu alt agin eleman
sayis1 gibi sorulara da cevap arandigindan ¢esitli zedelenebilirlik parametreleri
tanimlanmistir. Bu parametrelerden bazilar1 biitiinliik degeri (integrity),
dayaniklilik degeri (toughness) , baglayici sayist (binding number) ve scattering

sayis1 (scattering number)’dir.



Scattering sayisi, baglantililik sayisi gibi sadece hasar goren merkezler ile
degil; ayn1 zamanda, hasardan sonra geriye kalan grafin bilesen sayisi ile de

ilgilenir. Scattering sayisinin tanimi agagidaki gibi verilmistir.

Tamm 1.2.2 : (Jung, 1978) ScV(G) ve S, G grafinin herhangi bir
kesim kiimesi olsun. G -—Sgrafinin bilesen sayist @(G - S)olmak {izere,
G grafinin scattering sayisi

s¢(G) = max {@(G-8)~|S|: 5 =V (G), o(G-58)=2} dir.

Bir G grafinin baglantililik sayist ve scattering sayisinin taniminda,
graftan sadece, zarar goren tepeler ve dolayisiyla bu tepelere bagli olan ayritlar
silinmektedir. Ancak gergek diinya problemlerinde, bir agda zarar géren birim her
zaman merkez/merkezler (tepelerden bir ya da birkaci) olmayabilir. Zarar géren
birim, merkezler arasindaki hat/hatlar (ayritlardan bir ya da birkac1) da olabilir. Bu
sebeple, graflarda cesitli ayrit-zedelenebilirlik parametreleri de tanimlanmistir.
Ayrit baglantililik sayis1 (edge-connectivity), ayrit dayaniklilik degeri (edge-

toughness), ayrit-biitiinliik degeri (edge-integrity) bunlara 6rnek olarak verilebilir.

Zedelenebilirlik 6l¢iimlerinde (secilen aga bagl olarak) zarar goren birimler
merkezler ise, sadece bu merkezlere bagli olan hatlar degil, bitisik olan merkezler
de zarar goriiyor olabilir. Benzer sekilde, zarar géren birimler hatlar ise, sadece bu
hatlarin bagli oldugu merkezler degil, komsu oldugu diger hatlar da zarar goriiyor
olabilir. Yani, graflar {izerinde distiniliirse, bir grafin baz1 tepeleri
zedelendiginde, bu tepelere komsu olan tepeler de zarar goriiyor olabilir. Bu
durumlar i¢in, graflarda c¢esitli komsu-zedelenebilirlik  parametreleri
tanimlanmistir. Komsu-biitiinlik degeri (vertex-neighbor-integrity) ve komsu-
scattering sayis1 (vertex-neighbor-scattering number) buna Ornek olarak

verilebilir.

Komsu-scattering sayisi, grafta bazi merkezler hasar gordiigiinde, bu
merkezlerin kapali komsulugunun da hasar gordiigiinii kabul ederek, geriye kalan
grafin bilesen sayis1i ile hasar géren merkezlerin sayis1 arasindaki farkin

arastirilmasina dayanir.



Tanmm 1.2.3 : (Li and Li, 2005) Bir G grafinda, u tepesinin acik
komsulugu (open neighborhood of a vertex), N(u):{veV(G): (u,v)eE(G)}
‘dir. u tepesinin kapali komsulugu (closed neighborhood of a vertex) ise

N[u]={u} U N(u) dur. Benzer sekilde; herhangi bir S ¢ ¥ (G) altkiimesi igin,
agik komsuluk N(S)=U,_sN(u); kapali komsuluk ise N[S]=U,.N[u] dur.
G grafinin bir u tepesinin graftan ¢ikarilmis olmasi (subversion), N [u] ‘nun

graftan silinmesi (deletion)’dir. S < V' (G) olmak {izere bir tepe kiimesinin kapali

komsulugu graftan siliniyorsa bu kiimeye, G 'nin tepe ¢ikarma stratejisi (vertex

subversion strategy) denir. Geriye kalan graf ise G/S§ ile gosterilir ve
G/S=G-N [S ] “dir. Eger geriye kalan graf G/ S, birlestirilmemis ya da clique

ya da & ise, bu ayrit ¢ikarma stratejisi S "ye, G’nin kesim-stratejisi (cut-strategy)

denir.

Gunther ve Hartnell, calismalarinda (Gunther and Hartnell , 1978, 1980;
Gunther, 1986), bir casus agini (spy network), tepeler ajanlari, ayritlar ise aradaki
iletisimi gosterecek sekilde graflar ile modelledi. Bir casus aginda, bir ajan
yakalandiginda, bu ajanin ve onun direkt baglantiya gecebildigi diger ajanlarin
artik giivenilmez oldugu agiktir. Bu sebeple, ihbar edilen ajanlar da ag igin
islevsiz hale gelmis olur. Boyle bir ihbar durumu, v yakalanan ajani temsil eden
tepe olmak iizere, v nin kapali komsulugunun model graftan silinmesi ile ayni

durumdur. (Li and Li, 2005)

Komsu-scattering sayisinin tanimi 2003°te Wei tarafindan asagidaki gibi

verilmistir.

Tamm 1.2.4 : (Wei, 2003) ScV(G) ve §, G grafinin herhangi bir kesim

stratejisi olsun. S ’in kapali komsulugundaki tepeler G grafindan silinirse geriye

kalan G/ S grafinin bilesen sayist @(G/S)olmak {iizere, G grafinin komsu-
scattering say1s1

sc(G) = mSax{a)(G/S)—|S| :o(G/S) 22} dir.



Benzer sekilde, bir grafin ayritlar1 zedelendiginde, zedelenen ayritlara
komsu olan ayritlar da zedeleniyor olabilir. Bu durumlar i¢in, graflarda cesitli
ayrit-komsu-zedelenebilirlik ~ parametreleri  tanmimlanmistir.  Ayrit-komsu-
baglantililik sayis1 (edge-neighbor-connectivity), ayrit-komsu-biitiinliikk degeri
(edge-neighbor-integrity) ve ayrit-komsu-scattering sayist  (edge-neighbor-

scattering number) buna 6rnek olarak verilebilir.

Bu tezde, bir G grafinin ayrit-komsu-scattering sayisi ele alinmis olup

gerekli tanimlar asagida verilmistir.

Tamm 1.2.5 : (Wei et al., 2007) G =(V, E) bir graf ve e de G grafinin bir
ayriti olsun. N (e)z { feE(G)| f+#e, eve f bitisik ayritlar }, e ayritinin agik
ayrit-komsulugu (open edge-neighborhood)’dur. N [e]:N (e)u {e} , e ayritinin
kapali ayrit-komsulugu (closed edge-neighborhood)’dur. G grafinin bir e
ayritinin - graftan ¢ikarilmis olmast (subversion), N [e]’nin graftan silinmesi
(deletion)’dir. Baska bir deyisle, eger e=[u,v] ise, G—Nle]=G —{u,v} “dir.
S < V(G) olmak tizere bir ayrit kiimesinin biitlin ayritlar1 graftan ¢ikariliyorsa bu

kiimeye, G 'nin ayrit ¢ikarma stratejisi (edge subversion strategy) denir. Geriye
kalan grafise G /S gosterilir. Eger geriye kalan graf G /S, birlestirilmemis ya da
tek bir izole tepe ya da & ise, bu ayrit ¢ikarma stratejisi S’ye , G 'nin ayrit-
kesim-stratejisi (edge-cut-strategy) denir. G grafinin biitiin ayrit-kesim-stratejileri
arasinda boyutu en kiigiik olaninin boyutuna, G grafinin ayrit-komsu-baglantililik
sayist , A(G), (edge-neighbor-connectivity) denir. Eger A(G)zm ise, G grafina

m-ayrit-komsu-baglantily (m-edge-neighbor-connected) denir.

Tanmm 1.2.6 : (Wei et al., 2007) ScV(G), G’nin herhangi bir ayrit-
kesim-stratejisi ve G /S ’in bilesenlerinin sayisi a)(G/ S ) olmak iizere, bir G

grafinin ayrit-komsu-scattering sayisi (edge-neighbor-scattering number)

ENS(G)= max {o(G/S)-|S|}

SCE(G)
seklinde tanimlanmuistir.
S" < E(G) olmak iizere, eer ENS(G)= a)(G/S*)—‘S*‘ ise, S~ kiimesine

G grafinin ENS-kiimesi (ENS-set) denir.



Ornek 1.2.1 : E, grafi, Sekil 1.2.1.a’daki gibi, # kolu ve her kolunda p

tepesi olan bir agag graftir. p >1 olmak iizere, E, grafinin ayrit-komsu-scattering

sayisint ve ENS-kiimesini inceleyelim.

L @ @ 4 @ 1
€4
® €2 ® ® ® - ® ® @ 2
€
@ ® ® @ @!
1 2 3 p-2 p-1 p
b)
*o—0 - @ @ @ 1
® & — @ ® ® ® ®°’
@ @ ® - @ @ !
1 2 3 p-2 p-1 p

Sekil 1.2.1. (a) E; grafi, (b) E; /S grafi

1<i<t olmak iizere, eger S = {el.} olacak sekilde bir S c E(E}’,) kiimesi
secilirse, bu S kiimesine bagli olarak, a)(E; /S)=t+1 ve |S| =1 oldugundan,
ENS; =w(E. /S)~|S|=t+1-1=1"dir. Omegin S={¢} igin, geriye kalan

bilesenler Sekil 1.2.1.b’deki gibi olacaktir:

Bunun yani sira, £ (E 1’,) ayritlar kiimesinin diger tiim altkiimeleri S kiimesi

olarak ele alindiginda, #’den daha biiyiik bir say1 elde edilemeyecegi kolayca

gorilmektedir. Bu durumda, ENS(E;):t dir.  Ayrica  bu  Ornekteki

S ={e,} kiimesi, Sekil 1.2.1.a’daki E! grafinin bir ENS-kiimesidir.



2007°de Wei ve arkadaslar1 tarafindan bazi 6zel graflarin ayrit-komsu-

scattering sayis1 i¢in asagidaki sonuglar verilmistir.

Teorem 1.2.1 : (Wei et al., 2007) P, grafi, n (= 2) tepeli yol graf ise,

-1 n= 29
ENS(P)={ 0, n=3 <dir
, n=4.

Teorem 1.2.2 : (Wei et al., 2007) C, grafi, n (= 3) tepeli ¢evre graf ise,

-1, n=4,5 .
ENS(C,)= “dir.
0, n=3yadan=6.

Teorem 1.2.3 : (Wei et al., 2007) K, grafi, n (= 3) tepeli tam graf ise,

ENS(K,)=1- EJ “dir.

Teorem 1.2.4 : (Wei et al., 2007) K, grafi,

M|:m ve |N|:n olmak

tizere (M, N) parcalanish iki parcali tam grafise, ENS(K )= |m - n| —1"dir.

m,n

Sonu¢ 1.2.1 : (Wei et al., 2007) S|, , n>1 olmak iizere bir yildiz graf

olsun. O zaman ENS(S, ,)=n—2"dir.

Teorem 1.2.5 : (Wei et al.,, 2007) C,, , 23, n>2 olmak iizere bir

kuyruklu yildiz grafise ENS(C,,)=n"dir.

Ayrit-komsu-scattering sayisi i¢in, 2007°de Wei ve arkadaslar tarafindan

elde edilen bazi sinirlar da asagida verilmistir.

Teorem 1.2.6 : (Wei et al., 2007) n tepeli birlestirilmis bir G grafi i¢in
ENS(G) < n—3"tir.



Teorem 1.2.7 : (Wei et al., 2007) Birlestirilmis bir G grafi icin, a(G)
bagimsizlik sayisi (independent number) ve A(G) ayrit-komsu-baglantililik sayisi
olmak tizere, ENS(G) < a(G)—-A(G) dir.

Teorem 1.2.8 : (Wei et al., 2007) G grafi, n tepeli birlestirilmis bir graf

olsun. a'(G) ,G grafinin ayrit bagimsizlik sayis1 (edge independence number)

olmak iizere, ENS(G) 2 n—-3a'(G) dir.
Yardimer Teorem 1.2.1 : (Wei et al., 2007) n tepeli bir G grafi igin

A(G) < EJ “dir.

Teorem 1.2.9 : (Wei et al., 2007) G grafi, n(>3) tepeli birlestirilmis bir

grafise ENS(G)>1- [gJ dir.



2.AYRIT-KOMSU-SCATTERING SAYISI VE AGACLAR

Bu boliimde binomial ve k-ary agaglar ele alinmistir. Binomial agaclar,
olay-giidiimlii benzetimlerde (event-driven simulations) ve elektrik devreleri
tasarimi1 gibi minimum spanning agacin bulunmasi gereken uygulamalarda
kullanilmaktadir. (Cormen et al., 2001) Tam k-ary agaglar ise; iklim aragtirmalari,
yer bilimi, nano-teknoloji, hesaplamali kimya, yiiksek enerji fizigi, hesaplamali
akigkanlar mekanigi, yasam bilimleri gibi alanlarda kullanilan siiper
bilgisayarlardan (supercomputers), ¢ip-tizerindeki-gomiilii sistemlere kadar bir¢ok
alanda yaygin bicimde kullanilir. Bu sebeple, binomial aga¢ ve tam k-ary agag
modelindeki aglarin zedelenebilirliginin aragtirilmasi olduk¢a Snemli ve ilgi
¢ekici bir problemdir. (Li, 2010; Ulusal Yiiksek Basarimli Hesaplama Merkezi,
2010)

2.1. Binomial Agaclar

Bu kisimda, binomial agaglar tanimlanmis ve dncelikle bu agaclarin ayrit-
komsu-scattering sayisi hesaplanmistir. Ardindan, binomial agaglar ile ¢esitli
graflar arasinda graf islemlerinin uygulanmasi ile elde edilen graflarin ayrit-

komsu-scattering sayisi elde edilmistir.

Tanmm 2.1.1 : (Cormen et al., 2001) Binomial agac B, (n=0),
ozyinelemeli (rekiirsif) tanimlanmis sirali bir agactir. B, binomial agaci bir izole
tepedir. B, binomial agaci, iki tane B, , binomial agacinin kok tepelerinin bir

ayrit ile birlestirilmesiyle olusur.
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Sekil 2.1.1. Binomial agaglar a) B, grafinin rekiirsif yapisi, b) B,, B, B,, B, ve B,

¢) B, grafinin tiimevarim yontemiyle elde edilmesi

Teorem 2.1.1 : B (n23) binomial bir aga¢ olmak iizere,

n

ENS(B,)=3-2"""dir.

Ispat: S kiimesi, £(B,) ayritlar kiimesinin herhangi bir altkiimesi olsun.

Durum 1: 1<i<n olmak iizere, B, binomial agacindaki B, ,’lerden iki

tanesini baglayan ayritlar el.* ile gosterilsin. ei*’lerin kiimesi E,” olarak

1
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adlandirilirsa,

Ei*‘ =2"""dir. B, binomial agacindan, 1<i<n olmak iizere
S=F ,.* kiimesi c¢ikarilirsa geriye kalan bilesenlerin sayis1  kesinlikle
2% (n—i) dir. Bdylece

ENSq(B,) = max{a(B, /) ~|S|} = max {2'(n-1)-2""} ~dir.

f(x)=2"(n—x)—2"" fonksiyonunun maksimum degerini hangi noktada
aldig1 aragtirilir:

f(x)=2""(2n-2x-1) = f'(x)=2""(In2-(2n-2x-1)-2)

_In2¢})

"(x)=2""(In2-(2n—-2x-1)-2)=0 =
f(x) (n(nx) ) :xnzln2

Bulunan koke ikinci tiirev testi uygulanir:

f'(x)=2"(n2(2n-2x-1)-2) = f"(x)=2""-In2(In2(2n-2x-1)-4)

In(2¢%)

= n—m icin f "(x) <0oldugundan, f (x) fonksiyonu maksimum
n
2
degerini x =n-— In(2¢”) degerinde alir.
2In2
In(2e”
n >3 olmak iizere, her n degeri i¢in {n — r;(l ez)J =n—2oldugu agiktir.
n

Yerine koyulursa,
ENS (B,)=3-2"" 1)
elde edilir.

Durum 2: Eger B, grafindan herhangi bir § ayrnit kiimesi ¢ikarilirsa iki alt

durum ortaya ¢ikar:

e 1<i<n-3olmak iizere, S’nin eleman sayis1 2" <r <2’ olsun. Bu

durumda geriye kalan bilesenlerin sayist

w(B,/S)<2"*+2r
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oldugundan
ENSg(B,) <max {2" +2r—r} =max {2"7 +r} dir.

f(x)=2"7?+x fonksiyonu artan fonksiyon oldugundan, maksimum
degerini iist stnirda, yani x = 2"~ *de alir ve

ENS(B,)<3-2" Q)
elde edilir.

e S kiimesinin eleman sayis1 2" +1<7<2" -1 olsun. Bu durumda geriye

kalan bilesenlerin sayis1

o(B,/5)<2"

oldugundan
ENSg(B,) <max {2"" -} “dir.

f(x)=2""—=x fonksiyonu azalan fonksiyon oldugundan maksimum
degerini alt sinirda, yani x =2"" +1°de, alir ve

ENS(B,)<3-2"° -1 3)
elde edilir.

Boylece (2) ve (3) ifadelerinden, herhangi bir ayrit kiimesi S i¢in
ENS(B,)<3-2" @)

yazilabilir.

Sonu¢ olarak, (1) ve (4) ifadeleri ile ayrit-komsu-scattering sayisinin

tanimindan ispat tamamlanir.

Yeni iletisim aglar1 olusturmak igin, c¢esitli aglar1 modelleyen graflar
arasinda graf islemleri kullanilir. Dolayisiyla B, grafi ile bazi 6zel graflar

arasinda kartezyen carpim ve taclama islemi uygulanarak elde edilen graflarin

ayrit-komsu-scattering sayilar asagida verilmistir.
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2.1.1. Kartezyen Carpim

Bu kisimda 6ncelikle kartezyen ¢arpimin tanimi verilmis olup, daha sonra

B, xP_ ve B, xC,_ graflarinin ayrit-komsu-scattering sayilari hesaplanmistir.

Tanim 2.1.1.1 : (Buckley and Harary, 1990) G, ve G, graflarinin
kartezyen ¢arpimi (cartesian product) G,xG, ile gosterilir ve tepeler kiimesi
V(G,)xV(G,) dir. V(G1 ><G2) =V(G)xV(G,)’deki u=(u,,u,) ve v=(v,v,)
tepelerinin G, x G, grafinda bitisik olmasi icin [u, =v, ve u,v, € E(G,)] ya da

[u, =v, ve uy, € E(G,) ] olmas1 gerekir.

Teorem 2.1.1.1 : B, , 2" tepeli binomial bir aga¢ ve P, , m tepeli bir yol

graf olmak iizere; ENS(B, x P, )= 2@%12 (2 [%—l +2- mJ dir.

Ispat: S kiimesi, S < E(B, x P,)olmak iizere, B, x P, grafimin ayrit-
komsu-scattering sayisini saglayan bir kiime olsun. B, x P, grafi, B, grafindan
m kopya ve P, grafindan 2" kopya i¢cermektedir. Bu durumda S kiimesine bagli

m

iki durum ortaya ¢ikar:

e B grafinin kopyalarindan, S| =r tane aynt cikarilirsa geriye kalan

bilesenlerin sayisi
2r r
o((B,xP,)/S)<—| n—log,——1
(( n m) ) m ( g2 m j

oldugundan

ENS (B, xP, )< max{z(n —log, L lj - r} “dir.
rom m
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f(x)= 2—x(n —log, X 1) - X fonksiyonu maksimum degerini
m m

x=m-2"1% 2 de alir. Buradan,

ENS( (B, x P,)< 2”‘(’%12(2 %} +2- mJ 5)

m

elde edilir.

e P grafinin kopyalarindan, |S| =rtane aynt c¢ikarilirsa geriye kalan

bilesenlerin sayisi
r
o((B,xP,)/S)<|—|+1
(( n m) ) lrzn—l
oldugundan

ENS (B, x P,) < max{[zL—‘ +1- r} *dir.

S kiimesi, B, x P, grafinin bir ayrit-kesim-stratejisi (edge-cut-strategy)

m

oldugu i¢in, |S | =r 22 acikca goriiliir. Boylece

ENS,(B,xP,)<0 (6)

olur, (5) ve (6) ifadeleri ile ayrit-komsu-scattering sayisi tanimindan

ENS(B, x P, )< 2”(%12(2 {%} 42— mJ (7
elde edilir.

Diger yandan, B, x P, grafinda, herhangi iki B, , x P, 1 birlestiren bir ayrit
e, ile isimlendirilirse ve her i e {l,...,n} i¢in j=1,m olmak iizere biitiin e, ’lerin
kiimesi E; ile gosterilirse ‘E,.*‘ =m-2"" dir. Bdylece, B, x P, grafinn S =E;,

i:n—(ﬂ—‘—l olacak sekilde bir ayrit-kesim-strateji’sinin secilebilecegi de

acikca goriiliir. Bu durumda,

o((B,xP)/Sy=2"1"1" U%+ 1D
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olup ayrit-komsu-scattering sayisinin tanimindan,

ENS(B,xP,)>o((B,xP,)/S")-|s"

- 2"-(’%1-2[2 [ﬂ +2- m} 8)

yazilabilir.

Sonug olarak, (7) ve (8) ifadelerinden ispat tamamlanir.

Teorem 2.1.1.2 : B,, 2" tepeli binomial bir aga¢ ve C, , m tepeli bir ¢cevre

graf olmak iizere; ENS(B, xC, )= 2'1_(%12 (2 [g—l +2- mJ “dir.

Ispat: S kiimesi, S < E(B, xC,)olmak iizere, B, xC, grafinin ayrit-
komsu-scattering sayisin1 saglayan bir kiime olsun. B, x C, grafi, B, grafindan

m kopya ve C, grafindan 2" kopya icermektedir. Bu durumda § kiimesine bagl

iki durum ortaya ¢ikar:

e B grafinin kopyalarindan, |S| =rtane aynt c¢ikarilirsa geriye kalan

bilesenlerin sayisi
2r r
o((B,xC )/ S)<—| n—-log,—-1
((5,€,)/8)< 2 n-tog, =1

oldugundan

ENS (B, xC,)< max{z[n —log, L IJ - r} “dir.
rom m

2 . . ..

f(x)= —x(n —log, X lj - X fonksiyonu maksimum degerini
m m

x=m-2"1%de alir. Buradan,

ENS (B, xC,)< 2”‘{%12(2 %1 +2- m] )

elde edilir.
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e C, grafinin kopyalarindan, |S| =rtane ayrit cikarilirsa geriye kalan

bilesenlerin sayisi

a)((ancm)/S)g[ﬂﬂ

oldugundan

ENS,(B, xC,)< maxﬂg—‘ +1- r} *dir.

Skiimesi, B, xC, grafinin bir ayrit-kesim-stratejisi (edge-cut-strategy)

oldugu i¢in,

S| =r >3 acikea goriiliir. Boylece

ENSS (Bn X Cm )S _l (10)

olup (9) ve (10) ifadeleri ile ayrit-komsu-scattering sayisi tanimindan

ENS(B, xC,, )< 2”(%12(2 %w +2- mj 1)

elde edilir.

Diger yandan, B, xC,, grafinda, herhangi iki B, , xC,’i birlestiren bir
ayrit e; ile isimlendirilirse ve her ie {1,...,n} igin =1,_m olmak lizere biitiin
e;. ’lerin kiimesi E; ile gdsterilirse ‘E;‘ =m-2"" "dir. Bdylece, B, xC, grafinin

* *

S =E,, i=n- [%—I —1 olacak sekilde bir ayrit-kesim-strateji’sinin
secilebilecegi de acikca goriiliir. Bu durumda,
o((B,xC,)/8")=2"T" U%+ 1U

olup ayrit-komsu-scattering sayisinin tanimindan,

*

ENS(B,xC,)2o((B,xC,)/S")-|S

_ 2’4’%12(2 %w +2- mj (12)

yazilabilir.
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Sonug olarak, (11) ve (12) ifadelerinden ispat tamamlanir.

2.1.2. Taglama islemi

Bu kisimda oncelikle taglama isleminin tanimi verilmis olup, daha sonra

B oP_ve B oC_ graflarinin ayrit-komsu-scattering sayilar1 hesaplanmstir.

Tanim 2.1.2.1 : (Harary, 1971) G, ve G, graflarinin taclama (corona)
islemi G, oG, ile gosterilir. G,0oG,, n tepeli G, grafindan bir tane ve G,
grafindan n tane almip, G, grafinin i. tepesinin G, grafinin i. kopyasinin her

tepesine bir ayritla birlestirilmesi ile olusturulur.

Teorem 2.1.2.1 : B, , 2" tepeli binomial bir aga¢ ve P, m tepeli bir yol

graf olmak tlizere; n,m 23 i¢in ENS(B, o P )=2""dir.

Ispat: S kiimesi, S < E(B, o P,)olmak iizere, B, o P, grafinin ayrit-komsu-
scattering sayisini saglayan bir kiime olsun. Bu durumda, S kiimesi, ya bir tepesi

B, grafinda, digeri P, grafinin kopyalarindan birinde olan ayritlarin bir altkiimesi
ya da iki tepesi de B, ’de olan ayrtlarin bir altkiimesi olmak zorundadir.

|S| =rolsun.

Durum 1: S kiimesi, ug tepelerinden biri B, grafinda, digeri P, grafinin
kopyalarindan birinde olan ayritlarin bir altkiimesi olsun. § kiimesindeki

ayritlarin ug tepelerinin olusturdugu kiime ¥ (S) olmak iizere V" (S)NV(B,)= A

ve |A| =m olsun. Durum 1, m’e bagli olarak ii¢ kosulda incelenmelidir:

. 0<i<n-1 olmak iizere m =2' ise, geriye kalan grafin bilesen sayisi

a)((B

n

°P,)/S)<(n—i)-2" +r+m
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oldugundan (Kirlangig, 2002),
ENSq (B, P,)<max{o((B,P,)/S)-|S|}

= max {(n—i)-2i+r+m—r}

0<i<n-1

= max {2"-(n—i+1)} 13)

0<i<n-1

elde edilir.

2<i<n-1 olmak iizere 2" <m <2’ ise, geriye kalan grafin bilesen sayis1
a)((Bn OPm)/S)S(n—(i—l))QH +(m—2"’1)-(n—(i+l))+r+m

oldugundan (Kirlangig, 2002),

ENSq (B, P,)<max{w((B,°P,)/S)-|S|}

= max {2'(n —i+l)} (14)

(13) ve (14) ifadelerinden,

ENSg(B,oP,)< max {2/ (n—i+1)]

2<i<n-1
elde edilir.
In(e/2
f(x)=2"(n—x+1) fonksiyonu maksimum degerini x=n —%2) "de
n
, . ln(e/ 2) 5
alir. n>3 olmak tlizere, her n degeri i¢in x = n—T =n-1 oldugu
n

aciktir. Yerine koyulursa

ENSg (B, P,)<2" (15)

elde edilir.
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. m >2"" ise, geriye kalan grafin bilesen sayisi

a)((B oPm)/S)S(11—(11—1))-2"‘l —(m—2"_1)+m+r

=2"+r
oldugundan
ENS,(B,oP,)<max{2" +r—rf<2'

elde edilir.

(15) ve (16) ifadelerinden,
ENS(B,oP,)<2"

m

elde edilir.

(16)

17)

Diger yandan, P, grafinin her kopyasinda ug¢ tepe olmayan tepelerden bir

tanesi v, ve v,’yi B ’e baglayan ayrit e, olsun. Bu durumda, B o P, grafindan

{el,ez,...,ezn}ayrlt kiimesi c¢ikarilirsa, geriye kalan bilesenlerin sayisi

a)((Bn oPm)/{el,ez,...,ez,, }) =2-2""dir.

Ayrit-komsu-scattering sayisinin tanimindan,

ENS;(B,°P,)=_ max {o((B,°P,)/S)-|s|}

SCE(B,oP,)

> a)((Bn oPm)/{el,ez,...,ezn })—‘{el,ez,...,ez,, }‘

— 2n+1 _2n — 2n
elde edilir.

(17) ve (18) ifadelerinden,
ENS((B,oP,)=2"
elde edilir.

(18)

(19)

Durum 2: S kiimesi, B, ’deki ayritlarin bir altkiimesi olsun. B, o P grafindaki

herhangi iki B,  oP,’i baglayan ayrit e, ile gosterilsin. Biitiin e, ’lerin kiimesi

de E; ile adlandinlsm. Bu durumda, ie{l,..,n}olmak iizere, Skiimesi i¢in
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E;

=2"""dir. 1<i<n olmak iizere, S = E, kiimesi, B, o P, grafindan ¢ikarilirsa

m

geriye kalan grafin bilesen sayisi

o(B,oP)=2(n—i)+2-2"" =2"(n—i+1)
oldugundan

ENS (B, P,)=max{o((B,P,)/S)-|S|| = max{2' (n—i+1)-2""}

1<n<n

elde edilir.

f(x)=2"(2n—-2x+1) fonksiyonu maksimum degerini x = [n —%J "de

alir. n >3 olacak sekilde, her n degeri i¢in x = {n - %J =n—1 oldugu agiktir.

Yerine koyulursa
ENSg(B,oP,)=3-2"" (20)

elde edilir.

Sonug olarak, (19) ve (20) ifadelerinden ispat tamamlanir.

Teorem 2.1.2.2 : B , 2" tepeli binomial bir aga¢ ve C

m 2

m tepeli bir ¢evre

graf olmak {izere; n,m >3 igin ENS(B,>C,)=3-2"""dir.

Ispat: S kiimesi, Sc E(B,0C,)olmak iizere, B,oC, grafinin ayrit-
komsu-scattering sayisini saglayan bir kiime olsun. Bu durumda, S kiimesi ya bir

tepesi B, grafinda, digeri C, grafinin kopyalarindan birinde olan ayritlarin bir
altkiimesi ya da iki tepesi de B, *de olan ayritlarin bir altkiimesi olmak zorundadir.

|S| =r olsun.

Durum 1: Skiimesi, u¢ tepelerinden biri B, grafinda, digeri C, grafinin

kopyalarindan birinde olan ayritlarin bir altkiimesi olsun. § kiimesindeki
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ayritlarin ug tepelerinin olusturdugu kiime ¥ (S) olmak iizere V" (S)NV(B,) = A

ve |A| =m olsun. Durum 1, m’e bagl olarak {i¢ durumda incelenmelidir:

. 0<i<n-1 olmak iizere m=2' ise, geriye kalan grafin bilesen sayisi

o((B,°C,)/S)<(n—i)-2"+r

oldugundan (Kirlangig, 2002),

ENS(B,C,)<max{w((B,C,)/S)-|S|}

= max {2i -(n—i)} (21)

elde edilir.

e 2<i<n-1 olmakiizere 2" <m <2’ ise, geriye kalan grafin bilesen sayis1
o((B,°C,)/S)<(n—(i-1))-27 +(m=2"")-(n—(i+1))+r

oldugundan (Kirlangig, 2002),

n

= max {(n-(i-1)-2" +(m-2")-(n-(11)) ]

ENS(B,°C,)<max{o((B,C,)/S)-|S||

= max {2'(n—i)| (22)
(21) ve (22) ifadelerinden,

ENSg (B, C, )< max {Zi(n—l’)}

2<i<n-1

elde edilir.

f(x)=2"(n—x) fonksiyonu maksimum degerini x=n —i "de alur.
n

n >3 olmak iizere, her n degeri i¢in x = [n —iJ =n—-2 oldugu aciktir.
n

Yerine koyulursa

ENSg(B,-C,)<2"" (23)
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elde edilir.
A m>2"" ise, geriye kalan grafin bilesen sayis1
o((B,5C,)/8)<(n-(n-1)) 2 (m-2" )
=2"—m+r
oldugundan

ENS;(B,°C,)<max{2"—m+r—r|

= max {2” - m} *dir.

f (x)=2” —x fonksiyonu azalan fonksiyon oldugundan, maksimum

degerini sinirda, yani m =2"" +1°de alir. Yerine koyulursa,

ENSg(B,°C,)<2"—(2"" +1)=2""~1 (24)

elde edilir.

(23) ve (24) ifadelerinden,
ENS(B,-C,)<2"" (25)
elde edilir.

Durum 2: § kiimesi, B, ’deki ayritlarin bir altkiimesi olsun. B oC,
grafindaki herhangi iki B, oC,’i baglayan ayrit e ile gdsterilsin. Biitiin
e ’lerin kiimesi de E, ile adlandinlsm. Bu durumda, i€ ({l,...,n}olmak iizere,
S kiimesi bir £, olmalidur. ‘E,* ‘ =2"""dir. 1<i<n olmak iizere, S=E, kiimesi
B oC, grafindan cikarilirsa, geriye kalan grafin bilesen sayist

o(B,oC )=2'(n—-i)+2-2""=2'(n—i+1)

oldugundan,

ENS,(B,°C,)=max{o((B,C,)/S)-|S|} =max{2' (n—i+1)-2""|

1<i<n

elde edilir.
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f(x) =2 (2n —-2x+ 1) fonksiyonu maksimum degerini x = [n —%J "de

alir. n >3 olacak sekilde, her n degeri i¢in x = {n —%J =n—1 oldugu agiktir.

Yerine koyulursa,
ENSg(B,C,)=3-2"" (26)

elde edilir.

Sonug olarak, (25) ve (26) ifadelerinden
ENS (B

n

oC,)<3-2"7 @7
elde edilir.

Diger yandan, B, oC, grafinn S =E,, i=n—1 olacak sekilde bir ayrit-
kesim-strateji’sinin segilebilecegi de agik¢a goriilir. Bu durumda geriye kalan

bilesenlerin say1s1

o((B,°C,)/8")=2"" (n-(n-1)+1)=2"

olur. Aynt-komsu-scattering sayisinin tanimindan,

ENS(B,°C,)zo((B,°C,)/S")-|s"

=" _ 2(11—1)—1

=3.2"2 (28)

yazilabilir.

Sonug olarak, (27) ve (28) ifadelerinden ispat tamamlanir.

Teorem 2.1.2.3 : B,, 2" tepeli binomial bir agag, K, , m tepeli bir tam

m?

graf olmak {izere; n,m >3 igin ENS(B,°K,)=3-2"""dir.

Ispat: Ispat, Teorem 2.1.2.2’ye benzer sekilde yapilir.
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Teorem 2.1.2.4 : B, , 2" tepeli binomial bir agag, W,

1,m >

m+1 tepeli bir

tekerlek graf olmak iizere; n,m >3 i¢in ENS(B, oW,,)=3-2"""dir.

Ispat: Ispat, Teorem 2.1.2.2’ye benzer sekilde yapalir.

2.2. Tam k-ary Agaclar

Bu kisimda, oncelikle k-ary agaclar tanimlanmis olup bu agaglarin ayrit-

komsu-scattering sayisi hesaplanmistir.

Tamim 2.2.1 (Cormen et al., 2001) : Tam k-ary aga¢ (complete k-ary tree),
her yapragi ayni derinlige sahip ve yapraklar haricindeki her tepesinin derecesi k
n+l _1 n+l _1 kn+l _

tepesi ve —1= ayriti
k-1 P k-1 -1

olan agactir. Bir tam k-ary agacin

vardir. Tam ikili agag¢ (complete binary tree) ise, k =2 olan tam k-ary agagtir.
0. seviye
1. seviye

2. seviye

bvdvdvdy

Sekil 2.2.1. 3 seviyeli tam ikili agag
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Teorem 2.2.1: k >3 olmak iizere, /, , n seviyeli tam k-ary agag olsun.

K+ k+1

, n=0(mod3
k1 n=0(mod3)
n+3_ n+2_ 3_
ENS(H )=1% kk3 ’1‘ kX2 =1(mod3) “dir.
n+3_ n+2_ 2
k ’;{3 1" tk . n=2(mod3)

Ispat: H, grafinda kok tepenin seviyesi 0 olsun ve yapraklardaki tepelerin
seviyesi de n olsun. Benzer sekilde, kok tepeden cikan ayritlar Ey kiimesini

olusturmak {izere, bir tepesi j. seviyede ve diger tepesi (j+1). seviyede olan

ayrtlar kiimesi, 0 < j <n -1 olmak iizere, E; ile gosterilsin. ‘E j‘ =k’ dir.

S c E(G) ve |S| =r olmak Tlizere, ispat grafin seviyesi olan n’e gore li¢

durumda incelenmelidir:
1) n =0 (mod3) olsun.

n+l

i) Eger 1<r<

PER —1 ise, geriye kalan bilesenlerin sayist

w(H,/S)<2k-1r+1

oldugundan
ENS(H,) < max{(2k —1)r +1-r} = max {(2k —2)r +1} "dir.

f(x)=(2k—-2)x+1 fonksiyonu artan fonksiyon oldugundan maksimum

. . K™ —k K™ -k —k+1
degerini st sinirda, yani » = -1=

’de, alir. Boylece
K1 K1 Y

Qk=2)(k"™ =k’ =k +1) +k3 -1

k-1 k-1
_ 20k =Dk =k =k +1) N (k=1)(k* +k+1)
(k=D(k* +k+1) (k=D(K* +k+1)

ENS((H )<




26

2™ =2k =2k +2+k*+k+1

kK +k+1
2" =2k +k* —k+3
B K k+] @)
elde edilir.
n+l n+2 1.2
ii) Eger kk3 lk <r< k PE f ise, geriye kalan bilesenlerin sayist
n+l
a)(Hn /S) <1+ Qk-D(k'+ K+ + k") +r(k=1) = (k-1)- kk3 lk

n+l
:1+kk3 lk Rk-1-k+1)+r(k-1)
n+2_k2
:1+ﬁ+l"(k—1)

oldugundan

kn+2 _k2 kn+2 _k2
ENSS(Hn)Smax{l+W+r(k—l)—r}:maX{W+r(k—2)+l} ’dir.

n+2 72
f(x)= % +x(k—2)+1 fonksiyonu artan fonksiyon oldugundan
n+2 72
maksimum degerini tist sinirda, yani » = — "de, alir. Boylece
i —
kn+2 _ k2
ENS,(H,)) < ﬁ(l+k—2)+l
n+2 12
= k 5 k (k—-1)+1
(k—=1)(k"+k+1)
K"+ k+1
= 30
kK +k+1 ©0)

elde edilir.
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Diger yandan, eger S kiimesi, S=FE, UE, U..UE, , olacak sekilde

kn+2 _k2 kn+1 —k kn+2 _kZ
secilirse |S|=—————"dir ve <|S|< ————o0ldugu kolayca gorulir.
silisse |8 == pop < Sls Ty olduu kolayea ¢
Bu durumda geriye kalan bilesenlerin sayisi
k™ —1
o(H /S)= *dir.
( n ) k3 _1

Ayrit-komsu-scattering sayisi tanimindan,

n+3 n+2 2
S O iy

ENS.(H )>
s(4,) -1 k-1
kK™ +k+1
= 31
k> +k+1 31
elde edilir.
(30) ve (31) ifadelerinden,
K™ +k+1
ENS,(H )=——— 32
S( n) kz + k +1 ( )
elde edilir.
n+2 7.2 n+l
iii) Eger kk3—f +1<r< kk lk ise geriye kalan bilesenlerin sayi1s1
kn+3 _1 kn+2 _k2
H /S)< —|r——|+1
o(H,/8) <55 [r K1 j
B kn+3 _1+kn+2 _k2+k3 _1_
k-1
oldugundan

n+3 n+2 3_ 12 _
ENSS(Hn)SmaX{k tk k3+kl k 2—r—r}

n+3 n+2 3_ 2_
:max{k +k k3+k1 k 2—2r}’dir.
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n+3 n+2 312
f(x)= Kk k3+—kl k=2 2x fonksiyonu  azalan  fonksiyon

n+2 k2

oldugundan maksimum degerini alt sinirda, yani r = PE +1°de, alir.

Boylece

ENS (H,) <

kn+3+kn+2+k3_k2_2 kn+2_k2
- -2 3 +1]|=
k-1 k™ =1
_kn+3+kn+2+k3_k2_2_2kn+2+2k2_2k3 +2
k-1
B kn+3_kn+2_k3+k2
k-1

K- KA (k1)
- k-1

B (k_l)(kn+2 _k2)
C(k=D(k*+k+1)

kn+2 _ k2

_ 33
K +k+1 (33)

elde edilir.

Sonug olarak, (29), (32) ve (33) ifadelerinden, » =0 (mod3) ise

K+ k+1

ENS(H ) =
(#,) K +k+1

elde edilir.

2) n=1 (mod3)olsun.

n+l 2

i) Eger 1<r< ise geriye kalan bilesenlerin sayisi

w(H,/S)<2k-1)r+1
oldugundan

ENS((H,)< max{(2k—l)r+1—r}

=max {(2k —2)r +1} *dir.
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f(x)=2k—-2)x+1 fonksiyonu artan fonksiyon oldugundan maksimum

n+l 2
degerini Uist sinirda, yani » = X ’de, alir. Boylece
n+l 72 3
ENS,(H,))<(2k-2)- kk k + k-l

-1 k-1
2(k=1)(k"" =) (k=1)(K* +k+1)
(k=1)(k +k+1) +(k—1)(k2+k+1)

2™ 2k + kP +k+1
K +k+1

2k -k + k]

34
K +k+1 (34)
elde edilir.
n+1_ 2
ii) Eger r = pE +1 ise geriye kalan bilesenlerin sayis1
5 kn—l_l
a)(Hn/S)S(2k—l)-k . PER +k-1
kn+1_k2
=(2k-1 +k-1
( ) PER)
oldugundan
kn+1_k2
ENSS(Hn)SmaX{ PER (2k—1)+k—1—r}
kn+1 _k2 kn+l _kZ kn+1 _k2
= 2k—-D+k-1- -1= 22 +k-2
k-1 ( ) k-1 k-1 ( )
n+l_ 2
S22 R) ks 35)
k"+k+1

elde edilir.
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n+l 72 n+2 13
iii) Eger +1<r< ol +1 ise geriye kalan bilesenlerin sayis1
kn+l k2 kn+l k
w(H,/S)<(2k-1)- +(k-D)+| r— -1|(k-1)
n+l
kk —k° Qk-1-k+D)+(k-D(A+r-1
n+2 3
u +r(k-1)
oldugundan
kn+2 _ k3
ENSS(Hn) < max{W+ V(k—l)—l"}
n+2 _ 713
= max w+ r(k—2) ¢ “dir.
r k-1
k" -k . . . 9
f(x)= BrERre +x(k—2) fonksiyonu artan bir fonksiyon oldugundan
+2 k3
maksimum degerini list sinirda, yani x =— +1°de, alir. Boylece
k-

kn+2 _k3 +kn+2 _k3 +k3_1

ENS(H,) < pER pER (k-2)
:k"+3‘k";:’1‘3_k+2 (36)
elde edilir.
Diger yandan, eger S kiimesi, S =E, UE,U..UE, ,U{e} , e <€k,
olacak sekilde segilirse |S | = %-‘r 1’dir ve kn]; :kz |S| L:f 1

oldugu kolayca goriiliir. Bu durumda geriye kalan bilesenlerin sayisi

n+3 73
o(H /) =% kf 1k 1 dir

Ayrit-komsu-scattering sayisi tanimindan,

n+3 3 n+2 1.3
ENS, (H,) X kf 1k+1_kk3 1k_1
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_kn+3_kn+2_k3_k+2
k-1

37

elde edilir.

(36) ve (37) ifadelerinden,
kn+3_kn+2_k3 _k+2

ENS (H )= pE. (38)
elde edilir.
. . kn+2 _k3 kn+l _1 ) ] ) )
iv) Eger W+ 2<r< 1 —1 ise geriye kalan bilesenlerin sayis1
kn+2 _k3 kn+2 _k3
o(H, /S)< + +1|(k-1
( " ) k-1 [ k-1 j( )
kn+2 _k3 kn+3 _kn+2 _k +1
= +
k-1 k-1
K-k -k +1
k-1
oldugundan
n+3 13
ENSS(Hn)Smax{k kic 1k+1—r}’dir.
K™=k —k+1 : : y
f(x)= PER) —x  fonksiyonu azalan fonksiyon oldugundan,

n+2 3
maksimum degerini alt sinirda, yani x = WJr 2’de, alir. Boylece

kn+3_k3_k+1_kn+2_k3_

ENS(H )< 2
(#,) -1 -1
KT k1K K -2k +2
-1

_kn+3_kn+2_2k3_k+3

e -1 39)

elde edilir.

Sonug olarak; (34), (35) , (38) ve (39) ifadelerinden, » =1 (mod3) ise
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kn+3 _kn+2 _k3 _k + 2

ENS,(H,)= 5

elde edilir.

3) n=2 (mod3) olsun.

n+l

i) Eger 1<r< —1 ise, geriye kalan bilesenlerin sayisi

K-
w(H,/S)<Qk-1r+1
oldugundan

ENSy(H,) < max {(2k —1)r +1-r} = max {(2k —2)r +1} *dir.

f(x)=2k—-2)x+1 fonksiyonu artan fonksiyon oldugundan maksimum

kn+1 _1 kn+1 _ 1.3

degerini list sinirda, yani » = PER -1 PERE) ’de alir. Boylece
kn+1 _ k3
ENS,(H,) < PER) -(2k-2)+1
L2k 2kt -2k 42K+ k0 -1
k-1
n+2 n+l 4 3
S2k 2k : 2k" +3k” -1 40)
k-1
elde edilir.
. 5 n+l _1 kn+2 —k ) ) ] )
ii) Eger PERY <r< PER ise, geriye kalan bilesenlerin sayist
n+l n+l
o(H,/8) <2k 1 A gy
k”— k” -1
kn+2 —k
= +r(k—1) dir.
PERE] (k=1)
oldugundan,

n+2

ENSS(HH)SmaX{ﬁ+r(k—1)—r}
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n+2
=max{kk k +r(k—1—l)} “dir.

r .|

n+2
f(x)= kk3 1k +r(k—2) fonksiyonu artan fonksiyon oldugundan
n+2
maksimum degerini tist sinirda, yani » = — ’de, alir. Boylece
k-
kn+2 _ k kn+2 _ k
ENS(H,)) < + k-2
( n) k3 _1 k3 _1 ( )

kn+2 —k kn+3 _k2 2kn+2 —2k
= + —
-1 k-1 k-1
_kn+2_k+kn+3_k2_2kn+2+2k
k-1

B kn+3 _kn+2 _k2 + k
k-1

41)

elde edilir.

Diger yandan, eger S kiimesi, S=E,UE,U..UE, , olacak sekilde

n+2 ) n+l _1
PERE) "dir ve PERE) S|S|S

kn+2 _ k
k-1

n+3_ 2
Ll R
-1

secilirse |S | =

oldugu kolayca goriiliir. Bu

durumda geriye kalan bilesenleri sayis1 w(H,/S)=——

Ayrit-komsu-scattering sayisi tanimindan,

kn+3 _k2 ~ kn+2 —k B kn+3 _kn+2 _k2 +k

ENS.(H,))> 42
)= e -1 “2)
elde edilir.
(41) ve (42) ifadelerinden,
n+3 _ pn+2 72
ENS,(H,) =K Kk +k 43)
k-1
elde edilir.
Lo K-k -1 . . .
iii) Eger I<r< —1 ise geriye kalan bilesenlerin sayisi

3 +lsr=s
k* =1 k-1
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kn+2 —k N kn+2 —k

w(H, /5)< k-2
( ! ) k-1 k-1 ( )
kn+2 —k kn+2 _k
= PERE) (1+k-2)= PERE) (k-1)
B kn+3 _kn+2 _kZ +k
k-1
oldugundan
n+3 _ pn+2 7.2
ENSS(Hn)SmgX{k ]l; lk +k—r} dir.
n+3 _ pn+2 12
f(x)= k 123 " Ktk —x fonksiyonu azalan fonksiyon oldugundan
n+l n+l 3
maksimum degerini alt smirda, yani r»= kk3 11 +1= k k31 +f ! ’de, alir.
Boylece
kn+3 _kn+2 _k2 +k kn+1 _2 +k3
ENS.(H, )< —
s(F1,) -1 k-1
n+3 __pn+2 _gn+l g3 12
:k k k3 k> —k™+k+2 44)
k-1
elde edilir.
Sonug olarak; (40), (43) ve (44) ifadelerinden, n=2 (mod3) ise
n+3 _ pn+2 7.2
ENS(Hn)zk /’c3 k™ +k
k-1
elde edilir.
]

Yukaridaki teorem k-—ary (k>=3) bir H, grafi i¢cin gegerlidir ancak, n
seviyeli tam ikili (2-ary/binary) agag icin gegerli degildir. Ornegin bu teoremi, 4
seviyeli ikili (2-ary) bir agaca uygularsak, Teorem 2.2.1’e gdre sonucun 8 olmasi

gerektigi, ama gercek sonucun 9 oldugu kolayca goriilebilir. Bu durumda, n
seviyeli tam ikili (2-ary/binary) H, grafinin ayrit-komsu-scattering sayis1 ise

asagidaki teoremde verilmistir.
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Teorem 2.2.2: H, ,nseviyeli tam ikili agac olsun.

n+2
23 =0(mod3)
7
2n+2_1 o
ENS(H))= . , n=1(mod3) dir.
n+2
2 5 2 , n=2(mod3)

Ispat: H, grafinda kok tepenin seviyesi 0 olsun ve yapraklardaki tepelerin
seviyesi de n olsun. Benzer sekilde, kok tepeden cikan ayritlar Ey kiimesini

olusturmak Tizere, bir tepesi j. seviyede ve diger tepesi (j+1). seviyede olan

ayntlar kiimesi, 0 < j <n—1 olmak iizere, E; ile gosterilsin. ‘E j‘ =2/""dir.

S c E(G) ve |S| =r olmak {lizere, ispat grafin seviyesi olan n’e gore l¢

durumda incelenmelidir:
1) n =0 (mod3) olsun.

n+l

i) Eger 1<r<

ise geriye kalan bilesenlerin sayisi

w(H,/S)<3r+1

oldugundan

ENS (H,) < max{3r +1—r}=max{2r +1}

r

elde edilir.

f(x) =2x+1fonksiyonu artan fonksiyon oldugundan maksimum degerini

n+l

ist sinirda, yani » =

’de, alir. Boylece

n+l n+2
ENS,(H,)<2-2 5 012 ; 1

(45)

elde edilir.
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n+l n+l
ii) Eger 2 5 ) <r< 22 5 2) ise geriye kalan bilesenlerin sayisi

n+l
o(H /S)Su+r+l
n 7

oldugundan

2n+2 + 3

n+l _
ENS (H )< mgx{Q - r} - (46)

elde edilir.

Diger yandan, eger S kiimesi, S=FE, UE, U..UE, , olacak sekilde

2 n n+l n+l
segilirse | S| = 2@ - dir  ve 2 2 <|8|< Moldugu kolayca
goriiliir. Bu durumda geriye kalan bilesenlerin sayisi
n+3
w(H \S)= 2 ! “dir.

Ayrit-komsu-scattering sayisi tanimindan,

2n+3 _1 _ 2n+2 _22 B 2n+2 +3
7 7

ENS,(H,)> “47)

elde edilir.

, : 2% 43
(46) ve (47) ifadelerinden, ENS (H,) =

elde edilir. (48)

n+l
iii) Eger y +1<r<2"" —2ise geriye kalan bilesenlerin sayis1
n+2
o(, 1532775,
7
oldugundan

r

n+2 Loynt2
ENSs(H,) < max{”% -r-— r} = max{?’zf5 - 2;} “dir.
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n+2
f(x)= 32% —2x  fonksiyonu azalan fonksiyon oldugundan
n+l n+2
maksimum degerini alt sinirda, yani r = 22 7 2) +1= 2 7+3 ’de, alir.
Boylece
. 2n+2 _ n+2 n+2 _
ENSS(Hn)S3 5 22 +3)=2 11 (49)
7 7 7
elde edilir.

Sonug olarak; (45), (48) ve (49) ifadelerinden, n = 0 (mod3) ise

2" 43

ENS(H )=

elde edilir.
2) n=1 (mod3) olsun.

n+l

i) Eger 1<r < — ise geriye kalan bilesenlerin sayis1

w(H,/S)<3r+1
oldugundan
ENS(H,) < max{3r +1-rj= max{2r +1{dir.

f(x) =2x+1fonksiyonu artan fonksiyon oldugundan maksimum degerini

n+l

ist sinirda, yani » = — ’de, alir. Boylece

2n+1_11 _2n+2_15

ENS,(H,)<2- +1 (50)
7 7
elde edilir.
n+l n+l
ii) Eger 2 5 1 <r< 22 5 %) ise geriye kalan bilesenlerin sayisi

n+l
w(H /S)suw
" 7

oldugundan
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n+l n+2
ENSS(HH)SmaX{w+r—r}=2 - 1 (51)

elde edilir.

Diger yandan, eger S kiimesi, S=£E, UE;U..UE, , olacak sekilde

n+2 n+l 1

—8 ’dir ve %<|S|S

2(2n+1 _ 4)
7

secilirse |S| = oldugu kolayca goriiliir.

Bu durumda geriye kalan bilesenlerin sayisi

n+3
2 9 dir.

o(H \S) =

Ayrit-komsu-scattering sayisi tanimindan,

2n+3_9_2n+2 —8 B 2n+2 _1

ENS (H ))> 52
s(H,) 7 . 5 (52)
elde edilir.
(51) ve (52) ifadelerinden,
2n+2 _1
ENSy(H,) = (53)
elde edilir.
n+l
iii) Eger M +1<7r<2"" —2 ise geriye kalan bilesenlerin sayis1
2n+3 _ 9
w(H,/S)<
oldugundan
n+3
ENS,(H,))< max{ . —r} dir.
2" -9 : . 5 .
f(x)= —x fonksiyonu azalan fonksiyon oldugundan maksimum

2(2n+l _ 4)

degerini alt sinirda, yani » = +1°de, alir. Boylece
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23 _g ) 2(2"+1 _4) g
7 77

ENS;(H,)< (54)

Sonug olarak; (50), (53) ve (54) ifadelerinden, n =1 (mod3) ise

2n+2 _ 1

ENS(H,) =

elde edilir.

3) n=2 (mod3) olsun.

n+l

i) Eger 1<r<

ise, geriye kalan bilesenlerin sayisi

w(H,/S)<3r+1
oldugundan
ENS(H,) < max{3r +1-rj= max{2r +1{dir.

14

f(x)=2x+1 fonksiyonu artan fonksiyon oldugundan maksimum degerini

n+l

iist sinirda, yani » = ’de, alir. Boylece

2n+l —8 B 2n+2 _9

ENS,(H,)<2- +1 (55)
7 7
elde edilir.
n+l n+l
ii) Eger 2 - 8 <r< 22 5 D ise geriye kalan bilesenlerin sayis1
n+2
w(H,/S)< 2 2 +r
oldugundan
n+2 n+2
ENSS(HW)Smax{ p 2+r—r}=2 p 2 (56)

elde edilir.



40

Diger yandan, eger S kiimesi, S=E,UE, U...UE, , olacak sekilde

2.(2n+1 _1) 2n+l

n+l
7 7

secilirse |S | = oldugu kolayca

goriiliir. Bu durumda geriye kalan bilesenlerin sayisi

w(H,\S) =

2 n+l
w ’dir.

Ayrit-komsu-scattering sayisi tanimindan,

22 (2n+l _1) ~ 2 . (2n+1 _1) B 2n+2 _ 2

ENS (H,))> 57
s(H,) 7 5 . (57
elde edilir.
(56) ve (57) ifadelerinden,
n+2
ENS (H,) = 2 2 (58)
elde edilir.
oL 22 =) il . . . .
iii) Eger - +1<7r<2"" -2 ise geriye kalan bilesenlerin sayis1
n+2
ot 5y T2070
7
oldugundan
n+2 Lynt2
ENSg(H,) < max{# —r— r} = max{# - 27} “dir.
3.2"2 —6 . . 9
f(x)= - 2x  fonksiyonu azalan fonksiyon oldugundan
. . . 22" -1, ;
maksimum degerini alt sinirda, yani r = erl de, alir. Boylece

3:2"7 -6 2Q2"7+5) 2" -16

ENS,(H )<
S( n) 7 7 7

(39)

elde edilir.
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Sonug olarak; (55), (58) ve (59) ifadelerinden, n = 0 (mod3) ise

2n+2 _ 2
7

ENS(H,) =

elde edilir.
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3.SONUC

Bir grafin zedelenebilirligi, grafin hasarlara karst ne kadar direncli
oldugunun Ol¢iimiidiir. Bu Olglimii yapabilmek icin birgok parametre
tanimlanmistir. Tepeler iizerinde tanimlanan parametreler, bazi1 ag tiirlerinde
hasara kars1 olan direnci istenilen sekilde Glgmeyince ayritlar iizerinde de
parametreler tanimlanmistir. Bu ayrit-zedelenebilirlik parametrelerinden biri olan,
Wei, Li ve Zhang tarafindan tanimlanan ayrit-komsu-scattering sayisi, bir grafta
zedelenen ayritlarin sayist ve bu ayritilar c¢ikarildiktan sonra geriye kalan
bilesenlerin sayis1 arasindaki farkin alacagi maksimum deger olarak hesaplanir.
Bu tezde, binomial ve k-ary agac¢ yapilarinin ayrit-komsu-scattering sayisi
hesaplanmistir. Ayrica bilinen bazi graf islemleri, binomial graf ile temel baz1 graf

tiirlerine uygulanarak olusan grafin ayrit-komsu-scattering sayisi hesaplanmaistir.
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