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OZET

CIFTLI GRAFLARIN TAM BOYANMASI

YORGANCIOGLU, Zeynep

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Bolimii
Tez Yoneticisi: Prof. Dr. Pinar DUNDAR
Aralik 2010, 33 sayfa

Bu tezde oncelikle graflarda boyama oOlgiimleri iizerine giliniimiize kadar
yapilan ¢aligmalarda elde edilen bilgilere yer verilmistir. Ardindan ciftli graflarin

tam boyanmasi ¢alisilmistir.

Ik boliimde, graf boyama tarihinden, giinliik yasantidaki kullanim

alanlarindan bahsedilmistir.

Ikinci béliimde, bu tezi anlamada kolaylik saglayacak; temel graf

tanimlarina ve bazi teoremlere yer verilmistir.

Uciincii boliimde, graflarda boyama 6lciimleri olan tepe boyama, ayrit
boyama ve tam boyama 0zel graflarda incelenmis, tanimlar verilmis ve teoremler

ispatlanmustir.

Doérdiincii boliimde, ¢iftli graflarin tam boyanmasi iizerine teoremler

ispatlanmustir.

Anahtar sozciikler: Graf boyama, tam boyama, ¢iftli graf.
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ABSTRACT

TOTAL COLORING OF DOUBLE VERTEX GRAPHS

YORGANCIOGLU, Zeynep

MSc in Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Pinar DUNDAR
December 2010, 33 pages

In this thesis some knowledges of graph coloring that have been gathered

are stated. Next total coloring in double vertex graph is studied.

In the first chapter, the history of graph coloring and the usage of graph

coloring in real world is mentioned and also the subject of the thesis is introduced.

In the second chapter some basic definitions for graphs are given in order

to make reading of the thesis easy.

In the third chapter some definitions about graph colorings such as vertex

coloring, edge coloring and total coloring are given and theorems are proved.

In the fourth chapter the theorems about total coloring in graphs are

proved.

Keywords: Graph coloring, total coloring, double vertex graph.
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1.GIRiS

Graf boyama, 1852 yilinda ortaya atilan bir problem sonucu dogmustur.
Problem; siyasi haritalarda komsu iilkeler farkli sekilde boyanmak {izere haritanin

renklendirilmesi i¢in gerekli en az renk sayisini sorgulamaktadir.

Bir haritanin boyanmasi i¢in dort rengin yeterli olacagini ilk sezinleyen,
1852 de 6grenci olan ileride matematik¢i olacak Francis Guthrie dir. Kardesi
Frederick Guthrie’ye bundan bahsetmis, bunun matematiksel ispatinin nasil
olacagmi sormustur. Soruya cevap bulamayan Frederick de problemi hocasi
Augustus De Morgan’a gotiirmiistiir. Ancak De Morgan da sorunun cevabini
bilmemektedir. Problem 1976 yilinda Kenneth Appel ve Wolfgang Haken
tarafindan ¢oziime kavusturulmustur. Problemin daha basit bir ispat1 20 y1l sonra
Robin Thomas, Daniel Sanders, Paul Seymour ve Neil Robetson tarafindan
verilmistir. S6z konusu ispat bilgisayar destekli olup, matematiksel basit kanit i¢in

hala ugrasilmaktadir. (Berkman, 2010)

Graf boyama fikri bircok planlama probleminin = ¢dziimiinde
kullanilmaktadir. Ornegin sinav zaman ¢izelgelerinin c¢akismayacak sekilde
hazirlanmasinda, kimya labaratuarlarina kimyasallarin tepkime vermeyecek
sekilde yerlestirilmesinde kullanilir. Bu durumda planlama problemleri tepe

boyama problemine doniisiir.

Bu caligmada ilk olarak tezi anlamada kolaylik saglayacak bazi tanim ve
Ozellikler sunulmustur. Graflarda tepe boyama, ayrit boyama ve tam boyama
tanimlari, bazi teoremler verilmis, 6zel graflarda bu tanimlar incelenmistir. Son
olarak 0Ozel graflarin ¢iftli graflarinda tam boyama konusunda calisilmis,

teoremlerin ispati yapilarak genellemelere ulasilmistir.



2.0ON BILGILER

2.1 Temel Graf Tanimlar

Bu boliimde, bazi temel graf tanimlari ve teoremleri verilmistir.

Tamm 2.1.1 Graf (G); bagintinin sekilsel gosterimidir. Elimizdeki problemin

¢Oziimii icin bize gorsel olarak kolaylik saglayan bir yapidir.

V, bostan farkli, n elemanl bir tepeler kiimesi, V—V ye, bir R bagintis1 da
grafin ayrnitlar kiimesi olan E yi gdstermek iizere; G = (V, E) ye bir “graf (graph)”
denir. Bir G grafinin tepeleri, diizlemde noktalar ile gosterilir. Gergekte bu tepeler,
giinlik yasamdaki herhangi bir nesneye karsilik getirilebilir. Benzer sekilde bir

grafin ayrnitlari, diizlemde iki noktay1 birlestiren bir ¢izgi olup, giinliik yasamda iki

nesne arasindaki iliskiyi belirtir. Bir G grafinda v;, vie Vigin, (i= 1Ln, j=Ln)
her bir ayrit1 (v;, vj) ikilileri seklinde ifade edilir. V tepeler kiimesinin eleman

sayist | V|, E ayritlar kiimesinin eleman sayisi |E| ile gosterilir.

Tamm 2.1.2 Bir G grafi ayritinin baglangi¢ ve bitis tepesi ayni tepe ise bu ayrita
“bukle (loop)” denir.

Tamm 2.1.3 Bir G grafinda bir tepe ¢ifti iki veya daha fazla ayrit ile baglanmigsa
bu grafa “katli ayrith graf (multi edge graph)” denir.

Tammm 2.1.4 Simetrik olmayan bagintilarin graflarina “yonlendirilmis graf

(directed graph)” denir. Yonlendirilmis graflarin her ayrit1 yonliidiir.

Sekil 2.1 Yonlendirilmis Graf



Tamm 2.1.5 Simetrik bagintilarin graflarina “yonlendirilmemis graf (undirected

graph)” denir. Yonlendirilmemis graflar genelde “G” harfi ile gosterilir.

a
~N
C i’; b
d
Sekil 2.2 Yo6nlendirilmemis Graf

Tanim 2.1.6 Yonlendirilmemis, katli ayrith olmayan ve bukle igermeyen graflara

“basit graf (simple graph)” denir.

Tamm 2.1.7 Bir G grafinda (v;, vj) ayritinin tepelerine “bitisik tepeler (adjacent

vertex)” denir.

Tamm 2.1.8 Bir G grafinin herhangi bir v; tepesine bagli ayritlarin sayisina o
tepenin derecesi denir ve deg(V; ) ile gosterilir. Tepe derecelerinin en biiyiigiine o

grafin en biiyiik tepe derecesi, en kiiciigiine ise en kiiciik tepe derecesi denir ve
sirastyla A (G) ve 8(Q) ile gosterilir. Yonlendirilmis bir grafta ise v; de baslayan

ayritlarin sayis1 deg” (v;) seklinde, v; de biten ayritlarin sayis1 deg™ (v;) seklinde

gosterilir.

Tamm 2.1.9 Sifirinc1 dereceden tepeye “ayrik tepe (izolated vertex) ” denir.

Vs
N
V4 \. V>
° V3
G Grafi

G grafinin tepe dereceleri: deg(v,) =1, deg(v,) = 3, deg(v;) =0, deg(v,) = 2,

deg (vs) =2 ve v, tepesi ayrik tepedir.



Teorem 2.1.1 Bir G grafinda tepe derecelerinin toplami, ayrit sayisinin 2 katina

esittir. (West, 2001)

Teorem 2.1.2 Bir G grafinda tek dereceli tepelerin sayisi ¢iftir. (West, 2001)

Tamm 2.1.10 Bir G grafinin tepe ve ayrit kiimesi bos kiime ise bu grafa “bos—

graf (empty graph)” denir.

Tamm 2.1.11 Bir G grafinin tiim tepelerine ait dereceler r ye esit ise bu grafa

“r-dlizenli graf (r-regular graph)” denir.

Tanimm 2.1.12 Ayritlar kiimesi bos olan grafa “sifir graf (null graph)” denir. n

tepeli sifir graf N, ile gosterilir.

Tammm 2.1.13 Baslangic ve bitis tepeleri tek dereceli olup diger tepeleri iki
dereceli olan graflara “yol graf (path graph)” denir ve n tepeli yol graf P, ile

gosterilir.

Tanim 2.1.14 Her tepesi 2 dereceli olan grafa “gevre graf (cycle graph)” adi

verilir ve n tepeli ¢cevre graf C, ile gosterilir.

Tamm 2.1.15 Bir G grafinin her bir tepesi, grafin diger tepelerinin her birine bir
ayrit ile birlestirilmis ise bu grafa “tam graf (complete graph)” denir ve n tepeli bir

tam graf K, ile gosterilir.

Tamm 2.1.16 n tepeli bir ¢cevre grafin her bir tepesine bir tek tepeden ayritlar
cizilerek olusturulan grafa “tekerlek graf (wheel graph)” denir ve n+1 tepeli bir

tekerlek graf W, ile gosterilir. Tekerlek grafi K,+C,  seklinde de ifade etmek

mumkindiir.

Tanmm 2.1.17 Bir G grafi C, (ya da K,;) ise bu grafa “liggen graf (triangle
graph)” denir.



Tamm 2.1.18 Bir G grafinin tepeler kiimesi birlesimleri V yi veren, arakesitleri
bos olan (V, UV, =V ve V, N"V,= ) ve her ayritinin bir tepesi V, de diger tepesi
V, de olacak sekilde iki kiimeye ayrilabiliyorsa bu grafa “iki pargali graf
(bipartite graph)” denir. V, ve V, kiimelerinin eleman sayilar1 sirastyla m ve n

olmak {izere iki parcali bir graf Gn, ile gosterilir. Bu iki kiimeden herhangi
birinin her bir tepesi diger kiimenin her bir tepesine bir ayritla birlestirilmis ise bu
grafa “iki parcali tam graf (complete bipartite graph)” denir ve (m+n) tepeli boyle

bir graf K,,, ile gosterilir.

5 7 1 4 6 7
4 3/ [ 3 % 1
1
6 8 2 3 5 8
Gya Gy

Sekil 2.7 iki Parcali Tam Graf

Tamm 2.1.19 iki pargali bir tam grafta m=1 ise bu grafa “yildiz graf (star graph)”

denir ve n+1 tepeli bir yildiz graf S, , ile gosterilir.

Tanmim 2.1.20 Bir G grafi 10 tepeli ve 3-diizenli graf ise bu grafa “Petersen grafi”

denir.

Sekil 2.4 Petersen Grafi

Tamm 2.1.21 G grafinda |V|=n olmak iizere elemanlari;

1, i tepesi j tepesine bitisik ise

0, aksi halde



seklinde tanimli A., matrisine G nin “bitisiklik matrisi (adjacency matrix)”

nxn

denir.

Tamim 2.1.22 G grafinda |[V|=n ve |E|=m olmak iizere elemanlart;

1, 1 tepesi j ayritina bitisik ise,

0, aksi halde

seklinde tanimli B, matrisine “komsuluk matrisi (incidence matrix)” denir.

Tanim 2.1.23 G = (V,E) grafi verilsin. V, cV ve E, c E olacak sekilde

tanimlanan G, = (V,, E,) grafina G grafinin bir “alt grafi (sub graph)” denir.

Tanmm 2.1.24 G = (V,E) grafi verilsin. V, =V ve E, c E olacak sekilde
tanimlanan G, = (V,E,) grafina G grafinin bir “dallanmis alt grafi (spanning sub

graph)” denir.

Tamm 2.1.25 Bir G grafinda, u tepesinden baglayarak v tepesine erisen, ayrit ve

tepelerden istenildigi kadar gegilen iletisime bir “yiirliylis (walk)” denir.

Tanmm 2.1.26 Bir G grafinda, u tepesini v tepesine baglayan bir yliriiyiiste

kullanilan her ayrit sadece bir kez kullanilmigsa bu iletisime bir “zincir (chain)

denir.

Tammm 2.1.27 Bir G grafinda, u tepesini v tepesine baglayan bir zincirde

kullanilan her tepe sadece bir kez kullanilmigsa bu iletisime bir “yol (path)” denir.

Vi V3

G Grafi



Sekildeki G grafina ait v, tepesinden vstepesine bir yiirliyiis; v, Vi, V4, V3, Vi, Va,

Vla V37 Vs

Sekildeki G grafina ait v, tepesinden vstepesine bir zincir; v,, Vs, V4, Vs, Vi, Va, Vs

Sekildeki G grafina ait v, tepesinden vstepesine bir yol; v, Vs, vy, Vs

Tamm 2.1.28 Bir G grafinda u tepesini v tepesine baglayan bir iletisimde

kullanilan ayrit sayisina “iletisimin uzunlugu” denir.

Tammm 2.1.29 Bir G grafinin her tepe ¢ifti arasinda bir yol varsa bu grafa

“birlestirilmis graf (connected graph)” denir.

Sekil 2.5 Birlestirilmis Graf

Tanim 2.1.30 Bir G grafinin ¢evre icermeyen birlestirilmis bir alt grafina G nin

bir “agaci (tree)” denir.

e ntepeli bir agag (n-1) tane ayrit igerir.

e Her tepe ¢ifti arasinda sadece bir tane yol vardir.

Bu tez ¢alismasinda basit, birlestirilmis graflar kullanilmistir.



3. GRAFLARDA BOYAMA OLCUMLERI

Tez g¢alismasinin bu boliimiinde graf boyama tanimlari, algoritmalari,

teoremleri ve kromatik polinoma yer verilmistir.
3.1 Tepe Boyama

“Kimya boliimiindeki kimyasal maddelerin odalara yerlestirilmesi gerekiyor.
Ancak birbiriyle etkilesim halinde olan kimyasallar ayn1 odada olmamalidir. Bu
durumda kimyasallarin yerlesmesi i¢cin en az ka¢ oda gereklidir?” seklindeki
problemlere tepe boyama ile cevap bulunabilir. Bu problem G = (V,E) grafina
taginacak olursa, tepeler kiimesi kimyasal maddeleri, ayritlar kiimesi de birbiriyle
etkilesimde olan kimyasal maddeler arasindaki baglar1 gosterir. G grafinin tepe
boyanmasi i¢in gerekli en az renk sayisi, en az oda sayisina esittir. Bu say1 da G

grafinin kromatik sayisini verir.

Tamm 3.1.1 Bir G grafinin tepelerinin birbirine bitisik olan iki tepesinin farkl
renkte olacak sekilde boyanmasina “tepe boyama (vertex coloring)” denir. Tepe
boyama i¢in gerekli en az renk sayisina da grafin “kromatik sayisi (chromatic

number)” denir ve y (G) ile gosterilir.

Teorem 3.1.1 G basit bir graf olsun. O zaman
r(G)< AG)+1

dir. (Aldous, 2006)

Teorem 3.1.2 Brooks Teoremi

G birlestirilmis basit bir graf olsun. G grafi tepe sayis1 tek olan ¢evre graftan

ve tam graftan farkli olmak tizere
x(G) < AG)

dir. (Xu, 2003)



Teorem 3.1.3 G ve H bir graf olsun. Eger H grafi G grafinin bir alt grafi ise
2 (H)<x(©)

dir. (Chartrand, 1996)
3.2 Tepe Boyama Algoritmasi

Tepe boyama icin gelistirilmis etkili bir algoritma yoktur. Ancak gercek
degere yaklastiran sezgisel algoritmalar vardir. Bunlardan biri de Greedy
Algoritmasidir.
Greedy Algoritmasi:
AOQ: Bir G grafi ve renklerin bir listesini olusturarak basla,

Al: Tepeleri a, b, c, ... harfleri ile etiketle,

A2: Alfabetik sirada ilk 6nce gelen boyanmamis tepeyi belirle, bitigik tepelerle
ayn1 renk olmayacak sekilde listedeki ilk renkle bu tepeyi boya,

A3: Tiim tepeler boyanincaya kadar A2 yi tekrarla,
A4: Son.

3.3 Ozel Graflarda Kromatik Say1

Ozel graflarin kromatik sayilarin1 kullanarak, graflarin kromatik sayisi

bulunabilir. (Gross, 1999) kitabindan alinan teoremler asagidadir.
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Teorem 3.3.1 K, n tepeli bir tam graf olsun. O zaman

x(Ky)=n

dir.

Teorem 3.3.2 G = iki pargali bir graf olsun. O zaman

n

X (Gm,n): 2

dir.

Teorem 3.3.3 P, n tepeli bir yol graf olsun. O zaman

x(Fy)=2

dir.

Teorem 3.3.4 T bir agag graf olsun. O zaman

x(M)=2

dir.

Teorem 3.3.5 S, | bir yildiz graf olsun. O zaman

X(S1)=2

dir.
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Teorem 3.3.6 C n tepeli bir ¢evre graf olsun. O zaman

2, n=2k k=1,n

x(Cy)=

3, n=2k+1 k=1n

dir.

Teorem 3.3.7 W, | bir tekerlek graf olsun. O zaman

3, n=2k k=1n
Z(Wl,n)z

4, n=2k+1 k= 1,n

dir.

3.4 Kromatik Polinom

Tammm 3.4.1 Ayrit blizme; graftan ayrit silerken silinen ayrita ait tepeleri

birlestirme islemidir. Ayrit silme islemi ise silinecek ayritin graftan ¢ikarilmasidir.

Tamim 3.4.2 Bir G grafinin Pg (1) ile gosterilen kromatik polinomu, A€ N ig¢in,
bitisik tepeler farkli renk olmak tizere, A renk kullanarak G grafinin tepelerinin

kag farkli sekilde boyanacagini hesaplar.

Kromatik Polinom hesaplama metodlarindan biri Silme ve Bilizme
Algoritmasidir (Deletion and Contraction). Bu algoritma, graftan ayrit silerek ve
biizerek grafi; kromatik polinomunun hesaplanmasi daha kolay olan sifir grafa
indirgemektedir. Bu sifir graflarin kromatik polinomlar1 toplanarak grafin

kromatik polinomuna ulasilir. (Tang, 2005)



G bir graf olsun.

1. G ye pozitif deger ver.

2. Bir ayrit1 a ile isaretlenmis graf oldugunda,

1) Ayrit1 a ile isaretlenmis ve izole olmayan grafi seg.

i1) o ile isaretlenmis ayrit1 graftan ¢ikar; ayrit ¢ikarirken grafin isaretini koru, ayrit

biizerken grafin isaretinin tersini al.

3. Geriye kalan sifir graflarin kromatik polinomlarini uygun isaretleriyle topla.

@ ®) ©) ()
——o—9 ——0 r—e [ ) —
“ /a\ a /\ :
I S B O )

o —o — 0
o o 000(o 0| 0 o

AH A/ Yl

B 66 H O H B e

Sekil 3.1 Silme ve Biizme Algoritmasi1 Kullanarak
4 - tepeli bir Grafin Sifir Grafa Indirgenmesi
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Sekil 3.1 de alinan 4- tepeli grafa uygulanan Silme ve Biizme algoritmasinin
sonunda sadece sifir graflar kalmustir. n tepeli sifir graflarin kromatik polinomu A"
dir. Bu durumda algoritmanin sonunda elde edilen sifir graflarin kromatik
polinomlarmin toplamu,

P (V) =A% -+ 07 - 2+ %+ 2 Al 0+ a2+ a2

=A% 407+ 50220

grafin kromatik polinomunu verir.

Teorem 3.4.1 G grafi n tepeli, m ayrith ve Gy, Ga, ... , Gk gibi k birlesenden
olusan bir graf olsun. (Harary, 1994)

1. Pg(A), n derecelidir.
2. Pg())da A" nin katsayis1 1 dir.
3. Pg(A) da A" nin katsayisi (—-m) dir.
4. Pg (M) nin sabit terimi O dir.
Teorem 3.4.2 Eger A <y (G) ise Pg (A) = 0 olur. (Harary, 1994)

Teorem 3.4.3 Pg (A) > 0 i¢in en kiigliik A sayis1 G grafinin kromatik sayisidir.
(Harary, 1994)

Teorem 3.4.4 G grafi, K, tam grafi ise,
Pk =A(A-1)A-2)..(A-n+1)
dir. (Harary, 1994)
Teorem 3.4.5 n tepeli bir G grafinin agag¢ graf olmasi i¢in gerek ve yeterli kosul
Pc(A) =1 (A-]D)""

olmasidir. (Harary, 1994)
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3.5 Ayrit Boyama

“Ogretim dénemi sonunda dgrenciler egitmenleri tarafindan bir saat siiren
miilakatlara alinmaktadir. Bu miilakatlar en az kag¢ periyotta tamamlanabilir?”
seklindeki problemlere ayrit boyama ile cevap bulunabilir. Bu problem daha
basite indirgenecek olursa; a, b, c, d 6grenciler ve A, B, C egitmenler olsun. a
ogrencisinin egitmenleri A ve C, b Ogrencisinin egitmenleri A, B ve C, c
ogrencisinin egitmenleri A ve B, d 0grencisinin egitmenleri B ve C olsun. Bu

problem G = (V,E) grafina taginacak olursa;

A
b

C

d

iki parcali G grafi elde edilir. Iki parcali grafin ayrit boyanmas igin gerekli en az
renk sayis1 miilakatlarin en az kag periyotla gergeklesecegini verir. Bu G grafinin
ayritlar1 en az 3 renkle boyanir. Yani miilakatlar 3 periyotta gerceklesebilir.
Ornegin; {aA, bB, dC} miilakati saat 9:00 da, {aC, bA, cB} miilakat1 saat 10:00
da, {bC, cA, dB} miilakati saat 11:00 de gerceklesebilir.

Tamm 3.5.1 Bir G grafinin ayritlarinin birbirine bitisik olan iki ayrit farkli renkte
olacak sekilde boyanmasina “ayrit boyama (edge coloring)” denir. Ayrit boyama

icin gerekli en az renk sayisina da grafin “ayrit boyama sayisi1 (edge coloring

number)” denir ve y, (G) ile gosterilir.

Teorem 3.5.1 Vizing Teoremi

G basit bir graf olsun. O zaman

AG)<y, (G)<AG)+1

dir. (Aldous, 2006)
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Teorem 3.5.2 Shannon Teoremi

G basit bir graf olsun. O zaman

A(G) siftise; A(G) <y, (G) < 3A§G) ’
A(G) tekise; A(G)<y, (G) < %

dir. (Aldous, 2006)

Teorem 3.5.3 Konig Teoremi

G iki parcali bir graf olsun. O zaman

71 (G)=A(G)

dir. (Aldous, 2006)

Teorem 3.5.4 K;, n tepeli bir tam graf olsun. O zaman

Zl (Kn) =

n, n=2k+1 k= Ln

dir. (Matematik Diinyasi, 2003)
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3.6 Ayrit Boyama Algoritmasi

Greedy Algoritmasi:

AQ: Bir G grafi ve renklerin bir listesini olusturarak basla,
Al: Ayritlari a, b, c, ... harfleri ile etiketle,

A2: Alfabetik sirada ilk 6nce gelen boyanmamis ayriti belirle, komsu ayritlarla

ayn1 renk olmayacak sekilde listedeki ilk renkle bu ayrit1 boya,
A3: Tiim ayritlar boyanincaya kadar A2 yi tekrarla,

A4: Son.

3.7 Ozel Graflarda Ayrit Boyama Sayisi

Ozel graflarin ayrit boyama sayilar1 kullanilarak, graflarm ayrit boyama

sayis1 bulunabilir.

Teorem 3.7.1 P, n tepeli bir yol graf olsun. O zaman
2 (P)=A(R)=2 (n>2)
dir.
Ispat:Yol graflar iki pargali graflar oldugundan Teorem 3.5.3 den, ayrit boyama
sayis1, yol grafin en biiyiik tepe derecesi olan 2 ye esittir.
(Gross, 1999) kitabinda ayn1 sonug elde edilmistir.
Teorem 3.7.2 T bir agag graf olsun. O zaman

21 (M)=A()

dir.
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Ispat: Agac graflar iki parcali graflar oldugundan Teorem 3.5.3 den, ayrit boyama
sayist agag¢ grafin en biiyiik tepe derecesine esittir.

(Gross, 1999) kitabinda ayni sonug elde edilmistir.

Teorem 3.7.3 S, | bir yildiz graf olsun. O zaman

21 (S1n)=A(S,)=n
dir.
Ispat: Yildiz graflar iki pargali graflar oldugundan Teorem 3.5.3 den, ayrit
boyama sayisi yildiz grafin en biiyiik tepe derecesine esittir.

(Gross, 1999) kitabinda ayn1 sonug elde edilmistir.

Teorem 3.7.4 C_ n tepeli bir ¢evre graf olsun. O zaman

zl (Cn):

3, n=2k+1 k=1n
dir.

Ispat: C,, cevre grafi iki parcali graf oldugundan Teorem 3.5.3 den, ayrit
boyama sayis1 A(C, )= 2 ye esittir.C,, ., ¢evre grafinin aynitlar1 e,,e,,e;,...,€,
olsun. Alt indisi tek olan ayritlar bir renk, ¢ift olan ayritlar ise bir renk olacaktir.
Ancak e, ayrti ile e,,,, ayrti komsu oldugundan aynm renkler c¢akisir. C,,

cevre grafinin ayritlarini boyamak icin 3 renk gereklidir.

(Gross, 1999) kitabinda ayn1 sonuglar elde edilmistir.
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3.8 Tam Boyama

Tam boyama terimi ve tam boyama varsayimi ifadesi 1964 ve 1968 yillari
arasinda Behzad ve Vizing tarafindan ileri siiriilmiistiir. Bu varsayimin tim iki
parcali graflar gibi diger birka¢c Onemli graflar sinifinda da gecerli oldugu

bilinmektedir.

Tamm 3.8.1 Bir G grafinin; bitisik tepeleri ve komsu ayritlari farkli renkte olacak
ve her bir ayrit ile o ayritin bitis tepeleri ayn1 renk olmayacak sekilde, grafin tepe
ve ayritlarinin boyanmasina “tam boyama (total coloring)” denir. Tam boyama
icin gerekli en az renk sayisina grafin “tam boyama sayist (total coloring

number)” denir ve y; (G) ile gosterilir. (Saetung, 2010)

Teorem 3.8.1 G bir graf olsun. O zaman

21 (G) 2 7 (G)

dir.

Ispat : Tam boyama yapmak icin hem tepe boyama hem de ayrit boyama

yapildigindan bu esitsizlik vardir.

Teorem 3.8.2 G bir graf olsun. O zaman

21 (G) = 7, (G)

dir.

Ispat :Tam boyama yapmak icin hem tepe boyama hem de ayrit boyama

yapildigindan bu esitsizlik vardir.
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Teorem 3.8.3 G, bostan farkl bir graf olsun. O zaman

1 (G) = [x(G) + 1 (G)]

N | —

dir.

Ispat : 7, (G)> 7 (G) ve y;(G)=> y, (G) esitsizliklerini taraf tarafa toplamak

yeterlidir.
Teorem 3.8.4 G bir graf olsun. O zaman

71 (G) > AG)+1

dir. (Wikipedia, 2010)

Teorem 3.8.5 Behzad ve Vizing Tam Boyama Varsayim Teoremi

G bir graf olsun. O zaman

7:(G)<AG)+2

dir. (Saetung, 2010)

Teorem 3.8.6 G bir graf olsun. O zaman

AG)=3ise y;(G)< 6

dir. (Chen, 2008)

Teorem 3.8.7 T bir agac¢ graf olsun. O zaman

AM)+1< x7 (T)SA(T) +2

dir. (Wang, 2009)
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3.9 Ozel Graflarda Tam Boyama Sayisi

Teorem 3.9.1 P, n tepeli bir yol graf olsun. O zaman
2 (P)=A(R,) +1=3
diir.

Ispat: Yol grafin tepe ve ayritlarmi en az renkle boyamak icin en biiyiik dereceli

tepe ve bu tepeye bitisik ayrnitlar boyanmahdir. A(P,)=2 dir ve 2+1=3
oldugundan y; (P,)= 3 elde edilir.
Yol grafta tam boyama; tepe, ayrit, tepe siralamasiyla yapildiginda y; (P,)= 3

dir.

Teorem 3.9.2 C_, n tepeli bir ¢cevre graf olsun. O zaman

.
A(C,)+1=3, n=3k  k=1,n
7:(C)=< AC,)+2= 4, n=3k+1 k=1,n
AC,)+2=4, n=3k+2 k= 1,n

\

dir.

Ispat: n= 3k i¢in; Cevre grafin tepe ve ayritlarini en az renkle boyamak igin en

biiyiik dereceli tepe ve bu tepeye bitisik ayritlar boyanmalidir. A(C,) =2 dir.

2+1= 3 oldugundan y; (C,)=3 olur.

Cevre grafta (n= 3k i¢in) tam boyama; tepe, ayrit, tepe siralamasiyla yapildiginda

x:(C,)=3dir.

n= 3k+1 icin; Cevre grafta tam boyama yapilirken 3 renkle tepeler ve ayritlar

boyanir ancak tam boyama kuralindan dolay1 komsu ayritlar ve bitisik tepeler
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farkli renk olacagindan bir renge daha gerek vardir. Bu sebeple boyama ig¢in

gerekli en az renk sayis1 4 diir.

n=3k+2 i¢in; Cevre grafta tam boyama yapilirken tepe, ayrit, tepe siralamasiyla
3 renkle boyama yapilir. Ancak bu 3 renkle grafin baslangic tepesiyle bitis ayritt
ayni renk olacagindan farkli bir renge daha gereksinim vardir. Bu sebeple boyama

icin gerekli en az renk sayis1 4 diir.

Teorem 3.9.3 K, , n tepeli bir tam graf olsun. O zaman

AK)+2, n

2k k

Il
N
=)

ZT(Kn):

AK)+1, n=2k+tl k=1n

dir. (Saetung, 2010)

Teorem 3.9.4 G, iki parcali bir graf olsun. O zaman

X7 (G)=A(G) +2

dir.

Ispat: iki parcali G grafinin kromatik sayis1 2 dir. Tepelerin boyanmasi icin
gerekli 2 renkle ayritlar boyanamaz. Cilinkii boyama kuralina gore tepelere bitisik
ayritlar farkli renkte boyanmalidir. Iki par¢ali G grafinin ayrit boyama sayisi

A(G) dir. iki parcali graflarda tam boyama yapmak i¢in hem tepe boyama hem de

ayrit boyama yapildigindan, iki pargali grafin tam boyanma sayis1 A(G)+2 dir.

Teorem 3.9.5 S, , bir yildiz graf olsun. n# 1 i¢in

Ln>

VA (Sl,n)zA(Sl,n)"‘ 1= (nt1)

dir.
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Ispat: Yildiz grafin tepe ve ayritlari en az renkle boyamak icin en biiyiik

dereceli tepe ve bu tepeye bitisik ayritlar boyanmalidir. A(S, ;) =n oldugundan

X1 (S,,)=n+l, (n=1 igin) dir.

3.10 Tam Boyama Algoritmasi

AQ: Bir G grafi ve renklerin bir listesini olusturarak basla,

Al: En biiylik dereceli tepeyi belirle,

A2: Bu tepeyi ve bu tepeye bitigik ayritlar1 farkli renklerle boya,

A3: Grafin geri kalan tepe ve ayritlarini; herbir ayrit ile o ayritin bitisik tepeleri
ayr1 renk olacak sekilde kullanilan renklerle boya. Gerekirse listeden farkli renk

seg.

A4: Tiim tepeler ve ayritlar boyanincaya kadar A3 ii tekrarla.

AS: Son.

Boyama 6l¢iimleri asagida verilen G grafi lizerinde uygulanmistir:

G Grafi

G grafinin kromatik sayisinin, ayrit boyama sayisinin ve tam boyama
sayisinin bulunmasi i¢in 6zel graflardan yararlanilir. 4 tepeli tam graf bu G
grafinin bir alt grafidir. K, tam grafinin kromatik sayis1 Teorem 3.3.1° den “n”,
ayrit boyama sayis1t Teorem 3.5.4° den n=2k i¢in “n-1”, tam boyama sayis1 ise

Teorem 3.9.3° den n=2k icin “A(K,)+2” dir. Bu genellemelerden

yararlanilarak, y (G)=4, y,(G)=4, y;(G)= 5 elde edilir. G grafinin kromatik
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sayisi ve tam boyama sayisi, K, tam grafinin kromatik sayis1 ve tam boyama
sayisi ile aynidir. Ancak tam grafin ayritlarin1 boyamak igin gerekli renk sayis1 G
grafinin ayritlarin1 boyamak i¢in yeterli degildir ¢iinkii ayrit boyamada en biiyiik

tepe derecesine sahip tepeden baslanilir; A(G) =4 oldugundan G grafinin ayrnit

boyama sayisi 4 diir.

— ——e ——o—0 —r—¢+—¢+—&
Gl G2 G3 G4
o \ o
[ : —
Gs Ge

Sekil 3.2a G Grafinin Agag¢ Graflar1 Gy, G, Gs, Gy, Gs, Gg

Agac graflarin kromatik sayis1 Teorem 3.3.4 den, y (T)= 2, ayrit boyama
sayist Teorem 3.7.2 den, y, (T)=A(T)dir. Tam boyama sayisi ise Teorem 3.8.7
den A(T)+1< y; (T)<A(T)+2 araligindadir. G grafinin ve G grafinin agaglarinin

boyama Ol¢limleri agagidaki tabloda gosterilmistir.

Kromatik sayisi | Ayrit Boyama sayisi | Tam Boyama sayisi
G grafi 4 4 5
G, grafl 2 1 3
G, grafl 2 2 3
G; grafi 2 3 3
G4 grafl 2 2 3
Gs grafi 2 3 5
G; grafi 2 3 5

Sekil 3.2b G Grafinin Agaglarinin Boyama Olgiimlerinin Say1lari

G grafinin agaglarinin kromatik sayisi, ayrit boyama sayisi ve tam boyama
sayis1 incelendiginde; G grafinin agaglarinin kromatik sayisi en fazla G grafinin
kromatik sayis1 kadar, ayrit boyama sayisi en fazla G grafinin ayrit boyama sayisi
kadar ve tam boyama sayisi ise en fazla G grafinin tam boyama sayis1 kadar

oldugu goriiliir.
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4. CIFTLI GRAFLAR VE OZEL GRAFLARIN CiFTLi
GRAFLARININ TAM BOYANMA SAYISI

Tez calismasinin bu bolimiinde ¢iftli graf tanimina ve 6zel graflarin ¢iftli

graflarinin tam boyama sayisi ile ilgili teorem ve ispatlarina yer verilmistir.

Tamm 4.1. G = (V,E) grafi tepe sayis1 2 ya da 2 den biiyiik bir graf olsun. G
grafinin ¢iftli grafi olan Uy(G) grafinin tepe kiimesi V nin tim 2 li alt
kiimelerinden olusur Oyle ki iki farkli tepesi {x,y} ve {u,v} ancak ve ancak
{x,y} M {u,v}| =1 ise komsudur ve x =uoldugunday ve v G de komsudur ya da

y = v oldugunda x ve u G de komsudur. (Alavi, 2002)

a {a,C}
q b {ab" {a, c,d}
C
Sekil 4.1
4 — Tepeli Cevre Graf 4 — Tepeli Cevre Grafin Ciftli Grafi

Teorem 4.1 Bir G grafi icin |V |= p olsun. O zaman G grafinin ¢iftli grafinin

tepelerinin eleman sayisi p(pT_l) dir. (Alavi, 2002)

Teorem 4.2 U, (G) nin bir ¢evre graf olmasi i¢in gerek ve yeterli kosul G = K3
veya G =K;3olmasidir. (Alavi, 2002)

Teorem 4.3 G birlestirilmis graf ise U, (G) nin bir agag¢ graf olmasi igin gerek ve

yeterli kosul G =K, veya G = P; olmasidir. (Alavi, 2002)

Teorem 4.4 G birlestirilmis bir graf olsun. G grafi tam graf veya K 3 ise U, (G)
bir diizenli graftir. (Alavi, 2002)
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Teorem 4.5 G birlestirilmis bir graf olsun. G grafi iki pargali graf ise U, (G) grafi
iki parcal graftir. (Alavi, 2002)

Teorem 4.6 G grafinin ¢iftli grafinin tam boyanma sayis1
At [U 2(G)] 2 A[Uz(G)]+1
dir.

Ispat : Tam boyama sayisi; bitisik tepeler ve komsu ayritlar farkli renkte olacak
sekilde boyandiginda elde edilen en az boyama sayisidir. Ayrit boyamak i¢in en
bliylik tepe derecesi kadar renge ihtiya¢ vardir. Tam boyama yapabilmek igin
tepeler de boyanacagindan, U,(G) grafinin tam boyama sayisi en biiylik tepe

derecesinin bir fazlasindan biiyiik esittir.

Teorem 4.7 G grafinin ¢iftli grafinin tam boyama sayis1 ile G grafinin bir H alt

grafinin ¢iftli grafinin tam boyanma sayisi arasinda

#:U>©)]2 77U, (H)]
iligkisi vardir.

Ispat : H grafinin tepe ve ayrit sayist G grafinin tepe ve ayrit sayisindan daha

azdir. H grafinin ¢iftli grafinin en biiyiik tepe derecesi de G grafinin ¢iftli grafinin
en biiylik tepe derecesinden kiiciik esittir. U,(H)grafinda ayrit veya tepe
boyamak i¢in gerekli renk sayisi, U, (G) grafinda ayrit veya tepe boyamak igin
gerekli olan renk sayisindan kiigiik esittir. Tam boyama yapmak i¢in hem tepe
boyama hemde ayrit boyama yapildigindan, U,(H) grafinin tam boyama sayisi,

U, (G) grafinin tam boyama sayisindan kiigiik esittir.
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Teorem 4.8 P, , n tepeli yol grafin ¢iftli grafinin tam boyanma sayis1

xr U, (R)) =5, (n=5)
dir.

Ispat : Yol grafin ciftli grafinin tepe ve ayritlarini en az renkle boyamak icin
oncelikle en biiylik dereceli tepe ve bu tepeye bitisik ayritlar boyanmalidir. n> 5
icin A(U,(P,))=4dir. (4+1=5) den yx;(U,(P,)) =5 dir. U,(P,)ve U,(P,)
graflarinin en biiyiik tepe derecesi ise (n-1) dir. En az (n-1) tane renk, ayrit
boyamak i¢in ve bir renk te bu ayritlarin bitisik oldugu tepe i¢in gereklidir.

(n-1+1 =n) den y;(U,(R)) =3, U, (P,)) =4 dir.

Teorem 4.9 C_ n tepeli ¢evre grafinin ¢iftli grafinin tam boyanma sayisi

X1 U, (C ) =5, (n>4)
dir.

Ispat: Cevre grafin ¢iftli grafinin tepe ve ayritlarim en az renkle boyamak igin
oncelikle en biiylik dereceli tepe ve bu tepeye bitigik ayritlar boyanmalidir. n>3

icin U, (C,) grafinin en biiyiik tepe derecesi 4 diir. En az A(U,(C,)) tane renk

ayrit boyamak i¢in ve bir renkte bu ayritlarin bitigik oldugu tepe i¢in gereklidir.

(4 +1=5)" den y; [U2 (C, )] =5 dir. U,(C;) grafinin en biiyiik tepe derecesi 2,

(2+1=3)den y;[U,(C;)]=3 diir.
Teorem 4.10 S, | yildiz grafinin ¢iftli grafinin tam boyanma sayisi,

2rlU2(Si)]= n, (0>2)

dir.
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Ispat : Yildiz grafin ¢iftli grafinin tepe ve ayritlarmi en az renkle boyamak igin
oncelikle en biiyiikk dereceli tepe ve bu tepeye bitisik ayritlar boyanmalidir.

U,(S,,) grafinin n>2 igin en bliylik tepe derecesi (n-1) dir. En az (n-1) tane renk

ayrit boyamak i¢in ve bir renk bu ayritlarin bitisik oldugu tepe icin gereklidir.
(n-1+1=n)’ den y; [U (S, )] =ndir. n< 2 i¢in; U, (S, ,)=U,(P;) =P5 oldugundan

20 U,(S,,)|=3 diir. U,(S,,)= N oldugundan y,|U,(S,,)|=1 dir.

Teorem 4.11 n tepeli K, tam grafinin ¢iftli grafinin tam boyanma sayist;

2n-3, n=2k k=1,n
2 U, (K) =

3n-6, n=2k+1 k= 1n
dir.
Ispat : n cift icin;

K, tam grafinin tepe boyama sayis1 n dir. K, tam grafinin ¢iftli grafi K,,.; ler
igerir. Uy(K,) grafinin tepe boyama sayisi n-1 dir.

Tam grafin ¢iftli grafi diizenli bir graftir ve (2n-4) derecelidir. Boylece
Uy(K,) grafinin ayrit boyama sayist (2n-4)/2 dir. Tam boyama yapmak i¢in hem
tepe boyama hemde ayrit boyama yapildigindan

7:U,(K)]=n-1+(@2n-4)/2=2n-3
bulunur.
n tek i¢in;

Tam grafin ¢iftli grafi diizenli bir graftir ve (2n-4) derecelidir. Tepelerden
(2n-4) tanesi farkli renkte boyanmalidir. Uy(K,) grafinin ayrit boyama sayisi
(2n-4)/2 dir.
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Tam boyama yapmak icin hem tepe boyama hemde ayrit boyama

yapildigindan
7:[U,(K)]=2n-4+(@2n-4)/2=3n-6
elde edilir.

Teorem 4.12 iki pargali tam grafin ¢iftli grafinin tam boyanma sayzst,

2 U, (K]= ALK, )]+ 2
dir.

Ispat : Iki parcali graflarin tepe boyama sayis1 2 dir. Birlestirilmis iki parcali
grafin ciftli grafi da birlestirilmis iki pargali graftir. K, iki pargali tam grafinin
ciftli grafinda, cakisik iki tane K., grafi vardir. Iki parcali tam grafin ¢iftli

grafinin tepe boyama sayisi da 2 dir.

Tepelerin boyanmasi ic¢in gerekli 2 renkle ayritlar boyanamaz. Ciinki
boyama kuralina gore tepelere bitisik ayritlar farkli renkte boyanmalidir. Us(Kp, )
grafinin en biiylik tepe derecesi max{m,n} dir. Bu durumda ayrit boyama i¢in
gerekli en az renk sayist Ux(Ky ) grafinin en biiyiik tepe derecesi olan max{m,n}
kadardir. Tam boyama yapmak i¢in hem tepe boyama hemde ayrit boyama

yapildigindan
2. (Ko )= AU, (K, )+2
bulunur.

Teorem 4.13 . (P;) = 7, [U,(P;)] =3 diir.

Ispat : P, yol grafinin ciftli grafi da P, yol grafi oldugundan tam boyama sayilar

esittir.
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Teorem 4.14 . (K;) = 77 [U,(K,)]=3, 27 (Cs)=17 [U,(K,;)] =3 dir.

Ispat : K; tam grafinin ciftli grafi Cs; gevre grafidir. n=3k igin y,(C,)=3
oldugundan y; [U,(K;)]=x; (K;) = x;(C;) =3 diir. K, 3 iki par¢ali tam grafinin
ciftli grafi Ce gevre grafidir. y;(C,) =3 oldugundan y; [U,(K,;)]=x;(Cs)=3

olur.



30

5. SONUC

Bu tezde, ge¢miste tanimlanan tepe boyama ve ayrit boyama 6l¢iimlerine ek
olarak son yillarda tanimlanan tam boyama ve tam boyama sayis1 lizerine bilgi
birikimi saglanmis ardindan o6zel graflarin ¢iftli graflarinin tam boyanmasi

calisiimustir.

Bir grafin boyama 6lgiimlerini hesaplamak kolay degildir. Graflarin boyama
Olgtimleri 6zel graflarin boyama Ol¢limlerinden yararlanilarak hesaplanabilir.
Burada da bu diisiinceyle, 6zel graflardaki tam boyama 6zellikleri incelenmis, bu
ozelliklerden yararlanarak, 6zel graflarin ¢iftli graflarindaki tam boyama sayilari

incelenmis ve bulunan sonuclar teoremlerle ifade edilmistir.
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