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OZET
Doktora Tezi
BAZI CIFT INDiSLI DiZi UZAYLARI

Aysegiil TURKMENOGLU

Firat Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Daly

1993 , Sayfa : 47

Dort Boliimden olusan bu ¢alismada / i,(p) , ¢4 p), cg(p) TR ci,(p) ve

0(2),00 (p) ¢ift indisli dizi uzaylan tanimlanarak bu uzaylann bazi 6zellikleri incelenmistir.

Birinci boliimde konu ile ilgili bilinen temel tanim ve teoremler ; ikinci boliimde

tanimlanan bu dizi uzaylarinin , 6nceden bilinen / i, , 2, c(z) , ci, , €0 Hzaylanile

aralarindaki bagmtilar incelenmigtir. Ayrica bu uzaylarin hangi sartlar altinda lineer ve
paranormlu birer uzay olduklan incelendikten sonra , bu uzaylar iizerinde bir paranorm
tanimlanip, tam olduklari ispatlanmugtir. Son olarak iigiincii béliimde de bu uzaylarin
a-, B~ vey- dualleri verilmigtir.

ANAHTAR KELIMELER: Cift indisli dizi uzay1 , Paranormlu uzay , Lineer metrik uzay,
Tam uzay , a- duali , f~duali ve y- duali.
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SUMMARY
Ph.D Thesis
SOME DOUBLE SEQUENCE SPACES

Aysegiil TURKMENOGLU

Firat University
Graduate School of Naturel and Applied Sciences
Department of Mathematics
1993 , Page : 47

In this study , we define double sequence spaces/ i(p) , 02(p) , cg(p) , 1 2(p)

ci,( p) and c(z),oo (p) and also examine some properties of these sequence spaces .

In the first chapter we give the fundamental definitions and theorems related to
the subject . In the second chapter , we give the relations between the sequence spaces,

which are defined in this chapter and the double sequence spaces / i, , ¢, c(z) y ci, and

2
Co, . Furthermore we show that these double sequence spaces are complete paranormed

spaces, under some certain conditions.
In the last chapter we give the a—, B— and y- duals of these double sequence

spaces.

KEY WORDS: Double sequence spaces , Paranormed space , Linear metric space ,
Complete space , a— dual, f— dual and y- dual.
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yiiriitiilmesinde yakin ilgi ve yardimlarim esirgemeyen sayin hocam Dog.Dr.Rifat
COLAK 'a minnet ve giikranlarim sunarim.
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SIMGELER

Dogal sayilar ciimlesi

Kompleks sayilar ciimlesi

C iizerinde tamml biitiin ¢ift indisli diziler uzay1

Kompleks terimli ¢ift indisli diziler uzay:

Pringsheim anlaminda yakinsak olan biitiin kompleks terimli
diziler uzay1

Pringsheim anlaminda sifira yakinsayan biitiin kompleks tenmli
diziler uzay1

N1 2 olan diziler uzayi
c(z) N1 2 olan diziler uzay:

supm,nZl Pmn

X dizi uzaymin o duali

X dizi uzaymm f- duali

X dizi uzaymn y- duali



I. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Bu kisimda daha sonraki bolumlerde kullanilacak olan bilinen tanimlar,
teoremler , esitsizlikler ve temel kavramlar verilmistir.

TANIM I1.1. ( Maddox , 1970 ) : X bos olmayan bir cimle ve K reel veya
kompleks sayilarin bir cismi olsun.

+: XxX—-X
. XxX-—=X
fonksiyonlar1 agagidaki ozellikleri saghyorsa X cumlesine K cismi uzerinde bir
vektor ( lineer ) wzay denir.Her A, pEK vex,y,z € Xigin
LI:Xx+y=y+X
L2:(x+y)+z=x+(y+2)
L3 : x + 0= 0 + x olacak sekilde bir 0 € X vardir.
L4:Herx€ Xiginx + (-x ) =0 olacak sekilde bir (-x ) € X vardir.
I5:1x=x
L6: A(x+y )=Ax+ Ay
L7:(A+ p)x=AX+ px
L8:A(px)= (Ap)x

TANIM 1.2, (Maddox , 1970 ) : X bos olmayan bir cimle ve d:X x X — R bir
fonksiyon olsun. Herx , y, z € Xigin

M1:d(x,y)=0 < x=y
M2 : d(x,y) = d(y,x)
M3 : d(x,y) < d(x,z) + d(z,y)

ozelliklerini saglayan d fonksiyonuna X uzerinde bir metrik ve (X,d) ' ye de bir
metrik uzay denir.

TANIM 1.3. ( Maddox , 1970 ) : X = ¢ bir lineer uzay ve d 'de X iizerinde
tanimii bir metrik olsun.Eger X izerinde tanimlanan toplama ve skaler ile carpim
islemleri sirekli ise X 'e lineer metrik uzay denir.

TANIM 1.4 ( Maddox , 1970 ) : X bir lineer uzay ve g : X — R bir fonksiyon
olsun.
P1:g(0)=0

P2:g(x)= g(-x)

P3:g(x+y) < g(x) + g(y)
P4:7»—>)»0 ve X X, => kx-—»?»oxo

ozelliklerini saglayan g fonksiyonuna X uzerinde bic paranorm ve (X,g) 've de bir
paranormlu uzay denir.

TANIM L.5. ( Burkill ve Burkill , 1980 ) : N dogal sayilar cimlesi ve X bos
olmayan herhangi bir cimle olmak uzere



f:NxN - X
(m,n) — Xon

seklinde tammlanan f fonksiyonuna ¢ift indisli dizi denir. Cift indisli bir x = (x
dizisinin x n elemanlarint

mn)

m
Xll X2 e Xin- - -
X2 X5y I Xap- .-
Xmi Xm --- Xmn---

seklinde bir tablo olarak diginebiliriz.
Biz bu ¢alismamizda kompleks terimli biitiin ¢ift indisli dizilerin cimlesini w?
ile gosterecegiz. Buna gore , C kompleks sayilar cimlesini géstermek tzere
w? o= { x=(x mn! - Vm,n ENiginx,  €C}
olup bu cimle Va € C ve Vx,y € w? igin ax =(0x_ ) ve x+y=(x
islemleri altinda bir lineer uzaydir.

mn + ymn)

TANIM I. 6. ( Apostol , T. , 1978 ) : Kompleks terimli bir dizi x = (x
olsun. Eger verilen V & > 0 icin m,n > N oldugunda
% -8l < €
olacak sekilde bir N dogal sayis: varsax = (x ) dizisi a & C sayisina yakinsakur
denir ve bunu gostermek igin

oo {Ci —
m,n-> gin an a

mn)

veya

lim Xmp=a2a
m N—» 0o mn

yazilir. Buradaki a degerine x dizisinin ¢ift limiti ( veya Pringsheim limiti ) denir.
Bu calismada Pringsheim anlaminda yakinsak olan bitin dizilerin ciimlesini ¢
ile gosterecegiz. Buna gore
02={x =(Xmn) ew?: ml;!m o Xmn=2 olacak sekilde bir tek a €C vardi r.}

dir.

UYARII.1 (Apostol , T, 1978): n’1,'_,00(nl;upwxn,m) ve nli—r’rgo(n%il,nw Xmn)

limitlerine siral1 (iterated, repeated) limitler denir.
E . _ herbir m icin S,
ger m.lrlwrﬁ LXmn=ave erbir m igin nh_@wxmn mevcut (herbir n igin n'!l—[-;noo Xmn
meveut )ise fim ( lim Xpp)=a ( lim ( lim Xpp) = a) dir.Fakat bu Snermenin tersi
m—0 >0 n—o% m—»0o0
dogru degildir. Gergekten x = mn/ (m2+n2) (m=1,2,... ve n=1,2,... ) genel
terimli x = (x,, ) dizisi her birn € Nigin lim __  mn/(m?+n%)=0 oldugundan
lim (lim  x )=0dirFakatm=niginx =1/2vem=2nicinx  =2/5
oldugundan cift limit mevcut degildir.

TANIM 1.7. ( Moricz , F. ve Rhoades , B.E. ,1988) : x = (xmn) kompleks



terimli bir dizi olmak Gzere

sup | Xyl < oo
m,nz1

oluyorsa x 'e sintrls dizi denir.
Bu ¢ahiymada sinirls cift indisli dizilerin cimlesini IM2 ile gosterecegiz. Buna
gore
12 = {(xmn) ew?: sup | xpnl< oo}
m,n=z1
dur.
TANIM L.8. ( Burkill ve Burkill , 1980 ): x = (x,, ) kompleks terimli bir dizi
olsun. Eger verilen her € > 0 icin m,n,p,q > N oldugunda
| Xin = %pq l<e

olacak sekilde bir N dogal sayisi varsa x 'e bir Cauchy dizisi denir.

TEOREM 1.1 ( Burkill ve Burkill , 1980 ) : Kompleks terimli bir x = (x
dizisinin yakinsak olmast i¢in gerek ve yeter sart bir Cauchy dizisi olmasidir.

TANIM L.9. ( Maddox,I,J. 1970 ) : (X, d) bir metrik uzay olsun.X 'deki her
Cauchy dizisi bu uzayin bir noktasina yakinstyorsa X uzay: tamdir denir.

mn)

0
TANIM L1O. ( Apostol,Tom M.1978): Y Xmn kompleks terimli bir seri ve
m, fi=

m n
SmnniEI zlx]] ( m,n=l,2,‘.. )
= ]—
olsun.(Sy,y,) dizisine verilen serinin kismi toplamlar dizisi denir.Eger l;]m wsmn =5
m,n—
oG

oo
oluyorsa Y Xmp serisis'ye yakinsiyor denir ve Y Xpypn =s olarak yazilir.
m.n=1 mn=1

0 X o0

o]
UYARII. 2: (Apostol ,Tom M.,1978) : El Elxmn ve 21 Y Xmp serilerine
M=1 n= fi=1 =1
stral seriler denir. Siralt seriler aym toplama sahip olmak zorunda degildirier. Gergekten
1 , m=n+l , n=1,2,.. ise

Xmn=4-1 , m=n-1 |, n=1,2,..ise
0 , diger hallerde

.. ® o0 o0 00
icin Y Y xmpmpn=-1 fakat Y Kmn=1"dir.
m=1 fi=1 fi=1 M=t

Bu tezde inceleyecegimiz konularin timiinde aksini belirtmedikce yalmzca kompleks
o]

terimli ¢ift dizileri ve serileri ele alaca §1z.Ayrica Y X, yerine kisaca Y Xy, ifadesini
1

kullanacagiz.



o0 o
TEOREM 1.2_(Protter M.H. ve Morrey,, C.B. , 1964): 3 xmmve 2 ¥mn
m,n=1 m,n=1

0
yakinsak iki seri ve a,b herhangi iki sabit olsun.Bu takdirde 2(laxm n+ bymn ) seriside
mn=

yakinsaktir , ve
fo o] o0 o 4]
Z (app+bymn) =a 2 Xpp+b 2 ymm
m,n=1 m,n=1 m,n=1
dir.

e o}
TANIM 1. 11.(Protter, M.H ve Morrey,C.B. , 1964) : Eger 2 |xmnl

m,h=1

oo
serisi yakinsakise X X Serisine mutlak yakinsak seri denir.
m,n=1

TEOREM 1.3.( Protter, M.H.ve Morrey, C.B. 1964): Mutlak yakinsak bir ¢ift
indisli seri aym zamanda yakinsaktir.

TEOREM 1.4 . ( Apostol, T.M. 1978) : Pozitif terimli bir serinin yakinsak
olmasi igin gerek ve yeter sart bu serinin kismi toplamlar dizisinin ssmrh olmasidir.

UYARI I.3. (Robinson, G.M. 1926 ): Yakinsak bir ¢ift indisli serinin kismi
toplamlan simirh olmak zorunda degildir. Gergekten genel terimi

I m=1 .ise
Uppn=1~-1 m=2 ise

0 m=3 ise
[0 o]

olarak tanimlanan Y up,,serisi yakinsak fakat kismi toplamlar dizisi sinirli de ildir.
n

l, N=

TEOREM L.5.(Protter, M.H.ve Morrey,C.B., 1964 )Vm,nENigin0<a, <A

mn

oo [ o}
2 Ay serisi yakinsak ise bu taktirde 2 ap, seriside yakinsaktirve
m,n=1 m,n=1
o0 o
Z 8m=s Z Am
m,n=1 m,n=1
dir.

o o] o0
TEOREM L6 . (Protter , M.H. ve Morrey , C.B. 1964 ): Yap, ve Y b, mutlak
M=t fi=t

o0

yakinsak iki seri olsun.Bu takdirde }ﬁ‘ ?mbn seriside mutlak yak insaktir ve
m,n=

m,n=1 m=1 n=1

dir.



TANIM I.12.( Maddox, 1.J.,1970 ) : a,b > 0 ve 0 < p < 1 olsun. Bu takdirde
(a+b P < &P + bP .o (L)
dir.

1
TANIM 1.13. (Maddox,1.J.,1970): p>1,—+ -!- =1vea=0,b=0 herhangi iki
P q
sayt olsun. Bu takdirde

p bq
a.b s —4— ...(1.2)
P q
esitsizligi saglamr.

TANIM I.14.(Kreyszig, E.,1978) : x=(x )EI P, y=(y YEIl Pvep2> 1

olsun. Bu taktirde
}}6 ])6

[e'4] yp [e 4] o0
[ I X+ ymlp] = {Elxm'p + [E'ym'p
m=1 m=1 m=1

esitsizligi saglamr.
Bu esitsizligi ¢ift indisli dizilere uygulayabiliriz. Bu takdirde p > 1 ve
[e.]

o0
Y tym!P<o . 3 I xmn P < olmak iizere
m, n=1 m, n=1

os P a0 p o0 p
)X lxmn"‘ymn'p] s [ > lymn'p] + [ Y Ixmnlp} .« (1.3)
m n=1 mn=1 mn=1

esitsizligi saglamr.



II.BAZI CIFT INDISLI DIZi UZAYLARI VE BU
UZAYLARIN OZELLIKLERI

Bu boliimde 2 (p),c2(p),c3(p) ve | %(p) ift indisli dizi uzaylari ve bu
uzaylar arasindaki baginular elde edilmistir. Daha sonra bu uzaylarin hangi sartlar altinda

lineer uzay olduklar1 ve  2(p),c(p), c3(p), <3 (p), 2 (p) uzaylar1 ile bilinen [ 2
c2,c},c2, c(z),  Uzaylari arasi ndaki ba gintilar verilmigtir . Ayrica p = (pp,p) dizisine
bazi sartiar konularak, bu uzaylar tzerinde bir paranorm tammlanmig ve bu uzaylarin
paranormlu birer tam uzay olduklan ispattanmistir.

TANIM I1.1.Her m,n €N i¢inp,, > 0 olmak uzere, p =(p,,, ) reel terimli
herhangi bir dizi olsun.

p
[;(P)={X=(an)ewzz sup lxmnl M <o}
mnat

p .
Hp)={x=(xmn)E w2 |an —Ll M = 0 olacak sekilde bir LEC vardlr.}

lim
mh~» oo
2 S 2. o Pmn _
3(p) ={x=(xmn)Ew 'mnh’.n,ml"mnl -0}
20 P
[ %p)={x=(xpp)EW :m§ llxmn‘ Me oo }
dizi uzaylarim tanimlayal im.c3(p) C c2( p) oldugu agikard 1r. Simdi x = (X, dizisini

1/
{(l+n) PN m=1ven=1,2,..ign
Xrn.n=

0 , diger haller igin

l"mﬂ |Dmn = Smn = Sm-1n ~Smn-1+ Sm-tn-1

olarak yazilabildi § inden x €/ ;(p) N c3(p) oldugu agi kti r. Bundan sonraki béliimlerde
12N cAp) =& ve [ 2N cAp) =B olp)

ile gosterecegiz.Yani ! %(p) C ¢, o (p) dir.

Eger p ER bir sabit olmak uzere her m,nENigin p_ =p alirsak
[ 2y =12vel p)=1 ; uzaylarim elde ederiz.Ayrica herhangi bir N €N sabiti

igin m,n 2 N iken p,, = p alirsak c(p) = ¢ ve c¢*(p) = ¢? elde ederiz.Burada tanimlanan
Py dizisinde ilk N satir veya ilk N sttun keyfi oldugundan sabit, sinirh veya

infimumu sifirdan biyik olmak zorunda degildir. Ornegin p > 0 herhangi bir reel say1
olmak uzere genel terimi
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n-l,m=1ven=1,2,..i¢n

Pmn ={ p , diger haller icin ‘

olan (p ) dizisini ele alalim. Bu dizi igin c? (r)= ®ve c(2) (p)= cg oldugu agikard 1r.
Simdi | 2(p), c3 (p).cX(p).c% (p),cg’w( p) uzaylarimn hangi sartlar altinda

sirasyla / o%,cg,cz,cgo ve c(z)’oo uzaylarina esit olduklarim gosteren teoremleri verecegiz.

TEOREM IL. 1. p = (p,,,) pozitif reel sayilarin herhangi bir dizisi olsun. Bu
takdirde

. 2 2 .

(i) lco(p)(-_-loo had p=n{fr!.f;lpmn>0,

Gi) [2CIZ(p) < H= sup ppp<w
mnz1

e 7 2 2 .
(i) [ x(p)=l % < 0< n{;rl‘f;lpmns n'sn,lrl1‘;1 Pmn< ® , olmasidir.

. p
ISPAT: (i) (+=):x €l &(p) olsun.Bu takdirde her mn €N igin [xmp| " = K
olacak gekilde bir K € R vardir. Buradan her m,n € N igin
Ixmnl < K'Pm ¢ max (1, KYP)

yazabiliriz ki bu x €/ 2 oldugunu gosterir.

(=):1 2(p)yC 12 fakat inf Pmn =0 olsun. Bu takdirde her i,j > 0 igin

1
Pmi).n() <€ ..o (2D

olacak sekilde en az biri kesin artan digeri azalmayan (m (i)) ve (n (j)) dizileri vardir.
Yani 3 kEN ( 3 1,€N)icin n (k) (m(l,)) dogal sayist ve kesin artan bir (m (i))

((n ()
dizisi veya her ikiside kesin artan (m(i)) ve (n(j)) dizileri vardir. Simdi genel terimi
i , m=m@)ven =n() ,
er = . « . . (*)
0 , diger haller igin
olanx = (x_ ) dizisini tammlayalim. Heri, j > 0 dogal sayist i¢in (2,1) 'den
|xmn|"™ = |i|PmO.n < <2

olup, bu (x,p,) € / 2(p) oldugunu gosterir.Fakat (Xmn) & ! 2 'dir. Bu ise bir geligki
oldugundan n!u,%le Prn > O olmalidir.

UYARI:p, . o < 1/i olacak sekilde 3 k € Nigin n(k ) ve kesin artan (m (i)
dizisinin mevcut olmast halinde genel terimi (*) 'da tanimlanan x dizisinde n = n (k)
alinarak ispat benzer sekilde yapilabilir. Aym ispat i ve j ' lerin rolleri degistirilerek 3
1L EN

?f,:in m (1) ve kesin artan bir (n (j) ) dizisi i¢in de kolayca yapilabilir. Bu nedenle
bundan sonraki ispatlarimizda aksini belirtmedikge kesin artan (m (i) ) ve (n (j) )
dizileri igin x dizisini tammlayacagiz.

(ii) («<=) : Herhangi bir x €1 2_ alalim. O halde su x| =K olacak
oo I:'m,nzl mn
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sekilde bir K sayist vardir. Bu durumda her m,n € N igin
p
lxmnl ™ < K" < max (LK)

elde edilir ki bu x €1 2, oldugunu gosterir.

(=)l 2 cl2(p)ve SUp pmn=co olsun.Bu takdirde ber i.j > O igin
mnz

Prgyngy > ] L..22)

olacak sekilde en az biri kesin artan digeri azalmayan (m (i)) ve (n (j)) dizileri vardir.
Yani 3k EN (1 EN)icin n (k) (m(l))dogal sayist ve kesin artan bir (m(@))
(n (3)) ) dizisi veya her ikiside kesin artan (m (i)) ve (n (j)) dizileri vardir. Simdi
genel terimi

0 , diger haller igin
olan X = (X)) dizisini ele alalim.Ag¢ikea goriildiiii gibi x el 3, dir. Fakat (22)'den

{2 , m=m(i) ve n =n(j) igin
X =

2+ o 2pm(i)-ﬂ(i)

pmn

dir. Bu esitsizlikte sup, , 21*] = co oldugundan su lx__ | ™= oo ofur ki bu
Pi; gu Prm,nz 1! ¥mn

x &l ozo(p) oldufunu gosterir. Bu ise kabuliimiizle celisir .
(iii ) Ispat (i) ve (ii) 'den agikardir.

TANIM I1.2 : x = (x,,,) reel degerli bir dizi olsun. En az bir N €& Nicin
SUPm.n=N Xmn sonlu olmak uzere

b= (R

degerine x dizisinin @ist limiti diyecegiz ve bunu
lim X, veya lim sup X

ile gosterecegiz.

En az bir N & Nigin inf

m.n=N Xmn soniu olmak uzere

K= lim ( inf x
Nim, ¢ mnaN" " 2
degerine x dizisinin alt limiti diyecegiz ve bunu
lim Xy, veya lim inf X,

ile gosterecegiz.
TEOREM I1.2 :
(i) lim ( sup Xpyp) =L <> Verilen bir € > Oigin
N—>% ‘m,n2aN

(a) Yeteri kadar buyuk her m,n > Nigin x < L+¢€



ve
(b) Sonsuz goklukta (m, n)icin x> L-¢
olmasidir.
(i) l\P_r»nw (nér?ngm") = K <> Verilen bir € > 0 igin
(a') Yeteri kadar biyik her m,n > Nigin x> K-¢
ve
(b*) Sonsuz goklukta (m,n)igin x < K+¢
olmasidir.
ISPAT: (i) (=>):(a) sup m,nN Xmn = Ky diyelim .O halde her m,n > Nigin
Xmn s Ky dirAynicalimy | K =L oldugundan verilen herhangi bir € > Qicin

m, a > N> N, oldugunda
Xon = Ky< L+e
olacak yekilde bir N € N vardir. Bu ise (a) 'nin sagladigim gosterir.

(b) sup, 1) .N ¥y < °° olacak yekildeki her N € N igin olusturulacak (K ;) dizisi
azalandir. O halde bu sarts saglayan her N € N icin K > L dir. Burada verilen bir
p 2 N dogal sayis1 icin m > pve n > p olmak uzere x> L-¢ olacak yekilde bir m ve
n sayisitmn mevcut oldugunu gaosterirsek ispats yapmis olacagiz. Sup’ un tanimindan
verilen bir € > 0 ve p > N dogal sayisi igin m, n,> p oldugunda

X >Kp-ez L-g

NG
olacak gekilde m ve n, dogal sayilars vardir.

(<) : (a) ve (b) saglansin. Bu takdirde (a) 'dan yeteri kadar biyuk her N > N,
icin KN < L+e dur. (b) 'den SUP > N ¥mn< ® olacak sekildeki her N i¢in K> L-¢

dur.
Buise bize lim K, = L oldugunu verir.

(ii) Ispat (i) 'ye benzer olarak kolaylikla yapilabilir.

Cift indisli bir dizinin limsup ve liminf 'inin mevcut olmasi o dizinin infimum ve
supremumunun sontu bir deger olarak mevcut olmasim gerektirmez. Gergektende

. (-1)'n , m=1ve n=1lign
mn (—I)mm, m=2venzligin

olarak tamimlayacagimiz x dizisi igin i
lim supx = +1 ve liminfx_ = -1dir.

m,n2 1¥mn= "S9P 11X~ +oofakat

Bundan sonraki bolumlerde aksi belirtilmedikce sup ., X, ve inf
yerine kisaca supx,  ve infx  ifadeleri kullamlacakur.

m,n2 1 Xmn
mn
SONUC II.1: tlim  x

liminfx = limsupx =L
olmasidir,

= L olmasi igin gerek ve yeter sart
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ISPAT : (=) Hm o oo ¥pyn= L olsun. Bu takdirde verilen herhangi bir € >0

sayisina karsilik yeteri kadar buytk her m , nicin
L-ge<x <L+e¢

olur. Bu ise lim (infx ) =L ve lim ( supx L oldugunu gosterir.

mn )™

(<=):Teorem II.2 (a)ve (a') 'den lim x,_ =L dir.

m,n—=0 “mn

TEOREM IL3: p = (p,,,,) pozitif reel sayilarin herhangi bir dizisi olsun. Bu durumda
(i) c2Ccz(p) <> w=lim inf ppp> 0,
(ii)cz(p)Cc2 <> M-=limsupppn <>,

(iii )¢2(p)= 2 < O<lim inf Pmn =< lim suppyn< >,
olmasidir.

ISPAT : (i) (=) p > 0 ve x € ¢ yani fim o | ¥~ L | =0 olacak sekilde
bir L € C mevcut otsun. p > 0 oldugundan yeteri kadar biytk her m,n> Nicin
Pynn > @ olacak sekilde bir o > 0 sayisi bulabiliriz. Ayrica kabulimuzden her 0 < & <1

sayisina karsilik yeteri kadar biiyilkk m,n 'ler igin | Xon L|< el gr. Boylece bu sarts
saglayan m,n 'lerigin |x -L|<1 olacagindan

lxmn-Llpm" <lxmn—L|Ol <€
yazabiliriz kibu x € c’(p) oldugunu gosterir.

(=) 2 CcX p) ve u =0 olsun.Bu takdirde Vi > 0 dogal sayis: igin

1
Pmd).na) < I ... (2,3)

olacak gekilde m(i), n(i) > N(i) > 1 olmak tizere kesin artan (N(i)) dizisini bulabiliriz.
Simdi keyfi olarak bazi terimleri 0, baz terimleri de [ olacak sekildeki (y, ) dizisini
ve bu diziye bagli olarak genel terimi

[ P , m=1 ve n=12 ... ign
+17YPmn '
Xpmn = 4 [y—"-‘-:‘l—-—] , m=m(i)ve n=n()... igin
, di § er haller igin

olan x = (x, ) dizisini tammlayalim Heri > 0 dogal sayist icin

y, . : +1
m(x).Z(l) < -;—dir. Bunu ve (2,3) 'ii kullanarak
/Pmei.n @) i
_ _ o [Ymey.ni *1 im {2
m]r'ﬂoo Xmn —ilglolo[ 4 = jim, E) =0

elde edilir ki bu x € ¢ oldugunu gésterir. Fakat x & ¢ (p) dir. Gergektende L. = 0 olmak
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p
uzere herhangibir L €C igin z = | Xon” L1 ™ dizisini ele alalim. (2,3) 'den
,lirré!J Pmy.ngy) = 0 oldugunu kullanarak
i— ’

-L

I]D . .
In (.ym(i),n(i)”) man®

4

minz_ .....=h o
i]i,mw m(l)’n(l) "_’Ig pm(l),n(l)

s lim_ Pmgynciy In

L0

elde ederiz ki bubize Iim In Zp(jney =0 yani lim  Zpyy) ) = | oldug unu verir.
p
O halde L = 0 olmak tizere |x - L| M s 0 olacak sekilde bir L € C mevcut
degildir.
Simdi L= 0 alalim. Bu takdirde

l lpm(i),n(i) _ Ym@yny t1
Xm(i)n(i) = 4

oldufundanbu |x — 0 yani L =0 olamayacagini gosterir. Bu ise
kabultmuzle gelistifinden p > O olmalidir.

Ipmn
mn

p
(i) («<=): M <o ve|x - L { M — 0 olsun. Bu takdirde yeteri kadar biyik her
m,n > Niginp - < o olacak sekilde bir « > 0 sayis1 vardir. Ayrica kabulumuzden her

P
O<e<1 igin m,n>n > Noldugunda I x  -L 1™ <& olacak sekilde bir n €N

p
vardir. m,n > > N olacak sekildeki butin m, n 'ler igin | x - L] mn .1
oldugundan

p
- LI%< Ty -LE™
yazabiliriz. Bu ise bize yeteri kadar buytuk m , n 'ler igin
[x,,-Ll<e
oldugunu yani x € ¢ yi verir.
(=>):c2( p)C c2 ve M = = olsun . Bu takdirde her i > 0 dog al sayisi igin
m(i), n(i) 2 N(1) >1 olmak tzere

Prmgi),ngi) > 1 - 29

olacak gekilde kesin artan (N(i)) dizisi bulabiliriz. Keyfi olarak bazi terimleri 0, baz
terimleri de 1 olacak sekildeki (y,,.) dizisini ve bu diziye bagli olarak genel terimi

n , m=1 ve n=1,2 ...ise
+1
Xmn = ﬁr—%—— , m=m(i) ve n=n@) ...ise
0 , diger haller igin
e ) . Yma.nitl 1
olan X = (Xp) dizisini tanimlayalim.Her i > 0 dogal sayisi igin —a < 5

oldugunu ve (2.4) 't kullanarak
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. Prn ;
i X< fim,
elde ederiz ki bux € ¢? (p) oldugunu gosterir. Fakat x & c? dir. Bu ise bir celiskidir.
O halde M <co olmalidir.

1\ Pm.na) 1
[ < o

i— o 2l

(iii) Ispat1 (i) ve (ii) 'den asikardsr.

TEOREM I1.4: p = (p,,,) pozitif reel sayilarin herhangi bir dizisi olsun. Bu
durumda
(i) c(z)Cc%)(p) <« lim inf ppp >0,
(ii)cg(p)(:c(z) <> lim suppyn> 0, .
(i ) c(z,(p) - c-(2, < O<liminof pyps lim suppyp< ®
olmasidir.

ISPAT : (i) (<) Ispat Teorem I1.3 (i) 'de L = 0 alinarak kolaylikla yapilabilir.

(=) : c2 Cci(p) fakat Jim_(_inf  Pmn) =0 olsun.Bu takdirde her i>0 dogal

say1s1 i¢in
1
Pmi)y, ngy < ; ... (2,5

olacak sekilde m(i), n(i) > N(i) > 1 olmak tuzere kesin artan (N(i)) dizisi
bulabiliriz. §imdi genel terimi

, m=1 ve n=123,. ign

Xmn , m=m(i) ve n=n(i) ign

S~

, diger haller icin
olan x = (X ) dizisini tam mlayal: m.Agikea goriildiigii gibi x € c2 dir.Fakat x & c3(p) dir.
Gergektende heri > 0 dogal say1si igin 1 < 1 oldugundan (2.5)'i de kullanarak

i

() = ()M
1

1 -
yazabiliriz ki bu egitsizlikte lim (=)' =1 oldufundan

1,j—>% 1

: Pon_ 4. 1\ Pmaiini)
mlér_n’mlxnml ‘}1_1;(100( : ) »0

dir. Bu ise kabilumizle ¢elisir.

(ii) («<=) : Ispat ,Teorem 11.3 (ii) 'nin ispatinda L = 0 alinarak kolaylikla
yaptlabilir.
(=): c%’,( p)C cg ve lim ( SUp pmyp) = = olsun.Bu takdirde her i>0 dogal
N-—+® mn=N

say1st i¢in
pm(t),n(i) >1 oo (2.6 )
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olacak sekilde m(i),n(i) > N(i) > 1 olmak iuzere kesin artan (N(i)) dizisini
bulabiliriz. Simdi genel terimi
o

ann , m=1 ve n=123_. .icn

1

an=4 (1)pmn
1

, m=m(i) ve n=n(i) ign

| O , diger haller igin

olan x=(x,, ) dizisini tanmlayahm. | X - |pm(i)'“(i) = 1/i oldugundan x &2 (p)

oldugu asikdrdir. Fakat her i > 0 dogal sayis1igin 1/i < 1 oldugundan (2.6) ‘y1
kullanarak

1

T 1
(S Ly
i i

3
yazabiliriz..Oysa bu egitsizlikte lim (~ )i =1 dir.Bu ise x ¢c} oldugunu gdsterir.Bu ise
i,j—o i

kabulumuzle geligir.
(iii) Ispat (i) ve (ii) 'den agikardir.

UYARI : Tek indisli dizilerde c (p) = c_ ve ¢ (p) = c olmast icin gerek ve yeter
sart O <infp_<supp, <o [Lascarides, C.G. 1971 ] olmasidir. Fakat Teorem I1.3

ve Teorem I1.4 'de tamimlanan p = (p,, ) dizisinin itk N satirt veya ilk N situnundaki

(yani bastan sonlu sayida satir veya situndaki ) elemanlarin infumumu 0 ve
supremumu oo olabilir. Bu durumda sunu soyleyebiliriz:

Tek indisli yakinsak dizilerde bilinenin aksine, yakinsak cift indisli dizilerde
inf Pon= 0 ve SUp pon = °° oldugu halde Cz (p) = CZ vec(z) (p)= c(z) olacak sekilde (pmn)
dizileti vardir.

TEOREM I1.5: c2(p)=c2 <« O<p=infpmy = H=suppgq <
almasidir.

ISPAT : ( <=) Herhangi bir x € ¢, (p) alalim.Bu taktirde sup | x__ Pron _ g

p
olacak sekilde bir K ER velim | X - L] MN. 0 olacak gekilde bir L. €C
mevcuttur. Boylece her 0 < & < 1 'ekarstltk m, n > n oldugunda

H p
bx - L1 <lx,,-L1 mn . gH
olacak sekilde bir 1€ N mevcut ve her m,n € Nigin
1/p
| Xy | = K ™ < max (1,k4P)
oldugundan x € ci, dir.O halde ci,( p)C ci, dir.
¢ C c%(p) oldugu da kolaylikla gésterilebilir .
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(=>):ci(p)=czo ve p=0veyaH == olsun

(i) inf p ,, = O olmast halinde
1

Pmi).) <i-+—j (2,7

olacak sekilde en az biri kesin artan digeri azalmayan (m(i)) ve (n(j)) dizileri vardir.
Simdi3 k EN (veyadl EN) iginn(k ) (veyam(l )) dogal sayist ve
kesin artan bir (m(i)) ( veya (n(j)) ) dizisi igin (2.7) 'nin saglandigim kabul edelim.
Simdi genel terimi

i , m=m() ve n=n(kg)igin
Xmn = : . ... (2.8)
0 , diger haller igin
i » m=m(ly) ve n=n(j)igin
v =
(veya Xmn 0 , diger haller i¢in

1 1 1 1 N
olan diziyi alalim.(2.7) 'de —— < - ( veya —— < - ) yazabiliriz .x Ecz(p) ve
i+j i i+j ]

I an ‘pmn — ipm(l).ﬂ(]) < il/l"” < il/i < 2 ( Veya ‘ an lpmn — jpm(l),n(j) <j1/i < 2)
oldugundan x € cZ(p) dir.Fakat x & [ 2 oldugundan x & cZ dir.Bu ise kabuliimiizle .

celisir.

Simdi de (2.7) 'yi saglayan (m(i)) ve (n(j)) dizilerinin her ikisinin kesin artan
oldugunu kabul edelim. Bu takdirde Teorem I1.3 (i) 'de tammladigimuz (y, ) ve genel
terimi

1

_____Ymn+1 P m=m(i) ve n=n(j) icin

0 , diger haller igin

olan diziyi tammlayalim.x € 2, fakat x ¢ c2 (p) oldugu Teorem II.3 (i) 'ye benzer
olarak kolaylikla yapilabilir. Bu ise kabulumiizle gelisir. O halde p > 0 olmalidir.

(i) H = oo olmast halinde

Pmgy.ng) i+j .. (29)

olacak sekilde en az biri kesin artan digeri azalmayan (m(i)) ve (n(j)) dizileri vardir.
simdi 3 k EN (veyadl €EN) iginn(k ) ( veyam(l)) dogal sayisi ve

kesin artan bir (m(i)) ( veya(n(j)) ) dizisiicin (2.9) 'un saglandigim kabul edelim.

Simdi genel terimi

{2 , m=m(i) ve mn=n(k,)igin

. . ... (2.10)
0 , diger haller igin

—

Xmn=
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2 , m=m(ly) ve n=n(j)ign

veya Xmn=
(vey mn {0 , diger haller i¢in

olan diziyi tanimlayalim.x © ci vex € cz(p) oldugu asikardir.Fakat (2.9) 'dan
2iti . 2Pm@.nG)

olup sup; 2] = oo oldugundan x ¢12(p) dir. Buise x &cZ (p) oldugunu gosterir.

Buda hxpotezumzle celigir.
Simdi (2.8) '1 saglayan (m(i)) ve (n(j)) dizilerinin her ikisinin kesin artan
oldugunu kabul edelim.Teorem I1.3 (ii) 'de tanimlanan (y, ) ve genel terimi

Ymtl @) ve n=n() ign
Xrnn = 4
0 , diger haller igin
ymn+l

1
olan X = (X, ) dizisini alal im.V m,n €N igin =5 oldugundan

P IPIPRL L ORI

den x Elg',(p) ve
Fmn o tim, 276 -

lim I x i josoo

m,n—>oo

oldugundan x € cfo (p) dir.Fakat x & c? oldugundan x ¢c§° dir. Bu ise kabulimiizle
celisir. O halde H < oo olmalidir.

mn

2 2 o

TEOREM 11. 6: co,w(p) =Chm O<p=infpypp = H=supppp<=
olmasidir.

ISPAT : (<) Ispat , Teorem I1.5 'in ispatinda L = 0 alinarak kolaylikia
yapilabilir.

=): cf)'m(p) = c(z)'oo ve p=0veya H= o olsun

(i) p = 0 olsun. Bu takdirde
L1

i

Pmdy,ng)y < 75 < 3 (2,1

l+_|

saglanacak sekilde en az biri kesin artan digeri azalmayan (m(i)) ve (n(j)) dizileri
vardir.

Simdid k EN (veyadl €EN) icinn(k ) (veyam(l ))dogal sayis1 ve Kesin
artan bir (m(i)) ( veya (n(j)) ) dizisii¢in(2.11)'in sagla.nd1g1m kabul edelim. Bu takdirde
Teorem 11.5 'in ispatinda tanimlanan (2.8) dizisi i¢in x Ec o(P) Vex $c o Oldugu
kolayca gosterilebilir. Bu ise kabulumiizle gelisir.

Simdi de (2.11) ' i saglayan (m(i)) ve (n(j)) dizilerinin her ikisinin de kesin
artan oldugunu kabul edelim. Genel terimi
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.1 , m=m(i) ve n=n(j)igin
an = }

0 , diger haller icin

olandizii¢cinx € c(z) c,o( p) dir.Fakat x & c(z)(p) oldugu Teorem 11.4 (i) 'den asikard ir.

O halde x¢& C%,oo dir. Bu ise hipotezimizle geligtiginden p > 0 olmalidir.

(ii) H = o0 olmasi halinde

Pmgiy,ng) = i+j>i .. 2.12)

olacak gekilde en az bini kesin artan digen azalmayan (m(i)) ve (n(j)) dizileri vardr.

Simdi 3 k, €N (veya 3 1EN) igin n(ko) (veyam(l)) dogal sayisi ve kesin
artan bir (m(i)) ( veya (n(j)) ) dizisi igin (2.12) 'nin saglandigim kabul edelim.Bu takdirde
Teorem IL.5 in ispat inda tanimlanan (2.10) dizisinin x Ecg’°° ve X QEc(z), »(P) oldugu kolayca

gosterilebilir.Bu ise kabuliimiizle geligir.

Simdi de (2.12) ' yi saglayan (m(i)) ve (n(j)) dizilerinin her ikisinin kesin artan
oldugunu kabul edip , genel terimi

,]pm" , m=m(i) ve n=n(j)ign
0 , diger haller igin
olanx = (X dizisini goz oniine alalim. x € C(z),oo (p) oldugu agikardir.Fakat x & cg

oldugu Teorem IL.4 (ii) 'nin ispatindan agikardir.Yani x & Cg o dir.Bu ise kabuliimiizle
celigir.O halde H < @ olmalidir.

Simdi tammladifimiz ciimlelerin hangi sartlar altinda lineer uzay oldugunu ve
iizerlerinde birer paranorm tanimlanabilecegini ifade eden teoremleri verelim.

TEOREM I1.7: lo:," (p) 'nin bir lineer uzay olmasi icin gerek ve yeter gart
H=supp_ < olmasdir.

ISPAT : M = max (1,H) olsun.

(«=):xy€E log(p) , yani her m,n € N igin Ix__ Ipm“ <K, vely, lpm" <K,

olacak gekilde K, K, sabitleri mevcut olsun.Her m,n € Nigin pmn/ M < 1 oldugundan
(1.1) esitsizliginden

p. /M P /M P /M
I x | mn slxmnlmn mn

mnt Ymn + lymnI

yazabiliriz.Bu esitsizlikten her m , n €Nigin

M
I x |pmn < (KI]/M +K21/M )

mn+ ymn

elde ederiz ki bu x+y € [ a(p) oldugunu gosterir.
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Simdi herhangi bir & € C ve x €l a(p) alalim.Bu takdirde her m , n € N igin

fou lpm" <max (1,1 a™) oldugundan

Pron M Pran
laxmnl <max(1,lal ).lxmnl
esitsizligini yazabiliriz.Bu ise bize a x €/ ou( p) oldugunu verir.

(=):1 OZ (p) lineer bir uzay ve sup P = @ olsun. Bu takdirde her i,j > 0 dogal
sayi ¢ifti igin

Prgiyngy > . (2.13)

olacak sekilde en az biri kesin artan digeri azalmayan (m(i)) ve (n(j)) dizileri vardir.
Yani (2.13) saglanacak sekilde kesin artan bir (m(i)) dizisi ve en az bir kOE N
(veya lOE N) i¢in n( ko) (veya m( lo) ) dogal sayisi veya her ikiside kesin artan (m(i))
ve (n(j)) dizileri vardir.Simdi genel terimi

1 . o e

— , m=m{i) ve n=n(j)icn

an = 2
{0 , diger haller igin

olan x = (x ) dizisini tanimlayalim.Boylece her i,j > 0 dogal sayss: igin (2.13) 'ii
kullanarak

2 PminG) o o GH) < ol
elde ederiz.Buradan her m,n ENigin I x__ Ipm" < 2"V yani x €l o2(p) dir.Fakat

4xel o2 p) dir.Gergekten , yine (2.13) 'ii kullanarak

1 4.x m(i),n() lpm(i),n(j) - 2pm(i),n(j) > ol

elde ederizki bu , [ o2(p) 'nin lineerligi ile celigir.

TEOREM IL8: (i) c*(p) ,

vy 2
(“) Co (p) ’
ctimlelerinin bir lineer uzay olmas 1 igin gerek ve yetersat M = Jim  SUP pp,<®
N-—»o mn=N

olmasidir.

: ) . . Pmn . JPmn
ISPAT : (i) (<) :M < » ve m}}gmlxmn—LI -0, ml'%rgwlymn—Ll -0

olsun. M < = oldugundan yeteri kadar biiyiik her m,n = N igin Py < * olacak gekilde

bir o« > 0 sayist vardir. Bu gekildeki m,n 'ler igin Prmn / & <1 oldugundan (1.1)
esitsizliginden
- 'pmn/“

Do/ * P/ *
Pt Y - (LT < xS ™y
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yazabiliriz.Bu esitsizlik de bize x+y & cz(p) oldugunu verir.
Herhangi bir A € C sabiti ve x & cz(p) alalim. Bu takdirde yeteri kadar biiyiik her

mn=Nigin| A Ipm" < max ( 1, | A M) dir.Boylece bu sarts saglayan her m,n = N igin
Prn x Pmn
| Ax, - ALI <max (LIAIT ). Ix, -LI

yazabiliriz.Bu ise bize Ax € cX(p) oldugunu verir.

(=): cz(p) lineer bir uzay ve M = o olsun.Bu takdirde her i > 0 dogal sayis1 i¢in
m(i), n(i) = N(i) > 1 olmak iizere

Pmgiyngy > | ... (219
olacak sekilde kesin artan bir (N(i)) dizisi vardir.Simdi genel terimi
L
AP m—iven=12.. i¢in
L
Xmn = [-%-]pm" , m=m(i) ve n=n()ign
i
0 , diger haller icin
olan diziyi tan imlayalim._fim 1 Xy niy ! O = fim I = 0 oldugundan

i,j —» 00

X Ecz‘)( p) C cz(p) dir.Fakat (2.14) "ii kullanarak

i,j—-> 00

pm(.)’n. r pm.’n(.) 1 .
12% iy D = 27O L 2l

de limi,._) oo 2! /i ) = oldugundan 2x & cz(p) elde ederiz ki bu kabuliimiizle geligir.

O halde M < o olmalidir.

(i) («=) : Ispat (i) 'de L. = O ve L' = 0 alinarak kolayca yapilabilir.
(=>) : Ispat (i) 'den agikardir.
UYARI: Tek indisli dizilerde ¢ (p) ve c,(p) 'nin lineer uzay olmast igin gerek ve
yeter sart sup p_< o [ Lascarides, C. G., 1971] olmasidir. Fakat Teorem Il. 8 'de

tammlanan p = (p,,) dizisinin bastan sonlu sayida satir veya siitunundaki elemanlarin
infimumu O ve supremumu <0 olabilir.

TEOREM IL9 . (i) ¢Z(p),

(ii) G o0 (P)
ciimlelerinin birer lineer uzay olmast igin gerek ve yeter sart H=sup p, <o olmasidir.

ISPAT: (e=):H<oveM=max(1,H),x,y€E ng (p) olsun.Bu takdirde

m!,i,'llw l"‘mn‘Llpmn =0 mlri‘r_nwo IYmn" L'Ipm" =0 veherm,n €N igin Ixmnlpm" =K,
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Yon lpm" <K, olacak gekilde L, L' € C ve K, K, € R" sayilari vardir. Herm,n €N

igin p- /H = 1 oldugundan ( 1.1) egitsizliginden herhangi iki A, p €C sabiti igin

/M p,.. /M
Ayt BY ) (M Lt ﬁL‘)Ipmn smax (1, 1A ])x L™

/M
+max (1,18]). |y~ L (Prmn . (2.15)

ve

Prn™ Prn/™
IAx +B ¥l smax (LIN]). [x |

Pon’™

+max (LIB]). |y, t™ ... (2.16)

yazabiliriz. Boylece (2.15) 'den

i ' pmn -
fim ool A%+ BYpn)- (A Lt BLE ™ =0

ve ( 2,16) 'dan
Pmn 1/M MM
IAx, +By | ™= [ max (1,10) KMt max (1,181) K,/M]

elde ederizki bu A.x+B.y € ci, (p) oldugunu gosterir.

(=>): ci, (p) lineer bir uzay ve sup Ppn= olsun. Bu takdirde heri, j > O igin

Pm(i)nG) > 1 RNORG)

olacak gekilde en az biri kesin artan digeri azalmayan (m (i)) ve (n (j)) dizileri vardir.
$imdi en az bir kEN ( veyal EN) iginn (k) ( veyam (l) ) dogal sayisi ve

kesin artan bir (m (i) ) ( veya (n(§))) dizisi igin ( 2.17 ) 'nin saglandigim kabul
edelim. Genel terimi

2
0 , diger haller icin
olan x = (X, dizisi igin x Ec(z) (p)C cz( p) oldugu asikar dir. Ayn ca Teorem I1.7 ' den

{i . m=m(i) ve n= n(ky) igin
Xmn=

x €1 X(p) fakat 4x & I 2(p) oldugu kolayca ispatlan ir.Bu ise bize x € c(z,‘,,o( p)C c2(p)

fakat 4 x ¢ c2(p) oldugunu gosterir.Bu ise kabuliimiizle geligir .
Simdi ( 2,17)'yi saglayan (m (i)) ve (n (j)) dizilerinin her ikisinin de kesin artan
oldugunu kabul edelim. Boylece genel terimi

= pmn = - = e s
Xmn = [1] , m=m(i) ve n = n(j) igin

0 , diger haller igin
olan X = (X ) dizisini tan 1mlayalim x Ec%),c,o (pC cz( p) oldugu agikard 1r. Fakat

2x ¢cZ (p) dir. Gergektende (217 )' yi kullanarak



20

| 2% no),pm(i),n(i) = 2PminG) 1 S oty

elde ederiz.Bu esitsizlikte lim, jron 241/ ) = oldugundan 2x & ¢% (p) dir.Bu ise
kabuliimiizie geligir.O halde sup p < o olmalidir.

(i) («=): Ispat , (i) 'de L = O ve L' = 0 alinarak kolaylikla yapilabilir.
(=): Ispat , (i) 'den agikardur.

TEOREM IL.10: / 2(p) 'nin bir lineer uzay olmasi igin gerek ve yeter sart
H =sup p < © olmasidir.

ISPAT : (<) : x,y €l %(p) ve M = max (1,H) olsun.Bu takdirde (1.1) ve (1.3)
esitsizligini kullanarak

/™M M 1/M /M My1/M
[E(Ian+ymn mn 1" <ax,, +|ymn|m" ) ]

<[Six, P]™ [31y, Poe ]

elde ederiz ki bu esitsizlik bize x+y €/ 2(p) oldugunu verir.
Herhangi bir a € C sabiti ve x €/ Xp) igin
p M P
Slax ™ < max(,lal ). 3Ix '™

esitsizligi o.x €/ %(p) oldugunu verir.

(=) : | %(p) lineer uzay ve sup p,__ = olsun. Bu takdirde her ij dogal sayisi
igin
Pm(i), n() > 1+ .. (2.18)

olacak sekilde en az biri kesin artan digeri azalmayan (m (i)) ve (n (j) ) dizileri vardir.
Yani ( 2.18 ) 'i saglayan kesin artan bir (m (i)) dizisi ve en az bir kOE N (veya IOE N)
igin n (k()) ( veyam (10) ) dogal sayis1 veya her ikiside kesin artan (m (i)) ve (n (j))
dizileri vardir.Simdi genel terimi

(4D /Py, , o
Xmn = 2 , m=m(i) ve n = n(j) igin
0 , diger haller igin

olan diziyi tanimlayalim.
Pon & 1
l = 2) 2i+j <®

2|xmn P

olurkibux €/ 2(p) oldugunu gosterir. Fakat 2x 'i ele alirsak ( 2.18 ) 'i kullanarak
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Pmn Pmei).n) __L
2]2an| =22 m(i) nU)‘ETTj‘ > g 21“ 2

1.3 1)

elde ederiz ki bu 2x €/ p) oldugunu gosterir. Bu ise kabuliimiizle gelisir.

Simdi bu uzaylann hangi sartlar altinda bir paranorm tanimladiklarin1 ve bu
paranormlara gore hangi sartlar altinda tam olduklarim inceleyen teoremleri verelim.

TEOREM IL.11- H=supp_ ,p=infp,, ve M=max (1, H) olsun.

l Ipmn/ M . ..
) w(p) 'nin g(x)= SUPmn I x mn ile paranormlu uzay olmasi igin gerek

ve yeter sart p > O olmasidur.

Gi) ! oo(p) , () 'de tanimlanan paranorm altinda tam bir lineer metrik uzaydir.

l Pmn/M

ISPAT:(i)(=):{ oz(,(p) » 8(X) = supmp lxmn ile tan iml1 paranormlu

uzay ve p = 0 olsun. Simdi x 'i sabit ve 6zel olarak x = (1) €/ (p) olarak tanimlayahm.

O<IAl=1 olacak gekildeki her A € C ve her m,n € N igin

/M /M 0
IaPmn™ P =1

p,..../M .
olur ki bu sup o [ AF™ " = 1 oldugunu gosterir.O halde A— 0 ve x =(1) iken

n™M
g(hx) =sup lkl =1

elde ederiz ki bu g(A.x) =0 olmas: ile yani g 'nin paranorm olmasi ile gelisir. O halde
p > 0 olmalidir.

(<) :p>0 olsun.
Pl: g(@® =0ve
P2: g(-x)=g(x) oldugu agikardr.
P3: Her m,n € N igin pmn/M < 1 oldugundan (1.1) esitsizliginden

/M P /M pmn/M

pmn n
I x ] < Ix .1 + ly o1

mnt Ymn
elde ederiz. Boylece bu egitsizlik g( x+y) =< g(x)+ g(y) 'nin saglandiZint gosterir.
P 4: Herhangi bir A € C igin
. .. Y M
IAl=1iken hermn €Nigin | Al ™<| Al
ve
. . . Pmn p
I Al <1iken hermn €ENigin 1A ™M <Al
oldugundan her m,n € N igin
Prmn p M
Fal < max ( IA} 1A )
yazabiliriz.Buradan
p/M
g(Ax)s max (| Al, 1A ).g (x)
elde ederiz.Bu esitsizlikten
xsabit , A—=0 iken A.x—0
A>0 ve x—0 iken Ax—0
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ve
Asabit ve x—0 iken Ax—>0

oldugu kolayca ispatlanabilir.

(i) x<t - ( x:fn]n )m.nEN olmak iizere ( xk! ), 12 o (p) Cauchy dizisi olsun.

Cauchy dizisinin tanimimndan her 0 < € < ligin k,l,rt >N oldugunda
Pmn

= supmnl xﬁn—x:ntnl M <¢ ... (2.19)

olacak sekilde bir N €N vardi r.Buradan sabit her m ,n cifti igin l x:ﬂn - x[,fn I < 1 olacagindan

g( M _x"t)

mn‘xmn l l xmn"xmnl Mo <e
yazabiliriz ki bu bize ( xmn )k 1en dizisinin C' de bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir .
C 'de her bir Cauchy dizisi yakinsak oldugundan her bir sabit m,n igin

k1
k,l]lmoc Xmn = Xmn N (2.20)

olacak gekilde bir x = kompleks sayist mevcuttur. Bu sekilde elde ettigimiz x_ kompleks

sayilarim kullanarak x = X dizisini olusturalim.Her bir k,| € N igin xK el og (p)
oldugundan
SUPmn l Xmn =K

olacak gekilde bir K €R vardir.Burada k , | - o i¢in limit alirsak ( 2.20 ) 'den
Ipmn/ M

Ipmn/ M

SUPmn I Xmn

elde edilir ki bu x& / ooz(p) olmasi demekdir.(2.19) 'da r,t — o igin limit alirsak ,(2.14) 'ii
de kullanarak &> 0Oigin k,]1 > N oldugunda

g( xK _x ) <g
bulunur. Yani
lim xkl = X

k-

dir.

d(x,y ) = g(x-y ) ile tammli metrik altinda bir lineer metrik uzay oldugu kolayca
gosterilebilir.

. P
TEOREM IL12: N, = min{n: SUPmn > n, Fx M <00}
N, = min{n_: SUP 1 s ny Py <®} ve N=max (N, , N, ) olsun.

0= I\}1_1’1100 inf ype NPmn V€M = max (I, supmp.N Pmn ) olmak tizere

(1) :cz(p)'nin

g(x) = b}l_gloo SUP mn=N I Xmn

lp'"“/M .(221)

ile paranormlu bir uzay olmast igin gerek ve yeter sart u>0 olmasidir.
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(i) 2 (p) ,(2.21 ) paranormu altinda bir tam uzaydir.

ISPAT: (i) (=): 2 (p) , ( 2.21 ) ile tanimls bir paranormiu vzay ve p =0

olsun. Bu takdirde a=inf =0 dir. Simdi x 'i sabit ve 6zel olarak

,n=N Pmn
x=(1)Ec*(p) olarak tammlayahm. Her A€ (0, 1] ve her m, n> N igin

a /M
IA |pm" <Al =1 oldugundan SUPm N nIA Ipmn = 1 dir.Bdylece

g(xx) = Nh—r->noo SUPpmpan | A |pm"lM =1

elde edilirki bu A — O ve x sabit iken Ax — 6 1 gerektirmedigini gosterir.Bu ise (2.21) 'in
bir paranorm olmast ile geligir.O halde p > 0 olmahidir.

(<=): u> 0 olsun.
P1: g(0)=0
P2: g(-x) = g(x)
P3: g(x+y) < g(xX) + g(y)
aksiyomlarinin saglandig: agikardir.
P4: p > 0 oldugundan yeteri kadar biiyiik her m, nigin p, > P olacak gekilde
bir P> O sayist vardir. Boylece herhangi bir A € Cigin

M
| Al =1iken her m,n= N igin lklpm"sl)»l
ve

I Al < 1iken yeteri kadar biiyiik her m,n = Nigin | A Ipm"< A Iﬁ

oldugundan yeteri kadar biiyiik her m,n = N igin

p M
1P < max (Y, 1)
yazabiliriz.Boylece

/
0wy <max (1AL, 1 A1 ™ ).g)

elde ederiz.Bu esitsizlikten
xsabit , A—= 0 iken Ax—0

A—=>0 ve x-0 iken Ax—0
ve

A sabit ve x—=0 iken Ax—0
oldugu kolayca ispatlanabilir.

(i) x*' = ( xl,;ln Jmnen ©lmak iizere ( ) ,<*(p) 'de bir Cauchy dizisi olsun .

O halde her O<e<1igin k,1,r,t > sooldugunda

ki t B
rt |
xmn"‘mnl M <

.. (2.22)

ki _rt . £
g(x" —x"")= lim_supm n-N 3

olacak sekilde bir s, € N vardir.Buradan N > n_i¢in
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kI IM<E

SUPmn=N| Xmn— an

olacak gekilde bir n € N sayisinin mevcut oldugunu sOyleyebiliriz.Yani herO<e < 1
icin k,lL,rt > s,vem,n >n oldugunda

x{‘,{n—xmn| M. § <1 ... (223)

elde edilir.Bu sartlar1 saglayan her bir k,L,r,t ve m,nigin
l xgn - x:,fn I <1

oldugundan ve (2.23) 'den
BPmn

ki rt ki €
Ixmn"xmnl < lxmn‘xmnl Mo < 3
yazabiliriz.Bu ise her sabit m,n > n_igin (x! mn)k e N dizisinin C'de bir Cauchy dizisi
oldugunu gosterir.O halde her sablt m,n > n_igin

. kil —
hmk,]_mx mn = Xmn ... (2.24)

olacak gekilde x & C'ler mevcuttur.Bu gekilde elde edecegimiz x  'lerden m,n>n
olmak lizere x = (xmn) dizisini olugturalim.(2.24) 'ii kullanarak (2.22) 'de r,t —»o iken
limit alirsak k)l > s igin

[}

Pmn
g( Xkl“x)=‘ hm L SUPmn=N xlrsrin_"mn Mo < 3 .- -(225)
elde edilir ki bu
lim, _mxkI =X

oldugunu gésterir.Simdi x € c*(p) oldugunu gosterelim.Her sabit k , 1 € N igin x*, c?(p) 'de

bir dizi oldugundan verilen bir 0 <€ < 1 ve her sabitk,] €Nig¢inm,n>n, oldugunda

Pmn

xmn-LY M < % ... (2.26)

olacak sekilde bir n,E N vardir. (2.26) ve (2.23) 'den verilen herhangi bir € > 0 igin

kit > s, vem,n >n,=max (nO, n, ) igin

ki t P kl kil t P t
r r r
L= M < =L | M 4| xbn=xfn | M+ [ - |

€

<—
3

elde ederiz.Burada k,L,r,t > s igin | S TP | oldufundan 0 < € < 1 ve m,n > n, igin
Pmn ¢
M_optim o 2 .. 227)

l LK_prt :

yazabiliriz ki bu ( LK ) 'nin C'de bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir. O halde

: kl _
lim,, L™ =L

olacak sekilde bir L. € C mevcuttur.O halde verilen herhangi bir O<e<1vek,I>s,
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i¢in
LML < e/3)M7P
olacak sekilde bir s €N vardur. (8/3)M/ P< { oldugundan her m,n € Nigin

[e/aMP 1P < [ /3P 1P = /M
olup buradan
Lk Poe™ [ (e/3M/P ]p""‘/M < e/3 ... (228)
elde ederiz. (2.25) , (2.26) ve (2.28) 'den verilen her &€ > 0 i¢in k , 1 > max (S() , s])
vem,n>max (ny,n,) igin (1.1) esitsizligini de kullanarak
Pmn Pmn _Pmn Pmn
|xmn—Ll M sl xﬁ.lm—xmnl Moy x:ﬂn— kll M +l L¥-L I_M—
<g
bulunur.Yani x € cz(p) 'dir.

TEOREM IL13. p=infp_,H=supp veM = max(l, H) olmak iizere
i) ci(p) 'nin

Ipmn/M

g(x) = supl Xmn ... (2.29)

ile paranomiu bir uzay olmasi igin gerek ve yeter sart p > 0 olmasidir.

(i1) ci( p) uzayr (229) ile tan imlanan paranorm alt 1nda tam bir lineer metrik
uzaydir.

ISPAT : (i) (=) :Ispat Teorem I1.12 (i) 'de N = 1 ve . = p alinarak benzer
sekilde yapilabilir.

(«<=): P1, P2 ve P3 aksiyomlarinin saglandig: agikardir.
P4 : Carpimin siirekliligi ise

/
gx) < max (I Af,l Mp M).g(x)

esitsizliginden kolaylikla gosterilebilir.

(i) ci (p) 'nin d(x,y) =g(x-y) ile tammli metrik altinda lineer metrik uzay
oldugu kolayca gosterilebilir.

Simdi ¢ ( P) 'nin (2.29) ile taniml1 paranorm altinda tam oldugunu gosterelim.

Bunun igin  xM = (xK olmak iizere (xX'), cZ (p) 'de bir Cauchy dizisi

mn)m,nEN
olsun.Bu takdirde verilen herhangi bir 0 <& <1 igin k,Lr,t>s_oldufunda

. Pmn
g(x=x") = sup| xfn—ximn | M < 3 ... (230)
olacak gekilde bir s , & N vardirBuradan her m ,n € Nigin k,1,r,t >s olunca

ki 1t €
Emn—Xmn] <

3

elde ederiz ki bu m,n sabit olmak iizere ( xkl )

mae N min € 'de bir Cauchy dizisi
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oldugunu gosterir.O halde m,n sabit olmak iizere
. K
hmk,l »0® mn=X*mn ... (23D
olacak gekilde x _ 'ler mevcuttur.Bu gekilde elde edecegimiz X 'lerden x =(x )
dizisini olugturalim. (2.30) esitsizliinde r, t -0 iken limit alip (2.31) 'i kullanirsak
Pmn
—= £
g( M_ox) = suple,}n-—xmnl M < 3 ... (232)

elde ederiz.Buise x*! -» x demektir.Her sabit k ,1 EN igin e ci, (p) oldugundan

k1 v
supl anl M <K

olacak gekilde bir K € R vardir.Bu esitsizlikte k ,1—»c0 iken limit alirsak (2.31) 'den
Prmn
sup I Xmn l M <K

elde ederiz ki bu x €/ oo(p) oldugunu gosterir.Ayrica her k,1& N sabitleri i¢in
Prn
. _LM -0
mlggm I Xmn l

olacak sekilde bir L¥ € C vardir.O halde k, 1 sabit olmak iizere her O <& < 1 ve
m,n > n_ oldugunda

Kl Kl Prn £
Xpn—L9 | ™M < 3 ... (233)
olacak gekilde bir n &N vardir. (2.30) ve (2.33) 'den m,n > n ve k,I,r,t > s,

oldugunda

kl t i t kl Pmn Pron
I Ixmn‘ rIM"'IX:nn‘xmnIM +IL‘anlM

<€
elde edilir.Buradan m ,n > n ve k,I,r,t > s, igin
Pmn

lLrt_Lkl < l Lrt_Lkll M < g

oldugunu yani ( L) 'nin C ‘de bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir. O halde
. K _

llmk,l ol =L

olacak gekilde bir L € C vardir.Buradan her e > O igin k ,1> s, ve her m, n €Nigin

ki fon ki Lok
|L-L M <L -L|M<5 ...(234)
yazabiliriz.Boylece (2.32) , (2.33) ve (2.34) 'den m ,n > n ve k, I > max( S, S ) igin
p,.../M

mn
| Xnn~ LI <g
elde ederiz.Bu ise c%o (p) oldugunu gosterir.

x:(xmn)szve N =min {n_: PSP > I'x ., | <} olsun. $imdi

K= SUP n s N | Xrmn | olmak iizere § KN ) } ciimlesini ele alalim.Bu
ciimleyi olugturan her N € N igin Ky 2K, olduundan
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sup i Ky Ky yy » - 3=Ky
dir. Aym gekilde k =inf_ . 1x | olmak iizere k =k oldugundan

ian{ ks Kgyp o oo b= ky
dir.Bu nedenle ¢aligmamizin bundan sonraki kisminda sup_(sup_ . | Xmn l)ve

fan( m.fm’n N | X | ) yerine kisaca SUP 1 n =N Ix .| ve mfm,n o | X |
ifadelerini kullanacagiz.

pmn

I x <}

TEOREM IL14 : N, = min{n, : supy, o5 o %,

N, = min{n, : SUP{mn > n, Pran <o} ve N=max (N, , N, ) olsun.

M = max(1, SUP o > N Prn ) olmak iizere

@) c5(p) 'nin
P /M
g(x)=sup o d X I ...(235)

altinda paranormlu bir uzay olmast igin gerek ve yeter sart p = inf 0

mn>NPmn =
olmasidir.

(ii) €2 (p) , (235) ile tanmlanan paranorm altinda bir tam uzaydsr.

ISPAT : (i) (=) : 2.35) ile tammh g, c(2) (p) 'de bir paranorm ve p = 0 olsun.

Simdi A— 0 ve xec(z) (p) 'yi sabit ve tzel olarak genel terimini

i A

(m.n)prnn , 1 sms N-1ven = 1igin
1

X = <
mn (m.n)pm" , m=Nvelsns N-lign

1 , m= N ven> N-1igin

0 , m>Nven> N-1 igin

L

olarak tanimlayalim.Bu takdirde her A € (0,1} ve her m,n > N igin I}me"s de =IA=1

P/
oldugundan sup_ | Mo = 1 dir.Béylece

IM

Xmn /
p.. /M
s(Ax) = SUP 0 » N| AX =Sup, m:Nl Almne -

elde ederiz ki bu Ax — 6 olamayacagim gosterir.Bu ise kabuliimiizle geligir.

lpmn

(=) :p> O olsun.
P1,P2, ve P3 aksiyomlarinin saglandig: agikardir.

P4 : Her m,n >N igin p <p, - oldugundan her A €C ve m,n=Nigin

M
IAl=1iken IAIFM<ial
ve



IAl<liken 1A 1P <iafP
oldugundan

M P
P cmax (Al 1A07)
yazabiliriz.Buradan

p/M
gAx) < max (I Al,IAl )gx)
elde ederiz.Bu esitsizlik ise bize ¢arpimin siirekliligini verir.
(i) x*' = (xfin dmnen Olmak iizere (x*!), c3(p) 'de bir Cauchy dizisi olsun.

O halde 6zel olarak her O<g< 1igin k,1,r,t > s oldugunda

ki P
Xpn—Xe I M < .. .(236)

ki rt
g( X" =X ") =SUpmn.N

olacak gekilde bir s € N vardir.Buradan k,1,r,t >s oldugunda her birm,n>N
icin
ki t
|xkn-xtm | < ¢
elde ederiz.O halde m , n = N olmak iizere ( xklmn)k IEN dizisi C 'de bir Cauchy
dizisidir. C 'de her Cauchy dizisi yakinsak oldugundan m, n > N igin

. ki —
hmk‘l —eX = *mn ... (237

olacak gekilde X ler meveuttur.O halde m, n = N igin (2.37) 'yi saglayacak sekildeki
x=( Xmn ) dizisini olugturalim. (2.36) 'da r,t— o iken limit alinirsa
Prrn

ki k!l BV
g(x —X)=S“Pm,nzN|an—xmn M <e

elde edilir ki bu xX'— x oldugunu gosterir. Her sabit k , 1 €ENigin xN , 0(2) (p) ' de bir

dizi oldugundan
. ki |Pmn/M
mlrla'-noco I Xmn =0
dir. Bu egitsizlikte k1 — % iken limit alinirsa ( 2.37 ) 'den

lim l xmnlpm"/M=O

elde edilirki bu x € 0(2, (p) oldugunu gosterir.
TEOREM I1.15. H = sup Prn » P=inf p. . ve M =max (1, H) olsun.
(i) 3 (P) 'nin
/M

p
g =suplx I'M ... (238)

ile paranormlu bir uzay olmast igin gerek ve yeter sart p>0 olmasidir.

(it) C(z),oo(P) » (238) paranormu altinda tam bir lineer metrik uzaydr.
ISPAT: ispat , Teorem 11.14 'de N,=N, =1 alinarak kolaylikla yapilabilir.

TEOREM I1.16. H = sup Py Ve M = max (1, H) olmak tizere
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() [ Ap) uzays 1

Pmn M
g(x) = [3 Ixmn| ] ... (239)
m,n

altinda paranormlu bir uzaydir.

(ii) I’ Xp) uzay1 (2.39) ile tanimlanan paraenorm altinda tam bir lineer metrik
uzaydir.

ISPAT : (i) P1 ve P2 aksiyomlarinn saglandig asikardir.
P3 : Her m, n € Nigin p /M <1 dir.Boylece (1.1) 'den

|pmn/M < Ix lp"‘"/M pmn/M

mo* Yrmn mn + 1y |
esitsizligini yazabiliriz. Boylece bu egitsizligi ve ( 1.3 ) esitsizligini kullanarak her
x,yE ! %(p) igin

I x

1
[ Pron/M \ M M
glx+y) = (lxmn"')’mnl ) ]
m.n
p L
| Pran/MA\M M prn/MAM 1M
= E(lxmnl ) ] % [Z(IYmnlmn )
mn mn
< g(x) + &)
yazabiliriz.

P4: Herhangi bir A € C igin
gAx) < max (1,1 Al ).g(x)
dir.Bu esitsizlikten

A-0 ve x—0 iken Ax—0
ve

Asabit ve x—0 jken Ax—0

oldugu kolayca ispatlanabilir. $imdi x sabit ve A— 0 olsun.Bu takdirde x € Xp)
oldugundan

K L o0 [

lpmn

Pmn 3 Pm
R(x) = X + n
(x) nzl n=§+1 l mnl m-%ﬂ ngll xmnl ¥ m=§+l n:gn Xmn

< e/2
olacak gekilde K, N > 1 sayilari mevcuttur.Boylece 1Al < 1 olmak iizere

R(Ax)<e/2 ... (2.40)
diem=1,2,...,Kven=12,..,N igin
K,N

— N P
Skn = Y lxmn' mn
mn=1
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olmak iizere IAIPMN < olacak sekilde 8 'y1r yeteri kadar kiigiik segersek IAl< &

9O KN
oldugunda
ngilxxmnl"m % ... (2.41)

yazabiliriz. Boylece | Al < min (1, 8) oldugunda (2.40) ve (2.41) 'den
M KN Pmn
leax) ] = Ellhxmnl +R(AXx) < €
mhn=
elde edilir ki buh— 0 ve x €/ %(p) sabitiken Ax — 8 oldugunu gosterir.

Gi) xK=(xX ) olmak iizere (xX!),/ Xp) 'de bir Cauchy dizisi olsun. O
halde verilen herhangi bir O<€ <1 igink,1,r,t >N oldugunda

1M
g (x-x" = [ 2 'an"xmn lp’“"] <t ... (2.42)
olacak gekilde bir N € N vardir. Buradan her bir m , n sabiti igin.
ki

Ixmn—xmnl < g(xkl— ™M < e
yazabiliriz ki bu ( xK - ) KIEN dizisinin C 'de bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir.
O halde m , n sabit olmak iizere

. kil
k'lllglmxmn= Amn .« o (2.43)

olacak gekilde x _'ler mevcuttur. Bu yolla elde ettifimiz x  'lerden x=(x__)
dizisini olugturalim. Herk ,1 € N igin el 2(p) oldugundan herhangi iki PQEN
igin

ki |Pmn
E l Xmn <= K
olacak gekilde bir Ké R vardir. Bu esitsizlikte 6nce k , 1 - o daha sonra da P, Q —
iken limit alxrsak (243) 'den

P
lmnlmn = K

m,n =1
elde ederiz ki bu x € Xp) oldugunu gosterir. Ayrica (2.42) 'den herhangi iki

P, QEN igin

M
[2 Ixmn—xmnlpm"] = g(x-x") < &
m; =1

yazabiliriz. Bu esitsizlikte dnce r, t - ve daha sonra da P, Q —  iken limit alirsak
(2.43) 'den

® 1/M
k1 Pmn
{ >, Xmp—Xmp! < €
M h=1

elde ederiz. Buise k ,1 > N olmak iizere g( x“mn -x) < eyani xX! - x oldugunu

gosterir.
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III.DUAL UZAYLAR

Bu boliimde ¢ift indisli dizi uzaylarimin - ve y- dual uzaylan tanimlanacak ve
1 2(0),chm(p),ca(p)ile I %(p)dizi uzaylar smin a-, B- ve y - dualleri verilecektir .

TANIM IIL1. X C w2 olsun.

X ={(y,) : VX EX igin 2 | e Yon| < 0}

Xﬁ ==={(ymn): Vxe&X igin | 2 Xmn Ymn!< oo}
mn

MN

xV = {(ymn) : Vx €X igin supM'Nln%:lxmn Ymnl < oo}

seklinde tanimlanan X% XP, XY ‘ya sirastyla X 'in o, B-, y- dualleri diyecegiz.

Cift indisli diziler igin a- dualinin tantm1 M. Gupta ve P.K. Kamthan (1980) tarafindan
verilmigtir.
Teorem 1.3 'den X CXP ve Teorem 14" den de X*C XY oldugunu sdyliyebiliriz.

LEMMA IIL1. X,Y C w? olsun. Eger X CY ise 1= a,p veyay igin Y? CX" dir.

Ispat: 1 = aigin ispat: yapalm. X CY ve herhangi bir x € Y* alalim. Bu takdirde
V y €Yigin DI Kmn ymnl <o dir. X CY oldugundan 6zel olarak V y = z € X icin de

2l X Zd < @ olur ki bu x EX® oldugunu gosterir. O halde Y* CX* dur.

1 =p veya y olmasi halinde de ispat benzer olarak kolaylikla yapilabilir.

2 1/ Pmn
TEOREM IIL1. M = N X = : ] I.N
o(p) N {1}{ (Xmnw Zn Xmn < m}

ve Vm,n ENigin p_ >0 olmak tizere her p = (p ) dizisi igin

) U 2(p1P =Mi(p) ,
Gi) 1L 2(pI®* =M (p) ,

Gi) [l 2 =M&(p),
dir.

ispat: (i) M%(p) Cll 2(p)IP oldugunu gostermek igin herhangi bir x EMi(p)

ve yEI 2(p) alahm. y&€l Z(p) oldugundan

Pmn Prn
7 < max(1, SUp Lyl ™) <N

olacak gekilde bir N € N segebiliriz. Boylece



32

1/
IE Xmn Ymnl = 2 Xmn Ymn! = 2 Xmnl- N Pmn
mn mn mn

yazabiliriz. x € Mgo(p) oldugundan sag taraf yakinsaktir. Bu ise bize x € [/ ozo(p) ]ﬂ
olduunu gosterir.

Simdi de [/ o%,(p)]B C MZ(p) oldugunu gosterelim.Bunun igin x € [/ 2p) ]ﬁ

fakat x & M2 ( p) oldugunu kabul edelim. Bu takdirde
1/p,
Xl N0 = o0

olacak gekilde bir N &€ N —{1} vardir. Simdi genel terimi

1/ Pmn

Ymn =N Sgn X o
olan y = (y,, ) dizisini tammlayalim. y €/ &(p) dir. Fakat

lE xmn)'mnl= > 1 Xmnl- Nl/pm"=co
mn

oldugundan x € [/ ozo(p) ]B dir. Bu ise kabuliimiizle geligir. O halde x € Mi(p) dir.

@U&@fcﬂi@fmmmmmmmmUé@fCMQMd@@m
soyleyebiliriz.

MZ(p) C [ 2(p)] oldugu da (i) 'deki ispattan aikardir.

@[l 21 < [ 21 oldugundan (i) 'den MZ(p) C [ 2]
oldugunu soyliyebiliriz.

[l Z(p ]Y C M2 (p) oldugunu gésterelim.Bunun icin x € [[ 2(p) ]Y fakat

x & MZ(p) oldugunu kabul edelim.Bu takdirde heri,j = 1 igin m (i) < m (i+1) ve

n (j) < n (j+1) olmak iizere en az bir N € N—{1} i¢in
m(i) n(j)

1/ pki i+
X! - N > 2
& &M

olacak sekilde kesin artan (m (i)) ve (n(j)) dizilerini bulabiliriz. Simdi
Y =N .sgnx

Ipmn

olarak tamimlayacagumzy = (y, ) dizisini alahm. sup_ | = N oldugundan

ymn

y &l 2(p) dir. Fakat her i,j= 1 igin
mn(j) mgi) n(j) i Pt

k§=:1 21 Rii Yol 1= ,gl 21 Xyl - N

oldugundan x & [{ Z(p) ]Y dir.Bu ise kabuliimiizle ¢elisir.O halde x € Mgo(p)
olmalidir.

2i+j

LEMMA HL2. M2(p)= U Ix=(xmr): S Ixp N/PmN ¢ o
o(p) Nm{l}{ (mn)“% mn

olmak tizere
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6)) M%) (p)Cl,2 < p=infpy, > O olmasidir.
@) I 2 CM3 (p) dir.
Gi)M2 (p)=! 2 < infpy, > Oolmasidir.

Ispat: (<) : p =inf P 0 VeXE M%, (p) olsun.Bu durumda en az bir N& N-{1}

-1/ -1/ -1/
igin 3, | x_ |.N Pmn _ o dur. Aynica N> 1 oldugundan N PN/ P
her m, n €Nigin

~1/p
bx ol N <ix 1N

olup

-l/pmn

dir.Bu egitsizlik ise Y, | xmnl < o olmasim gerektirir.

=): M% (pcl 12 ve inf ppn = 0 olsun Bu durumda V i,j> 0 igin
1
Pm@anG) = 145
olacak sekilde en az birk €N (en az bir | €N ) iginn (k) (m(1,)) dogal sayisi ve
kesin artan bir (m(i)) (veya (n(j))) dizisi yada her ikiside kesin artan (m(i)) ve (n(j))
dizileri vardir.$imdi ( x_ ) dizisini genel terimi

3.1

N/ Pmiing j)

Xmn = Ni+j ,m=m(i) ven= n(j) 1(“1[1

0 , diger haller igin

olacak gekilde tamimlayalim. Her N € N-{1} i¢in
-1/ U P
'% | Xl - N lL‘mng,z | Xmcynay - N m(i),ng j)

1
= % Ni +j <®
oldugundan x € M%, (p) dir.Fakat (3.1) 'den heri,j> 0 igin
i+j < !
Pmdy,nj)
oldugunu kullanirsak

1\ /Pma.nGg) L it
I Xmp! = - N ' > —— N = »

n;n mn 1% N+l IEJ NIt

olurkibu x¢& [ 12 oldugunu gosterir.Bu ise M%) (p) C 1 12 oldugu kabuliimiizle geligir.
(i) [ 12 C M% (p) oldugunu gostermek icin herhangi birx €/ 12 ve herhangi bir
N € N —{1} alalim . Her m,n € N i¢in
-1/p

Px J.N™ < Ix |

esitsizliginden
1x, 1 NPy
x| N < 2lhx | <o

yazabiliriz ki bu x € M%) (p) oldugunu gosterir.
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(iii) Ispat (i) ve (ii) 'den agikardir.

LEMMA IIL3:

G 1 12 CM%(p) < p=inf Pmn > 0 olmasidir.
(i) M3(p) C I 2 dir.

(i) M(p) ={ / < infp,_>0 olmasdr.

ISPAT: (i) (<=):p>0vex &l 12 olsun. Her N € N-{1} ve her m,n € N igin

1/ 1/
N Pmn N P
esitsizlii saglanacagindan
1/Prn 1/p
Fxp,l - N <Ix I.N

yazabiliriz. Boylece x & * oldugundan

1/p 1/p
2hx N Mo Flix [N <o

yazabiliriz ki bu x € Mi(p) oldugunu gosterir.

Gix / * ©MZ%(p) ve infp, =0 oldugunu kabul edelim.Bu takdirde her
i,j>0icin (3.1) saglanacak gekilde en az birk EN( veya 3 1.EN) icin n(ko)
( veya(m(1))) dogal sayis1 ve kesin artan bir (m (1)) (veya (n(j))) yada her ikiside

kesin artan ( m(i) ) ve ( n(j) ) dizileri vardir.Simdi N &€ N- {1} herhangi bir sabit olmak
iizere genel terimini

N-(+) , m=m(i) ve n=n(j) ise
Xmn = . ..
0 , diger haller i¢in
olarak tammlayacafimiz x = (x ) dizisini alalim.

FXmpl=) —— <
n% mn IZJ N 1+]
oldugundan x € [ 2 dir. Fakat

1/ Pmn 1 1/ Pm iyn 0 1 i+j
n%‘lxmnl.N =§W.N >§W.N = o

danx & Mgo( p) elde ederiz ki bu kabuliimiiz ile gelisir.O halde inf p_, >0 olmalidir.

Gi)xe Mi,(p) herhangi bir dizi olsun.Her N € N-{1} ve her m ,n € N igin

v Prn

| x |.N

mnl <l X

esitsizliginden x € 7 elde ederiz.

(iii) Ispat (i) ve (ii) 'den agikardr.
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TEOREM II1.2.

@ M2 (@) C[ 2w (P ]fs <> p=inf ppp >0

i) [ 2o (0 " M2 ()

(iii ) [ g o0 (P) ]ﬂc M2 () < infpp,>0
olmasidir.

Ispat: () (<):p>0 ve xE M%, (p) olsun. Bu durumda 3 N € N-{1} igin
Six LN"/Pmn

yE Cg.oo (p) alalim. O halde N € N- {1} olmak iizere m ,n > K oldugunda

<0 ve Lemma IL2 (i) 'den Y| Xl <@ dir. Simdi herhangi bir

lymnlpmn < N1 olacak sekilde bir K € N vardir. Ayrica Teorem I11 (i) 'den her

man ENigin |y | <M olacak sekilde bir M € R mevcuttur. Boylece bunlan
kullanarak

M Kl IK tml | S Kl |
< m| 3 moie 3 S e § S ol

mn=1 m=1 n

o
+ 21( lxmnI.N-”Pmn
mn=K+1

esitsizliginden x €| C(z),oo (p) ]ﬁ elde ederiz.

| E Xmn ¥mn
mn

=) M%, (p) C [0(2) o (P ]t3 ve inf p,_=0 olsun. Bu takdirde
1
Pmd),ng < :_‘; ... (32)
saglanacak sekilde en az bir k EN (veya 1 EN) igin n(k,) (veyam(l,)) dogal
sayis1 ve kesin artan bir (m (i)) (veya n (j)) dizisi ya da her ikiside kesin artan (m (i))
ve (n (j)) dizileri vardir.Simdi N > 1 herhangi bir dogal say1 olmak iizere genel terimi

N! / Pmn

Xmn= i

0 , diger haller i¢in

, m=m(i) ven =n(1)

olan diziyi alalim.Bu durumda
3 kgt NP Ly L
mn 1

1

oldugundan x € M% (p) 'dir. Simdi de genel terimi

{iz , m=mi) ven =n(l)
Ymn=

0 , diger haller igin
olany = (y,,, ) dizisini tanimlayalim. (3.2) yi kullanarak her i> 0 igin

i Yo 'pmn = i2 )pm(i),n(l) < i2 )l/l+i <2
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den y€l Z(p) vel Yomn |pmn — 0 oldugundan y € c§ o (p) 'dir. Fakat (3.2) 'den elde
edecefimiz
l+1 < !
Pmeiyn(n
esitsizligini kullanarak
o N/Pm@no

IExmnYmnl = & '_'—_"

.

00 1 . 0 .
- 3N ! Pmiyn(yy -3 N = oo
i=1

oldugundan x & [ 0(2),00 (p) ]B elde ederiz ki bu kabuliimiizle gelisir. O halde inf p, >0
olmalidir.

yxel C(Z)po (p)]ﬁfakat x& M%, (p) olsun. Bu takdirde heri,j > O dogal say:
cifti icin I (0) = 0 ve k(0) = 0 olmak iizere

1G) k(j)

M., = - /Pmn

i > 1 . (33)

> (2 X -G+ §)
m=lG-H+ n=k(j-1)+1

olacak sekilde kesin artan (1 (1)) ve (k(j)) dizileri vardir.§imdi her i,j > 0 igin
1G-1)+1l=m=<I(i) ve k(-1)+1 < n =< k(j) olmak iizere genel terimi
P
Ymn = Ci4i) .Sgn X
olany =(y, ) dizisini tanimlayalim.m , n -« iken i, j —>  oldugundan

. Pmn . 1 1 , ,
m!gg@,ymnl = 1}1-2100 1—+_j =0 ve Vi,j EN igin —-l-—_l <1 denyEcO o p) 'dir.
Boylece

D k(D kG
= -1/Pm . -1 /Pm
lzxmnYmnI-mz:l rgl |xmn|-2 “4-...4-“%I n:k(;z—l)n Ixmnl‘(-]"'l) n, .

1(2) k(W - 1(2) k(j) _
+ S Ixmn|-3 temn, > lxmnl.(j+2) Hemn
m=l(1)+1 n=1 m=t{h+1 n=k(j-1)+1
+ ...

(i) 3¢)]

B 1) k(j)
+ (2 > |%mn] -G+ Vpmn |,
m=1(iln+1 A1

el
anl-(l+J) IPon

{(d-1)+1 n:k(]E—I)H

+ . .
elde ederiz.Burada (3.3) 'ii kullanirsak

IExmnYmnI >+ 1+ 1+ ...
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elde edilir.Buise x & | c%'oo (P ]B oldugunu gosterir.Oysa bu kabuliimiizle gelisir.
Ohaldex € M%) (p) olmalidir.

(iii) Ispat (i) ve (ii) 'den agikardir.

UYARI HIILL. ¢35 (p) C c2(p) oldngundan LemmaliLl 'den

[c3 (p)]B C [Ciz),ao (p)]l3 ve Teorem I11.2 (ii) 'den [c% (p)]tx C M3 (p) oldugunu
soyleyebiliriz.

Simdi M2 (p) C [¢3 (p)]ﬁ ve inf p_ =0 oldugunu kabul edelim.Bu takdirde
1
S N — ...(34
Pme,ng) < e (3.4)
saglanacak gekilde en az bir ko € N(veya l0 E€N) iginn ( k0 ) (veyam (1,)) dogal
sayist ve kesin artan bir ( m (i)) ( veya (n(j)) ) dizisi veya her ikiside kesin artan (m(i)) ve
(n(§)) dizileri vardir. N > 1 herhangi bir dogal say1 olmak iizere genel terimi

N!/Pmn . . N
Xeon = i) ,m=m(i) ve n=n(j) (veya (n=n(ky)) igin
0 , diger haller icin

olan x =(x_) dizisini tammlayalim. Burada
1

-1
"% IXmn!-N /Pmn 123 oi*] =
oldugundan x € M3 (p) 'dir.Simdi genel terimi
ny {(2”J'.N")‘ /Pmn ;= m@) ven = n(1)
0 , dig er haller icin

olarak tammlayacagimiz y € cg (p) dizisini alalim.Bu takdirde (3.4) 'ii de kullanarak

o (it )1 /Pm@)n( o (gitl)i+l
E XmnYmn|{ = E i+ > E X
m,n i=1 1=

_ §2i2+i -
i=1

olur ki buradan kabuliimiizle celigen x & [c(z) (p)]‘3 sonucunu elde ederiz.O halde

] B, . . B
M%, (p) C [c(z) (p)] iken inf P> O dir.Fakat infp > 0 olmas: M% (p) C [cf) ]

olmasini gerektirmez.Gergekten 6zel olarak her m, n €Nigin p - = 1 olarak al srsak

Mj (p) =1 2 ve c3(p)= c? elde ederiz. Burada [ > € [ c2 ]B dir.Gergekten de
1

X = (-Z-m) €l 2 ve genel terimi

y me,m:]ven:l,z.‘.igin
™M 1o , dig er haller i¢in
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olarak tanimlayacagimiz y € c(z) dizisi igin
o
l Exmn)'mnl = nEl I = o

elde ederiz.Buise x & [ c2 ]B oldugunu gésterir.

TEOREM IIL3:
) M%, (p C [c% o (P ]0l olmast igin gerek ve yeter sart inf p_ >0 olmasdir.
i) [ch (M1 C M2 (p) dir.
(iii) [cg'oo (p) ]Ol =M?2 (p) olmas igin gerek ve yeter sart inf Py 0 olmasidir.
ISPAT : (i) Ispat , Teorem I11.2.(i) 'nin ispatindan agikardir.
(1) [cg o (P) ]a C [cfm (p) ]ﬁ oldugundan Teorem II1.2. (ii) 'den
[c2e (P)]'C M3 (p) dir.
(iii) Ispat (i) ve (ii) 'den asikardir.
TEOREM I11.4:

() M3 (p) C [c2 = (P) ]Y olmast igin gerek ve yeter gart infp_ >0 olmasidir.

(i) [e3e (P)]'C M2 (p) dir.

(iii)[c(z)po (p) ]Y = M%) (p) olmas: i¢in gerek ve yeter gart inf p_ > O olmasidir.

ISPAT : (i) («=) infp_ >0 olsun. Bu takdirde [ Cooo (p)]a C [che0 (p) ]Y
oldugundan Teorem II1.3 (i) 'den M%) (p) C [c(z),oo (§2)] ]Y oldugunu soyleyebiliriz.

(=): M%) (p C [c(z)po (p) ]Y ve inf Prn=0 olsun. Bu takdirde
1
. —_— ...(3s5
Pmgy.nGy < i+] (3.5)
saglanacak sekilde en az bir k,EN (veyal EN) i¢in n(k;) (veyam(l,)) dogal
sayist ve kesin artan bir (m (1)) ( veya (n(j) ) dizisi veya her ikiside kesin artan (m (i)) ve
(n(j)) dizileri vardir.§imdi Teorem II1.2 (i) 'nin ispatinda tanimlanan

X € M%) (p) ve yE&E cg o (P) dizilerini alalim. Bu takdirde (3.5) 'i de kullanarak
0 < m (k) = M olmak tizere

M,N

SUpp N E Xmn¥Ymn
mn=1

K 1/ Pmgy,nen L
= SU N > > Su N = %0
kpig W i=21

elde ederizkibux & [ c%m (p)]Y oldugunu gosterir. Bu ise kabuliimiizle geligir.O halde
inf p, >0 olmaldir.

(i) Herhangi bir x €| c(z),oo (p) ]Y alalim ve x¢& M% (p) oldugunu kabul edelim.
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Bu takdirde her i,j dogal say: ¢ifti igin

m(l) n(j) 1/px) o
lzlxkll(1+_|) > i+

olacak gekilde kesin artan (m (1)) ve (n (j)) dizilerini bulabiliriz.Simdi her i, j> 0 igin

genel terimi

I Smeiy. n(j) |

-1/p
ykl={(iﬂ') Msgnxy , 1sks=m(i) ve 1sl=n(j) igin
0

, diger hallerigin

olany = (y,) dizisini tan 1mlayalim. lim — ! = 0 oldu g undan hm lykll
i~ j+ j

1 . .
ve sup; ; -l-+—J <« oldugundan supy !y, Pl o olup cho'oo(p) 'dir Fakat V i,j> 0
i¢in
m(i) ngj)

Xk1 Yki
K=1 =1

m(n)n(n v/
3 X ixgliei) LN

oldugundan x & | c(z)‘oo (P)] dir. Bu ise kabuliimuzle geligir.

(iii) Ispat (i) ve (ii) 'den agikardur.

UYARI IIL.2: 1} = a veya Yy olmak iizere [c(z) (p)]n C M%, (p) oldugunu Teo.IlL.3 (i)
ve Teo.ll1.4 (i) 'den sdyleyebiliriz.Ayrica

n 2
Mg (p) € [c§(p)] = infp >0
oldugunun ispat: da Uyan I11.1 'deki ispattan agikardir.

TEOREM II1.5:
) MO (p C [cw (p)] olmasi igin gerek ve yetersart infp >

@) [ (P)] C M3 (p)
(iii) [c(x> ( p)] = M2 o (p) olmasi igin gerek ve yeter gart inf P 0 olmasidir.

ISPAT:(i) (<= ) : inf Prn™ >0 ve xE MO (p) olsun. Bu takdirde en az bir N> |
dogal saymstigin Y I x_ . N 1/ Pran <o veLemmalIL2 (i) 'den X | x | <oodir,
Herhangi bir y &€ 2 (p) igin N> 1 bir dogal say1 olmak iizere m,n > K oldugunda
by L!pm”< N1 olacak sekilde bir K ENmevcutve yE€ { 2(p) oldugundan
Teorem II.1 (i) geredince y €/ i dir. O Halde her m,n €N igin | Yo~ L | < M olacak
sekilde bir M €R vardir. Bunlar kullanarak

Py Xon Yo ! = Z|xmn(ymn-L)| +L‘2|xmnl
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S S S S 3
=M lxmnl+ g Ixmn|+ % lxmnl
=1 n-K+i maK+1 A=

mif=1
a -1/ Pmn
+ EK lxmnl.N + LEIxmnI
mn= K+1

esitsizliginden x € [cZ (p)]ﬁ elde ederiz.

=) :M% (p C [c%o (p)]ﬁ fakat inf Pmn= 0 oldugunu kabul edelim. Bu takdirde
Teorem 1.2 (i) 'deki ispattan inf p, > O olmas: gerektigi agikardir.

(i) c(z)po (p)C ci, (p) oldugundan , Lemma III.1 ve Teorem 1.2 (ii) 'den

B
2 (] C [ (T C M3 (p)
yazabiliriz.

(iii) Ispat1 (i) ve (ii) 'den agikardur.
TEOREM I11.6:
b, ,
) M%, p C{ ca, (p)] olmasi igin gerek ve yeter sart inf P> 0 olmasidir.
o
@) [c% (p)] C M3 (p) dir.
@ii)[ ci, (p) ]a = M%) (p) olmasi i¢in gerek ve yeter sart inf p, > 0 olmasidr.
ISPAT: (i) Teorem III.5 (i) 'nin ispatindan agikardir.
@) [o2 (0 1°C [ (p] oldugundan Teo HLS5 Gil) 'den

o
[e% (M1 C MG (p)
elde ederiz.

(iii) Ispat (i) ve (ii) 'den agikardr.
TEOREM I11.7:

6)) M%, (p) C[ ci, (p)]Y olmast igin gerek ve yeter sart inf p_ >0 olmasidir.
i) [ o2 (]'C M2 (p) dir

@ii) | ci, (p)]y= M%) (p) olmasi igin gerek ve yeter sart inf P> 0 olmasidir.
ISPAT: (i) inf P> O olsun. Teorem II1.6 (1) 'den

a Y
Mg (p) € [eX(m] C ek (p]
yazabiliriz.

(=): M%, (p C [ci (p)]Y fakat inf Prn= 0 oldugunu kabul edelim.Bu takdirde
Teo I11.4 (i) 'deki ispattan infp >0 olmas: gerektigi kolayca goriilebilir.



41

(i) c(z)‘ao (p) C ci, (p) oldugundan Lemma II1.1 'den ve Teorem I1l. 4 (ii) 'den

Y Y
[c% (]' C [e50 (P] C M (p)
yazabiliriz.
UYARI II14: =0, veya y'y:r gostersin. ci, (p) C 2 (p) oldugundan
Lemmallll1 'den [ ¢2(p) ]n -l P (p)]Tl ve yukarda verdigimiz son li¢ teoremden

L
[ 2] © M2 (p) oldugunu styleyebilirizAyrica M2 (p)C [¢A(p) ] => infp_ >0
oldugu fakat bu 6nermenin tersinin saglanmadiginin ispati ise Uyar 111.1 'in ispatindan
agikardir.

TEOREM IIL8: Her m,n € N igin Prn > 1 ve

1 1
—+ =1
Pmn 9mn
olsun.
M2(P)= U {(xmn):E ixmnﬁmn.N“anlpmn<m }
NEN-{1}
olmak iizere

() [ 2(p) ]B =M?(p)
Gy [ 2(p)] =M2(p)
Giy [ 20 1" = M2 (p)
dir.
ISPAT: (i) M2(p) C [/ %(p) ]ﬁoldugunu gostermek icin herhangi bir x € M? (p)

ve y &l %(p) alalim. (1.2) esitsizliginden.

" lqmn lpmn

I Ymn 9mn Pmn
+ Sl xmnl "'I Ymnl
mn Pmn

elde ederiz. Boylece bu esitsizlikten N &€ N-{1} olmak iizere
| N NP0 |

| *m
Xmn Ymnls' q

|=|xmn.

xmn ymn ymn

|qmn N‘ 9n/Pmn

p
s Ix + Ny ™ ...(36)

mn
ve buradan

EE Xon Yt = 2 V%0, Pmn_ N %mn/Pmn 2y (Pmn
elde ederiz. Bu ise bize x EMA(p) ve y &l ?(p) oldugundan x € [/ 2 (p)]ﬁ'yl verir.

[12 (p)]B C M2(p) oldugunu gostermek i¢in de herhangi bir x € [/ 2 (p) ]B

alalm ve x & Mz(p) oldugunu kabul edelim. Bu takdirde 1 (0) =0 ve k (0) =0 olmak
lizere
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& { dmn “dmn /p
Mij = (2 Y xma| -G mhos 1L (3.7)
m={(i-1)+1 n=k(j-1)+1

olacak sekilde kesin artan (1(i)) ve (k (j) ) dizilerini bulabiliriz.Simdi genel terimi her
ij>0i¢in 1(i-1)+1 =< m=<1(@) ve k(G-1)+1 =< n= k (j) olmak iizere

-t,. .9 1
Ymn=M;; (1) mn'lxmnlqmn— SgNn Xmn ... (3.8)

olan y = (y,,, ) dizisini tammlayalim.Her i,j>0 igin

100) k() P
I = (E ; Ixmnl
M=l(1-1)+1 N=k{J~-1)+1
1() k(D

_ Ix Ipmn(an‘U(i j)’qmnpmn Mijn
m=1(§-1)+1 n=k(J-1)+1 mn Y

esitsizliinde p_ (q...-1)= q ve -4, Pp= " qnn Pmn ©ldugunu kullanirsak

1(i) k(j) q S-

mn . ..~9mn~Pmn ~Pmn

1= ; Y |xe G M
m=[{1-1)+1 n=k(j-1)+1

~1

elde edetiz .pyy, > 1 ve M ;> 1 oldug undan M;;’mn <Mjj (Vijmmn>0)ve

G.)yPmn < (. 3) " dir. Bu esitsizlikleri kullanarak
1(i) k(j)

q . .74 Efl oo oo
I < (E [ xme ™™ () M)
m=1(-1)+1 n=k(G-1)+1

1) k(j)
N, . | q . ..~ 9mn+!
=(1.J)" Mj; (2 lxmn‘ mn-(l‘.l) mn
m=1(1-1)+1 n=k(j-1)+1
q
—Qmmpt 1=~ mn oldugundan
mn
i) k(j) _ /
1= (i.)? M7 p) p) x| ™Gy P
m=1(1-1)+1 n=k(G-1)+1

elde ederiz. Bu egsitsizlikten (3.7) 'yi kullanarak
I = —1'2-

(i.j)

elde ederiz ki bu ( Ymn YEl 2 (p) olmasin1 gerektirir. Fakat

1) k(j) 1(i) k(j)

9, . ..~ 9mn -1
X g Yon = X (i.) ™ .Mj;
mml(z-l)-i-l n=k(12—1)+1 mn m=[(2_1)+1 nnk(_]z—l)+1| mnl J ij

I(i) k(j)

9mn .. ..~ 9mnt! I IR |
(2 lxmnl (i.)) Mj; (i.j)
m=1(1-1+1 n=k(G-1)+1
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(i) km g/
. e - q . ..~4 P
= (i) [Mijl (2 l"mn'mn-(l'.l) mn/Pmn
D+l n= k(] 1)+t
=3 ) M My ...(39)

B .
oldugundan Y, Xon Y Serisi iraksaktir.Bu ise x & [/ 2(p)] oldugunu gosterir ki bu

kabuliimiizle geligir.

G [/ 2] <[ 2 ]Boldugundan G)'den [1 2(p)] " C M2(p) 'dir.
M P C [ %(p) ]a oldugu da (i) 'nin ispatindan agikardir.

(i) (i) 'den M?(p) = [ 21" C [ 2] oldugu agiktr. [/ () ' CM(p)
oldugunu gostermek igin herhangi birx € [/ 2 (p)]Y alalim ve x € MAp) oldugunu

kabul edelim. Bu takdirde (3.7) saglanacak gekilde kesin artan (I(i)) ve (k(j)) dizilerini

bulabiliriz. Simdi (3.8) 'de tanimlanan y €/ 2 (p) dizisini alalim. 3, 1/i.j olarak tanimlanan
pozitif terimli seri iraksak oldugundan kismi toplamlar dizisi sinirli degildir.

O halde her sabit p,q € N i¢in (3.9) 'dan

1(p) k(@ pa |
X Y —
R B dmn =, 2, 7

yazilabildiginden x ¢ [/ 2 (p)]Y dir. Bu ise kabultimiiz ile geligir.

TEOREM III 9 : Her m,n € Nigin 0< mf Pmn =P S Py s 1 olsun.
W 1201 =1 2p)
@21 = 2p)

Gl 21 =1 2(p)
dir.

ISPAT: (i) Herhangi bir x € [I 2(p) ]ﬁ alalmve x & [ ozo(p) oldugunu kabul
edelim.Bu takdirde her i,j > O dogal sayisiigin m (i) < m(i+1) ve n(j)<n (j+1)
olmak iizere

p
N e U ) .. (3.10)

olacak gekilde (m (i)) ve (n (j)) dizilerini bulabiliriz. Simdi genel terimi

(X e -)‘l , m=m(i) ve n=n(j) igin
ymnz{ m(in () @ Wi ()

0 , diger haller i¢in
olany = (ymn ) dizisini tammlayalim (3.9) 'u kullanarak

Pm(i),n(j)

a 1

2|Ymn|pmn 2 < w

& i Gi+jy

Xmi), nGj)
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elde ederiz ki y &/ 2 (p) oldugunu gosterir. Fakat

x i

2 | XmnYmn = % Emayng)

Xm(i.n )

oldugundan x & [/ 2 (p) ]ﬁ dir. Bu ise kabuliimiizle geligir.O halde x € 2(p) dir.
Simdi [ 2(p) C [I 2 (p)]B oldugunu gosterelim. Bunun igin herhangi bir

x €l 2(p) ve y&l %(p) alaim. Boylece her m,n € Nigin | Xn |pm" <K olacak
sekilde bir K € R vardir. Ayrica [ 2(p) lineer oldugundan

Jmn) 2
(2mm) er? p)
olup

o] 1 e

Pmn

Ymn Pmn 1

—— — s —
mn=1{ N NP m.§=1 l Ymnl K
olacak sekilde bir N &N — {1} vardir.Bu ise her m,n €N igin

Ymn Pmnsi

N K
olmasini gerektirir.Bunlar1 kullanarak her m,n €N igin

Y, Pmn
Xmn -—;ﬁ s1

elde ederiz,Buradan

Yomn Pmn

b/
N TN

Xmn N
esitsizlifini ve boylece
1
— Y x

N nzn mn Ymn

= s 1

Pmn

ymn < o

X —_—
mnN

1
= EE IxmnYmnI s 2

mn mn
elde edilir. Yani x€ [/ 2(p) ]B dir.

@ 217 C [ 2(p) " oldugundan () 'den [ 2(p) 1" CI 2(p) oldugu
agikardur.

) i(p) C [l 2¢p) ]a oldugu ise (i) 'nin ispatindan agikardur.

(iii) (ii) 'yi kullanarak [ 2(p) = [/ 2 (p) ]0l C [ %(p) ]Y oldugunu soyleyebiliriz.
Simdi [/ %(p) ]Y C I 2(p) oldugunu gosterelim.Bunun igin herhangi bir

xe[l 2(p) ]Y alalim ve x &/ 2(p) oldugunu kabul edélim.Bu takdirde her i,j > 0 igin
(3.10) saglanacak sekilde kesin artan ( m (i)) ve ( n (j)) dizilerini bulabiliriz.Simdi genel
terimini (3.11) 'de tammladigimiz y = ) el 2 (p) dizisini alalim.Her sabit p, q EN
icin

mp) nQ

2 Xmn Ymn

J
= supp, ”231 1

LS
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elde ederiz. Buise x & [ 2(p) ]Yoldugunu gosterir.Oysa bu kabuliimiizle gelisir.

Simdi tek indisli diziler ile ¢ift indisli dizilerin mukayesesinde kolaylik olmasi
amaciyla tek indisli dizi uzaylarinin a—, f—, y— duallerini verelim.

Her bir p = (p,) igin

[ 3(P) =My(P) » c5(P) =MP) , c*(p)=c{(p) NI, veherk ENigin p,_> |
olmak lizere ] (p)=M(p) , O0< p, =< ligin I %p)=1 ,(p) dir. (Colak vd. 1992)

Her bir p = (p, ) i¢in

L&) =My, (@), cf(p) =My(p) . cP(p) =cfi(p) Ny burada y={(x):| I x,I <e0}
ve her k € Nigin P, > 1 olmak iizere [ t;(p) =M(p) ,0< P = 1igin / B(p) =(l,(p)
dir.( Lascarides , 1971 ).

Herk ENigin p, >0 ve p=(p, ) Em olmak iizere L(p)=M(p), ci(p) =M, (p),
herk €N igin p >0 ve p Em olmak iizere I¥(p) = M(p) , her kKEN igin 0< p =1
igin 1¥(p) =1,(p) ve her bir p=(p, ) dizisi i¢in

n
kEIak <}

olmak iizere c¥(p) = cf(p) N m,_ dir. [ Colak, 1992]

mg = {a = (ay): supp
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