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OZET

Yiksek Lisans Tezi

QUASI KONVEKS FONKSIYONLAR ICIiN ESITSIiZLIKLER VE
UYGULAMALARI

Cetin YILDIZ

Atatiirk Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Danisman: Prof. Dr. M. Emin OZDEMIR

Bu tezde, quasi konveks fonksiyonlar i¢in esitsizlikler incelenerek Hermite-Hadamard,
Ostrowski ve Simpson tipli yeni esitsizliklere yer verilmistir. Tezin ilk bdliimiinde
Esitsizliklerin tarihinden bahsedilmis, ikinci boliimiinde konvekslik ve quasi
konvekslikle ilgili tanim, teorem ve Orneklere yer verilmis, {i¢iincii bdoliimiinde
literatiirde bulunan quasi konvekslikle ilgili teoremler derlenmis, dordiincii boliimiinde
ise elde edilen yeni Lemmalar kullanilarak quasi konveks fonksiyonlarla ilgili yeni
esitsizlikler elde edilmistir. Son olarak besinci bdliimde ise elde edilen yeni

esitsizliklerle ilgili sonuclar ve uygulamalar verilmistir.

Bu tezin amaci, quasi konveks fonksiyonlar1 detayli olarak incelemek ve bu tip
fonksiyonlar i¢in yeni esitsizlikler elde edip bu esitsizliklerin uygulamalarinda yeni tist

sinirlar bulmaktir.
2011, 75 sayfa

Anahtar Kelimeler: Esitsizlikler, konveks fonksiyon, quasi konveks fonksiyon,

Hermite-Hadamard Esitsizligi, Ostrowski Esitsizligi, Simpson Esitsizligi.



ABSTRACT

Master Thesis

INEQUALITIES FOR QUASI CONVEX FUNCTIONS AND APPLICATIONS

Cetin YILDIZ

Atatiirk University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor:  Prof. Dr. M. Emin OZDEMIR

In this thesis, Hermite-Hadamard, Ostrowski and Simpson typed new inequilities are
included by investigating inequilities for quasi convex functions. In the first chapter of
the thesis, the history of inequalities is mentioned, in the second chapter definition,
theories and examples on convexity and quasi-convexity are given, in the third chapter
the theories found in the literature on convexity are given and in the fourth chapter new
inequalities on quasi convex functions are given by using newly obtained Lemmas.
Lastly in the fifth chapter new results and applications related to newly obtained

inequalities are given.

The aim of this thesis is to make a detailed investigation of quasi convex functions and
to find new upper bounds in this type inequalities by obtaining new inequalities for this

type of inequalities.
2011, 75 pages

Keywords: Inequalities, convex function, quasi convex function, Hermite-Hadamard

Inequality, Ostrowski Inequality, Simpson Inequality.
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1. GIRIS

Esitsizlik teorisi, matematigin hemen hemen tiim dallarinda 6nemli rol oynamaktadir.
Esitsizlik teorisinin temeli 18. ve 19. ylizyillarda K. F. Gauss (1777-1855), A. L.
Cauchy (1789-1857) ve P. L. Chebyshev (1821-1894) gibi matematikgiler tarafindan
atildi. Daha sonraki yillarda esitsizliklerin 6nemi gittik¢e artt1 ve esitsizlik konulari, H.
Poincare (1854-1912), A. M. Lyapunav (1857-1918), O. Holder (1859-1937) ve J.
Hadamard (1865-1963) gibi {linlii matematikgilerin dikkatini ¢ekti. Bu alan matematigin
tim branglarinda rol oynamasina ragmen, matematigin bir bransi olarak gelismesi
1934°de G. H. Hardy, J. E. Littlewood ve G.Polya tarafindan “Inequalities” adli
calismayla gergeklesmistir. Diger matematik¢iler tarafindan gelistirilen bu teorik
temeller, bir¢ok yeni esitsizliklerin bulunmasina ve matematigin matematiksel analiz,
uygulamali matematik, olasilik teorisi gibi degisik alanlarinda ilging uygulamalara
zemin olusturmustur. Esitsizliklerle ilgili detayli calismalar; 1961°de E. F. Beckenbach
ve R. Bellman’nin “Inequalities” kitabinda, D. S. Mitrinovi¢’in 1970, 1991ve 1992°de,
Agarwal ve Pang’in 1995°de yaymlanan “Analytic Inequalities” kitaplarinda
bulunmaktadir. Bu temel kaynaklarin yani sira Mitrinovi¢ et al. (1993) tarafindan
“Classical and New Inequalities in Analysis”, Pachpatte (2005) tarafindan
“Mathematical Inequalities” ve son yillarda da Sever S. Dragomir, V. Lakshmikantham,
Ravi P. Agarwal gibi arastirmacilar tarafindan esitsizlikler konusunda pek ¢ok kitap,

makale ve monografi yazilmistir.

Konveks fonksiyonlarin tarihi ¢ok eskiye dayanmakla birlikte baslangici 19. yiizyilin
sonlar1 olarak gosterilmektedir. Bu tarihten sonra literatiirde konveks fonksiyonlari ima
eden sonuglara rastlanilmasina ragmen konveks fonksiyonlarin ilk kez sistemli olarak
1905 ve 1906 yillarinda J.L.W.V. Jensen tarafindan c¢alisildigi ve Jensen’in bu 6ncii
calismalarindan itibaren konveks fonksiyonlar teorisinin hizli bir gelisme gosterdigi
kabul edilmektedir. Sadece konveks fonksiyonlar i¢in esitsizlikleri igeren ilk kaynak
(Convex Funtions: Inequalities) 1987 yilinda J.Pe€ari¢ tarafindan yazilmistir. Ayrica

Roberts and Varberg (1973), Pecari¢ et al. (1992), Niculescu and Persson (2006) gibi



pek ¢ok matematik¢i konveks fonksiyonlar iizerinde esitsizliklerle ilgili ¢ok sayida

calisma yapmislardir. Bu ¢calismalarin bir kismini integral esitsizlikleri olusturmaktadir.

Bugiin en 6nemli integral esitsizliklerinden biri konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-
Hadamard (veya Hadamard) integral esitsizligidir. Hermite (1822-1901), Ekim 1881°de,
Journal Mathesis dergisine ispatsiz olarak yazdigi asagidaki ifadeyi bir mektup ile

sundu. Bu mektup Mathesis 3 de (1883, p.82) asagidaki gibi basildu.

“Sur deux limites d’une integrale definie. Soit f'(x) une Fonction qui varie toujours

dans le méme sens de x = a, x = b. On aura les relations

N b
b - a)f (%) < fa Fo)dx < (b — a)w

ou bien

f(@) + f(b)

(b—a)f(aT-l_b>>Lbf(x)dx>(b—a) -

suivant que la courbe y=f (x) tourne sa convexité ou sa concavite vers 1’axe des

abcisses.”

Bu onemli esitsizlikler, integraller i¢in ortalama deger teoreminin fonksiyon ve
goriintiilerin ortalama degerlerine iliskin bir esitsizlik olup fonksiyonun konkav veya

konvekslik durumuna gore degisir.

1953’de, Quasi konveks fonksiyonlar sinifinit olusturan, isimlendiren ve gelistiren
kisilerin basinda W. Fenchel gelmektedir. Fenchel’in “Convexs Cones, Sets and

Functions™ adl1 ders notlar1 bu siifin ilk kaynaklarindandir.



Esitsizlikler iizerine yapilan caligmalar yeni esitsizlikleri kesfetmek ve klasik
yaklagimlart giiclendirmeye dayanmaktadir. Modern esitsizlik teorisi matematigin
ylizyillardir O6nemini yitirmeden derin temellere dayali bir alani olarak devam
etmektedir. Esitsizlik konular1 siirekli ¢alisilan, hala aragtirmalarda aktif rol oynayan ve

biiyiileyiciligi sonsuz olan bir brans olmaya devam ediyor.

Sunulan bu tezde Quasi konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard, Ostrowski ve
Simpson tipli esitsizlikler incelenmistir. Bu calismanin ikinci boliimiinde, konveks
fonksiyonlarla ilgili temel tanim, teorem ve kavramlarla birlikte pozitif reel sayilarin
ozel ortalamalarina yer verilmistir. Ugiincii béliimde de bazi énemli esitsizlikler ve
bunlarin ispatlarinin yani sira Quasi konveks fonksiyonlarla ilgili literatiirde bulunan

bazi esitsizlikler verilmistir.

Dordiincii boliimde, Quasi konveks fonksiyonlar i¢in yeni teoremler ve genellestirmeler
yazilmistir. Quasi konveks fonksiyonlar i¢in elde edilen yeni integral esitsizliklerinin

ispatinda Holder ve Power mean integral esitsizlikleri kullanilmistir.

Besinci boliimde ise, calismamizda elde ettigimiz bazi sonuglar ve bu sonuglarla ilgili

0zel uygulamalar verilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Genel Kavramlar

Tanim 2.1.1. (Lineer Uzay): L bos olmayan bir kiime ve F bir cisim olsun.
+:LXL—->Lve :-:F XL - L islemleri tanimlansin. Asagidaki sartlar saglantyorsa L
ye F cismi iizerinde lineer uzay (vektor uzayi) denir:

A) L, + islemine gore degismeli bir gruptur. Yani,

G1l.Herx,y € Li¢inx +y € L dir,

G2.Herx,y,z€ Liginx + (y +2z) = (x + y) + z dir,

G3.Herx € Liginx + 8 = 6 + x = x olacak sekilde 8 € L vardr,

G4.Her x € L igin x + (—x) = (—x) + x = 0 olacak sekilde —x € L vardr,
G5.Herx,y €L icinx +y =y + x dir.

B) x,y € L ve a,f € F olmak iizere asagidaki sartlar saglanir:

L1l. a.x € L dir,

L2.a.(x+y) = a.x + a.y dir,

L3.(a+B).x = a.x + B.x dir,

L4. (aB).x = a.(B.x) dir,

L5. 1.x = x dir (Burada 1, F nin birim elemanidir).

F = Rise L ye reel lineer uzay, F = C ise L ye kompleks lineer uzay adi verilir (Anton

1994).

Tanim 2.1.2. (Konveks Kiime): L bir linecer uzay A € L ve x,y € A keyfi olmak tizere
B={z€el:z=ax+ (1-a)y, 0<a<1}cA

ise A kiimesine konveks kiime denir. Eger z € B ise z = ax + (1 — a)y esitligindeki x
ve y’nin katsayilart i¢in a + (1 — a) = 1 bagintis1 her zaman dogrudur. Bu sebeple
konveks kiime tanimindaki a,1 —a yerine @ + f =1 sartinz1 saglayan ve negatif

olmayan «a, 8 reel sayilarini alabiliriz.



Geometrik olarak B kiimesi u¢ noktalart x ve y olan bir dogru parcasidir. Bu durumda,
bos olmayan ve herhangi iki noktasini birlestiren dogru pargasini ihtiva eden kiimeye

konveks kiime denir.

Sekil 2.1. Konveks kiime

Sekil 2.2. Konveks olmayan kiime

Tanim 2.1.3. (Konveks Fonksiyon): I, R de bir aralik ve f:I — R bir fonksiyon olmak
tizere her x,y € I ve t € [0,1] igin,

fitx+ (1 —0)y) <tf()+ A —-t)f») 2.1)

sartin1 saglayan f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir (Niculescu and Persson 2006).



Eger t € (0,1) araliginda alinirsa bu durumda

flx+ A =)y) <tf()+ (A -Df ()

olur. Bu f fonksiyonuna da strictly konveks fonksiyon denir.

“—f” konveks (strictly konveks) ise o zaman f’ye konkav (strictly konkav) denir.

Tanim 2.1.4. Eger f  fonksiyonu hem konveks hem de konkav ise f’ye
afindir(lineerdir) denir (Greenberg and Pierskalla 1971).

Teorem 2.1.1. (Ucgen Esitsizligi): Herhangi bir x, y reel sayilari icin

lx +y| < [x| + [y,

|Ix] = Iyl| < lx = yl,

|Ix] = Iyl| < lx +yl,
ve tiimevarim metoduyla

le + et xnl < |x1| + et |xn|

esitsizlikleri gecerlidir (Mitrinovic€ et al. 1993).

Teorem 2.1.2. (Ucgen Esitsizliginin integral Versiyonu): f, [a, b] araliginda siirekli

reel degerli bir fonksiyon olsun. Bu taktirde

b b
j FG)dx| < j FOldx  (a<b)

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovi€ et al. 1993).

Ornek 2.1.1. f:1 € R > R, f(x) = |x| fonksiyonu I iizerinde konveks fonksiyondur.



Coziim: f’nin konveks oldugunu gostermek i¢in x,y € I ve t € [0,1] i¢in
fix+ A =-y) <tf()+ (A -Df ()
oldugunu gostermeliyiz. Buna gore
fx+ (1 -0y) = |tx+ (1 - )yl
< |tx| + (1 - t)y| “licgen esitsizliginden”’
=tlx|+ (1 -0yl
=tf()+ A -0f ()

elde edilir. {1k ve son ifadeden f fonksiyonunun konveksligi ispatlanmis olur.

f(x) = |x| mutlak deger fonksiyonu x = 0 da tiireve sahip olmamasina ragmen

konveks fonksiyondur.

Sekil 2.3. Aralik {izerinde konveks fonksiyon

Sonug 2.1.1. x,y € Rve p + g > 0 olmak {izere

f<px+qy) <pf(x)+qf(y)
p+tq /) p+q

esitsizligi (2.1) esitsizligine denktir (Mitrinovic¢ et al. 1993).



Konveks fonksiyonun geometrik anlami asagidaki gibidir:

yA

<y

a ta+(1-4)b b

Sekil 2.4. Konveks fonksiyon

Geometrik olarak ta + (1 — t)b noktasinda; f’nin egri lizerinde aldig1 deger (a, f (a))
ve (b, f (b)) noktalarimi birlestiren dogru pargasinin tizerinde aldigi degerden her zaman
daha kiictliktiir, yani bu iki noktay1 birlestiren kiris (dogru pargasi) her zaman egrinin
[a, b] araliginda kalan kisminin iizerinde veya iistiindedir. Sekil 2.4. den de gorildiigi
gibi te[O, 1] oldugundan tf(a) < f(a) dir. Benzer sekilde (1 —t)f(b) < f(b) dir.
Yani tf(a), f(a)nn (1—t)f(b) de f(b)nin altindadir. Dolayisiyla tf(a) +
(1 —=t)f(b), f(a) ile f(b) arasinda olur. Konkav fonksiyon i¢in kiris f’nin grafiginin

[a, b] araliginda kalan kisminin lizerinde veya altindadir.



Teorem 2.1.3. f fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ise
a. f, (a,b) araliginda siireklidir ve

b. f, [a, b] araliginda sinirhdir (Azpeitia 1994).

Tanim 2.1.5. (J —Konveks Fonksiyon): I, R’de bir aralik olmak {izere her x,y € I i¢in

f<xJ2ry) < f(x) erf(y)

sartin1 saglayan f fonksiyonuna [ iizerinde Jensen konveks veya | —konveks fonksiyon

denir (Mitrinovi¢ 1970).

Tanim 2.1.6. (Kesin ] — Konveks Fonksiyon): Her x,y € [ ve x # y i¢in

f<x42ry) <f(x) erf(y)

oluyorsa f fonksiyonuna [ iizerinde kesin | —konveks fonksiyon denir (Mitrinovi¢

1970).

Teorem 2.1.4. (Holder Esitsizligi): a = (ay,...,a,) ve b = (by,...,b,) reel veya

kompleks sayilarin iki n —lisi olsun. Bu taktirde

1 1
—+-=1
p q
olmak tlizere
(a)p > 1lise,

1 1

n n 5 n E

D by < <Z|ak|p> (Zw) .
k=1 k=1

k=1 =

(b) p < 0 veya g < 0 ise,
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1 1
Z agby = <Z|ak|p> <Z|bk|q)
- k=1 k=1

k=1

esitsizlikleri gegerlidir (Mitrinovi¢ 1970).

Teorem 2.1.5. (integraller icin Holder Esitsizligi): p > 1 ve % + % = 1 olsun. f ve g,

[a, b] araliginda tamiml ve integrallenebilen iki fonksiyon olsun. |f|? ve |g|?, [a, b]

araliginda integrallenebilen fonksiyonlar ise

b b % b %
f |f<x)g<x)|dxs<f If(x)lpdx> (f |g(x)|de)

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovi€ et al. 1993).

Benzer sekilde iki katli integraller i¢in Holder esitsizligi asagidaki gibi ifade edilebilir:

1

fa b f (090 dxdy < ( f b f blf(x)lpdxdy)% ( f b f gl dy)a.

Ayrica Holder Esitsizliginin bir sonucu olan Power Mean esitsizligi asagidaki gibi ifade

edilir. Bu esitsizlik kullanilarak daha iyi {ist sinirlar bulunmaktadir.

Sonug 2.1.2. (Power Mean Esitsizligi): ¢ = 1 olsun. f ve g, [a, b] araliginda taniml
ve integrallenebilen iki fonksiyon olsun. |f| ve |g|%, [a, b] araliginda integrallenebilen

fonksiyonlar ise

1

b b 1—% b q
f |f(x)g<x)|dxs<f If(x)ldx> <f If(x)llg(x)l"dx>

esitsizligi gecerlidir.
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Benzer sekilde iki katl integraller icin Power Mean esitsizligi

fa b f 090 dxdy < ( j b f blf(x)ldxdy>1_3 ( j b j | Follg@lodz dy)é

seklinde ifade edilir.

Tamm 2.1.7. (Quasi Konveks Fonksiyon): f:S — R bir fonksiyon ve S ¢ R" bostan

farkli konveks kiime olsun. Vx,y € S ve 1 € [0,1] igin

fOx+ @1 = y) < max{f (), f(¥)}

ise f’ye quasi konveks fonksiyon denir (Dragomir and Pearce 1998).

Eger
fAx + (1 = Dy) < max{f(x), f(y)}

ise f’ye strictly quasi konveks fonksiyon denir. Ayni1 sartlar altinda

fOx+ @1 = 2y) =2 max{f (x), f(¥)}

ise f’ye quasi konkav fonksiyon ve

fQx + (1 =Dy) > max{f(x), f(y)}

ise f’ye strictly quasi konkav fonksiyon denir (Dragomir and Pearce 1998).

Tamm 2.1.8. f hem quasi konveks hem de quasi konkav ise f’ye quasi monotonik

denir (Greenberg and Pierskalla 1971).

Not: Her konveks fonksiyon ayni zamanda quasi konvekstir. Fakat quasi konveks

fonksiyon olup da konveks olmayan fonksiyonlarda vardir.
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Sekil 2.5. Quasi konveks olup konveks olmayan fonksiyon

Asagidaki grafikte, kirmizi ile gosterilen araliklarda fonksiyon quasi konvekstir. Ama

egrinin tamamini diisiiniiliirse bu fonksiyon quasi konveks degildir.

Sekil 2.6. Aralikta quasi konveks fonksiyon
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2.2. iki Pozitif Say1 icin Baza Ortalamalar:

a, b pozitif iki reel say1 olmak iizere;

(1) Aritmetik ortalama:

+b
A = A(a, b) = ¢ )
2
(2) Geometrik ortalama:
G =G(a,b) = Vab,

(3) Harmonik ortalama:

2ab
H =H(a,b) = "

(4) Logaritmik ortalama:

a, a=»>
L=L(a,b):={ b—a ,
- b
Inb—Ina’ * *
(5) Identrik ortalama:
a, a=»>
1
I:I(a,b) =41 bb b—-a
g <F> ) a+b
(6) p — Logaritmik ortalama:
a,
1
L, = Lp(a, b) = pp+l — gp+1 1p

P+DOG-a)]’
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ortalamalar1 vardir.

Bu ortalamalar arasindaki iliski asagida verilmistir:

H<G<L<I<A.

Son olarak, x,y pozitif sayilarinin r. kuvvetlerinin genellestirilmis logaritmik

ortalamasi

( r xr+1_yr+1
A1l =y r+0,-1,x#y
Inx — Iny’ o
Lr(xr:)’):< Y
Inx — Iny o lxz
Xy x—y r = X EY
\ X, xX=y

bigiminde tanimlanur.
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Konveks Fonksiyonlar I¢in Temel Esitsizlikler

Teorem 3.1.1. (Hermite-Hadamard Esitsizligi): /, R’de bir aralik, a,b € [ vea < b

olmak tizere f: I € R — R konveks bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

a+b 1 (P f@+fb)
f( )S b—afa fadx < ————= (3.1.1)

2

esitsizligi literatiirde konveks fonksiyonlar i¢cin Hermite-Hadamard esitsizligi olarak

bilinir (Pecari¢ et al. 1992).

Ispat: Teorem 2.1.3’de f fonksiyonu, I iizerinde konveks oldugundan (a,b) araliginda
stirekli ve [a,b] araliginda simirlidir. Dolayisiyla f, [a,b] araliginda integrallenebilir. O

halde x = (ta+ (1 —t)b),0 <t < 1i¢in

fta+ (1 —-t)b) <tf(a)+ (1 —-t)f(b)

yazabiliriz. Bu ifadenin her iki yan1 [0,1] lizerinden t ye gore integre edilirse,

1 1
j (f(ta+ (1 —t)b)dt < j (tf(a) + (1 —t)f(b))dt
0 0

1 1
= f(@) j tdt + f(b) f (1-t)dt

_f@+£b)
2

elde edilir. Buradan,

1

b 1
- fa f)dx = fo (f(ta+ (1 — O)b)dt
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olur ki bu (3.1.1) esitsizliginin sag tarafidir. Simdi (3.1.1)’in sol tarafinin ispatini

verelim.
1 b
HL f(x)dx

integralini

1 (b s ’
mfa f(x)dx = mlfa f(x)dx + fa_ﬂ)f(x)dx (3.1.2)
2

biciminde yazip, x = a + t(b — a)/2 degisken degistirmesi ile ilk terim
a+b

fo(x)dx:b;aff(a+@)dt

a

bi¢giminde elde edilir.

Daha sonra x = b — t(b — a)/2 degisken degistirmesi ile ikinci terim

a;bf(x)dxz—b_aflof(b——t(bz_a))dt

2

e o

bigiminde elde edilir.

(3.1.2) esitliginde bu sonuglar yazilir ve konveksligin tanimi uygulanirsa,

) oo =3 [r o+ 52+ 1 (o= )
1

2 [ rgra)ee=r(3)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur. [ ]
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Teorem 3.1.2. (Ostrowski Esitsizligi): f:1 c [0,0) - R, [°(I'nin igi) {iizerinde
diferensiyellenebilen bir fonksiyon, f' € L[a,b] ve a,b €1 i¢in a < b olsun. Eger
lf'(x)| < M ise

(x —a)®> + (b —x)?
2

1 b
- t)dt| <
0 -5 [ rar| <
esitsizligi elde edilir.

Bu esitsizlige Ostrowski Esitsizligi denir (Ostrowski 1938).

Ispat: Bu teoremi ispatlamak icin asagidaki esitlik kullanilacaktir. f:[a,b] = R
fonksiyonu (a,b) araliginda diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Bu durumda

X € [a, b] i¢in

1 b
o0 =52 [ a2 [ o o

( t)._{t—a, a<t<xigin
pixt) = t—b, x<t<bhicin

esitligi yazilabilir. Bu esitlikten

FO) f Fydt = j P, OF ()dt

1 x b
=mUa (t —a)f (t)dt—i—fx(t—b)f (t)dtl

elde edilir. Yukaridaki esitligin her iki tarafi mutlak deger i¢ine alinirsa

1 [* b
=‘mUa (t—a)f’(t)dt+L(t—b)f’(t)dtl

1 b
£ —5— | flde

olur. integralin mutlak deger 6zelligi kullanilarak
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1 x , b )
<5a| [ 1e-alr @i+ [ le-pirla

1 b
0 -5 [ rwar
yazilir. |f'(x)| < M oldugundan
[ X b
sb]‘_/l—a f (t—a)dt+fx (b—t)dtl

lva
M [/e2 x £2\|”
) (-
a X

M [(x—a)*+(b- x)zl
2

1 b
Fo) - 5— | F@ae

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur (Dragomir and Sofo 2002). [

Teorem 3.1.3. (Simpson Esitsizligi): f:[a,b] = R, (a,b) iizerinde dordiincii
mertebeden tiirevi siirekli olan bir fonksiyon ve || f (4)”oo = supxe(a'b)| f (4)(x)| < o
olsun. Bu durumda

1[f(a) + £(b) a+b 1 (P
|§[ 2 +2f( 2 )l_b—afaf(x)dx

1
A C)) o A\4

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik literatiirde Simpson Esitsizligi olarak bilinmektedir

(Dragomir et al. 2000a).

Ispat: Bu teoremi ispatlamak icin asagidaki esitlik kullanilacaktir. f:[a, b] = R, (a,b)
iizerinde dérdiincii mertebeden tiirevi siirekli olan bir fonksiyon ve ||f (4)”00 =
5“Pxe(a,b)|f ) (x)l < oo olmak iizere

a+b

b 2
f SG)f®(x)dx = f 2—14(x —a)

+Lb l(x—b)3 <x—2a3,+ b)f(‘”(x)dx
2

( a+2b
x_

3 )f(4) (x)dx

(3.1.3)
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yazilir. Yukaridaki esitligin her iki tarafinin mutlak degeri alinip tiggen esitsizligi

uygulanirsa

a+b

= LTZ_tL(x_aF

b
j S @ (x)dx

a

b1 2a+b
— (v — H)3 _ (4)
f+b24(x b) (x 3 )f (x)dx
“Ey +2b
2 a
SL ﬁlx—al3 X—— ||f(4)(x)|dx
b 2a+b
v — hlI3 |y — )]
fa_+b24|x bI*|x = —3 ’lf ()]dx
2
e | (5 +2b
2 a
IR
=" fa (x—a) x+ 3 dx
b 2a+b
_ 3 _
+fm(b x) (x 3 )dx
2
1F* .o ]
= 2880 P Y
olur. 11k ve son terimlerden
b
%1( )3< a+2b) @ (x)d +jb 1( b)3< 2a+b
j 24x a)®(x 3 Y (x)dx #2495 X
If*1loo
< _ 5
<2880 » Y

elde edilir. Son bulunan ifade Simpson Esitsizliginin sag tarafidir.

Simdi (3.1.3) esitligine adim adim kismi integrasyon metodu uygulanirsa
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b
f SO f®(x)dx

a+b

J;l ’ %(x —a)? (x _Z +32b)f(4)(x)dx

TR ST P

by 1 b
- |5 e-ar (5) -5 - otr@ + ro + [ ras
elde edilir. (3.1.3) esitliginde (3.1.4) ve (3.1.5) ifadeleri kullanilirsa
2 by 1 b
30 -ar (50 -5 - ar@ 6 + | T
T +2b
2 a
= ) ﬁ(x—a)3 (x— )f(4)(x)dx
b1 2a+ b
[ e (e 2 o
IIf"IIoo
<880 PV’
yazilir. Buradan
b 1 oo
30 -ar (50 -5 - ar@- e + j Fooax| < Ut - 0

olur. Her iki taraf (b — a)’ya boliiniirse

|1[f<a)+f(b) a+h) l
2

+2f( -

f F)dx| < s IF ]| — )

(3.1.5)
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esitsizligi elde edilir. ]
3.2. Quasi Konveks Fonksiyonlar i¢in Elde Edilmis Sonuclar

Tanim 3.2.1. f: I = R bir fonksiyon ve x,y € I olsun. Eger

£(557%) = maxtreo,ron)

esitsizligi varsa f fonksiyonuna Jensen veya J-quasi konveks fonksiyon denir

(Dragomir and Pearce 1998).

Tamm 3.2.2. f:1 € R — R bir fonksiyon olsun. x,y € [ ve t € [0,1] i¢in

1
> [f(tx + (1 = y) + f((A = Ox + ty)] < max{f(x), f(¥)}

esitsizligine Wright-quasi konveks denir (Dragomir and Pearce 1998).

Yukaridaki tanimlardan yararlanarak asagidaki teoremler gosterilmistir.

Teorem 3.2.1. f:1 —» R fonksiyonu [/ iizerinde W-quasi konveks bir fonksiyon olsun.

Kabul edelimkia,b €I € R,a < b ve f € L;[a, b] olsun. Bu durumda

1
b—a

b
| reodx < maxtra, ro)

esitsizligi elde edilir (Dragomir and Pearce 1998).

Teorem 3.2.2. I € R iizerinde WQC(I) Wright-quasi konveks, JQC(I) ile J-quasi

konveks ve QC(I) ile de Quasi konveks fonksiyonlar sinifin1 gosterirsek

QC() e wQC) cJjec)
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olur (Dragomir and Pearce 1998).

Teorem 3.2.3. I € R iizerinde C(I) ile Konveks fonksiyonlar sinifi ve J(I) ile de

Jensen konveks fonksiyonlar sinifi gosterildigine gore

w({I) e woC(),C() c QC),J(U) =jec)

elde edilir (Dragomir and Pearce 1998).

Lemma 3.2.1. a,b€R ve a<b olmak iizere, f:I'c R—> R, I’ iizerinde

diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eger f' € L[a, b] ise

f@+f®) 1
2 b —

b _ 1
afa flx)dx = bTa]O (1 - 20)f"(ta + (1 — )b)de

esitligi saglanir (Dragomir and Agarwal 1998).

Ion, yukaridaki Lemma’y1 kullanarak agagidaki iki teoremi elde etmistir.

Teorem 3.2.4. a,b € R ve a < b olmak iizere, f:[a,b] € R = R, (a,b) lizerinde

diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eger |f'|, [a, b] lizerinde quasi konveks ise

b 1 b
f(a);rf( )_b_af FOOdx

esitsizligi elde edilir (Ion 2007).

b—a ’ '
ngax{If @I, 1f'(b)1} (3.2.1)

Teorem 3.2.5. a,b € R ve a < b olmak iizere, f:[a,b] € R = R, (a,b) lizerinde
diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. p > 1 igin |f'|P/®~D, [a, b] iizerinde quasi

konveks ise



23

f@+f®) 1 (°
> —b_aLf(x)dx

b—a
S—
2(p + D)/p

3.2.2
[max{|f’(a)|p/(p—1)’ |f’(b)|p/(p—1)}](10-1)/p ( )

esitsizligi elde edilir (Ion 2007).

Lemma 3.2.1°1 kullanarak Alomari ef al. asagidaki teoremi ispatlamistir.

Teorem 3.2.6. f:I°c R— R, [° iizerinde diferensiyellenebilen bir fonksiyon ve
a,b €I°, a<b olsun. Eger |f'|9, [a,b] lizerinde quasi konveks ve q =1 ise bu

durumda

b 1 (b
f(a);rf( )_b_af £ dx

dir (Alomari et al. 2009).

b —
< = max{If @I IF DDV (553

Lemma 3.2.2. f:I'c R—> R, I° iizerinde diferensiyellenebilen bir fonksiyon ve

a,b € I°,a < b olsun. Eger f' € L[a, b] ise

1 (P b 1
b—afa f(x)dx‘f(%) = (b—a)f0 K(©)f'(ta + (1 — t)b)dt

esitligi elde edilir. Burada

1
. cefod]

K@) = "
t—1, te <§,1]

dir (Kirmaci 2004).
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Alomari et al. yukaridaki Lemma’y1 kullanarak 2009 da yeni teoremler ispatlamislar ve
bu teoremlerde Hermite-Hadamard esitsizliginin sol tarafi icin yeni iist sinirlar elde

etmislerdir. Bulunan esitsizlikler asagidaki teoremlerle verilmistir.

Teorem 3.2.7. f:I°c R— R, I° iizerinde diferensiyellenebilen bir fonksiyon ve

a,b € I°, a < b olsun. |f'], [a, b] lizerinde quasi konveks ise

|ﬁ | eodx—f (2 b)|

. ; a [max{|f' (‘lsz>| , |f’(b)|} + max{|f’ (Clsz>| : |f'(a)|}]

esitsizligi bulunur (Alomari et al. 2009).

(3.2.4)

Teorem 3.2.8. f:I°c R— R, I° iizerinde diferensiyellenebilen bir fonksiyon ve

a,b € I°, a < b olsun. Eger |f'|P/®~1D, [a, b] iizerinde quasi konveks ve p > 1 ise

o ()

p—1
b —a a + b P/(P—l) T
_b-a (2ED () [P/ @D
=2+ D (m“x{|f ( 2 )| 1 @I 1}) (3.2.5)

p—1

+ (max {|f’ (#) |P/(P—1) Af (@) |p/(p—1)}> ’

esitsizligi elde edilir (Alomari et al. 2009).

Teorem 3.2.9. f:I°c R— R, [° iizerinde diferensiyellenebilen bir fonksiyon ve
a,b €I°, a<b olsun. Eger |f'|?, [a,b] lizerinde quasi konveks ve q =1 ise bu

durumda
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- b)‘ (3.2.6)

|ﬁ | e — £ (4

1 1

<252 (e {7 (S5 i} ) (s [ (52 o))

elde edilir (Alomari ef al. 2009).

Lemma 3.2.3. f:] c R—> R, [° lizerinde diferensiyellenebilen bir fonksiyon ve

a,b € I°, a < b olsun. Eger f' € L[a, b] ise asagidaki esitlik elde edilir:

f@+f) 1
2 b—a

fbf(x)dx

b — 1

- 4aU01(—t)f’<1-2|_ta+lgtb>dt+jo

(Alomari et al. 2010a).

A4t 1t
tf( b+ — a)dt

Yukaridaki Lemma kullanilarak asagidaki teoremler elde edilmistir.

Teorem 3.2.10. f:1 c [0,00) = R, I° iizerinde diferensiyellenebilen bir fonksiyon ve

a,b € 1,a < b olsun. |f’|, [a, b] tizerinde quasi konveks ise

b 1 b
f(a)erf( )_b—af FGodx

LRV L e e LT

elde edilir (Alomari ef al. 2010a).

(3.2.7)

Teorem 3.2.11. f:1 c [0,00) - R, [° lizerinde diferensiyellenebilen bir fonksiyon ve

a,b € 1,a < b olsun. |f'|P/®=D, [a, b] iizerinde quasi konveks ve p > 1 ise
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f@+f®) 1
2 b—a

- (-1)/p
b—a a+ b\ P/ @V
<max{|f’ A r@pe

REED
; <max {| (5 b)|p/(p_1) , |f'(b)|p/<p-1>}>

elde edilir (Alomari ef al. 2010a).

fbf(x)dx

(3.2.8)

»-1/p

Teorem 3.2.12. f:I° c R —> R, [° iizerinde diferensiyellenebilen bir fonksiyon ve

a,b € I°, a < b olsun. Eger |f'|4, [a, b] tizerinde quasi konveks ve g > 1 ise

f@+f(b)
2

1 b
; —af f(x)dx

< b ; ¢ [(max{|f’ (aZLb)r’ |f'(a)|q}>1/q (3.2.9)

¥ (max {|f (#)r , |f'(b)|q}>l/q

esitsizligi elde edilir (Alomari et al. 2010a).

]

Alomari et al. asagidaki Lemma’y1 kullanarak ikinci mertebeden tiirevinin mutlak
degeri quasi konveks olan fonksiyonlar i¢in yeni esitsizlikler elde etmislerdir. Bulunan

bu sonuglar Hermite-Hadamard esitsizliginin sag tarafi i¢in yeni iist sinirlardir.

Lemma 3.2.4. a,b €l ve a<b olmak ilizere f:I c R— R, [° lizerinde ikinci

mertebeden tiirevi olan bir fonksiyon olsun. f”', [a, b] lizerinde integrallenebiliyorsa
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f@+f) 1
2 b—a

b _1\2 1
f Fl0)dx = uf t(1— £)f"(ta + (1 — t)b) dt
a 0

2

esitligi yazilir (Alomari et al. 2010b).

Teorem 3.2.13. a,b €1 ve a <b olmak iizere f:] c R— R, I° iizerinde ikinci
mertebeden tiirevi olan bir fonksiyon ve f', [a,b] lzerinde integrallenebilen bir

fonksiyon olsun. Eger |f"|, [a, b] lizerinde quasi i konveks ise

f@+f) 1
2 b—a

(b —a)?

< —; max{lf"(@L1f" )} (3.2.10)

fbf(x)dx

elde edilir (Alomari et al. 2010b).

Tamm 3.2.3. Gamma fonksiyonu
I'(x) =j e tt*1dt, x>0
0

seklinde tanimlanir (Dragomir et al. 2000b).

Teorem 3.2.14. a,b €1 ve a < b olmak iizere f:] c R—> R, I° iizerinde ikinci
mertebeden tiirevi olan bir fonksiyon olsun. Eger p > 1 icin |f"'|P/®~1, [a, b] iizerinde
quasi konveks ve ¢ = p/(p — 1) ise

f@+f® 1 P
> —b_ajaf(x)dx

1 1 (3.2.11)

1 P
b — a)? P a
LY 8a) <ﬁ> @ (max{|f" (@)%, 1f" ()|}

2
esitsizligi elde edilir (Alomari ef al. 2010b).
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Teorem 3.2.15. a,b €1 ve a <b olmak iizere f:] c R— R, I° iizerinde ikinci
mertebeden tiirevi olan bir fonksiyon ve f', [a,b] lzerinde integrallenebilen bir

fonksiyon olsun. Eger ¢ = 1 i¢in |f"'|9, [a, b] lizerinde quasi konveks ise

(b —a)

f@)+f(b)
12

1 b
> b—af f(x)dx

<

(max{|f"(@I%If"BITHT 351

elde edilir (Alomari et al. 2010b).

Lemma 3.2.5. a,b €I’ ve a < b olmak iizere f:Io c R—- R, I° iizerinde ikinci

mertebeden tiirevi olan bir fonksiyon olsun. Eger f'' € L,[a, b] ise

ﬁ | e - £ (C30)

& _za)2 flm(t)[f”(ta + (1= 0)b) + f"(th + (1 - H)a)]dt
0

esitligi elde edilir. Burada

dir (Sarikaya et al. 2010).

Sarikaya et al. yukaridaki Lemma’y1 kullanarak, Hermite-Hadamard esitsizliginin sol
tarafi i¢in yeni st siirlar bulmustur. Bu iist sinirlar literatiirde bulunan en iyi {ist
sinirlardir. Bu esitsizlikler ikinci mertebeden tiirevi olan fonksiyonlar i¢in elde edilmis

sonuclardir.

Bu Lemma kullanilarak asagidaki esitsizlikler elde edilmistir.
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Teorem 3.2.16. f:I' € R — R, I° iizerinde ikinci mertebeden tiirevi olan bir fonksiyon

vea,b €l,a<b,f"€Lia, b]olsun. Eger |f"|, [a, b] lizerinde quasi konveks ise

‘ﬁj;bf(x)dx iy (a ;— b)| - (b ;461)2

elde edilir (Sarikaya et al. 2010).

max{|f" (a)|,|f" (b)I} (3.2.13)

Teorem 3.2.17. f:I' € R — R, I° iizerinde ikinci mertebeden tiirevi olan bir fonksiyon

ve a,b€Il ,a<b, f'"€Liab] olsun. Eger |f"'|9, [a, b] lizerinde quasi konveks,

q>1vel+l=1ise
P q

[ reoner (242

bh— 2
< D max(lf @, 1 ()T e
8(2p + 1)P

(3.2.14)

esitsizligi bulunur (Sarikaya et al. 2010).

Teorem 3.2.18. f:I' € R — R, I° iizerinde ikinci mertebeden tiirevi olan bir fonksiyon
veab€l,a<b, f"€Lia b] olsun. Eger |f"|9, [a, b] lizerinde quasi konveks ve

q = 1ise

‘ﬁf:f(x)dx s (a 42- b)‘ G ;461)2

esitsizligi elde edilir (Sarikaya et al. 2010).

max{If"(@I% If" I 5515

Lemma 3.2.6. f:] c R - R, I iizerinde diferensiyellenebilir bir fonksiyon, a, b € I've

a < bolsun. f' € L[a, b] ise
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f@+fm) 1 (°
> —b_afaf(x)dx

b—a
2

1,1
f f [f'(ta+ (1 —t)b) — f'(sa+ (1 —s)b)](s — t)dtds

dir (Sarikaya et al. 2009).

Teorem 3.2.19. a,b €', a < b ve f:I' c R - R diferensiyellenebilir bir fonksiyon

olsun. Bu durumda q > 1, %+ 5 = 1ve |f'|4, [a, b] lizerinde quasi konveks fonksiyon

ise
f@+f®) 1 P
5 3 afa f(x)dx
1 (3.2.16)
< (b-a) ((p T 2)) [max{|f' (@)%, £ ()| 7}/
dir (Set 2010).

Teorem 3.2.20. a,b €', a < b ve f:I' € R - R diferensiyellenebilir bir fonksiyon

olsun. Bu durumda g > 1 ve |f'|9, [a, b] lizerinde quasi konveks fonksiyon ise

(b—a)
3

f@+f®) 1
2 b—a

<

b 1
fa fx)dx (max{|f" (@I 1f'WINT 3517

dir (Set 2010).

Tamim 3.2.4. a, b € R olmak tizere maksimum ifadesi

a+b+|a—b|
2

max{a, b} =

seklinde tanimlanir.
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Asagida gosterilmis olan teoremler maksimum ifadesinin yukaridaki tanimi kullanilarak

elde edilmistir.

Teorem 3.2.21. f € QC()NLylab] olsun. s:[a,b] > R negatif olmayan,

. . b . o . .
integrallenebilen ve % de simetrik bir fonksiyon olmak iizere

b b b
(% )Ls(x)dxSfaf(x)s(x)dx+11(a,b) 32.18)

olur.

Burada

1 b
hG@b) =3 [ /@) = fa+ b= 0lsdx

a

dir (Tseng et al. 2003).

Teorem 3.2.22. f € JQC(I) N Ly[a,b] olmak iizere (3.2.18) esitsizligi elde edilir
(Tseng et al. 2003).

Teorem 3.2.23. f € QC(I) N Ly[a,b] vep(x) =p (b%a + x) ile p: [a, b] = R negatif

olmayan, integrallenebilen bir fonksiyon olsun. O halde

b b b
F(57) | peadx = | Feapeods + 1o b 52.19)

olur. Burada

b

() -l () e

I,(a,b) = %f

a

dir (Tseng et al. 2003).
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Teorem 3.2.24. f € WQC(I)NnLy[a,b] olsun. s:[a,b] - R negatif olmayan,

. . b . o . ,
integrallenebilen ve % de simetrik bir fonksiyon olmak tizere

b b
f fx)s(x)dx < max{f(a)'f(b)}f s(x)dx (3.2.20)

esitsizligi elde edilir (Tseng et al. 2003).

Set et al. tarafindan asagidaki Lemma kullanilarak quasi konveks fonksiyonlar i¢in

Simpson tipli yeni esitsizlikler elde edilmistir.

Lemma 3.2.7. f:]1 € R - R fonksiyonu, I” iizerinde diizgiin siirekli bir fonksiyon ve

a,b €1,a < b olsun. O halde
1 b 1 b
c|r@+ar (552) + )] 5= | reodx

1
= (b - a)f p@®)f'(tb + (1 — t)a)dt
0
esitligi elde edilir. Burada

t ! tE[Ol)
) )2

O i)

dir (Set et al. 2010).

Teorem 3.2.25. f'€L[a,b] olmak tizere f:IcR->R, [° fzerinde
diferensiyellenebilen bir fonksiyon ve a,b € I, a < b olsun. Eger |f'|, [a, b] {izerinde

quasi konveks ise
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@+ ar(S50) + 1] -2 [ o

(3.2.21)
5(b —a)

36 ————max{|f (@I, |f'(b)|}

esitsizligi elde edilir (Set et al. 2010).

Teorem 3.2.26. f'€ L[a,b] olmak tizere f:IcR->R, [° izerinde

diferensiyellenebilen bir fonksiyon ve a,b € I , a < b olsun. |f'|9, [a, b] lizerinde quasi

konveks, g > 1 ve % + % = 1 olmak iizere

@+ ar(50) + )] - 52 [ rwas

(3.2.22)

1
b—a/(1+2P*t1\p , ’ 1
6 <3(p+1)> (max{|f' (@]9, |f'(b)]7})

esitsizligi elde edilir (Set et al. 2010).

Teorem 3.2.27. f'€L[la,b] olmak tizere f:IcR->R, [° fzerinde
diferensiyellenebilen bir fonksiyon ve a,b € I , a < b olsun. Eger |f'|?, [a, b] {izerinde

quasi konveks ve g > 1 ise

@+ ar(50) + 1) - 52 [ rwas

. (3.2.23)
< 2O 2D maxli @19, 1 )|

esitsizligi elde edilir (Set et al. 2010).

Lemma 3.2.8. f:] SR> R, I’ iizerinde diizgiin siirekli bir fonksiyon ve a,b € I,

a < b olsun. f" € L[a, b] olmak lizere
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L f o)~ £lr@+ a7 (130) + 1)

1

=(b - a)zf p(®)f"(tb + (1 — t)a)dt
0
esitligi elde edilir. Burada

%t(Bt -1, te [0,%]
p(t) = 1
S(t-DEt-2), te (5,1]

dir (Alomari and Darus 2010a).

Alomari and Darus yukaridaki Lemma’y1 kullanarak quasi konveks fonksiyonlar i¢in

Simpson tipli esitsizlikler elde etmistir.

Teorem 3.2.28. f:1 c [0,0) - R, [° flizerinde diizglin stirekli bir fonksiyon ve

a,b€l, a<b,f" €Lla, b]olsun. Eger |f"|, [a,b] lizerinde quasi konveks ise

2 [ -+ o (5) +700]

(3.2.24)

<Oz el @nlr () mafr (457 o)

elde edilir (Alomari and Darus 2010a).

Tanim 3.2.5. Beta fonksiyonu

1

Bx,y) = f t*"1(1 —t)Y dte, x,y>0
0

seklindedir. Bu esitlik Euler tipi Beta integral fonksiyonu yada birinci ¢esit Euler
integrali olarak adlandirilir (Dragomir ez al. 2000b).
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Teorem 3.2.29. f:] c [0,0) - R, [° lizerinde diizglin stirekli bir fonksiyon ve
a,b €1, a<b, f'€Lla,b] olsun. Eger |f"'|P/®~1, [a,b] iizerinde quasi konveks ve

p > lise

‘— f(x)dx——[f(a)+4f( )+f(b)”

1
b—a)* (. _ _ 4(3)P+3(2)P(p—D\P
ST<3 p 1ﬁ(p+1,p+1)+ 12(2+3p+p2) )
a+ by P/®V T (3.2.25)
x (max{v"(anp/@-”, (5] })
2
p/(p-1)

p—1
p
f )P/ P ]

+ | max

r(59)

elde edilir (Alomari and Darus 2010a).

Teorem 3.2.30. f:] c [0,0) - R, [° lizerinde diizglin stirekli bir fonksiyon ve
a,b €l,a<b, f" €L[a,b] olsun. Eger |f"'|4, [a, b] tizerinde quasi konveks ve ¢ > 1

olmak tuzere

‘— f(x)dx——[f(a)+4f( )+f(b)”

—a)? !
S% (max{lf”(aﬂq; |f” (asz)| })q (3.2.26)

1

+<max{|f”( axhy If”(b)lq})

elde edilir (Alomari and Darus 2010a).



36

Asagidaki Lemma Ostrowski tipli esitsizlikler i¢in bir¢ok teoremde kullanilmistir. Bu

calismada quasi konveks fonksiyonlar i¢in elde edilmis sonuglar verilmistir.

Lemma 3.29. ab€l ve a<b olmak ilizere f:IcR—->R, [° iizerinde

diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eger f’ € L[a, b] ve t € [a, b] ise

1 b 1
£ —5— | fadu=b-a) [ pOf ca+ a-oby

esitligi elde edilir. Burada

dir (Alomari and Darus 2010b).

Teorem 3.2.31. f:1 c [0,00) - R, [° lizerinde diferensiyellenebilen bir fonksiyon ve

a,bel,a<b,f €L[a,b]olsun. x € [a,b] ve |f'|, [a, b] lizerinde quasi konveks ise

1 b
F0 —5— | faodu

(3.2.27)

b_
Lo-n? &0 GOl @)

26— e LI B+ 55—

elde edilir (Alomari and Darus 2010b).

Teorem 3.2.32. f:1 c [0,00) = R, [° lizerinde diferensiyellenebilen bir fonksiyon ve
a,b€el,a<b, f' €L[ab]olsun. |f'|?, [a,b] lizerinde quasi konveks, x € [a, b] ve

11 .
~+-=11se
P q
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1 b
FO0 —5— | faodu

< ( (b — x)P*!

P 1
b=+ 1)> [max{|f'()[9, |f'(b)|9}]a (3.2.28)

1

) 1
>p [max{If' ()14 1f" (@)]9}]4

(x — a)P*?
+<w—aXp+n

elde edilir (Alomari and Darus 2010b).

Teorem 3.2.33. f:1 c [0,00) - R, I° lizerinde diferensiyellenebilen bir fonksiyon ve
a,b€l,a<b,f €Lla, b]olsun. g = 1 olmak tizere eger |f'|?, [a, b] lizerinde quasi

konveks ise

1 b
F0) —5— | faodu

(3.2.29)

_b-x° (x —a)®

< S s (maxlIf GO L BT + 5 max{lf @I | @I

elde edilir (Alomari and Darus 2010b).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde arastirma sonucunda elde edilmis olan yeni Lemmalar’dan faydalanarak
quasi konveks fonksiyonlar i¢in genellestirmeler yapilmistir. Elde edilen bu sonuglar
Quasi konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard, Ostrowski ve Simpson tipli

esitsizliklerle iligkilidir.

Lemma 4.1. a,b€Il, a<b ve x € [a,b] olmak ilizere f:] cR—->R [° de
diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eger f' € L[a, b] ise

b
(b—=x)f(b) + (x —a)f(a) 1
b—a _b—aff(u)du

a

(x o) f(t —Df'(tx + (1 — a)dt +( 0" f(l t)f'(tx + (1 —t)b)dt

esitligi elde edilir (Kavurmaci et al. 2010).

Ispat: Bu Lemma’y1 ispatlamak icin ilk 6nce

I[= (x_ )Zf(t—nf (tx+(1—t)a)dt+( — )zfu—t)f (tx + (1 — t)b)dt

olsun. Kismi integrasyon metodu kullanarak

[ (x — a)? '(t 1 fltx + (1 - ta) 1f(tx + (1 —t)a) ”

b—a xX—a 0 x—a

(b —x)?| flitx+ (1 =0b)|' ftx + (1 —t)b)
+—b—a (1—t) Y —b .f dt
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_(x—a)?[f(a) 1
~ b—a |x—a ( a)sz(u)dul
b-x)?* f (b)
e | Txo b)z f f(u)dul
(b=)f(D)+x-a)f(@ 1 (P
N b—a _b—afaf(u)du
elde edilir ve ispat tamamlanir. ]

Teorem 4.1. a,b€l, a<b ve x € [a,b] olmak iizere f:] cR->R, [° de

diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eger |f'|, [a, b] de quasi konveks ise

b
b-x)f(b)+x—a)f(a) 1
b—a _b—aff(u)du
4.1)
< G- a)? (b —x)?

———max{f' )|, If (@} + ————=max{|f' )|, |f (b)|}

= 20-a) 2(b —a)

esitsizligi elde edilir (Yildiz et al. 2010).

Ispat: Lemma 4.1°den ve integraller icin mutlak deger esitsizliginden

b
b-x)fb)+x—a)f(a) 1
b—a _b—aff(u)du

(x - a)2

f(l —t|f'(tx+ (1 —t)a)|dt

+(b - j(1 OIf (tx + (1 — )b)|de

yazilir. |f'| quasi konveks oldugundan
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b
b-—0fb)+x-a)f(a 1
b—a _b—aff(u)du
L G-a?
< o= j (1= Omax{lf (O, If(a) [t
b _ 2
o )) f (1 = max{If' (o)L, |f (b))t
(- (b —x)? b
=20 = )max{lf L 1f’ (a)|}+2(b )max{lf (1, 1f" (D)1}
elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur. [

Teorem 4.2. a,b€I, a<b ve x € [a,b] olmak lizere f:] cR—->R [° de
diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Egerp > 1, %+$ =1 ve |f|P/®D, [a,b]

tizerinde quasi konveks ise

(b—x)f(b) + (x —a)f(a)
b—a

b
1
—b_aff(u)du

S(x—a)2<

b—a i 1)5 (max{lf CoIP/®=, | f(a)|p/<p—1)})p771 (4.2)

+(b—x)2( 1

Z p-1
b—a \p+ 1),, (max{|f ()|P/@=D,|f (p)|P/®P=V}) P

elde edilir (Yildiz et al. 2010).

Ispat: Lemma 4.1 ve mutlak degerin 6zelligi kullanilarak,
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(b—=x)f(b) + (x —a)f(a)
b—a

b
1
-5 | Fadu

<(x—a)2 3
T (h-a) J

A-0)|f'tx+ (1 —t)a)|dt

(b— )?

+ j(l—t)lf (tx + (1 — £)b)|dt

olur. integraller i¢in Holder Esitsizligi ve |f'|?/®~1’in quasi konveks oldugu

kullanilarak

(b—x)f(b) + (x —a)f(a)
b—a

b
1
—b_aff(u)du

p-1
(x_a)z 1 1 P
s (j(l—t)pdt> (!f (tx + (1 — Oa) [P 1dt>

0

1 p-1
fo=x) (fu . t)pdt>p (flf’(tx +(1— t)b)llﬁldt> p
(b -4 0 0

p—1
32 1 1 v
<=2 < Ja- t)Pdt) ( [ max{ircor=, i @ dt)
0

0

p—-1
, /1 2 /1 o
+ ( f (- t)Pdt) ( f max{If @I, If )T} dt)
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p—1
_(x—a)? R

DL (neefrcor reon®)

e )

p—1
14

S L

(max{lr P15 ) PT))

bulunur. Boylece ispat tamamlanir. [

Teorem 4.3. a,b€l, a<b ve x €[a,b] olmak lizere f:] c R—-> R, I° de

diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eger |f’|9, [a,b] de quasi konveks ve

q = 1ise
b
b-0)fb)+x-a)f(@ 1
b—a _b—aff(u)du (4.3)
_x-a)? (b —x)*

o (max{|f ()[4, If(a)lq})q + 57— (max{|f ()9, If(b)lq})q

2(b a) 2(b—a)

elde edilir (Yildiz et al. 2010).

Ispat: Lemma 4.1 ve integraller i¢in Power Mean Esitsizligi kullanilarak

b
(b—x)f(b) +(x —a)f(a) 1
b—a _b—aff(u)du

1
_ 2
< %fu COlf (e + (1 - Da)lde
0

1
(b—x)?

+(b——a)0 A -=0lf'(tx+ (1 —¢t)b)|dt
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1

% o !
i (fu—t)dt) (f(l—t)If’(tx+(1—t)a)|th>

0

R, i %
Lo (f(l—t)dt) (f(1—t)|f’(tx+(1—t)b)|qczt>

0

bulunur. |f'|? quasi konveks oldugundan

1 ' 1 , '
f(1 —0)|f (tx + (1 = t)a)|"dt < max{|f @|% | @]
0

Ve
g 1
f(1 —O)|f (tx + 1 - t)a)|"dt < Emcm{|f'(x)|q, I )|

olur. Buradan

b
(b—f®) + c—)f @ 1
b—a _b—aff(u)du
< S (el I @IV + S tmaxlI QI (I3
elde edilir.

Lemma 4.2.a,b €1,a < b ve I c R olmak iizere f:1 - R, I" de diferensiyellenebilen
bir fonksiyon olsun. Eger ' € L[a,b] ve 0 < A < 1 ise

(1—/’1)f< ) <f(a);rf(b)> b1 ff(x)dx— ! fK(x)f(x)dx
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( ( +/1b—a) < a+b

x—\|a > ) asx 5
K(x) =

L (b Ab—a) a+b< <b

X > ) 5 x <

elde edilir.

Ispat: Bu esitligi ispatlamak igin once esitligin sag tarafina kismi integrasyon metodu

uygulanirsa;

b
f K(x)f'(x)dx

a+b

_ LT[x ~(a +/1b;—a)]f'(x)dx + f; |« (b~ A—)]f (x)dx

a+b

B

oo
f(a) + f(b)

b b
— (1—/1)f<%> b —a) +A<T) b —a) —j F0)dx

j f(x)dx

olur. Her iki taraf (b — a) ya boliinlirse Lemma 4.2 deki esitlik elde edilir.

Yukaridaki Lemma’yr kullanarak, diferensiyellenebilen fonksiyonlar igin yeni
genellestirmeler elde edilmistir. Bu genellestirmeler kullanilarak da yeni sonuglar
bulunmustur.

Teorem 4.4. a,b € I, a < b ve I c R olmak iizere f:1 - R, I’ de diferensiyellenebilen
bir fonksiyon ve f' € L[a,b] olsun. Eger |f'|, [a,b] lizerinde quasi konveks ve

0<A<1ise
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b b
‘(1 A)f ) (f(a);f( )) biaj F(x)dx

(4.4)
(b —a)

(222 = 22+ Dmax{|f" (@, 1" (b)1}

esitsizligi elde edilir.

Ispat: Lemma 4.2.’den

b b
|(1 A)f ) <f(a)42rf( )> biajf(x)dx

1 b
_ ‘m f KGOf' (x)dx

olur. Integraller i¢in iiggen esitsizligi kullanilarak

b b
|(1 o7 (© ) <f(a)J2rf( )) bia] f0)dx

a

- . a{fAbT [—x + (a + a”;—“)] If" ()l dx

a+b

T flb_ [ = (a+2759)] i Colax +

Sbia{ az—bx—(a+/1—)||f (x)|dx+fb+b|x—<b /1—>||f (x)Idx}

b-A75" b—a
+f [ x+(b—AT)] If' () ldx

2

* f,,blb_ = (b -275)] If’(x)ldx},

x=(1-t)a+thdx = (b— a)dt alinirsa
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b b b
‘(1 L (f(a);f( ))_biaj fOOdx

4

< foz [—t(b —a)+ Ab%a] F'((1 = a + th)|dt

1
2 b—
+j% [t(b ~a) —AT“] IF/((1 = t)a + tb)|dt

A
1-5 h—
+£ ’ [(1 - t)(b—a) —ATa] |F'((1 = a+ tb)|de

fl__[(t ~Db-a)+ /1—] F/((1 = Da + th)|de

2

olur. |f'|’nin quasi konveksligi kullanilarak

b 1 b
|(1 DF(ED) (f(a);f()) S

A
A o
< fz [—t(b ORT N max{lf' @, If' b)}dt
0 .

1
+f%2[t(b

2

b
~2 “_ max{|f' (@), |f' (b)|}dt

~

[(1 — )b —a) - A—] max{|f' (@), |f'b)[}de

+
Nh

1 J—
¥ ] _4[“ Dl -+ ﬂbz—a] max{lf'(@)l, |f'(b)[}at

N

(b—)

(222 = 22+ Dmax{|f" (@I, 1f' (D)}

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Teorem 4.5. a,b € Rve a < b, f:[a, b] = R, (a, b) iizerinde diferensiyellenebilen bir

fonksiyon olsun. p > 1, % + i = 1igin |f'|P/®~V, [a, b] tizerinde quasi konveks ise

|(1 A)f( ) (f(a) ;f(b)> : i afabf(x)dx

< (b ; a) (1 — 21+ 2/12)(max{|f’(a)|p/(p—1), |fl(b)|p/(p_1)})pT?1

(4.5)

elde edilir.

Ispat: Lemma 4.2 ve integraller i¢in mutlak degerin 6zelliginden,

b b
‘(1 A)f ) (f(a)+f( )) biaj F(x)dx

2
Sbia agx—<a+ﬂ—>||f (X)ldx+fl:_b|x_(b A—)||f (x)|dx
“h-a f [+ (a+ 22551 @l
’ fjbb_ [ = (@ + 2257 Ir @otax

+ j:lb_“ [x — (b — Ab%aﬂ |f’(x)|dx}
R

yazilir. Daha sonra x = (1 — t)a + tb,dx = (b — a)dt degisken degistirmesi yapilip,

integraller i¢in Holder esitsizligi uygulanirsa
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‘(1 /Uf( ) (f(a) ;f(b)> : i aj:f(x)dx

1

e V(2 N
jo [—t(b—a)+AT] dt jo|f'((1—t)a+tb)|p—1

p—1
p

1 p-1
1 p

f; [t(b —a) - /’Lb;—a]p dt f;|f’((1 —t)a + tb)|%dt

1 p—1
p

A P A
1-2 b —al? 1—5 _b_
[ Fa-00-0-222 at) [ (@ - 00+ w)pTa

p—1

' (fl[o: CDb-a)+ a”%“]p dt)p <f|f (1 - Da + th)[p- 1dt> ’

elde edilir. Diger taraftan |f'|’nin quasi konveksligi kullanilip gerekli islemler yapilirsa

(4.5) esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.6. a,b € R ve a < b, f:[a,b] » R, (a,b) arahiginda diferensiyellenebilen

fonksiyon olsun. ¢ = 1 i¢in |f’'|9, [a, b] lizerinde quasi konveks ise

b b b
‘(1 (S 4 (f(a);f( ))_biaj fOOdx

(4.6)
(b —a)

1
(222 = 24 + D (max{lf'(@I% If' (D)|7Ha

esitsizligi elde edilir.

Ispat: Lemma 4.2. ve iicgen esitsizliginden
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) (f(a) +f(b)>
2

b
o= (® — [ eodx

< bia{fazﬂ x—(a+lb%a>| |f’(x)|dx+jab+b x—<b—/’lb_Ta>| If’(x)ldx}
“ =z
1 a+al5® b
=b—a{_]; [—x+<a+l—>] |f'(x)|dx

a+b

I e | TR SIE

b-27* b
+fﬂ [—x+ (b ,1—)] IF' () dx

+fbblb_a [x — (b —Ab%aﬂ If’(X)Idx}.
=

x=0—-t)a+th,dx =(b—a)dt degisken degistirmesi yapilip, integraller igin

Power Mean esitsizligi uygulanirsa

) <f(a) +f(b)>
2

- fabf(x)dx

|(1 /Uf

|
Q|

< (ﬁ[—t(b —a) +,1b%a] dt)
0
A
x (foz [—t(b —a) +,1b_Ta] IF'((1 = ta+ tb)lq>

(leo-a-st5s)

1
q

Q=
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1 i
X <LZ [t(b —a) - Ab;—a] |F'((1 = t)a + tb)|"dt
!
1‘% b—a I
+ L [(1—t)(b—a)—/17]dt
1
1‘% b—a !
x f -6 -a -2 |r(a-na+m)|a
2

.
4 (fl__[(t — Db -a)+ ,1—] dt)l

x (f_%[(t —1)(b—a)+ Ab%“] IF' (1= a + tb)lth>

elde edilir. |f'|'nun quasi konveksligi kullanilarak gerekli islemler yapilirsa

f(a) + f(b) 1 P
> < 2 > b—a,[af(x)dx

(b—)

(22* = 22 + D) (max{lf (@)% If’ (b)lq})q

esitsizligi elde edilmis olur. [

Lemma 4.3. a < b, I c R olmak iizere ve f:I - R, I’ iizerinde ikinci mertebeden

tiirevi olan bir fonksiyon olsun. ", [a, b] araliginda integrallenebilir ve 0 < 1 < 1 ise

(1_/1)](( ) (f(a)+f(b)) biaf:f(x)dx

2
= (b—a)? [, k(®Of"(ta+ (1 - t)b) dt

esitligi elde edilir. Burada



51

(lt(t—l), 0<1<
2
k(t)=!

Ll(l—t)(l—/l—t) l</1<1
2 © 2 -

N| =

dir (Sarikaya and Aktan 2010).

Ispat: Bu esitligi ispatlamak icin, ilk dnce

b
I = f k() f"(ta+ (1 —t)b)dt

N| =

= %f [t(t — D]f"(ta+ (1 —t)b)dt

0

+%J‘11[(1 O =2— O] f"(ta+ (1 — O)b)dt (4.7)

== 11 + 12
olsun. I; ve I, esitliklerine sirayla kismi1 integrasyon metodu iki kez uygulanirsa

1
I, = ljz[t(t ~ DIf"(ta + (1 — £)b)dt
2 0

1
2

_ %[t(t ] f'(ta +£1 —t)b)
a

b

1
12 f'(ta+ (1 —t)b)
_EJO(Zt_'D p— dt

0

:4(b—1—a)<l_%)f,(a;b)

1 fta+ (1 —-1t)b)
-5 l(zt - A) @—b)?

0 (a — b)?

0

5_ fof(ta+ (1-1t)b) dt‘
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“ o () () rag—ay () @)

A 1 [z
_mf(b) + mfo f(ta+ (1 —t)b)dt

olur. Benzer sekilde
1 1
I, = Efl [(A-)A-2-0)]f"(ta+ (1 —t)b)dt
2

flta+ (1 -0b)|
a—>b

l\.)Ib—\

[(1-DA-21-1)]

1
2

f'(ta+ (1 —1t)b) it
a—>b

oot () ()

f f(ta+ (1 — O)b)dt

1
_% f Qt+A-2) 4.9)

A 1
IO A G

N

elde edilir. (4.8) ve (4.9) esitlikleri (4.7)’de yerlerine yazilirsa

b by 1 [
anr )_Af(a);rf( )+b_aj0f(ta+(1_t)b)dt

1
==

olur. t € [0,1] i¢in x = ta + (1 — t)b degisken degistirmesi yapilip her iki taraf
(b — a)? ile garpilirsa Lemma 4.3 elde edilir.

Teorem 4.7. a,b€l ile a<b olmak iizere f:IcR—->R, [° iizerinde
diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eger |f"|, [a, b] lizerinde quasi konveks ve

0<A<1lise
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b 1 b
|(1 DF(ED) (ﬂ@+ﬂ)>b_afﬂﬂﬂ

2
— 2
(L-ar . 4a) (82° — 31+ Dymax{lf" (@], If" B}, 0 <2 <% 4.10)
<
b— a)? .
L( @ (32— Dmax{|f" (@I, If" (b1}, S<As<1
elde edilir.

Ispat: Lemma 4.3. kullanilarak

b 1 b
|(1 DF(ED) (ﬂ@+ﬂ)>b_afﬂﬂﬂ

2
(b — a)? %
< _ iz _
< > i [t — DI |f"(ta+ (1 —t)b)|dt @.11)
1
+jl (1-t)A—-A2-=-OI|lf"(ta+ (1 — t)b)ldt]
2
elde edilir. Kabul edelimki 0 < 4 < % olsun. |f"| quasi konveks oldugundan
1
2
f [t = DI |f"(ta + (1 —t)b)|dt
0
2
= f (tA =) If"(ta+ (1 —t)b)|dt
0
(4.12)

+ F(t(t — D) If"(ta+ (1 —t)b)|dt
A

2 2
< max{|f" (@), |f"(b)|} [f (t(A—0)de + f (tt—2) dt]
0 2
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oA
= max{|f"(a)], |f"(b)I} (g gt ﬁ)

olur. Benzer sekilde

J; (- —-21=0||f"(ta+ (1 —t)b)|dt

2

1-1
- fl (1= A=A —D)If"(ta + (1 — Ob)dt

2

1
+ (A= +2=D)If"(ta+ (1 —t)b)|dt
1-1

1-1
fl (1 - D1 - 21— 0)de (*.13)

2

< max{|f" (@), |f" (D)}

1
+ (A-0¢+2- 1))dtl
1-1

2oa 1
= max{|f" ()|, |f" ()|} (3 —gt ﬁ)

olur. (4.11) esitsizliginde, (4.12) ve (4.13) esitsizlikleri yerlerine yazilirsa Teorem

4.7’nin ilk esitsizligi elde edilmis olur.

Diger taraftan, % < A £ 1 oldugunu kabul edelim. Buna gore (4.11) esitsizliginden
1 1
2
f [t = DIIf"(ta + (1 —t)b)|dt + fl (A=A —=2=0||f"(ta+ (1 —t)b)|dt
0 1
2

1
_ f (- 0) If"(ta + (1 — O)b)|dt
0

1
+L (A= +21—=D)If"(ta+ (1 —1)b)|dt,
2
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|f"| quasi konveks oldugundan

1

< max{|f" (@), |f" (D)} F(t(/l —t))dt + f1 (A= +21-1))dt
0 2

= max(lf" @1, 1" O (5~ 75)

olur ki bu da (4.10) esitsizliginin ikinci tarafidir. Boylece ispat tamamlanmus olur. [ ]

Teorem 48. a b€l ve a<b olmak iizere f:IcR->R, [° iizerinde
diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eger |f''|4, [a, b] lizerinde quasi konveks,

0<A<1lveqg=1lise

b b
|(1 /Uf > <f(a)+f( )> biajf(x)dx

2
(LoD (615 — 32+ DOmarF" @I I OIE, 0255 (G14)
<
O 31— Dmaxllf @I BT, 2<as1
elde edilir.

Ispat: Lemma 4.3 ve integraller i¢in Power Mean esitsizligi kullanilarak

b b b
‘(1 (S 4 (f(a);f( ))_b ! ~ j fOOdx

N
PG f2|t(t DI (ta+ (1 — 0)b)|dt
2 0

1
+j1 (1= —1—D|f"(ta+ (1 — t)b)ldt]

2
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1_% 1 q
(b—a)2 2
< {(f |t(t—/1)|dt> (f It(t—l)l|f”(ta+(1—t)b)|th>
k 0

+<f1|(1 1 —21—1)d )1;
— (1 —2A—10)|dt
2 (4.15)
. i
x(ﬁ|(1—t)(l—/’l—t)llf”(ta+(1—t)b)|th>
2

elde edilir. 0 < A < % olsun. |[f"|4, [a, b] lizerinde quasi konveks oldugundan

1

let(t ~DIIf (ta + (1 — ©)b)|9de
0

1

A =
_ f (¢ - O) If"(ta + (1 — Ob)|9dt + fz(t(t ~D)If"(ta + (1 — O)b)|9de
0 A

2 2
< max{If" @I, 1F" 01| | (c0 - 0)de + | “(ec - ) e
0 A

; (4.16)
A1
= max{|f" (@), If”(b)lq}<—‘§ * 24)

yazilir.

Benzer sekilde

fl (1-)A=-21=-0)||f"(ta+ (1 —t)b)|dt

1-1
=j1 (1= =2 — O)If"(ta+ (1 — Ob)|dt

2

1
(- +21—=D)If"(ta+ (1 —t)b)|dt
1-1
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1-1
< max{|f" (@]9, 1f" (b)]} Ul (- -2-10)dt

2

1
+| (A-D@+2- 1))dtl

1=2 (4.17)
211
= max{|f" (@4, |f" (b} (; gt ﬁ)
elde edilir. Ayrica
2 A 3 B 1-32
fo lt(t — D)l dt = fo (t(A—10))de + L (tt—21)de = 3t 4.18)
Ve
1
fl |1—-t)(1 -2 —-1t)|dt
2
1-1 1
= f; (- -21-10t)dt + L—a((l —O)(t+1—1))de
2
B 1-32 (4.19)

3+ 24

olur.

(4.16)-(4.19) esitsizlikleri (4.15)’de yerine yazilip gerekli islemler yapilirsa, Teorem
4.8’deki ilk esitsizlik elde edilir.

Simdi % < A < 1olarak alalm. |f"'|?, [a, b] lizerinde quasi konveks oldugundan
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F|t(t “DIIF"(ta + (1 — O)b)|dt

1

_ F(t(z — ) If"(ta + (1 — O)b)|9de
0

; (4.20)
< max{[f" @I "B | (cG- 0)de
0
A 1
= max{|f"@I%, 1" 01D (5~ 5)
olur. Benzer sekilde
fl [(A-)A—-21-=0t)|If"(ta+ (1 —t)b)|dt
= fl (A= +2A=D)If"(ta+ (1 —t)b)|9dt
1
< max{If" (@)1, |f" (b)|9} f (1= O +2-1))dt
2
A1
= max{|f" (@)%, |f" )7} (5 - =
(8 24) “.21)
olur. Ayrica
3 1 11
[ ee =21 = |, 10 =00 -2~ 0lde = (5~ 55) 422
2

dir.

(4.15) esitsizliginde (4.20), (4.21) ve (4.22) esitsizlikleri yerlerine yazilirsa, (4.14)’lin

ikinci esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur. ]
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Simdi son olarak, mutlak degeri quasi konveks fonksiyon olan ve farkli tiirden

esitsizlikleri veren yeni genellestirmeleri verelim.

Lemma 44. a,b€l, a<b ve IcR olmak iizere f:I1 >R, I’ iizerinde

diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. f’ € L[a, b] i¢in 1 € [0,1] ve x € [a, b] ise
1 b
£ =20 +A(f@ + FB) = 5— | fldu
a

1
= (a — b)j m(t)f'(ta+ (1 —t)b)dt

olur. Burada

f(t—/l), te[o,b_x]

b—a

m(t) =
(t—1+2) te[bj 1]
\ ’ b—a’

dir.

Ispat: Bu esitligin ikinci tarafi alinip m(t) kullanildiginda

1
f m()f'(ta+ (1 —t)b)dt
0

b—x 1

_ fm(t ~Nf(ta+ (1= Ob)dt+ |, (t—=1+Nf(ta+ (1 - t)b)dt

b—a

yazilir. Kismi integrasyon metodu kullanarak
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b—x
B f(ta+ (1 —1t)b) b -a b-af(ta+ (1 —1t)b)
R e | —fo LA
flta+ @1 -0b)|" 1 f(ta+ (1—0)b)
+({t—-14+21) pa— b_x—jb;x p— dt

b—a b—a

_f®

A 1 1
_b[1 —21] +m[f(a) + f(b)] —mfo f(ta+ (1 —t)b)dt

elde edilir. Bu esitligin her iki tarafim (a — b) ile carpilip, u =ta + (1 —t)b,
degisken degisikligi yapilirsa Lemma 4.4 elde edilir. ]

Teorem 4.9. a,b € I ve I c R olmak iizere f:1 - R, I’ iizerinde diferensiyellenebilen

bir fonksiyon olsun. ' € L[a, b] ve |f'|, [a, b] tizerinde quasi konveks olmak iizere

1 b
FOO0 =22 + A (@ + FB) ~ 5— | faddu

Sl1—2/1+212 (b — x)

> b-a)-1A-Db-x)+ 20— )l max{|f'Cl, |f" (@)}

(4.23)
(b — x)?

. lm - @) = b =) + 5| maxllf (L1 B

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikte A € [0,1] ve x € [a, b] dir.

Ispat: Lemma 4.4 ve integraller i¢in mutlak deger 6zelligi kullanilarak

FEA —20) + A(f@) + (b)) — —— f W du

= |(a —b) flK(t)f’(ta + (1 —t)b)dt
0
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b—x

< Ia—bl{fb_alt—kllf’(ta+ (1 —¢t)b)|dt
0

+ L_xlt —1+Af'(ta+ (1 — t)b)ldt}

b—a

yazilir. |f'], [a, b] tizerinde quasi konveks oldugundan

FEA —20) + A(f@) + (b)) — —— f W du

b—x

<(b-a { f "7t~ Almax{If’ (1, I (b) et
0

+ L_xlt — 1+ Amax{|f'(x)|, |f'(a)|}dt}

b—a

b—x

—(b—a){max{lf @ If’ (b)|}[[ (—t+Ndt + f & (t—mt‘

1

1-2

1-1
+max{|f' ()|, |f'(a)|} [L_x (—t+1—-2Adt + t—1+ A)dt]}
b—a

_[1-22+222 (b — x)?
—[#(b—a)—(l—l)(b—x) 20—

lmax{lf COLIf (@)}
(b —x)

+lAZ(b—a)—/1(b—x)+2(b

)] max{|f' GOl I B}

elde edilir ve ispat tamamlanmis olur. ]

Teorem 4.10. a,b € I ve I c R olmak iizere f:1 - R, I’ iizerinde diferensiyellenebilen
bir fonksiyon ve f' € L[a,b] olsun. |f'|9, [a,b] lizerinde quasi konveks, A € [0,1],

x € [a,b] ve q = 1 olmak lizere
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1 b
FOO0 =22 + A (@ + FB) ~ 5— | faddu

[1 — 21+ 22%
</l

5 (b—a)—(l—/l)(b—x)+

Z(b a)

1 (4.24)
X (max{lf' )19, |f'(@)|?})4

+ lﬂz (b—a)—A(b—x) 4 (max{lf %11 (a)lq})q

2(b )

esitsizligi elde edilir.

Ispat: Lemma 4.4 ve integraller i¢in Power Mean esitsizligi kullamlarak

FEA —20) + A(f@) + (b)) — —— f W du

1
— |(a— b)f KOf (ta + (1 — )b)dt

b—

< Ia—bl{jb_lt—xllf’(ta+ (1 —t)b)|dt
0

QR

+ L_xlt —1+Af'(ta+ (1 — t)b)ldt}
b—a

b—x

s(b—a)f It— Adt f lt— Allf'(ta + (1 — O)b)|9dt

L Yq/ M %
+<fb;x|t—1+7\|dt> <.fb__x|t—1+?\||f (ta+(1—t)b)|th)

b—a b—a

yazilir. Burada
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b—x 1 b—x 2

fb_alt Aldt—f( t+x)dt+fb_a(t Ndt = A2 A(b_x)+1<b_x>
0 A N B b—a/ 2\b—a
ve

1

1 1-1
fb;xlt_l"'}‘ldt=jb;x(_t+1_7‘)dt+f (t—14+ANdt
—-a

1-1
1(b—x)2
2\b—a

[~
o

Q

_1—2)L+/12 . A(b—x)+
B 2 ( )b—

a

dir. |f']4, [a, b] lizerinde quasi konveks oldugundan

1 b
FOOQ =22 + A (@ + FB) ~ 5— | faddu

1
1 -

1__
21173 q

< |2 A(b—x)_l_l(b—x)
- b—a 2\b—a

1—21+ 22 1-1 b—x
(G

b—x
(f e = Amax{f' @), If’(b)l"}dt>
0

1 q
x ( ﬁ,_xu — 1+ Almax{|f (019, If’(a)l"}dt>

b—a

(b—a)—(l—l)(b—x)+

B 1—21+ 222
B 2

l(max{lf 1% 1f (a)lq})q

#2206 - @ =26 - 2+ 2| mastiy core i 1o

olur. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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5. SONUC

Bu boéliimde, Arastirma Bulgulari’ndaki teoremler kullanilarak yeni sonuglar ve bu yeni

sonuglara dayal1 yeni uygulamalar verilecektir.
5.1. Elde Edilen Yeni Sonuclar
Sonug 5.1.1. Teorem 4.1°de x = asz secilirse (3.2.7) esitsizligi elde edilir.

Sonug 5.1.2. Teorem 4.2°de x = asz secilirse (3.2.8) esitsizligi elde edilir.

Sonug 5.1.3. Teorem 4.3°de x = asz secilirse (3.2.9) esitsizligi elde edilir.

Sonug¢ 5.1.4. 0 < 1 < 1 olmak iizere Teorem 4.4°de

i. A = 0 segqilirse,

b b —
~ >‘<( D maxllf @117 ®))

1 b
|mf foax - (7)< =5
esitsizligi,
ii. 1 = 1 seqilirse, (3.2.1) esitsizligi,
iii. 1 = § secilirse, (3.2.21) esitsizligi elde edilir.

Sonug 5.1.5. 1 € [a, b] ve p > 1 olmak lizere Teorem 4.5’de

i. A = 0 segilirse,
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‘ﬁfa”f(x)dx_f(a;b)‘g(b;a)

esitsizligi;

(max{lr@P™, 17 ) PT))

ii. A = 1 segilirse,

f@+fm) 1 (°
2 _b—afaf(x)dx

esitsizligi;

(b—a)
2

<

(max{lr @P=, 17 @) 7))

g 1 .
iii. A = 3 secilirse,

|% |F@ + ar (“ZL") + £ - ﬁ f o

5(b — a) P

<
18

(max{ir @P=, 7@y PT))

esitsizligi elde edilir.

Sonu¢ 5.1.6. A € [a, b] ve g = 1 olmak iizere Teorem 4.6’de

i. 1 =0icin

b b — 1
= )‘S( Y (max(lf @, 1 (117

‘ﬁ | feax—f (2

8
esitsizligi;
ii. 1 = 1ig¢in
fl@+fb) (b—a)

1
(max{|f' (@19, |f'(b)17H4

<
8

1 b
> b—af f(x)dx

p—1
14

p—-1
p
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esitsizligi;
iii. 1 = gigin

i@+ ar(550) + 1) -2 [ o

5 _
2O~ D tmaxtif @, 1/ )17

esitsizligi bulunur.
Sonug¢ 5.1.7. 0 < 1 < 1 olmak iizere Teorem 4.7°de

i. A = 0icin (3.2.15) esitsizligi,
ii. A = 11¢in (3.2.12) esitsizligi,

1. .
lll./1=§ igin

i@+ ar(550) + 7o) -2 [ o

_b-a?

<—g7  maxllf"@LIf" )}

esitsizligi elde edilir.
Sonu¢ 5.1.8. 0 < 1 < 1 ve g = 1 olmak iizere Teorem 4.8’de
i. 1 =0icin

1 (b b 2
‘mf Fedx £ (%5 )‘S( D (max{lf" @9, 1" BIHA
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esitsizligi;
ii. A =1igin

fla) + ()

1 b
2 _b—af fedx| < ( )

— 5 (max{|f"(a)|", If”(b)lq})q

esitsizligi;

1. .
ul./1=§1<;1n

@+ (50 o] -5 [ s

< C2 9 maxti @y, 117

esitsizligi elde edilir.

Sonug¢ 5.1.9. 1 € [0,1] ve x € [a, b] olmak iizere Teorem 4.9’dan
i. 1 = 0igin (3.2.27) esitsizligi;

ii. 1 =~ igin

b 1 b
f(a);rf( )_b—af f()dx

— )2+ (b—x
< |Em2rC )lmax{lf'(X)I.If’(a)I}+max{lf’(X)|,|f'(b)|}]

= 4(b —

esitsizligi, x = asz aliirsa (3.2.7) esitsizligi;

1 a+b
iii. A = cvex =—- alinirsa
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i@+ or(550) + 1] -2 [ o

3 5(b7; a) [max{lf'(a)L |f’ (“T”’)B + max{|f’ (a%b)| ) If’(b)l}]

esitsizligi elde edilir.

Sonu¢ 5.1.10. A € [0,1] ve x € [a, b] olmak iizere Teorem 4.10’dan

i. 1 = 0i¢in (3.2.29) esitsizligi;
ii. 1 =~ igin

f@+fm) 1 (°
2 _b—ajaf(x)dx

(x —a)?
= 4(b —

b —
£ [amaxtlr GO, I @I + Gnaxl I, B 1)
esitsizligi, x = asz almirsa (3.2.9) esitsizligi;

1 a+b
iii. A = o vex =—- alinirsa

slr@ o (S52)+r0] -5 f fdx

EOR [(max{lf @7 () })1 # (marflr (5] 7 (b)|q}ﬂ

esitsizligi elde edilir.
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5.2. Ozel Anlamlar I¢in Uygulamalar

Bu boliimde pozitif reel sayilarin bilinen anlamlariyla elde edilen sonuglarin

uygulamalar1 verilmistir.

Onerme 5.2.1. a,b € R*,a < b ven € N, n > 2 olsun. Bu durumda

b _
L% (a, b) — A™(a, b)| < n——

max{a™ 1, b" 1}

olur.

Ispat: x € [a,b] olmak iizere Sonu¢ 5.1.4%in i. sikkina f(x) = x™ quasi konveks

fonksiyonu uygulanirsa istenilen sonug elde edilir.

Onerme 5.2.2.a,b € R*, a < bve 0 ¢ [a, b] olsun. g > 1 icin

b — 1
Il (a,b) — A7 (a,b)| < Ta (max{a24,b~29})a

olur.

Ispat: x € [a,b] olmak iizere Sonu¢ 5.1.6’nm i. sikkma f(x) =§ quasi konveks

fonksiyonu uygulanirsa istenilen sonu¢ bulunur.

Onerme 5.2.3.a,b € R*, a < bven € N, n > 1 olsun. Bu durumda

b—a
8

1
|A(a",b™) = Lii(a, b)| < n—g—(max{at®~b, pat=D})a

elde edilir.
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Ispat: x € [a, b] olmak iizere Sonu¢ 5.1.6’nm ii. sikkina f(x) = x™ quasi konveks

fonksiyonu uygulanirsa istenilen sonug bulunur.

Onerme 5.2.4.a,b € R*, a < bven € N, n > 2 olsun. Bu durumda

—(b _ a)2 (max{aq(n_z), bq(n—Z)})é

|LE(a,b) — A™(a,b)| < n(n—1) 78

olur.

Ispat: x € [a,b] olmak iizere Sonug¢ 5.1.8’in i. sikkmma f(x) = x™ quasi konveks

fonksiyonu uygulanirsa istenilen sonug elde edilir.

Onerme 5.2.5.a,b e R*',a<bve0 ¢ [a, b] olsun. g = 1 igin

(b —a)? 1

L@, b) — A7 (@, b)| < = (max{a=%, b~3})1

esitsizligi elde edilir.

Ispat: x € [a,b] olmak iizere Sonu¢ 5.1.8’in i. sikkina f(x) =§ quasi konveks

fonksiyonu uygulanirsa istenilen sonug elde edilir.

Onerme 5.2.6. a,b € R*, a < bven € N, n > 2 olsun. Bu durumda

b -a)” (max{a?®?, bq(n—Z})%

[A@™, b™) = (a,b)] < n(n — D)=

olur.

Ispat: x € [a,b] olmak iizere Sonuc¢ 5.1.8’in ii. sikkina f(x) = x™ quasi konveks

fonksiyonu uygulanirsa istenilen esitsizlik elde edilmis olur.
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Onerme 5.2.7.a,b € R*, a < bve 0 ¢ [a, b] olsun. g > 1 icin

(b - ) !

|A(a™%, b)) — L™ Y(a,b)| < B (max{a=31,b39})a

bulunur.

Ispat: x € [a,b] olmak iizere Sonu¢ 5.1.8%in ii. sikkina f(x) =§ quasi konveks

fonksiyonu uygulanirsa istenilen sonug bulunur.

Onerme 5.2.8.a,b € R*,a < b ven € N, n > 2 olsun. Bu durumda

1 2
SA@ b +5 4@ b) - (e, b)|

(b —a)?

162 (max{aq(n_z)’ bq(n_z)})%

<nn-1)
elde edilir.

Ispat: x € [a, b] olmak iizere Sonu¢ 5.1.8’in iii. sikkina f(x) = x™ quasi konveks

fonksiyonu uygulanirsa istenilen sonug bulunur.

Onerme 5.2.9. a,b € R*,a < bven € N, n > 1 olsun. Bu durumda

|A(a™, b™) — L7 (a, b)|

<(x —a)®+ (b —x)?
<n
- 4(b —a)

) [max{x™1,a™ 1} + max{x""1, b"1}]

olur.

Ispat: x € [a, b] olmak iizere Sonu¢ 5.1.9’un ii. sikkina f(x) = x™ quasi konveks

fonksiyonu uygulanirsa istenilen sonug bulunur.
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Onerme 5.2.10. a,b € R*, a < b ve 0 € [a, b] olsun. Bu durumda

|A(a™,b™Y) = L7*(a, b)|

<(x—a)2+(b—x)2

< 10— [max{x~2,a?} + max{x~2,b~?%}]

esitsizligi elde edilir.

Ispat: x € [a,b] olmak iizere Sonu¢ 5.1.9’un ii. sikkina f(x) =% quasi konveks

fonksiyonu uygulanirsa istenilen sonug elde edilir.

Onerme 5.2.11. a,b € R*, a < b olsun. Bu durumda

1 2
SH @ b) +2 A7 @) - 1 (a b)|

3
< —5(b7; @) lmax {a‘z, (a ;— b>_2} + max {(a ;— b>—2 , b‘z}l

olur.

Ispat: 0 & [a, b] ve x € [a, b] olmak iizere Sonu¢ 5.1.9’un iii. sikkia f(x) = i quasi

konveks fonksiyonu uygulanirsa istenilen sonug elde edilir.
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