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ÖZET 

Yüksek Lisans Tezi 

QUASİ KONVEKS FONKSİYONLAR İÇİN EŞİTSİZLİKLER VE 
UYGULAMALARI 

Çetin YILDIZ 

Atatürk Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı  

Danışman:    Prof. Dr. M. Emin ÖZDEMİR 

Bu tezde, quasi konveks fonksiyonlar için eşitsizlikler incelenerek Hermite-Hadamard, 

Ostrowski ve Simpson tipli yeni eşitsizliklere yer verilmiştir. Tezin ilk bölümünde 

Eşitsizliklerin tarihinden bahsedilmiş, ikinci bölümünde konvekslik ve quasi 

konvekslikle ilgili tanım, teorem ve örneklere yer verilmiş, üçüncü bölümünde 

literatürde bulunan quasi konvekslikle ilgili teoremler derlenmiş, dördüncü bölümünde 

ise elde edilen yeni Lemmalar kullanılarak quasi konveks fonksiyonlarla ilgili yeni 

eşitsizlikler elde edilmiştir. Son olarak beşinci bölümde ise elde edilen yeni 

eşitsizliklerle ilgili sonuçlar ve uygulamalar verilmiştir. 

Bu tezin amacı, quasi konveks fonksiyonları detaylı olarak incelemek ve bu tip 

fonksiyonlar için yeni eşitsizlikler elde edip bu eşitsizliklerin uygulamalarında yeni üst 

sınırlar bulmaktır. 

2011, 75 sayfa 

Anahtar Kelimeler: Eşitsizlikler, konveks fonksiyon, quasi konveks fonksiyon, 

Hermite-Hadamard Eşitsizliği, Ostrowski Eşitsizliği, Simpson Eşitsizliği. 
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ABSTRACT 

Master Thesis 

 INEQUALITIES FOR QUASI CONVEX FUNCTIONS AND APPLICATIONS 

Çetin YILDIZ 

Atatürk University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Department of Mathematics  

Supervisor:    Prof. Dr. M. Emin ÖZDEMİR 

In this thesis, Hermite-Hadamard, Ostrowski and Simpson typed new inequilities are 

included by investigating inequilities for quasi convex functions. In the first chapter of 

the thesis, the history of inequalities is mentioned, in the second chapter definition, 

theories and examples on convexity and quasi-convexity are given, in the third chapter 

the theories found in the literature on convexity are given and in the fourth chapter new 

inequalities on quasi convex functions are given by using newly obtained Lemmas. 

Lastly in the fifth chapter new results and applications related to newly obtained 

inequalities are given.  

The aim of this thesis is to make a detailed investigation of quasi convex functions and 

to find new upper bounds in this type inequalities by obtaining new inequalities for this 

type of inequalities. 

2011, 75 pages 

Keywords: Inequalities, convex function, quasi convex function, Hermite-Hadamard 

Inequality, Ostrowski Inequality, Simpson Inequality. 
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1. GİRİŞ 

Eşitsizlik teorisi, matematiğin hemen hemen tüm dallarında önemli rol oynamaktadır. 

Eşitsizlik teorisinin temeli 18. ve 19. yüzyıllarda K. F. Gauss (1777-1855), A. L. 

Cauchy (1789-1857) ve P. L. Chebyshev (1821-1894) gibi matematikçiler tarafından 

atıldı. Daha sonraki yıllarda eşitsizliklerin önemi gittikçe arttı ve eşitsizlik konuları, H. 

Poincare (1854-1912), A. M. Lyapunav (1857-1918), O. Hölder (1859-1937) ve J. 

Hadamard (1865-1963) gibi ünlü matematikçilerin dikkatini çekti. Bu alan matematiğin 

tüm branşlarında rol oynamasına rağmen, matematiğin bir branşı olarak gelişmesi 

1934’de G. H. Hardy, J. E. Littlewood ve G.Polya tarafından “Inequalities” adlı 

çalışmayla gerçekleşmiştir. Diğer matematikçiler tarafından geliştirilen bu teorik 

temeller, birçok yeni eşitsizliklerin bulunmasına ve matematiğin matematiksel analiz, 

uygulamalı matematik, olasılık teorisi gibi değişik alanlarında ilginç uygulamalara 

zemin oluşturmuştur. Eşitsizliklerle ilgili detaylı çalışmalar; 1961’de E. F. Beckenbach 

ve R. Bellman’nın “Inequalities” kitabında, D. S. Mitrinović’in 1970, 1991ve 1992’de, 

Agarwal ve Pang’ın 1995’de yayınlanan “Analytic Inequalities” kitaplarında 

bulunmaktadır. Bu temel kaynakların yanı sıra Mitrinović et al. (1993) tarafından 

“Classical and New Inequalities in Analysis”, Pachpatte (2005) tarafından 

“Mathematical Inequalities” ve son yıllarda da Sever S. Dragomir, V. Lakshmikantham, 

Ravi P. Agarwal gibi araştırmacılar tarafından eşitsizlikler konusunda pek çok kitap, 

makale ve monografi yazılmıştır.  

Konveks fonksiyonların tarihi çok eskiye dayanmakla birlikte başlangıcı 19. yüzyılın 

sonları olarak gösterilmektedir. Bu tarihten sonra  literatürde konveks fonksiyonları ima 

eden sonuçlara rastlanılmasına rağmen konveks fonksiyonların ilk kez sistemli olarak 

1905 ve 1906 yıllarında J.L.W.V. Jensen tarafından çalışıldığı ve  Jensen’ın bu öncü 

çalışmalarından itibaren konveks fonksiyonlar teorisinin hızlı bir gelişme gösterdiği 

kabul edilmektedir. Sadece konveks fonksiyonlar için eşitsizlikleri içeren ilk kaynak 

(Convex Funtions: Inequalities) 1987 yılında J.Pečarić tarafından yazılmıştır. Ayrıca 

Roberts and Varberg (1973), Pečarić et al. (1992), Niculescu and Persson (2006) gibi 
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pek çok matematikçi konveks fonksiyonlar üzerinde eşitsizliklerle ilgili çok sayıda 

çalışma yapmışlardır. Bu çalışmaların bir kısmını integral eşitsizlikleri oluşturmaktadır. 

Bugün en önemli integral eşitsizliklerinden biri konveks fonksiyonlar için Hermite-

Hadamard (veya Hadamard) integral eşitsizliğidir. Hermite (1822-1901), Ekim 1881’de, 

Journal Mathesis dergisine ispatsız olarak yazdığı aşağıdaki ifadeyi bir mektup ile 

sundu. Bu mektup Mathesis 3 de (1883, p.82) aşağıdaki gibi basıldı.  

“Sur deux limites d’une integrale definie. Soit  f x  une Fonction qui varie toujours 

dans le même sens de x ൌ a, x ൌ b. On aura les relations  

ሺܾ െ ܽሻ݂ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ ൏ න ݂ሺݔሻ݀ݔ

௕

௔
൏ ሺܾ െ ܽሻ

݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ
2

 

ou bien 

ሺܾ െ ܽሻ݂ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ ൐ න ݂ሺݔሻ݀ݔ

௕

௔
൐ ሺܾ െ ܽሻ

݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ
2

 

suivant que la courbe  y f x  tourne sa convexité ou sa concavite vers l’axe des 

abcisses.” 

Bu önemli eşitsizlikler, integraller için ortalama değer teoreminin fonksiyon ve 

görüntülerin ortalama değerlerine ilişkin bir eşitsizlik olup fonksiyonun konkav veya 

konvekslik durumuna göre değişir. 

1953’de, Quasi konveks fonksiyonlar sınıfını oluşturan, isimlendiren ve geliştiren 

kişilerin başında W. Fenchel gelmektedir. Fenchel’in “Convexs Cones, Sets and 

Functions” adlı ders notları bu sınıfın ilk kaynaklarındandır. 
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Eşitsizlikler üzerine yapılan çalışmalar yeni eşitsizlikleri keşfetmek ve klasik 

yaklaşımları güçlendirmeye dayanmaktadır. Modern eşitsizlik teorisi matematiğin 

yüzyıllardır önemini yitirmeden derin temellere dayalı bir alanı olarak devam 

etmektedir. Eşitsizlik konuları sürekli çalışılan, hala araştırmalarda aktif rol oynayan ve 

büyüleyiciliği sonsuz olan bir branş olmaya devam ediyor.  

Sunulan bu tezde Quasi konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard, Ostrowski ve 

Simpson tipli eşitsizlikler incelenmiştir. Bu çalışmanın ikinci bölümünde, konveks 

fonksiyonlarla ilgili temel tanım, teorem ve kavramlarla birlikte pozitif reel sayıların 

özel ortalamalarına yer verilmiştir. Üçüncü bölümde de bazı önemli eşitsizlikler ve 

bunların ispatlarının yanı sıra Quasi konveks fonksiyonlarla ilgili literatürde bulunan 

bazı eşitsizlikler verilmiştir. 

Dördüncü bölümde, Quasi konveks fonksiyonlar için yeni teoremler ve genelleştirmeler 

yazılmıştır. Quasi konveks fonksiyonlar için elde edilen yeni integral eşitsizliklerinin 

ispatında Hölder ve Power mean integral eşitsizlikleri kullanılmıştır. 

Beşinci bölümde ise, çalışmamızda elde ettiğimiz bazı sonuçlar ve bu sonuçlarla ilgili 

özel uygulamalar verilmiştir. 
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2. KURAMSAL TEMELLER 

2.1. Genel Kavramlar 

Tanım 2.1.1. (Lineer Uzay): ܮ boş olmayan bir küme ve ܨ bir cisim olsun.  

൅׷ ܮ ൈ ܮ ՜ ׷ ·  ve ܮ ܨ ൈ ܮ ՜  ܮ işlemleri tanımlansın. Aşağıdaki şartlar sağlanıyorsa ܮ

ye ܨ cismi üzerinde lineer uzay (vektör uzayı) denir: 

A) ܮ, ൅ işlemine göre değişmeli bir gruptur. Yani, 

,ݔ Her .1ܩ ݕ א ݔ için ܮ ൅ ݕ א  ,dir ܮ

,ݔ Her .2ܩ ,ݕ ݖ א ݔ için ܮ ൅ ሺݕ ൅ ሻݖ ൌ ሺݔ ൅ ሻݕ ൅  ,dir ݖ

G3. Her ݔ א ݔ için ܮ ൅ ߠ ൌ ߠ ൅ ݔ ൌ ߠ olacak şekilde ݔ א  ,vardır ܮ

ݔ Her .4ܩ א ݔ için ܮ ൅ ሺെݔሻ ൌ ሺെݔሻ ൅ ݔ ൌ ݔolacak şekilde െ ߠ א  ,vardır ܮ

,ݔ Her .5ܩ ݕ א ݔ için  ܮ ൅ ݕ ൌ ݕ ൅  .dir ݔ

B) ݔ, ݕ א ,ߙ ve  ܮ ߚ א  :olmak üzere aşağıdaki şartlar sağlanır ܨ

.ߙ .1ܮ ݔ א  ,dir ܮ

.ߙ .2ܮ ሺݔ ൅ ሻݕ ൌ .ߙ ݔ ൅ .ߙ  ,dir ݕ

ߙሺ .3ܮ ൅ .ሻߚ ݔ ൌ .ߙ ݔ ൅ .ߚ  ,dir ݔ

.ሻߚߙሺ .4ܮ ݔ ൌ .ߙ ሺߚ.  ,ሻ dirݔ

.1 .5ܮ ݔ ൌ  .(nin birim elemanıdır ܨ ,Burada 1) dir ݔ

ܨ ൌ Թ ise ܮ ye reel lineer uzay, ܨ ൌ ԧ ise ܮ ye kompleks lineer uzay adı verilir (Anton 

1994). 

Tanım 2.1.2. (Konveks Küme): ܮ bir lineer uzay ܣ ك ,ݔ ve ܮ ݕ א  keyfi olmak üzere ܣ

ܤ ൌ ሼݖ א :ܮ ݖ ൌ ݔߙ ൅ ሺ1 െ ,ݕሻߙ 0 ൑ ߙ ൑ 1ሽ ك  ܣ

ise ܣ kümesine konveks küme denir. Eğer ݖ א ݖ ise ܤ ൌ ݔߙ ൅ ሺ1 െ  ݔ eşitliğindeki ݕሻߙ

ve ݕ’nin katsayıları için ߙ ൅ ሺ1 െ ሻߙ ൌ 1 bağıntısı her zaman doğrudur. Bu sebeple 

konveks küme tanımındaki ߙ, 1 െ ߙ yerine ߙ ൅ ߚ ൌ 1 şartını sağlayan ve negatif 

olmayan ߙ,   .reel sayılarını alabiliriz ߚ
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Geometrik olarak ܤ kümesi uç noktaları ݔ ve ݕ olan bir doğru parçasıdır. Bu durumda, 

boş olmayan ve herhangi iki noktasını birleştiren doğru parçasını ihtiva eden kümeye 

konveks küme denir. 

 

 

 

 

Şekil 2.1. Konveks küme 

 

 

 

 

Şekil 2.2. Konveks olmayan küme 

Tanım 2.1.3. (Konveks Fonksiyon): ܫ, Թ de bir aralık ve ݂: ܫ ՜ Թ bir fonksiyon olmak 

üzere her ݔ, ݕ א ݐ ve ܫ א ሾ0,1ሿ için, 

݂ሺݔݐ ൅ ሺ1 െ ሻݕሻݐ ൑ ሻݔሺ݂ݐ ൅ ሺ1 െ ሻ (2.1)ݕሻ݂ሺݐ

şartını sağlayan ݂ fonksiyonuna konveks fonksiyon denir (Niculescu and Persson 2006). 

 

 x

y

x

y
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Eğer ݐ א ሺ0,1ሻ aralığında alınırsa bu durumda  

݂ሺݔݐ ൅ ሺ1 െ ሻݕሻݐ ൏ ሻݔሺ݂ݐ ൅ ሺ1 െ  ሻݕሻ݂ሺݐ

olur. Bu ݂ fonksiyonuna da strictly konveks fonksiyon denir. 

“െ݂” konveks (strictly konveks) ise o zaman ݂’ye konkav (strictly konkav) denir.  

Tanım 2.1.4. Eğer ݂  fonksiyonu hem konveks hem de konkav ise ݂’ye 

afindir(lineerdir) denir (Greenberg and Pierskalla 1971).   

Teorem 2.1.1. (Üçgen Eşitsizliği): Herhangi bir ݔ,   reel sayıları için ݕ

ݔ| ൅ |ݕ ൑ |ݔ| ൅  ,|ݕ|

ห|ݔ| െ ห|ݕ| ൑ ݔ| െ  ,|ݕ

ห|ݔ| െ ห|ݕ| ൑ ݔ| ൅  ,|ݕ

ve tümevarım metoduyla 

ଵݔ| ൅ ڮ ൅ |௡ݔ ൑ |ଵݔ| ൅ ڮ ൅  |௡ݔ|

eşitsizlikleri geçerlidir (Mitrinović et al. 1993). 

Teorem 2.1.2. (Üçgen Eşitsizliğinin İntegral Versiyonu): ݂, ሾܽ, ܾሿ aralığında sürekli 

reel değerli bir fonksiyon olsun. Bu taktirde  

ቤන ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ ൑ න |݂ሺݔሻ|݀ݔ

௕

௔
             ሺܽ ൏ ܾሻ 

eşitsizliği geçerlidir (Mitrinović et al. 1993). 

Örnek 2.1.1. ݂: ܫ ؿ Թ ՜ Թ, ݂ሺݔሻ ൌ  .üzerinde konveks fonksiyondur ܫ fonksiyonu |ݔ|
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Çözüm: ݂’nin konveks olduğunu göstermek için ݔ, ݕ א ݐ ve ܫ א ሾ0,1ሿ için 

݂ሺݔݐ ൅ ሺ1 െ ሻݕሻݐ ൑ ሻݔሺ݂ݐ ൅ ሺ1 െ  ሻݕሻ݂ሺݐ

olduğunu göstermeliyiz. Buna göre 

                          ݂ሺݔݐ ൅ ሺ1 െ ሻݕሻݐ ൌ ݔݐ| ൅ ሺ1 െ  |ݕሻݐ

                                                           ൑ |ݔݐ| ൅ |ሺ1 െ      ’’üçgen eşitsizliğinden’‘         |ݕሻݐ

                                                           ൌ |ݔ|ݐ ൅ ሺ1 െ  |ݕ|ሻݐ

                                                           ൌ ሻݔሺ݂ݐ ൅ ሺ1 െ  ሻݕሻ݂ሺݐ

elde edilir. İlk ve son ifadeden ݂ fonksiyonunun konveksliği ispatlanmış olur. 

݂ሺݔሻ ൌ ݔ mutlak değer fonksiyonu |ݔ| ൌ 0 da türeve sahip olmamasına rağmen 

konveks fonksiyondur.                       

                                       

Şekil 2.3. Aralık üzerinde konveks fonksiyon 

Sonuç 2.1.1. ݔ, ݕ א Թ ve ݌ ൅ ݍ ൐ 0 olmak üzere 

݂ ൬
ݔ݌ ൅ ݕݍ

݌ ൅ ݍ
൰ ൑

ሻݔሺ݂݌ ൅ ሻݕሺ݂ݍ
݌ ൅ ݍ

 

eşitsizliği (2.1) eşitsizliğine denktir (Mitrinović et al. 1993). 

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

x

y
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Konveks fonksiyonun geometrik anlamı aşağıdaki gibidir: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 2.4. Konveks fonksiyon 

Geometrik olarak ܽݐ ൅ ሺ1 െ ;ሻܾ noktasındaݐ ݂’nin eğri üzerinde aldığı değer ሺܽ, ݂ሺܽሻሻ 

ve ሺܾ, ݂ሺܾሻሻ noktalarını birleştiren doğru parçasının üzerinde aldığı değerden her zaman 

daha küçüktür, yani bu iki noktayı birleştiren kiriş (doğru parçası)  her zaman eğrinin 

ሾܽ, ܾሿ aralığında kalan kısmının üzerinde veya üstündedir.  Şekil 2.4. den de görüldüğü 

gibi  0,1t  olduğundan ݂ݐሺܽሻ ൑ ݂ሺܽሻ dir. Benzer şekilde ሺ1 െ ሻ݂ሺܾሻݐ ൑ ݂ሺܾሻ dir. 

Yani ݂ݐሺܽሻ, ݂ሺܽሻ’nın ሺ1 െ ሺܽሻ݂ݐ ሻ݂ሺܾሻ de ݂ሺܾሻ’nin altındadır. Dolayısıylaݐ ൅

ሺ1 െ  ሻ݂ሺܾሻ, ݂ሺܽሻ ile ݂ሺܾሻ arasında olur. Konkav fonksiyon için kiriş ݂’nin grafiğininݐ

ሾܽ, ܾሿ aralığında kalan kısmının üzerinde veya altındadır. 
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Teorem 2.1.3. ݂ fonksiyonu ሾܽ, ܾሿ aralığında konveks ise 

a.  ݂, ሺܽ, ܾሻ aralığında süreklidir ve  

b.  ݂, ሾܽ, ܾሿ aralığında sınırlıdır (Azpeitia 1994). 

Tanım 2.1.5. (ࡶ െKonveks Fonksiyon): ܫ, Թ’de bir aralık olmak üzere her ݔ, ݕ א   için ܫ

݂ ൬
ݔ ൅ ݕ

2
൰ ൑

݂ሺݔሻ ൅ ݂ሺݕሻ
2

 

şartını sağlayan ݂ fonksiyonuna ܫ üzerinde Jensen konveks veya ܬ െkonveks fonksiyon 

denir (Mitrinović 1970). 

Tanım 2.1.6. (Kesin ࡶ െ Konveks Fonksiyon): Her ݔ, ݕ א ݔ  ve ܫ ്   için ݕ

݂ ൬
ݔ ൅ ݕ

2
൰ ൏

݂ሺݔሻ ൅ ݂ሺݕሻ
2

 

oluyorsa ݂ fonksiyonuna ܫ üzerinde kesin ܬ െkonveks fonksiyon denir (Mitrinović 

1970). 

Teorem 2.1.4. (Hölder Eşitsizliği): ܽ ൌ ሺܽଵ, … , ܽ௡ሻ ve ܾ ൌ ሺܾଵ, … , ܾ௡ሻ reel veya 

kompleks sayıların iki ݊ െlisi olsun. Bu taktirde  

1
݌

൅
1
ݍ

ൌ 1 

olmak üzere 

(a) ݌ ൐ 1 ise,  

෍ ܽ௞ܾ௞ ൑ ൭෍|ܽ௞|௣

௡

௞ୀଵ

൱

ଵ
௣

൭෍|ܾ௞|௤

௡

௞ୀଵ

൱

ଵ
௤௡

௞ୀଵ

, 

(b) ݌ ൏ 0 veya ݍ ൏ 0 ise,  
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෍ ܽ௞ܾ௞ ൒ ൭෍|ܽ௞|௣

௡

௞ୀଵ

൱

ଵ
௣

൭෍|ܾ௞|௤

௡

௞ୀଵ

൱

ଵ
௤௡

௞ୀଵ

 

eşitsizlikleri geçerlidir (Mitrinović 1970). 

Teorem 2.1.5. (İntegraller için Hölder Eşitsizliği): ݌ ൐ 1 ve 
ଵ

௣
൅ ଵ

௤
ൌ 1 olsun. ݂ ve ݃, 

ሾܽ, ܾሿ aralığında tanımlı ve integrallenebilen iki fonksiyon olsun. |݂|௣ ve |݃|௤, ሾܽ, ܾሿ 

aralığında integrallenebilen fonksiyonlar ise  

න |݂ሺݔሻ݃ሺݔሻ|
௕

௔
ݔ݀ ൑ ቆන |݂ሺݔሻ|௣݀ݔ

௕

௔
ቇ

ଵ
௣

ቆන |݃ሺݔሻ|௤݀ݔ
௕

௔
ቇ

ଵ
௤
 

eşitsizliği geçerlidir (Mitrinović et al. 1993). 

Benzer şekilde iki katlı integraller için Hölder eşitsizliği aşağıdaki gibi ifade edilebilir: 

න න |݂ሺݔሻ݃ሺݔሻ|
௕

௔

௕

௔
ݕ݀ݔ݀ ൑ ቆන න |݂ሺݔሻ|௣݀ݕ݀ݔ

௕

௔

௕

௔
ቇ

ଵ
௣

ቆන න |݃ሺݔሻ|௤݀ݔ
௕

௔
ݕ݀

௕

௔
ቇ

ଵ
௤

. 

Ayrıca Hölder Eşitsizliğinin bir sonucu olan Power Mean eşitsizliği aşağıdaki gibi ifade 

edilir. Bu eşitsizlik kullanılarak daha iyi üst sınırlar bulunmaktadır. 

Sonuç 2.1.2. (Power Mean Eşitsizliği): ݍ ൒ 1 olsun. ݂ ve ݃, ሾܽ, ܾሿ aralığında tanımlı 

ve integrallenebilen iki fonksiyon olsun. |݂| ve |݃|௤, ሾܽ, ܾሿ aralığında integrallenebilen 

fonksiyonlar ise  

න |݂ሺݔሻ݃ሺݔሻ|
௕

௔
ݔ݀ ൑ ቆන |݂ሺݔሻ|݀ݔ

௕

௔
ቇ

ଵିଵ
௤

ቆන |݂ሺݔሻ||݃ሺݔሻ|௤݀ݔ
௕

௔
ቇ

ଵ
௤
 

eşitsizliği geçerlidir. 
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Benzer şekilde iki katlı integraller için Power Mean eşitsizliği  

න න |݂ሺݔሻ݃ሺݔሻ|
௕

௔
ݕ݀ݔ݀

௕

௔
൑ ቆන න |݂ሺݔሻ|݀ݕ݀ݔ

௕

௔

௕

௔
ቇ

ଵିଵ
௤

ቆන න |݂ሺݔሻ||݃ሺݔሻ|௤݀ݔ
௕

௔
ݕ݀

௕

௔
ቇ

ଵ
௤
 

şeklinde ifade edilir. 

Tanım 2.1.7. (Quasi Konveks Fonksiyon): ݂: ܵ ՜ Թ bir fonksiyon ve ܵ ؿ Թ௡ boştan 

farklı konveks küme olsun. ݔ׊, ݕ א ܵ ve ߣ א ሾ0,1ሿ için  

 ݂ሺݔߣ ൅ ሺ1 െ ሻݕሻߣ ൑ ,ሻݔሼ݂ሺݔܽ݉ ݂ሺݕሻሽ 

ise ݂’ye quasi konveks fonksiyon denir (Dragomir and Pearce 1998).  

Eğer 

݂ሺݔߣ ൅ ሺ1 െ ሻݕሻߣ ൏ ,ሻݔሼ݂ሺݔܽ݉ ݂ሺݕሻሽ 

 ise ݂’ye strictly quasi konveks fonksiyon denir. Aynı şartlar altında 

 
݂ሺݔߣ ൅ ሺ1 െ ሻݕሻߣ ൒ ,ሻݔሼ݂ሺݔܽ݉ ݂ሺݕሻሽ 

ise ݂’ye quasi konkav fonksiyon ve  

 
݂ሺݔߣ ൅ ሺ1 െ ሻݕሻߣ ൐ ,ሻݔሼ݂ሺݔܽ݉ ݂ሺݕሻሽ 

ise ݂’ye strictly quasi konkav fonksiyon denir (Dragomir and Pearce 1998).  

Tanım 2.1.8. ݂ hem quasi konveks hem de quasi konkav ise ݂’ye quasi monotonik 

denir (Greenberg and Pierskalla 1971).   

Not: Her konveks fonksiyon aynı zamanda quasi konvekstir. Fakat quasi konveks 

fonksiyon olup da konveks olmayan fonksiyonlarda vardır.  
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Şekil 2.5. Quasi konveks olup konveks olmayan fonksiyon 

Aşağıdaki grafikte, kırmızı ile gösterilen aralıklarda fonksiyon quasi konvekstir. Ama 

eğrinin tamamını düşünülürse bu fonksiyon quasi konveks değildir.  

 

Şekil 2.6. Aralıkta quasi konveks fonksiyon 
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2.2. İki Pozitif Sayı İçin Bazı Ortalamalar: 

ܽ, ܾ pozitif iki reel sayı olmak üzere; 

(1) Aritmetik ortalama: 

ܣ ൌ ,ሺܽܣ ܾሻ ؔ
ܽ ൅ ܾ

2
, 

(2) Geometrik ortalama: 

ܩ ൌ ,ሺܽܩ ܾሻ ؔ √ܾܽ,    

(3) Harmonik ortalama: 

ܪ ൌ ,ሺܽܪ ܾሻ ؔ
2ܾܽ

ܽ ൅ ܾ
,    

(4) Logaritmik ortalama: 

ܮ ൌ ,ሺܽܮ ܾሻ ؔ ൝
ܽ,                 ܽ ൌ ܾ
ܾ െ ܽ

݈ܾ݊ െ ݈݊ܽ
,      ܽ ് ܾ

,    

 

(5) İdentrik ortalama: 

ܫ ൌ ,ሺܽܫ ܾሻ ؔ ൞

ܽ,                         ܽ ൌ ܾ

1
݁

ቆ
ܾ௕

ܽ௔ቇ

ଵ
௕ି௔

,       ܽ ് ܾ
,    

݌ (6) െ Logaritmik ortalama: 

௣ܮ ൌ ,௣ሺܽܮ ܾሻ ؔ ൞

ܽ,                                               ܽ ൌ ܾ

ቈ
ܾ௣ାଵ െ ܽ௣ାଵ

ሺ݌ ൅ 1ሻሺܾ െ ܽሻ
቉

ଵ
௣

,               ܽ ് ܾ
,    



14 
 

 
 

ortalamaları vardır. 

Bu ortalamalar arasındaki ilişki aşağıda verilmiştir: 

ܪ ൑ ܩ ൑ ܮ ൑ ܫ ൑  .ܣ

Son olarak, ݔ,  kuvvetlerinin genelleştirilmiş logaritmik .ݎ pozitif sayılarının ݕ

ortalaması 

,ݔ௥ሺܮ ሻݕ ൌ

ە
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۓ

ݎ
ݎ ൅ 1

.
௥ାଵݔ െ ௥ାଵݕ

௥ݔ െ ௥ݕ ݎ           , ് 0, െ1, ݔ ് ݕ

ݔ െ ݕ
ݔ݈݊ െ ݕ݈݊

ݎ                    , ൌ 0, ݔ ് ݕ

ݕݔ
ݔ݈݊ െ ݕ݈݊

ݔ െ ݕ
ݎ                  , ൌ െ1, ݔ ് ݕ

ݔ                         ,ݔ ൌ ݕ

 

biçiminde tanımlanır. 
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

3.1. Konveks Fonksiyonlar İçin Temel Eşitsizlikler 

Teorem 3.1.1. (Hermite-Hadamard Eşitsizliği): ܫ, Թ’de bir aralık, ܽ, ܾ א ܽ ve  ܫ ൏ ܾ 

olmak üzere ݂: ܫ ك Թ ՜ Թ konveks bir fonksiyon olsun. Bu takdirde  

݂ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ ൑

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ ൑
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2

௕

௔
 (3.1.1)

eşitsizliği literatürde konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard eşitsizliği olarak 

bilinir (Pečarić et al.  1992). 

İspat: Teorem 2.1.3’de ݂ fonksiyonu, ܫ üzerinde konveks olduğundan  ,a b  aralığında 

sürekli ve  ,a b  aralığında sınırlıdır. Dolayısıyla ݂, [a,b] aralığında integrallenebilir. O 

halde  ݔ ൌ ሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻ, 0ݐ ൑ ݐ ൑ 1 için   

݂ሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻݐ ൑ ሺܽሻ݂ݐ ൅ ሺ1 െ  ሻ݂ሺܾሻݐ

yazabiliriz. Bu ifadenin her iki yanı ሾ0,1ሿ üzerinden ݐ ye göre integre edilirse, 

න ሺ݂ሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ݐሻܾሻ݀ݐ
ଵ

଴
൑ න ሺ݂ݐሺܽሻ ൅ ሺ1 െ ሻ݂ሺܾሻݐ

ଵ

଴
ሻ݀ݐ 

ൌ ݂ሺܽሻ න ݐ݀ݐ ൅ ݂ሺܾሻ න ሺ1 െ ݐሻ݀ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
 

ൌ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
 

elde edilir. Buradan, 

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ൌ න ሺ݂ሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ݐሻܾሻ݀ݐ

ଵ

଴
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olur ki bu (3.1.1) eşitsizliğinin sağ tarafıdır. Şimdi (3.1.1)’ın sol tarafının ispatını 

verelim. 

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
 

integralini 

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ൌ

1
ܾ െ ܽ

቎න ݂ሺݔሻ݀ݔ

௔ା௕
ଶ

௔
൅ න ݂ሺݔሻ݀ݔ

௕

௔ା௕
ଶ

቏ (3.1.2) 

biçiminde yazıp, ݔ ൌ ܽ ൅ ሺܾݐ െ ܽሻ/2 değişken değiştirmesi ile ilk terim 

න ݂ሺݔሻ݀ݔ

௔ା௕
ଶ

௔
ൌ

ܾ െ ܽ
2

න ݂ ൬ܽ ൅
ሺܾݐ െ ܽሻ

2
൰

ଵ

଴
 ݐ݀

biçiminde elde edilir.  

Daha sonra ݔ ൌ ܾ െ ሺܾݐ െ ܽሻ/2 değişken değiştirmesi ile ikinci terim 

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔ା௕
ଶ

ൌ െ
ܾ െ ܽ

2
න ݂ ൬ܾ െ

ሺܾݐ െ ܽሻ
2

൰
଴

ଵ
 ݐ݀

ൌ
ܾ െ ܽ

2
න ݂ ൬ܾ െ

ሺܾݐ െ ܽሻ
2

൰
ଵ

଴
 ݐ݀

biçiminde elde edilir. 

(3.1.2) eşitliğinde bu sonuçlar yazılır ve konveksliğin tanımı uygulanırsa,  

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ൌ

1
2

න ൤݂ ൬ܽ ൅
ሺܾݐ െ ܽሻ

2
൰ ൅ ݂ ൬ܾ െ

ሺܾݐ െ ܽሻ
2

൰൨
ଵ

଴
 ݐ݀

൒ න ݂ ൬
ܽ
2

൅
ܾ
2

൰ ݐ݀ ൌ ݂ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰

ଵ

଴
 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur.                                                                                 ז 
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Teorem 3.1.2. (Ostrowski Eşitsizliği): ݂: ܫ ؿ ሾ0, ∞ሻ ՜ Թ, ܫ௢(ܫԢ݊ı݊ ݅ç݅) üzerinde 

diferensiyellenebilen bir fonksiyon, ݂Ԣ א ,ሾܽܮ ܾሿ ve ܽ, ܾ א ܽ için ܫ ൏ ܾ olsun. Eğer 

|݂ᇱሺݔሻ| ൑  ise ܯ

ቤ݂ሺݔሻ െ
1

ܾ െ ܽ
න ݂ሺݐሻ݀ݐ

௕

௔
ቤ ൑

ܯ
ܾ െ ܽ

ቈ
ሺݔ െ ܽሻଶ ൅ ሺܾ െ ሻଶݔ

2
቉ 

eşitsizliği elde edilir.  

Bu eşitsizliğe Ostrowski Eşitsizliği denir (Ostrowski 1938). 

İspat: Bu teoremi ispatlamak için aşağıdaki eşitlik kullanılacaktır. ݂: ሾܽ, ܾሿ ՜ Թ 

fonksiyonu (a,b) aralığında diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Bu durumda 

ݔ א ሾܽ, ܾሿ için 

݂ሺݔሻ ൌ
1

ܾ െ ܽ
න ݂ሺݐሻ݀ݐ ൅

1
ܾ െ ܽ

න ,ݔሺ݌ ݐሻ݀ݐሻ݂ᇱሺݐ
௕

௔

௕

௔
 

,ݔሺ݌ ሻݐ ؔ ൜
ݐ െ ܽ,   ܽ ൑ ݐ ൑ ç݅݊݅ ݔ
ݐ െ ݔ   ,ܾ ൏ ݐ ൑ ܾ ݅ç݅݊ 

eşitliği yazılabilir. Bu eşitlikten 

݂ሺݔሻ െ
1

ܾ െ ܽ
න ݂ሺݐሻ݀ݐ ൌ

1
ܾ െ ܽ

න ,ݔሺ݌ ݐሻ݀ݐሻ݂ᇱሺݐ
௕

௔

௕

௔
 

                       ൌ
1

ܾ െ ܽ
ቈන ሺݐ െ ܽሻ݂ᇱሺݐሻ݀ݐ ൅ න ሺݐ െ ܾሻ݂ᇱሺݐሻ݀ݐ

௕

௫

௫

௔
቉ 

elde edilir. Yukarıdaki eşitliğin her iki tarafı mutlak değer içine alınırsa 

ቤ݂ሺݔሻ െ
1

ܾ െ ܽ
න ݂ሺݐሻ݀ݐ

௕

௔
ቤ ൌ ቤ

1
ܾ െ ܽ

ቈන ሺݐ െ ܽሻ݂ᇱሺݐሻ݀ݐ ൅ න ሺݐ െ ܾሻ݂ᇱሺݐሻ݀ݐ
௕

௫

௫

௔
቉ቤ 

olur. İntegralin mutlak değer özelliği kullanılarak 
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ቤ݂ሺݔሻ െ
1

ܾ െ ܽ
න ݂ሺݐሻ݀ݐ

௕

௔
ቤ ൑

1
ܾ െ ܽ

ቈන ݐ| െ ܽ||݂ᇱሺݐሻ|݀ݐ ൅ න ݐ| െ ܾ||݂ᇱሺݐሻ|݀ݐ
௕

௫

௫

௔
቉ 

yazılır. |݂Ԣሺݔሻ| ൑   olduğundan ܯ

ቤ݂ሺݔሻ െ
1

ܾ െ ܽ
න ݂ሺݐሻ݀ݐ

௕

௔
ቤ ൑

ܯ
ܾ െ ܽ

ቈන ሺݐ െ ܽሻ݀ݐ ൅ න ሺܾ െ ݐሻ݀ݐ
௕

௫

௫

௔
቉                         

                      ൌ
ܯ

ܾ െ ܽ
൥ቆ

ଶݐ

2
െ ቇቤܽݐ

௔

௫

൅ ቆܾݐ െ
ଶݐ

2
ቇቤ

௫

௕

൩ 

         ൌ
ܯ

ܾ െ ܽ
ቈ
ሺݔ െ ܽሻଶ ൅ ሺܾ െ ሻଶݔ

2
቉ 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur (Dragomir and Sofo 2002).                        ז 

Teorem 3.1.3. (Simpson Eşitsizliği): ݂: ሾܽ, ܾሿ ՜ Թ, (a,b) üzerinde dördüncü 

mertebeden türevi sürekli olan bir fonksiyon ve ฮ݂ሺସሻฮ
ஶ

ൌ ሻหݔሺ௔,௕ሻห݂ሺସሻሺא௫݌ݑݏ ൏ ∞ 

olsun. Bu durumda  

ቤ
1
3

ቈ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
൅ 2݂ ൬

ܽ ൅ ܾ
2

൰቉ െ
1

ܾ െ ܽ
න ݂ሺݔሻ݀ݔ

௕

௔
ቤ ൑

1
2880

ฮ݂ሺସሻฮ
ஶ

ሺܾ െ ܽሻସ 

eşitsizliği elde edilir. Bu eşitsizlik literatürde Simpson Eşitsizliği olarak bilinmektedir 

(Dragomir et al. 2000a). 

İspat: Bu teoremi ispatlamak için aşağıdaki eşitlik kullanılacaktır. ݂: ሾܽ, ܾሿ ՜ Թ, (a,b) 

üzerinde dördüncü mertebeden türevi sürekli olan bir fonksiyon ve ฮ݂ሺସሻฮ
ஶ

ൌ

ሻหݔሺ௔,௕ሻห݂ሺସሻሺא௫݌ݑݏ ൏ ∞ olmak üzere 

න ܵሺݔሻ݂ሺସሻሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ൌ න

1
24

௔ା௕
ଶ

௔
ሺݔ െ ܽሻଷ ൬ݔ െ

ܽ ൅ 2ܾ
3

൰ ݂ሺସሻሺݔሻ݀ݔ 

                                    ൅ න
1

24

௕

௔ା௕
ଶ

ሺݔ െ ܾሻଷ ൬ݔ െ
2ܽ ൅ ܾ

3
൰ ݂ሺସሻሺݔሻ݀ݔ 

(3.1.3)
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yazılır. Yukarıdaki eşitliğin her iki tarafının mutlak değeri alınıp üçgen eşitsizliği 

uygulanırsa  

 ቤන ܵሺݔሻ݂ሺସሻሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ ൌ ቮන

1
24

௔ା௕
ଶ

௔
ሺݔ െ ܽሻଷ ൬ݔ െ

ܽ ൅ 2ܾ
3

൰ ݂ሺସሻሺݔሻ݀ݔ 

                                          ൅ න
1

24

௕

௔ା௕
ଶ

ሺݔ െ ܾሻଷ ൬ݔ െ
2ܽ ൅ ܾ

3
൰ ݂ሺସሻሺݔሻ݀ݔอ 

൑ න
1

24

௔ା௕
ଶ

௔
ݔ| െ ܽ|ଷ ฬݔ െ

ܽ ൅ 2ܾ
3

ฬ ห݂ሺସሻሺݔሻห݀ݔ 

     ൅ න
1

24

௕

௔ା௕
ଶ

ݔ| െ ܾ|ଷ ฬݔ െ
2ܽ ൅ ܾ

3
ฬ ห݂ሺସሻሺݔሻห݀ݔ 

൑
ԡ݂ସԡஶ

24
ቐන ሺݔ െ ܽሻଷ ൬െݔ ൅

ܽ ൅ 2ܾ
3

൰  ݔ݀

௔ା௕
ଶ

௔
 

                   ൅ න ሺܾ െ ሻଷݔ ൬ݔ െ
2ܽ ൅ ܾ

3
൰

௕

௔ା௕
ଶ

 ൡݔ݀

 ൌ
ԡ݂ସԡஶ

2880
ሺܾ െ ܽሻହ                                                    

olur. İlk ve son terimlerden 

ቮන
1

24

௔ା௕
ଶ

௔
ሺݔ െ ܽሻଷ ൬ݔ െ

ܽ ൅ 2ܾ
3

൰ ݂ሺସሻሺݔሻ݀ݔ ൅ න
1

24

௕

௔ା௕
ଶ

ሺݔ െ ܾሻଷ ൬ݔ െ
2ܽ ൅ ܾ

3
൰ ݂ሺସሻሺݔሻ݀ݔอ 

൑
ԡ݂ସԡஶ

2880
ሺܾ െ ܽሻହ (3.1.4)

elde edilir. Son bulunan ifade Simpson Eşitsizliğinin sağ tarafıdır. 

Şimdi (3.1.3) eşitliğine adım adım kısmi integrasyon metodu uygulanırsa 
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ቤන ܵሺݔሻ݂ሺସሻሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

ൌ ቮන
1

24

௔ା௕
ଶ

௔
ሺݔ െ ܽሻଷ ൬ݔ െ

ܽ ൅ 2ܾ
3

൰ ݂ሺସሻሺݔሻ݀ݔ 

    ൅ න
1

24

௕

௔ା௕
ଶ

ሺݔ െ ܾሻଷ ൬ݔ െ
2ܽ ൅ ܾ

3
൰ ݂ሺସሻሺݔሻ݀ݔอ 

ൌ ቤെ
2
3

ሺܾ െ ܽሻ݂ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ െ

1
6

ሺܾ െ ܽሻሾ݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻሿ ൅ න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

(3.1.5)

elde edilir. (3.1.3) eşitliğinde (3.1.4) ve (3.1.5) ifadeleri kullanılırsa 

ቤെ
2
3

ሺܾ െ ܽሻ݂ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ െ

1
6

ሺܾ െ ܽሻሾ݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻሿ ൅ න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

ൌ ቮන
1

24

௔ା௕
ଶ

௔
ሺݔ െ ܽሻଷ ൬ݔ െ

ܽ ൅ 2ܾ
3

൰ ݂ሺସሻሺݔሻ݀ݔ 

    ൅ න
1

24

௕

௔ା௕
ଶ

ሺݔ െ ܾሻଷ ൬ݔ െ
2ܽ ൅ ܾ

3
൰ ݂ሺସሻሺݔሻ݀ݔอ 

൑
ԡ݂ସԡஶ

2880
ሺܾ െ ܽሻହ 

yazılır. Buradan  

ቤെ
2
3

ሺܾ െ ܽሻ݂ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ െ

1
6

ሺܾ െ ܽሻሾ݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻሿ ൅ න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ ൑

ԡ݂ସԡஶ

2880
ሺܾ െ ܽሻହ 

olur. Her iki taraf ሺܾ െ ܽሻ’ya bölünürse 

ቤ
1
3

ቈ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
൅ 2݂ ൬

ܽ ൅ ܾ
2

൰቉ െ
1

ܾ െ ܽ
න ݂ሺݔሻ݀ݔ

௕

௔
ቤ ൑

1
2880

ฮ݂ሺସሻฮ
ஶ

ሺܾ െ ܽሻସ 
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eşitsizliği elde edilir.                                                                                                         ז 

3.2. Quasi Konveks Fonksiyonlar İçin Elde Edilmiş Sonuçlar 

Tanım 3.2.1. ݂: ܫ ՜ Թ bir fonksiyon ve ݔ, ݕ א    olsun. Eğer ܫ

݂ ൬
ݔ ൅ ݕ

2
൰ ൑ ,ሻݔሼ݂ሺݔܽ݉ ݂ሺݕሻሽ 

eşitsizliği varsa ݂ fonksiyonuna Jensen veya J-quasi konveks fonksiyon denir 

(Dragomir and Pearce 1998). 

Tanım 3.2.2.  ݂: ܫ ك Թ ՜ Թ bir fonksiyon olsun. ݔ, ݕ א ݐ ve ܫ א ሾ0,1ሿ için 

1
2

ሾ݂ሺݔݐ ൅ ሺ1 െ ሻݕሻݐ ൅ ݂ሺሺ1 െ ݔሻݐ ൅ ሻሿݕݐ ൑ ,ሻݔሼ݂ሺݔܽ݉ ݂ሺݕሻሽ 

eşitsizliğine Wright-quasi konveks denir (Dragomir and Pearce 1998). 

Yukarıdaki tanımlardan yararlanarak aşağıdaki teoremler gösterilmiştir. 

Teorem 3.2.1. ݂: ܫ ՜ Թ fonksiyonu ܫ üzerinde W-quasi konveks bir fonksiyon olsun. 

Kabul edelim ki ܽ, ܾ א ܫ ك Թ, ܽ ൏ ܾ ve ݂ א ,ଵሾܽܮ ܾሿ olsun. Bu durumda 

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
൑ ,ሼ݂ሺܽሻݔܽ݉ ݂ሺܾሻሽ 

eşitsizliği elde edilir (Dragomir and Pearce 1998). 

Teorem 3.2.2. ܫ ك Թ üzerinde ܹܳܥሺܫሻ Wright-quasi konveks, ܥܳܬሺܫሻ ile J-quasi 

konveks ve ܳܥሺܫሻ ile de Quasi konveks fonksiyonlar sınıfını gösterirsek 

ሻܫሺܥܳ ؿ ሻܫሺܥܹܳ ؿ  ሻܫሺܥܳܬ
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olur (Dragomir and Pearce 1998). 

Teorem 3.2.3. ܫ ك Թ üzerinde ܥሺܫሻ ile Konveks fonksiyonlar sınıfı ve ܬሺܫሻ ile de 

Jensen konveks fonksiyonlar sınıfı gösterildiğine göre 

ܹሺܫሻ ؿ ,ሻܫሺܥܹܳ ሻܫሺܥ ؿ ,ሻܫሺܥܳ ሻܫሺܬ ؿ  ሻܫሺܥܳܬ

elde edilir (Dragomir and Pearce 1998). 

Lemma 3.2.1. ܽ, ܾ א Թ ve ܽ ൏ ܾ olmak üzere, ݂: °ܫ ؿ Թ ՜ Թ, ܫ° üzerinde 

diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eğer ݂Ԣ א ,ሾܽܮ ܾሿ ise 

݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ
2

െ
1

ܾ െ ܽ
න ݂ሺݔሻ݀ݔ

௕

௔
ൌ

ܾ െ ܽ
2

න ሺ1 െ ܽݐሻ݂ᇱሺݐ2 ൅ ሺ1 െ ݐሻܾሻ݀ݐ
ଵ

଴
 

eşitliği sağlanır (Dragomir and Agarwal 1998). 

Ion, yukarıdaki Lemma’yı kullanarak aşağıdaki iki teoremi elde etmiştir. 

Teorem 3.2.4. ܽ, ܾ א Թ ve ܽ ൏ ܾ olmak üzere, ݂: ሾܽ, ܾሿ ؿ Թ ՜ Թ, ሺܽ, ܾሻ üzerinde 

diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eğer |݂Ԣ|, ሾܽ, ܾሿ üzerinde quasi konveks ise 

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ ൑

ܾ െ ܽ
4

,|ሼ|݂ᇱሺܽሻݔܽ݉ |݂Ԣሺܾሻ|ሽ (3.2.1)

eşitsizliği elde edilir (Ion 2007). 

Teorem 3.2.5. ܽ, ܾ א Թ ve ܽ ൏ ܾ olmak üzere, ݂: ሾܽ, ܾሿ ؿ Թ ՜ Թ, ሺܽ, ܾሻ üzerinde 

diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. ݌ ൐ 1 için |݂Ԣ|௣ ሺ௣ିଵሻ⁄ , ሾܽ, ܾሿ üzerinde quasi 

konveks ise 
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ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ

൑
ܾ െ ܽ

2ሺ݌ ൅ 1ሻଵ ௣⁄ ൛|݂ᇱሺܽሻ|௣ݔܽ݉ൣ ሺ௣ିଵሻ⁄ , |݂Ԣሺܾሻ|௣ ሺ௣ିଵሻ⁄ ൟ൧
ሺ௣ିଵሻ ௣⁄

 
(3.2.2)

eşitsizliği elde edilir (Ion 2007). 

Lemma 3.2.1’i kullanarak Alomari et al. aşağıdaki teoremi ispatlamıştır. 

Teorem 3.2.6. ݂: לܫ ؿ Թ ՜ Թ, לܫ üzerinde diferensiyellenebilen bir fonksiyon ve  

ܽ, ܾ א ܽ ,לܫ ൏ ܾ olsun. Eğer |݂Ԣ|௤, ሾܽ, ܾሿ üzerinde quasi konveks ve ݍ ൒ 1 ise bu 

durumda 

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ ൑

ܾ െ ܽ
4

ሺ݉ܽݔሼ|݂ᇱሺܽሻ|௤, |݂Ԣሺܾሻ|௤ሽሻଵ ௤⁄  (3.2.3)

dır (Alomari et al. 2009). 

Lemma 3.2.2. ݂: °ܫ ؿ Թ ՜ Թ, לܫ üzerinde diferensiyellenebilen bir fonksiyon ve  

ܽ, ܾ א ܽ ,לܫ ൏ ܾ olsun. Eğer ݂ᇱ א ,ሾܽܮ ܾሿ ise 

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ െ ݂ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰

௕

௔
ൌ ሺܾ െ ܽሻ න ܽݐሻ݂ᇱሺݐሺܭ ൅ ሺ1 െ ݐሻܾሻ݀ݐ

ଵ

଴
 

eşitliği elde edilir. Burada 

ሻݐሺܭ ൌ ൞
ݐ          ,ݐ א ൤0,

1
2

൨

ݐ െ ݐ   ,1 א ൬
1
2

, 1ሿ
 

dır (Kırmacı 2004). 
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Alomari et al. yukarıdaki Lemma’yı kullanarak 2009 da yeni teoremler ispatlamışlar ve 

bu teoremlerde Hermite-Hadamard eşitsizliğinin sol tarafı için yeni üst sınırlar elde 

etmişlerdir. Bulunan eşitsizlikler aşağıdaki teoremlerle verilmiştir.   

Teorem 3.2.7. ݂: לܫ ؿ Թ ՜ Թ, לܫ üzerinde diferensiyellenebilen bir fonksiyon ve  

ܽ, ܾ א ܽ ,לܫ ൏ ܾ olsun. |݂Ԣ|, ሾܽ, ܾሿ üzerinde quasi konveks ise 

ቤ
1

ܾ െ ܽ
න ݂ሺݔሻ݀ݔ

௕

௔
െ ݂ ൬

ܽ ൅ ܾ
2

൰ቤ 

൑
ܾ െ ܽ

8
൤݉ܽݔ ൜ฬ݂ᇱ ൬

ܽ ൅ ܾ
2

൰ฬ , |݂Ԣሺܾሻ|ൠ ൅ ݔܽ݉ ൜ฬ݂ᇱ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ฬ , |݂Ԣሺܽሻ|ൠ൨ 

(3.2.4) 

eşitsizliği bulunur (Alomari et al. 2009). 

Teorem 3.2.8. ݂: לܫ ؿ Թ ՜ Թ, לܫ üzerinde diferensiyellenebilen bir fonksiyon ve  

ܽ, ܾ א ܽ ,לܫ ൏ ܾ olsun. Eğer |݂Ԣ|௣ ሺ௣ିଵሻ⁄ , ሾܽ, ܾሿ üzerinde quasi konveks ve ݌ ൐ 1 ise 

ቤ
1

ܾ െ ܽ
න ݂ሺݔሻ݀ݔ

௕

௔
െ ݂ ൬

ܽ ൅ ܾ
2

൰ቤ 

൑
ܾ െ ܽ

4ሺ݌ ൅ 1ሻଵ ௣⁄ ൦൭݉ܽݔ ൝ฬ݂ᇱ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ฬ

௣ ሺ௣ିଵሻ⁄

, |݂ᇱሺܾሻ|௣ ሺ௣ିଵሻ⁄ ൡ൱

௣ିଵ
௣

   

൅ ቆ݉ܽݔ ቊฬ݂ᇱ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ฬ

௣ ሺ௣ିଵሻ⁄

, |݂Ԣሺܽሻ|௣ ሺ௣ିଵሻ⁄ ቋቇ

௣ିଵ
௣

൪ 

(3.2.5) 

eşitsizliği elde edilir (Alomari et al. 2009). 

Teorem 3.2.9. ݂: לܫ ؿ Թ ՜ Թ, לܫ üzerinde diferensiyellenebilen bir fonksiyon ve  

ܽ, ܾ א ܽ ,לܫ ൏ ܾ olsun. Eğer |݂Ԣ|௤, ሾܽ, ܾሿ üzerinde quasi konveks ve ݍ ൒ 1 ise bu 

durumda 
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ቤ
1

ܾ െ ܽ
න ݂ሺݔሻ݀ݔ

௕

௔
െ ݂ ൬

ܽ ൅ ܾ
2

൰ቤ (3.2.6)

൑
ܾ െ ܽ

8
቎ቆ݉ܽݔ ቊฬ݂ᇱ ൬

ܽ ൅ ܾ
2

൰ฬ
௤

, |݂ᇱሺܾሻ|௤ቋቇ

ଵ
௤

൅ ቆ݉ܽݔ ቊฬ݂ᇱ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ฬ

௤

, |݂Ԣሺܽሻ|௤ቋቇ

ଵ
௤

቏ 

elde edilir (Alomari et al. 2009). 

Lemma 3.2.3. ݂: ܫ ؿ Թ ՜ Թ, לܫ üzerinde diferensiyellenebilen bir fonksiyon ve  

ܽ, ܾ א ܽ ,לܫ ൏ ܾ olsun. Eğer ݂ᇱ א ,ሾܽܮ ܾሿ ise aşağıdaki eşitlik elde edilir: 

݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ
2

െ
1

ܾ െ ܽ
න ݂ሺݔሻ݀ݔ

௕

௔
 

ൌ
ܾ െ ܽ

4
ቈන ሺെݐሻ݂Ԣ ൬

1 ൅ ݐ
2

ܽ ൅
1 െ ݐ

2
ܾ൰ ݐ݀

ଵ

଴
൅ න Ԣ݂ݐ ൬

1 ൅ ݐ
2

ܾ ൅
1 െ ݐ

2
ܽ൰ ݐ݀

ଵ

଴
቉ 

(Alomari et al. 2010a). 

Yukarıdaki Lemma kullanılarak aşağıdaki teoremler elde edilmiştir. 

Teorem 3.2.10. ݂: ܫ ؿ ሾ0, ∞ሻ ՜ Թ, לܫ üzerinde diferensiyellenebilen bir fonksiyon ve  

ܽ, ܾ א ܽ ,ܫ ൏ ܾ olsun. |݂Ԣ|, ሾܽ, ܾሿ üzerinde quasi konveks ise 

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

൑
ܾ െ ܽ

8
൤݉ܽݔ ൜ฬ݂Ԣ ൬

ܽ ൅ ܾ
2

൰ฬ , |݂ᇱሺܽሻ|ൠ ൅ ݔܽ݉ ൜ฬ݂Ԣ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ฬ , |݂ᇱሺܾሻ|ൠ൨ 

(3.2.7)

elde edilir (Alomari et al. 2010a). 

Teorem 3.2.11. ݂: ܫ ؿ ሾ0, ∞ሻ ՜ Թ, לܫ üzerinde diferensiyellenebilen bir fonksiyon ve  

ܽ, ܾ א ܽ ,ܫ ൏ ܾ olsun. |݂Ԣ|௣ ሺ௣ିଵሻ⁄ , ሾܽ, ܾሿ üzerinde quasi konveks ve ݌ ൐ 1 ise 
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ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

൑
ܾ െ ܽ

4ሺ݌ ൅ 1ሻଵ ௣⁄ ቎൭݉ܽݔ ൝ฬ݂ᇱ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ฬ

௣ ሺ௣ିଵሻ⁄

, |݂ᇱሺܽሻ|௣ ሺ௣ିଵሻ⁄ ൡ൱

ሺ௣ିଵሻ ௣⁄

 

                                    ൅ ቆ݉ܽݔ ቊฬ݂Ԣ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ฬ

௣ ሺ௣ିଵሻ⁄

, |݂ᇱሺܾሻ|௣ ሺ௣ିଵሻ⁄ ቋቇ

ሺ௣ିଵሻ ௣⁄

቏ 

(3.2.8)

elde edilir (Alomari et al. 2010a). 

Teorem 3.2.12. ݂: לܫ ؿ Թ ՜ Թ, לܫ üzerinde diferensiyellenebilen bir fonksiyon ve  

ܽ, ܾ א ܽ ,לܫ ൏ ܾ olsun. Eğer |݂Ԣ|௤, ሾܽ, ܾሿ üzerinde quasi konveks ve ݍ ൒ 1 ise 

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

൑
ܾ െ ܽ

8
൥ቆ݉ܽݔ ቊฬ݂ᇱ ൬

ܽ ൅ ܾ
2

൰ฬ
௤

, |݂ᇱሺܽሻ|௤ቋቇ
ଵ ௤⁄

         

            ൅ ቆ݉ܽݔ ቊฬ݂ᇱ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ฬ

௤

, |݂ᇱሺܾሻ|௤ቋቇ
ଵ ௤⁄

൩ 

(3.2.9)

eşitsizliği elde edilir (Alomari et al. 2010a). 

Alomari et al. aşağıdaki Lemma’yı kullanarak ikinci mertebeden türevinin mutlak 

değeri quasi konveks olan fonksiyonlar için yeni eşitsizlikler elde etmişlerdir. Bulunan 

bu sonuçlar Hermite-Hadamard eşitsizliğinin sağ tarafı için yeni üst sınırlardır.  

Lemma 3.2.4. ܽ, ܾ א ܽ ve ܫ ൏ ܾ olmak üzere ݂: ܫ ؿ Թ ՜ Թ, לܫ üzerinde ikinci 

mertebeden türevi olan bir fonksiyon olsun. ݂ԢԢ, ሾܽ, ܾሿ üzerinde integrallenebiliyorsa 
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݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ൌ

ሺܾ െ ܽሻଶ

2
න ሺ1ݐ െ ܽݐሻ݂ᇱᇱሺݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻݐ

ଵ

଴
 ݐ݀

eşitliği yazılır (Alomari et al. 2010b). 

Teorem 3.2.13. ܽ, ܾ א ܽ ve ܫ ൏ ܾ olmak üzere ݂: ܫ ؿ Թ ՜ Թ, לܫ üzerinde ikinci 

mertebeden türevi olan bir fonksiyon ve ݂ԢԢ, ሾܽ, ܾሿ üzerinde integrallenebilen bir 

fonksiyon olsun. Eğer |݂ԢԢ|, ሾܽ, ܾሿ üzerinde quasi i konveks ise 

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ ൑

ሺܾ െ ܽሻଶ

12
,|ሼ|݂ᇱᇱሺܽሻݔܽ݉ |݂ᇱᇱሺܾሻ|ሽ (3.2.10)

elde edilir (Alomari et al. 2010b). 

Tanım 3.2.3. Gamma fonksiyonu 

Γሺݔሻ ൌ න ݁ି௧ݐ௫ିଵ݀ݔ     ,ݐ ൐ 0
ஶ

଴
 

şeklinde tanımlanır (Dragomir et al. 2000b). 

Teorem 3.2.14. ܽ, ܾ א ܽ ve ܫ ൏ ܾ olmak üzere ݂: ܫ ؿ Թ ՜ Թ, לܫ üzerinde ikinci 

mertebeden türevi olan bir fonksiyon olsun. Eğer ݌ ൐ 1 için |݂ԢԢ|௣ ሺ௣ିଵሻ⁄ , ሾܽ, ܾሿ üzerinde 

quasi konveks ve ݍ ൌ ݌ ሺ݌ െ 1ሻ⁄  ise 

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

൑
ሺܾ െ ܽሻଶ

8
ቆ

ߨ√
2

ቇ

ଵ
௣

ቌ
Γሺ1 ൅ ሻ݌

Γ ቀ3
2 ൅ ቁ݌

ቍ

ଵ
௣

ሺ݉ܽݔሼ|݂ᇱᇱሺܽሻ|௤, |݂ᇱᇱሺܾሻ|௤ሽሻ
ଵ
௤ 

(3.2.11)

eşitsizliği elde edilir (Alomari et al. 2010b). 
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Teorem 3.2.15. ܽ, ܾ א ܽ ve ܫ ൏ ܾ olmak üzere ݂: ܫ ؿ Թ ՜ Թ, לܫ üzerinde ikinci 

mertebeden türevi olan bir fonksiyon ve ݂ԢԢ, ሾܽ, ܾሿ üzerinde integrallenebilen bir 

fonksiyon olsun. Eğer ݍ ൒ 1 için |݂ԢԢ|௤, ሾܽ, ܾሿ üzerinde quasi konveks ise 

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ ൑

ሺܾ െ ܽሻଶ

12
ሺ݉ܽݔሼ|݂ᇱᇱሺܽሻ|௤, |݂ᇱᇱሺܾሻ|௤ሽሻ

ଵ
௤ (3.2.12)

elde edilir (Alomari et al. 2010b). 

Lemma 3.2.5. ܽ, ܾ א ܽ ve °ܫ ൏ ܾ olmak üzere ݂: °ܫ ؿ Թ ՜ Թ, לܫ üzerinde ikinci 

mertebeden türevi olan bir fonksiyon olsun. Eğer ݂ԢԢ א ,ଵሾܽܮ ܾሿ ise 

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
െ ݂ ൬

ܽ ൅ ܾ
2

൰ 

      ൌ
ሺܾ െ ܽሻଶ

2
න ݉ሺݐሻሾ݂ᇱᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻݐ ൅ ݂ᇱᇱሺܾݐ ൅ ሺ1 െ ݐሻܽሻሿ݀ݐ

ଵ

଴
 

eşitliği elde edilir. Burada  

݉ሺݐሻ ؔ ൞
ݐ    ,          ଶݐ א ሾ0,

1
2

൰

ሺ1 െ ݐ   ,ሻଶݐ א ൤
1
2

, 1൨
 

dir (Sarıkaya et al. 2010). 

Sarıkaya et al. yukarıdaki Lemma’yı kullanarak, Hermite-Hadamard eşitsizliğinin sol 

tarafı için yeni üst sınırlar bulmuştur. Bu üst sınırlar literatürde bulunan en iyi üst 

sınırlardır. Bu eşitsizlikler ikinci mertebeden türevi olan fonksiyonlar için elde edilmiş 

sonuçlardır.  

Bu Lemma kullanılarak aşağıdaki eşitsizlikler elde edilmiştir. 
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Teorem 3.2.16. ݂: °ܫ ؿ Թ ՜ Թ, לܫ üzerinde ikinci mertebeden türevi olan bir fonksiyon 

ve ܽ, ܾ א ܽ , ܫ ൏ ܾ, ݂ԢԢ א ,ଵሾܽܮ ܾሿ olsun. Eğer |݂ԢԢ|, ሾܽ, ܾሿ üzerinde quasi konveks ise 

ቤ
1

ܾ െ ܽ
න ݂ሺݔሻ݀ݔ

௕

௔
െ ݂ ൬

ܽ ൅ ܾ
2

൰ቤ ൑
ሺܾ െ ܽሻଶ

24
,|ሼ|݂ᇱᇱሺܽሻݔܽ݉ |݂ᇱᇱሺܾሻ|ሽ (3.2.13)

elde edilir (Sarıkaya et al. 2010). 

Teorem 3.2.17. ݂: °ܫ ؿ Թ ՜ Թ, לܫ üzerinde ikinci mertebeden türevi olan bir fonksiyon 

ve ܽ, ܾ א ܽ , ܫ ൏ ܾ, ݂ԢԢ א ,ଵሾܽܮ ܾሿ olsun. Eğer |݂ԢԢ|௤, ሾܽ, ܾሿ üzerinde quasi konveks, 

ݍ ൐ 1 ve 
ଵ

௣
൅ ଵ

௤
ൌ 1 ise 

ቤ
1

ܾ െ ܽ
න ݂ሺݔሻ݀ݔ

௕

௔
െ ݂ ൬

ܽ ൅ ܾ
2

൰ቤ  

                                         ൑
ሺܾ െ ܽሻଶ

8ሺ2݌ ൅ 1ሻ
ଵ
௣

ሺ݉ܽݔሼ|݂ᇱᇱሺܽሻ|௤, |݂ᇱᇱሺܾሻ|௤ሽሻଵ ௤⁄  
(3.2.14)

eşitsizliği bulunur (Sarıkaya et al. 2010). 

Teorem 3.2.18. ݂: °ܫ ؿ Թ ՜ Թ, לܫ üzerinde ikinci mertebeden türevi olan bir fonksiyon 

ve ܽ, ܾ א ܽ , ܫ ൏ ܾ, ݂ԢԢ א ,ଵሾܽܮ ܾሿ olsun. Eğer |݂ԢԢ|௤, ሾܽ, ܾሿ üzerinde quasi konveks ve 

ݍ ൒ 1 ise 

ቤ
1

ܾ െ ܽ
න ݂ሺݔሻ݀ݔ

௕

௔
െ ݂ ൬

ܽ ൅ ܾ
2

൰ቤ ൑
ሺܾ െ ܽሻଶ

24
,ሼ|݂ᇱᇱሺܽሻ|௤ݔܽ݉ |݂ᇱᇱሺܾሻ|௤ሽଵ ௤⁄  (3.2.15)

eşitsizliği elde edilir (Sarıkaya et al. 2010). 

Lemma 3.2.6. ݂: ܫ ؿ Թ ՜ Թ, ܫ° üzerinde diferensiyellenebilir bir fonksiyon, ܽ, ܾ א  ve°ܫ

ܽ ൏ ܾ olsun. ݂ᇱ א ,ሾܽܮ ܾሿ ise  
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݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ
2

െ
1

ܾ െ ܽ
න ݂ሺݔሻ݀ݔ

௕

௔
 

ൌ
ܾ െ ܽ

2
න න ሾ݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻݐ െ ݂ᇱሺܽݏ ൅ ሺ1 െ ݏሻܾሻሿሺݏ െ ݏ݀ݐሻ݀ݐ

ଵ

଴

ଵ

଴
  

dir (Sarıkaya et al. 2009). 

Teorem 3.2.19. ܽ, ܾ א ܽ ,°ܫ ൏ ܾ ve ݂: °ܫ ؿ Թ ՜ Թ  diferensiyellenebilir bir fonksiyon 

olsun. Bu durumda ݍ ൐ 1,  
ଵ

௣
൅ ଵ

௤
ൌ 1 ve |݂ᇱ|௤, ሾܽ, ܾሿ üzerinde quasi konveks fonksiyon 

ise  

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ

൑ ሺܾ െ ܽሻ ൬
2

ሺ݌ ൅ 1ሻሺ݌ ൅ 2ሻ
൰

ଵ
௣

ሾ݉ܽݔሼ|݂ᇱሺܽሻ|௤, |݂ᇱሺܾሻ|௤ሽሿଵ ௤⁄  

(3.2.16)

dır (Set 2010). 

Teorem 3.2.20. ܽ, ܾ א ܽ ,°ܫ ൏ ܾ ve ݂: °ܫ ؿ Թ ՜ Թ diferensiyellenebilir bir fonksiyon 

olsun. Bu durumda ݍ ൒ 1 ve |݂ᇱ|௤, ሾܽ, ܾሿ üzerinde quasi konveks fonksiyon ise  

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ ൑

ሺܾ െ ܽሻ

3
ሺ݉ܽݔሼ|݂ᇱሺܽሻ|௤, |݂ᇱሺܾሻ|௤ሽሻ

ଵ
௤ (3.2.17)

dır (Set 2010). 

Tanım 3.2.4. ܽ, ܾ א Թ olmak üzere maksimum ifadesi 

,ሼܽݔܽ݉ ܾሽ ൌ
ܽ ൅ ܾ ൅ |ܽ െ ܾ|

2
 

şeklinde tanımlanır. 
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Aşağıda gösterilmiş olan teoremler maksimum ifadesinin yukarıdaki tanımı kullanılarak 

elde edilmiştir. 

Teorem 3.2.21. ݂ א ሻܫሺܥܳ ת ,ଵሾܽܮ ܾሿ olsun. ݏ: ሾܽ, ܾሿ ՜ Թ negatif olmayan, 

integrallenebilen ve 
௔ା௕

ଶ
 de simetrik bir fonksiyon olmak üzere 

݂ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ න ݔሻ݀ݔሺݏ

௕

௔
൑ න ݂ሺݔሻݏሺݔሻ݀ݔ

௕

௔
൅ ,ଵሺܽܫ ܾሻ (3.2.18)

olur.  

Burada 

,ଵሺܽܫ ܾሻ ൌ
1
2

න |݂ሺݔሻ െ ݂ሺܽ ൅ ܾ െ ݔሻ݀ݔሺݏ|ሻݔ
௕

௔
 

dır (Tseng et al. 2003). 

Teorem 3.2.22. ݂ א ሻܫሺܥܳܬ ת ,ଵሾܽܮ ܾሿ olmak üzere (3.2.18) eşitsizliği elde edilir 

(Tseng et al. 2003).  

Teorem 3.2.23. ݂ א ሻܫሺܥܳ ת ,ଵሾܽܮ ܾሿ  ve ݌ሺݔሻ ൌ ݌ ቀ௕ି௔

ଶ
൅ :݌ ቁ ileݔ ሾܽ, ܾሿ ՜ Թ  negatif 

olmayan, integrallenebilen bir fonksiyon olsun. O halde 

݂ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ න ݔሻ݀ݔሺ݌

௕

௔
൑ න ݂ሺݔሻ݌ሺݔሻ݀ݔ

௕

௔
൅ ,ଶሺܽܫ ܾሻ (3.2.19)

olur. Burada 

,ଶሺܽܫ ܾሻ ൌ
1
2

න ฬ݂ ൬
ݔ ൅ ܽ

2
൰ െ ݂ ൬

ݔ ൅ ܾ
2

൰ฬ ݌ ൬
ݔ ൅ ܽ

2
൰ ݔ݀

௕

௔
 

dir (Tseng et al. 2003). 
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Teorem 3.2.24. ݂ א ሻܫሺܥܹܳ ת ,ଵሾܽܮ ܾሿ olsun. ݏ: ሾܽ, ܾሿ ՜ Թ negatif olmayan, 

integrallenebilen ve 
௔ା௕

ଶ
 de simetrik bir fonksiyon olmak üzere 

න ݂ሺݔሻݏሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
൑ ,ሼ݂ሺܽሻݔܽ݉ ݂ሺܾሻሽ න ݔሻ݀ݔሺݏ

௕

௔
 (3.2.20)

eşitsizliği elde edilir (Tseng et al. 2003). 

Set et al. tarafından aşağıdaki Lemma kullanılarak quasi konveks fonksiyonlar için 

Simpson tipli yeni eşitsizlikler elde edilmiştir.   

Lemma 3.2.7. ݂: ܫ ؿ Թ ՜ Թ fonksiyonu, ܫ° üzerinde düzgün sürekli bir fonksiyon ve 

ܽ, ܾ א ܽ , ܫ ൏ ܾ olsun. O halde 

1
6

൤݂ሺܽሻ ൅ 4݂ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ ൅ ݂ሺܾሻ൨ െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
 

                                                 ൌ ሺܾ െ ܽሻ න ܾݐሻ݂ᇱሺݐሺ݌ ൅ ሺ1 െ ݐሻܽሻ݀ݐ
ଵ

଴
 

eşitliği elde edilir. Burada  

ሻݐሺ݌ ൌ ൞
ݐ െ

1
6

ݐ   , א ሾ0,
1
2

൰

ݐ െ
5
6

ݐ   , א ൤
1
2

, 1൨
 

dır (Set et al. 2010). 

Teorem 3.2.25. ݂Ԣ א ,ሾܽܮ ܾሿ olmak üzere ݂: ܫ ؿ Թ ՜ Թ, לܫ üzerinde 

diferensiyellenebilen bir fonksiyon ve ܽ, ܾ א ܽ ,ܫ ൏ ܾ olsun. Eğer |݂Ԣ|, ሾܽ, ܾሿ üzerinde 

quasi konveks ise 
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ቤ
1
6

൤݂ሺܽሻ ൅ 4݂ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ ൅ ݂ሺܾሻ൨ െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

                             ൑
5ሺܾ െ ܽሻ

36
,|ሼ|݂ᇱሺܽሻݔܽ݉ |݂ᇱሺܾሻ|ሽ 

(3.2.21)

eşitsizliği elde edilir (Set et al. 2010). 

Teorem 3.2.26. ݂Ԣ א ,ሾܽܮ ܾሿ olmak üzere ݂: ܫ ؿ Թ ՜ Թ, לܫ üzerinde 

diferensiyellenebilen bir fonksiyon ve ܽ, ܾ א ܽ , ܫ ൏ ܾ olsun. |݂Ԣ|௤, ሾܽ, ܾሿ üzerinde quasi 

konveks, ݍ ൐ 1 ve 
ଵ

௣
൅ ଵ

௤
ൌ 1 olmak üzere 

ቤ
1
6

൤݂ሺܽሻ ൅ 4݂ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ ൅ ݂ሺܾሻ൨ െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

 ൑
ܾ െ ܽ

6
ቆ

1 ൅ 2௣ାଵ

3ሺ݌ ൅ 1ሻ
ቇ

ଵ
௣

ሺ݉ܽݔሼ|݂ᇱሺܽሻ|௤, |݂ᇱሺܾሻ|௤ሽሻ
ଵ
௤ 

(3.2.22)

eşitsizliği elde edilir (Set et al. 2010). 

Teorem 3.2.27. ݂Ԣ א ,ሾܽܮ ܾሿ olmak üzere ݂: ܫ ؿ Թ ՜ Թ, לܫ üzerinde 

diferensiyellenebilen bir fonksiyon ve ܽ, ܾ א ܽ , ܫ ൏ ܾ olsun. Eğer |݂Ԣ|௤, ሾܽ, ܾሿ üzerinde 

quasi konveks ve ݍ ൒ 1 ise 

ቤ
1
6

൤݂ሺܽሻ ൅ 4݂ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ ൅ ݂ሺܾሻ൨ െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

                      ൑
5ሺܾ െ ܽሻ

36
ሺ݉ܽݔሼ|݂ᇱሺܽሻ|௤, |݂ᇱሺܾሻ|௤ሽሻ

ଵ
௤ 

(3.2.23)

eşitsizliği elde edilir (Set et al. 2010). 

Lemma 3.2.8. ݂: ܫ ك Թ ՜ Թ,  ܫ° üzerinde düzgün sürekli bir fonksiyon ve ܽ, ܾ א  ,ܫ

ܽ ൏ ܾ olsun. ݂ԢԢ א ,ሾܽܮ ܾሿ olmak üzere 
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1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
െ

1
6

൤݂ሺܽሻ ൅ 4݂ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ ൅ ݂ሺܾሻ൨ 

                               ൌ ሺܾ െ ܽሻଶ න ܾݐሻ݂ᇱᇱሺݐሺ݌ ൅ ሺ1 െ ݐሻܽሻ݀ݐ
ଵ

଴
 

eşitliği elde edilir. Burada 

ሻݐሺ݌ ൌ ൞

1
6

ݐሺ3ݐ െ 1ሻ,              ݐ א ൤0,
1
2

൨

1
6

ሺݐ െ 1ሻሺ3ݐ െ 2ሻ,   ݐ א ൬
1
2

, 1ሿ
 

dir (Alomari and Darus 2010a). 

Alomari and Darus yukarıdaki Lemma’yı kullanarak quasi konveks fonksiyonlar için 

Simpson tipli eşitsizlikler elde etmiştir.  

Teorem 3.2.28. ݂: ܫ ؿ ሾ0, ∞ሻ ՜ Թ, לܫ üzerinde düzgün sürekli bir fonksiyon ve   

ܽ, ܾ א ܽ  ,ܫ ൏ ܾ, ݂ԢԢ א ,ሾܽܮ ܾሿ olsun. Eğer |݂ԢԢ|, [a,b] üzerinde quasi konveks ise 

ቤ
1

ܾ െ ܽ
න ݂ሺݔሻ݀ݔ

௕

௔
െ

1
6

൤݂ሺܽሻ ൅ 4݂ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ ൅ ݂ሺܾሻ൨ቤ 

൑
ሺܾ െ ܽሻଶ

162
൤݉ܽݔ ൜|݂ᇱᇱሺܽሻ|, ฬ݂ԢԢ ൬

ܽ ൅ ܾ
2

൰ฬൠ ൅ ݔܽ݉ ൜ฬ݂ԢԢ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ฬ , |݂ᇱᇱሺܾሻ|ൠ൨ 

(3.2.24)

elde edilir (Alomari and Darus 2010a). 

Tanım 3.2.5. Beta fonksiyonu 

,ݔሺߚ ሻݕ ൌ න ௫ିଵሺ1ݐ െ ݐሻ௬ିଵ݀ݐ
ଵ

଴
, ,ݔ ݕ ൐ 0 

şeklindedir. Bu eşitlik Euler tipi Beta integral fonksiyonu yada birinci çeşit Euler 

integrali olarak adlandırılır (Dragomir et al.  2000b). 
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Teorem 3.2.29. ݂: ܫ ؿ ሾ0, ∞ሻ ՜ Թ, לܫ üzerinde düzgün sürekli bir fonksiyon ve  

ܽ, ܾ א ܽ ,ܫ ൏ ܾ, ݂ԢԢ א ,ሾܽܮ ܾሿ olsun. Eğer |݂ԢԢ|௣ ሺ௣ିଵሻ⁄ , [a,b] üzerinde quasi konveks ve 

݌ ൐ 1 ise 

ቤ
1

ܾ െ ܽ
න ݂ሺݔሻ݀ݔ

௕

௔
െ

1
6

൤݂ሺܽሻ ൅ 4݂ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ ൅ ݂ሺܾሻ൨ቤ 

൑
ሺܾ െ ܽሻଶ

6
ቆ3ି௣ିଵߚሺ݌ ൅ 1, ݌ ൅ 1ሻ ൅

4ሺ3ሻି௣ ൅ 3ሺ2ሻି௣ሺ݌ െ 1ሻ

12ሺ2 ൅ ݌3 ൅ ଶሻ݌
ቇ

ଵ
௣
 

                   ൈ ൦൭݉ܽݔ ൝|݂ᇱᇱሺܽሻ|௣ ሺ௣ିଵሻ⁄ , ฬ݂ᇱᇱ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ฬ

௣ ሺ௣ିଵሻ⁄

ൡ൱

௣ିଵ
௣

 

                                  ൅ ቌ݉ܽݔ ቐอ݂ᇱᇱ ൭൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰൱อ

௣ ሺ௣ିଵሻ⁄

, |݂ᇱᇱሺܾሻ|௣ ሺ௣ିଵሻ⁄ ቑቍ

௣ିଵ
௣

ے
ۑ
ۑ
ۑ
ې
 

(3.2.25)

elde edilir (Alomari and Darus 2010a). 

Teorem 3.2.30. ݂: ܫ ؿ ሾ0, ∞ሻ ՜ Թ, לܫ üzerinde düzgün sürekli bir fonksiyon ve  

ܽ, ܾ א ܽ ,ܫ ൏ ܾ, ݂ԢԢ א ,ሾܽܮ ܾሿ olsun. Eğer |݂ԢԢ|௤, ሾܽ, ܾሿ üzerinde quasi konveks ve ݍ ൒ 1 

olmak üzere  

ቤ
1

ܾ െ ܽ
න ݂ሺݔሻ݀ݔ

௕

௔
െ

1
6

൤݂ሺܽሻ ൅ 4݂ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ ൅ ݂ሺܾሻ൨ቤ 

൑
ሺܾ െ ܽሻଶ

162
቎ቆ݉ܽݔ ቊ|݂ᇱᇱሺܽሻ|௤, ฬ݂ᇱᇱ ൬

ܽ ൅ ܾ
2

൰ฬ
௤

ቋቇ

ଵ
௤
 

                               ൅ ቆ݉ܽݔ ቊฬ݂ԢԢ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ฬ

௤

, |݂ᇱᇱሺܾሻ|௤ቋቇ

ଵ
௤

቏ 

(3.2.26)

elde edilir (Alomari and Darus 2010a). 
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Aşağıdaki Lemma Ostrowski tipli eşitsizlikler için birçok teoremde kullanılmıştır. Bu 

çalışmada quasi konveks fonksiyonlar için elde edilmiş sonuçlar verilmiştir. 

Lemma 3.2.9. ܽ, ܾ א ܽ ve ܫ ൏ ܾ olmak üzere ݂: ܫ ؿ Թ ՜ Թ, לܫ üzerinde 

diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eğer ݂Ԣ א ,ሾܽܮ ܾሿ ve ݐ א ሾܽ, ܾሿ ise 

݂ሺݔሻ െ
1

ܾ െ ܽ
න ݂ሺݑሻ݀ݑ

௕

௔
ൌ ሺܾ െ ܽሻ න ܽݐሻ݂ᇱሺݐሺ݌ ൅ ሺ1 െ ݐሻܾሻ݀ݐ

ଵ

଴
 

eşitliği elde edilir. Burada  

ሻݐሺ݌ ൌ ൞
,ݐ ݐ א ൤0,

ܾ െ ݔ
ܾ െ ܽ

൨

ݐ െ ݐ   ,1 א ൬
ܾ െ ݔ
ܾ െ ܽ

, 1ሿ
 

dır (Alomari and Darus 2010b). 

Teorem 3.2.31. ݂: ܫ ؿ ሾ0, ∞ሻ ՜ Թ, לܫ üzerinde diferensiyellenebilen bir fonksiyon ve 

ܽ, ܾ א ܽ , ܫ ൏ ܾ, ݂Ԣ א ,ሾܽܮ ܾሿ olsun. ݔ א ሾܽ, ܾሿ ve |݂Ԣ|,  ሾܽ, ܾሿ üzerinde quasi konveks ise  

ቤ݂ሺݔሻ െ
1

ܾ െ ܽ
න ݂ሺݑሻ݀ݑ

௕

௔
ቤ 

൑
ሺܾ െ ሻଶݔ

2ሺܾ െ ܽሻ
,|ሻݔሼ|݂ᇱሺݔܽ݉ |݂ᇱሺܾሻ|ሽ ൅

ሺݔ െ ܽሻଶ

2ሺܾ െ ܽሻ
,|ሻݔሼ|݂ᇱሺݔܽ݉ |݂ᇱሺܽሻ|ሽ 

(3.2.27)

elde edilir (Alomari and Darus 2010b). 

Teorem 3.2.32. ݂: ܫ ؿ ሾ0, ∞ሻ ՜ Թ, לܫ üzerinde diferensiyellenebilen bir fonksiyon ve 

ܽ, ܾ א ܽ , ܫ ൏ ܾ, ݂Ԣ א ,ሾܽܮ ܾሿ olsun. |݂Ԣ|௤,  ሾܽ, ܾሿ üzerinde quasi konveks, ݔ א ሾܽ, ܾሿ ve 

ଵ

௣
൅ ଵ

௤
ൌ 1 ise 
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ቤ݂ሺݔሻ െ
1

ܾ െ ܽ
න ݂ሺݑሻ݀ݑ

௕

௔
ቤ 

൑ ቆ
ሺܾ െ ሻ௣ାଵݔ

ሺܾ െ ܽሻሺ݌ ൅ 1ሻ
ቇ

ଵ
௣

ሾ݉ܽݔሼ|݂ᇱሺݔሻ|௤, |݂ᇱሺܾሻ|௤ሽሿ
ଵ
௤ 

 ൅ ቆ
ሺݔ െ ܽሻ௣ାଵ

ሺܾ െ ܽሻሺ݌ ൅ 1ሻ
ቇ

ଵ
௣

ሾ݉ܽݔሼ|݂ᇱሺݔሻ|௤, |݂ᇱሺܽሻ|௤ሽሿ
ଵ
௤ 

(3.2.28)

elde edilir (Alomari and Darus 2010b). 

Teorem 3.2.33. ݂: ܫ ؿ ሾ0, ∞ሻ ՜ Թ, לܫ üzerinde diferensiyellenebilen bir fonksiyon ve 

ܽ, ܾ א ܽ , ܫ ൏ ܾ, ݂Ԣ א ,ሾܽܮ ܾሿ olsun. ݍ ൒ 1 olmak üzere eğer |݂Ԣ|௤,  ሾܽ, ܾሿ üzerinde quasi 

konveks ise 

ቤ݂ሺݔሻ െ
1

ܾ െ ܽ
න ݂ሺݑሻ݀ݑ

௕

௔
ቤ (3.2.29)

൑
ሺܾ െ ሻଶݔ

2ሺܾ െ ܽሻ
ሺ݉ܽݔሼ|݂ᇱሺݔሻ|௤, |݂ᇱሺܾሻ|௤ሽሻ

ଵ
௤ ൅

ሺݔ െ ܽሻଶ

2ሺܾ െ ܽሻ
ሺ݉ܽݔሼ|݂ᇱሺݔሻ|௤, |݂ᇱሺܽሻ|௤ሽሻ

ଵ
௤ 

elde edilir (Alomari and Darus 2010b). 
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI 

Bu bölümde araştırma sonucunda elde edilmiş olan yeni Lemmalar’dan faydalanarak 

quasi konveks fonksiyonlar için genelleştirmeler yapılmıştır. Elde edilen bu sonuçlar 

Quasi konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard, Ostrowski ve Simpson tipli 

eşitsizliklerle ilişkilidir. 

Lemma 4.1. ܽ, ܾ א ܽ ,ܫ ൏ ܾ ve ݔ א ሾܽ, ܾሿ olmak üzere ݂: ؿ ܫ Թ ՜ Թ  לܫ de 
diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eğer ݂′ א ,ሾܽܮ ܾሿ ise 

ሺܾ െ ሻ݂ሺܾሻݔ ൅ ሺݔ െ ܽሻ݂ሺܽሻ
ܾ െ ܽ

െ
1

ܾ െ ܽ
න ݂ሺݑሻ݀ݑ

௕

௔

 

ൌ
ሺݔ െ ܽሻଶ

ܾ െ ܽ
නሺݐ െ 1ሻ݂ᇱሺݔݐ ൅ ሺ1 െ ݐሻܽሻ݀ݐ ൅

ଵ

଴

ሺܾ െ ሻଶݔ

ܾ െ ܽ
නሺ1 െ ݔݐሻ݂ᇱሺݐ ൅ ሺ1 െ ݐሻܾሻ݀ݐ

ଵ

଴

 

eşitliği elde edilir (Kavurmacı et al. 2010). 

İspat: Bu Lemma’yı ispatlamak için ilk önce 

ܫ ൌ
ሺݔ െ ܽሻଶ

ܾ െ ܽ
නሺݐ െ 1ሻ݂ᇱሺݔݐ ൅ ሺ1 െ ݐሻܽሻ݀ݐ ൅

ଵ

଴

ሺܾ െ ሻଶݔ

ܾ െ ܽ
නሺ1 െ ݔݐሻ݂ᇱሺݐ ൅ ሺ1 െ ݐሻܾሻ݀ݐ

ଵ

଴

 

olsun. Kısmi integrasyon metodu kullanarak 

ܫ ൌ
ሺݔ െ ܽሻଶ

ܾ െ ܽ
൥ሺݐ െ 1ሻ

݂ሺݔݐ ൅ ሺ1 െ ሻܽሻݐ
ݔ െ ܽ

ቤ
଴

ଵ

െ න
݂ሺݔݐ ൅ ሺ1 െ ሻܽሻݐ

ݔ െ ܽ
ݐ݀

ଵ

଴
൩ 

    ൅
ሺܾ െ ሻଶݔ

ܾ െ ܽ
൥ሺ1 െ ሻݐ

݂ሺݔݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻݐ

ݔ െ ܾ
ቤ

଴

ଵ

െ න
݂ሺݔݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻݐ

ݔ െ ܾ
ݐ݀

ଵ

଴
൩ 
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ൌ
ሺݔ െ ܽሻଶ

ܾ െ ܽ
ቈ

݂ሺܽሻ

ݔ െ ܽ
െ

1
ሺݔ െ ܽሻଶ න ݂ሺݑሻ݀ݑ

௫

௔
቉ 

       ൅
ሺܾ െ ሻଶݔ

ܾ െ ܽ
ቈെ

݂ሺܾሻ
ݔ െ ܾ

൅
1

ሺݔ െ ܾሻଶ න ݂ሺݑሻ݀ݑ
௫

௕
቉ 

              ൌ
ሺܾ െ ሻ݂ሺܾሻݔ ൅ ሺݔ െ ܽሻ݂ሺܽሻ

ܾ െ ܽ
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݑሻ݀ݑ
௕

௔
 

elde edilir ve ispat tamamlanır.                                                                                        ז 

Teorem 4.1. ܽ, ܾ א ܽ ,ܫ ൏ ܾ ve ݔ א ሾܽ, ܾሿ olmak üzere ݂: ؿ ܫ Թ ՜ Թ,  לܫ de 

diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eğer |݂Ԣ|, ሾܽ, ܾሿ de quasi konveks ise 

ቮ
ሺܾ െ ሻ݂ሺܾሻݔ ൅ ሺݔ െ ܽሻ݂ሺܽሻ

ܾ െ ܽ
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݑሻ݀ݑ

௕

௔

ቮ  

         ൑  
ሺݔ െ ܽሻଶ

2ሺܾ െ ܽሻ
,|ሻݔሼ|݂ᇱሺݔܽ݉ |݂ᇱሺܽሻ|ሽ ൅

ሺܾ െ ሻଶݔ

2ሺܾ െ ܽሻ
,|ሻݔሼ|݂ᇱሺݔܽ݉ |݂ᇱሺܾሻ|ሽ 

   (4.1) 

eşitsizliği elde edilir (Yıldız et al. 2010). 

İspat: Lemma 4.1’den ve integraller için mutlak değer eşitsizliğinden 

ቮ
ሺܾ െ ሻ݂ሺܾሻݔ ൅ ሺݔ െ ܽሻ݂ሺܽሻ

ܾ െ ܽ
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݑሻ݀ݑ

௕

௔

ቮ 

൑
ሺݔ െ ܽሻଶ

ሺܾ െ ܽሻ
නሺ1 െ ݔݐሻ|݂ᇱሺݐ ൅ ሺ1 െ ݐ݀|ሻܽሻݐ

ଵ

଴

  

  ൅
ሺܾ െ ሻଶ ݔ

ሺܾ െ ܽሻ
නሺ1 െ ݔݐሻ|݂ᇱሺݐ ൅ ሺ1 െ ݐ݀|ሻܾሻݐ

ଵ

଴

 

yazılır. |݂′| quasi konveks olduğundan 
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ቮ
ሺܾ െ ሻ݂ሺܾሻݔ ൅ ሺݔ െ ܽሻ݂ሺܽሻ

ܾ െ ܽ
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݑሻ݀ݑ

௕

௔

ቮ 

൑  
ሺݔ െ ܽሻଶ

ሺܾ െ ܽሻ
නሺ1 െ ,|ሻݔሼ|݂ᇱሺݔሻ݉ܽݐ |݂ᇱሺܽሻ|ሽ݀ݐ

ଵ

଴

 

   ൅
ሺܾ െ ሻଶݔ

ሺܾ െ ܽሻ
නሺ1 െ ,|ሻݔሼ|݂ᇱሺݔሻ݉ܽݐ |݂ᇱሺܾሻ|ሽ݀ݐ

ଵ

଴

 

ൌ
ሺݔ െ ܽሻଶ

2ሺܾ െ ܽሻ
,|ሻݔሼ|݂ᇱሺݔܽ݉ |݂ᇱሺܽሻ|ሽ ൅

ሺܾ െ ሻଶݔ

2ሺܾ െ ܽሻ
,|ሻݔሼ|݂ᇱሺݔܽ݉ |݂ᇱሺܾሻ|ሽ 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur.                                                                   ז 

Teorem 4.2. ܽ, ܾ א ܽ ,ܫ ൏ ܾ ve ݔ א ሾܽ, ܾሿ olmak üzere ݂: ؿ ܫ Թ ՜ Թ  לܫ de 

diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eğer ݌ ൐ 1, 
ଵ

௣
൅ ଵ

௤
ൌ 1 ve |݂′|௣ ሺ௣ିଵሻ⁄ , ሾܽ, ܾሿ 

üzerinde quasi konveks ise 

ቮ
ሺܾ െ ሻ݂ሺܾሻݔ ൅ ሺݔ െ ܽሻ݂ሺܽሻ

ܾ െ ܽ
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݑሻ݀ݑ

௕

௔

ቮ 

൑
ሺݔ െ ܽሻଶ

ܾ െ ܽ
൬

1
݌ ൅ 1

൰

ଵ
௣

൫݉ܽݔ൛|݂  ሺݔሻ|௣ ሺ௣ିଵሻ⁄ , |݂  ሺܽሻ|௣ ሺ௣ିଵሻ⁄ ൟ൯
௣ିଵ

௣  

 ൅
ሺܾ െ ሻଶݔ

ܾ െ ܽ
൬

1
݌ ൅ 1

൰

ଵ
௣

൫݉ܽݔ൛|݂  ሺݔሻ|௣ ሺ௣ିଵሻ⁄ , |݂  ሺܾሻ|௣ ሺ௣ିଵሻ⁄ ൟ൯
௣ିଵ

௣  

   (4.2) 

elde edilir (Yıldız et al. 2010). 

İspat: Lemma 4.1 ve mutlak değerin özelliği kullanılarak, 
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ቮ
ሺܾ െ ሻ݂ሺܾሻݔ ൅ ሺݔ െ ܽሻ݂ሺܽሻ

ܾ െ ܽ
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݑሻ݀ݑ

௕

௔

ቮ 

൑
ሺݔ െ ܽሻଶ

ሺܾ െ ܽሻ
නሺ1 െ ݔݐሻ|݂ᇱሺݐ ൅ ሺ1 െ ݐ݀|ሻܽሻݐ

ଵ

଴

 

  ൅
ሺܾ െ ሻଶ ݔ

ሺܾ െ ܽሻ
නሺ1 െ ݔݐሻ|݂ᇱሺݐ ൅ ሺ1 െ ݐ݀|ሻܾሻݐ

ଵ

଴

 

olur. İntegraller için Hölder Eşitsizliği ve |݂′|௣ ሺ௣ିଵሻ⁄ ’in quasi konveks olduğu 

kullanılarak  

ቮ
ሺܾ െ ሻ݂ሺܾሻݔ ൅ ሺݔ െ ܽሻ݂ሺܽሻ

ܾ െ ܽ
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݑሻ݀ݑ

௕

௔

ቮ 

൑
ሺݔ െ ܽሻଶ

ሺܾ െ ܽሻ
ቌනሺ1 െ ݐሻ௣݀ݐ

ଵ

଴

ቍ

ଵ
௣

ቌන|݂ᇱሺݔݐ ൅ ሺ1 െ |ሻܽሻݐ
௣

௣ିଵ݀ݐ

ଵ

଴

ቍ

௣ିଵ
௣

 

  ൅
ሺܾ െ ሻଶ ݔ

ሺܾ െ ܽሻ
ቌනሺ1 െ ݐሻ௣݀ݐ

ଵ

଴

ቍ

ଵ
௣

ቌන|݂ᇱሺݔݐ ൅ ሺ1 െ |ሻܾሻݐ
௣

௣ିଵ݀ݐ

ଵ

଴

ቍ

௣ିଵ
௣

 

          ൑
ሺݔ െ ܽሻଶ

ሺܾ െ ܽሻ
ቌනሺ1 െ ݐሻ௣݀ݐ

ଵ

଴

ቍ

ଵ
௣

ቌන ݔܽ݉ ൜|݂  ሺݔሻ|
௣

௣ିଵ, |݂  ሺܽሻ|
௣

௣ିଵൠ ݐ݀

ଵ

଴

ቍ

௣ିଵ
௣

 

              ൅
ሺܾ െ ሻଶ ݔ

ሺܾ െ ܽሻ
ቌනሺ1 െ ݐሻ௣݀ݐ

ଵ

଴

ቍ

ଵ
௣

ቌන ݔܽ݉ ൜|݂  ሺݔሻ|
௣

௣ିଵ, |݂  ሺܾሻ|
௣

௣ିଵൠ ݐ݀

ଵ

଴

ቍ

௣ିଵ
௣
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ൌ
ሺݔ െ ܽሻଶ

ܾ െ ܽ
൬

1
݌ ൅ 1

൰

ଵ
௣

൬݉ܽݔ ൜|݂  ሺݔሻ|
௣

௣ିଵ, |݂  ሺܽሻ|
௣

௣ିଵൠ൰

௣ିଵ
௣

 

  ൅
ሺܾ െ ሻଶݔ

ܾ െ ܽ
൬

1
݌ ൅ 1

൰

ଵ
௣

൬݉ܽݔ ൜|݂  ሺݔሻ|
௣

௣ିଵ, |݂  ሺܾሻ|
௣

௣ିଵൠ൰

௣ିଵ
௣

 

bulunur. Böylece ispat tamamlanır.                                                                                  ז 

Teorem 4.3. ܽ, ܾ א ܽ ,ܫ ൏ ܾ ve ݔ א ሾܽ, ܾሿ olmak üzere ݂: ؿ ܫ Թ ՜ Թ, לܫ de 

diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eğer |݂′|௤, ሾܽ, ܾሿ de quasi konveks ve       

ݍ ൒ 1 ise 

ቮ
ሺܾ െ ሻ݂ሺܾሻݔ ൅ ሺݔ െ ܽሻ݂ሺܽሻ

ܾ െ ܽ
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݑሻ݀ݑ

௕

௔

ቮ    (4.3) 

൑
ሺݔ െ ܽሻଶ

2ሺܾ െ ܽሻ
ሺ݉ܽݔሼ|݂  ሺݔሻ|௤, |݂  ሺܽሻ|௤ሽሻ

ଵ
௤ ൅

ሺܾ െ ሻଶݔ

2ሺܾ െ ܽሻ
ሺ݉ܽݔሼ|݂  ሺݔሻ|௤, |݂  ሺܾሻ|௤ሽሻ

ଵ
௤ 

elde edilir (Yıldız et al. 2010). 

İspat: Lemma 4.1 ve integraller için Power Mean Eşitsizliği kullanılarak 

ቮ
ሺܾ െ ሻ݂ሺܾሻݔ ൅ ሺݔ െ ܽሻ݂ሺܽሻ

ܾ െ ܽ
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݑሻ݀ݑ

௕

௔

ቮ 

൑
ሺݔ െ ܽሻଶ

ሺܾ െ ܽሻ
නሺ1 െ ݔݐሻ|݂ᇱሺݐ ൅ ሺ1 െ ݐ݀|ሻܽሻݐ

ଵ

଴

      

   ൅
ሺܾ െ ሻଶ ݔ

ሺܾ െ ܽሻ
නሺ1 െ ݔݐሻ|݂ᇱሺݐ ൅ ሺ1 െ ݐ݀|ሻܾሻݐ

ଵ

଴
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൑
ሺݔ െ ܽሻଶ

ሺܾ െ ܽሻ
ቌනሺ1 െ ݐሻ݀ݐ

ଵ

଴

ቍ

ଵିଵ
௤

ቌනሺ1 െ ݔݐሻ|݂ᇱሺݐ ൅ ሺ1 െ ݐሻܽሻ|௤݀ݐ

ଵ

଴

ቍ

ଵ
௤

 

   ൅
ሺܾ െ ሻଶ ݔ

ሺܾ െ ܽሻ
ቌනሺ1 െ ݐሻ݀ݐ

ଵ

଴

ቍ

ଵିଵ
௤

ቌනሺ1 െ ݔݐሻ|݂ᇱሺݐ ൅ ሺ1 െ ݐሻܾሻ|௤݀ݐ

ଵ

଴

ቍ

ଵ
௤

 

bulunur. |݂′|௤ quasi konveks olduğundan 

නሺ1 െ ሻห݂ݐ ′ሺݔݐ ൅ ሺ1 െ ሻܽሻหݐ
௤

ݐ݀

ଵ

଴

൑
1
2

൛ห݂ݔܽ݉ ′ሺݔሻห
௤

, ห݂ ′ሺܽሻห
௤

ൟ 

ve 

නሺ1 െ ሻห݂ݐ ′ሺݔݐ ൅ ሺ1 െ ሻܽሻหݐ
௤

ݐ݀

ଵ

଴

൑
1
2

൛ห݂ݔܽ݉ ′ሺݔሻห
௤

, ห݂ ′ሺܾሻห
௤

ൟ 

olur. Buradan 

ቮ
ሺܾ െ ሻ݂ሺܾሻݔ ൅ ሺݔ െ ܽሻ݂ሺܽሻ

ܾ െ ܽ
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݑሻ݀ݑ

௕

௔

ቮ 

൑
ሺݔ െ ܽሻଶ

2ሺܾ െ ܽሻ
ሺ݉ܽݔሼ|݂  ሺݔሻ|௤, |݂  ሺܽሻ|௤ሽሻ

ଵ
௤ ൅

ሺܾ െ ሻଶݔ

2ሺܾ െ ܽሻ
ሺ݉ܽݔሼ|݂  ሺݔሻ|௤, |݂  ሺܾሻ|௤ሽሻ

ଵ
௤ 

elde edilir. 

Lemma 4.2. ܽ, ܾ א ܽ ,ܫ ൏ ܾ ve ܫ ؿ Թ olmak üzere ݂: ܫ ՜ Թ, ܫ° de diferensiyellenebilen 

bir fonksiyon olsun. Eğer ݂Ԣ א ,ሾܽܮ ܾሿ ve 0 ൑ ߣ ൑ 1 ise 

ሺ1 െ ሻ݂ߣ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ ൅ ߣ ቆ

݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ
2

ቇ െ
1

ܾ െ ܽ
න ݂ሺݔሻ݀ݔ

௕

௔
ൌ

1
ܾ െ ܽ

න ݔሻ݀ݔሻ݂ᇱሺݔሺܭ
௕

௔
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ሻݔሺܭ ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
ݔۓ െ ൬ܽ ൅ ߣ

ܾ െ ܽ
2

൰ ,    ܽ ൑ ݔ ൑
ܽ ൅ ܾ

2

ݔ െ ൬ܾ െ ߣ
ܾ െ ܽ

2
൰,    

ܽ ൅ ܾ
2

൏ ݔ ൑ ܾ

 

elde edilir. 

İspat: Bu eşitliği ispatlamak için önce eşitliğin sağ tarafına kısmi integrasyon metodu 

uygulanırsa; 

න ݔሻ݀ݔሻ݂ᇱሺݔሺܭ
௕

௔
 

       ൌ න ൤ݔ െ ൬ܽ ൅ ߣ
ܾ െ ܽ

2
൰൨ ݂ᇱሺݔሻ݀ݔ

௔ା௕
ଶ

௔
൅ න ൤ݔ െ ൬ܾ െ ߣ

ܾ െ ܽ
2

൰൨
௕

௔ା௕
ଶ

݂ᇱሺݔሻ݀ݔ 

 ൌ ൤ݔ െ ൬ܽ ൅ ߣ
ܾ െ ܽ

2
൰൨ ݂ሺݔሻฬ

௔

௔ା௕
ଶ

൅ ൤ݔ െ ൬ܾ െ ߣ
ܾ െ ܽ

2
൰൨ ݂ሺݔሻฬ

௔ା௕
ଶ

௕

െ න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
 

               ൌ ሺ1 െ ሻ݂ߣ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ ሺܾ െ ܽሻ ൅ ߣ ቆ

݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ
2

ቇ ሺܾ െ ܽሻ െ න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
 

olur. Her iki taraf ሺܾ െ ܽሻ ya bölünürse Lemma 4.2 deki eşitlik elde edilir.  

Yukarıdaki Lemma’yı kullanarak, diferensiyellenebilen fonksiyonlar için yeni 
genelleştirmeler elde edilmiştir. Bu genelleştirmeler kullanılarak da yeni sonuçlar 
bulunmuştur.  

Teorem 4.4. ܽ, ܾ א ܽ ,ܫ ൏ ܾ ve ܫ ؿ Թ olmak üzere ݂: ܫ ՜ Թ, ܫ° de diferensiyellenebilen 

bir fonksiyon ve ݂Ԣ א ,ሾܽܮ ܾሿ olsun. Eğer |݂Ԣ|, ሾܽ, ܾሿ üzerinde quasi konveks ve          

0 ൑ ߣ ൑ 1 ise 
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ቤሺ1 െ ሻ݂ߣ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ ൅ ߣ ቆ

݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
ቇ െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

      ൑
ሺܾ െ ܽሻ

4
ሺ2ߣଶ െ ߣ2 ൅ 1ሻ݉ܽݔሼ|݂ᇱሺܽሻ|, |݂ᇱሺܾሻ|ሽ 

(4.4)

eşitsizliği elde edilir. 

İspat: Lemma 4.2.’den 

ቤሺ1 െ ሻ݂ߣ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ ൅ ߣ ቆ

݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ
2

ቇ െ
1

ܾ െ ܽ
න ݂ሺݔሻ݀ݔ

௕

௔
ቤ ൌ ቤ

1
ܾ െ ܽ

න ݔሻ݀ݔሻ݂ᇱሺݔሺܭ
௕

௔
ቤ 

olur. İntegraller için üçgen eşitsizliği kullanılarak 

ቤሺ1 െ ሻ݂ߣ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ ൅ ߣ ቆ

݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ
2

ቇ െ
1

ܾ െ ܽ
න ݂ሺݔሻ݀ݔ

௕

௔
ቤ 

൑
1

ܾ െ ܽ
ቐන ฬݔ െ ൬ܽ ൅ ߣ

ܾ െ ܽ
2

൰ฬ |݂ᇱሺݔሻ|݀ݔ

௔ା௕
ଶ

௔
൅ න ฬݔ െ ൬ܾ െ ߣ

ܾ െ ܽ
2

൰ฬ
௕

௔ା௕
ଶ

|݂ᇱሺݔሻ|݀ݔቑ 

ൌ
1

ܾ െ ܽ
ቐන ൤െݔ ൅ ൬ܽ ൅ ߣ

ܾ െ ܽ
2

൰൨ |݂ᇱሺݔሻ|݀ݔ  
௔ାఒ௕ି௔

ଶ

௔

൅ න ൤ݔ െ ൬ܽ ൅ ߣ
ܾ െ ܽ

2
൰൨ |݂ᇱሺݔሻ|݀ݔ ൅

௔ା௕
ଶ

௔ାఒ௕ି௔
ଶ

൅ න ൤െݔ ൅ ൬ܾ െ ߣ
ܾ െ ܽ

2
൰൨

௕ିఒ௕ି௔
ଶ

௔ା௕
ଶ

|݂ᇱሺݔሻ|݀ݔ                     

൅ න ൤ݔ െ ൬ܾ െ ߣ
ܾ െ ܽ

2
൰൨

௕

௕ିఒ௕ି௔
ଶ

|݂ᇱሺݔሻ|݀ݔൡ, 

ݔ ൌ ሺ1 െ ሻܽݐ ൅ ,ܾݐ ݔ݀ ൌ ሺܾ െ ܽሻ݀ݐ alınırsa 
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ቤሺ1 െ ሻ݂ߣ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ ൅ ߣ ቆ

݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
ቇ െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

൑ න ൤െݐሺܾ െ ܽሻ ൅ ߣ
ܾ െ ܽ

2
൨ ห݂ᇱ൫ሺ1 െ ሻܽݐ ൅ ݐ൯หܾ݀ݐ

ఒ
ଶ

଴
 

൅ න ൤ݐሺܾ െ ܽሻ െ ߣ
ܾ െ ܽ

2
൨ ห݂ᇱ൫ሺ1 െ ሻܽݐ ൅ ݐ൯หܾ݀ݐ

ଵ
ଶ

ఒ
ଶ

 

               ൅ න ൤ሺ1 െ ሻሺܾݐ െ ܽሻ െ ߣ
ܾ െ ܽ

2
൨ ห݂ᇱ൫ሺ1 െ ሻܽݐ ൅ ݐ൯หܾ݀ݐ

ଵିఒ
ଶ

ଵ
ଶ

 

              ൅ න ൤ሺݐ െ 1ሻሺܾ െ ܽሻ ൅ ߣ
ܾ െ ܽ

2
൨ |݂ᇱሺሺ1 െ ሻܽݐ ൅ ݐ݀|ሻܾݐ

ଵ

ଵିఒ
ଶ

 

olur. |݂Ԣ|’nin quasi konveksliği kullanılarak 

ቤሺ1 െ ሻ݂ߣ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ ൅ ߣ ቆ

݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ
2

ቇ െ
1

ܾ െ ܽ
න ݂ሺݔሻ݀ݔ

௕

௔
ቤ 

൑ න ൤െݐሺܾ െ ܽሻ ൅ ߣ
ܾ െ ܽ

2
൨ ,|ሼ|݂ᇱሺܽሻݔܽ݉ |݂ᇱሺܾሻ|ሽ݀ݐ

ఒ
ଶ

଴
 

   ൅ න ൤ݐሺܾ െ ܽሻ െ ߣ
ܾ െ ܽ

2
൨ ,|ሼ|݂ᇱሺܽሻݔܽ݉ |݂ᇱሺܾሻ|ሽ݀ݐ

ଵ
ଶ

ఒ
ଶ

 

                   ൅ න ൤ሺ1 െ ሻሺܾݐ െ ܽሻ െ ߣ
ܾ െ ܽ

2
൨ ,|ሼ|݂ᇱሺܽሻݔܽ݉ |݂ᇱሺܾሻ|ሽ݀ݐ

ଵିఒ
ଶ

ଵ
ଶ

 

                  ൅ න ൤ሺݐ െ 1ሻሺܾ െ ܽሻ ൅ ߣ
ܾ െ ܽ

2
൨ ,|ሼ|݂ᇱሺܽሻݔܽ݉ |݂ᇱሺܾሻ|ሽ݀ݐ

ଵ

ଵିఒ
ଶ

 

൑
ሺܾ െ ܽሻ

4
ሺ2ߣଶ െ ߣ2 ൅ 1ሻ݉ܽݔሼ|݂ᇱሺܽሻ|, |݂ᇱሺܾሻ|ሽ           

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.                                                                              ז   
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Teorem 4.5. ܽ, ܾ א Թ ve ܽ ൏ ܾ, ݂: ሾܽ, ܾሿ ՜ Թ, ሺܽ, ܾሻ üzerinde diferensiyellenebilen bir 

fonksiyon olsun. ݌ ൐ 1,  
ଵ

௣
൅ ଵ

௤
ൌ 1 için |݂Ԣ|௣ ሺ௣ିଵሻ⁄ , ሾܽ, ܾሿ üzerinde quasi konveks ise 

ቤሺ1 െ ሻ݂ߣ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ ൅ ߣ ቆ

݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
ቇ െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

൑
ሺܾ െ ܽሻ

2
ሺ1 െ ߣ2 ൅ ൛|݂ᇱሺܽሻ|௣ݔଶሻ൫݉ܽߣ2 ሺ௣ିଵሻ⁄ , |݂ᇱሺܾሻ|௣ ሺ௣ିଵሻ⁄ ൟ൯

௣ିଵ
௣

(4.5)

elde edilir. 

İspat: Lemma 4.2 ve integraller için mutlak değerin özelliğinden,  

ቤሺ1 െ ሻ݂ߣ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ ൅ ߣ ቆ

݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ
2

ቇ െ
1

ܾ െ ܽ
න ݂ሺݔሻ݀ݔ

௕

௔
ቤ 

൑
1

ܾ െ ܽ
ቐන ฬݔ െ ൬ܽ ൅ ߣ

ܾ െ ܽ
2

൰ฬ |݂ᇱሺݔሻ|݀ݔ

௔ା௕
ଶ

௔
൅ න ฬݔ െ ൬ܾ െ ߣ

ܾ െ ܽ
2

൰ฬ
௕

௔ା௕
ଶ

|݂ᇱሺݔሻ|݀ݔቑ 

ൌ
1

ܾ െ ܽ
ቐන ൤െݔ ൅ ൬ܽ ൅ ߣ

ܾ െ ܽ
2

൰൨ |݂ᇱሺݔሻ|݀ݔ  
௔ାఒ௕ି௔

ଶ

௔
 

                  ൅ න ൤ݔ െ ൬ܽ ൅ ߣ
ܾ െ ܽ

2
൰൨ |݂ᇱሺݔሻ|݀ݔ

௔ା௕
ଶ

௔ାఒ௕ି௔
ଶ

 

                  ൅ න ൤െݔ ൅ ൬ܾ െ ߣ
ܾ െ ܽ

2
൰൨

௕ିఒ௕ି௔
ଶ

௔ା௕
ଶ

|݂ᇱሺݔሻ|݀ݔ                      

                  ൅ න ൤ݔ െ ൬ܾ െ ߣ
ܾ െ ܽ

2
൰൨

௕

௕ିఒ௕ି௔
ଶ

|݂ᇱሺݔሻ|݀ݔൡ 

yazılır. Daha sonra ݔ ൌ ሺ1 െ ሻܽݐ ൅ ,ܾݐ ݔ݀ ൌ ሺܾ െ ܽሻ݀ݐ değişken değiştirmesi yapılıp, 

integraller için Hölder eşitsizliği uygulanırsa 
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ቤሺ1 െ ሻ݂ߣ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ ൅ ߣ ቆ

݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
ቇ െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

൑ ቌන ൤െݐሺܾ െ ܽሻ ൅ ߣ
ܾ െ ܽ

2
൨

௣

ݐ݀

ఒ
ଶ

଴
ቍ

ଵ
௣

ቌන ห݂ᇱ൫ሺ1 െ ሻܽݐ ൅ ൯หܾݐ
௣

௣ିଵ

ఒ
ଶ

଴
ቍ

௣ିଵ
௣

 

     ൅ ቌන ൤ݐሺܾ െ ܽሻ െ ߣ
ܾ െ ܽ

2
൨

௣

ݐ݀

ଵ
ଶ

ఒ
ଶ

ቍ

ଵ
௣

ቌන ห݂ᇱ൫ሺ1 െ ሻܽݐ ൅ ൯หܾݐ
௣

௣ିଵ݀ݐ

ଵ
ଶ

ఒ
ଶ

ቍ

௣ିଵ
௣

 

     ൅ ቌන ൤ሺ1 െ ሻሺܾݐ െ ܽሻ െ ߣ
ܾ െ ܽ

2
൨

௣

ݐ݀
ଵିఒ

ଶ

ଵ
ଶ

ቍ

ଵ
௣

ቌන ห݂ᇱ൫ሺ1 െ ሻܽݐ ൅ ൯หܾݐ
௣

௣ିଵ݀ݐ
ଵିఒ

ଶ

ଵ
ଶ

ቍ

௣ିଵ
௣

 

     ൅ ൭න ൤ሺݐ െ 1ሻሺܾ െ ܽሻ ൅ ߣ
ܾ െ ܽ

2
൨

௣

ݐ݀
ଵ

ଵିఒ
ଶ

൱

ଵ
௣

൭න |݂ᇱሺሺ1 െ ሻܽݐ ൅ |ሻܾݐ
௣

௣ିଵ݀ݐ
ଵ

ଵିఒ
ଶ

൱

௣ିଵ
௣

 

elde edilir. Diğer taraftan |݂Ԣ|’nin quasi konveksliği kullanılıp gerekli işlemler yapılırsa 

(4.5) eşitsizliği elde edilir. 

Teorem 4.6. ܽ, ܾ א Թ ve ܽ ൏ ܾ, ݂: ሾܽ, ܾሿ ՜ Թ, ሺܽ, ܾሻ aralığında diferensiyellenebilen 

fonksiyon olsun. ݍ ൒ 1 için |݂Ԣ|௤, ሾܽ, ܾሿ üzerinde quasi konveks ise 

ቤሺ1 െ ሻ݂ߣ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ ൅ ߣ ቆ

݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
ቇ െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

൑
ሺܾ െ ܽሻ

8
ሺ2ߣଶ െ ߣ2 ൅ 1ሻሺ݉ܽݔሼ|݂ᇱሺܽሻ|௤, |݂ᇱሺܾሻ|௤ሽሻ

ଵ
௤

(4.6)

eşitsizliği elde edilir. 

İspat: Lemma 4.2. ve üçgen eşitsizliğinden  
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ቤሺ1 െ ሻ݂ߣ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ ൅ ߣ ቆ

݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
ቇ െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

൑
1

ܾ െ ܽ
ቐන ฬݔ െ ൬ܽ ൅ ߣ

ܾ െ ܽ
2

൰ฬ |݂ᇱሺݔሻ|݀ݔ

௔ା௕
ଶ

௔
൅ න ฬݔ െ ൬ܾ െ ߣ

ܾ െ ܽ
2

൰ฬ
௕

௔ା௕
ଶ

|݂ᇱሺݔሻ|݀ݔቑ 

ൌ
1

ܾ െ ܽ
ቐන ൤െݔ ൅ ൬ܽ ൅ ߣ

ܾ െ ܽ
2

൰൨ |݂ᇱሺݔሻ|݀ݔ  
௔ାఒ௕ି௔

ଶ

௔
 

                  ൅ න ൤ݔ െ ൬ܽ ൅ ߣ
ܾ െ ܽ

2
൰൨ |݂ᇱሺݔሻ|݀ݔ

௔ା௕
ଶ

௔ାఒ௕ି௔
ଶ

 

                  ൅ න ൤െݔ ൅ ൬ܾ െ ߣ
ܾ െ ܽ

2
൰൨

௕ିఒ௕ି௔
ଶ

௔ା௕
ଶ

|݂ᇱሺݔሻ|݀ݔ                      

                  ൅ න ൤ݔ െ ൬ܾ െ ߣ
ܾ െ ܽ

2
൰൨

௕

௕ିఒ௕ି௔
ଶ

|݂ᇱሺݔሻ|݀ݔൡ, 

ݔ ൌ ሺ1 െ ሻܽݐ ൅ ,ܾݐ ݔ݀ ൌ ሺܾ െ ܽሻ݀ݐ değişken değiştirmesi yapılıp, integraller için 

Power Mean eşitsizliği uygulanırsa  

ቤሺ1 െ ሻ݂ߣ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ ൅ ߣ ቆ

݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
ቇ െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

൑ ቌන ൤െݐሺܾ െ ܽሻ ൅ ߣ
ܾ െ ܽ

2
൨ ݐ݀

ఒ
ଶ

଴
ቍ

ଵିଵ
௤

 

      ൈ ቌන ൤െݐሺܾ െ ܽሻ ൅ ߣ
ܾ െ ܽ

2
൨ ห݂ᇱ൫ሺ1 െ ሻܽݐ ൅ ൯หܾݐ

௤
ఒ
ଶ

଴
ቍ

ଵ
௤

 

  ൅ ቌන ൤ݐሺܾ െ ܽሻ െ ߣ
ܾ െ ܽ

2
൨ ݐ݀

ଵ
ଶ

ఒ
ଶ

ቍ

ଵିଵ
௤
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  ൈ ቌන ൤ݐሺܾ െ ܽሻ െ ߣ
ܾ െ ܽ

2
൨ ห݂ᇱ൫ሺ1 െ ሻܽݐ ൅ ൯หܾݐ

௤
ݐ݀

ଵ
ଶ

ఒ
ଶ

ቍ

ଵ
௤

 

  ൅ ቌන ൤ሺ1 െ ሻሺܾݐ െ ܽሻ െ ߣ
ܾ െ ܽ

2
൨ ݐ݀

ଵିఒ
ଶ

ଵ
ଶ

ቍ

ଵିଵ
௤

 

  ൈ ቌන ൤ሺ1 െ ሻሺܾݐ െ ܽሻ െ ߣ
ܾ െ ܽ

2
൨ ห݂ᇱ൫ሺ1 െ ሻܽݐ ൅ ൯หܾݐ

௤
ݐ݀

ଵିఒ
ଶ

ଵ
ଶ

ቍ

ଵ
௤

 

  ൅ ൭න ൤ሺݐ െ 1ሻሺܾ െ ܽሻ ൅ ߣ
ܾ െ ܽ

2
൨ ݐ݀

ଵ

ଵିఒ
ଶ

൱

ଵିଵ
௤

 

  ൈ ൭න ൤ሺݐ െ 1ሻሺܾ െ ܽሻ ൅ ߣ
ܾ െ ܽ

2
൨ |݂ᇱሺሺ1 െ ሻܽݐ ൅ ݐሻ|௤ܾ݀ݐ

ଵ

ଵିఒ
ଶ

൱

ଵ
௤

 

elde edilir. |݂Ԣ|’nun quasi konveksliği kullanılarak gerekli işlemler yapılırsa 

ቤሺ1 െ ሻ݂ߣ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ ൅ ߣ ቆ

݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ
2

ቇ െ
1

ܾ െ ܽ
න ݂ሺݔሻ݀ݔ

௕

௔
ቤ 

൑
ሺܾ െ ܽሻ

8
ሺ2ߣଶ െ ߣ2 ൅ 1ሻሺ݉ܽݔሼ|݂ᇱሺܽሻ|௤, |݂ᇱሺܾሻ|௤ሽሻ

ଵ
௤ 

eşitsizliği elde edilmiş olur.                                                                                              ז 

Lemma 4.3. ܽ ൏ ܫ ,ܾ ؿ Թ olmak üzere ve ݂: ܫ ՜ Թ, ܫ° üzerinde ikinci mertebeden 

türevi olan bir fonksiyon olsun. ݂ԢԢ, ሾܽ, ܾሿ aralığında integrallenebilir ve 0 ൑ ߣ ൑ 1 ise 

ሺ1 െ ሻ݂ߣ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ ൅ ߣ ቆ

݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
ቇ െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
 

                                                  ൌ ሺܾ െ ܽሻଶ ׬ ݇ሺݐሻ݂ᇱᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻݐ
ଵ

଴  ݐ݀

eşitliği elde edilir. Burada  
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݇ሺݐሻ ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ

1
2

ݐሺݐ െ ሻ,                      0ߣ ൑ ߣ ൑
1
2

1
2

ሺ1 െ ሻሺ1ݐ െ ߣ െ    ,ሻݐ
1
2

൏ ߣ ൑ 1

 

dır (Sarıkaya and Aktan 2010). 

İspat: Bu eşitliği ispatlamak için, ilk önce  

ܫ ൌ න ݇ሺݐሻ݂ᇱᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ݐሻܾሻ݀ݐ
௕

௔
 

  ൌ
1
2

න ሾݐሺݐ െ ܽݐሻሿ݂ᇱᇱሺߣ ൅ ሺ1 െ ݐሻܾሻ݀ݐ

ଵ
ଶ

଴
 

൅
1
2

න ሾሺ1 െ ሻሺ1ݐ െ ߣ െ ሻሿݐ
ଵ

ଵ
ଶ

݂ᇱᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ  ݐሻܾሻ݀ݐ

  ൌ ଵܫ ൅  ଶܫ

 

 

 (4.7)

olsun. ܫଵ ve ܫଶ eşitliklerine sırayla kısmı integrasyon metodu iki kez uygulanırsa  

ଵܫ ൌ
1
2

න ሾݐሺݐ െ ܽݐሻሿ݂ᇱᇱሺߣ ൅ ሺ1 െ ݐሻܾሻ݀ݐ

ଵ
ଶ

଴
 

    ൌ
1
2

ሾݐሺݐ െ ሻሿߣ
݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻݐ

ܽ െ ܾ
ቤ

଴

ଵ
ଶ

െ
1
2

න ሺ2ݐ െ ሻߣ
݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻݐ

ܽ െ ܾ
ݐ݀

ଵ
ଶ

଴
 

    ൌ
1

4ሺܾ െ ܽሻ
൬ߣ െ

1
2

൰ ݂ᇱ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ 

         െ
1
2

቎ሺ2ݐ െ ሻߣ
݂ሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻݐ

ሺܽ െ ܾሻଶ ቤ
଴

ଵ
ଶ

െ 2 න
݂ሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻݐ

ሺܽ െ ܾሻଶ ݐ݀

ଵ
ଶ

଴
቏ 
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    ൌ
1

4ሺܾ െ ܽሻ
൬ߣ െ

1
2

൰ ݂ᇱ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ ൅

ሺߣ െ 1ሻ

2ሺܾ െ ܽሻଶ ݂ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ 

         െ
ߣ

2ሺܾ െ ܽሻଶ ݂ሺܾሻ ൅
1

ሺܾ െ ܽሻଶ න ݂ሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ݐሻܾሻ݀ݐ

ଵ
ଶ

଴
 

 

(4.8) 

olur. Benzer şekilde  

ଶܫ ൌ
1
2

න ሾሺ1 െ ሻሺ1ݐ െ ߣ െ ሻሿݐ
ଵ

ଵ
ଶ

݂ᇱᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ  ݐሻܾሻ݀ݐ

    ൌ
1
2

ሾሺ1 െ ሻሺ1ݐ െ ߣ െ ሻሿݐ
݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻݐ

ܽ െ ܾ
ቤ

ଵ
ଶ

ଵ

 

         െ
1
2

න ሺ2ݐ ൅ ߣ െ 2ሻ
݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻݐ

ܽ െ ܾ
ݐ݀

ଵ
ଶ

଴
 

    ൌ െ
1

4ሺܾ െ ܽሻ
൬ߣ െ

1
2

൰ ݂ᇱ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ ൅

ሺߣ െ 1ሻ
2ሺܾ െ ܽሻଶ ݂ ൬

ܽ ൅ ܾ
2

൰ 

          െ
ߣ

2ሺܾ െ ܽሻଶ ݂ሺܽሻ ൅
1

ሺܾ െ ܽሻଶ න ݂ሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ݐሻܾሻ݀ݐ
ଵ

ଵ
ଶ

 

 (4.9)

elde edilir. (4.8) ve (4.9) eşitlikleri (4.7)’de yerlerine yazılırsa 

ܫ ൌ
1

ሺܾ െ ܽሻଶ ቈሺߣ െ 1ሻ݂ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ െ ߣ

݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ
2

൅
1

ܾ െ ܽ
න ݂ሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ݐሻܾሻ݀ݐ

ଵ

଴
቉ 

olur. ݐ א ሾ0,1ሿ için ݔ ൌ ܽݐ ൅ ሺ1 െ  ሻܾ değişken değiştirmesi yapılıp her iki tarafݐ

ሺܾ െ ܽሻଶ ile çarpılırsa Lemma 4.3 elde edilir. 

Teorem 4.7. ܽ, ܾ א ܽ ile ܫ ൏ ܾ olmak üzere ݂: ܫ ؿ Թ ՜ Թ, לܫ üzerinde 

diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eğer |݂ԢԢ|, ሾܽ, ܾሿ üzerinde quasi konveks ve 

0 ൑ ߣ ൑ 1 ise 
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ቤሺ1 െ ሻ݂ߣ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ ൅ ߣ ቆ

݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
ቇ െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

             ൑

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ

ሺܾ െ ܽሻଶ

24
ሺ8ߣଷ െ ߣ3 ൅ 1ሻ݉ܽݔሼ|݂ᇱᇱሺܽሻ|, |݂ᇱᇱሺܾሻ|ሽ,   0 ൑ ߣ ൑

1
2

 

ሺܾ െ ܽሻଶ

24
ሺ3ߣ െ 1ሻ݉ܽݔሼ|݂ᇱᇱሺܽሻ|, |݂ᇱᇱሺܾሻ|ሽ,

1
2

൏ ߣ ൑ 1

 

 (4.10)

elde edilir. 

İspat: Lemma 4.3. kullanılarak 

ቤሺ1 െ ሻ݂ߣ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ ൅ ߣ ቆ

݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ
2

ቇ െ
1

ܾ െ ܽ
න ݂ሺݔሻ݀ݔ

௕

௔
ቤ 

൑
ሺܾ െ ܽሻଶ

2
቎න ݐሺݐ| െ |ሻߣ

ଵ
ଶ

଴
|݂ᇱᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ  ݐ݀|ሻܾሻݐ

                                            ൅ න |ሺ1 െ ሻሺ1ݐ െ ߣ െ ܽݐሻ||݂ᇱᇱሺݐ ൅ ሺ1 െ ݐ݀|ሻܾሻݐ
ଵ

ଵ
ଶ

൩ 

 (4.11)

elde edilir. Kabul edelim ki 0 ൑ ߣ ൑ ଵ

ଶ
  olsun. |݂ԢԢ| quasi konveks olduğundan 

න ݐሺݐ| െ |ሻߣ

ଵ
ଶ

଴
|݂ᇱᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ  ݐ݀|ሻܾሻݐ

ൌ න ൫ݐሺߣ െ ሻ൯ݐ
ఒ

଴
|݂ᇱᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ  ݐ݀|ሻܾሻݐ

൅ න ൫ݐሺݐ െ ሻ൯ߣ

ଵ
ଶ

ఒ
|݂ᇱᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ  ݐ݀|ሻܾሻݐ

൑ ,|ሼ|݂ᇱᇱሺܽሻݔܽ݉ |݂ᇱᇱሺܾሻ|ሽ ቎න ൫ݐሺߣ െ ሻ൯ݐ
ఒ

଴
ݐ݀ ൅ න ൫ݐሺݐ െ ሻ൯ߣ

ଵ
ଶ

ఒ
 ቏ݐ݀

                     (4.12)
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 ൌ ,|ሼ|݂ᇱᇱሺܽሻݔܽ݉ |݂ᇱᇱሺܾሻ|ሽ ቆ
ଷߣ

3
െ

ߣ
8

൅
1

24
ቇ 

olur. Benzer şekilde  

න |ሺ1 െ ሻሺ1ݐ െ ߣ െ ܽݐሻ||݂ᇱᇱሺݐ ൅ ሺ1 െ ݐ݀|ሻܾሻݐ
ଵ

ଵ
ଶ

 

ൌ න ൫ሺ1 െ ሻሺ1ݐ െ ߣ െ ܽݐሻ൯|݂ᇱᇱሺݐ ൅ ሺ1 െ ݐ݀|ሻܾሻݐ
ଵିఒ

ଵ
ଶ

 

     ൅ න ൫ሺ1 െ ݐሻሺݐ ൅ ߣ െ 1ሻ൯|݂ᇱᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ݐ݀|ሻܾሻݐ
ଵ

ଵିఒ
 

     ൑ ,|ሼ|݂ᇱᇱሺܽሻݔܽ݉ |݂ᇱᇱሺܾሻ|ሽ ൥න ൫ሺ1 െ ሻሺ1ݐ െ ߣ െ ݐሻ൯݀ݐ
ଵିఒ

ଵ
ଶ

 

                                                         ൅ න ൫ሺ1 െ ݐሻሺݐ ൅ ߣ െ 1ሻ൯݀ݐ
ଵ

ଵିఒ
቉ 

ൌ ,|ሼ|݂ᇱᇱሺܽሻݔܽ݉ |݂ᇱᇱሺܾሻ|ሽ ቆ
ଷߣ

3
െ

ߣ
8

൅
1

24
ቇ                      

 

(4.13)

olur. (4.11) eşitsizliğinde, (4.12) ve (4.13) eşitsizlikleri yerlerine yazılırsa Teorem 

4.7’nin ilk eşitsizliği elde edilmiş olur. 

Diğer taraftan,  
ଵ

ଶ
൏ ߣ ൑ 1 olduğunu kabul edelim. Buna göre (4.11) eşitsizliğinden 

න ݐሺݐ| െ |ሻߣ

ଵ
ଶ

଴
|݂ᇱᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ݐ݀|ሻܾሻݐ ൅ න |ሺ1 െ ሻሺ1ݐ െ ߣ െ ܽݐሻ||݂ᇱᇱሺݐ ൅ ሺ1 െ ݐ݀|ሻܾሻݐ

ଵ

ଵ
ଶ

 

ൌ න ൫ݐሺߣ െ ሻ൯ݐ

ଵ
ଶ

଴
|݂ᇱᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ  ݐ݀|ሻܾሻݐ

   ൅ න ൫ሺ1 െ ݐሻሺݐ ൅ ߣ െ 1ሻ൯|݂ᇱᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ݐ݀|ሻܾሻݐ
ଵ

ଵ
ଶ

, 
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|݂ԢԢ| quasi konveks olduğundan 

൑ ,|ሼ|݂ᇱᇱሺܽሻݔܽ݉ |݂ᇱᇱሺܾሻ|ሽ ቎න ൫ݐሺߣ െ ሻ൯ݐ

ଵ
ଶ

଴
ݐ݀ ൅ න ൫ሺ1 െ ݐሻሺݐ ൅ ߣ െ 1ሻ൯݀ݐ

ଵ

ଵ
ଶ

቏ 

ൌ ,|ሼ|݂ᇱᇱሺܽሻݔܽ݉ |݂ᇱᇱሺܾሻ|ሽ ൬
ߣ
4

െ
1

12
൰ 

olur ki bu da (4.10) eşitsizliğinin ikinci tarafıdır. Böylece ispat tamamlanmış olur.       ז  

Teorem 4.8. ܽ, ܾ א ܽ ve ܫ ൏ ܾ olmak üzere ݂: ܫ ؿ Թ ՜ Թ, לܫ üzerinde 

diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eğer |݂ԢԢ|௤, ሾܽ, ܾሿ üzerinde quasi konveks, 

0 ൑ ߣ ൑ 1 ve ݍ ൒ 1 ise 

ቤሺ1 െ ሻ݂ߣ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ ൅ ߣ ቆ

݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ
2

ቇ െ
1

ܾ െ ܽ
න ݂ሺݔሻ݀ݔ

௕

௔
ቤ 

൑

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ

ሺܾ െ ܽሻଶ

48
ሺ8ߣଷ െ ߣ3 ൅ 1ሻሺ݉ܽݔሼ|݂ᇱᇱሺܽሻ|௤, |݂ᇱᇱሺܾሻ|௤ሽሻ

ଵ
௤,   0 ൑ ߣ ൑

1
2

 

ሺܾ െ ܽሻଶ

48
ሺ3ߣ െ 1ሻሺ݉ܽݔሼ|݂ᇱᇱሺܽሻ|௤, |݂ᇱᇱሺܾሻ|௤ሽሻ

ଵ
௤ ,              

1
2

൏ ߣ ൑ 1

 

 (4.14)

elde edilir. 

İspat: Lemma 4.3 ve integraller için Power Mean eşitsizliği kullanılarak 

ቤሺ1 െ ሻ݂ߣ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ ൅ ߣ ቆ

݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
ቇ െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

൑
ሺܾ െ ܽሻଶ

2
቎න ݐሺݐ| െ |ሻߣ

ଵ
ଶ

଴
|݂ᇱᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ  ݐ݀|ሻܾሻݐ

                     ൅ න |ሺ1 െ ሻሺ1ݐ െ ߣ െ ܽݐሻ||݂ᇱᇱሺݐ ൅ ሺ1 െ ݐ݀|ሻܾሻݐ
ଵ

ଵ
ଶ

൩ 
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൑
ሺܾ െ ܽሻଶ

2
ە
۔

ۓ
ቌන ݐሺݐ| െ |ሻߣ

ଵ
ଶ

଴
ቍݐ݀

ଵିଵ
௤

ቌන ݐሺݐ| െ |ሻߣ

ଵ
ଶ

଴
|݂ᇱᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ቍݐሻܾሻ|௤݀ݐ

ଵ
௤

 

                        ൅ ൭න |ሺ1 െ ሻሺ1ݐ െ ߣ െ ݐ݀|ሻݐ
ଵ

ଵ
ଶ

൱

ଵିଵ
௤

 

      ൈ ൭න |ሺ1 െ ሻሺ1ݐ െ ߣ െ ܽݐሻ||݂ᇱᇱሺݐ ൅ ሺ1 െ ݐሻܾሻ|௤݀ݐ
ଵ

ଵ
ଶ

൱

ଵ
௤

ൢ 

 

(4.15) 

elde edilir. 0 ൑ ߣ ൑ ଵ

ଶ
  olsun. |݂ԢԢ|௤, ሾܽ, ܾሿ üzerinde quasi konveks olduğundan 

න ݐሺݐ| െ |ሻߣ

ଵ
ଶ

଴
|݂ᇱᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ  ݐሻܾሻ|௤݀ݐ

ൌ න ൫ݐሺߣ െ ሻ൯ݐ
ఒ

଴
|݂ᇱᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ݐሻܾሻ|௤݀ݐ ൅ න ൫ݐሺݐ െ ሻ൯ߣ

ଵ
ଶ

ఒ
|݂ᇱᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ  ݐሻܾሻ|௤݀ݐ

൑ ,ሼ|݂ᇱᇱሺܽሻ|௤ݔܽ݉ |݂ᇱᇱሺܾሻ|௤ሽ ቎න ൫ݐሺߣ െ ሻ൯ݐ
ఒ

଴
ݐ݀ ൅ න ൫ݐሺݐ െ ሻ൯ߣ

ଵ
ଶ

ఒ
 ቏ݐ݀

 ൌ ,ሼ|݂ᇱᇱሺܽሻ|௤ݔܽ݉ |݂ᇱᇱሺܾሻ|௤ሽ ቆ
ଷߣ

3
െ

ߣ
8

൅
1

24
ቇ 

 

(4.16)

yazılır. 

Benzer şekilde  

න |ሺ1 െ ሻሺ1ݐ െ ߣ െ ܽݐሻ||݂ᇱᇱሺݐ ൅ ሺ1 െ ݐሻܾሻ|௤݀ݐ
ଵ

ଵ
ଶ

 

ൌ න ൫ሺ1 െ ሻሺ1ݐ െ ߣ െ ܽݐሻ൯|݂ᇱᇱሺݐ ൅ ሺ1 െ ݐሻܾሻ|௤݀ݐ
ଵିఒ

ଵ
ଶ

 

     ൅ න ൫ሺ1 െ ݐሻሺݐ ൅ ߣ െ 1ሻ൯|݂ᇱᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ݐሻܾሻ|௤݀ݐ
ଵ

ଵିఒ
 



57 
 

 
 

 

൑ ,ሼ|݂ᇱᇱሺܽሻ|௤ݔܽ݉ |݂ᇱᇱሺܾሻ|௤ሽ ൥න ൫ሺ1 െ ሻሺ1ݐ െ ߣ െ ݐሻ൯݀ݐ
ଵିఒ

ଵ
ଶ

 

                                                              ൅ න ൫ሺ1 െ ݐሻሺݐ ൅ ߣ െ 1ሻ൯݀ݐ
ଵ

ଵିఒ
቉ 

ൌ ,ሼ|݂ᇱᇱሺܽሻ|௤ݔܽ݉ |݂ᇱᇱሺܾሻ|௤ሽ ቆ
ଷߣ

3
െ

ߣ
8

൅
1

24
ቇ                      

 

(4.17)

 elde edilir. Ayrıca  

න ݐሺݐ| െ |ሻߣ

ଵ
ଶ

଴
ݐ݀ ൌ න ൫ݐሺߣ െ ሻ൯ݐ

ఒ

଴
ݐ݀ ൅ න ൫ݐሺݐ െ ሻ൯ߣ

ଵ
ଶ

ఒ
ݐ݀ ൌ

ଷߣ

3
൅

1 െ ߣ3
24

    (4.18)

ve 

 න |ሺ1 െ ሻሺ1ݐ െ ߣ െ ݐ݀|ሻݐ
ଵ

ଵ
ଶ

ൌ න ൫ሺ1 െ ሻሺ1ݐ െ ߣ െ ݐሻ൯݀ݐ
ଵିఒ

ଵ
ଶ

൅ න ൫ሺ1 െ ݐሻሺݐ ൅ ߣ െ 1ሻ൯݀ݐ
ଵ

ଵିఒ

ൌ
ଷߣ

3
൅

1 െ ߣ3
24

 

 

 

  

(4.19) 

olur.  

(4.16)-(4.19) eşitsizlikleri (4.15)’de yerine yazılıp gerekli işlemler yapılırsa, Teorem 

4.8’deki ilk eşitsizlik elde edilir.  

Şimdi  ଵ
ଶ

൏ ߣ ൑ 1 olarak alalım. |݂ԢԢ|௤, ሾܽ, ܾሿ üzerinde quasi konveks olduğundan 



58 
 

 
 

න ݐሺݐ| െ |ሻߣ

ଵ
ଶ

଴
|݂ᇱᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ  ݐሻܾሻ|௤݀ݐ

ൌ න ൫ݐሺߣ െ ሻ൯ݐ

ଵ
ଶ

଴
|݂ᇱᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ  ݐሻܾሻ|௤݀ݐ

        ൑ ,ሼ|݂ᇱᇱሺܽሻ|௤ݔܽ݉ |݂ᇱᇱሺܾሻ|௤ሽ න ൫ݐሺߣ െ ሻ൯ݐ
ఒ

଴
 ݐ݀

 ൌ ,ሼ|݂ᇱᇱሺܽሻ|௤ݔܽ݉ |݂ᇱᇱሺܾሻ|௤ሽ ൬
ߣ
8

െ
1

24
൰  

 

(4.20)

olur. Benzer şekilde 

න |ሺ1 െ ሻሺ1ݐ െ ߣ െ ܽݐሻ||݂ᇱᇱሺݐ ൅ ሺ1 െ ݐሻܾሻ|௤݀ݐ
ଵ

ଵ
ଶ

 

ൌ න ൫ሺ1 െ ݐሻሺݐ ൅ ߣ െ 1ሻ൯|݂ᇱᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ݐሻܾሻ|௤݀ݐ
ଵ

ଵ
ଶ

 

        ൑ ,ሼ|݂ᇱᇱሺܽሻ|௤ݔܽ݉ |݂ᇱᇱሺܾሻ|௤ሽ න ൫ሺ1 െ ݐሻሺݐ ൅ ߣ െ 1ሻ൯݀ݐ
ଵ

ଵ
ଶ

 

 ൌ ,ሼ|݂ᇱᇱሺܽሻ|௤ݔܽ݉ |݂ᇱᇱሺܾሻ|௤ሽ ൬
ߣ
8

െ
1

24
൰      

 

(4.21) 

olur. Ayrıca 

න ݐሺݐ| െ |ሻߣ

ଵ
ଶ

଴
ൌ න |ሺ1 െ ሻሺ1ݐ െ ߣ െ ݐ݀|ሻݐ

ଵ

ଵ
ଶ

ൌ ൬
ߣ
8

െ
1

24
൰ (4.22)

dır.  

(4.15) eşitsizliğinde (4.20), (4.21) ve (4.22) eşitsizlikleri yerlerine yazılırsa, (4.14)’ün 

ikinci eşitsizliği elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur.                                         ז 
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Şimdi son olarak, mutlak değeri quasi konveks fonksiyon olan ve farklı türden 

eşitsizlikleri veren yeni genelleştirmeleri verelim.  

Lemma 4.4. ܽ, ܾ א ܽ ,ܫ ൏ ܾ ve ܫ ؿ Թ olmak üzere ݂: ܫ ՜ Թ, ܫ° üzerinde 

diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. ݂Ԣ א ,ሾܽܮ ܾሿ için ߣ א ሾ0,1ሿ ve ݔ א ሾܽ, ܾሿ ise 

݂ሺݔሻሺ1 െ ሻߣ2 ൅ ൫݂ሺܽሻߣ ൅ ݂ሺܾሻ൯ െ
1

ܾ െ ܽ
න ݂ሺݑሻ݀ݑ

௕

௔
 

                                    ൌ ሺܽ െ ܾሻ න mሺtሻ݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ݐሻܾሻ݀ݐ
ଵ

଴
 

olur. Burada  

݉ሺݐሻ ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
ݐሺۓ െ ݐ           ,ሻߣ א ൤0,

ܾ െ ݔ
ܾ െ ܽ

൨

ሺݐ െ 1 ൅ ݐ   ,ሻߣ א ൤
ܾ െ ݔ
ܾ െ ܽ

, 1൨

 

dır. 

İspat: Bu eşitliğin ikinci tarafı alınıp ݉ሺݐሻ kullanıldığında 

න ݉ሺtሻ݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ݐሻܾሻ݀ݐ
ଵ

଴
 

ൌ න ሺt െ λሻ݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ݐሻܾሻ݀ݐ

௕ି௫
௕ି௔

଴
൅ න ሺt െ 1 ൅ λሻ݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ݐሻܾሻ݀ݐ

ଵ

௕ି௫
௕ି௔

 

yazılır. Kısmi integrasyon metodu kullanarak 
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ൌ ሺݐ െ ሻߣ
݂ሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻݐ

ܽ െ ܾ
ቤ

଴

௕ି௫
௕ି௔

െ න
݂ሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻݐ

ܽ െ ܾ

௕ି௫
௕ି௔

଴
 ݐ݀

   ൅ ሺݐ െ 1 ൅ ሻߣ
݂ሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻݐ

ܽ െ ܾ
ቤ

௕ି௫
௕ି௔

ଵ

െ න
݂ሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻݐ

ܽ െ ܾ
ݐ݀

ଵ

௕ି௫
௕ି௔

 

ൌ
݂ሺݔሻ
ܽ െ ܾ

ሾ1 െ ሿߣ2 ൅
ߣ

ܽ െ ܾ
ሾ݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻሿ െ

1
ܽ െ ܾ

න ݂ሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ݐሻܾሻ݀ݐ
ଵ

଴
 

elde edilir. Bu eşitliğin her iki tarafını ሺܽ െ ܾሻ ile çarpılıp, ݑ ൌ ܽݐ ൅ ሺ1 െ                  ,ሻܾݐ

değişken değişikliği yapılırsa Lemma 4.4 elde edilir.                                                      ז 

Teorem 4.9. ܽ, ܾ א ܫ ve ܫ ؿ Թ olmak üzere ݂: ܫ ՜ Թ, ܫ° üzerinde diferensiyellenebilen 

bir fonksiyon olsun. ݂Ԣ א ,ሾܽܮ ܾሿ ve |݂Ԣ|, ሾܽ, ܾሿ üzerinde quasi konveks olmak üzere 

ቤ݂ሺݔሻሺ1 െ ሻߣ2 ൅ ൫݂ሺܽሻߣ ൅ ݂ሺܾሻ൯ െ
1

ܾ െ ܽ
න ݂ሺݑሻ݀ݑ

௕

௔
ቤ 

൑ ቈ
1 െ ߣ2 ൅ ଶߣ2

2
ሺܾ െ ܽሻ െ ሺ1 െ ሻሺܾߣ െ ሻݔ ൅

ሺܾ െ ሻଶݔ

2ሺܾ െ ܽሻ
቉ ,|ሻݔሼ|݂ᇱሺݔܽ݉ |݂ᇱሺܽሻ|ሽ 

   ൅ ቈߣଶሺܾ െ ܽሻ െ ሺܾߣ െ ሻݔ ൅
ሺܾ െ ሻଶݔ

2ሺܾ െ ܽሻ
቉ ,|ሻݔሼ|݂ᇱሺݔܽ݉ |݂ᇱሺܾሻ|ሽ 

 

(4.23)

eşitsizliği elde edilir. Bu eşitsizlikte ߣ א ሾ0,1ሿ ve ݔ א ሾܽ, ܾሿ dir. 

İspat: Lemma 4.4 ve integraller için mutlak değer özelliği kullanılarak 

ቤ݂ሺݔሻሺ1 െ ሻߣ2 ൅ ൫݂ሺܽሻߣ ൅ ݂ሺܾሻ൯ െ
1

ܾ െ ܽ
න ݂ሺݑሻ݀ݑ

௕

௔
ቤ 

ൌ ቤሺܽ െ ܾሻ න Kሺtሻ݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ݐሻܾሻ݀ݐ
ଵ

଴
ቤ 
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൑ |ܽ െ ܾ| ቐන |t െ λ||݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ݐ݀|ሻܾሻݐ

௕ି௫
௕ି௔

଴
 

                   ൅ න |t െ 1 ൅ λ||݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ݐ݀|ሻܾሻݐ
ଵ

௕ି௫
௕ି௔

ൡ 

yazılır. |݂Ԣ|, ሾܽ, ܾሿ üzerinde quasi konveks olduğundan 

ቤ݂ሺݔሻሺ1 െ ሻߣ2 ൅ ൫݂ሺܽሻߣ ൅ ݂ሺܾሻ൯ െ
1

ܾ െ ܽ
න ݂ሺݑሻ݀ݑ

௕

௔
ቤ 

൑ ሺܾ െ ܽሻ ቐන |t െ λ|݉ܽݔሼ|݂ᇱሺݔሻ|, |݂ᇱሺܾሻ|ሽ݀ݐ

௕ି௫
௕ି௔

଴
 

                       ൅ න |t െ 1 ൅ λ|݉ܽݔሼ|݂ᇱሺݔሻ|, |݂ᇱሺܽሻ|ሽ݀ݐ
ଵ

௕ି௫
௕ି௔

ൡ 

ൌ ሺܾ െ ܽሻ ቐ݉ܽݔሼ|݂ᇱሺݔሻ|, |݂ᇱሺܾሻ|ሽ ቎න ሺെt ൅ λሻ݀ݐ
ఒ

଴
൅ න ሺt െ λሻ݀ݐ

௕ି௫
௕ି௔

ఒ
቏ 

                    ൅݉ܽݔሼ|݂ᇱሺݔሻ|, |݂ᇱሺܽሻ|ሽ ൥න ሺെt ൅ 1 െ λሻ݀ݐ
ଵିఒ

௕ି௫
௕ି௔

൅ න ሺt െ 1 ൅ λሻ݀ݐ
ଵ

ଵିఒ
൩ൡ 

ൌ ቈ
1 െ ߣ2 ൅ ଶߣ2

2
ሺܾ െ ܽሻ െ ሺ1 െ ሻሺܾߣ െ ሻݔ ൅

ሺܾ െ ሻଶݔ

2ሺܾ െ ܽሻ
቉ ,|ሻݔሼ|݂ᇱሺݔܽ݉ |݂ᇱሺܽሻ|ሽ 

   ൅ ቈߣଶሺܾ െ ܽሻ െ ሺܾߣ െ ሻݔ ൅
ሺܾ െ ሻଶݔ

2ሺܾ െ ܽሻ
቉ ,|ሻݔሼ|݂ᇱሺݔܽ݉ |݂ᇱሺܾሻ|ሽ 

 elde edilir ve ispat tamamlanmış olur.                                                                             ז 

Teorem 4.10. ܽ, ܾ א ܫ ve ܫ ؿ Թ olmak üzere ݂: ܫ ՜ Թ, ܫ° üzerinde diferensiyellenebilen 

bir fonksiyon ve ݂Ԣ א ,ሾܽܮ ܾሿ olsun. |݂Ԣ|௤, ሾܽ, ܾሿ üzerinde quasi konveks, ߣ א ሾ0,1ሿ,           

ݔ א ሾܽ, ܾሿ ve ݍ ൒ 1 olmak üzere 
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ቤ݂ሺݔሻሺ1 െ ሻߣ2 ൅ ൫݂ሺܽሻߣ ൅ ݂ሺܾሻ൯ െ
1

ܾ െ ܽ
න ݂ሺݑሻ݀ݑ

௕

௔
ቤ 

൑ ቈ
1 െ ߣ2 ൅ ଶߣ2

2
ሺܾ െ ܽሻ െ ሺ1 െ ሻሺܾߣ െ ሻݔ ൅

ሺܾ െ ሻଶݔ

2ሺܾ െ ܽሻ
቉ 

     ൈ ሺ݉ܽݔሼ|݂ᇱሺݔሻ|௤, |݂ᇱሺܽሻ|௤ሽሻ
ଵ
௤ 

    ൅ ቈߣଶሺܾ െ ܽሻ െ ሺܾߣ െ ሻݔ ൅
ሺܾ െ ሻଶݔ

2ሺܾ െ ܽሻ
቉ ሺ݉ܽݔሼ|݂ᇱሺݔሻ|௤, |݂ᇱሺܽሻ|௤ሽሻ

ଵ
௤ 

 

(4.24) 

eşitsizliği elde edilir.  

İspat: Lemma 4.4 ve integraller için Power Mean eşitsizliği kullanılarak 

ቤ݂ሺݔሻሺ1 െ ሻߣ2 ൅ ൫݂ሺܽሻߣ ൅ ݂ሺܾሻ൯ െ
1

ܾ െ ܽ
න ݂ሺݑሻ݀ݑ

௕

௔
ቤ 

ൌ ቤሺܽ െ ܾሻ න Kሺtሻ݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ݐሻܾሻ݀ݐ
ଵ

଴
ቤ 

൑ |ܽ െ ܾ| ቐන |t െ λ||݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ݐ݀|ሻܾሻݐ

௕ି௫
௕ି௔

଴
 

                   ൅ න |t െ 1 ൅ λ||݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ݐ݀|ሻܾሻݐ
ଵ

௕ି௫
௕ି௔

ൡ 

൑ ሺܾ െ ܽሻ ቌන |t െ λ|݀ݐ

௕ି௫
௕ି௔

଴
ቍ

ଵିଵ
௤

ቌන |t െ λ||݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ݐሻܾሻ|௤݀ݐ

௕ି௫
௕ି௔

଴
ቍ

ଵ
௤

 

      ൅ ൭න |t െ 1 ൅ λ|݀ݐ
ଵ

௕ି௫
௕ି௔

൱

ଵିଵ
௤

൭න |t െ 1 ൅ λ||݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ݐሻܾሻ|௤݀ݐ
ଵ

௕ି௫
௕ି௔

൱

ଵ
௤

 

yazılır. Burada 
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න |t െ λ|݀ݐ

௕ି௫
௕ି௔

଴
ൌ න ሺെt ൅ λሻ݀ݐ

ఒ

଴
൅ න ሺt െ λሻ݀ݐ

௕ି௫
௕ି௔

ఒ
ൌ ଶߣ െ ߣ ൬

ܾ െ ݔ
ܾ െ ܽ

൰ ൅
1
2

൬
ܾ െ ݔ
ܾ െ ܽ

൰
ଶ

 

ve 

න |t െ 1 ൅ λ|݀ݐ
ଵ

௕ି௫
௕ି௔

ൌ න ሺെt ൅ 1 െ λሻ݀ݐ
ଵିఒ

௕ି௫
௕ି௔

൅ න ሺt െ 1 ൅ λሻ݀ݐ
ଵ

ଵିఒ
 

                                  ൌ
1 െ ߣ2 ൅ ଶߣ

2
െ ሺ1 െ ሻߣ ൬

ܾ െ ݔ
ܾ െ ܽ

൰ ൅
1
2

൬
ܾ െ ݔ
ܾ െ ܽ

൰
ଶ

 

dır. |݂Ԣ|௤, ሾܽ, ܾሿ üzerinde quasi konveks olduğundan 

ቤ݂ሺݔሻሺ1 െ ሻߣ2 ൅ ൫݂ሺܽሻߣ ൅ ݂ሺܾሻ൯ െ
1

ܾ െ ܽ
න ݂ሺݑሻ݀ݑ

௕

௔
ቤ 

൑ ቈߣଶ െ ߣ ൬
ܾ െ ݔ
ܾ െ ܽ

൰ ൅
1
2

൬
ܾ െ ݔ
ܾ െ ܽ

൰
ଶ

቉
ଵିଵ

௤

ቌන |t െ λ|݉ܽݔሼ|݂ᇱሺݔሻ|௤, |݂ᇱሺܾሻ|௤ሽ݀ݐ

௕ି௫
௕ି௔

଴
ቍ

ଵ
௤

 

     ൅ ቈ
1 െ ߣ2 ൅ ଶߣ

2
െ ሺ1 െ ሻߣ ൬

ܾ െ ݔ
ܾ െ ܽ

൰ ൅
1
2

൬
ܾ െ ݔ
ܾ െ ܽ

൰
ଶ

቉
ଵିଵ

௤

 

     ൈ ൭න |t െ 1 ൅ λ|݉ܽݔሼ|݂ᇱሺݔሻ|௤, |݂ᇱሺܽሻ|௤ሽ݀ݐ
ଵ

௕ି௫
௕ି௔

൱

ଵ
௤

 

ൌ ቈ
1 െ ߣ2 ൅ ଶߣ2

2
ሺܾ െ ܽሻ െ ሺ1 െ ሻሺܾߣ െ ሻݔ ൅

ሺܾ െ ሻଶݔ

2ሺܾ െ ܽሻ
቉ ሺ݉ܽݔሼ|݂ᇱሺݔሻ|௤, |݂ᇱሺܽሻ|௤ሽሻ

ଵ
௤ 

     ൅ ቈߣଶሺܾ െ ܽሻ െ ሺܾߣ െ ሻݔ ൅
ሺܾ െ ሻଶݔ

2ሺܾ െ ܽሻ
቉ ሺ݉ܽݔሼ|݂ᇱሺݔሻ|௤, |݂ᇱሺܾሻ|௤ሽሻ

ଵ
௤ 

olur. Böylece ispat tamamlanmış olur.                                                                             ז 
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5. SONUÇ 

Bu bölümde, Araştırma Bulguları’ndaki teoremler kullanılarak yeni sonuçlar ve bu yeni 

sonuçlara dayalı yeni uygulamalar verilecektir. 

5.1. Elde Edilen Yeni Sonuçlar 

Sonuç 5.1.1. Teorem 4.1’de ݔ ൌ ௔ା௕

ଶ
 seçilirse (3.2.7) eşitsizliği elde edilir. 

Sonuç 5.1.2. Teorem 4.2’de ݔ ൌ ௔ା௕

ଶ
 seçilirse (3.2.8) eşitsizliği elde edilir. 

Sonuç 5.1.3. Teorem 4.3’de ݔ ൌ ௔ା௕

ଶ
 seçilirse (3.2.9) eşitsizliği elde edilir. 

Sonuç 5.1.4. 0 ൑ ߣ ൑ 1 olmak üzere Teorem 4.4’de 

ߣ .࢏ ൌ 0 seçilirse, 

ቤ
1

ܾ െ ܽ
න ݂ሺݔሻ݀ݔ

௕

௔
െ ݂ ൬

ܽ ൅ ܾ
2

൰ቤ ൑
ሺܾ െ ܽሻ

4
,|ሼ|݂ᇱሺܽሻݔܽ݉ |݂ᇱሺܾሻ|ሽ 

eşitsizliği, 

ߣ .࢏࢏ ൌ 1 seçilirse, (3.2.1) eşitsizliği, 

ߣ .࢏࢏࢏ ൌ ଵ

ଷ
 seçilirse, (3.2.21) eşitsizliği elde edilir. 

Sonuç 5.1.5. ߣ א ሾܽ, ܾሿ ve ݌ ൐ 1 olmak üzere Teorem 4.5’de 

ߣ .࢏ ൌ 0 seçilirse, 
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ቤ
1

ܾ െ ܽ
න ݂ሺݔሻ݀ݔ

௕

௔
െ ݂ ൬

ܽ ൅ ܾ
2

൰ቤ ൑
ሺܾ െ ܽሻ

2
൬݉ܽݔ ൜|݂ᇱሺܽሻ|

௣
௣ିଵ, |݂ᇱሺܾሻ|

௣
௣ିଵൠ൰

௣ିଵ
௣

 

eşitsizliği; 

ߣ .࢏࢏ ൌ 1 seçilirse, 

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ ൑

ሺܾ െ ܽሻ

2
൬݉ܽݔ ൜|݂ᇱሺܽሻ|

௣
௣ିଵ, |݂ᇱሺܾሻ|

௣
௣ିଵൠ൰

௣ିଵ
௣

 

eşitsizliği; 

ߣ .࢏࢏࢏ ൌ ଵ

ଷ
 seçilirse, 

ቤ
1
6

൤݂ሺܽሻ ൅ 4݂ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ ൅ ݂ሺܾሻ൨ െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ                                       

                                            ൑
5ሺܾ െ ܽሻ

18
൬݉ܽݔ ൜|݂ᇱሺܽሻ|

௣
௣ିଵ, |݂ᇱሺܾሻ|

௣
௣ିଵൠ൰

௣ିଵ
௣

 

eşitsizliği elde edilir. 

Sonuç 5.1.6. ߣ א ሾܽ, ܾሿ ve ݍ ൒ 1 olmak üzere Teorem 4.6’de 

ߣ .࢏ ൌ 0 için 

ቤ
1

ܾ െ ܽ
න ݂ሺݔሻ݀ݔ

௕

௔
െ ݂ ൬

ܽ ൅ ܾ
2

൰ቤ ൑
ሺܾ െ ܽሻ

8
ሺ݉ܽݔሼ|݂ᇱሺܽሻ|௤, |݂ᇱሺܾሻ|௤ሽሻ

ଵ
௤ 

eşitsizliği; 

ߣ .࢏࢏ ൌ 1 için 

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ ൑

ሺܾ െ ܽሻ

8
ሺ݉ܽݔሼ|݂ᇱሺܽሻ|௤, |݂ᇱሺܾሻ|௤ሽሻ

ଵ
௤ 
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eşitsizliği; 

ߣ .࢏࢏࢏ ൌ ଵ

ଷ
 için 

ቤ
1
6

൤݂ሺܽሻ ൅ 4݂ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ ൅ ݂ሺܾሻ൨ െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

                               ൑
5ሺܾ െ ܽሻ

72
ሺ݉ܽݔሼ|݂ᇱሺܽሻ|௤, |݂ᇱሺܾሻ|௤ሽሻ

ଵ
௤ 

eşitsizliği bulunur. 

Sonuç 5.1.7. 0 ൑ ߣ ൑ 1 olmak üzere Teorem 4.7’de 

ߣ .࢏ ൌ 0 için (3.2.15) eşitsizliği, 

ߣ .࢏࢏ ൌ 1 için (3.2.12) eşitsizliği, 

ߣ .࢏࢏࢏ ൌ ଵ

ଷ
  için 

ቤ
1
6

൤݂ሺܽሻ ൅ 4݂ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ ൅ ݂ሺܾሻ൨ െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

                ൑
ሺܾ െ ܽሻଶ

81
,|ሼ|݂ᇱᇱሺܽሻݔܽ݉ |݂ᇱᇱሺܾሻ|ሽ 

eşitsizliği elde edilir. 

Sonuç 5.1.8. 0 ൑ ߣ ൑ 1 ve ݍ ൒ 1 olmak üzere Teorem 4.8’de 

ߣ .࢏ ൌ 0 için 

ቤ
1

ܾ െ ܽ
න ݂ሺݔሻ݀ݔ

௕

௔
െ ݂ ൬

ܽ ൅ ܾ
2

൰ቤ ൑
ሺܾ െ ܽሻଶ

48
ሺ݉ܽݔሼ|݂ᇱᇱሺܽሻ|௤, |݂ᇱᇱሺܾሻ|௤ሽሻ

ଵ
௤ 
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eşitsizliği; 

ߣ .࢏࢏ ൌ 1 için 

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ ൑

ሺܾ െ ܽሻଶ

24
ሺ݉ܽݔሼ|݂ᇱᇱሺܽሻ|௤, |݂ᇱᇱሺܾሻ|௤ሽሻ

ଵ
௤ 

eşitsizliği; 

ߣ .࢏࢏࢏ ൌ ଵ

ଷ
 için 

ቤ
1
6

൤݂ሺܽሻ ൅ 4݂ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ ൅ ݂ሺܾሻ൨ െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

         ൑
ሺܾ െ ܽሻଶ

162
ሺ݉ܽݔሼ|݂ᇱᇱሺܽሻ|௤, |݂ᇱᇱሺܾሻ|௤ሽሻ

ଵ
௤ 

eşitsizliği elde edilir. 

Sonuç 5.1.9. ߣ א ሾ0,1ሿ ve ݔ א ሾܽ, ܾሿ olmak üzere Teorem 4.9’dan 

ߣ .࢏ ൌ 0 için (3.2.27) eşitsizliği; 

ߣ .࢏࢏ ൌ ଵ

ଶ
 için 

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

൑ ቈ
ሺݔ െ ܽሻଶ ൅ ሺܾ െ ሻଶݔ

4ሺܾ െ ܽሻ
቉ ሾ݉ܽݔሼ|݂ᇱሺݔሻ|, |݂ᇱሺܽሻ|ሽ ൅ ,|ሻݔሼ|݂ᇱሺݔܽ݉ |݂ᇱሺܾሻ|ሽሿ 

eşitsizliği, ݔ ൌ ௔ା௕

ଶ
 alınırsa (3.2.7) eşitsizliği; 

ߣ .࢏࢏࢏ ൌ ଵ

଺
  ve ݔ ൌ ௔ା௕

ଶ
  alınırsa 
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ቤ
1
6

൤݂ሺܽሻ ൅ 4݂ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ ൅ ݂ሺܾሻ൨ െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

൑
5ሺܾ െ ܽሻ

72
൤݉ܽݔ ൜|݂ᇱሺܽሻ|, ฬ݂Ԣ ൬

ܽ ൅ ܾ
2

൰ฬൠ ൅ ݔܽ݉ ൜ฬ݂Ԣ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ฬ , |݂ᇱሺܾሻ|ൠ൨ 

eşitsizliği elde edilir. 

Sonuç 5.1.10. ߣ א ሾ0,1ሿ ve ݔ א ሾܽ, ܾሿ olmak üzere Teorem 4.10’dan 

ߣ .࢏ ൌ 0 için (3.2.29) eşitsizliği; 

ߣ .࢏࢏ ൌ ଵ

ଶ
 için 

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

൑ ቈ
ሺݔ െ ܽሻଶ ൅ ሺܾ െ ሻଶݔ

4ሺܾ െ ܽሻ
቉ ൤ሺ݉ܽݔሼ|݂ᇱሺݔሻ|௤, |݂ᇱሺܽሻ|௤ሽሻ

ଵ
௤ ൅ ሺ݉ܽݔሼ|݂ᇱሺݔሻ|௤, |݂ᇱሺܾሻ|௤ሽሻ

ଵ
௤൨ 

eşitsizliği, ݔ ൌ ௔ା௕

ଶ
 alınırsa (3.2.9) eşitsizliği; 

ߣ .࢏࢏࢏ ൌ ଵ

଺
  ve ݔ ൌ ௔ା௕

ଶ
  alınırsa 

ቤ
1
6

൤݂ሺܽሻ ൅ 4݂ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ ൅ ݂ሺܾሻ൨ െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

൑
5ሺܾ െ ܽሻ

72
቎ቆ݉ܽݔ ቊ|݂ᇱሺܽሻ|௤, ฬ݂Ԣ ൬

ܽ ൅ ܾ
2

൰ฬ
௤

ቋቇ

ଵ
௤

൅ ቆ݉ܽݔ ቊฬ݂Ԣ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ฬ

௤

, |݂ᇱሺܾሻ|௤ቋቇ

ଵ
௤

቏ 

eşitsizliği elde edilir. 
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5.2. Özel Anlamlar İçin Uygulamalar 

Bu bölümde pozitif reel sayıların bilinen anlamlarıyla elde edilen sonuçların 

uygulamaları verilmiştir. 

Önerme 5.2.1. ܽ, ܾ א Թା, ܽ ൏ ܾ ve ݊ א Գ, ݊ ൒ 2 olsun. Bu durumda 

௡ܮ|
௡ ሺܽ, ܾሻ െ ,௡ሺܽܣ ܾሻ| ൑ ݊

ܾ െ ܽ
4

,ሼܽ௡ିଵݔܽ݉ ܾ௡ିଵሽ 

olur. 

İspat: ݔ א ሾܽ, ܾሿ olmak üzere Sonuç 5.1.4’ün ݅. şıkkına ݂ሺݔሻ ൌ  ௡ quasi konveksݔ

fonksiyonu uygulanırsa istenilen sonuç elde edilir. 

Önerme 5.2.2. ܽ, ܾ א Թା, ܽ ൏ ܾ ve 0 ב ሾܽ, ܾሿ olsun. ݍ ൒ 1 için 

,ଵሺܽିܮ| ܾሻ െ ,ଵሺܽିܣ ܾሻ| ൑
ܾ െ ܽ

8
ሺ݉ܽݔሼܽିଶ௤, ܾିଶ௤ሽሻ

ଵ
௤ 

olur. 

İspat: ݔ א ሾܽ, ܾሿ olmak üzere Sonuç 5.1.6’nın ݅. şıkkına ݂ሺݔሻ ൌ ଵ

௫
 quasi konveks 

fonksiyonu uygulanırsa istenilen sonuç bulunur. 

Önerme 5.2.3. ܽ, ܾ א Թା, ܽ ൏ ܾ ve ݊ א Գ, ݊ ൐ 1 olsun. Bu durumda 

,ሺܽ௡ܣ| ܾ௡ሻ െ ௡ܮ
௡ ሺܽ, ܾሻ| ൑ ݊

ܾ െ ܽ
8

൫݉ܽݔ൛ܽ௤ሺ௡ିଵሻ, ܾ௤ሺ௡ିଵሻൟ൯
ଵ
௤ 

elde edilir. 
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İspat: ݔ א ሾܽ, ܾሿ olmak üzere Sonuç 5.1.6’nın ݅݅. şıkkına ݂ሺݔሻ ൌ  ௡ quasi konveksݔ

fonksiyonu uygulanırsa istenilen sonuç bulunur. 

Önerme 5.2.4. ܽ, ܾ א Թା, ܽ ൏ ܾ ve ݊ א Գ, ݊ ൒ 2 olsun. Bu durumda 

௡ܮ|
௡ ሺܽ, ܾሻ െ ,௡ሺܽܣ ܾሻ| ൑ ݊ሺ݊ െ 1ሻ

ሺܾ െ ܽሻଶ

48
൫݉ܽݔ൛ܽ௤ሺ௡ିଶሻ, ܾ௤ሺ௡ିଶሻൟ൯

ଵ
௤ 

olur. 

İspat: ݔ א ሾܽ, ܾሿ olmak üzere Sonuç 5.1.8’in ݅. şıkkına ݂ሺݔሻ ൌ  ௡ quasi konveksݔ

fonksiyonu uygulanırsa istenilen sonuç elde edilir. 

Önerme 5.2.5. ܽ, ܾ א Թା, ܽ ൏ ܾ ve 0 ב ሾܽ, ܾሿ olsun. ݍ ൒ 1 için 

,ଵሺܽିܮ| ܾሻ െ ,ଵሺܽିܣ ܾሻ| ൑
ሺܾ െ ܽሻଶ

24
ሺ݉ܽݔሼܽିଷ௤, ܾିଷ௤ሽሻ

ଵ
௤ 

eşitsizliği elde edilir. 

İspat: ݔ א ሾܽ, ܾሿ olmak üzere Sonuç 5.1.8’in ݅. şıkkına ݂ሺݔሻ ൌ ଵ

௫
 quasi konveks 

fonksiyonu uygulanırsa istenilen sonuç elde edilir. 

Önerme 5.2.6. ܽ, ܾ א Թା, ܽ ൏ ܾ ve ݊ א Գ, ݊ ൒ 2 olsun. Bu durumda 

,ሺܽ௡ܣ| ܾ௡ሻ െ ௡ܮ
௡ ሺܽ, ܾሻ| ൑ ݊ሺ݊ െ 1ሻ

ሺܾ െ ܽሻଶ

24
൫݉ܽݔ൛ܽ௤ሺ௡ିଶሻ, ܾ௤ሺ௡ିଶൟ൯

ଵ
௤ 

olur. 

İspat: ݔ א ሾܽ, ܾሿ olmak üzere Sonuç 5.1.8’in ݅݅. şıkkına ݂ሺݔሻ ൌ  ௡ quasi konveksݔ

fonksiyonu uygulanırsa istenilen eşitsizlik elde edilmiş olur. 
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Önerme 5.2.7. ܽ, ܾ א Թା, ܽ ൏ ܾ ve 0 ב ሾܽ, ܾሿ olsun. ݍ ൒ 1 için 

,ሺܽିଵܣ| ܾିଵሻ െ ,ଵሺܽିܮ ܾሻ| ൑
ሺܾ െ ܽሻଶ

12
ሺ݉ܽݔሼܽିଷ௤, ܾିଷ௤ሽሻ

ଵ
௤ 

bulunur. 

İspat: ݔ א ሾܽ, ܾሿ olmak üzere Sonuç 5.1.8’in ݅݅. şıkkına ݂ሺݔሻ ൌ ଵ

௫
 quasi konveks 

fonksiyonu uygulanırsa istenilen sonuç bulunur. 

Önerme 5.2.8. ܽ, ܾ א Թା, ܽ ൏ ܾ ve ݊ א Գ, ݊ ൒ 2 olsun. Bu durumda 

ฬ
1
3

,ሺܽ௡ܣ ܾ௡ሻ ൅
2
3

,௡ሺܽܣ ܾሻ െ ௡ܮ
௡ ሺܽ, ܾሻฬ 

                               ൑ ݊ሺ݊ െ 1ሻ
ሺܾ െ ܽሻଶ

162
൫݉ܽݔ൛ܽ௤ሺ௡ିଶሻ, ܾ௤ሺ௡ିଶሻൟ൯

ଵ
௤ 

elde edilir. 

İspat: ݔ א ሾܽ, ܾሿ olmak üzere Sonuç 5.1.8’in ݅݅݅. şıkkına ݂ሺݔሻ ൌ  ௡ quasi konveksݔ

fonksiyonu uygulanırsa istenilen sonuç bulunur. 

Önerme 5.2.9. ܽ, ܾ א Թା, ܽ ൏ ܾ ve ݊ א Գ, ݊ ൒ 1 olsun. Bu durumda 

,ሺܽ௡ܣ| ܾ௡ሻ െ ௡ܮ
௡ ሺܽ, ܾሻ| 

                 ൑ ݊ ቆ
ሺݔ െ ܽሻଶ ൅ ሺܾ െ ሻଶݔ

4ሺܾ െ ܽሻ
ቇ ሾ݉ܽݔሼݔ௡ିଵ, ܽ௡ିଵሽ ൅ ,௡ିଵݔሼݔܽ݉ ܾ௡ିଵሽሿ 

olur. 

İspat: ݔ א ሾܽ, ܾሿ olmak üzere Sonuç 5.1.9’un ݅݅. şıkkına ݂ሺݔሻ ൌ  ௡ quasi konveksݔ

fonksiyonu uygulanırsa istenilen sonuç bulunur. 
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Önerme 5.2.10. ܽ, ܾ א Թା, ܽ ൏ ܾ ve 0 ב ሾܽ, ܾሿ olsun. Bu durumda 

,ሺܽିଵܣ| ܾିଵሻ െ ,ଵሺܽିܮ ܾሻ| 

                     ൑
ሺݔ െ ܽሻଶ ൅ ሺܾ െ ሻଶݔ

4ሺܾ െ ܽሻ
ሾ݉ܽݔሼିݔଶ, ܽିଶሽ ൅ ,ଶିݔሼݔܽ݉ ܾିଶሽሿ 

eşitsizliği elde edilir. 

İspat: ݔ א ሾܽ, ܾሿ olmak üzere Sonuç 5.1.9’un ݅݅. şıkkına ݂ሺݔሻ ൌ ଵ

௫
 quasi konveks 

fonksiyonu uygulanırsa istenilen sonuç elde edilir. 

Önerme 5.2.11. ܽ, ܾ א Թା, ܽ ൏ ܾ olsun. Bu durumda 

ฬ
1
3

,ଵሺܽିܪ ܾሻ ൅
2
3

,ଵሺܽିܣ ܾሻ െ ,ଵሺܽିܮ ܾሻฬ 

                                   ൑
5ሺܾ െ ܽሻ

72
ቈ݉ܽݔ ቊܽିଶ, ൬

ܽ ൅ ܾ
2

൰
ିଶ

ቋ ൅ ݔܽ݉ ቊ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰

ିଶ

, ܾିଶቋ቉ 

olur. 

İspat: 0 ב ሾܽ, ܾሿ ve ݔ א ሾܽ, ܾሿ olmak üzere Sonuç 5.1.9’un ݅݅݅. şıkkına ݂ሺݔሻ ൌ ଵ

௫
 quasi 

konveks fonksiyonu uygulanırsa istenilen sonuç elde edilir. 
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