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Bu tezde, kayma temasina maruz kalmis ortotropik  fonksiyonel
derecelendirilmis malzemedeki gerilme dagilimlar1 hesaplanmistir. Temas mekaniginde
bugiine  kadar gelistirilen analitik metotlarm biiyiik bolimi izotropik fonksiyonel
derecelendirilmis malzemeler ile ilgilidir. Uretim tekniklerinden dolay: malzemeler
anizotropik malzemeye dontisebileceginden, ortotropik fonksiyonel derecelendirilmis
malzemelerle ilgili etkili metotlarm gelistirilmesinin geregi acgiktir. Bu calismamn
amaci, ortotropik fonksiyonel derecelendirilmis yari diizlemde rijit baski sebebi ile
olusmus temas mekanigi problemleriyle ilgili ¢oziim metodu gelistirmektir. Malzeme
derecelendirmesinin diisey yonde lstel olarak degistigi var sayilmustir. Temas
probleminin diizlem sekil degistirme veya genellestirilmis diizlem gerilme sartlar
altinda formiile edildigi kabul edilmistir. Problemin simir sartlan ve genel kismi
diferansiyel denklemler Fourier doniisiimii ile saglanmigtir. Kanigik degerli smir sartl
problemin diizlem elastisite denge denklemleri ikinci dereceden tekil integral
denklemine doniistiiriilmistiir. Integral denkleminin kernelinden tekillikleri ¢ikarmak
i¢in asimptotik analiz yapilmistir. Elde edilen integral denklemi, temas gerilme dagilimi
bilinmeyenleri ortogonal Jacobi polinomlar1 serilerine agilarak ve uygun siralama
noktalar1 kullamlarak sayisal olarak ¢oziilmiistiir. Parametrik analizde, dikdortgen
profilli baski i¢in malzeme ortotropisi ve heterojenligin temas gerilme dagilmu
lizerindeki etkisi incelenmistir. Sayisal sonuglar, diisey yondeki heterojenligin ve
stirtlinme katsayisinin temas gerilme dagilimi {izerindeki etkisini gostermektedir.

Anahtar  Kelimeler: Diizlem Temas Mekanigi, Ortotropik Fonksiyonel
Derecelendirilmis Malzeme, Tekil Integral Denklemi, Diisey Derecelendirme.
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In this thesis the stress distributions in orthotropic functionally graded materials
under sliding contact loading are studied. Most of the existing analytical methods are
developed on the contact mechanics in isotropic functionally graded materials. Since
materials can become anisotropic depending on the nature of processing techniques, it is
necessary to develop an efficient method for orthotropic functionally graded materials.
The aim of this work is to develop a solution method on the contact mechanics
problems due to sliding contact by a rigid stamp in an orthotropically graded half plane.
The material grading is assumed to be exponential in the depth direction. Under the
assumption of plane strain or generalized plane stress conditions, the contact problem is
formulated. The governing partial differential equations and the boundary conditions of
the problem are satisfied by using Fourier transformation. The plane elasticity equations
of the mixed boundary value problem are converted into a singular integral equation of
the second kind. An asymptotic analysis is performed to extract the singularities from
the kernels of the integral equation. The resulting integral equation is solved
numerically by expanding the unknown contact stress distribution into a series of
orthogonal Jacobi polynomials by using suitable collocation points. In the parametric
analysis, the effect of the material orthotropy and nonhomogeneity parameter on the
contact stress distribution for the case of a flat stamp is investigated. The numerical
results show the effects of nonhomogeneity in depth direction and the coefficient of
friction on the contact stress distribution.

Keywords: Plane Contact Mechanics, Sliding Contact, Orthotropic Functionally
Graded Materials, Singular Integral Equation, Vertical Gradation.



ONSOZ

Makine Mithendisligi disiplininde, belirli bir ihtiyag ile baslayan tasarim ve
gelistirme stirecinin en onemli girdilerinden birisi de malzemenin segimidir. Sanayi
Devrimi ile birlikte yeni buluslann tiretime olan etkisi ve buhar giiciiyle ¢aligan
makinelerin, makinelesmis sanayiyi dogurmasi malzemeye duyulan ihtiyact artmistir.
Uretimde kullamlan geleneksel malzemeler, zaman icinde degisen ve farklilasan
ihtiyaclar1 karsilamakta zorlandigi i¢in yeni nesil malzemeler iizerinde calisilmaya
baglanmustir. Bu durum, genelde kompozit malzeme ve 6zelde de 1980’ lerin sonlarina
dogru fonksiyonel derecelendirilmis malzeme kavramlarini ortaya ¢ikarmustir. Dolay1s1
ile ihtiyaca yonelik olarak malzemelerin de tasarlanabilmesi kavrami siiregteki yerini
almistir.

Temas mekanigi de makine tasariminda en temel konudur, ¢iinkii makine
elemalariimn istenilen fonksiyonlar: yerine getirebilmesi igin belirli kuvvetleri iletmesi
yani temasta olmasi gerekmektedir. Bu c¢alismada, ortotropik fonksiyonel
derecelendirilmis malzemenin temas mekanigi ele almmustir. Uretim siireci sonucu
tasarlanan 6zelliklerini yitirebilen izotropik olarak modellenmis malzemeler yerine
malzemelerin  ortotropik olarak modellemesinin gergege daha yakmn oldugu
gorilmigtiir. Dolayis1 ile literatlirde izotropik fonksiyonel derecelendirilmis
malzemelerin temas mekanigi tzerinde yapilan ¢aligmalarda kullanilan metot,
ortotropik fonksiyonel derecelendirilmis malzemeye uyarlanmustr.

“Ortotropik Derecelendirilmis Malzemelerin Temas Mekaniginin Analizi”
konulu tez ¢ahigmasinin segiminde, yiiriitiilmesinde, sonuclandirilmasinda ve
sonuglarinin degerlendirilmesinde destek ve yardimlarini esirgemeyen tez hocam Sayin
Prof. Dr. Ahmet AVCI Beyefendi’ ye tesekkiir ederim.

Aradaki mesafeye ragmen her zaman destek olan, ilk formiiltin yazilmasindan
son grafigin c¢izilmesine kadar yapilan ¢aligmalarda degerli zamammni harcayarak
rehberlik eden, yardimlar1 olmasa idi tezi kesinlikle tamamlayamayacagim hocam Sayin
Dog. Dr. Mehmet Ali GULER Beyefendi’ ye, bizi evinde misafir eden, manevi destek
veren degerli esi Saym Zeynep GULER Hanimefendi’ ye ve Szellikle son zamanlarda
daha fazla fedakarlik gdsteren kiigiik kizlarima goniilden tesekkiir ederim.

Tez savunma jlrisindeki degerli hocalarimin her birine vakitlerini ayirdiklan
i¢in tesekkiir ederim. Hocam Saym Dog. Dr. Mesut UYANER Beyefendi’ ye tezimi
okumakta gosterdigi titizlikten dolay: ayrica tesekkiir ederim. Tezi tamamlamama vesile
olan hocam Sayin Yrd. Dog. Dr. Ali SAHIN Beyefendi’ ye tesekkiir ederim.

Egitim hayatim siiresince bana her zaman maddi ve manevi destek veren degerli
BULU ailesine, benden maddi ve manevi desteklerini hi¢bir zaman esirgemeyen degerli
KUCUKSUCU ailesine ve kiigiik kizlarimizla her zaman ilgilenen degerli BOKE
ailesine goniilden tegekkiir ederim.

Son olarak ve en ¢ok tez galismasi boyunca bana verdigi maddi ve manevi
destek, gostermis oldugu sabir ve anlayistan ve gormedigi kusurlarimdan dolay: biricik
dostum, degerli esim Saymm Av. Sileyman KUCUKSUCU Beyefendi’ ye ve
dogduklarindan beri her giin annelerini bu tezle paylasan bazen kitaplarim ¢izerek tezle
ilgili yorumlar yapan, her zaman varliklar1 bizi neselendiren ¢ok degerli kizlarimiz
A.Yiiksel ve M. Sevval’ e tesekkiir ederim.

Aysegiil KUCUKSUCU
KONYA-2011
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Kisaltmalar

FDM

SIMGELER VE KISALTMALAR

Bilinmeyen basing fonksiyonu

(X, y) Déniistiirtilmiis diizlemde y y6niindeki
heterojenlik parametresi
X5 Xz) Fiziksel diizlemdeki gerilmeler

( ) Doniistiriilmiis diizlemdeki gerilmeler
(xl xz) Eksenlerine gére Young modiilii (GPa)
(x, 362) Eksenlerine gore yer degistirme bilesenleri
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1. GIRiS

Bu c¢abigmada; diisey yondeki heterojenligin, (heterogeneous, inhomogeneous,
nonhomogeneous)  elastik olarak derecelendirilmis ortotropik malzemelerin yiizeyinde
olusan diizlem temas gerilme dagilimlarina etkisi incelenmistir. Amag; etkin katilik, E,
kayma parametresi, x, Poisson orani, v, katilik orani, &, heterojenlik parametresi, ¥, Ve
siirtiinme katsayisi, 7, ve baski konumunun a, temas gerilme dagilimlan tizerindeki
etkisini aragtirmaktir.

Bu gali§mada izlenilen yol, yari sonsuz diizlemdeki temas problemleri igin
gelistirilen analitik metottur. Problem, elastisite teorisi kullanilarak formiile edilmis ve
tekil integral denklemine indirgenmistir. Integral denklemi sayisal olarak ¢oziilmiis ve
etkin katilik, E, kayma parametresi, «, Poisson orani, v, katiik orani, &, heterojenlik
parametresi, y, ve siirtiinme katsayisi, 7, ve baski konumunun a, temas gerilme
dagilimlar tizerindeki etkileri incelenmistir.

Bu c¢alismanin amaci; bugiine kadar, izotropik fonksiyonel derecelendirilmis
malzeme igin temas problemlerinde kullanilan metodu ortotropik fonksiyonel
derecelendirilmis malzemeye uyarlayarak yeni bir metot gelistirmektir.

Bu ¢alismada gegen temel kavramlar Elastisite modiilti, E, diizlem kayma temas
problemi, fonksiyonel derecelendirilmis malzeme ve ortotropik malzemedir.

Elastisite modiilii, £, deformasyon tamamen elastik oldugu zaman gerilmenin sekil
degistirme oram, aym: zamanda malzemenin katiligimin 6l¢isiidiir. Cekme testinde eger
deformasyon lineer elastik ise gerilme-sekil degistirme baZintisi Hooke kanunu olarak
tamimlanir: o = E¢ . Elastisite modiilii, £° nin degeri arttik¢a malzemenin katilig1 da
artar. Atom seviyesinde ise elastisite modiilii arttiginda atomlar aras1 bag da kuvvetlenir,
elastisite modiili azaldiginda ise atomlar arasi baglar da zayiflar. Elastisite modiilti, £, her
zaman malzemenin her yoniininde aym degildir. Izotropik malzemelerin mekanik
Ozellikleri malzemenin her yo6niinde aynidir. Fakat metaller ve seramikler bazi
katigikliklarla (impuritiy) iglem goriir. Bunun sonucunda malzemeler anizotropik olur ve

Elastisite modiilii, £, kuvvetin uygulandift yone bagli olarak degisir. Ortotropik
malzemede Elastisite modiilii, £, ilk defa Krenk (1979) tarafindan tanimlanan etkin katilik

orant , E,ile degistirilmigtir.



Temas problemlerinde, genellikle temas halindeki iki par¢anin miikemmel elastik,
diizlemde veya eksenel simetrik konumda oldugu kabul edilir (Beer ve Johnston, 1996).
Bunlara ilaveten; temas bolgesinde olusan deformasyon egrisinin geregi kadar kiiciik ve
pargamn geregi kadar esnek oldugundan hareketle pargalarin rijit oldugu kabul edilir. Alan
denklemlerindeki elastik sabitler ve elastostatik sinir sartlart bu konuda gerek teorik
gerekse deney cgalisanlarin analizlerinin oldukga karmagiklasmasina sebep olur.

Temas problemleri stirtiinmesiz ve siirtiinmeli olmak iizere iki bsliimde incelenir.
[lkinde, temas halindeki katilarm arasindaki siirtinme yok kabul edilir. Bu ise problemi
belirgin sekilde basitlestirir. Geregi kadar yaglanmig pargalarin temas problemlerinde bu
yaklagim iyi sonug verir. Ikinci grupta, stirtiinme kuvveti yeterince kiigiik degildir. Dolayis1
ile stirtiinmenin etkisi yok kabul edilemez. Burada ise iki durum ortaya ¢ikar: Ik durumda,
elastik bir kat1 digerine gore kayar ve hareket ¢ok yavas oldugu igin dinamik etki yok
kabul edilebilir, ikinci durumda ise elastik yapiya goére rijit baski tim olarak yer

degistiremez. Fakat o, <npo,, oldufu zaman kati baglanti (yapisma (stick)) olur.
Oy >10,, oldugu zaman ise goreceli yer degistirme (kayma (slip)) temastaki iki yapi

arasinda gergeklesir (Giiler, 2000).
Statik ya da Coulomb siirtiinmesi, birbirine gdre hareket etmeyen iki parga
arasmdaki kuvvettir. Ornegin, statik siirtiinme bir pargamn egimli bir yiizeyden kaymasim

Onler. Statik siirtiinme katsayis1 genellikle g, ( bu ¢alismada 7, ile gdsterilmistir) ile

gosterilir ve dinamik siirtinme katsayisindan biiytiktiir. Bir parg¢ay: hareket ettirmek i¢in
gerekli ilk kuvvet genellikle statik siirttinme kuvveti olarak gosterilir.

Bu ¢aligmada gegen malzemelerle ilgili tamimlardan bir digeri ise temelde
kompozit, 6zelde ise Fonksiyonel Derecelendirilmis Malzeme ya da kisaca FDM’ dir.
[stenen amag igin tek bagina ihtiyact kargilayamayan farkli iki ya da daha fazla malzemeyi
istenen O6zellikleri saglayacak sekilde belirli sartlar ve oranlarda bir araya getirerek elde
edilen malzemeye kompozit malzeme denir. Bir kompozit malzemede; elyaflar tek yonlii
stirekli veya iki yonlii takviyeli olarak diizenlenirse elyaf dogrultusunda yiiksek
mukavemet ve rijitlik elde edilebilir. Bu mekanik 6zellikler gayet tabidir ki kullanilan
elyafin igerigi ile degisecektir. Bunun sonucunda; tek yonlt dogrultuda yapilan elyaf
diizenlemesinde, elyafa dik dogrultudaki eksen ile karsilagtirildiginda yiiksek dayanim ve
elastik modiilii degeri elyaf eksenine paralel dogrultuda elde edilecektir. Iki yonlii

dogrultuda, yani hem eksene paralel hem de dik yonde elyaflarla takviyelendirilen



kompozitte ise ortogonal yonde dayanum ve elastik modiilii esit olur. Boyle kompozitler,
birbirlerine dik dogrultuda iki eksende simetrik malzeme 6zelligi gosterir ve "ortotropik”
olarak adlandirilir (Kaw, 1997).

Kompoziti meydana getiren bilesenler genel olarak iki sekilde dagilirlar. Matris-
pargacik ve bazi matris-elyaf kompozitlerde yapisal bilesen neredeyse biitiin matris
igerisine dafilmig durumdadir, dolayisiyla bunlar homojendir. Ikinci. olarak ise,
bilegenlerin degisken olmasidir. Bunda ise tekrar edilmeyecek sekilde ya i¢ yap: ya da
malzeme vardir. Bu gesit kompozitler derecelendirilmis (graded) veya dereceli (gradient)
kompozitler olarak isimlendirilirler. Pek gok farkli tabakadan olusan tabakali kompozitler
bu gruba girer. Iplikgik sarm (filament wound) kompozitler ayrica degisik elyaf
dagilimlan ile tasarlanabilirler. Hem homojen hem de derecelendirilmis kompozitlerdeki
yapisal bilegenler (elyaf veya pulcuk) yonlendirilmis veya rastgele sekilde diizenlenebilir
(Schwartz, 1992).

En basit sekliyle, FDM, bir ucunda bir malzeme diger bir ucunda ise baska
malzeme olan ve ara tabakas: bilesimi ve morfolojisi bir malzemeden digerine piiriizsiizce
mikro yapi seviyesinde degisen malzeme olarak tamimlanabilir. Gegis profiline eldeki
mithendislik uygulamasinin &zel ihtiyaglarmi karsilayacak sekilde malzeme tasarimi
(tailoring)  yapilir. FDM’ deki derecelendirme geleneksel siirecler kullanilarak iretilen
siradan malzemelerde de ortaya ¢ikmaktadir. Malzeme 6zelligi derecesi (kimyasal ve
mikro yapisal derece dahil) FDM’ yi geleneksel kompozit malzemeden oldukca farkli kilar
(Niino ve ark., 1987).

FDM’ nin ortaya ¢ikis1 Japonya’ da stiper 1s1 direngli malzemelerin aragtirilmaya
baglandigr olan 1987 yil1 olarak kabul edilebilir (Niino ve Maeda, 1990). Arastirmada
FDM’ nin uygulanabilirligi kamtlamis ve FDM kelimesi ilk defa kullanilmistir. Bu
¢alismaya gore Oncelikle malzeme tasariminda ihtiyag duyulan yapi ve smir sartlan
belirlenir. Daha sonra segilmis ¢esitli malzeme kombinasyonlérl icin karigim orani
dagilimlart kabul edilir. FDM’ deki 1s1l gerilme ve sicaklik dagilimi FDM’ nin mikro
yapilarindan tahmin edilen malzeme &zellikleri kullanilarak hesaplanir. Diger muhtemel
kombinasyonlar ve farkli karisim orani dagilimlar optimum kombinasyon ve karisim orani
dagilimlar elde edilene kadar devam eder.

Pratikte, FDM’ lerin baz1 tretim tekniklerinin yapist malzemenin izotropisinin
kaybedilmesine sebep olmaktadir. Ornegin; Kim ve Paulino’ ya gére (2003) elektron

demeti fiziksel buharla ¢okeltme yontemi ile tiretilmis FDM’ lerin siitunlu bir yapisi vardir.



Bu ise kalinlhik yoniinde daha yiiksek katiliga, zayif siira ve dik kirilma diizlemlerine
sebep olur. Buna ildveten; plazma piiskiirtme yontemi ile iiretilen derecelendirilmis
malzemeler genellikle ince tabakali (Jamellar) bir yap1 kazamir. Bu ise; diizlestirilmis
plakalar (splar) ve daha zayif plaka smirlar, yiksek katiliga sahip ve sinira paralel zayrf
(cleavage) diizlemleri olan yonlendirilmis bir malzeme meydana getirir. Gomiili catlaklar,
zayif diizlemlerde dzellikle karisik mod mekanik veya 1s1l yitkleme altinda baslar. Bu tiir
kirilma mekani§i problemlerinin incelenmesinde ortotropik fonksiyonel derecelendirilmis
ortam ortotropinin asal y&nleri serbest yiizeye dik ve paralel olacak sekilde modellenir.

Oztiirk ve Erdogan (1997) tarafindan da anlatildiy gibi tiretim tekniginin yapisi
nedeni ile derecelendirilmis malzemeler ¢ok nadiren izotropiktir. Ornegin; plazma
puskirtme teknigi kullamlarak tretilen malzemeler daha once de bahsedildigi gibi
genellikle ince tabakali olur (Sampath ve ark., 1995). Bunun aksine, elektron demeti
fiziksel buharlastrma ¢okme yontemi siitunlu yapiya sebep olur (Kaysser ve Ilschner,
1995). Dolaysi ile derecelendirilmis malzemenin mekaniginin ¢alisiimasinda en uygun
model heterojen ortotropik siirekliligidir.

Kompozit malzemelerin uygulandigi neredeyse sinirsiz denilebilecek endiistriyel
alanda yaganan baglanma mukavemeti, yiiksel 1s1l ve kalinti gerilmeler, diisik tokluk
problemleri izotropik FDM’ lerle asilmaya ¢alisilmis ve bu malzemelerin kalinti
gerilmeleri azaltip baglanmé mukavemetini artirdigy goriilmistiir. Fakat tiretim teknikleri
izotropik FDM’ lerin yapisini degistirmektedir. Bu da tasarim sirasinda kullamlacak
ortotropik FDM modelinin uygulanabilirliginin artacagini géstermektedir. Bu galismada
gelistirilen analitik metot ortotropik FDM igeren yapilarin tasariminda faydal: olacaktir.
| ‘Bolim 2’ de bu calismadaki problemin konusu ile ilgili literatiirde bulunan
eserlerin incelenmesine yer verilmistir. Temas mekanigi ve FDM” lerin temas mekanigi ile
ilgili yapilan ¢alismalar ara basliklar: ile konunun tarihgesi ve yapilan ¢alismalarin 6zetleri
verilmistir. B6lim 3’ de ortotropik malzemeler, kompozit malzemeler, FDM’ ler ve
ortotropik FDM” lerle ilgili genel bilgi verilmis bu konularda yapilan ¢alismalardan
Ornekler verilmistir. Bolim 4’ de, ortotropik malzemelerde gerilme-gekil degistirme
bagintilar ve ortotropik FDM” lerde gerilme-sekil degistirme bagintilar verilmistir. B6lim
5’ de diigey yonde oftoropik FDM’ de diizlem temas mekanigi problemi ele alinmustir.
Diisey yonde derecelenmis bir ylizeyin rijit bir baski ile kayma temasinda oldugu kabul
edilmigtir. Problem, elastisite teorisi kullanilarak formiile edilmis ve tekil integral

denklemine indirgenmigtir. Integral denklemi sayisal olarak dikdortgen bask: profili igin



¢ozillmiistir. Bolim 6’ de parametrik olarak etkin katilik, E,kayma parametresi, «,
Poisson orani, v, katilik orani, &, heterojenlik paramefresi, v, ve siirtiinme katsayisi, 7,
ve baski konumununun a, temas gerilme dagilimlar Gizerindeki etkileri incelenmistir.
Boliim 7’ de problemle ilgili sonug ve oneriler verilmis, Bélim 8° da ise ¢aligmada

faydalanilan kaynaklara yer ver verilmistir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI
2.1.Temas Mekanigi ile Ilgili Yapilan Calismalar

Temas problemi, sanayilesmenin basladig1 yillardan bu yana pek cok Gnemli
uygulamada sik¢a karsilagilan en onemli konudur. Ozellikle hasar ve sekil verme
stireclerini agiklamada temel model oldugundan genelde iizerinde galisilan bir problem
olmugtur. Ozellikle, 1860 yilindan sonra Hertz’ in “temas alani temastaki pargalarin
geometrilerine gore yeterince kiigiikse ve diger yiizeylerden yeterince uzaksa” kabulii ile
birlikte elastisite teorisindeki yerini almistir (Hertz teorisi ile ilgili olarak Johnson (1985)
ve Caillteaud ve ark. (2010) tarafindan hazirlanan referans dokiimanlara bakilabilir).
Diizlem bask:i problemlerinin ¢6ztimiinde kullanilan en temel fnetotlardan birisi analitik
sireklilik tekniginin (analytical continuation technique) yardim ile karmasik degisken
teorisine (complex variable theory) dayanmaktadir. Bu konu ile ilgili ¢aligmalara, 20.yy’ 1n
baslannda Kolosov’ un getirdigi karmasik degisken teorisindeki yaklasim metodu,
formiilasyonun uygulanmasini kolaylagtirnugtir. Analitik siireklilik metodu izlenerek baski
problemlerinin genel ¢dziimiinti, temel Plemelj fonksiyonu tiiriinden lineer bagntilara
indirgemek formtilasyona sadelik getirmistir. 1930” larda, Muskhelishvili’ nin siirtiinmesiz
diizlem temas problemi ile g¢aligmalar hiz kazanmis, 6zellikle Sneddon’un elastisite
teorisinde Fredholm integral dontistimlerini kullanmasi ile de biyiik ilerlemeler
kaydedilmistir. Sonrasinda, stirtiinme de bu problemlere yeni degiskenler eklemistir.

Temas mekanigi, katr cisimler mekaniginin merkezindedir. Ciinkii temas sekil
degistirebilen bir yapiya (deformable body) yiik uygulamanin en temel metodudur ve
sonucunda olusan gerilme konsantrasyonu genellikle yapinin en kritik noktasidir. Temas,
tek yonli esitsizlikle karakterize edilir. Stirtlime kuvvetleri g6z Oniine alindiginda ilave
esitsizlikler ve/veya lineer olmayan durumlar ortaya Qlkar. Bu karmagik deger smir sartlar
statife benzer ¢oziimiin varlifi, tekillik ile ilgili problemler ve sayisal algoritimlerin
uyumlu olmamasi ile sonuglanabilir. Ayrlca;, stirtlinme problemlerinde, yapisma-kayma
hareketi ve stirtlinmenin sebep oldugu titresimin olusturdugu dengesizlik de vardir. Eger
malzeme lineer degilse, temas probleminin ¢dziimii biiytik 6lgtide karmasiklasir. Dolayisi
ile ytiklemenin tlim ge¢misi bu durumlarda tek bir problemin (genellikle sayisal) ¢dziimii
olarak tanmimlanabilir. Temastaki ger¢ek yiizeyler piirtizliidiir ve mikroskobik gercek temas

alaninin kiimesinde temas konsantrasyonuna sebep olur. Bu ise; mekanik temas siirecinin



yaninda, 1s1 ve elektrigin ara yiizey boyunca iletimini etkiler. Bu tiir sistemlerin uygun
tanimlanmalan rasgele islem (random process) veya istatistiksel yaklasim (statistical
treatment) gerektirmektedir. Elde edilen sonuglar; piiriizlii veya parali 6zelliklere sahip
ylizeylerde, bu tamimlamalarm daha etkili matematik metotlarin elde edilmesinde
kullanilabilecegini gdstermektedir. Temas problemleri temas halindaki yapilarin kiigiik
profil degisiklerine karsi oldukca hassastir ve dolayisi ile 1s1l elastik (thermoelastic)
bozulmadan da (distortion) etkilenirler (Barber ve Ciavarella, 2000).

Chao ve Gao’ nun (2000) calismasinda, sanayinin gelismeye baslamasindan
itibaren onemli ve genis uygulama alanlari olan temas problemininin analitik olarak
¢bziimiinde kullanilan metotlar genel hatlar ile anlatilmistir. Daha dnce de belirtildigi gibi,
diizlem baski problemlerini ¢6zmenin en etkin metotlarindan birisi de analitik siireklilik
tekniginin yafdlml ile karmasik degiskenler teorisine dayamir. Analitik stireklilik
metodunun sonrasinda baski problemini genel ¢6ziimii temel Plemelj fonksiyonla ifade
edilebilen lineer denklem sistemine indirgemek uygundur. Bu metot kullanilarak
Muskhelishvili (1953) ve England (1971) kitaplarinda gesitli baski problemlerine ¢dziim
Onermiglerdir.

Fan ve Hwu (1996), Stroh (1958) formiilasyonunu ve siireklilik teoremini
birlestirerek anizotropik elastik yan diizlem i¢in baski problemini ¢dzmiislerdir.
Anizotropik ve diizlem elastik kati cisimlerin iki boyutlu deformasyonlarimin analizinde
hem Lekhnitskii (1963) ve hem de Stroh (1958) formiilasyonlart kullanilabilmektedir.
Aralarindaki fark Lekhnitskii formiilasyonuna iki boyutlu gerilmelerle, Stroh
formiilasyonuna iki boyutlu sekil degistirmelerle baslanmasidir. Buna ildveten Lekhnitskii
formiilasyonuna fii¢linci boyut ilave edilebilirken, Stroh formiilasyonu iki boyutlu
problemlerde daha kolay ve islevsel bir matematik formiilasyonu saglamaktadir (Detay i¢in
Hwu (2010) referansina bakilabilir).

Bask1 problemlerini ¢ézmek ii;in kullanilan diger bir metot ise, problemin integral
denklemleri tiiriinden formiile edildigi integral doniigiimlerine dayamr. Integral
denklemleri Gladwell ve England (1977) ve Gladwell (1978) tarafindan 6zetlenen
ortogonal polinom agilimlar1 kullanilarak elde edilmistir. Elastik yari diizlemde farkli
profillere sahip Baskl problemi, karsilikli mesafe kavramina dayanan integral denklemini
ortaya koyan Fabrikant (1986-1, II) tarafindan verilmistir. Willis (1966) ise, anizotropik

yapilarda temas problemini Fourier doniisiim metoduna dayandirarak ¢aligmistir. Swanson



(2004) yaptig1 ¢aligmada, temas gerilmesi sonucu olugmus gerilmelerin hesaplanmast igin

daha 6nceki iki ¢6ziim tekniginin birlesimi olan genel prosediirii gostermektedir.
2.2. FDM’ lerin Temas Mekanigi ile Ilgili Yapilan Calismalar

FDM’ ler, havacilik endiistrisinde hafif agirlikl, yiiksek mukavemetli kompozitlere
ihtiyag duyuldugu giinden beri ilgi ¢eken bir arastirma konusu olmustur. Fonksiyonel
derecelendirilmis malzeme olarak da bilinen dereceli malzemeler, siirekli olarak hacim
oranlar1 degigsen ¢ok fazli kompozitlerdir. FDM’ ler, kaplama ve ara yiizeylerde malzeme
ozellikleri uyumsuzlugu sebebi ile olusan 1s1l ve mekanik gerilmeleri azaltir, baglama
mukavemetini artirir ve olumsuz gevreye kargi koruma saglar.

Giintimiizde hombjen olmayan malzemeler, pek ¢ok teknolojik uygulamada
kullamilmaktadir. Heterojenlik 6zelligi, malzemelerin termomekanik performanslarim
gelistirmek amaciyla bilingli olarak sonradan kazandirilabilir. FDM’ ler, bu tiir bir
uygulamanin 6rnegidir. Heterojenlik ozelligi, toprak gibi bazi dogal malzemelerin asal
ozelligi olabilmektedir.

Homojen alt tabaka ile siirlandirlmis ve dikdortgen ve iiggen profildeki rijit
baskilarla yiiklenmis derecelendirilmis kaplamadaki temas mekanigi problemi Giiler ve
Erdogan (2004) tarafindan ¢aligilmustir.

Ozatag (2003) tarafindan yapilan yiiksek lisans ¢alismasi, yar1 sonsuz diizlemdeki
yatay yonde izotropik fonksiyonel derecelendirilmis yiizeylerin temas mekanigi iizerinedir.
Literatiirdeki ¢alismalarin gogunda elastik derecelenmenin derinlik yéniinde oldugu
varsayilmistir. Yanal yondeki elastik derecelendirme toprakta oldugu gibi malzemenin
dogal yapisinda bulunabilir ya da FDM’ lerde oldugu gibi yapiya sonradan da
kazandinlabilir. Dag ve ark., (2009) tarafindan yapilan c¢alismada ise, yanal yondeki
heterojenlik dzelliklerinin elastik olarak derecelendirilmis malzemelerin yiizeyindeki temas
gerilmesi dagilim tzerindeki etkisi incelemistir. Kayma modiiltiniin iistel olarak yatay
yénde degistigi kabul edilmistir. Bu problemi incelemek i¢in gelistirilen modelde, yanal
yonde derecelendirilmis bir ylizeyin rijit bir baski ile kayma temasinda oldugu
varsayllmigtir. Problem; elastisite teorisi kullanilarak formiile edilmis ve tekil integral
denklemine indirgenmistir. Integral denklemi sayisal olarak ¢oziilmiis ve parametrik
caligmalar yuriitiilerek, heterojenlik sabitlerinin, stirtinme katsayisinin  ve baski

konumunun temas gerilmesi dagilimi tizerindeki etkileri incelenmistir.



Sarikaya (2005) tarafindan hazirlanan yiiksek lisans galismasinda; karigik- Mod
yiiklemesi altindaki ortotropik FDM’deki gémiilii ¢atlak problemini inceleyebilmek i¢in
van analitik teknikler gelistirilmistir. Problem, ortalama diizlem ortotropik elastisite
sabitleri kullanilarak formiile edilmistir. Doniigtim teknikleri kullamlarak, problem sayisal
olarak ¢oziilebilmesi i¢in bir gift tekil integral denklemi sistemine indirgenmistir.
Hesaplanmig sonuglar Mod I ve Mod II gerilme siddet faktorleri ve catlak uglarmdaki
enetji yayilim oranindan olusmaktadir. Bu ¢aligmada ayni problem tig farkli sinir sart: icin
incelenmisgtir.

Gokay (2005) tarafindan tamamlanan yiiksek lisans ¢aligmasinda, izotropik yiizeyin
kayma modiiliinde yatay ve diisey yonde iistel olarak birlikte‘ degistigi kabuliiniin yapildig:
temas problemi ele almustir. Temas gerilme dagilimindaki 6nemsiz etkileri sebebi ile
Poisson orammin sabit oldugu varsayilmustir. Problemin formiilasyonunda fonksiyonel
derecelendirilmis ytizeyin rijit dikddrtgen profilli baski ile kayma temasinda oldugu
varsayllmigtir. Problem ikinci tiir tekil integral denklemine elastisite teorisi ve
derecelendirilmis ortam igin yari sonsuz diizlem yaklagimi kullamlarak indirgenmistir.
Integral denklemi sayisal olarak temas gerilme dagilim bilinmeyenleri Jacobi polinomlar:
serilerine agilarak ve uygun siralama noktalari kullanilarak ¢oziilmiistiir. Gelistirilen
metodun dogrulugu homojen malzeme igin tiretilmis kapali form ¢éziimle karsilastirilarak
smanmigtir.

Derecelendirilmis malzemelerin mekanik agidan en &nemli ozelligi makroskobik
olarak homojen olmamalaridir. Derecelendirilmis malzemelerin termomekanik $zellikleri
elastik modiilii ve 1s1l genlesme katsayisi gibi, mukavemetle ilgili 6zellikleri akma
mukavemeti ve kirilma toklugu gibi genellikle koordinatin kalinlik yéniinde degisir.
Dolayisi ile, homojen veya pargali malzemelerin davramiglarinin homojen ortam temeline
oturtulmus teorik modeller FDM’ lerin davramislarinin tahmin edilmesinde kullanilamaz.
Derecelendirilmis malzemelerin hasar davranislarmin tahmin edilebilmesi igin gerekli
metotlar, son yillarda pek ¢ok arastirmaci tarafindan ¢alisilmaktadir. Bu ¢alismalarda
derecelendirilmis malzemelerin kirilma mekanigi ve 1sil gerilme analizi oncelikle ele
alinmaktadir. Malzeme bilim adamlarina, tasarim ve tiretim miihendislerine teknik destek
saglamak amaci ile pek ¢ok 6nemli sonug elde edilmis ve teorik altyap: olusturulmustur.

Dag (2001) tarafindan yaplan doktora ¢alismasinda izotrdbik fonksiyonel
derecelendirilmis ortamda farkli profillere sahip rijit bask aracilig1 ile kayma temasina

maruz birakilmig ylizey catlagl problemi incelenmistir. Derecelendirilmis ortamda ¢atlak
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ve temas probleminin elastisite formiilasyonu yapilmistir. Oncelikle; derecelendirilmis
malzemedeki ylizey catlagi problemi bilinen ¢atlak yiizeyi kuvvetleri i¢in ¢oziilmiistiir. Bu
problem, sayisal olarak ¢oziilecek iki ayr tekil integral denklemine déniistiiriilmiistiir. Son
‘olarak; dereceli ortamda kaymali temas sebebi ile olusmus gatlak problemi incelenmigtir.
Bu sistem ii¢ tekil integral denklem sistemine déniistiiriilerek ve diizenleme metodu
kullanilarak = ¢o6zilmistiir. Elde edilen sonuglar baglica; malzemenin heterojenlik
parametresinin ve siirtlinmenin catlak ucundaki karisik Mod gerilme siddet faktérlerine
etkisinden, temas gerilmelerinden ve gerekli temas kuvvetinden olusur.

Giiler (2000) tarafindan yapilan doktora ¢alismasinda, izotropik fonksiyonel
dereceleﬁdirilmis kaplamalar i¢in temas problemi ele almigtir. Calismanin ilk bsliimiinde
rijit bir baski ile yiiklenmis homojen alt tabaka (subsirate) ile bagli FDM tabakadaki temas
problemi formiile edilmistir. Kaplamanin heterojen, izotropik ve lineer elastik ve
problemin diizlem sekil degistirme (plain strain) oldugu kabul edilmisti. FDM
kaplamanin kayma modiilii tistel fonksiyonla gosterilmistir. Poisson oramnm,v, sabit
oldugu kabul edilmistir. Temas problemi dikdértgen, iiggen, yar1 dairesel ve silindirik de
dahil olmak tizere farkl1 baski profilleri igin ¢6ziilmiistiir.

Oztirk ve Erdogan tarafindan calistlan makalede (Oztiirk ve Erdogan, 1999)
diizlem elastisitede karistk mod c¢atlak problemi derecelendirilinis ve yonlendirilmis
malzemede ele alinmigstir. Catlagin ise derecelendirmenin oldugu yone dik yerlestigi kabul
edilmigtir. Ayrica ortotropinin asal eksenlerinin ¢atlaga paralel ve dik oldugu kabul
edilmigtir.

Benzer sekilde, Oztiirk ve Erdogan (1997) tarafindan yapilan baska bir calismada
malzemenin hem yonlendirilmis hem de derecelendirilmis oldugu kabul edilmistir.

o

Ortamin Ozelliklerinin x, yoniinde degistigi kabul edilmis vex, ile x, eksenlerinin
ortotropi i¢in asal oldugu, ayrica gatlagin x, ekseni boyunca oldugu kabul edilmistir.
Yiikleme, x, =0 ekseni simetri diizlemi olacak sekildedir. Mod I ¢atlak problemi heterojen

ortotropik yar1 diizlemde formiile edilmis ve ¢6ziim farkli yiikleme sartlar1 ve malzeme

parametreleri i¢in elde edilmistir. Formiilasyonda dort bagimsiz E,,E,,,G,ve v,
miihendislik sabiti swast ile katihk parametresi, E=.E,E,, katilik oram,

§ =(E, /E,,)"*, Poisson oram, V=4,,, ve kayma parametresi ile

x =(E/2G,)~v, degistirilmistir. Sonuglar gostermektedir ki, gerilme ‘siddet faktorleri
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katiik parametresi, E ve katilk oramindan, &, bagimsizdir ve genellikle kayma
parametresi x ve Poisson orannin, v, gerilme siddet faktorii lizerindeki etkisi belirgin

degildir. «’ nin degerlerinin -1’ e yaklastig1 durumlar istisnadir, burada x* nn fiziksel
degeri —1<x <o aralifindadir. Izotropik durumda ilgili denkleminin kerneli kapali
formda hesaplanmustir, bu ise integral sayisal ¢oziimii kolaylastirip sonucun hassasiyetini
artirmigtir. |

Giler (1996) tarafindan yapilan yiiksek lisans ¢aligmasi, izotropik fonksiyonel
derecelendirilmis yiizeylerin temas mekanigi iizerinedir. Bu ¢alismada; diisey yondeki
heterojenlik 6zelliklerinin, elastik olarak derecelendirilmis malzemelerin yiizeyindeki
temas gerilmesi dagilmmu {izerindeki etkileri incelenmigtir. Elastisite parametresi kayma
modiliiniin tistel olarak diisey yonde degistigi kabul edilmigtir. Problem, diisey yonde
derecelenmis bir yiizeyin rijit bir baski ile kayma temasinda oldugu varsaymm ile
modellenmis, elastisite teorisi kullamilarak formiile edilmis ve tekil integral denklemine
indirgenmistir. Integral denklemi sayisal olarak ¢&ziilmils ve parametrik caligmalar
yuriitiilerek, heterojenlik sabitlerinin, siirtinme katsayisinin ve baski konumunun temas
gerilmesi dagilimi {izerindeki etkileri incelenmistir.

Sonug¢ olarak; Giiler (1996) ve Giiler (2000) referanslar1 temel alinarak elastik
ortamda izotropik FDM’ lerde temas probleminin ¢dziilmesinde kullanilan metot, Krenk
(1979), Cinar ve Erdogan (1983), Oztiirk ve Erdogan (1997), Oztiirk ve Erdogan (1999),

referanslarinda tanimlanan ortotropik parametrelerin yardimu ile ortotropik FDM’ ye

uyarlanarak formiile edilmigtir.
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3. FONKSIYONEL DERECELENDIRILMIiS MALZEMELER

Bu béliimde problemde kullyamlan malzeme olan ortotropik FDM’ ler, ortotropik
malzemeden baslanarak sirast ile kompozit malzemeler, fonksiyonel derecelendirilmis
malzemeler ve ortotropik fonksiyonel derecelendirilmis malzemeler basliklari altinda
detayll olarak incelenecektir. Ayrica, elastisite modiiliiniin derecelendirilmesi ve

calismanin 6nemi de anlatilacaktir.

3.1.0rtotropik Malzemeler

Bir birine dik ii¢ eksende farkli fiziksel ve 1sil karakteristik gosterecek sekilde
yapilanmig malzeme ortotropik malzeme olarak adlandirilir. Tahta, bu kategoriye giren
dogal bir malzemedir. Yapay malzemeye verilecek rnek ise birbirine dik ii¢ tabakadan
olusan kontraplakdir. Yapay malzemeye diger bir 6rnek ise, tek katmanli elyaf olan elyafla
kompozit malzemedir. Bu 6rneklerden gériilecegi gibi, ortotropik malzemenin yapisi ve bu
yap1 ile birlesmis i¢ ortogonal yap: gozle goriilebilir. Eger malzemenin i¢yapist gozle
gortilebilecek kadar belirgin degilse malzeme gene de ortotropik olarak adlandirilabilir. Bu
durum, malzeme farkli yonlerde yiiklenerek ve yerdegistirme tepkisi kontrol edilerek test
edilebilir. Eger sabit miktarl: normal kuvvet, tork veya moment (tractions) bu yonlerde pes
pese uygulandifinda kayma sekil degistirmenin olmadig1 birbirine dik ii¢ yon bulunursa ve
aym yonlerdeki dik sekil degistirme farkli ise malzeme diger ii¢ ortogonal yone gore
ortotropiktir. Ortotropik malzemenin davramsini tanimlamanin en basit sekli malzemenin
yapist ile aym sekilde olan birbirine dik ¢ koordinat yoniinde olandir. Ortotropik
malzemenin farkli yonleri igin farkli Poisson orani, v, vardir. Bu yiizden her bir orann iki
alt simgesi vardir. Ilki yer degistirmenin etkisinin olustugu yonii gosterir, digeri ise
etkisiﬂin transfer edilecegi yonii gosterir. Kayma gerilmesi aym malzeme eksenine gére
kayma gekil degistirmesidir. Ortotropik malzemenin &zellikleri farkhh malzeme yonleri igin
farkli oldugu igin aym kayma gerilmesi altinda bile malzeme ekseni ile tanimlanmis
diizlemdeki kayma sekil degistirmesi farklidir (Donaldson, 2008).

[zotropik/anizotropik malzemelerden yapilmis iki yar1 diizlemin kazimali (freeting)
temas problemi Pakalapati (2001) tarafindan ele alnmistir. Yapilan g¢alismada, kismi

kaymali temasta olan izotropik/anizotropik malzemelerden yapilmis iki yari diizlemin
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normal kuvvet, tork veya momentini elde etmek i¢in birlestirilmis Cauchy tekil integral
denkleminin ¢6ziimiine dayanan sayisal metot ortaya konulmustur.

Elastik filmlerle takviyelenmis ortotropik alt tabaka icin gesitli temas ve catlak
problemleri Mahajan ve ark. (1993) tarafindan ele almmustir. Film, zar ve alt tabaka olarak
ortotropinin asal eksenleri siura dik ve paralel olacak sekilde ortotropik yar1 diizlem olarak
modellenmistir. Problem tekil integral denklemleri sistemi tiiriinden formiile edilmistir.
Cesitli asimptotik analizler, gerilme tekilliklerinin dogasini belirlemek igin yapilmugstir.
Catlaksiz takviyelenmis yar1 diizlem igin, takviyesiz ¢atlakli yar diizlem i¢in, tek takviyeli
ve ¢atlagin takviyenin son noktasinda bagladii ortotropik yari diizlem ve catlakl yarl
diizlemde kirilmis takviye gibi 6zel durumlar i¢in ¢dziimler elde edilmis ve sonuglar
verilmigtir. Her bir durum igin goreceli ¢atlak/takviye boyutlari, film/alt tabaka takviye
boyutlar1 ve gerilme siddet faktrlerinin malzeme ortotropisi tizerindeki etkileri galisilmig
ve baz1 6rnek sonuglar verilmistir.

Ortotropik malzeme ile yapilan galismalara bagka bir 6rnek ise Bakirtas (1984)
tarafindan yapilan ¢aligmadir. Bu ¢alismada, ortotropik ve homojen olmayan malzemeden
olusmus elastik yar1 diizlemdeki rijit baski problemi ele alinmugtir. Ortotropinin
eksenlerinin birisinin yar1 diizlemin kenarina paralel digeri buna dik olacak sekilde
kartezyen koordinat sistemi ile gakistiga kabul edilfnistir. Heterojenlik, ortotropinin her iki
ekseninde de siirekli fonksiyonlar olarak tamimlanmustir. Fourier déniistim teknigi
kullanilarak, karigik degerli simr problem sayisal olarak ¢oziilebilecek tekil integral
denklemine doniistiirtilmistiir. Problemin formiilasyou, farkli sekillere sahip rijit baskilar
icin elde edilmistir.

Krenk (1979) ise, ortotropik malzemenin elastiklik parametrelerinin tanimlanmast
ile ilgili galismis ve sonraki arastirmacilar igin referans niteliginde bir caligma ortaya
koymustur. Bu ¢alismaya gore, diizlem ortotropik elastisitisine ait dért bagimsiz malzeme
parametresi etkin katilik, E, etkin Poisson orani, v, etkin katilik orani, &, ve etkin kayma
parametresi, x, olarak tanimlanmistir. I¢ konturlardaki sifir bileske kuvveti ile gerilme
sinir deger problemlerinin etkin katilik, £, etkin Poisson oranindan, v, bagimsiz gerilme
alanlar1 olusturdugu ispatlanmig ve katiik orammin, &, degisimine esit olan genel
dontistim tanimlanmistir. Bu 6zellikler diger bir parametre olan malzemenin asal ekseninin
90° donmesine gore degismemesi gibi ilging bir 6zelligi olan kayma parametresininin

Onemini ortaya ¢ikarmaktadir.
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3.2. Kompozit Malzemeler

FDM’ ler kompozit malzeme oldugu igin oncelikle kompozit malzemenin
ozelliklerinin verilmesi daha uygundur.

Kompozit malzemenin ne zaman kullanilmaya baglandig1 bilinmemekle birlikte,
kaydedilen tarih bazi kompozit malzeme sekillerini igermektedir. Meseld; eski Misirhilarin
kullandig1 kontraplakta Misirlilar tahtanin yeniden diizenlenerek daha yiiksek mukavemet
ve s genlesmeye diren¢ kazandigimi goérmiislerdir. Ortagagda, kilig ve zirh farkh
malzeme tabakalari ile yapilmustir. Yirminci yiizyilda, elyaf takviyeli regine kompozitler
hava tagitlarn1 ve uzay araglarinda kullanilmigtir. Kompozit malzeme kullanmanin giderek
ragbet gérmesi asagidaki gesitli faktorlere baglanmustir:

1-  Agirligin yiiksek mukavemet ve rijitlige orani,

2- Kendisini olusturan malzemelerin ve genellikle higbir zaman sahip

olamayacag 6zelliklerin gelistirilmesi.

Korozyon direnci, asinma direnci ve yorulma omrii, sicakliga bagh davranis, 1sil
yalitim ve 1s1l iletkenlik bu &zelliklerinden bazilaridir. Fakat bagka bazi malzemeler gibi
kompozitlerin de ara ylizeyde baglanma problemleri ve genellikle kalinti gerilme ile
sonuglanacak 1s11 uyumsuzluk gibi bazi sakincalart vardir. Baglanma problemleri,
genellikle tiretim sirasinda veya kullanimin baglarinda ortaya ¢ikan gatlakla karakterize
edilir. Malzemede yarik ve catlaklarin varlii genellikle uygulanan yiik ve kusurlar igeren
parcanin yapisal geometrisi ile iliskilendirilmistir.

Daha 6nce de bahsedildigi gibi, kompozit malzemelerin sakincalarindan birisi de,
kompoziti olusturanlar arasindaki 1sil uyumsuzluktur. Buna kompozitin iiretildigi
sicakligin kompozitin ¢aligacag: sicaklik araligma inmemesi sebebi ile olusan kalinti
gerilmeler de ildve edilir. Daha onceki egilim, mikro yapiyr kontrol eden &zellikleri
dolayst ile 1s1] mekanik &zellikleri kontrol eden metal matris kompozitler, metaller arasi ve
elyaf veya iplik takviyeli kompozitler gibi homojen olan malzemelerin iretilmesiydi.
Homojen malzemelerin, yliksek sicaklik uygulamalarinda oldukga yiiksek, ulasilmas: giig |
tasarim sartlarimi  saglamak ig¢in uygun olmadifi ispatlanmistir. Bunun yaninda
seramiklerde mukavemet ve tokluk azdir. Bu nedenle, metal/seramik kompozitler ve
seramik 151l bariyerli kaplamalarda kullanilir. Kaplamanin ara yiizeydeki baglanma
problemi, yiiksek kalint1 gerilmeler ve 1s1l gerilmeler baslica kusurlaridir. Dolayis: ile bu

kusurlar1 azaltabilecek 6zel malzemeler FDM? ler olarak bilinir.
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3.3.Fonksiyonel Derecelendirilmis Malzemeler

Bu boliimde, FDM’ nin farkli tammlarina konunun 6nemi sebebi ile yer verilmis ve
malzemenin 6zellikleri {izerinde durulmustur.

FDM, Erdogan (1995) tarafindan daha 6nceden belirlenmis birlesim profili verecek
sekilde metal/seramik kompozitlerden tasarlanmis, bilesenlerinin  hacim oranlar
kalinliklar1 yoniinde stirekli olarak degisen malzemeler olarak tanimlanmistir. Bu malzeme
tasarimiyla amaglanan ise, verilen malzeme sisteminin 1sil-mekanik tepkisini istenilen
yonde gelistirecek sekilde bahsi gegen degisimi diizenleyebilmektir.

Prasad ve ark.’ né gore (2009) miihendislik tasariminda derecelendirme; 1sil
ve/veya mekanik gerilmelerin yeniden dagilimimi malzemenin tepkisi olarak kontrol ve
optimize etmek, kusurun ¢ekirdeklenmesi ile olusan gerilme konsantrasyonlarmmn ve tipik
olarak keskin ara yiizlerde olusan beklenmedik gerilme sigramalarinin ortadan kaldirilmasi .
(Suresh ve ark.,1994) ve yerel gatlak itici kuvvetin kontroliinii (Suresh, 2001) saglamak
demektir. FDM’ ler hasar-direngli yiizeylerde oldukga farkli uygulamalarda, hava ve uzayv
araglarinda, zirhli ara¢ plaklarinda, endiistriyel ekipman ve kesici takimlarda kullanim
alan1 bulmustur. Sonugta pek ¢ok arastirmaci Prasad ve arkadaglan tarafindan da ifade
edildigi gibi, diisiik sicakliklardaki uygulamalara normal temas ve hasar direnci icin
ozellikle mekanik derecelendirme ¢aligmalarina yonelmislerdir (Giannakopoulos ve
Suresh, (1997); Jitcharoen ve ark., (1998); Suresh ve ark., (1999); Giannakopoulos (2002);
Cao ve Lu (2004); Choi ve ark. (2008-I), Choi ve ark., (2008-II)). Elastik-plastik

malzemelerde mekanik derecelendirmede derecelendirme ya Young modiilii, E, degisimi

ile ya da plastik akma mukavemeti iledir. Bu malzemeler sirasi ile Elastik
Derecelendirilmis Malzemeler ve Plastik Derecelendirlmis Malzemeler adlandirilirlar.

FDM’ nin kullanimi, kaplama teknolojisindeki ara ylizey problemlerinin iistesinden
gelinmesi ile simrh degildir, ayrica malzeme 6zellikleri parganin kalinligt boyunca siirekli
olarak degisen pargalarin sentezinde de kullamlabilir. Sahip oldugu farkli 6zellikleri sebebi
ile igten yénmah motorlar, uzay yapilari, biomedikal implantlar ve kaynasim (fusion)
reaktorleri FDM’ nin uygulanmasinin dnerildigi yerlerden sadece birkagidir.

FDM’ ler ile bilesenlerin tamaminin performansi optimize edilerek ger¢eklesmesi
beklenen sartlara ulasilir. Bu kavram dogada yasayan organizmalarin pek ¢ogunun

yapisinda goriilmiistiir (Notaga, 1997).
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Bu tarz malzemeler FDM gibi, iizerinde islem yapilmasinin temel amaci gelisen
yeni teknolojilerin sartlarini  karsilayabilmektir. FDM’ nin uygulanabildigi alanlar

asafidaki sekilde Miyamoto (1997) tarafindan 6zetlenmistir:

HAVACILIK

MUHENDISLIK ELEKTRONIK

Roket motoru
parcalari, uzay
araci govdesi.

Kesici aletler, hadde
makinesi pargalari,
tirbin palas.

Yari iletkenler,
sensor.

KIMYASAL

NUKLEER ENERJI Is1 degistiricisi ve
borusu, ¢amur™
pompasl, reaktor

kazani.

Niikleer reaktor
pargalari, birlesme
reaktoriiniin ilk duvari.

TICARET
BIOMETALLER Yapi malzemeleri, spor
ekipmanlari, araba

Implantlar, yapay deri. govdesi, pencere cami.

Sekil 3.1. FDM” nin farkli uygulamalari.

FDM son zamanlarda dikkatleri tizerine ¢eken bir kavram olmasina ragmen, bu tarz
heterojen malzemelerin dogada oldugu hep bilinen bir gergektir. Omegin; tortul kaya,
farkli 6zellikte tabakalarla biiyiik 6l¢iide FDM” dir ve kemik, yapisinda sert dis tabaka
yumusak i¢ kisimlara gegisi saglayan dereceli kompozittir. En ¢ok dikkat ¢eken dogal
FDM bambu olup sahip oldugu diizenli sirada yapisiyla su anda iiretilen FDM” lerden bir
adim 6ndedir (Amada ve ark.1996).

Malzemenin profil tasariminda nicel 6zellik tahmininde; malzemenin tiim bilesim
araligin1 kapsayan malzemenin gergek mikro yapilarinin etkisini hesaba katan uygun tek
bir esitlik yoktur. Dolayis: ile kimyasal bilesim ve malzeme &zellikleri deneysel olarak
belirlenmelidir. Sentezde FDM o6nceden tasarlanmis malzeme gegis profiline gére gesitli
imalat stirecleri kullanilarak tiretilir (Sampath ve ark. 1996).

FDM’ ler, birlesimi stirekli olarak bir yonde degisen 6zel kompozitlerdir. Malzeme

ozelliklerindeki gegis alasimi ve kaplamali kompozitlerde tecriibe edilen 1s1l uyumsuzluk
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problemlerini azaltir. FDM’nin mikro yapisi genellikle heterojendir ve FDM’ nin baskin
hasar modu hatadan (inclusion) baslayan ve ilerleyen catlaktir, Dolayis1 ile FDM iceren
pargalarin tasariminda catlak biiytimesi ve ilerlemesi ile ilgili bilgi énemlidir (Marur,
1999).

FDM’ ler takviye faz(larjpn dagiimimnin her yerinde mikro yapisal detaylarin
mekana bagh olarak degistigi yeni nesil malzemelerdir. Mithendisler bu islemi takviyeleri
farkl1 ozelliklerde, biiyiikliiklerde ve sekillerde kullanarak buna ilaveten takviye ve matris
fazlarnin fonksiyonlarim stirekli sekilde bir birleri arasinda degistirerek gerceklestirirler.
Sonugta elde edilen ise makro olgekte veya siireklilik 6lgeginde stirekli ya da siireksiz
degisen 1s1l ve mekanik 6zellikleri olan mikro yapidir. Malzemelerin mikro yapist ile ilgili
bu yeni kavram, hem malzeme biliminde hem de malzemeierin mekanigi alaninda déniim
noktasidir. Ciinkii ilk defa yapisal parganin son tasariminda yapisal ve malzeme ile ilgili
kriterlerin tamamim bir araya getirebilmesine imkan taninmistic (Hirai, 1996). FDM’ ler
hava tagmacilig1 ve uzay araglari motorlarindan bilgisayar devre kartlarina kadar ciddi 1sil
degisimleri olan uygulamalar i¢in namzettir. Fonksiyonel derecelendirilmis mikro yapilarmn
tasarmmini kontrol eden pek ¢ok degisken olmasindan dolayi, FDM’ lerin potansiyellerinin
tam anlami ile kullanilabilmesi amaci ile birlestirilmis 1s1l mekanik yiiklere olan tepkisi
i¢in uygun modelleme stratejilerinin gelistirilmesi gerekmektedir. Oncesinde, FDM’ lerin
tepkisi i¢in pek ¢ok hesaplama ydntemi malzemenin heterojen mikro yapisini genel yapisal
analiz ile birlestirmemigtir. Daha ¢ok, FDM’ de verilen bir noktadaki oncelikle segilen
mikromekanik yerel etki veya makroskobik ozellikler tamami ile homojen kabulii ile
se¢ilen mikro mekanik plana gore elde edilir ve genel 1s1l mekanik analizde kullamlirdi.

FDM’ de olusan mikro yap1 iiretim siirecine siki sikiya baglidir ve genellikle mikro
yap1 liretim sirasinda yiiksek 1s1l ve kalinti gerilmeler sebebi ile (6zellikle malzemeler
yiiksek sicaklik ve basing altinda islem gordiiyse) heterojendir. FDM igeren yapilarin
baskin hasar ¢esidi daha once de belirtildigi gibi catlak baslamasi ve hatadan baslayarak
biiytimesidir. FDM” deki mikro ¢atlaklarin ve bosluklar biyiik 6lgekli yariklara yol agar bu
ise biitlin par¢anin kirilmasina sebep olabilir. Dolayisi ile ¢atlak biiylime ve ilerleme bilgisi
FDM ‘ibg;eren parcalarin tasariminda ve kirilma toklugunun gelismesinde Onemlidir.
Homojen ve ikili malzeme ¢atlaklar1 alaninda gelistirilen kirilma mekanigi prensipleri
catlak biiylimesinin etkisi ve FDM’ deki ¢atlak ilerlemesine karsi malzeme direnci adres
gosterilerek gelistirilebilir. Bu ise, hem ¢atlak tahrik kuvvetinin hesaplanmasini, hem de

malzemenin karakteristik direncinin hesaplanmasini gerektirmektedir.



18

Baslangicinda FDM, uzay araci projesindeki yiiksek sicakliklardaki yapisal
elemanlar igin oldukga siki sartlar1 saglayacak sekilde 6nerilmistir. Sicak yiizey okside bir
gevrede hedeflenen ¢ahigma sicakligi olan 2000 °K (yaklagik olarak 1726.85°C)
civarimndayken soguk ylizey yaklasgik 1000 °K (yaklagik olarak 726.85 °C) civarmdadir.
Sicak bolge i¢in seramikler segilirken; sert, tok ve 1s1l gegirgenligi olan malzemeler soguk
~yiizeyler igin secilmistir. Yiizeyler arasinda metal veya karbon matris kompozitler
derecelenmistir (Mortensen ve ark., 1995).

Prensipte, fonksiyonel derecelenmis malzemeler pek ¢ok agidan faydalidir.
Derecelendirmenin muhtemel yararlar1 agsagidakileri igermektedir:

1- Isil kalint1 gerilmeleri azaltmak,

2- Catlagin biiytimesi i¢in ¢atlak tahrik kuvvetini azaltmak,

3- Baslangigtaki plastik akmay1 veya mikro ¢atlamay: bastirmak,

4- Ara ylizey bag mukavemetini ve benzer olmayan katilarin kirilma toklugunu
gelistirmek,
5- En yiiksek gerilmeyi azaltmak ve ¢atlaga hassas belli yiizeylerdeki gerilme

tekilliklerini ortadan kaldirmak,

Stiper 1s1 direngli ‘alaslmlarm gelismesi, havacilik ve niikleer bolinme/kaynasim
endistrilerindeki arastirmalar igin Oncelikli alan olmustur. Bu malzemeler igin istenen
sartlar yiiksek sicaklik direnci ile birlikte yiiksek tokluk ve 1sil iletkenliktir. Disliler ve
yataklar gibi yliksek asinmaya maruz kalan pargalarda, malzemede yiiksek asinma direnci
ve tokluk istenmektedir. Bu alanlarda kisitili kullanilabilirligi olan klasik homojen
malzemelerde temel malzeme, sicaklik veya aginma direngli malzemelerle kaplanarak elde
edilen stiper alasim kaplama teknolojisindeki aragtirmalar zlandirmistir. Bu kaplamalar,
genellikle seramiktir ve diisiik agirlikli, yiiksek direngli ve goreceli olarak yiiksek mekanik
glivenilirligi olan seramiklerin bu g¢esit kompozitlerin kullanim: sirasinda karstlasilan
problemleri ¢ozebilecegi beklenmektedir. Dogal olarak, kaplama ve alt tabakanin
birbirinden farkli kimyasal ve isil-mekanik 6zellikleri vardir. En belirgin sonucu ise,
kaplama siirecinde. yiiksek kalint1 gerilmeler ve kullanim sirasinda yiiksek 1sil gerilmeler
ortaya ¢ikmasidir. Dolayisi ile kaplama ile alt tabakanin ara yiizeyi zayiflik diizlemidir ve
kullamm sirasinda hasara ugramaya egilimlidir. Benzer durumlar, istenilen fonksiyonu
gerceklestirebilmek igin farklt malzemelerin baglanmasini gerektiren pargalarda mikro

elektronikten yapisal mithendislige kadar farkl: alanlarda ortaya ¢ikmaktadar,
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FDM toz metalﬁrjisi Bishop ve ark.” na gore (1993), kaymali dokiim/ tabakali
kaymali1 dokiim Chu ve ark.” na gére (1993) buhar ¢okertme metotlan Sasaki ve Hirai’ ye
gore (1991), vb. kullamlarak basari ile tiretilir. FDM bir kere tiretildiginde, mikro yapist ve
malzeme Ozellikleri dagilimu tasarlandi) ile aym oldugunu anlamak icin degerlendirilir.
Bunun igin, geleneksel bazi test metotlar ﬁygulanabildigi gibi, yeni tekniklerin
gelistirilmesi malzeme 6zelliklerindeki siirekli degigiminin Slgiilmesinde meydana gelecek

zorluklar i¢in gereklidir.
3.4. Ortotropik Fonksiyonel Derecelendirilmis Malzemeler

Ortotropik FDM’ lerle ilgili yapilmus ¢alismalardan bazilari, konunun kapsaminn
goriilmesi agisindan tarihsel siralama ile asagida verilmistir.

Batra ve Jiang (2008), Stroh formiilasyonunu kullamlarak miikemmel rijit kabul
edilmig alt tabakaya baglanmis lineer elastik sonlu genislik ve kalinliktaki anziotropik
tabakanin ¢ok kiigiik (infinitesimal) deformasyonlarini analitik olarak ¢aligmis ve eksenel
yik ile niifuziyet (penetration) derinligi arasindaki iligkiyi elde etmek icin farkli
profillerdeki baskilar aracilig1 ile kuvvet uygulamislardir.

Xu ve ark. (2008), malzeme &zellikleri ayni tistel fonkiyonla derecelendirilmis ¢izgi
yiike maruz birakilmis ortotropik ve yari sonsuz problem iizerinde ¢alismuslardir. Temel
kismi diferansiyel denklemler tamamen kapali formda ve basit fonksiyonlar cinsinden
¢oziilmistiir. Cizgi yiikiin yakinindaki yerel gerilmeler ve yerel yer degistirme alanlarinin
analitik ¢dziimleri elde edilmistir. Coziim izotropik FDM’ ye de indirgenebilmektedir.

Kahya ve ark. (2007) tarafindan, tabaka ve yari diizlemden olusan anizotropik
clastik ortamdaki temas problemi ele almmustir. Ortam, konstantre yiik ile rijit dairesel
baski araciligy ile yiiklenmistir. Stirtiinme ve yer ¢ekim kuvvetlerinin olmadig: ve ara
ylizeylerden sadece baski kuvvet, moment ve torklarimin gegtigi kabul edilmistir. Fourier

doniistim teknigi kullanilarak verilen tabaka ve yar1 sonsuz diizlem igin temel denklemler
i¢in genel ¢oziimler elde edilmistir. Sayisal sonuglar; temas gerilmeleri p (JC),’ e bagh

olarak ara yiizeydeki elyaf aralify, 0, ara yiizeydeki temas uzunluklari, 24,ve 2,

cinsinden verilmistir.
Kii¢iik (2007) taratfindan yapilan ¢aligmada, homojen bir birlesme (bond) tabakasi
ve homojen bir alt tabakaya baglanmis ortotropik FDM ile kaplamalarin karisik mod
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kirllma davramsimnin arastirilmasi amaglanmistir. Gémiilii ¢atlak problemlerini mekanik
veya 1s1l yiikleme kosullar altinda ¢6zmek igin analitik ve sayisal yontemler kullanilmistur.
FDM kaplama malzeme Ozellik degisiminin kalinhk yoniinde ve catlaklarin smirlara
paralel oldugu varsayillmustir. Ortotropinin ana eksenleri simrlara paralel ve diktir.
Ortotropik FDM kaplama igindeki ¢atlak yﬁzeylerinin. ya diizgiin yayili normal veya
diizglin yayili kayma gerilmelerine maruz birakildign varsayilarak analitik olarak
incelenmistir.

Giintimiizdeki uygulamalarin zor sartlara kargt koyabilmesi igin, arastirmalarda
FDM geleneksel malzemeye alternatif olmaya aday olarak gosterilmistir (Kasmalkar,
1997). Bu heterojen malzemeler, baglanma mukavemetini artirarak ve 1s1l uyumsuzlugu
azaltarak ara ylizey Ozelliklerinde iyilestirmeler‘ Onermektedir. Bu malzemeleri
uygulamaya koymadan 6nce, FDM’ nin tasariminda en dnemli adim gerilme ve kirilma
analizleridir. Kasmalkar tarafindan yapilan ¢aligmada, homojen alt tabakqlann tizerinde

FDM kaplamalarin kirilma performans: tizerinde odaklanilmustir.
3.5.Elastisite Modiiliiniin Derecelendirilmesi

Gegen birkag on yildir geometrik mekanikgiler (Suresh, 2001) nokta yiikii altindaki

elastik derecelendirilmis alt tabakalarda galigmuslardir. Bu ¢alismalarda, Young modiilii

B
>

E, kuvvet kanunu F = E ozk baskilanmis (indented) yiizeyin derinligi, z,’ nin
fonksiyonunu olarak degismektedir. Burada, E, yiizeydeki referans Young modiiliidiir ve
0 < k < 1(homojen malzemeler igin & =0 ) dir. Elastik modiilindeki, E, bu degisimler,

tipik olarak kumlu topraklar ve takviye edilmis kil yataklarinda gorilebilir. Bu
calismalarda; bilinen baski geometrileri (kiire, koni, silindir veya piramit gibi) icin
baskinin ylizeye girisindeki niifuziyet derinligi olarak bilinen 4, veya baskinin (indenter)
alt tabaka ile olan temas yaricap1, a, baskilama (indentation) yiikiiniin, P, degisimi icin
genel ¢oziim saglamaz, bu tiir teorilerin dogrudan deneysel olarak dogrulanmas: gereklidir.

Young modiiliniin derinlik yoniinde iki farkli genel degisimi yani E = Eozk

kuvvet kanunu degisimi ve E = E %’ Ustel degisimi igin (burada (1/(1) (a * O) olmadigi

durumlarda yiizeyin altinda modiiliin derecelendirilmesi ile birlikte uzunluk &lgiistinii

gOstermektedir) ve Poisson orani, v, (tek eksenli gekme deneyinde yanal sekil degistirme
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degerinin negatifinin eksenel sekil degistirmenin degerine oran1) mekén icinde (spatially)
degisken olacak sekilde herhangi bir belirli degeri icin, elastik derecelendirilmig
malzemelerin nokta yiikler ve asimetrik baskilarla siirtiinmesiz normal baskilamas: icin
genel teori geligtirilmigtir (Giannakopoulos ve Suresh, 1997). Agik (expilicit) analitik
bagmtilar, farkli baski geometrileri i¢in baskilama yiiki, P,niifuziyet derinligi, %, veya
temas yarigapl, a, iliskilendirmek i¢in tiretilmistir.

Sabit Poisson orani, v, ile elastik derecelendirilmis bir malzemenin ¢ap:, R, olan

bir kiire ile baskilandig1 kabul edilsin (Sekil 3.2a). Young modiiliiniin, £, derinligin z, bir
fonksiyonu olarak {istel olarak azalip (05 < 0) , gogald1g1(06 > 0) ya da(a = 0) sabit

kaldig1 kabul edilsin (Sekil 3;2b). Homojen elastik malzeme P’ nin A'° ile bagmtilh
baskilama tepkisi vermektedir (Sekil 3.2c). Eger elastik modiilii, E,baskilanmis yiizeyin
altinda artarsa baskilama tepkisi daha katidir. Tepkinin katilig1 elastik modiiliiniin ulastig
tistel artisin limiti gibi diigey asimptota ulagr.

Eger(a <0) ise, baskilanmis yiizeyin altindaki elastik olarak yumusak malzeme

homojen malzeme ile karsilastirildiginda daha az tepki verir. Baskilamanin yiik tasima

kapasitesi E, ylizeyin altinda tistel olarak azalirken asimptotik limit de ortadan kalkar.
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Sekil 3.2. Elastik derecelendirilmis yiizeyin baskilama tepkisi.

(@) P yiikiine maruz kalmis kiire baskinin altindaki temas bdlgesinin detaylari.
(b) Baskilanmis yiizeyin altinda yiizeyin Young modiiliinii, £,, ve (05 = O)

elastik homojen malzemeyi géstermek sart1ile £ = E,e% Young
modiiliindeki derinlik z’ nin fonksiyonu olarak tistel artisin (a' > O) veya

azalisin ( a< 0) sematik gésterimi.

(c) Homaojen ve derecelendirilmis yiizeyler i¢in normalize edilmis baskilama
ylikiiniin normalize edilmis niifuziyet derinliginin fonksiyonu olarak
degisiminin sematik gosterimi. Derecelendirilmis yiizeyler i¢in niifuziyet
derinligi, A, ile P, ’ nin degisimi yiizey ve baskinin 6zelliklerinin, baski
yarigapmin ve elastik modiiliindeki « , * nin karmagik fonksiyonudur
(Giannakopoulos ve Suresh, 1997).
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3.6.Cahsmamn Onemi

Giiler ve Erdogan (2006) tarafindan da bahsedildigi gibi ¢ok 6nemli bazi yapisal
pargalarm hasar modu, temas gerilmesi ile olugmus yiiksek gerilme konsantrasyonunun
sebep oldugu yorulma ve kirilmadir. Yiizeyin uygun olarak hazirlanmasi, dolayis: ile yiik
transfer elemanlarimin Meseld; bilyali yatak ve kaymali yataklarda, diglilerde makine
takimlarinda, kamlarda ve yiiksek performanslh sabit gaz tiirbinlerindeki contalarda tasarim
ve liretim siireci ¢ok 6nemlidir. Bu da FDM” lere olan ilgiyi artirmustir.

Bunun yaninda, tiretim sonucu malzemedeki degisimler de gbz oniine almacak
olursa fonksiyonel olarak derecelendirilmis ortotropik malzemeler ile ilgili yapilacak
modellemelere ihtiyag duyulmaktadir. Klasik malzemelerin problemlerini gidermek ve
ihtiyaglara daha yiiksek verimde karsilik verecek malzemeleri elde etmek igin baslayan
¢aligmalar once kompozit malzemeleri, sonrasinda kaplamali kompozitleri ortaya
¢ikarmigtir. Bu malzemelerin problemleri ise izotropik fonksiyonel derecelendirilmis
malzeme ile ¢6ziilmeye c¢aligilmig fakat iiretim teknikleri sebebi ile bu malzemelerin
tasarimda istenilen 6zelliklerini yitirdikleri gériilmiistiir.

Fiziksel problemin hasar analizindeki mekanizma siirtiinmenin oldugu ortamda
kaymali temas sebebi ile olusmus yiizey ¢atlaginin baslamasi ve ilerlemesidir ki bunun
sonucunda kazimali yorulma (fretting fatigue) meydana gelir. Bu kapsamda, temas
gerilmeleri sebebi ile olusmus catlamalar galisilmis ve verilen temas alani igin gerilme
siddet faktorlerinin hesaplanmas literatiirdeki ¢aligmalarda genellikle kullanilmistir. Pek
¢ok durumda, homojen yar: diizlem veya ince homojen tabaka tarafindan homojen alt
tabakaya kaplama {izerinde . ¢alisilmistir. Kazimali yorulma problemlerle ile ilgili
referanslar arasinda (Dag (2001); Hills ve ark. (1993); Hills ve ark.,(1994)) verilebilir. -

FDM’ lerin, yapilari sebebi ile ozellikle metal ve seramiklerin birlesiminde
istenmeyen oOzellikleri daha etkili bir sekilde azalttigi goriilmiistiir. Dereceli malzemelerin
kalinti gerilmeleri azalttigi, belirgin bir sekilde baglanma mukavemetini artirdign ve
kalmlik yontinde kirilma toklugunu artirdigi goriilmiistiir. Fiziksel problemler kabuller
tizerine kuruludur. Homojenlik 6zelligi genellikle mekanik problemlerinde ¢éziilmesi daha
kolay modellemeleri olusturmak igin kullandmistir. Bu ise gercege yakin degildir.
Ortotropik FDM’ ler; dogada bulunan veya imalat siire¢leri sonucunda tasarlandig
ozellikleri yitiren izotropik FDM’ lerin modellenmesi i¢in parametre sayist arttigi ve

gercek malzemeye yaklastigi i¢in uygundur.
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Malzemenin 1s1l-mekanik 6zelliklerinin derecelenmesi kavram tasarim igin Snemli
bir ara¢ saglar. Bu yeni ydntemin tiim avantajlarindan yararlanabilmek icin sadece etkili
isleme yontemleri ve malzeme karakterize etme yontemleri gelistirmek i¢in degil, bunun
yamnda FDM pargalarinin giivenlik ve dayaniklilig: ile ilgili temel mekanik calismalari
gergeklestirmek igin de arastirmalar gerekmektedir. Bu ¢alismalar, genellikle maksimum
gerilmelerin  oldugu yiizeylerdeki bazi parcalarin a§1nma ve yipranmalara karsi
korunmalarina yardimer olabilir.

Cok fonksiyonlu malzemelerin bilesenlerindeki ideal davramslarin avantajlarin
ald1g1 bilinmektedir. Meseld; seramiklerin 1s1 ve korozyon direnci ile birlikte metallerin
mekanik mukavemet ve toklugu bir araya getirilebilir. Bu malzemelerin bir kismi tiretim
tekniklerinin degistirilemeyen 6zellikleri sebebi ile tasarlandigi dogal yapisinn izotropisini
kaybetmektedir. Ornegin, plazma piiskiirtme teknigi uygulanan FDM’ ler genellikle ince
tabakalar seklinde siralanmistir. Bu zayif sinurlar ise derecelendirilmis malzemede daha
yiksek katihk ve simra paralel daha zayif ayrilma (clevage) diizlemleri olusturmustur.
Elektro 151 fiziksel buharlastirma teknigi ile kalinhik yoniinde daha fazla katilik ve sinira
dik zayif kirilma diizlemlerde olugmugtur. Bunlar ise tercih edilen birbirine paralel
malzeme yonii ile ortotropik olmustur (Kim ve Paulino, 2003).

Derecelendirilmis malzemeler tiretim teknigine bagli olarak anizotropik malzemeye
doniigebilmektedir (Rao ve Rahman, 2003). Literatiirde, heterojen yiizeylerin diizlem
temas mekanigi lizerine bir¢ok galisma vardir. Fakat ortotropik FDM® lerle ilgili temas
problemine ¢ok fazla rastlanmamustir.

Literatlirde genellikle diisey yonde derecelendirme ¢alisilmistir (Giler (1996); Dag
(2001)). Bu calismada buna ilave olarak yatay yonde heterojenlik de matematiksel olarak
modellenmistir (Ozatag, 2003).

Yukarida da anlatildigs gibi FDM’ lerin kirilma mekanigi iizerine ¢alisilirken
ortamin izotropik olmasmin kabulii gergekei degildir. Erdogan’ in (2001) calismasinda da
belirttigi gibi, heterojen ortamin asal eksenlerin sira paralel ve dik olacak sekilde
ortotropik oldugunun kabul edilmesi gergege daha yakin yaklagimdir.

Ortotropik FDM’ de temas ylizeyinde olusan gerilme dagilimmndaki malzeme
ozelligt degisiminin etkisinin elde edilmesi tasarim ve tiretimde bazi pargalarin asinma ve
yipranmalara karst korunmalarini saglar. Baz1 6zel uygulamalara bagh olarak; temas
halindeki pargalarin tasariminda pek ¢ok faktér gbz oniine alinmalidir. Belki de en énemli

tasarim faktorlii malzemenin se¢imidir.
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Malzeme &zellikleri istee bagli olarak derecelendirilir ama y&nelme (orientation)
genellikle malzemenin gérdiigii islem siirecinin sonucudur (Oztirk ve Erdogan, 1999).
Endiistriyel kullamm alanlarinda ihtiya¢ duyulan farkli ve degisken tasarim girdileri olan
malzemelerin  fonksiyonel olarak derecelendirilmis ortotropik malzeme olarak
modellenmesi dngoriilmektedir.

Sonug olarak; yukarida da referanslara dayandiralarak anlatildig: {izere, endiistride
duyulan ihtiyac1 kargilamak hedefi ile diisey yonde izotropik fonsiyonel derecelendirilmig
malzemelerin temas mekaniginden yola ¢tkilarak hazirlanan bu calismada diisey yoénde
ortotropik fonsiyonel derecelendirilmis malzemelerin temas mekanigi igin gerekli metot

gelistirilmisgtir.
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4.GENEL ELASTISITE DENKLEMLERI

Anizotropik elastik malzemelerde dis kuvvet sebebi ile olusmus gerilme-sekil
degistirme bagmtilarini elde etmek igin klasik elastisite teorisinden yola ¢ikilir. Bunu
yapabilmek i¢in ise bazi kabuller yapmak gerekmektedir. Bunlardan ilki, klasik elastisite
teorisinde oldugu gibi cisimin kati olmasi yani ortamuin siirekli olmasi kabuliidiir. ikinci
kabul ise, sadece kii¢lik sekil degistirmelerin oldugunun g6z 6niinde bulundurulmasidir.
Ugiinciisii ise gerilme-sekil degistirme bagmtilarinin lineer oldugu yani malzemenin genel
Hooke kanununa uygun hareket e‘Etigi kabultdiir. Dolayis: ile, bu lineer bagintidaki
katsayilar ya sabit (homojen kat1 cisimlerde) ya da degisken yani konumun fonksiyonu,
stirekli veya stireksiz (homojen olmayan kat cisimlerde) olur. Son olarak ise, sadece dis
yiklemenin oldugu (dis kuvvetin disinda olugmus i¢ gerilmelerin, 1s1l gerilmelerin ve

dinamik etkinin olmadig1) kabul edilir.
4.1. Ortotropik Malzemelerde Gerilme-Sekil Degistirme Bagmtilar:

Bir malzemeye izotropik denilebilmesi i¢in verilen herhangi bir noktadaki tiim
malzeme ozelliklerinin yonden bagimsiz olmalari gerekir. Diger taraftan, bir malzemenin
anizotropik olabilmesi i¢in ydne bagli malzeme o6zelliklerinin olmasi gerekir. Segilmis
koordinat sistemine gore eger m malzeme Ozelligi olarak tammlanirsa izotropik
malzemeler i¢in m =m ve anizotropik malzemeler igin m = m > dir. Sekil 4.1” de herhangi

bir malzeme icin koordinat sistemi oryantasyonu goriilmektedir.

Sekil 4.1. Izotropik ve anizotropik malzemelerin tanimlarmin sematik gosterimi.
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Anizotropik malzeme igin gerilme-gekil degistirme bagintilari asagidaki sekilde
verilir:

i = Cijkl"kl

gy sekil degistirme tensorii, o il gerilme tensorii ve Czjkl dordincli dereceden

uygunluk (compliance) tensoriidiir. Uygunluk tensoriiniin 81 elemam olmasmna ragmen
gerilme ve gekil deistirme tensérlerinde simetri uygulanarak bagimsiz elemanlarin sayisi
36’ ya iner.

g, =Cl.j0']. (i,j=12,..,6)

Kompozit yapilarin mukavemetlerinin belirlenmesi ve gerilme analizlerinin
gerceklestirilebilmesi igin oncelikle kompozit malzemelerde gerilme-sekil degistirme
bagntisinin incelenmesi gerekmektedir (Kaw, 1997). Temel Hooke kanunu ii¢ boyutlu bir

cisim i¢in su sekilde yazilabilir:

(e} [C, C, Cy C, Cs Cglfo)
& Cy Cy Cy Gy G Cyllo,
18 _ Gy G, G G Gy Gy Joy
&, C, C42/ Cs; C, C,s C46 o,
Es Cs] C52 C53 C54 C55 C56 o,
\56J Co Co Cy Cou Co Cglog)

Burada C; elastiklik katsayilardir. Sekil degistirme enetji yogunlugu fonksiyonu

U, kullamlarak bagimsiz parametrelerin sayis1 21° e iner.

BN r -1 ~N
(81 C, G, Cs Cy Cs Ci 0,
& Cy Cy Cy Cys Cys 03
) &3 - Cy Cy Cis Css 03
g simetrik Cu Css Cys o,
&5 Css Css O
€6) L Ces 106

01 =0711,07) = 0,03 =033,0, :023,05 :01350-6 =0y,
8= E&158) T Ep,83 = 833,86, 22523,85 :2813’86 =2¢),

Denklem 4.3 de verilen baginti anizotropik malzemelerin gerilme-sekil degistirme

bagmtilarimin en genel halidir. Bazi anizotropik malzemelerde malzeme simetrileri vardir.

4.1.

4.2.

4.3.

44

4.5.
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Bu durum ise uygunluk matrisinin bagimsiz eleman sayisin azaltir. Yukarida bahsedilen
simetri ise, elastik simetri diizlemi olarak tammlanir. Bu terim, Yilmaz (2006)’ da
bahsedildigi gibi, Ochoa ve Reddy (1992) tarafindan su sekide tammlanmigtir: “Bir
noktadaki elastilik katsayilari, belirli bir diizlemdeki her bir koordinat sistemi ¢ifti icin bir
digerinin yansimasi olacak sekilde ayn1 degerlere sahiptir. Bu diizlem, ad1 gecen nokta icin
elastik simetri diizlemi olarak tanimlamr.” Ortotropik malzemenin birbirine dik ii¢ elastik
simetri diizlemi vardir. Bu durumda genellestirilmis Hooke kanunu x, y, z koordinatlarinda
gerilme-gekil degistirme bagmtilarr igin Lekhnitskii (1968) tarafindan asagidaki gibi
verilir:

&, =C0,+C,0,+C 40,

€, =Co,+C,0,+C,0,

€, =C30,+Cpo, +C550,

7yz = C,44Z.yz
}/xz = CSSsz
yxy = C66rxy

Ortotropik malzemelerde birbirlerine dik dogrultuda ti¢ eksende simetrik malzeme
ozelligi mevcuttur. Bagimsiz malzeme parametrelerinin sayis1 9> a inmistir. Bu malzemeler

icin gerilme-sekil degistirme iliskisi su sekilde ifade edilmektedir:

(&) [Ch G, G 0 0 0] (0]
& Cy G C 0 0 0 |lo
I - Gy G G 0 0 0 |0 f
&, 0o 0 o0 C, 0 0 ||o
&; 0 0 0 0 C4 0 ]|o
&) L0 0 0 0 0 Cgxjlos

Ortotropik malzemeler igin uygunluk matrisi [C ] mithendislik sabitleri cinsinden

su sekilde yazilabilir:

4.6.

4.7
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1 Vai Vii
— S Yoo g
El E2 E3
LR T
EZ EZ E3
e
E, E, E

[C:': 1 2 3 |
0 0 0 —=— 0 0
G23
1
6o 0 0 0 — 0
G3l
o o o o o -
i Gia | 438,

4.2.0rtotropik FDM’ lerde Gerilme-$ekil Degistirme Bagintilar

[zotropik FDM i¢in Hooke kanunu asagidaki sekilde ifade edilebilir:

_H(xY) 0 _a2
o,.(x,y)= > |i(l( + 1) o u(x, y)+ (3 K‘) % v(x, y)i| | 4.9a
0, (%) =%[(K+l)%v(x,y)+(3—K)a—iu(x,y)} 4.9
O (%, ) = p(x, y){ ayu(x y)+—V(x y)} 4.9¢
Ortotropik FDM igin ise Hooke kanunu agagidaki sekilde ifade edilebilir:
E(xy)| 0 3
Ou(®) =775 [ u(x, y)+vayV(x y)} 4.10a
0
0, (%, )= li(_xvy ) [5 V(e y)+v—ulx, y)} 4.10b
Exy) | 0 o
0, (%,y)= (HV){@y (%) +—v(x, y)J 4.10c

Yukanidaki # ve Vv sirasi ile yerdegistirmenin x ve y yonlerindeki bilesenleridir.

E(x, ¥)’ nin tanimi ise derecelendirmenin yéniine gore degismektedir.
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5. PROBLEMIN FORM{/LASYONU
5.1.Giris

Bu bélimde amag, yart sonsuz diizlemde E,exp(yy) seklinde modellenmis

ortotropik FDM” de rijit bask1 aracilig: ile olusmus kayma temas problemini incelemektir.
Malzemenin diisey yonde derecelendirilmis ortotropik, diizlem elastik oldugu kabul

edilmistir. Problem dikdortgen bask: profili (flat stamp) igin say1sal olarak ¢oziilecektir.
3.2. Diisey Yonde Derecelendirilmis Ortotropik FDM’ de Temas Mekanigi Problemi

Bu ¢alismadaki temel problem; ylizeydeki kuvvet, rijit baski aracilip ile elastik
derecelendirilmis yar1 diizleme transfer edildigi zaman olugan temas bdlgesindeki gerilme
dagilimim elde etmektir. Bu bsliim; Giiler (1996)” da izotropik F DM’ lerin temas mekanigi
formiilasyonunda kullanilan metot, Krenk (1979), Oztiirk ve Erdogan (1997) ve Oztiirk ve
Erdogan (1999) tarafindan ortotropik FDM’ ler igin gelistirilen metotla birlestirilerek
¢cozllmustiir.

Sekil 5.1.° de, diisey yonde heterojen ortotropik yari sonsuz diizlemdeki kayma

diizlem temas mekanigi probleminin genel sekli verilmistir:



31

x, (x)

Q'IP

Sekil 5.1.Diigey yonde derecelendirilmis ortotropik malzemedeki diizlem temas mekanigi
probleminin genel gosterimi.

Yukaridaki sekilde, rijit dikdortgen profilli baski ortotropik FDM’ ye

uygulanmaktadir ve x; ve x, eksenleri ortotropinin asal eksenleridir. Malzeme, x, y6niinde

derecelendirilimistir. Temas alani, derecelendirmenin yoniine diktir.

Bu diizlem elastisite probleminde; temas bolgesinden ortalama normal kuvvet, P,
ve kaymali temas oldugu i¢in eksenel kuvvet (tangential force), nP, aktarilmaktadir. n
yar1 diizlemin Ust yiizeyindeki sabit stirtlinme katsayisiu gostermektedir. Bu problemde
Coulomb siirtlinme modeli kullanilacagindan temas sonucu aktarilan eksenel kuvvetin
yeterince biiylik ve normal kuvvet ile siirtiinme katsayisimin ¢arpimina esit oldugu kabul
edilir. Temas alan1 $ekil 5.1°de gosterilen x; = a ile x, = b arasindadir. Kaymali temasin
ara yiizeyde oldugu kabul edilmektedir. Ayrica, temas alanina yakin bolgedeki gerilme
dagilimi arandigr i¢in baski altindaki katiya yar1 sonsuz diizlem kabulii ile
yaklagilmaktadir. Ciinkii; diizlemin alam temas alani, E—a, ile karsilastirildiginda ¢ok

biiytiktiir. Hertz’ in temas alam temastaki parcalarin geometrilerine gore yeterince kiigiikse

ve diger ylizeylerden yeterince uzaksa kabulii de yar1 diizlem yaklasimini isaret eder.
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Baska bir deyisle, temas halindeki katilarin yerel olarak yiizeysel egriliklerinin oldugu

kabul edilir. Bu egriliklerin boyutunun (a + b) karsilagtinldiginda bask: yarigaplari olan R
ve R,” ye gore kigiik oldufu kabul edilir. Elastik modiliine {istel yaklasim

derecelendirilmis malzemede sadece malzeme 6zelliklerine yakin yaklasim saglamakla
kalmaz, bunun yanimda integral doniisiim metodu kullanilarak ¢oziilebilen sabit katsayilt
diferansiyel denklem elde edilmesini de saglar. Temas probleminin ¢6ziimii Poisson oranu,
v’ den bagimsiz oldugundan sabittir (Dag, 2001).

Bu bolimde, yari diizlemin yiizeyindeki bilinmeyen temas gerilmesi sebebi ile
olusmus kayma temas gerilme ve yer degistirme alanlar1 genel elastisite denklemleri

E.

ii»Gy kullanilarak formiile edilecek ve tekil integral denklemine déniistiiriilecektir.
Malzeme heterojenliginin, slirtiinmenin temas gerilmesi tizerindeki etkisi incelenecektir.

Gerilmeler ve yer degistirmeler bilinmeyen fonksiyon, p(x), cinsinden elde edilecektir.

Heterojen ortotropik ortamda a<x, <b arasinda temas gerilmesi olan diizlem
clastisite problemi ele alinsin. Bilinen tanimlamast ile u,(x;,x,) ve u,(x;,x,) sirast ile X,
ve X, eksenlerindeki yer degistirme bilesenleridir. 0y,(x;,%,) 0y (%,x,) 0y, (%, %,)
malzemenin asal eksenlerine gére gerilme bilesenleri ve &, €,,, &,,, malzemenin asal
eksenlerine goére sekil degistirme bilesenleridir. Bu problemin ¢dziimiinde; diisey yonde
derecelenmis bir ylizeyin rijit bir baski ile kayma temasinda oldugu, temas gerilme
dagilimindaki Onemsiz etkileri sebebiyle Poisson oramin sabit oldugu ve elastik
derecelenmenin derinlik y6niinde oldugu varsayilmigtir. Mithendislik elastik parametreleri
dort yeni parametre ile yani etkin katilik, E, etkin Poisson orani, v, kayma parametresi «,
ve katilik orami, &, ile ilk olarak Krenk (Krenk, 1979) tarafindan degistirilmistir. Bu
calismada da adi gecen parametreler kullanilacaktir. Bu dort yeni parametre ile lineer
gerilme—sekil degistirme bagintis1 asagidaki sekilde verilir:

& 57 —v 0 oy

&5 Lo, s 0 o,

E
2g,, 0 0 2x+v)| o,

5.1
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o 57 v 0 &,
E 2
0y | = - v o 0 &5y
Oy 0 0 1-v? |28,
] 2(k +v) |

Burada:

E, v ' E
E=\E\E,, 54:.E_”:_12_, V=EaVidVors Kzﬁ_‘/
¢) : 12

V21

diizlem gerilme durumu igin verilmigtir. Diizlem sekil degistirme durumunda bu dort

parametre asagidaki sekilde tammlanabilir:

- E\Ey V= (Vip + V13V ) (Vo + V5050
(I=vvs )1 —vyvs,) (I=vv A= vyvs,)
E 1-v.v E
s |l 12 = ey
Ep 1-viy»y, 2G,,

Young modiili, E, Poisson orani, v,, ve § = x =1, 6zel bir durum olup izotropik

malzemeyi verir ve diizlem gerilme igin:

E=F , v=yvy,

ve diizlem sekil degistirme i¢in:
E, 1%

1-v

i i

E=

seklinde tanimlanir.

Homojen ortotropik ortamlarda -1<x <w ve x <-1fiziksel olak herhangi bir
anlam1 yoktur (Oztiirk ve Erdogan, 1997).

Katilik orani, 6, dan bagimsiz degiskenleri elde etmek igin koordinat déniistimii

yapilir. Burada x ve y, u(x,y)ve v(x,y) ve 0, (x,y),O'W (%,y) ve 0, (x,y) swas ile

doniistlirtilmiis koordinat sistemindeki yeni apsis ve ordinat, yer degistirme bilesenleri ve

gerilmelerdir (Krenk, 1979):

1
x=—\/—lga ' y=x2\/g> u(xay):\/gul(xlaxz)a V(x9y):_5_u2(xl’x2)

O-xx(x:y) :W: O'W(x,y)=50'22(x1,x2), O'xy(x,y):qz(xl,x2),

52

5.3

54

5.5

5.6

5.7
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Hacimsel kuvvetler yok kabul edilirse, denge denklemleri diizlemde kartezyen
koordinaat sisteminde duragan durum (steady state) i¢in asagidaki sekilde elde edilir. Yer

degistirmelerin x -y diizleminde oldugu kabul edilmistir:

oo 8%
— 4 —— = 0 ,
ox oy
do, Oo,,
M ) :O, )
oy ox

Elastik parametrelerin dagilum ile ilgili iki kabul yapilabilir. Ilki, malzemedeki
heterojénlik durumu ile ilgili olarak E,, E,, ve G,, dagiliminin orantisal oldugudur. ikinci
kabul ise daha 6nce de bahsedildigi gibi temas probleminin ¢dziimiintin v, den bagimsiz
oldugudur (Dag, 2001). Dolayisiile v, x, ve &, min sabit oldugu kabul edilir.

Formiilasyonda ortotropik ortam igin gelistirilen elastisite teorisi ve yar1 sonsuz
diizlem yaklasimi kullanilacaktir. Ortotropik kabultin anlami, malzeme &zelliklerinin {i¢
~ ortogonal asal eksenlerinde farkli olmasidir. Sadece kiigiik sekil degistirmelerin oldugu
kabul edilmistir. Boylece, temas alan1 deforme olmamis ylizeylerin egrisinin yarigapmdan
¢ok kii¢iik oldugu durumlarda yiiksek seviyedeki sekil degistirmelerin yok kabul edilmesi
uygundur. Bu kabuller altinda temastaki hér yapi, diizlem bir yiizeyle sinirlandirilmis yari-
sonsuz yap1 olarak goriiliirse ki yar1 sonsuz diizlem olarak adlandirilir her yiizeydeki
gerilmeler daha iyi bir tahminle hesaplanabilir. Bu kabulleri ya da ideallestirmeleri temas
mekaniginde kullanmak gelenek haline gelmistir ve bunlar ilk defa Hertz (1881) tarafindan
tanimlanmistir.

Kiictik sekil degistirmelerin oldugu kabulii ve ortotropik diizlem elastik ortamda
diizlem sekil degistirme veya genellestirilmis diizlem gerilme sartlar altinda gerilme-sekil

degistirme bagintilar1 olan Hooke kanunu doniistiiriilmiis koordinat sisteminde asagidaki

sekilde yazilabilir:
o (5, )= ZY)| Bulry) | v y) |
I-v® | ox o |
CEGp)| ou(xy)  ov(xy)]
o, (x%y)= - _v . + &
o (x.y)=E5) {au(x,y)+av(x,y>}
Y 2Ax+v)| Oy Ox

5.8a

5.8b

5.9a

5.9b

5.9¢
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Burada:
E(x,y)=E(x,x,)
Etkin katilik, E, etkin Poisson orani, v, kayma parametresi ve &, katilik oram

sabitleri ve E(xpxz) fonksiyonunun tamimladig1 fiziksel parametreler asagidaki sekilde

tanimlanabilir:
By () = B(,5) %, Bn(s) =E(x.5)[&, G(x,x)=E00%)

Vv, =V87, v, =v/8,
Diizlem temas problemleri igin, temel kismi diferansiyel denklemler yerdegistirme
denklemleri kullanilarak elde edilir. 5.9a, 5.9b ve 5.9c. denklemler, 5.8a ve 5.8b.’

denklemlerde yerine konulursa asagidaki Navier denklemleri yani temel (governing) yer

degistirme denklemleri elde edilir:

2 2 2 - -
87;[+,BIZL;+,BZ ov +E§E(%+v@]+ 1o £@+@]:O
X

oy ady E ox\ox dy) Eoyloy ox
2 2 2 Ea ™
Py, 2 g T Ao ) 1B o) g
ox oy oxdy E oy\dy Ox) Eox\dy ox
Burada: '
_ 2Ax+v)
hi= 1-v?
B, =1+vp,

Bunlara ilaveten; malzeme 6zelliklerinin sadece x,” nin fonksiyonu oldugu kabul

edilir ve matematiksel amaca uygunluk i¢in £ (xl,xz) fonksiyonuna iistel oldugu kabulii

ile yaklastlabilir:

Yukaridaki denklemde » Birimi 1/uzunluktur ve egri uydurmak (curve-fitting) i¢in

kullanilir. Déniistiirtilmiis koordinat sisteminde gerilmeler asagidaki sekli alir:

5.10

5.11

5.12a

5.12b

5.13a

5.13b

5.14a

5.14b

5.14c
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E yy
o 1 {au<x,y>+vav<x,y)}

O (xa Yy )=
(1-2)1* | & o >-15a
Ee” 1 ou(x, ov(x,
0,,(%,3) =7~ —3V () , x.y) 5.15b
(1-5) 1-v ox dy
Ee” 1 ou(x, ov(x,
0, (%,y) =7 (.y) | Mx.) 5.15¢
(I—VO)Z(K+V) oy Ox
5.14b. denklém, 5.12a. ve 5.12b. denklemlerde yerine konulursa:
o’u o*v ou Ov
—+—|=0 5.16
% L oy (ay ox )
o*v ov  ou
+ A —+v—|=0 5.16b
axz ﬂl ay ﬂZ ay ﬁl Eﬁy aX']
elde edilir. Sonraki bsliimlerde yer degistirmeler ve gerilme alanlari asagidaki bilinmeyen
fonksiyon cinsinden elde edilecektir.
5.2.1. Sir sartlarn
Sekil 5.1 g6z Ontine alinirsa saglanmasi gereken sinir sartlarn asagidadir. Temas
alani disinda herhangi bir kuvvet, tork veya moment uygulanmadigi i¢in temas alam
disinda normal veya kayma gerilmesi yoktur:
-plx a<x <b
0'22(x1,0)={ p() 1 5.17a
0 —0<x <a, b<x <o
—q(x a<x, <b '
., (%,0) = a(x) ! 5.17b
0 —0<x <a, b<x <o
Bu ¢alismada dinamik etkilerin olmadigi ve kaymali temas kabul edildigi i¢in
temas alanindaki kayma gerilmesi Coulomb kanunu ile elde edilir:
012(%,0) =170, (%,,0) a<x<b 5.17¢
q(x,,0) =11p(x,,0) a<x <b 5.17d

Yukarida verilen sinir sartlarindan, 5.17b. denklem ve 5.17c denklem birlestirilmis
simr sartlarint yani aymi yari diizlem yiizeyinde gerilme ve yer degistirmeleri birlestirdigi

icin karigik degerli sinir sartlarini (mixed value boundary conditions) meydana getirir.
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Ashinda verilen simir sartlari gerilmeler i¢in oldugu gibi yer degistirmeler icin de gecerlidir.
Bu tiir ¢caligmalarda genel denklemler tekil integral denklemine indirgenirler (Erdogan,
1978). Bagka bir deyisle, bu tarz problemlerde, 5.17a,b. denklemler oldugu gibi yer
degistirmeler ylizey gerilmelerini belirlemek i¢in temas bolgesinin ylizeyinde belirlendigi
igin kangik degerli sinir sarth problemler olarak adlamirilirlar. Tekil integral denklemler
ortogonal polinomlar kullamlarak sayisal olarak ¢oziliirler. Tekil integral denklemlerin
uyguiandlgl mekanikte kargilagilan karigtk degerli simir sartl: problemlerin ¢6ziim teknigi
Erdogan (1978) taraﬁndan‘ gelistirilen metottur. Bu ¢alismada da bahsi gecen metot

izlenecektir.

5.2.2. Temas probleminin formiilasyonu

5.16a ve 5.16b. denklemlerin genel ¢6ziimii x yoniindeki Fourier doniisiimii
kullanilarak elde edilir. Bunun igin yer degistirme bilesenleri u (x, y) ve V(X, y) Fourier

doniigtimleri asagidaki gibi yazilabilir:

F(a,y)= I u(x, y)e " “da

—0

+00

G(a,y)= _[ v(x,y)e “da

—00

Burada i =+/-1. u(x, y) ve V(X,y) fonksiyonlar asagidaki ters doniisiimlerle verilir:

+0

1 _
u(x,y)= e IF(a,y) T g

1 T iox
v(x,y):g _[G(a,y)e do

Fourier dontistimiiniin kullanilmasindaki amag, kismi diferansiyel denklemleri adi
diferansiyel denklemlere doniistiirmek ve ¢6ziimii lineerlestirmektir.
5.19a. ve 5.19b. denklemler, 5.16a. ve 5.16b. denklemlerde yerine konulursa sabit

katsayil1 diferansiyel denklemler elde edilir:

5.18a

5.18b

5.19a

5.19
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df—azﬂ]F+,6’2ia—c—ig+)/d—F+ia7G:0
dy dy " dy
G 5 dF
,Blay +By 5——0{ G+ pjic—+ ByviaF =0

(Coziimiin asagidaki sekilde oldugu kabul edilirse:
F(a,y)=C(a)e”

G(ay)=D(a)e”

5.20a ve 5.20b. denklemlerin ¢6ziimii asagidaki sekilde elde edilir:

C,(

.I

O(y=

MA

J=1
4

G(ay)= ., (a)e”

J=1

5.20 ve 5.21. denklemler, matris seklinde asagidaki gibi yazililabilir:

(n2 +7/n—,81a2) (iBan+iya)

(ipam+iaByv) (Br+ ﬂwn—az)}{ggﬂ:

Karakteristik denklem asagidaki gibi verilebilir:

|

(n2 +yn—xa’ —ila]&l)(nz +yn—xa’ +i‘a|5,)=0

Karakteristik denklemin kokleri agagidadir:

n = %(—7+\/7/2 +4xa’ +4i|0451)

n, =%(—7—\/72 +4xa’ +4ilal 6, )

n, = %(—7/+ \/}/2 +4xa’ - 4ila|s, )

Re(r) >0
Re(n,) <0

Re(m) >0

0

|
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'5.20a

5.20b

521a

5.21b

5.22a

5.22b

5.23

5.04

5.25a
5.25b

5.25¢
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n, =%(—y~\/y2+41ca2—4i]a|5]) Re(n,) <0 5.25d

Burada:

5, = v72+(1—/<2)a2

n,j=1.4, 524. denklemin kokleridi. C(@) ve D,(a) j=1,.4bilinmeyen

j J
fonksiyonlardir ve birbirlerinden bagimsiz olmayip aralarindaki iliski 5.22a ve

5.22b.denklemler, 5.20b. denklemde yerine konularak elde edilir:

C (a)=4,D (a) j=12 5.26a

J

J

C(2)=—-4.D () j=34 5.26b
Burada 4;(«):

(Bx-1)a®+ip|als,

4 (a)= 5.27
! —ia(ﬂznj +ﬁ17/V)
Coziim sonsuzda sl oldugu i¢in diizenlilik (regularity) sinr sartt asagidaki
doniistiirtilmis koordinat sisteminde asagidaki gibidir:
O (%,9), 0,4, (%, ) = 0 ]xz +y2| —> 5.28
Dikkat edilirse, |x? + yz‘ —> o 0, (x, y) ve O, (x, y) fonksiyonlarimin smirl olmasi
gerekir. Bu durum iR(n j) <0 gerektirir. Buna gore, karakteristik denklemin koéklerinden
gercek kisimlari negatif olanlar yani iR(n j) <0 j=2,4secilir. Dolayist ile, 5.22a. ve
5.22b.-denklemdeki D, (a ) ve D, (Of) sifir olur. 5.22.denklem asagidaki sekli alir:
F(a,y)=4D,(a)e” -4,D,(a)e™ 5.29a

G(a,y)=D,(a)e” +D,(a)e™ 5.29b
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Sinirdaki kuvvet, tork veya momentin Fourier doniigiimleri agagidaki sekilde

tanimlanirsa;

P(a)= jaw (1,0)e™™dt

5.30a
0(a)= [0, (1,0)e ™ dt
o 5.30b
Dz(Ol) veD4(06) bilinmeyen fonksiyonlar1 elde etmek igin 5.15b. ve 5.15c.
denklemlerin x yoniindeki Fourier doniigtimleri almir ve y =0’ da 5.30a ve 5.30b.
denklemler de yerine konulursa asagidaki bagintilar elde edilir:
1-v)(1-v¢
iG(a,O)wiaF(a,O):( 2 O)P(a)
& E, 531a
2(x+v)(1-v¢
iF(a,O)HaG(a,O): (etv) VO)Q(a)
& E, | 531b
Dolayisi ile D, (05) ve D, (05) asagidaki sekilde elde edilir:
D, ()= (l_vg) [—(I—VZ)ZZ(OK)P(OC)—Z(K+V)_I(OK)Q(CZ)]
Eybo (a) 5.32a
D, ()= (1-v%) [—(1—Vz)Zz(a)P(a)+2(K+v)Z](a)Q(a):'
Ed (@) 5.32b
Burada:
Z (a)=n, +iav4,(a)
5.33a
Z,(at)= 4 (a)m, +icx
5.33b

Ao(@)=-Z(a)Z,(a)-Z,(a)Z,(a)= _[Zl (@)Z,(a)+Z,(«)Z, (0‘)} 5.34
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Su ana kadar u(x,y) ve v(x,y)’ yi elde edebilmek i¢in bilinmeyen sabitler D, (@)

,»D,(«) Fourier tamimli alaminda (domain) elde edildi. Daha 6nce de Bélim 5.2.1° de de
anlatildigr gibi, yer degistirme vektdrii simirn x, =0, kisminda ve kuvvet,. moment veya

tork vektorii x; =0 kismuinda tamimli oldugu igin karisik degerli siir sartli bir problemdir.
Problemin girdisi yer degistirme vektdriiniin x, bilesenidir ve bilinmeyenler o ,(x,,0) ve
0p(x,0)” dir. 5.19a ve 5.19b denklemlerin tiirevleri x’ e gore alimrsa asagidaki

denklemler elde edilir:

d 1%, :
y v(x,y)= P izaG( y,a)expliox)do

d 1%, :
; Eu(x, y)= ElzaF(a,y) exp(iax)da

5.29a ve 5.29b. denklemler, 5.35a ve 5.35b. denklemlerde yerine konulur ve 5.30a

ve 5.30b. denklemler de kullanilarak asagidaki bagintilar elde edilir:

E d i’ ©
ﬂz(l_:v())av(xay):_;[Kll(x’y’t)o-)/y(t’y)dt-*-—iKlZ (xayat)o-xy(t:y)dt
2 EO _gl_.u xX,y)= Uj[KZI(x,y,l‘)O' (t,y)dt+ C]‘]QZ (x,y,t)o' (t’y)dt

2(1+v,) dx J AL b w

Burada:
K, (x,»,t)= J.H” (a,y)e"ia('~x)da

K, (x,,t)= J.HZI (a,y)e ™ da

-0

K, (x,p,t)= _[le (e y)e ™ da

5.35a

5.35b

5.36a

5.36b

5.37a
5.37b

5.37¢c
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K, (x, J’J) = Isz (an’)e—ia(hx)do‘

Hy(a,y)=- iaA(Ol(al;O) [(1 _2V2 ) {Zz (a)e™” +2, (a)e””ﬂ

Burada:

I‘1=\/K'—\/K‘2—1 B=VK+VK* -1

_ Jr+rKc—K
—JK—1g K+ K

ayFdyy =

Aoty = (1 - Vo)(‘110+“20)

1 (\/K‘+KIV—\/K+K1K14+\/K+K}K'—\/K'-—K‘]V—\/K—K‘]K‘] —\/K~K]K)
+Chy = ——
0T =75 Jo—x —Jxtx,

CiotCy = (1 - Vo)(Cm*Czo)

Kernellerin igerisindeki tekillikler integrandin asimptotik davramigidir. Asimptotik

analiz @ — oo tekilliklerin ¢ikarilmas: i¢in yapilmalidir. Kerneller K, (X, Yyt ) K, (X, Wt ) ,

5.37d

5.38a

5.38b

5.38¢c

5.38d

5.39

5.40

5.41a

5.41b

5.42a

5.42b
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K, (x, ¥, t) ve K, (x, y,t) > in asimptotik agilimlarimin detaylari, EK-A’ da verilmistir

(Murray, 1984). Fredholm kernellerin sayisal olarak hesaplanmasi EK-B’ de ve logaritmik
kernellerin hesaplanmasi EK-C’ de verilmistir. Sonsuz integrallerin asimptotik olarak
a —>o0 agimasmin iki sebebi vardir: Birincisi integral denklemi ve ¢oziimiiniin tekil
davranmiginin integrandlarin kernellerinin o’ nin biiylik agilimindan elde edilen 6ncii
terimden gelmesi, ikincisi ise, sayisal olarak tekil integral denkleminin ¢dziimiindeki

hassasiyeti artumasidir. o —> H (a,y),H,(a,y),H,(a,y) ve H,(a,y)’ 1n

asimptotik davranisi asagida verilmistir:

b5 '—. < 1 ~hl 1 -nla

n(e,y)= ]lZl (1 _VO)|:[alo +ay, |Z[ +O[?j] e "'[“zo +a,, IZ‘| +O(?)Je ’ q

H - _.__1 —hie| 1 -na]
Zl(aay) = (1_V0).|i[610+611 |le + (az j] I |y [520+621 |Z| +O[a j\] I IJ’:|

. ‘ 1 ~tile 1 -nld]
le(a»y)Z(I"Vo){(clo*'cllﬁ*‘o(;{j]e | |y+[620+62]é+0[?JJe | I’}
] 1 —hle 1 -l
sz(a,y):ﬁ(l—vo)ﬁa’m+c{“ﬁ+0(?ne ] |y+[([20+d'2]é+0(?])e | LV:l

5.36a ve ve 5.36b. denklemler asagidaki sekilde yazilabilir:

) E, d
93327[2—(1;9—‘/;—)51’(3@)’)= yEIon_il:K“ xy,l‘) Knoo xy, :IO' ty d

i [[K (5t) =K (5200, (1.0)
YU

+lim fan (x,y.t)0,,(t,y)dt

y—0

+1lim _[K,Zw (x..t)o,,(1,y)dt
y—>0_oo

5.43a

5.43b

5.43¢

5.43d

5.44a
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_ E, d o
EESZ”Q'(I_:VO)EL{(X:))): lylilg—il:KZI(xsyat)—KZIw(xayat)]o-yy (tay)dt

+1ing I[Kzz (%, 7,8)— Ko (% y,t)] o, (t,y)dt
D'

. 5.44b
+ }E%_iK”” (x,3.t)0, (t,y)dt
+11mj e (X 158) 0 (1, ¥)
K, (%3.2), K, (% 1.1), K, (% 2,1) ve K, (%, 1,t) asagidaki sekilde yazilabilir:
Ky (x,0,1)= j _Hn(a ¥)- | |[ﬂloe g, e ’2’”IY]Je""“("*)da+K“w 5.45a
K (x.3.)= f | H,, (0,9) =] o 40 ]|+ K,  5.45b
Ky, (%3:1) THQ(Of,y)-[Cme"““'y+Czoe"2'“'yﬂ e+ K, 5.45¢
Ky (%, 3,0) = E—sz (2,y) —%[%e""“'y @zoe’zl“”]} e+ K, 5.45d
Burada: |
K. = j ﬂwe"""'ye“"f‘(’"")da+z‘joﬁﬂzoe"zlalye""("*)da 5.46a
K, -, J‘ el o) oy v O]'e—r2|a|y ) 4 5 46b
K =Cpo ‘]‘e_rdaly e ™o+, oj[e'rZIaly e g ' 5.46¢
Ky, =i j D¢ e o + i j I Dype e g 5.46d

Oztiirk ve Erdogan (1999)’ da da anlatildigi gibi kerneller, K, (x, y,t), 5.46.

r,|a|y ~ia(1=x rzla[y —ia(t-x)

denklemdeki gibi 6ncii terim olarak I ) I da gibi
o

lda ve JM

integraller icerir. Burada gecen 7,7 ve & 5.39. ve 5.40. denklemlerde tanimlanmusti
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x <—liken 7 ve r, tamamen karmasik yani sanal olur ve integraller tanimlanamaz.

Dolayis1 ile problemin fiziksel olarak anlamli bir ¢6ziimii olmaz. Ayrica, homojen
ortotropik malzemeler igin x <-loldugu durumlarda elastiklik matrisi pozitif olarak
tanimli degildir (Chaou,1962). Dolayisi ile gergek malzemelerde homojen ya da heterojen
kayma parametresi —1<x <o aralign igin tammmbidir. 5.45a-d.” denklemlerdeki ilk
integraller sinirhdir ve 5.36a-b. denklemlerde yerine konulursa limit integralden sonra

konulabilir. Dolayisi ile:

K 1 2(t—x) . 2(t—x)
1o = 1or12y2+(t_~x)z Or22y2+(t—x)2

2y 2y
K. = +
2l @10 rlzyz +(t' _‘x)2 @20 }’22)/2 +(l‘ _ x)2
2y 2y
K, =C +C
12 10 rlzyz + (t‘ _ x)2 20 r22y2 n (t‘ _ x)2
2(t—x) . 2(t—x)

K, =D
2200 10 1”12)/2 + (t B x)z 20 I’Zzyz N (t B x)z

seklinde yazilabilir. 5.45a-d. denklemlerde y =0 igin:

33| o I”lzyi(j(_ti)x)z ® rfyi(j(_ti)x)zj}‘:z[ﬁ ol
1}5} :@IO = f(); _x)2 +®B,, s f(); _x)z } =2[®B, + By |75 (¢ — x)
lim icm e f(i 7 +Cy - +2(yt oy } =2[Co +Cyo |75 (£~ %)
o L

yazilabilir. Yukaridaki denklem Cauchy tekillikleri ve serbest terimler igermektedir.
Dolayist ile denklemler 5.44a ve 5.44b. denklemler asagidaki gibi yazilabilir:

5.47a
5.47b

547¢

5.47d

5.48a
5.48b
5.48¢c

5.48d
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1 E S R

(ﬂzo+ﬂzo)2(1+vo)—"v( x,0) = Em [1,(t.x)a,, (1,0)dt

1
I, (t,x t,0)dt
27 ( 10+ﬂzo) J 12 ) ( )

1300, (66, (.
7 I—x Aot A

-~00

1 E, d
~ —u(x,O)— t,x)o (t,0)dt
(Byr0) 20 7,) (o) J ), (0
1 1 “
— I
bty
WL Iaxy(t,O) y (@zo'{'@zoj = (50)
T % I-x ®zo+(Dzo

Ly (t,%) = [ Hyy(2,0)~(B4By ) | Pdex

—0

0

112(t>x)>= I[Hn(a,O) (CIO+C2O):| o

—0

0

Izz(t,x)z J[HZZ(O(’O) (DIO+(D20 | J g

-0

5.49a ve 5.49b.denklemlerdeki kerneller I,(%,x),1, (t,x),lzl (i,x)ve 1, (t,x)

asagidaki sekilde yazilabilir:

(1—v0)[(1‘;2) {Zg(a)emzz(a)ew}}

Ao ()

_i(ﬁ10+ﬂ20)ﬁ

e—ia(t—x)

Ldo

—L(l _Vo){(l —2V2 ) {Zz (a)e™ + 2, (a)e"*y}}
sin[a(t - x)] sdo

5.49a

5.49b

5.50a

5.50b

5.50c

5.50d

5.51a -
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(@10-'—@20) 551b
N PN | Ul [T R |
=2j Ao(a)(l o)l: 5 {Azzz( ) AZZ;_( ) }:I COS[Ot(t x):l dot
0 (@10-*-@20)
I (1,%) = 2]9%[A @l A @ 2 (o) H]ew’(’x)}da
(CorCar) 5.51c

IH e ”Z‘(“)W}]J%{aaxﬂ}d"‘
° (C10+C20

% (1) (k-4v) -4 (@) Zs()e yAz(a)zma)e"‘y}]J .
e da

B’N
)
ey
=
~—

I

NB
C—y
=3
e N o~
1 >
: S
—~
K
~—~

sin[a(t - x)] da

{Aoo(la)(l —VO)[(K+ V){—A2 (a) —‘1 (a)e"zy - ZQ (a)21 (Oﬂ)emy}}}

5.51d
5.49a ve 5.49b.denklemler asagidaki gibi yeniden yazilabilir:

tho)dt+ﬂ10 x,0)+ IO‘ (£,0)J,,(t,x)dr + _[0' t,0)J,,(t,x)dt = f(x)  5.52a

%j O+ 10, (3,0)+ JO 0., (60T (6x)dt + i o (60)Jn(tx)di = g(x)  5.52b
Burada:

4 =% 5.53a

2, =20t 5.53b

@1 0 +@20
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O~ Gy &
g0~ @wi@zo) - (ﬁvo)%”(x’ 0)
) =5y [ ole)sinlefo-)Jae
J,,(6,%) =é(?15—) [ @, (@)cos[ a(t-x)]de
| le(f,x)=im [[®,(@)cos[ a(t-x) da
1ol = s [ Pa(a)sinf (i)

a’a (1—1/0){( . ){ 2(05)e"2y+Zz(05)e”4y}]-(ﬂm+ﬂﬂo)|—g—|

D,, (05) = _AL(I "Vo)l:(l _2V2) {Azzz (a)enzy - ‘ZZZZ (a)en4y}:| _(@10"'@20)

@, (a) :Zoi(%(l*"o)[(’ﬁw){“z (a)e™ +2, (a)e"4y}]—(C,0+C20) ,
Dy, () = Aoo(la) (I"VO)[(K+V){_A2 ()2 (a)lenzy ~4(a)Z, (a)en4y}:|_(Qo+®20)|%l[

5.3.integral Denkleminin Elde Edilmesi

Bu boliimde tekil integral denklemleri, y-dogrultusundaki yer degistirme igin
asimptotik analiz ve Gauss-Sayisal Integral Alma Yéntemi (EK-E’ ye bakiniz) kullamlarak
elde edilmistir.

Uygulamali fizikte ve miihendislikte karisik degerli simur sartli problemlerin
formiilasyonunda tekil integral denklemleri kullanilir. Bu metot, mekanikte 6zellikle temas

ve catlak problemlerinin biiyilk ¢ogunlugunun ¢oziimiinde oldukg¢a sik kullanilir. Bu

problemdeki integral denklemindeki kerneller basit Cauchy tiir tekillige (l diizeninde)
¢

‘5.54a

5.54b

5.55a

5.55b

5.55¢

5.55d

5.56a

5.56b

5.56¢

5.56d
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sahiptir (Muskhelishvili, 1953). Ciinkii ¢ ve y degerleri sirasi ile ug noktalarda es zamanli

olarak sifira gider (Dag ve Erdogan, 2002). Fredholm integralinin en genel hali asagidaki
sekilde yazilabilir:

A) p()+ — [BOpO-2—t [Krop@rdi= f(x)  a<x<b
T} I-x ;

5.57. denklemdeki p=(p;), (i=1,..,N) bilinmeyen fonksiyonlardan olusan

vektor olan tammlanir. Bu problem i¢in bilinmeyen fonksiyon basingtir.

A=(a;), B= (bij’) kare matrisleri (i,7=1,.,n) AF B a<x<b araliginda

tekil degildir. K kare matrisinin elemanlari kl.j(x,t) , (i,j=1,..,n) Fredholm kerneli
olarak bilinir ve f =(f;), (i,j =1,..,n) Holder sartlarim [a,b] kapal1 araliginda saglayan
bilinen fonksiyonlardan olusan bir vektordiir. (D(t), L yay1 lizerinde (genellikle karmagik

olan) konum fonksiyonu olsun. f, ¢=¢(x,y)noktasint ve f = x+ iy gostersin. (D(I)

Fonksiyonunun Hoélder sartini Liizerinde saglayabilmesi i¢in L tizerindeki herhangi iki

noktamn ¢ ve #,gibi asagidaki sart: saglamas: gerekmektedir. Buradaki 4 Hélder sabiti 4
ise Holder indeksidir ve her ikisi de pozitiftir |(f,)—@(5,)| < 4]r, -4 (Muskhelishvili,

1953).

A= (aij), (i,j =1,..,n) stirtinmeden dolay1 meydana gelen kare matristir. Yar1

diizlem ile baski arasinda sabit siirtinme katsayis1 veya mitkemmel yapisma oldugunda

ilgili tekil integral denklemi Fredholm ikinci tiir tekil integral denklemi olarak
siiflandirilir. Fakat baski probleminde integral denklemlerinin baskin pargalar1 genellikle
birle@tirilmemis yani A ve B matrisleri genellikle diogonal oldugu ig¢in, degiskenlerin
basit degisim ile normalize edilir. Herhangi bir A4 matrisinin diagonal oldugunun
sdylenebilmesi i¢in tekil olmayan P matrisinin ve diagonal D matrisinin agsagidaki sart
saglamasi gerekmektedir:
D=P'4D
J Herhangi bir nxn A4 matrisinin diagonalize edilebilmesi i¢in ancak ve ancak ntane
lineer olarak bagimsiz 6z (eigen) degerinin olmas: gerekmektedir. |

J Herhangi bir nxn A matrisinin diagonalize edilebilmesi i¢in ancak ve ancak

karakteristik denkleminin biitiin koéklerinin gercek ve farkh » olmas

5.57 -
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gerekmektedir. Bu 6zellik lineer sistemler ve siirekli sistemler calisilirken 6zellikle
onemlidir. EK-E’ ye bakimz.

Dolayisi ile, ave b’ nin sabit olmas: kabulii problemin yapisii degistirmez
(Erdogan ve ark., 1973). Bu ¢alismadaki problemde yar1 diizlem ile rijit baski arasinda
sabit siirtlinme katsayisi oldugu igin 4 matrisi sifir degildir ve bundan dolay1 integral
denklemi Fredholm ikinci tiir tekil integral denklemi olarak simuflandirilir. 5.52a.

denklemden asagidaki sekilde yeniden yazilabilir:

o0

&Gw(x,0)+% I%@dmz% (,0), (t,x)dt+z% (1,0)J,,(t,x)dt = f(x)

—0

5.17a.” denklemdeki p(xl) her zaman i¢in bilinmeyendir ve ave b baski profilinin
sekline baghdir. Problemin fiziksel yapisina bagli olarak denge sarti (equilibrium
condition) (eger p(¢) gerilme bileseni ise) veya uyumluluk sarti (comsistency condition)
veya tek degérlilik sart1 (single valuedenss condition) uygulanarak bulunabilir (Erdogan ve
ark., 1973). Bu problemde denge denklemi kullanilacaktir. Baskinin dengede olmasi, temas
alan1 tizerindeki toplam basmcin bask: lizerindeki toplam yiike esit olmasimi gerektirir,

baska bir deyisle denge denklemi asagidaki gibi tanimlanir:
b
Jazz (x,,0)dx, =~P
yada
b
I p(x)dx, =P

olarak tammlamir. Burada P, baskiya maruz kalan temas alaminin diginda uygulanan y—-

yoniinde birim derinlige diisen bilinen bask: (compressive) kuvvetidir. Baska bir deyisle

uygulanan kuvvetinin biiytikligli P, y—eksenine paralel olarak baski yer degistirmesi

olarak tanimlanir,

5.4.Normalizasyon

p(t)’ nin a<r<p araligmnda Holder siireklilige sahip oldugu kabul edilirse

integral uniform olarak yakinsak olur ve bdylece integralin sirasi degisir (Arin ve

5.58

5.59a

5.59b
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Erdogan,1971). 5.58.denklemde verilen ifade parametrelerin daha kolay hesaplanébilmesi
| i¢in ilerleyen paragraflardaki esitlikler yardimu ile fonksiyonlar ve integralin alinma aralig1
boyutsuz hale getirilerek normalize edilir yani (a, b) aralif (—1, 1) > € dondistiirtlir.

Eger PveQ kuvvetlerinin yonleri Sekil 5.1° deki gibi alinirsa temas alam disinda

herhangi bir kuvvet, tork veya moment uygulanmadig: igin temas alam disinda normal
veya kayma gerilmesinin olmadigi kabulii ve a=-ave b=a i¢in 5.17a. ve 5.17b.

denklemler agagidaki sekilde yeniden yazilabilir:

o (6.0) = -p(x,) —a<x <a
23 0 x, <-a, x,>a 5.60a
o (x.0)= —q(x,) —a<x <a
12 0 x, <-—a, X >a 5.60b

5.7., 5.60a. ve 5.60b. denklemler kullanilarak sinir sartlar1 doniistiiriilmiis koordinat

sistemi i¢in yeniden yazilabilir:

—5p(x) —%<x<7ag-

0, (x,0)= . .
0 X <——, X, >—
YJs ENE]
5.61a
a a
—q(x) 7 <X <= T
0, (x,0)= 4 ; S 61
0 X <—T, X > \/—5— :
5.17¢. ve 5.17d. denklemlerden:
01,(x,0) =10y, (x,,0) 562
1
O'xy(x1,0)=7750'yy(x,0) 5.63
q(x) =1 p(x) 5.64

5.58. denklemden:

Sle

A[-q x)]+— j[ Pl éjdt

—p(1)87,, (t.x) dt +:[[~q(t)]J12 (t,x)dr = £ ()

S °"[:|'

ﬁl

5.65
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I :
~ap()-2 [ P 57] (), (ex)a=n | ple)a(ex)ar =1 (3
37 % -

Burada:
ﬂlO +'/q20
5.59b’ deki denge denklemi a =—ave b =a igin asagidaki sekilde tekrar yazilabilir:
J p(x)dx, =P

Integral denklemini normalize edebilmek i¢in asagidaki parametreler yazilabilir:

X = r -l<r<l

[ =——§ "'1<S<1

NG
NG

P
00:_2_;1—

p(t) =20,4(s)

5.66. denklem asagidaki yeniden yazilabilir:

a
5! 2044(s) "\/’—-éfds

—~A204p(r)—— J. p
-1 (s—r)—\/—g
-5 jzao¢(s) (a )ﬁds n jzao¢(s) (ar)%ds: (7
NG g
7*=—\%7
V5 .
7:77
B =yJs
S .
==y
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5.66

5.67

5.68

5.69

5.70

5.71

5.72

5.73

5.74

5.75

5.76



53

5.73. denklem asagidaki sekli alir:

_apr) -2 [ ) s s ljJ; (5,7) 4(s)ds
mAS—F -
-l<r<l

7 [ (5,7) ¢(s)ds = " (r)
-1

(s, r) = _*Jll(;,r)

Js

le(s ) — IZ(S r)

\/5

Ji(s,r)= J.db,l(é‘)sm[é’ (s—r)]d¢

(/qlo + ﬂzo

I (s,7)= )I®12(§ Yeos[ & (s- r)]dé’

”(ﬂlo + Ay

CD:l(g)z_Aoé(’é’) (1—1/2)2(1 Vo)[Z (§)+Z ({)J—(ﬂ10+ﬂlo)|—§~|

0) =5 (- A 2 (]G )

§=ﬁa

y =7
Jé
Bu denklemlerle diisey yonde elastik olarak derecelendirilmis yari diizlem igin
temas problemi tamamlanmigtir. Bir sonraki bélimde bilinmeyen temas gerilmesinin

Jacobi polinomlarinin sonsuz ag¢ilimi oldugu kabul edilecektir. Siralama teknigi

kullanilarak problem bilinmeyen katsayili ¢, lineer denklem sistem denklemlerine

dontstiiriilerek dikdortgen profilli bask i¢in sayisal ¢6ziim getirilecektir.

5.5.Temel denklem

Ikinci dereceden tekil integral denklemi olan 5.77. denklemin baskin (dominant)

boliimii asagidaki sekildedir:

5.77

5.78

5.79

5.80

5.81

5.82

5.83

5.84

5.85



)+ 2 [P 1),
Tas—r

Buradaki sl (bounded) f (r)integral denkleminin Fredholm kernelleri ile

-l<r<l

integral denkleminin pargasidir. Asagidaki tanmimlama yapilirsa:

1 I¢(S)

27n

Asagidaki genel Plemelj formiilleri kullanilarak:

2i . | 1
F*(r)—F-<r):{ "’i)(r) ) <_<1”r<_>’1
j‘“” ds —1<r<l,

F'(ry+F (r)=<m3s-r

41F(r) r<-l,r>1,

5.86. denklem kismi holomorpik fonksiyon F(z) i¢in asagidaki Riemann-Hilbert

problemine dontistir:

A-Bi . . 2if"(r),

Fr(r)-2=2LF(r) =

A+ Bi A+Bi’

Asagidaki homojen denklem ele alinirsa:
A- Bi

X'(r )=

' 5.86. denklemdeki X(z) ve w(x)igin temel ¢6ziim Muskhelishvili’ ye (1953) gére:

X(2)=(z=1)*(z+1),
w(r)=(1-r)*(r+1F,

BX() 0,

Burada:
a=Lh1A—Bl N =L 1-61 N
27i A+ Bi 27zi 1+ 60
,B=————~—1nA Bi Mz—Llnl oi M
27ni A+ Bi 271 1+ 60
Asagidaki tanim tekrar yazilacak olursa:
A= i :(cuﬁcw }
ﬁ10+ﬂ10

B=9¢

~1<R(a)<1

~1<R(B)<1

5.86

5.87

5.88a

5.88b

5.89

5.90

591

5.92

5.93

5.94

5.95

5.96
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Eger 4 > 0 olursa:

A+8i=re”
A-Si=re”

G = arc‘canE = arctan—é:
A A

o= ! lnre_ie+N= ! Ine*” N_—ZLH_F =——9—+N
27 re? 27i 27 T
. i@ . .
f=——in’® M= e =2 -y
27i re' 27 27 4

Degiskenler xve £ dikdortgen profilli baski igin temas bolgesinin siirlarindaki
gerilme tekilliginin kuvvetleridir. Karmagik fonksiyon teorisi kullanilarak « ve £ elde

etmek miimkiindiir. Daha detayl: bilgi i¢in Dag (2001) ve EK-D’ ye bakilabilir. Gerilme

tekilliginin kuvvetleri olan ave B sadece siirtiinme kuvvetine, FDM tabakasindaki
Poisson oranina,v, dolayisi ile kayma parametresine, x, baglidir. Bu ¢alismada Poisson
orant baglangicta da sylendigi gibi sabit kabul edilmistir ve dolayisi ile‘ a ve S
heterojenlik parametresi y’ dan bagimsizdir. Burada, N ve M (pozitif, sifir veya negatif)
rastgele tam sayilardir ve bunlar problemin fiziksel tammindan gelmektedir. Integral
denkleminin indeksi asagidaki gibidir: A
K, =—(a+p)=—(N+M)

Eger4>0, 6>01se6d>0— N=0,M =-1x =1 tekil integral denkleminin

kapali form ¢6ziimii- yoktur. Dolayis: ile, sayisal metot kullamlmalidir. Bu ¢alismada,

Jacobi polinomlar: tekil integral denklemini sonlu lineer denklem sistemine doniistiirmek

icin kullanilmugtr.

5.6. Sayisal Coziim

Baski problemi ig¢in tekil integral denklemi elde edilmistir. Integral denklemi
Cauchy kerneli ve iki tane Fredholm kerneli igermektedir. 5.77. denklemde verilen tekil
integral denkleminin ¢6ziimii ya Muskhelishvili (1953) tarafindan temel verilen
fonksiyonlarin matrisinin elde edilebilecegi kismi holomorpik fonksiyonlar seti icin

integral sistemin baskin tarafinin kolayca Riemann-Hilbert problemine donistiiriilmesi

5.97

5.98

5.99

5.99b

5.100
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metodu ile ya da Erdogan ve Gupta (1972) tarafindan verilen ozdeger (eigenvalue)
problemine dontistiirmek ve temel matrisin kolayca elde edilecegi bir metot kullanilarak
elde edilmigtir. Bu ¢alismada Erdogan ve arkadaslar: tarafindan verilen Erdogan ve ark.
(1973) agirlik fonksiyonlari w(s) ile Jacobi polinomlari ile temsil edilen bilinmeyen
fonksiyonlar ile ortogonal polinomlar metodu kullanilmistir. Gauss Sayisal Integral Alma
Y6nteminin ¢oziimii EK-E’ de anlatilmustur. \

Tekil integral denkleminin kapali form ¢6ziimii yoktur.A Dolayisi ile sayisal metot
kullamlmalidir. Bu ¢alismada, Jacobi polinomlar1 tekil integral denklemini sonlu lineer
denklem sistemine doniistiirmek i¢in kullanilmustir.

Integral denkleminin temel fonksiyonu w(s)belirlendikten sonra, denklem 5.77
asagidaki sekilde ifade edilebilir:

(s) = g(s)w(s) -l<s<l 5.101

g(s)smrlt stirekli fonksiyonduf ve her zaman sonlu seri ile ifade edilir. w(s)

Jacobi polinomunun agirlik fonksiyonudur ve asagidaki denklem yazilabilir:
#(s) =D e, WP (s), 5.102
0

Burada c,,(n =0,1,...) belitlenmemis sabitlerdir. ve P‘**” Jacobi polinomlaridir.
5.77. denklemde 5.102. denklem yerine konulmadan o6nce &, =(-1,0,1)icin
asagidaki bagint1 Gililer (1996)° de de bahsedildigi gibi Tricomi’ den (1951) yazilabilir:

1 (a.B)
LR,
/3

4 t-x
1-x
F n+1,—n—a—,B,l—a,—2

2T ()T (n+ B+1)
dn+a+pf+1)

cot (za ) w(x) PP (x) -

Ra)> -1, R(B) > -1, ~l<x<],
Kk, =—(a+p), R(a) = (0,1,...) 5.103

" T(n-x,+DI(1-a) 2

Kk, =—(a + 3) 5.104. denklemde yerine konulursa:

l—x]:F(n+a+ﬁ+1)F(1—a)P(_a’_ﬂ)(x) 5105
2 I'(n+pB+1) e

F(n+l,—n+1c,.,1—a,

5.105. deklem, 5.103. denklemde yerine konulursa agagidaki bagint1 elde edilir:
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1 (a.8)
1 IW(f)P,, @ 4 _
V4

t —
- x ~l<x<],
COS(TE) ) e ey - LOLA=D) prcy
sin (ﬂa) T S
D(e)(1-a)=—=
sm(mx)

Jacobi polinomunun asagidaki 6zelligi yazilacak olursa 5.103. denklem asagidaki

sekle dontistir:

: 1 p(a.p)
AP+ 2 [La Py o yon B praciny
Ty s—r sin(zer) "

-l1<r<l, R(x) > -1, R(B)>-1,
-k =—(a+p), R(ax) = (0,1,...).
5.77. denklemde 5.102. denklem yerine konulur ve 5.108. denklem de kullanilarak
agagidaki bagint1 elde edilir:

e, {——2—'—5——&%?@%h;<r>+h3<r>} =£'0), -1<r<l,

5 sin(7a)
Burada:

h(r)=-6 '[l] T (5,7) PP (s)w(s)ds
B2(r) =7 [ T, (5,7) PP (syw(s)ds

Ve f(r)=0" dur.

Fredholm denklemler 4. () veX(r)’ nin sayisal ¢6ziimii EK-B’ de verilmistir.

Fredholm kernellerinin hesaplanmasinda isaret fonksiyonunun integrali M ve
s—r

logaritmik fonksiyonun integrali ln|s—r| ile karsilasilmaktadir Bu terimler fonksiyonun
hassasiyeti i¢in uygunsuz davranan (ill-behaved) bilesenlerdir. A (r) ve K (r)
fonksiyonlarmln(—l,l) araliginda integrallari alinirken integradin diizenlenebilmesi igin bu

terimlerin integranda eklenip ¢ikarilmas: gerekmektedir.
5.109. denklem, c,” yi igeren denklem sistemine uygun siralama (collocation)
teknigi kullamlarak donistiiriiliir. 5.109. denklemin sayisal ¢6ziimiinde problemin

indeksine bagh olarak Jacobi polinomunun kékleri (#,i=0,1..,N ) swralama noktalari

5.106

5.107

5.108

5.109

5.110

5.111



(collacation points) (ayrnca agilim modeli ya da agilma-siralama semas: olarak da
(expansion model, expansion-collocation scheme) (Dag, 2008) olarak secilmesi ile

kenarlardaki siralama noktalarinin yogunlugu artirilarak yiiksek hassasiyet elde edilebilir.

Jacobi polinomlarinin ortogonallik bagintilar1 agagidaki sekilde yazilabilir:
Lo . 0 n#j
[Ren )P ’ﬂ’(r>w(r>dr={9<_a,m iy
-1 J

Burada:

2“*ﬂ*‘F(j+a+l)F(j+,b’+l)
Cj+a+p+)jT(+a,f+1)

0,(a, )=

Veya Abramowitz ve Stegun’ un (1965) ¢alismasindaki Vbinomial katsay1 Ozelligi

kullanilarak a§ag1daki'§ekilde yeniden yazilabilir:
27PN+ a+D)I(j + B +1)

j=0,1,2,.

0.(a, B)=— ,
Cj+a++DI(n+DI(j+a+pB+1)
! 27PN+ 1)L +1)

Ho(a,ﬂ)~_{W(t)dt— Cwipr2)

Fonksiyonel 5.109. denklem, c,” yi igeren sonlu cebirsel denklem sistemine

denklemin her iki tarafi da Jacobi polinomunun serisine agarak doniistiiriiliir.

PEeP(r)(j=0,1,..)ve ilgili katsayilar karsilastirilsin. Serinin kesilmesi (truncating)

asagidaki seriyi verir:

2" g, (-, B)c, + 3 (d +d2)e, = F', (j=0L.uN)

sin(7a) 7 P
diy = [ PP (ryw(~a,~ B,r) B (r)dr,
a:=| PO (ryw(—a,— B, ) R,
F = j’ PO (ryw (-~ B,r) £ (),
wlai-pr) =(1=r) (L) =7 (7)

Rodriges formiilii agagida verilmistir:

(e

@) (1) };(a,,az) (1) = _W[ B (t)], n=0,12,.

o a 1 d a+l, B+ a+l,f+
w@h) (t)P,,( B) (’)Z‘EZE[W( Lo) (1) Pl (,)]

5.112

5.113

5.114

5.115

5.116

5.117
5.118

5.119

5.120

5.121a

5.121b
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Asagidaki tekrarlama (recurrence) bagnti, Giiler (2000)’ de de belirtildigi gibi

Ghizetti ve Ossicini (1970) tarafindan verilmigtir.

-

9(0! B) P(a ﬂ)(x)P(a ﬁ)(y)

PP (x) PP () — PeP () PP (x) =
1 ‘ Aﬁ“ # Z 6,(ct, B)
Burada:

@p) 2(n+1)(a+,5+n+1)

o (e+B+2n+1)(a+B+2n+2)

6,(a,B)1se 5.114. ve 5.115. denklemlerde verilmistir.

5.6.1.Dikdértgen Profilli Baski Problemi

5.122

5.123

Dikdortgen proﬁHi baski i¢in, temas alaninda yer degistirmenin tiirevi sabittir.

Dolayisi ile asagidaki bagint1 yazilabilir:

u, (x,,0) =, =sabit, %uz(xl,O):O —a<x <a

1

5.124
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x,(x)

00O
NN

Sekil 5.2.Diisey yonde derecelendirilmis ortotropik malzemedeki diizlem temas mekanigi problemi igin
dikdortgen bask: profilinin geometrisi.

elde edilir ve 5.61a. ve 5.61b. siur sartlar1 ve 5.52a. denklem asagidaki sekli alir:

1 ?Mdt+/?10'xy(x,0)+ ojayy (£,0)J;, (2, x)dr + wjaxy (2,0)J,, (t,x)dt = f(x)

4 t—x

5.54a. denklemden 5.58. denklemin girdi fonsiyonu f (x) tiirevi' 5.124. denklemdeki gibi

verilir:

o E, d B
S (x)= (A t4y) 2(1+0v0)§v(x’0) =0

Denklem 5.77°den:
—Ap(r)~ ) ]Mds = ]J1*1 (s,7)p(s)ds—n ]J]*z (5,7)p(s)ds =0
TAS—F 2 A R
ve 5.68. denge denkleminden:
1
[p(s)as=1
-1

x, =1oldugu igin ¢ozlimiin 5.101" deki gibi oldugu kabul edilirse 5.127. denklem

asagidaki sekli alir:

5.125

5.126

5.127

5.128



61

n—K;

N
S| -2 L P oy B () 4 ) | =
g sin (zar) 5.129

/’l,l, (ﬁ)ve h,? (7”,) 5.110 ve 5.111° de verilmistir. 5.129. denklem N adet denklem igin
N +1bilinmeyen sabit ¢, =¢, =c¢, =...=c, saglar. Tek bir ¢6ziim igin gerekli ilave 5.128.

denklemde verilen denge sartindan saglanir:

N 1
Yc, [ws)P (s)ds =1
UN

5.130
¢(s) Jacobi polinomlarinin 5.128. denklemde yerine konur ve 5.114. denklemdeki
ortogonallik sart1 kullanilirsa sifir olmayan tek katsay: c,denklem agagidaki gibi bulunur:
(a
=5k ( )=1 5.131
a + = —1durumunda 6, ve ¢ asagidaki gibi olur:
sin(zar) -
CO =TT 0 =
V4 sin (7[6! ) 5.132
Ortogonallik sart1 kullanilarak N +1denklem elde edilir:
c,0, =1
5.133
N
D e, F,(r)=0, i=1,.,N -
0 5.134
Baski smrlarinin  yakinlarindaki siralama noktalarmin yogunlugu problemin
indeksine bagli olarak Jacobi polinomlarmi r,i=1,...N siralama noktalar1 segerek
artirlldigl zaman sayisal ¢oziimde yiiksek hassasiyet elde edilir. Bu siralama noktalar
kullanilarak integral denklemleri (N + 1) boyutunda lineer denklem sistemine déniistiiriiliir
ve ¢, bilinmeyen elde edilir. 5.134. denklemdeki 7,,i=1,...,N :
P () =0, i=1,..,N
5.135
F(r)=- PP )+ By(r) + hy (1)
() sm( ma) " 5.136

Dolay1st ile:
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o, *i 5.137

(1 2a .

P Lo
p(t)=20"0¢(s):;¢(s) 5.138

N .
= 20'0w(r)chPn(“’ﬂ)(r) 5139
n=0
o Y] N
p(x) =20, (l—gx] (l+ng chﬂ“’ﬂ)({éx] 5.140
n=0

o B N
p(x])=20'0(1——x—1] [1+ﬁj chf;(“‘m[ﬁj 5.141
a a

a n=0
Gerilme dagilimi boyutsuz bir sekilde asagidaki gibi elde edilir:

0-22 (xl’o) — p(xl) :_2(1_£)a (14_&)’0%:0 P(a’ﬁ) (ﬁ) 5.142
n=0

o, o a a a

012 (%,0) -y () | 5.143

Oy Oy
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6.ARASTIRMA SONUCLARI VE TARTISMA

Bu boliimde diisey yonde elastik olarak ortotropik derecelenmis malzemelerin
yizeyindeki diizlem temas gerilme dagilimi probleminin ¢6ziimii olarak elde edilen sayisal
sonuglar verilmistir. Heterojenlik parametreleri ve siirtiinme katsayisimn gerilme dagilimi
tizerindeki etkisi tizerinde durulmustur.

Diisey yonde derecelendirilmis ortotropik ortamda dikdértgen profilli baskinin
koordinat sistemine gore simetrik oldugu kabul edilerek, diizlem sekil de{gisﬁrme sartlar1
altinda farklh kayma parametresi, x, Poisson oram, v, katihk orami, &, heterojenlik
parametresi, y, ve siirtiinme katsayisi, 7, degerleri i¢in sayisal sonuglar verilmistir.
Coztimiin hassasiyeti agisindan N =21 olarak alinmigtir. Denklemler 5.3 ve 5.4°e gore
fiziksel smirlar sebebi ile x + v degerinin sifirdan biiyiik olmasi gerekmektedir. Elde
edilen sayisal sonuglar oncelikle Giiler (1996)° daki izotropik FGM « =1ve 0 =1

sonuglarla dogrulanmistir. y ~ 0 ise homojen, »n = 0.0 ise siirtlinmesiz ortamdaki

sonuglar elde edilmistir.
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x£=0.99, v=>3/7,8"=1.001,1=0.0

ny/GO

Giiler, 1996 Bu ¢alisma

a=-0.5 =-0.5

Sekil 6.1. x =0.99, v =3/7, 5= 1.001, 7 = 0.0, ve farkli ya, heterojenlik parametresi

degerleri i¢in dikdortgen profilli baski ile yiiklenmis diisey yonde derecelendirilmis malzemenin yiizeyindeki
gerilme dagihma.

‘Sekil 6.1’ de x=0.99,v=3/75"=1.001,7 =0.0,ve farkli heterojenlik
parametresi degerleri, ya, i¢in gerilme dagilimi verilmistir. Dikkat edilirse stirtinmesiz
ortam, 77 = 0.0, durumu ele alinmistir. Yani temas bolgesinde Coulomb siirtiinmesi vardr.
Bu duruda eksenel kuvvet olmadigindan dolay: @ — 7 /2, gerilme tekilliginin kuvvetleri
de ¢ — -0.5, B — —0.5, her iki ugta da aym1 degere yaklastigi i¢in gerilme dagilimlari

simetriktir. Bu durum stirtiinmesiz kaymali baski icin karekok tekilligi (square-root

singularity) olarak bilinir. «, ve £, sirasi ile gerilme dagiliminin basladigi x = a (leading
end) ve bittigi x=-—a (frailing end) uglardaki gerilme tekillifinin kuvvetileridir. Temas
problemlerinde o ve S malzemenin heterojenlik parametresinden, y, bagimsizdir ve
siirtiinme kuvveti katsayisina, 77, Poisson oranina, v, dolayisi ile kayma parametresine, «,
ve katillk oranma, &, baghdir. Gerilme dagilimi baskinin uglarinda smurlt degildir

(unbounded) bagka bir deyisle x = a ve x=-a ’ da tekildir. Bu da bu u¢ noktalarinda
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keskin kogeleri olan dikdortgen profilli baski igin beklenen bir sonuctur. Limit
durumlarinda yani heterojenlik parametresinin degeri ¢ok kiigiik oldugu durumda

ya =0.001, ¢6ziim homojen ¢6ziime yaklasmaktadir ve heterojenlik parametresinin degeri

ya, sonsuza yaklastif1 zaman ise sonsuz ortam rijit ortam gibi davranmaktadir ve bu

durumda basing profii o, (¥,0) = P/2a olmaktadir. Giiler (1996) ile ¢oziimiin

kargilastirildiginda ¢oziimiin uyumlu oldugu gériilmektedir.



66

x£=0.99, v=3/7, §*=1.001, n=0.1
-1.8 . : :

ny/O‘O

a =-0.4909, £ =-0.5091

Sekil6.2. x = 0.99, v =3/7, §* =1.001, n = 0.1, ve farkhi ¥ a, heterojenlik parametresi

degerleri igin dikddrtgen profilli baski ile yiiklenmis diisey yonde derecelendirilmis malzemenin yiizeyindeki
gerilme dagilima.

Sekil 6.2° de x=0.99,v=3/7, 8" =1.001, n=0.1,ve farkli heterojenlik
parametresi degerleri, ya, i¢in gerilme dagilimi verilmistir. Siirtiinme kuvveti, n = 0.0’
dan farkli oldugu igin eksenel kuvvet vardir ve gerilme tekilliginin kuvvetleri esit olmayip
her iki ugta da o = -0.4909 ve B =-0.5091farklidir. Gerilme dagilimi baskinimn uglarinda
sl degildir. Baskimin bittigi ugtaki tekillik basladign ugtakinden fazladir [ ,B' >|a".
ya=0.001"den ya =1.0 e kadar gerilme dagilimlar: siirtiinme katsayisinin artmasi ile
x/a=-1.0" den temas ‘alaninmn ortalarma dogru artmakta ve x/a=1.0" e dogru
azalmaktadir. Siirtlinme katsayisi, 7 = 0.1, oldugu igin gerilme dagiliminin simetrisi
bozulmasina ragmen i¢in ya’ nin artmasi ile gerilme dagihmmnin x/a=0.0" a gére

simetrisi daha az bozulmustur.
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k=099, v=13/7,5%=1.001, 7=0.1

ny/(i()

x/a

a =-0.4909, f=-0.5091
Sekil 6.3. k =0.99, v =3/7, 6*=1.001, n = 0.1, ve farkls ya, heterojenlik parametresi degerleri

i¢in dikdortgen profilli bask ile yiiklenmis diisey y6nde derecelendirilmis malzemenin yiizeyindeki geriime
dagihmi.

Sekil 6.3 de x=0.99,v=3/7,5"=1.001,57 =0.1,ve farkli heterojenlik
parametresi degerleri, ya, i¢in gerilme dagilimi verilmistir. Sekil 6.2° den farkli olarak
ya=2.0ve ya=3.0 degerleri i¢in de gerilme dagilimi verilmistir. ya = 0.001" den
ya = 3.0 e kadar gerilme dagilimlari siirtiinme katsayisinin artmasi ile x/a=-1.0" den
temas alanmin ortalarina dogru artmakta ve x/a=1.0" e dogru azalmaktadir. Heterojenlik
- parametresi degerleri, ya ’ nin artmas: gerilme dagilimm x/a =0.0" a gore daha simetrik

yapmistir.



68

=099, v=3/7,8*=1.001, 7=03 -

-1.8

O‘yy/Go

210 -0.5 0.0 0.5 1.0

o =-0.4727, f=-0.5273

Sekil 6.4. k¥ = 0.99, v =3/7,8"=1.001, 7 = 0.3, ve farkh va, heterojenlik parametresi degerleri

icin dikdortgen profilli baski ile yiiklenmis diisey yénde derecelendirilmis malzemenin yiizeyindeki gerilme
dagilimi.

Sekil 6.4° de x=099,v=3/7,6"=1.001,7 =0.3,ve farkli heterojenlik
parametresi degerleri, ya, i¢in gerilme dagilimi verilmigtir. Jekil 6.4° de, Sekil 6.2” den
farkli olarak 7 = 0.3, degerleri i¢in gerilme dagilimi elde edilmistir. Strtiinme

katsayistmn degeri, 7,arttikca S, degeri artmaktadir. Baskimin bittigi ugtaki gerilme

tekilliginin kuvveti, £, Sekil 6.2’ deki degerden daha fazladir.
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Sekil 6.5. £ =0.99, v =3/7, 5* =1.001, 7 = 0.3, ve farkli ya, heterojenlik parametresi

degerleri i¢in dikdodrtgen profilli baski ile yiiklenmis diisey yonde derecelendirilmis malzemenin yiizeyindeki
gerilme dagilimi, A

Sekil 6.5 de x=099,v=3/7, 5*=1.001,7 = 0.3, ve farkls heterojenlik
parametresi degerleri, ya, i¢in gerilme dagilimi verilmigtir. Sekil 6.4” den farkli olarak
ya=2.0ve ya =3.0 degerleri i¢in de gerilme dagilim: verilmistir. Sekil 6.5 de, Sekil
6.3’ den farkli olarak 7 = 0.3, degerleri icin gerilme dagilimi elde edilmistir. Sekil 6.5’
deki, baskimn bittigi ugtaki gerilme tekilliginin kuvveti £, Sekil 6.3" deki degerinden daha

fazladur.
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o =-0.4547, f=-0.5453

Sekil 6.6. £ =0.99, v =3/7, 5* =1.001, n = 0.5, ve farkli yg, heterojenlik parametresi degerleri
i¢in dikdortgen profilli baski ile yiiklenmis diisey yonde derecelendirilmis malzemenin yiizeyindeki gerilme

dagilimi.
Sekil 6.6’ da, € =0.99, v =3/7,6*=1.001, 7 = 0.5, ve farkh ya, heterojenlik
parametresi degerleri i¢in gerilme dagilimi elde edilmistir. Sekil 6.2 ve Sekil 6.4° den farkhh

olarak 77 = 0.5, degeri igin gerilme dagilimi elde edilmistir. Sekil 6.6 daki, baskinin

bittigi uctaki gerilme tekilliginin kuvveti, B, Sekil 6.2 ve Sekil 6.4° de baskinin bittigi

ugtaki gerilme tekilliginin ku\}veti, p, degerinden daha fazladir. Bu da siirtiinme

katsayisinin 77, etkisini gostermektedir.
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Sekil 6.7. k=0.5,v=3/7, 5= 2.0, 7=0.0, ve fark va, heterojenlik parametresi degerleri igin
dikdortgen profilli baski ile yiiklenmis diisey yonde derecelendirilmis malzemenin yiizeyindeki gerilme
dagilimi.

Sekil 6.7 de, x=0.5,v=3/7,6'=20,7=00,ve farkli va,heterojenlik
parametresi degerleri icin gerilme dagilimi elde edilmistir. Sekil 6.7 de, Sekil 6.1° den
farkli olarak x=0.5,v=3/7,6%=20, n=0.0,degerleri icin gerilme dagilimi elde
edilmigtir. Gerilme dagilimlart strtiinme katsayist 77 =0.0,0ldugu igin x/a = 0.0 gore
simetriktir. ya =0.001" den ya =1.0 kadar gerilme dagilimi temas alaninin ortalarina

dogru artmakta ve baskinin uglarina dogru azalmaktadir.
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o =-0.4736, f=-0.5264

Sekil 6.8. k =0.5,v=3/7 &' =2.0, 171 =0.3 ve farkli ya, heterojenlik parametresi degerleri igin

dikddrtgen profilli baski ile yiiklenmis diisey yonde derecelendirilmis malzemenin yiizeyindeki gerilme
dagilimu.

Sekil 6.8° de, x=0.5,v=3/78"=20,7=03 ve farkli ya,heterojenlik
parametresi degerleri i¢in gerilme dagilimi elde edilmistir. Sekil 6.8 de, Sekil 6.7 den
farkli olarak 7 =0.3 oldugu i¢in grafigin simetrisi bozulmustur. Gerilme dagilimi baskinin
u¢larinda smurlt degildir. Baskinin bittigi ugtaki tekillik bagladigi ugtakinden fazladir
|,8|>|a'|. Sekil 6.8’ de, Grafik 6.7° den farkli olarak baskinin bittigi uctaki gerilme

tekilliginin kuvveti, B, degerleri arasindaki fark siirtinme katsayismm, 7, etkisini

gostermektedir.
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Sekil 6.9. v=3/7, ya= 1.0, 5t = 2.0, 1 = 0.3, ve farkh kayma parametresi x, degerleri i¢in

dikdortgen profilli baski ile yiiklenmis diisey yonde derecelendirilmis malzemenin yiizeyindeki gerilme

daglim.

Sekil 6.9° da ya=1.0,v=3/7, 5*=2.0,7=0.3, degerleri sabitken kayma
parametresinin, x, gerilme dagilimi lizerindeki etkisi goriilmektedir. Gerilme dagilimi
stirtiinme katsaymin degeri, 7=0.3, 7 = 0.0 den farkli oldugu i¢in simetrik degildir.

Gerilme dagilim: gerilme alanint merkezine dogru artmakta ve sirlarinda azalmaktadir.

Kayma parametresi, ¥ =—0.3, x=0.0, x =0.3, iken siras1 ile baskinin bittigi ugtaki
gerilme tekilliginin kuvveti, § =-0.5386, B =-0.5323, f=-0.5284 degerlerine esittir.
Kayma parametresi, «, arttikca, gerilme dagilimi {izerindeki etkisi azalmaktadir. Oztiirk ve
Erdogan (1997) ye gore x <-0.5, iken gerilme siddet faktorleri @izerindeki etkisinin

artmasi gibi temas gerilmesinde de ayni etki gézlenmistir.
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Sekil 6.10. x = 0.5, v = 3/17, ya=1 .0, n = 0.3, ve farkli 54, katilik oran: degerleri i¢in dikdortgen

profilli baski ile yiiklenmis diisey yonde derecelendirilmis malzemenin yiizeyindeki gerilme dagilimu.

Sekil 6.10’ da ¥ =0.5,v=3/7,ya=1.0,7=0.3, degerleri sabitken katilik orant

degerlerinin 6, gerilme dagilimi tizerindeki etkisi goériilmektedir. Gerilme dagilim

stirtiinme katsaymmn degeri 77 = 0.0 farkhi oldugu igin simetrik degildir. Katilik oram

5*=0.25, ve 6* =10.0, iken sirasi ile baskinim bittigi uctaki gerilme tekilliginin kuvveti,

p=-0.5443 ve p =-0.5177 degerlerine esittir. Katilik oram degerinin, &, azalmasi ile

heterojenlik parafnetresinin, ya, gerilme dagilim tizerindeki etkisi artmaktadir.
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Sekil 6.11. ¥ = 0.5, ya=1.0, 5*=2.0,7=0.3, ve farkh v, Poisson oram degerleri igin

dikdortgen profilli bask ile yiiklenmis diisey yonde derecelendirilmis malzemenin yiizeyindeki gerilme
dagilimu.

Sekil 6.11.° de x=0.5, ya=1.0, 5*=2.0,7=0.3, degerleri sabitken Poisson
oraninin v, gerilme dagilim: tzerindeki etkisi goriilmektedir. Poisson orani sirasi ile

v=1/7"den v =5/7 ’ e artarken baskinin bittigi ugtaki gerilme tekilliginin kuvveti,

S =-0.5395"den f=-0.5132" e azalmaktadir.
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Sekil 6.12. ¥ =-0.75, v = 0.8, ya=1.0, 5= 2.0, ve farkh 77, siirtinme katsayist degerleri icin

dikdortgen profilli baski ile yiiklenmis diisey yonde derecelendirilmis malzemenin ylizeyindeki gerilme
dagilimu.

Sekil 6.12° de k¥ =—0.75, v = 0.8, ya=1.0, ' =2.0, degerleri sabitken siirtiinme
katsayisimin 77, gerilme dagilimi iizerindeki etkisi goriilmektedir. Gerilme dagilimi
n = 0.0 i¢in simetriktir. Temas bolgesinde u¢ noktalar haricinde siirtiinme katsayisinin
n,degeri 7 =0.0’dan 7 =0.9 artarken swras1 ile baskinin bittigi ugtaki gerilme
tekillifinin kuvvetinin degerleri f =—-0.5"dan  =-0.5671" e artmaktadur.
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Sekil 6.13. x = —0.25,v =3/7, ya=1.0, 5= 2.0, ve farkli 77, siirtiinme katsayisi degerleri igin

dikdortgen profilli baski ile yiiklenmis diisey yonde derecelendirilmis malzemenin yiizeyindeki gerilme
dagilima.

Sekil 6.13° de x=-0.25,v =3/7,ya=1.0,5*=2.0, degerleri sabitken 7,
stirtlinme katsayisinin gerilme dagilimi tizerindeki etkisi goriilmektedir. Gerilme dagilimi
n = 0.0, i¢cin simetriktir. Temas bolgesinde ug¢ noktalar haricinde siirtiinme katsayisinin
n,degeri 7 =0.0’dan 7 =0.9,artarken siras1 ile baskimn bittigi ugtaki gerilme

tekilliginin kuvvetinin degerleri f =—0.5"dan f =-0.6080" ¢ artmaktadir.
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Sekil 6.14. x = 0.5, v =3/7, ya=1.0, ot = 2.0, ve farkh 77, siirtiinme katsay1s1 degerleri i¢in

dikdortgen profilli baski ile yiiklenmis diisey yonde derecelendirilmis malzemenin yiizeyindeki gerilme
dagilimi.

Sekil 6.14’ de k¥ =0.5,v =3/7, ya=1.0, 6*=2.0, degerleri sabitken siirtiinme
katsaylslhln n, gerilme dagilimi tizerindeki etkisi goriilmektedir. Sekil 6.12 ve Sekil 6.13°
de oldugu gibi, temas bolgesinde ug¢ noktalar haricinde siirttinme katsayisinin 77, degeri
n =0.0"dan n = 0.9, artarken swrasi ile baskinin bittigi ugtaki gerilme tekilliginin
kuvvetinin degerleri f =—0.5"den f=-0.5779" a artmaktadir. Yalniz dikkat edilirse
kayma parametresinin degeri arttikga x, stirtiinme katsayisimn 77, gerilme dagilum

tizerindeki etkisi azalmaktadir.
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Sekil 6.15. x = —0.75, v = 0.8, ya=1.0, 7=0.5, farkh 54, katilik orani degerleri i¢in

dikdortgen profilli baski ile yiiklenmis diisey yonde derecelendirilmis malzemenin yiizeyindeki gerilme
dagilmu.

Sekil 6.15° de x =-0.75,v =0.8, ya=1.0, 7=0.5, degerleri sabitken farkli
katilik orami degerlerinin o, gerilme dagﬂlmlfﬁzerindeki etkisi goriilmektedir. Gerilme
dagilimi siirttinme katsaymnin degeri 7 = 0.0 farkli oldugu i¢in simetrik degildir. Katilik

oram srasi ile5* =0.25" den &' =10.0" a degisirken baskinmn bittigi uctaki gerilme
tekilliginin kuvvetinin degerleri B =-0.5628" den S =-0.5253" ¢ azalmaktadir.
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Sekil 6.16. x =—0.25,v =3/7, ya =1.0, 7=0.5, ve farkh &*, katilik orant degerleri igin
dikdortgen profilli bask: ile yiiklenmis diisey yonde derecelendirilmis malzemenin yiizeyindeki gerilme

daglim.

Sekil 6.16° de x =-0.25,v =3/7,ya=1.0, 7=0.5, degerleri sabitken farkli

katilik oranmi degerlerinin &, gerilme dagilimu iizerindeki etkisi goriilmektedir. Katihk
oram sirasi ileS* =0.25" den &6*=10.0" a degisirken baskinmn bittigi uctaki gerilme

tekilliginin kuvvetinin degerleri f =-0.6014den S =-0.5415 e azalmaktadr.
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Sekil 6.17. x =0.5,v =3/7, ya=1.0, n=0.5, vefarkli §*, katlik oram degerleri igin

dikdortgen profilli baski ile yiiklenmis diisey yonde derecelendirilmis malzemenin yiizeyindeki gerilme
dagilimi.

Sekil 6.17° de x=0.5,v=3/7,ya=1.0, 7=0.5, degerleri sabitken farkli
katilik oranimi degerlerinin o, gerilme dagilinu {izerindeki etkisi goriilmektedir. Katilik
oram siast ile 5t =0.25" den 8°=10.0" a degisirken baskimn bittigi uctaki gerilme
tekilliginin kuvvetinin degerleri # =—0.5730"dan £ =-0.5294 ¢ azalmaktadir. Sekil
6.10° da siirtinme katsayisi, 7 =0.3, katilik oram1 &' =0.25ve 8*=10.0 iken sias1 ile
B =-0.5443ve B =-0.5177 degerlerine esittir. Siirtiinme Katsayinin degeri 7, arttik¢a

gerilme dagilimu {izerinde katilik oraninin J, etkisi de artmaktadir.
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Sekil 6.18. k¥ = —-0.75, v=0.8, ya= 1.0, 1 =0.3, ve farkh *, katilik orani degerleri igin

dikdortgen profilli baski ile yiiklenmis diisey yonde derecelendirilmis malzemenin yiizeyindeki gerilme
dagihimu.

Sekil 6.18’ de x=-0.75,v=0.8, ya=1.0, 7=0.3,degerleri sabitken farkl
katilik orani degerlerinin &, gerilme dagilimi iizerindeki etkisi goriilmektedir. Gerilme
dagilimi stirtinme katsaymmin degeri 7 = 0.0° dan farkli oldugu i¢in simetrik degildir.
Katilik orami siras1 ile5* =0.25° den &*=10.0" a degisirken baskinm bittigi ugtaki
gerilme tekilliginin kuvvetinin degerleri £ =-0.5380"denf = ~0.5151% azalmaktadir.
Sekil 6.15° de siirtiinme katsayisi, 77 =0.5, katilik oram 5 =0.25 ve 5* =10.0 iken sirast
ile baskimin bittigi uctaki gerilme tekilliginin kuvvetinin degerleri [ =-0.5628 ve
S =-0.5253 degerlerine esittir. Siirtiinme katsayinin degeri 7, arttik¢a gerilme dagilimu

tizerinde katilik oranimin etkisi de artmaktadar.
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Sekil 6.19. x = —0.25,v =3/7, ya=1.0, 7 =0.3, ve farkh 54, katilik orani degerleri igin

dikdortgen profilli baski ile yiiklenmis diisey yonde derecelendirilmis malzemenin yiizeyindeki gerilme
dagilimi.

$ékil 6.1 de x=-0.25,v =3/7, ya=1.0,7=0.3,degerleri sabitken katilik
orani degerlerinin &, gerilme dagilimi iizerindeki etkisi gériilmektedir. Gerilme dagilimi
stirtlinme katsayimin degeri #7 = 0.0 * dan farkli oldugu igin simetrik degildir. Katilik orani
sirast ile 8% = 0.25° den 8* =10.0" a degisirken baskmm bittigi uctaki gerilme tekilliginin
kuvvetinin degerleri S =-0.5622" den 8 =-0.5250"¢ azalmaktadir. Sekil 6.16° da
77 =0.5, iken katilik orani degerleri, 5* =0.25 ve §*=10.0 iken sirasi ile 8 =-0.6014
ve ff =~0.5415 degerlerine esittir. Siirtiinme katsayisi arttikga katilik oran1 degerinin &,

gerilme dagilimi {izerindeki etkisi de artmaktadir.



84

!

k=-0.75, v=0.8, ya=1.0,5*=2.0
-1.2 : , . :

1.1

-1.0 ' -0.5 0.0 0.5 1.0
x/a
Sekil 6.20. x = —0.75, v=0.8, ya=1.0, 5= 2.0, ve farkh 7, siirtinme katsayis1 degerleri igin

dikdortgen profilli bask ile yiiklenmis diisey yoénde derecelendirilmis malzemenin yiizeyindeki gerilme
dagilimi.

Sekil 6.20° de x =—0.75, v =0.8, ya=1.0, 5" =2.0, degerleri sabitken siirtiinme
katsayisinin 77, gerilme dagilimi tizerindeki etkisi goriilmektedir. Sekil 6.12° de pozitif ve

sifir siirtiinme katsayis1 gbz oniine alinmisti. Burada ise sifir ve negatif siirtiinme katsayis
degefieri ele alinmugstir. Negatif stirttinme katsayisinin uygulanan eksenel kuvvetin yoniinii
degistirdigini gostermektedir. Bu g¢alismadaki isaret kabuliine gore pozitif siirtiinme

katsayis1 eksenel kuvvetin Sekil 5.2” de oldugu gibi x; (x) yoniinde olmasidir.
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Sekil 6.21. x =—-0.25,v =3/7, ya= 1.0, o= 2.0, ve farkl1 1), stirtinme katsayisi degerleri igin
dikdortgen profilli baski ile yiiklenmis diisey yonde derecelendirilmis malzemenin yiizeyindeki gerilme
dagilimu, ,

Sekil 621 de x=-025,v=3/7,ya=1.0, 5" =2.0, degerleri sabitken

stirtinme katsayismin 77, gerilme dagilimi tizerindeki etkisi goriilmektedir. Sekil 6.13” den

farki grafiklerin yon degistirmesidir.
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Sekil 6.22. k' = 0.5, v = 3/7, ya=1.0, 5* =2.0, ve farkli 77, siirtinme katsayisi degerleri igin

dikdortgen profilli baski ile yiiklenmis diisey yonde derecelendirilmis malzemenin yiizeyindeki gerilme

dagilimi.
Sekil 6.22° de x=0.5,v=3/ 7>, ya=1.0, 5* =2.0,degerleri sabitken 7,

stirtinme katsayisimin gerilme dagilimi tizerindeki etkisi goriilmektedir. Sekil 6.14° den

farki grafiklerin yon degistirmesidir.
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7.SONUCLAR ve ONERILER
7.1.Sonucglar

1. Bu problemde normalize temas gerilme dagilimi malzeme heterojenlik
parametresine, y, siirtlinme katsayisima, 7, baski boyutuna, a, Poisson
oranina Vv, dolayisi ile kayma parametresine x, ve katilik oranina, 5 , baglidir.

2. Kayma parametresi, x, x<-0.5 (Oztirk ve Erdogan, 1997) iken gerilme
dagilimi tizerindeki etkisi daha belirgindir. Bunun disinda Poisson oranmmn v, ve
kayma parametresinin x, etkisi ¢ok belirgin degildir.

3. k+v, parametresinin gerilme dagilimi tizerinde x <—0.5 belirgin bir etkisi vardir.
Bunun yaninda ortotropik malzemelerde v, 0.5 den biiyiikk olabilir (Oztiirk ve
Erdogan, 1997).

4. Stirtinme katsayisi, 77, gerilme tekiliklerinin kuvvetini etkilediginden gerilme
dagilimi tizerinde baskin bir etkisi vardir.

5.  Katilik orani, &, heterojenlik parametresine, ¥, ile dogrudan baglantilidir fakat
gerilme dagilimi tizerindeki etkisi etkisi belirgin degildir.

6.  Eksenel kuvvetin yonii degistiginde gerilme dagiliminin yonii degismektedir. .

7.2.0neriler

Bu caligmada; diisey yonde elastik olarak derecelenmis ortotropik malzemenin
yiizeyindeki diizlem temas gerilme dagilimi ele alinmistir. Hesaplanan ana nicelikler
gerilme dagilimi, yiik/temas uzunlugu dagilimidir. Elastik rijit baski éltlndaki ortotropik
FDM temas problemi ('ﬁlcelikle temel denklemler Fourier dontisiimii ile adi diferansiyel
denklem sistemine doniistiiriilmiistiir. Sonugta elde edilen integral denklemi sayisal olarak

¢6ziilmiigtiir. Bu ¢aligmada kullanilan parametreler heterojenlik parametresi, y, siirtiinme
katsayisi, 77, ve farkli uzunluk parametreleridir. Dikdortgen profilli baski P ylikiini

aktarmak ic¢in kullandmuistir (Gtiler, 2000). Sonuglar, diisey yonde elastik

derecelendirmenin yiizeydeki temas gerilmesi dagilimlar1 tizerinde nasil etkili oldugunu

gOstermistir.
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Bu c¢aligmanin sonrasinda yapilabilecek baska calismalarla ilgili bazi neriler

asagida verilmisgtir:

L.

Dereceli malzemeler igin kaymali temas problemlerinde, temas gerilmelerinin
asimptotik davranigim tanimlayan agirlik fonksiyonu, aynen homojen malzemelerde
oldugu gibi, sadece siirtiinme katsayis1 ve Poisson oraninin yiizey degerine baglidir
ve diger tiim malzeme sabitleri ve uzunluk parametrelerinden bagimsizdir. Dolayist
ile derecelendirilmis kaplamalar igin olan genel kayma temas probleminin
asimptotik ¢dziimiiniin 6ncii terimi ilgili homojen yar1 diizlemin basitlestirilmis bask:
geometrileri igin kapali ¢6ziimiinden elde edilebilir. Daha 6nce homojen ortotropik
malzemeler i¢in kaymali temas problemi calisilmadigi i¢in, yukarida bahsedilen
karsilagtirma yapilamamistir.  Genellikle temas alamn bittigi uctaki gerilme

konsatrasyonu bagladifi ugtakinden daha fazladir. Ornegin dikdortgen baskida
Ia’i >| ,B’ ,a<0, <0 «a, ve B, swast ile son ve baslangi¢ uglarindaki gerilme
tekilliginin kuvvetleridir. Yalmz dikkat edilirse bu ¢alismadaki Q =P, ile Giiler ve
Erdogan, (2004) Q =7 P, yonii farklidir. Sonuglar; derecelendirilmis kaplamalar igin

kaymal: temas problemlerinde temas gerilmesi ve 6zellikle gerilme siddet faktorleri

tizerinde, beklenildigi gibi sadece siirtiinme katsayisinin, 77, degil, buna ilaveten
malzeme heterojenlik parametresi, y, de etkisinin oldugunu géstermistir.

Ortotropik derecelendirilmis malzemenin direncinin daha iyi goriilebilmesi igin
temas problemi homojen ortotropik ortamda dikdértgen, l'iggén, dairesel ve silindirik
bask1 prOﬁlleri i¢in de ¢ozilebilir.

Diigey y6nde ortotropik derecelendirilmis malzeme i¢in diizlem temas problemine

diizlemdeki (in plane) o, (x,y) gerilmeler ve gerilme siddet faktSrieri de

eklenebilir (Giiler, 2000).

Diisey yonde ortotropik derecelendirilmis malzeme igin diizlem temas problemi
licgen, dairasel ve silindirik baski profilleri i¢in ¢dziilebilir.

Yatay yonde ortotropik derecelendirilmis malzeme i¢in diizlem temas problemi
dikdortgen, liggen, dairasel ve silindirik baski profilleri icin ¢oziilebilir (Giiler ve
ark., 2007).

Baski sonucunda olugabilecek yiizey ¢atlagi hasar modu halinde yiizey g:atlaglnm
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davramigim inceleyebilmek igin hem diisey, hem yatay, hem de diisey ve yatay
yonlerde ortotropik FDM igin birlestirilmis temas ve catlak problemi dikdortgen,
licgen, dairasel ve silindirik baski profilleri igin ¢oziilebilir. (Dag; 2001), (El-Borgi
ve ark., 2004).

Yukaridaki problemler farkl: elastik derecelendirmeler igin, drnegin Young modiilii
farkli  fonksiyonlarla (trigonometrik, iistel vb.) tanimlanarak ¢6zilebilir
(Giannakopoulos ve Pallot, 2000).

Yukaridaki problemlere kaplamanin etkisi katilarak yapilacak ¢alimalar
tekrarlanabilir (Giler, 2000).

Malzemenin plastik bolgeye geg:tigi, kabulii ile problem ¢6ziilebilir. Coziim

metodunda bazi simrlamalar vardir. Bunlardan birisi plastik bolgeye gecilmesidir.

- Keskin koseli dikdortgen baski profiline son derece az yﬁklemede bile plastik bilge

olusmas1 miimkiindiir. Plastik bélgenin boyutu énemlidir. Eger bu bolge yeterince
buytkse plastik analiz de gerekmektedir (Civelek, 1972). Choi ve ark. (2008-I) ve
Choi ve ark. (2008-1I) ¢alismalarindaki gibi plastik bélgede de galisilabilir.

Bu calismada ele alinan temas mekanigi probleminde Coulomb siirtiinme modeli
kullamlmustir. Fakat bu model sadece uygulanan eksenel kuvvetin yeterince biiyiik
oldugu durumlarda gecerlidir. Bunun gegerli olmadigi durumlarda temas alaninda
bazi yerlerde kayma olurken diger yerlerde yaplsma olabilir. Yani, yari kaymali
temas mekanigi problemi ortaya ¢ikar. Bu durum ortotropik FDM icin hem diisey
hem yatay, hem de diisey ve yatay yonlerde galigilabilir. Bunun sonucu olusan ¢atlak
ilerlemesi problemi ile de birlestirilirse fiziksel uygulama alani oldukga genis olan
olan bir problem ¢o6ziilmiis olur. Normal, tam yapisma ve yuvarlanma temas
prbblemi de ele almabilir. Boylece kayan ytizeylerde siiriinme (creep), asinma (wear)
ve kazimali1 yorulma (freeting fatigue) igin direngli ortotropik FDM” ler modellenmis
olur (Giannakopoulos ve Pallot, 2000).

Yukaridaki problemlere yiizey sicaklign da eklenebilir. Béylece tribolojik
uygulamalar igin daha uygun matematik modeller elde edilebilir (Dag, 2006).
Ortotropik derecelendirilmis malzemeler i¢in yukarnida matematiksel modellemesi
yapilan caligmalar ayn1 zamanda deneysel olarak da gerceklestirilirse malzemenin

gercek davranisi ile matematik modeli giiclendirilebilir.
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Elde edilen sonuglarlar,‘Sonlu Elemanlar Metodu (Finite Elements Method) veya
Siir Elemanlar Metodu (Boundary Elements Method) kullanilarak elde edilecek
sonuglarla karsilastirilabilir (Dag ve ark., 2009).

Bu analizde sadece statik durum géz oniine alinmigtir. Eger, yiikleme zamam kisa ise
dinamik yliklemenin etkileri dnemlidir. Dinamik yikleme tarafindan olusturulan
gerilme dalgalar1 gerilme alanini etkiler (Civelek, 1972). Dinamik yiikleme kabulii
ile problem yeniden modellenebilir.

Diizenli peryodik profilleri olan yiizeylerin kismi temasinda siirtiimesiz temas,
kaymal temas, tamamen yapisan ve kismi kaymali gibi farkli yiikleme sartlar ele
alinmugtir. Kargilasan yiizeylerin elastik olarak benzer ve benzer olmayan

malzemeden olmasi durumlarinda ¢6ziimler Coulomb siirtiinmesi kabulii ile

| hesaplanmigtir (Block, 2007). Diizenli peryodik profiller ile

problem yeniden modellenebilir.
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EKLER
EK-A Kernellerin Asimptotik Analizi
Al. Diisey Yonde Derecelendirme i¢in Kernellerin Asimptotik Analizi

Integral denkleminin elde edilmesinde 5.80. ve 5.81. denklemlerdeki sonsuz
integralin asimptotik degerlerinin bulunmasi 6nemlidir. Sonsuz integrallering — oo
asimptotik olarak agilmasinin iki sebebi vardir. Ilki integral denkleminin tekil davrams
5.82. ve 5.83. denklemlerin integrandlarinda kernellerin biiyiik acilimlarindacy oncii sira
teriminden gelmektedir. Ikinci olarak, 5.77. denklemdeki tekil integral denklemi sayisal
olarak ¢6zlimiinde sonsuza agilimdaki sonraki terimler hesaplamémn verimliligini
kolaylastirir.

Sonsuz integrallerin integrandinlarinda kullanilan asimptotik .étnaliz koklerin
asimptotik analizi ile bagslar. Oncelikle karakteristik denklemin kokleri 5.25b ve 5.25d

asimptotik olarak analiz edilir. Yeni bir degisken tamimlanirsa:

Y Y
r=-"— §==
| Y
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) =\/V}/2 +(1-—K‘2)052
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N, = —rs = Ir’s? + dic + 4i5'

5.25d. denklemdeki diger kok #,:

n, =%[—y—\/}/2 +4dxo” —4ita|5l}= 7,

A.2. denklem, 5.27.denklemde yerine konulursa:
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Benzer sekilde Z,(c):

5.34. denklemden:
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denklem 5.38 asagidaki sekilde yeniden yazilirsa:
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EK-B Fredholm Kernellerin Sayisal Olarak Hesaplanmasi

5.77. denklemdeki gibi bagintilarin ¢dziimiindeki hassasiyet denklemler 5.110. ve

5.111. denklemlerde verilen Fredholm kernellerin h;(r) ve H (i’) dogru hesaplanmasina

baghdir. Integrandlarin asimptotik degerleri eklenip ¢ikarilarak asagidaki bagintilar

yazilabilir:
0)= [oee 2 6)as | @000 1) 2L s
7‘alswf—msin [ﬁs ml dg

0

. .
a §—
+( A, + f’lﬂ)_J;w(s)Pn( #) (s)%*ls *:

‘r)=j ®,(¢)- (A, + 24,)= |§_ Istin[ﬂs—iﬂd{

~-10

’ B.1
(a.8)
ﬁll ﬂQl)J.S , 2 )P ( )d
1 © :
2 r)= J'w(s)Pn(a’ﬂ) (s)ds .[[(D:z ({)cos[ﬂs - r|] +(Cp, + CZI);/* In ls - r|]d§
N o B2
—(C+Cx) J.f Ins—rlw(s)P"" (s)ds
-1
Fredholm ve kerneller asagidaki Gaussian Quadrature formiilleri kulanilarak
hesaplanabilir:
1 B '
[G(tx)a-p @ +DPdt =Y W,G(x.1,), ~1<%R(a, f) <], B.3
-1 i
f, ve x, asagidaki gibi belirlenir (Erdogan ve ark., 1973):
‘Pn(a,ﬂ)(tk) =0
Plrb)(x)=0  igin K, =1
P (x)=0  igin K, =0 “l<a<0, 0<pB<l,
PEH D (x,)=0 icin x, =0 0<a<l, -1<B<0, B.4
Agirlik sabitleri agagidaki gibi verilir:
W, = (2n+a+B+2)L(n+a+))I(n+f+1)2E+) B

(o
(n+D)(n+a+B+1)T(n+a+p+1) PSP (tk)%f;(’””) (7,)
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Gauss Quadrature formiillerinin listesi Abramowitz ve Stegun’un (1965)

calismasinda goriilebilir. Bu prosediir, problemi lineer cebirsel denklemlere déniistiiriic. Bu

problemde G(x, tk) Jacobi polinomlaridir.

B1.Sonsuz Integraller

Fredholm kerneller sonsuz (st limiti olan kerneller igermektedir. Sonsuz
integrallerin hesaplanmasinda yiiksek dereceli hassasiyette olmasi esastir.

Integrandlardaki siniis ve kosintslii terimler ayri ayri degerlendirilecektir.

J, (s,r) veJ), (S, I”) integralin siirlart degistirilerek hesaplanir:
A ©
Ju(s,r)= ( I + J JCID11 (a)sin| a(s—r)]da
0 A

J, (s,r){j +:j }Dn (a)cos[ (s —r)dex

Ik integraller J“(S,I”) ve Jp, (S,l’) simirhdir ve sayisal olarak hesaplanmustir.
Yukaridaki denklemlerdeki 4,i=1,..,4 integral kesme noktalaridir. Hesaplamalarda,
integral kesme noktalar1 4 (i=1,..4) fonksiyonlarimi (0...4) araliginda hesaplamak igin

kullanilir (Dag ve Erdogan, 2002). Ikinci integraller asimptotik yaklasimda 10 terimli
yaklagimla hesaplanacaktir.

(0...A) smmir  araliginda, integral Gauss Quadrature metodu kullanilarak

9
hesaplanacaktir (j};) istenilen derecede kiigiik olacak sekilde A4 segilebilir. Belirli bir

heterojenlik sabit i¢in, belli bir noktadan sonra A4’ daki daha fazla artis sadece sayisal

hesaplamay1 zorlastirir. (0...A) integralinde A daha fazla artarsa bu integralin

hesaplanmasi i¢in daha fazla gaba harcamak gerekir. Eger istenilen hata 107 derecesinda
ise, integral limiti, A, Sy segilebilir.

Ikinci integraller:

L:1<s,r)=j(q>;(4>—(ﬂ“+ﬂ21))sin[g<sfr>]dé

B.6

B.7

B.8
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O]. C”+C21 )cos[( s r Ja’é’ B.9

olugmaktadir. Burada 4, + 4, veC;, +(C,, A.27 ve A.29.’ denklemlerde tammlanmistur.

A’ dan sonsuza olan kisimda integrandlar @;, (é' ) ve @, (§ ) asimptotik olarak ¢ — oo

icin agagidaki sekilde agilabilir:

@, ()= Z ﬂln s1n[§(s ”)] B.10

D, (&)= i Cu ;CZ” cos[ & (s-7)] B.11

Ay, + Ay, ve Gy, +C,, A27 ve A29. denklemlerde tamimlanmustir. Dolayist ile:

L, (s,7)= Z::(}l]n + ﬁz,,)oj[sin[é’%’ﬂdg B.12

B2.Ci() ve Si() Tekrarlayan Formiilleri

Integrallerin hesaplanmasmda kismi integral metodu gerekli tekrarlayan
(recursive) formiil elde edilinceye kadar kullanilir. Burada Ci() ve Si() siras: ile kosiniis ve

siniis integralleridir ve asagidaki sekilde tammlanir:

Si(x) = f sin [? T Jsmt M - | Sir;(t) dt B.13
x My

Ci(x)= ffos;—(t) =, +log|x| - Il—g?ﬂdf B.14
0 0

Burada y, = 0.57721566490 Euler sabitidir

j sin(t), M - Si(x) B.15

o I
ol (f g ot
0 x

4
x
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(A...OO) integrallerin pargas1 asagidaki kapali formda verilmis bagintilart olan

integrallerin hesaplanmasina déniismiistiir:

.[COS [4 S ¥ ]dé’_ cos(A|s rl)nl )M’(]s—rl)zm (21’1—2j—1)!

A - = A2n—2j( 2)!
Fsin(4ls =) jzz( )(lzzrt)f(z 2nz);z.J ) B.17
(=1)" (s =)™ Ci(4]s—r])
(2n-2)!
:[sinw#]d§= cos(A{s r|)12; (IAZ _211)(2}1(271’2) 2j- 1)
n-1 1)j+1(l —7”|)2j_2(2n—2 ')!
+sm(A|s r'); T (1) J B8
(1) (=)™ ci()s—r)
(2n-1)!
:ICOSI:é’;—ddc:_ cos(A|s—rl)jZ_i(—1) Ign 2j+1|)(2 2;1—2j)!
+sin{4ls - fl)Z( J (|i42r.|2)j(2n2nl) ) B.19
S G
' (2n-1)!
:fsin[(éi;r)]dg_ cos(4ls - rl)é( 1)’ (J:z :J)](ziznz)zj 2)!
+s1n(A|s r|)z( 1)j+1(| |) (2n-2;j-1)! 520

A (2n 2)!

(—1)"(|S-r|)‘"" (Si(Als_rD_%)

(2n-2)!
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EK-C Logaritmik Kernellerin Hesaplanmas:

Sayisal hesaplamanin tamamlanmas: i¢in, agagidaki integralin hesaplanmasi
gerekmektedir:

1
1,(x)= [in(e=x)(1-0)* (t+1) B (1)t c.1
-1 P
Pn(“’ﬂ ) (t) Rodrigues formiilii tarafindan agagidaki sekilde tanimlanir:
(2.8) _(___1_)_"_ A\ —ﬂ_c_l_n_ e pn
BEA() = 2 (1= () 2] ()™ o (1) c2

Cl.n =0 Logaritmik Kernelin Hesaplanmasi
I
[in(je-x)(1-1)" (1+2) | c3
-1

Integrélinin kapali form ¢6ziimii yoktur. Bu integralin hesabmin sayisal olarak
yapilmalidir. Bu integralin hesaplanmasinda Gaussian Quadrature formiilleri kullanilir.

t = xintegralin diizensiz bir davramig gosterdigine dikkat edilmelidir. Bu ise
yakinsak (convergence) bir probleme sebep olur. Dolayisi ile siralama noktalarinin

yakinlarinda daha fazla Gaussian noktasi alinmasi gerekmektedir. Bu ise etkili sekilde

integralin arali (—1,1)daha kiigik araliklara (-1, x—¢),(x—¢, x), (= x+¢€),

(x+8, X)bélﬁnerek yapilabilir. Burada ¢ kiglik bir degerdir (0.01 olarak kabul

edilebilir). Bu ise siralama noktalarina daha yakin noktalar olusturur ve integralin

hesaplanmasi daha dogru olur.
C2. n >0 Logaritmik Kernelin Hesaplanmasi

Asagidaki hesaplanmasi gerekmektedir:

1, (3)= Jinfle—) 10" (140 B9 (1) ca



Oncelikle: |
(1-1)* (1+2)’ P=A(1)
(=) a |:(l_t)a+n (1+t)/3+n}

2"n! dt”

_ (_l)n—l i 4 [:(1 _t)a+1+(n—1) (1 - t)ﬂ+l+(n—1)jl

2n2"? (n - 1)! dr dt™?

1 d "1 ! dn_l a+l+{n- +1+(n~
2_55[2”&(3-1)%”—1 (= e l)ﬂ

__ldr. e P (s, p41)
_ 2Mt[(l 0)*" (1+1)"" P@ (;)}

Ayrica asagidaki bagint1 vardir:

1P (1-0) (14+1)
V3

t dt =cot(ra)(1-x)" (1+x)" PP (x)
-1 -X

nll(—a = f+2n-2x,+Dl(a + B+n+)EE P (x)
sin(za)T(n-«,+ D[ (~a - f+n—x, +1)

K= -( a+ /3) Kismi integral ile agagidaki baginti elde edilir:

fin(r )11 () Ee9 )

=___ J.ll’l |f xl l:(l t)a+1 (1 t)ﬂ+1 ng;ﬂ B+1) (t)jldf

1 a+ + a+ 4
=“zmm4mknlumf‘ ()

(1__ a+1( )/J’+1 a+1 B+1) (t)
2n I x

-1t
=£ ](l_t)aﬂ (1+t)ﬂ+1 ‘Pn(:z]+],ﬁ+l) (f) 4
2n t—x

-1

Dolayist ile,

Iln 't xl (1-1) (1+t) (“ﬁ)( t)dt =

Teorlm(as)]R5 0 (:)(1-5) (145

2n

A2 e
2n[sin[7r(a+l)] B ):l
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C5

C.6

C.7

C3
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Dikkat edilirse:
cot[ﬁ (a +1)] = cot(7a) C9
sin [7[ (a +l)] = —sin (za) C.10
Ve yerine konulursa:
K =~(a+1+p+1)=—(a+p+2) C.11
Boylece C.4:
I = —2——cot(7ra)Pn( “7) (x)(1 —x)™ L+ x)™
n
2a+ﬁ+1 C.12
P(—a—l,—ﬂ—l)
" nsin [75(05 + 1)] mase (%)

Popov (1969) makalesinde karmasik integral alma yéntemini kullanarak yaptigi

¢Ozilimiin sonucunu asagidaki gibi verir:

]‘ln(lt—xl)(l*t)a(lH)ﬂ P (1) dr =

2T (1+a)T(1+ B +n) 1—x
F|n-1- Ry
nl(a+ B +n+2) ( a=p-n 2 ) C13
F(l+a+n)7rcot(7zi)_l F(—ﬂ—n,1+a+ﬂ+n,2+a,1—_—xj
27T (a+2)nl(1-x) | 2
Bu formiiller kullanilarak:
F(l+a+ﬂ+n,—n,l+a I_X] (1+c;t) P2 (1) C.14

F(4,B,C,z)=(1-z)"""F(C~4,C-B,C,z) C.15



Burada:
(1
(1+a) - (1+a+n)
" T(l+a)
Ve asagidaki bagintilar1 yeniden tanimlayarak:
' no>m+a+ f+1,
a—-a' -1,
L —>-pF+1,
C.14. denklem asagidaki gibi tamimlanr:

F(m -1-a'+ ' -m, alij‘

_ U(-a')T(n+a'+ B +2) (ca'1,-p-1)

r (I’l + ﬁ, + 1) n+a'+f+1

C.14. Denklemde #, a, £, asagida taninmalan bagintilarla yerdegistirilirse:

n—o>m-1,

a—a +1,

B B'+1,
C.14. denklemde asagidaki sekli alir:

F(a +f+n+2-n+la' +2 lz—x)

_ FIE’Z)F (Cf +2) plaa) 0
n+a'+1)

C.15. Denklemde 7, &, Sasagida taninmalan bagintilarla yerdegistirilirse:

ad=ad+p +n+2
p'=1-n,
y=a' +2

Ve asagidaki bagint1 elde edilir:

F(a’+ﬂ’+n+2—n+l,a’+2,l_7x

2

_I(n)T( +2) (@1 54])
F(n+a +1) F ©)

~-p'-
=(lic-j ( g - na+n+1a+27
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C.16

C.17

C.18

C.19
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F(—ﬂ'—n,a'+n+l,a'+2,—1;x)
C.20

277 1 T(MT(a'+2) g
2 ﬂ'+l ’ Pn-—l (t)
(1+x)"" T(n+a'+1)

C.18 ve C.20. denklemler yerine konulur ve sadelestirilirse ‘C.13. denklemde

verilen sonuca ulasilabilir.
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EK-D Bilinmeyen Fonksiyonun Tekil Davramismin incelenmesi
D1. Bilinmeyen fonksiyonun tekil davramis1 b <0 igin

b<0 i¢in bilinmeyen fonksiyonlardaki gerilme tekilliginin kuvvetleri
incelenecektir. Baslangigta bilinmeyen fonksiyonlar icin asagidaki form kabul edilmigtir
Dag (2001):

f@O=F@®)(t-a)*(b-1t)*, a<t<b,

Burada F(r)* nin kendi araliginda Hélder siirekliligi vardir ve —1<%R(a, 8) <0
oldugu kabul edilmistir. Temas probleminde isler & ve A baskinin profillerine bagli
olarak sifirdan az veya daha fazla olabilir. Bu béliimde; kendi araliklarinda gerilmeler ve
yer degistirmelerin tiirevleri igin sinirth davrandigindan emin olmak icin «, f,ve diger

lisler karakteristik denklemleri fonksiyon-teorik metot kullamlarak tiretilecektir. Simdi

asafidaki pargali holomorpik fonksiyonlan ele alinsin:
Jf ®

Kenar noktalar etrafindaki y(z) nin tekil davramist asagidaki sekildedir
(Muskhelishvili, 1953), (Erdogan, 1978):

i AV
y ST oy v F )b —ay E=2
sin(za sin(7

+F(2),

w(z)=—F(a)b-a

Fonksiyon F~ (z) muhtemelen daha zay:if tekilligin oldugu kenar noktalar1 disinda

her yerde smirlidir. Plemej formiilleri ve D.3. denklemi kullanilarak Cauchy integrallerin
kenar noktalardaki tekilligi verilen bilinmeyen fonksiyonlar seklinde asagidaki sekilde elde
_edilebilir:

5
1 tfﬂdt = —F(a)(b-a)’ cot(ma)(x, —a)® +
ﬂ' o—

a

®

a<x <b,

F(b)b—a)” cot (7r,B ) (x,—a)® + H(x),
‘H(x)kendi araliklarinda smurhidir ve kenar noktalardaki davramst D.3.

denklemdeki F”(z)’in davranisi ile benzerdir. $imdi D.2. Denklem ele alisin ve karmagik
degiskenler z’ nin asagidaki sartlar1 sagladigini kabul edilsin:

z¢(a<x <b),

D.1

D.2

D.3

D.4

D.5
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Bu sartlar altinda y/(z) holomorpiktir. Dolaysi ile asagidaki sekilde yazilir:

) = l J‘f(t)dt, D.6
Zit—z

1 E, d
(Ao tA) 2(1 +° ") = (6 0) = -F(a)(b-a) cot(ma)(x, - a)* + F(b)(b~a)" cot(nB)(b - x,)’
10 0 0 )

i (M)F(% )b -x) (3, — ),
A+ Ay

Simdi bilinmeyen iisleri D.7. denklem kullanilarak belirlemek i¢in karakteristik

D.7

denklemler tiretilebilir. D.7. denklem (x, —a)™*ile carpip x,—>a’ ya giderken asagidaki
denklem elde edilir:

cot(za) = U[MJ D.8
10 + -;420

D2.Bilinmeyen fonksiyonun tekil davramsi =0 i¢in

b=0 igin bilinmeyen fonksiyonlardaki gerilme tekilliginin olasilig1 fonksiyon

teorik metotla incelenecektir. Eger b =0ise kerneller x, ve ¢sifira yaklasirken tekil olur.
Dolayist ilex, = 0 noktasinda gerilme tekilliginin kuvvetlerini belirlemek icin biitiin
kerneller incelenmelidir. Bilinmeyen fonksiyonlar asagidaki sekilde ifade edilebilir:
@O = O(Dr @ -a), a<t<O0, D.9
Burada G(z) ilgili kendi araliginda Holder siirekliligi vardir ve —1<®R(e, 8) <0
oldugu kabul edilmistir. Par¢ali holomorpik fonksiyonlarin tanimi D.2. denklem ile

verilmistir ve kenar noktalar yakimnda bu fonksiyonlar: tekil davranisi asagida verilmistir:

g : B
w(z) = (@) (-a) 22D (. _ oy 4 GON-a)f — o+ (), D.10
sin(zex) sin(zf3)

' (z) Muhtemelen daha zayif tekilligin oldugu kenar noktalar1 diginda her yerde

stnirhdir. Plemej formiilleri ve D.10. denklem kullamilarak Cauchy integrallerin kenar

noktalardaki tekilligi asagidaki sekilde elde edilebilir:

I f (t)dt —w(a)(-a)’ cot(za)(x, — a)* +y (0)(—a)’ cot(#B)(b—x,)" T

+H(x1), a<x <0,
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Eger karmagik sayilar z* nin agagidaki sartlar sagladig kabul edilirse:
| z¢(a<x <0),
w(z) holomorpiktir ve D.6. denklemde gegerlidir. Integral denklemlerin asimptotik

davranigim belirlemek igin asagidaki islemlerin yapilmasi gerekmektedir.

(ﬁ -li-ﬂ ) 2(1%1/ ) auzé‘j:po) = —COt(ﬂ'a)(—a)ﬁl//(a)(xl _a)d _Cot(ﬂ_ﬁ)(_a)aw(o)(__xl)ﬁa

C10+C20 B a
-+ —_———— X N —X, X, —a
ﬂ(ﬁlo""ﬂzoJ w(x)(—x)" (x, - a)

D.13. Denklem ile verilen bagntilar ¢ < x, < 0 arah@indaki noktalarla siirlidir. Bu
sart kullanilarak karakteristik denklem bilinmeyen tissii belirlemek icin kullanilir. D.13.
denklem (x, —a)™ile garpip x, —a’ ya giderken (-x,)” ile garpilir ve x, — 0’ ya olursa
asagidaki denklem elde edilir:

Cy +C
cot(zmex) = U[M]
ﬂlO + ﬂZO

D3. ¢ Ac¢isiin Fiziksel Anlam:

Lekhnitskii (1963) tarafindan ifade edildigi gibi egik (obligue) kuvvet
uygulandiginda yar1 diizlemin igerisindé bulunan tiim gerilmelerin sifir oldugu dogal ¢izgi
(neutral line) olusur (Sekil D.1). Eger f,, = f3,, ise, bu ¢izgi kuvvetin uygulanma ¢izgisine
diktir degilse kuvvetin uygulanma ¢izgisini dar (acute) ya da genis (obtuse) bir aciyla

keser.

D.12

D.13

D.14
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v J
Sekil D.1. p kuvvetinin uygulanmasimin gosterimi.
Burada:
Rerey .
ﬂlj_ y_—.é— l,] :1,..,6 D-ls
33

4 =(a;), (i,j=1,.,n)strtinmeden dolayr meydana gelen kare matristir. Bu

matrisin elemanlar1 ise malzemenin elastik 6zelliklerinden olsmaktadir. Baska bir deyisle,

5.98. denklemde tanimlandig: gibi:

0= arctan% >0 , D.16

Gerilme tekilliginin kuvvetleri olan & ve g sadece siirtiinme kuvvetine ve FDM
tabakasindaki Poisson oranina, v,baghidir. Bu calismada Poisson orani baglangicta da
soylendigi gibi sabit kabul edilmistir ve dolayist ile o ve g heterojenlik parametresi y’

dan bagimsizdir.
Erdogan ve ark. (1973) tarafindan verilen sabit siirttinme katsayil yar diizlemle
belli bir a¢1 yapan baski yapan elastik problemde de anlatildig1 gibi fiziksel olarak silindire

sabitlenmis bir mil etrafinda y yoniinde dénmektedir (spins). Bu mil tizerinde ayni
zamanda M torku altindadir. Silindiri dengede tutabilmek i¢in O = 7P kuvveti mile x

yoniinde uygulanmalidir. Bu kuvvet ise yatak reaksiyonunun x bilesenidir. Xu ve ark.,
(2008) tarafindan yapilan calisma ve bu konunun belirgin olarak goriildiigi Srnek

uygulamalar olarak gésterilebilir.
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EK-E Gauss Sayisal integral Alma Yontemi

Gauss Sayisal Integral Alma (Sayzsal Integral Alma Yontemi) Yontemi, f (Xl.)
fonksiyonunun hesaplanacag en uygun apsislerin x, secilmesi ile sayisal olarak integralin
en iyi sekilde tahmin edilebilmesidir. Gauss Sayisal Integral Alma Yonteminin temel
teoremi, N noktali Gauss Sayisal Integral formiilleri icin en uygun apsislerx, (abscissas)

(a, b) aym aralik (interval) ve agirlik fonksiyonu W(X) (weighting function) igin ortogonal

polinomunun py (x) kokleridir. Gauss Quadrature (Sayisal Integral Alma Yontemi) en

uygun yontemdir ¢iinkii 2m -1 dereceye (order) kadar tiim polinomlara tam olarak
uymaktadir (fir). Gauss Legendre Sayisal Integral Alma Yontemi (Legendre-Gauss

Sayisal Integral Alma Yontemi, "the" Gaussian Sayisal Integral Alma Yontemi veya

Legendre Sayisal Integral Alma Yontem) ise [—1, 1] araliginda W(x) =1 agirlik fonksiyonu

ile n dereceli sayisal integralin kokleri Legendre Polinomlar B,(X)’ dir. Agirhik

fonksiyonlar1 i¢in Abramowitz ve Stegun’ a (1965) bakilabilir. Gauss Sayisal Integral
Alma ydntemi hem agirlik katsayilarnim segiminde hem de fonksiyonlarin hesaplanacagi

apsislerin yerinin segiminde serbestlik sagladigy icin Snemlidir. “Polinom x bilinenen
fonksiyon W(x) ” integrandin smmfi igin integrali gercek yapmak agirlik ve koklerin
se¢imiyle ayarlanabilir. Istenilen integralden integfali alinabilen tekillikleri gidermek icin
W(x) fonksiyonu i¢in segilebilir. W(x) fonksiyonu ve N tamsayisi verilsin. Agirlik w

ve kokler x; i¢in asagidaki yaklasim bulunur:
. , .
W () ()~ 2,7 ()
a J=

Buradaki f (X) integrali hesaplanacak ger¢ek polinomdur. Burada ortogonal

polinomun tantminin verilmesi gerekmektedir. W(JC) agirhik fonksiyonu tizerinden f veg

fonksiyonlarinin skalar ¢arpimi asagidaki gibi verilir:

(Fle) = [W (x)F (x)e (x)dx

E.l.

E.2.
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Skalar ¢arpimuin sonucu bir sayidir, x” in bir fonksiyonu degildir. ki fonksiyonun
¢arpimi sifir ise ortogonal (orthogonal) denir. Eger bir fonksiyonun kendisi ile skalar
¢arpimi bir (unity) ise bu fonksiyon normalize edilmis (normalized) denir. Eger bir
fonksiyon setinin tamamu birbirleri igin ortogonal (mutually orthogonal) ise ve her birisi
ayr1 ayr normalize edilmis ise bu ortonormal set (orthonormal set) olarak tanimlanir.

Gauss integral Alma Yéntemleri temelde iki 5nemli asamadan olusur:

1. vOrtogonal polinomlarin | belirlenmesi. Eger klasik ortogonal polinomlar

kullanilacaksa bu asama gegilir.
2. Dy (x ) in sifirlarimin belirlenmesi ve ilgili agirliklarinin hesaplanmast.

Daha detayl: bilgi ve program kodlar: i¢in Press ve ark. (1996) sayfa 140-155
bakilabilir.
Asagidaki Fredholm integral denklemi gz dniine alinsin (Erdogan ve ark., 1973):

I]'w(t)k(x,t)h(t)=f(x), (a<x<b)

b

Eger denklem E.3.” tin kapal form ¢6ziimii yoksa uygun se¢ilmis x, (i=1..,n)

i¢in denklemin sol tarafindaki integralin hesaplanabilmesi i¢in etkili sayisal ¢ozlim Gauss
Sayisal Integral Alma Yonteminin kullanilmasi ile elde edilir. Gauss Sayisal Integral Alma

tekniginin kullanilabilmesi igin kernelin negatif araliktaki degeri igin bilinmeyen
fonksiyoun h(f)=h(—f) oldugu kabul edilir .(Armn ve Erdogan, 1971). Sonugta problem
h(tj), (j=L..,n) bilinmeyenleri ile lineer denklem sistemine doniistir. Dolayisi ile

denklem asagidaki sekilde yazilabilir:
S k(1 )(t,)+ R, (x7) = £ (), (a<x <hbi=1..n),
=

W, ( Jj= 1,..,7'2) Agurhiklardir ve R, ise kalnti terimdir. Pratikte 7 yeterince biiyiik
segilirse, R, istenildigi kadar kiigiik yapilabilir ve dolaysi ile ihmal edilebilir.
t ( Jj= 1,..,1’1) konumlari Vbzel Gauss Sayisal Integral Alma Yéntemine (Gauss

Sayisal Integral Alma Yontemi formiillerinin listeleri i¢in (Abramowitz ve ark., 1965)

bakiniz.) ait ortogonal polinomlarinin kéklerine karsilik gelmektedir.

A g+~ jB(t)¢(t)i+ [KGop@ydt=f(x),  a<x<b
T} I—=x 7

E.3.

EA.

E.S.
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/=), (i=1,.,N) bilinmeyen fonksiyonlardan olugan vektér olan tanimlanir,
[-L1] arabiginda H-siirekli fonksiyonlardir. / ve k bilinen fonksiyonlardir.y; ve f
fonksiyonlarmin tanimlandig (a,b) araligt (*1,1) olarak normalize edilir. Dolays: ile
integral denklemininin genel ¢6ziimii asagidaki gibi ifade edilir:

#(2)=w(1) g(7), l<i<1

Burada g (t) fonksiyonu, -1<s<1 kapali arahinda smirl;, strekli bir

fonksiyondur ve her zaman sonsuz bir seri ile gosterilir. Buradan anlasiimaktadir ki eger
tekil integral denklemine denk Gauss Sayisal Integral Alma Yéntemi varsa denklem E.6.
denklem E.5.” de yerine konulur:

A(x) g(x)w(x)+ ;1[—I].B(t)g(t)lv%—kjlf(x,t)g(t)w(t)dt = f(x)

Bu denklem g (fi), i=1,..n ile lineer denklem sistemine déniisiir. Burada ortogonal

polinomlar o sekilde segilmelidir ki temel fonksiyon W(t) polinomun agirlik fonksiyonu

olsun:

w(t)=(1—-t)a(1+t)ﬂ, (-1<(a.8) <1l <1),

E.6.

E.7.

E.8.
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