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OZET

Yiksek Lisans Tezi

INTEGRAL DENKLEMLERIN COZUMUNDE GREEN FONKSIYONUNUN
KULLANILMASI

Faruk DUSUNCELI

Atatiirk Universitesi
Fen Bilimleri Enstitistu

Matematik Anabilim Dali

Danigsman: Yrd.Dog. Dr. Arzu AYKUT

Bu tezde, sinir deger problemlerinin farkli ¢6ziim yontemlerinden biri olan Green
fonksiyonu arastirildi. Green fonksiyonu araciligiyla sinir deger problemi integral
denkleme doniistiiriildii ve buradan ¢oziim elde edildi.

Ik olarak, Integral denklemler ve Green fonksiyonu arastirildi. Daha sonra Green

fonksiyonu araciligtyla smir deger problemleri integral denklemlere doniistiiriildii. Son
olarak, integral denklemlerin ¢oziimii yapildi. Yontem iki farkl probleme uygulandi.

2011, 42 sayfa

Anahtar Kelimeler: Smir-deger problemleri, Sturm-Liouville problemi, Green
fonksiyonu, Integral denklem



ABSTRACT

Master Thesis

USING GREEN FUNCTION FOR SOLVING INTEGRAL EQUATIONS

Faruk DUSUNCELI
Ataturk University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Asst. Prof. Dr. Arzu AYKUT

In this thesis, Green function method has been studied, which is one of the different
method of solving of boundary value problems. Through Green function method,
boundary value problem has been turned into the integral equations and thanks to it, the
problem solving has been obtained.

At first, integral equations and Green function have been studied and researched. Then,
through Green function, boundary value problems have been turned into integral
equation. At last, integral equations have been solved.

This method has been used to solve two different problems.

2011, 42 pages

Keywords: Boundary Value Problems, Green Functions, Sturm-Liouville Problems,
Integral Equations.
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1.GiRiS

Integral denklemlerle ilk ugrasilar 19. yiizyilin ilk yarisinda baslamistir. Abel’in bir
mekanik problemi incelerken 1823 yilinda ilk defa integral denkleme rastladigi
bilinmektedir. Ancak integral denklem kavramim ilk defa 1888’ de DuBois Reymond

kullanmustir.

Green (1828) “an Essay on the Application of Mathematical Analysis to the Theory of
Electricity and Magnetism” adli c¢alismasini yapti. Bu c¢alismasinda elektrik
potansiyellerini incelerken bu fonksiyonlar1 olusturdu. Ancak, bu ¢alisma 1850 ve 1854
arasinda yayinlanincaya kadar bir bilinmeyen olarak kaldi. Bu caligmayla Alman

okullarmin matematiksel fizige bakis acilar1 degisti.

Bu fonksiyona Green kendi adin1 vermemistir. Ancak, daha sonra Riemann (1826—

1866) bu fonksiyonlar1 “Green Fonksiyonlarr” diye adlandiracaktur.

Neumann (1877) Laplace denklemler ile ilgili ¢alismasinda Green fonksiyonlar
kavrammi sik sik kullandi. Laplace denklemlerin ¢oziimiindeki basarisi ile birlikte

Green fonksiyonlari, diger denklemlerin ¢6ziimiinde de kullanilmaya baslandi.

Hobson (1856-1933), bir, iki ve li¢c boyutlu 1s1 denklemleri i¢cin Green fonksiyonlari
tiiretti. Ayn1 zamanda Fransiz Matematik¢i Appell (1855-1930) bir boyutlu 1s1
denklemleri i¢cin benzer bir formiil tanimladi. Ancak, Sommerfeld (1868—1951) 1s1
denklemlerinin ¢oziimii icin Green Fonksiyonun modern teorisini olusturdu. Yani,
Sommerfeld 20. yiizy1l donemecinde Green Fonksiyonunun biiyiik sampiyonu kabul

edildi.

Dalga denklemleri i¢in Green fonksiyonlarinin gelistirilmesinde onciiliik eden sahsiyet,

iic boyutlu dalga denklemleri adli caligmast boyunca Green Fonksiyonlar1 kullanan



Kirchhoff (1824-1887) tur. O, Green fonksiyonlar1 kullanarak Huygen Prensiplerinin

matematiksel a¢iklamasi olan Kirchhoff teoremlerini tiiretti.

Smir deger problemleri iceren adi diferansiyel denklemler i¢in Green fonksiyon
uygulamalari, Burkhardt (1861-1914)’in c¢alismasi ile basladi. Daha sonra, Bocher
(1867—1918) n inci mertebeden denklemlere genisletti.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde, sonraki boliimler i¢in temel teskil eden notlara, tanimlara, 6nermelere ve

teoremlere yer verilmistir.

Tanim 2.1: n’ inci mertebeden homogen olmayan bir lineer diferansiyel denklem genel

olarak

seklinde yazilir. Burada a, (x),q,(x),...,a, (x) degisken katsayilardir. Bu katsayilar ve
F(x) fonksiyonu, x’ in bir [a,b] arahgnda tarif edilmis siirekli fonksiyonlaridur.

Ayrica, a,(x) bu aralikta daima sifirdan farkhdur.

Eger, F(x)=0 ise, (2.1) denklemi

d" d"’ d
a, (x) dx%’}_'-a] (x) dx”‘)]}+m+a"_] (x)d—i}+an (x)yzO

seklini alir. O zaman bu denkleme, #n’ inci mertebeden degisken katsayili homogen

lineer diferansiyel denklem denir.

Tanim 2.2: Ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklem, x € (a,b) icin

ay(x)y"+a,(x)y +a,(x)y = f(x)

olup ve



B, (y) :ally(a)+a12y’(a)+ﬂlly(b)+ﬂ12y’(b) =N
B, (y) = aQ,y(a)+azzy’(a)+ﬁ21y(b)+ﬂ22y’(b) =7

smir kosullari ile bir sinir-deger problemi olusturulmaktadir. Burada a,,a,,a, € C [a,b] ,
a, (x) #0 ve a;, B;, y, sabitlerdir. (2.4) ile verilen sinir kosullar1 en genel halde olup
B.=0,=0 ve a, =a,, =0 ise sinir kosullar1 ayrik smir kosullar1 adin1 alir. Eger
a,=pB,=0, a,,=6,,=0 ve y,=y,=0 ise s kosullar1 periyodik olarak
adlandirilir. Ayrica a,, = B, =B, =a,, = B,, = B,, =0 olmasi halinde ise sozii edilen

siir kosullar1 y(a)= i y'(a)= el seklinde ifade baslangic kosullarina doniisiir.

a]] a2]

Tamm 2.3: (2.3) denkleminin ¢oziimleri olan y, :[a,b] >R ve y,:[a,b]>R
fonksiyonlar1 [a,b] araliginda tiirevlenebilir fonksiyonlar ise her xe[a,b] icin y, ve

v, fonksiyonlarmin Wronskiani W( Vis yz) : [a,b] —>R,

seklinde tanimhdir. Eger Wronskian determinantinin degeri [a,b] araligmin herhangi

bir noktasinda sifirdan farkl ise bu durumda y, ve y, fonksiyonlar: ayni aralikta lineer

bagimsizdir.

Tamm 2.4: Bir a < x <) araliginda siirekli iki f(x) ve g(x) fonksiyonlari i¢in eger

b

<f,g>=If(x)g(x)dx:0

a



ise, bu fonksiyonlar ad1 gegen aralikta birbirine diktir veya “ortogonal” dir denir. Ayrica

wv«7ﬁ=ﬁ?ﬁﬁél

esitligi saglaniyorsa f(x) fonksiyonu “normalize” olmus bir fonksiyondur.
Y Yy

Tamm 2.5: VaeN igin f,:E—R olmak iizere {f,} fonksiyon dizisi igin,

S, = z f olarak alindiginda S, : E — R biciminde E {izerinde tanimlanan bir {Sn}

k=1

fonksiyonlar dizisi elde edilir ki

0

HmY /i (1) =Y/ (x) = £ ()

n—o k=1 k=1

olur. Bu durumda { fn} fonksiyon dizisinin x noktasinda olusturdugu reel say1 serisi

yakinsak olur.

Bir E kiimesinde tanimlanan { fn} fonksiyon dizisinin {Sn} kismi toplamlar dizisi

diizgiin yakmsak ise {f,} fonksiyon dizisinin olusturdugu fonksiyon serisi diizgiin

yakinsak olur.

Tamm 2.6: a < x <b arahiginda tanimli f(x) fonksiyonunun

f(x):ni:cnq)n(x) (n=12,..)



seklinde ortonormal fonksiyonlarin serisine agilabildigi diisiiniiliirse, bu durumda sozii

edilen serilere ortonormal seriler denir.

Tamim 2.7: Belirli bir kiime iizerinde taniml1 f* ve g fonksiyonlar1 ve «,  skalerleri

i¢in,
L(af+pBg)=alf +pBLg
Kosulunu saglayan L operatoriine lineer operatdr denir.

Tanmim 2.8: V bir kompleks vektor uzayl, ¢ :VxV — C (p(x,y) = <x,y> fonksiyoneli
Vx,yeV ve VaeC igin asagidaki kosullar saglaniyorsa ¢ =(.,.) fonksiyonuna bir i¢
carpim, <x, y> sayisina x ve ) ’'nin i¢ ¢arpimi ve (V, <,>) ikilisine de i¢ ¢arpim uzayi

denir.

b)(xy) =(x.y)
c)<ax,y> :a<x,y>
d)<x+y,z>:<x,z>+<y,z>

olmak tizere

n n-1

n n n=1" 7 -1
dx dx

d
+...+ald—+a0
X



tiirev operatorii i¢cin L( y) = f denklemindeki L" adjoint operatdrii,

Ly=(-1) Z:n (a,v)+(=1)" %:l(ay)h*a_oy

seklindedir. Burada a fonksiyonu, a, fonksiyonun karmasik eslenigidir. Her bir a,

fonksiyonu k. mertebeden siirekli tiirevlenebilir, # ve v fonksiyonlar1 da herhangi bir

aralikta n. mertebeden stirekli tiirevlenebilir ise bu durumda Lagrange 6zdesliginden,
— -0 d
viu—-ul'v= —B[u,v]

dx

yazilabilir. Buradaki B|[u,v] bilineer formu,

olarak tanimhdir. Eger L ikinci mertebeden bir diferansiyel operatorii ise,

— e d _ _ !
viu—-ul'v=—|uav+u'a,v—ula,v
4w eaay-(a.7) |

— —_ —-n —! -
" ! ! 14 !
=u"a,v+u a]v+u[—a2v +(—2a} +a,)v +(—a2+al)v}

Lagrange 6zdesligi gecerli oldugu aralikta integre edilirse,

xX=a

j:(;Lu —uLTv) dx = (v, Lu) —<L*v,u> = B[u,v]‘x:b —B[u,v]



bulunur. Bu da Green 6zdesligidir (Mauch 2004).
Tamm 2.10:

da
dx

[P(X)%}q(x)ymr(x)y:o

ay(a)+a,y'(a)=0, by(b)+b,y'(b)=0

seklinde sinir deger problemine Sturm-Liovulle problemi denir. Burada, p >0, r>0

ve p,q,r fonksiyonlari [a,b] araliginda siireklidir. Sturm-Liouville probleminin her

zaman y(x) =0 asikar ¢oziimiine sahip oldugu asikardir (Bayram 2009).

Tanim 2.11: L operatorii Sturm-Liouville operatdrii olmak iizere,

!

ulv—vLu = [p(uv’ —vu’)]

seklindeki 6zdeslige Lagrange 6zdesligi denir.
Tanim 2.12: Sturm-Liouville operatorii i¢cin Green 6zdesligi,

b

a

j:(uLv—vLu)dx = [p (uv’—vu’)]

seklindedir.

Tamm 2.13: Eger timii sifir olmayan c,c,,...,c, sabitleri ve [a,b]c R kapal

araliginda tiim x degerleri icin,



afi(x)+e,fo(x)+..+c,f,(x)=0

oluyorsa, f,(x),f,(x),...f,(x) fonksiyonlarma lineer bagimhdir denir. Eger

£1(x)s /5 (x)s-.., f, (x) fonksiyonlar1 lineer bagimli degilse, bunlara lineer bagimsizdir

denir (Bayram 2009).

Tamim 2.14: Ac R, f: A— R bir fonksiyon ve a € 4 olsun.

f fonksiyonu a noktasinda siireklidir << Her ¢ > 0 i¢in en az bir 6 > 0 vardir dyle ki

|x—a|<5:>‘f(x)—f(a)‘<8

Tanim 2.15: f, [a,b] araliginda tanimli reel degerli bir fonksiyon olsun Ve >0
verildiginde |x—y|<& kosulunu saglayan Vx,y e[a,b] i¢in ‘f(x)—f(y)‘<8 olacak

bigimde 36=5(¢)>0 bulunabilirse f fonksiyonuna [a,b] arahginda diizgiin

stureklidir denir.

Tanim 2.16: Bos olmayan bir fonksiyonlar kiimesi X olmak tlizere f,: X >R, ne N

seklinde fonksiyonlar olsun.

i)Eger Vxe X i¢in f,(x)— f(x) oluyorsa yani Vxe X ve ¢ >0 i¢in AN = N(x,¢)

varsa ve VneN igin fn(x)—f(x)‘<8 oluyorsa (f,) fonksiyonlar dizisi f’ye

noktasal yakinsar denir.

ii) Ve >0 i¢in 3N = N(&) varsa Vxe X ve Va2 N igin

£ (x)—f(x)‘ < ¢ oluyorsa

(f,) fonksiyonlar dizisi / ye diizgiin yakinsar denir.
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Tanim 2.17: Bir fonksiyon uzaymda tanimli L lineer operatdrii i¢in,
Lf=1f

olacak bicimde bir A sabiti mevcut ise bu degere L operatoriiniin ozdegeri, f

fonksiyonuna da 6zfonksiyonu denir.
Tanim 2.18:

0, x#0

o, x=0

5(x):{

seklinde ifade edilen fonksiyona Dirac-Delta fonksiyonu denir.

Tanim 2.19:

I, x>0
H(x):{o x<0

ile ifade edilen Heaviside birim fonksiyonu, Dirac delta fonksiyonunun integralidir.

Tanim 2.20: (— D, p) araliginda tanimli f* fonksiyonunun Fourier serisi

a = nr nr
f(x)="2+ (ancos—x+bnsin—x]
(x) 2 Z‘ 4 p

seklinde yazilir. Burada,
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dir (Bayram 2009).

Tanim 2.21: Leibnitz formiild,

B(x)
j 6F(x,t dt+F{x,B(x)}d—B—F{x,A(x)}d—A
A(x)

~—

d B(x)
= j F(x,t)dt=
dx Alx) ox dx dx

seklindedir. (Aksoy 1997)

Tanim 2.22: 1 >0 i¢in f (t) verilmig bir fonksiyon olsun. Bu durumda f nin Laplace

doniigiimii
L{f(t)}:F(s):Ie‘”f(t)dt

denklemiyle tanimlanir. Bu doniisiimiin ¢ekirdegi K(s,t):e‘“ dir. Laplace

doniisiimiinde goz Oniine alinan integralin aralig1 sifirdan sonsuza kadar degistiginden,
bu integral has olmayan bir integraldir. Has olmayan integrali, sonlu bir araliktaki

integralin limiti olarak
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I dt—hmJ.f

A—w

seklinde tanimlanir. Burada A pozitif bir reel sayidir. Eger her bir 4 > a degeri icin a’
dan A’ ya integral var ve 4 — o icin (2.33) de verilen limit var ise has olmayan
integral, bu limit degerine yakinsaktir denir. Aksi halde bu integrale rraksaktir denir

(Bayram 2009).

Tamim 2.23: Ters Laplace doniisiimii,

formiilii ile tanimlanir. Burada a Oyle bir pozitif sayidir ki, u =a diisey dogrusunun

n

iizerinde F(s) fonksiyonunun kutbu yoktur ve F(s) nin s,,s,,..,s, ile gdsterilen
kutublar1 bu dogrunun solunda bulunur(s :u+iv). Ters Laplace Doniisiimii
f(t):L_] [F ] L { } ya da f [ ] L { } seklinde goserilebilir.

Ters Laplace doniisiimii lineer bir doniisiimdiir (Bayram 2009).
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. integral Denklemler

Uygulamalarda bazen karsimiza bilinmeyen fonksiyonun integral isareti altinda oldugu

denklemler ¢ikar. Bu tiir denklemlere integral denklemler denir.
3.1.1. integral denklemlerin simiflandiriimasi

Dogrusal integral denklemler Fredholm ve Volterra olmak iizere genelde iki smifa

ayrilir. Fredholm tipi denklemler

b

a(x)y(x):F(x)+iJ.K(x, )y(é)dé

a

seklindedir. Burada a(x), F(x) ve (x,&) bilinen fonksiyonlardir. A, a ve b ise

bilinen sabitlerdir. x(x,&) fonksiyonuna gekirdek fonksiyonu denir ve Green fonksiyon
ile yakindan ilgilidir. y(x) ise, bulunmasi arzu edilen fonksiyondur. Fredholm tipi

denklemlerde iist limiti sabit olmazsa Volterra tipi denklemleri elde ederiz ki, bunlar da

X

oc(x)y(x) :F(x)+ij.1<(x,§)y(§)d§

a

seklinde verilirler. Volterra tipi denklemler aralarinda

a(x)=0 ise I. Cins
a(x)=1 ise II. Cins
a(x)#0ve a(x)=1 iselll Cins
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olarak smiflandirilir. F(x) fonksiyonunun sifir oldugu durumlarda integral denklem

homojendir. Yani y(x) = 0 gibi asikar bir ¢6ziimii vardir.

Integral denklemlerin bir smiflandiriimas: da K(x,g) fonksiyonunun siirekliligi ile
ilgilidir. K(x,g) fonksiyonu a<x<b ; a<&<b araliklarinda siirekli ise integral
denklem tekil ( singiiler ) olmayan bir integral denklemdir. Eger K(x,é) bu aralikta

siirekli degilse, integral denklem tekil ( singiiler ) integral denklem smifina girecektir.
Ayrica, integral sinirlarinin en az birinin sonsuz olmasi halinde de denklem, tekil

integral denklem simifinda olacaktir.
£ (x) = [sin(x€)u(&)d&
0

\(

0

f(x)=]e u(Eps

0

denklemleri bu tiiriin birer 6rnegini olusturmaktadirlar. Bunlardan ilkinde, denklemin

ikinci yani olarak tanimlanan f (x) fonksiyonu, u(x) fonksiyonunun Fourier Siniis
Transformasyonu, ikincisinde ise u(x) fonksiyonunun Laplace Transformasyonu olarak

kullanilir.

Son olarak y(x) bilinmeyen fonksiyon olmak iizere,

b

oc(x)y(x) :F(x)+ij.1<(x,§)y(§)d§

a
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yapisinda ki bir integral denklemde, y(x) fonksiyonunun lineer olmasi halinde, integral

denklemde lineer integral denklem adin1 almaktadir.

b

a(x)y(x)zF(x)mjx(x, )y (E)dE (3.1

a

(3.1) integral denkleminde ise y(x) fonksiyonunun n. kuvveti bulundugundan, lineer

olmayan bir integral denklem olmaktadir.
3.1.2 integral denklemlerle diferansiyel denklemler arasindaki iliski

Baslangic kosullariyla verilmis, degisken veya sabit katsayili bir diferansiyel denklem,
Volterra tipinde bir integral denkleme doniistiiriilebildigi gibi, bir integral denklem de
bir diferansiyel denkleme doniistiiriilebilmektedir. Dolayisiyla, bir integral denklem,
baslangi¢ kosullar1 i¢in saglanan diferansiyel denklemin bir sinir deger problemi olarak

da g6z Oniine alabilir.

3.1.3. Diferansiyel denklemlerin integral denklemlere doniistiiriilmesi

d2y
dx’?

+a, (x)%+a2 (x)y:F(x) (3.2)

¥(0)=C, ¥'(0)=¢ (3.3)

olsun.

=¢(x) (3.4)
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esitligi kabul edilsin. (3.3) baslangic kosullar1 dikkate alinarak (3.2) diferansiyel

denklemi iki kez ard1 ardina integre edililirse,

d X
d_iz'([q}(t)dt-i_cl .

y=[(x=1)p(t)dt+Cx+C,
0

seklinde yazilir. Bu sonuca ulasabilmek i¢in asagidaki (3.6) bagintisindan yararlanildi:

I"'"'"j:f(t)'dt ..... dt:jj(zcn_—?;] f(t)dr (3.6)

(3.4) ve (3.5) kullanilarak (3.2) diferansiyel denklemi,

X

qo(x)+Ial (x)qo(t)dt+C]a] (x)+j:a2 (x)(x—t)(p(t)dt
)

0

+C xa, (x) +C,a, (x) = F(x

formunda veya

q)(x)+j:[a, (x)+a, (x) (x—) ] (¢) de

=F (x) -Cq, (x) —-C\xa, (x) -C,a, (x)
yazilabilir. Sonug olarak,

qo(x):IK(x,t)(p(t)dt+f(x)
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seklinde yazilabilir. Burada,

K(x,t) = —[al (x) +a, (x)(x— t)]
f(x) = F(x) -Ca, (x) —-C\xa, (x) -C,a, (x)

seklindedir.

Ornek.3.1:

d’y . dy

4V 5D 4,0 3.7
dx? dx Y 3.7)
y(0)=0, »'(0)=0 (3.8)

(3.7) diferansiyel denklemi, (3.8) baslangic kosullar1 dikkate alinarak, integral

denkleme asagidaki sekilde doniistiiriilebilir.

d2
dx2 =u (x)
esitligi almuir.
d’y d
ay_4a
x> dx

olup
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bulunur. Tekrar integral alinirsa,

olur. Bunlar denklemde yerlerine yazilirak,
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X

w(x) =5 ()= 4] (x=1)u(r)dr =0

0

ve bu da diizenlenerek
u(x) :I{5+4(x—t)}u(t)dt
0

II. Cins bir Volterra integral denklemine doniismiis olur.
3.1.4. integral denklemlerin diferansiyel denklemlere doniistiiriilmesi

Bir integral denklemde bir diferansiyel denkleme doniistiiriilebilir. Bu doniisiim igin
Leibnitz Formiili’ niin uygulanmas1 gerekir. Bu formiil, integral isareti altinda tiirev

alma islemini gergeklestirir. Leibnitz formiili,

&~

o) M oF (x,1) dB dA
F(x,t)dt= “Ldt+Flx,B(x)\——F{x, A(x)}— (3.9)
I Flna= | S F () A)

A B
olup, burada A(x) ve B(x) in sabitler olmasi halinde, fl— =0, fl— =0 olacagindan
s s

formiil,

&~

olarak kullanilir.
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Ornek 3.2:

Integral denkleminin diferansiyel denkleme déniistiiriilebilmesi igin, esitligin her iki

tarafinin x’ e gore tiirevi alinir.

olup, Leibnitz formiiliine gore,

X

%J't u(t)dt:!.O.dt+xu(x).l

bulunur. Denklemde yerine yazilirsa
u'(x)—xu(x)=0
seklindeki, birinci mertebeden bir lineer diferansiyel denklem elde edilir.

Ornek 3.3:

4
X =

(2 +2% Ju(t)dt

O C—y

integral denkleminin diferansiyel denkleme doniistiiriilebilmesi i¢in, ayn sekilde

esitligin her iki tarafinin x’ e gore tiirevi alinir.
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4x’ =

dij(xz +0 )u(t)dt
X 0
olup, Leibnitz formiiliine gére

ii(xz w6 Vu()de = [ 2 u(t)de + 26 (x)

dx

ifadesi yukaridaki denklemde yerine yazilir ve bir defa daha tiirev alinirsa,

12x2 :—j2xu dt+2xu( )+4xu(x)

Leibnitz formiilii kullanilarak,

%j@x u(t)dt:j.2 u(t)dt+2x u(x)

0

ifadesi yukaridaki denklemde yerine yazilir ve bir defa daha tiirev alinirsa,

12x° —2j dt+2x ( )+6xu(x)

Son olarak bir defa daha tiirev alinip Leibnitz formiilii uygulanir

24x = ju dt+2xu )+10xu’(x)+6u(x)
0

,d
dx
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oldugundan,
x*u"(x)+5xu’ (x)+4u(x)-12x =0
elde edilir.
3.2. Green Fonksiyonlarinin Kurulma Yoéntemleri
3.2.1 Adi Diferansiyel Denklemler i¢in Green Fonksiyonlariin Olusturulmasi

n-inci mertebeden bir diferansiyel denklem,

L) =p, )" +p, )y +.+p, ()y=0 (3.10)

burada p,(x), p,(x),...., p,(x) fonksiyonlar: [a,b] arahiginda stireklidirler ve p, (x);t 0

dir. Smir kosullarimiz ise (k =1,2, ,n) olmak iizere

V, (y) = aky(a)+a;{y!(a)_i_”._i_a:—ly(n—l) (a)
Y -1, () (3.11)
+B.y(b)+ By (b)+...+ By (b)
ile verilmektedir. Burada y(a),y'(a),...,y""(a) ,y(®),y'®)....,y""(b) .

fonksiyonu olan V,,...,V_ ler lineer bagimsiz formlardir.

(3.10) —(3.11) ile verilen homojen sinir deger probleminin y(x) =0 trivial ¢6ziimiinden

baska bir ¢6ziimiiniin var olmadig1 zaman, asagidaki tanim gegerlidir.
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Tanim.3.4: (3.10)-(3.11) smir deger probleminin Green fonksiyonu olan G(x,f),
a < ¢& < b olmak lizere herhangi bir £ i¢in inga edilmis bulunan ve asagidaki 6zellikleri

gergekleyen bir fonksiyondur:

1. G(x,&) fonksiyonu a<x<b arahgmnda sireklidir ve x e gore ilk (n-2).

mertebeden siirekli tiirevleri vardir.

2. x e gore (n—l). mertebeden tlirevinin  x =&  noktasinda birinci gesit bir

stireksizligi vardir ve sigcrama miktar1 kadardir; bir bagka deyisle:

po(é

[o'6(x.8)
x=£+0 ax"_]

3. [a,f) ve (&,b] araliklarmm ikisinde de G(x,&) fonksiyonu x in bir fonksiyonu

axn—]

[6”‘G(x,§)

__ b
o) Po(8)

olarak diisiintilecektir ve (3.10) denkleminin bir ¢oziimii olacaktir. Yani,

V,(G)=0 (k=12,..n) (3.12)
Ornek 3.5:

YW =0 (3.13)
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denklemi i¢in smir kosullar

y(0)=y(0)=y'(1)=»"(1)=0 (3.14)

seklinde verilen problemin Green fonksiyonun elde edilisi agagida verilmektedir.

Oncelikle (3.13) — (3.14) sinir deger probleminin yalmzca asikar ¢dziimiiniin var oldugu

gosterilmelidir. (3.13) denklemi i¢in ¢oziimlerin temel sistemi

3

7 () =1Ly, (x) =x, py(x) =%y, (x) =

dir. Genel ¢oziim 4, B, C ve D sabit biiyiikliikler olmak tizere,

y(x)=A4+Bx+Cx* + Dx’ (3.15)

dir. (3.14) sinir kosullar1 4, B, C ve D sabitlerini bulunmasini saglayacak asagidaki

bagintilarin olusmasini miimkiin kilmaktadir.

Buradan 4=B=C=D=0 bulunur. Bundan dolay1 (3.13) - (3.14) nin yalnizca
y(x): 0 gibi bir asikar ¢6ziimii vardir. Onun i¢in bir tek G(x,é) Green fonksiyonu

olusturulabilir.

(3.15) ¢ozlimlerin temel sistemini kullanarak bilinmeyen G(x,é) fonksiyonu asagidaki

sekilde olusturulabilir.
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G(x,&)=a.l+a,x+a,x" +a,x’, 0<x<& (3.16)
G(x,&)=b.1+b,x+b.x’ +b,.x°, E<x<1 (3.17)
Burada a,, a,, a,, a,, b, b,, b, b, biyiklikleri £ nin heniiz bilinmeyen
fonksiyonlaridir. ¢, (f) =b, (5)— a, (f) (k = 1,2,3,4) almir ve lineer denklem sistemini

c, (é) bulma amaciyla asagidaki sekilde yazilir.

t+e,é+eEl+e,E’ =0
e, +¢,.2E+¢,.3.E7=0

¢;.2.4¢,.6£=0
c,.6=1
Bu sistem ¢oziilerek
Q(§)=-c& al6)=5¢
| . (3.18)
03(5)2—55 04(5)23

bulunur. Green fonksiyonlarin gercekledigi 6zellik (3.12) kullanildiginda, G(x,f)

fonksiyonunun asagidaki bagintilar1 gercekledigi goriiliir.

Bu bagintilar asagidaki formda ortaya ¢ikar.
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a, =0

a, =0
2b,+6b,=0
6.b,=0

(3.19)

¢ (&)=b,(&)-a, (&) (k=12,3,4) bagmntisi kullanilarak (3.18) ve (3.19) dan

bulunur. Buldugumuz degerler (3.16) ve (3.17) da yerine yazilarak Green fonksiyonu

olusturulmus olur.

1
Eéxz—éf, 0<x<¢

1

G(v8)|
—8534‘552)(, éSXSI

Ornek 3. 6:
y =0 (3.20)

denklemi i¢in smir kosullar

(3.21)
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seklinde verilen problem i¢cin Oncelikle Green fonksiyonu olusturulup

olusturulamayacagi incelenir.

Bunun i¢in (3.20)—(3.21) smir deger probleminin yalnizca asikar ¢éziimiiniin var oldugu

gosterilmelidir. (3.20) denklemi i¢in ¢oziimlerin temel sistemi

2

n(x)=1 y(x)=x p(x)=x
dir. Genel ¢6ztim 4, Bve C sabit biiylikliikler olmak iizere
y(x) = A+ Bx+Cx’

dir. (3.64) kosullar1 4, B ve C sabitlerinin bulunmasina yardimei olacaktir.

A=A+B+C=B=-C
B+B+2.C=0=B=-C

bulunur. Bundan dolay1 (3.20)-(3.21) sinir deger probleminin y(x) =0 gibi bir agikar

¢coziimii ile birlikte farkli ¢oziimlerinin var oldugu goriiliir. Sonug¢ olarak bu problem

icin Green fonksiyonu olusturulamaz.

3.2.2. ikinci mertebeden bir diferansiyel denklem icin Green fonksiyonun

olusturulmasi

p(x)>0  olmak iizere

L(y):%[p(x)£}+q(x)y (3.22)



28

ikinci dereceden bir adi lineer diferansiyel operatdrii verilmis olsun. Bu fonksiyonlarin

verilen (a,b) araliginda

ay(a)+By'(a)=0, yy(b)+5y'(b)=0 (3.23)
sinir sartlarmi  saglamali, bu aralikta kendisi ve birinci tiirevi siirekli olmalidir.
Asagidaki sartlar1 saglayan ve siirekli olan L(y) =0 denkleminin tek ¢oziimii y(x) =0

olmalidir. Sinir sartlar1 altinda L(y) operatoriiniin Green fonksiyonu asagidaki sartlar

saglayan iki degiskenli G(x, & ) Green fonksiyonuna verilen addir.

1. G(x, & ) , a<x<b ve a <& <b araliginda siirekli olmalidir.

2. 8G(x,§ ) / ox ve OG(x,f)/ o0& tirevleri a<x<¢&¢ ve &<x<b araliklarinin

her birinde surekli olmalidir.

3. x=¢ noktasinda 0G(x,&)/0& tiirevinin

]_[8G(x,§)
_r 0§

formiiliiyle bulunan bir siireksizligi vardir.

[8G(x,§)
0

__
o) P(6)

4. ¢ sayisin sabitleyebilmek igin, G(x,&) fonksiyonu L(y)=0 denklemini

a<x<¢ ve &< x<b araliklarinin her birinde saglar. Yani,

L[G]=0
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dir.

5. X in bir fonksiyonu olan G(x,f) (3.23) simur sartlarmni saglar.

Bu sartlar1 saglayan Green fonksiyonu asagidaki sekilde olusturulabilir. Oncelikle
L(y)zO denklemininin ¢oziimii olan u(x) ve v(x) fonksiyonlarini olusturmak

gerekir.

u(x) fonksiyonun (3.23) smir sartalarinin ilkini, v(x) fonksiyonunun da ikincisini

saglamasi gerekir. u(x) ve v(x) fonksiyonlar1 lineer bagimsiz olmalidir.
Lineer diferansiyel denklemler teorisinde 1yi bilinen 6zdeslik:
p(S)[u(S) v' (&)-u' (E)v(S)]=¢ (3.24)
¢ sifirdan farkh bir sabittir, aksi takdirde u(x) ve w(x) lineer bagimli olabilir.
u(x) ve v(x) fonksiyonlar1 olusturulduktan sonra Green fonksiyonunu asagidaki

sekilde ifade edilebilir.

G(re)=] © ) (3.25)
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(3.25) fonksiyonunun Green fonksiyonunun taniminda verilen 1-5 6zelliklerini sagladigi

kolayca goriilebilir.
Ornek 3.7:
y'+y=0 (3.26)

denklemi i¢in smir kosullar

(3.27)

seklinde verilen problemin Green fonksiyonunu olusturabilmek i¢in asikar ¢oziimiiniin

disinda ¢o6ziim olmadig1 gosterilmelidir.

b2 (x) =sinxvey, (x) = sin(x — 1) lineer bagimsiz 6zel ¢oziimler kullanilarak

y(x)=A.sin(x)+B.sin(x 1) (3.28)

genel ¢Ozlimii yazilabilir. (3.28) ile belirlenen y(x) fonksiyonunun (3.27) kosullarini
ancak 4=B =0 olmas1 halinde gergeklestirilebilecegi, dolayisiyla (3.26)-(3.27)

problemi i¢in Green fonksiyonunun olusturulabilecegi goriilecektir.

Oncelikle (3.24) 6zdesligi kullanilarak c¢ sabiti bulunmalidir. Burada p(x) =1 olduguna
dikkat edilmelidir.

sin&.(cos(&-1))—sin(£-1).(cos&) =sinl=c
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bulunur.

Bulunan veriler (3.25) de yerlerine yazilarak G(x,é) fonksiyonu asagidaki sekilde

olusturulmus olur.

sin(é‘-l).sinx

1 ,0<x<é
sin
Gx.8)=y .
sin&.sin(x—1)
- ,6<x<1
sinl
Ornek 3.8:
yll:()

denklemi i¢in smir kosullar

olarak verilen problemin yalnizca asikar ¢6ziimii vardir. Dolayisiyla Green fonksiyonu

olusturulabilir.

b2 (x) =Xx ve Yy, (x) = x—1 lineer bagimsiz 6zel ¢ozlimleri ve ¢ =1 kullanilarak Green

fonksiyonu asagidaki sekilde yazilir.
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3.3. Sinir Deger Problemlerinin Coziimiinde Green Fonksiyonlarimin Kullanilmasi
L(y) =D, (x) y(") +p, (x) y("_]) +..t D, (x)y = f(x) (3.29)
formunda homojen olmayan bir diferensiyel denklem ve
V(»)=0,7,(y)=0,..7,(y)=0 (3.30)

sinir kosullar1 verilmektedir. Burada y(a) ,y'(a),....y™™" (a) ,y(b),y' (b),...,y"™" (b)

nin fonksiyonu olan V,,...,V,ler lineer bagimsiz formlardir.

Teorem 3.9: Eger G(x,&),

homojen sinir deger probleminin bir ¢éziimii ise (3.29) - (3.30) smir deger probleminin

¢Ozumu

y(X)ZfG(xaé)f(é)dé (3.31)

formiili ile verilir.

Ispat 3.9: (3.31) ile verilen denklemin (3.29) ve (3.30) ile verilen diferansiyel denklem
problemine esdeger oldugunu gostermek gerekir. (3.25) fonksiyonu kullanilarak (3.31)
denklemi acik sekilde yazilabilir.
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)2 e @as s et r@as|
(3.32) ifadesinin birinci ve ikinci dereceden tiirevleri ise,

y’<x>={j V()7 (E)de+ | u'<x>v<:>f<:>d:}

y"<x>=—ﬁ (&) F(£)ae+ ] u"(x)v(é)f(é)dé}

c

1 ! ’
A (0)ulx) = (3)v(3)] £ ()
olacaktir. Bu tlrevleri de
Ly(x)=p(x)y"(x)+ p'(x) y'(x)+q(x)y(x)

ifadesinde yerlerine koyarsak,

1r(0) = H [0l (e [o(&) )] (]
#2 [P (x) ' (x) ()= (1)u(x)) £ (x)]

elde edelir. Buradan da u(x) ve v(x) fonksiyonlart,

Lu(x)

0
Lv(x) 0
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denklemlerini sagladiklarindan, gosterilmek istenen

ifadesi bulunur. (3.31) denklemindeki y(x) fonksiyonunun gerekli smir sartlarini

sagladigini gostermek i¢in,

\

ifadeleri yazilarak, y(x) > in a noktasinda u(x) ve b noktasinda da v(x) ile ayn1 sinir

sartlarin1 sagladig: goriliir.

3.3.1 Bir parametre iceren smir deger problemlerinin integral denklemlere

doniistiiriilmesi

L[y]=Ay+h(x) (3.33)
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Vo (y)=0 (k=12,..n) (3.34)

Seklindeki sinir deger probleminde

L(y)=p, () 3" (x)+p, () 3" %)+t p, ()3 (x)

Vk(y):aky(a)+a,1y’(a)+...+a,f_]y"_](a)
By ()4 B (B) 4ot B (B) (K =1,2,.0m)

dr. V,V,,...,V, ler lineer bagimsiz lineer formlar ve h(x) bilinen bir fonksiyondur. A

ise sayisal bir parametredir. Eger h(x) =0 ise

Lly]=4y V,(y)=0 (k=12,..n) (3.35)
homojen smir deger problemi olusur.

A nin (3.33) nin trivial olmayan y(x) coziimlerinin var olmasma olanak taniyan

degerlerine (3.33) sinir deger probleminin 6zdegerleri denir.

Teorem 3.10:

L[y]=0 V. (¥)=0 (k=12,..,n)

sinir deger problemi G(x,f) Green fonksiyonuna sahip ise (3.33)-(3.34) sinir deger

problemi
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b

Y(x)=A[G(x.&)y(&)dE + £ ()

a

Fredholm integral denklemine denktir. Burada

b

f(x)=[G(x.&)h(g)de

dir.

Ozellikle (3.35) smir deger problemi asagidaki homojen integral denkleme denktir.

y(x)=2[G(x8)p(&)ds
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde, sunulan metot iki problem tizerinde test edildi.

4.1.Test Problemi
y'=1 4.1
y(0)=y"(0)=»"(1)=y"(1)=0 (4.2)

(4.2) baslangic degerleri ile birlikte verilen (4.1) diferansiyel denklemi Green

fonksiyonu yardimiyla sdyle ¢oziiliir.

Oncelikle y* =0 ve y(0)=)'(0)=y"(1)=»"(1)=0 homojen smir deger problemi

icin Green fonksiyonu olusturulmalidir. Verilen denklemin “Ornek (3.5)” Green

fonksiyonu asagidaki sekilde olusturulmustu.

%fxz —%x3, 0<x<¢é
G(x,f): (4.3)

1., 1.,
——&+=¢&x, £<x<1
65 25 ¢

G(x,é) , (4.3) ile tanimlanmis olmak tizere, f (5) =1oldugundan (4.1)-(4.2) smir deger

probleminin ¢ézimiinii
1
y(x)=[G(x.8)ae (4.4)
0

formunda yazilabilir.
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Integral araligmi iki kisma ayirir ve Green fonksiyonun (4.3) ile verilen degerini (4.4)

yerine yazarsak
o()= (3678 e+ St e (4.5)

Integral islemleri yapilip gerekli diizenlemeler yapildiktan sonra,

4 2
X X3 X

y()=2 -ty (4.6)

fonksiyonu elde edilir.

(4.6) fonksiyonun (4.1) denklemini ger¢ekledigini ve (4.2) sinir deger kosulunu yerine
getirdigi kolayca gosterilebilir.

4.2.Test Problemi

V'+y=x 4.7)

y(O):y(zj:0 (4.8)

(4.8) baslangic degerleri ile birlikte verilen (4.7) diferansiyel denklemi Green

fonksiyonu yardimiyla sdyle ¢oziiliir.

Oncelikle (4.8) baslangic degerleri ile verilmis y"+3p=0 homojen diferansiyel

denklem icin Green fonksiyonunu olusturmak gerekir.
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y,(x)=sinx ¢dziimiiniin y (0)=0 baslangic kosulunu, y,(x)=cosx ¢dziimiiniin
Vv, (%j =0 baslangi¢c kosulunu gergekledigi kolayca goriilebilir. Bu iki ¢6ziim lineer

bagimsizdir.

sinx ve cosx fonksiyonlarmin x =& noktasindaki Wronskian’in1 bulmak gerekir.

sin Cos
d d =—sin’é—cos’E=—-1#0

w(e)=

cosé —siné
p(é) =1 oldugu dikkate alimarak Green fonksiyonu asagidaki sekilde olusturulabilir.

—sinxcosé 0<x<¢&

G(x.¢)=

. T
—cosxsiné & SXSE

(4.7)-(4.8) sinir deger probleminin ¢ozimii,

X

y(x)= —cosxjsin(f)zfri(,g —sin x

0

o C— 0 [N

cos(&)EdE (4.9)
formunda yazilabilir. Kismi integrasyon yontemiyle,

Isin(é)fdf =sinx— Xxcos x

o C—t [N

cos(&)edE :%—xsinx—cosx
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bulunur.

Bulunan ifadeler (4.9) de yerine yazilir ve diizenlenirse,
. T
y(x):x—sm(x)a (4.10)

bulunur.

(4.10) ¢oziimiiniin (4.7) denklemini sagladig1 ve (4.8) smir sartlarin1 sagladigi kolayca

gosterilebilir.
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5. TARTISMA ve SONUC

Bu calismada Green fonksiyonlar araciligi ile smir deger problemlerinin integral
denklemlere doniistiiriilmesi ve olusturulan integral denklemin ¢6ziimii {izerinde
duruldu. Green fonksiyonunun g¢ok farkli etkili kullanim alanlarindan biri de bu

doniisiimdyir.

Bu metot iki test problemine uygulandi ve bulunan ¢oziimlerin sinir deger problemlerini

sagladigi gorildii.
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