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OZET
Yiiksek Lisans Tezi
YILDIZIL VE KONVEKS FONKSIYONLAR ICIN BAZI KRITERLER
Miifit SAN

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Danigsman : Prof. Dr. Ayhan Serbetgi

Bu calismada, birim dairede analitik ve univalent ya da analitik ve p-degerli olan
fonksiyonlar ile delinmig birim dairede analitik ve univalent ya da analitik ve p-
degerli olan fonksiyonlarin yildizillik ve konvekslik 6zellikleri ile bu fonksiyonlarin

yildizil ve konveks olmasi icin gerek ve yeter kosullar incelenmistir.

Tez dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris kismidir. Ikinci boliimde temel
tanim, teoremler ve lemmalar yer almistir. Uciincii boliimde, sirasiyla birim dairede
univalent, p-degerli, meromorf univalent ve p-degerli meromorf fonksiyonlarin yildizil-
lig1 ve konveksligini karekterize eden cesitli esitsizlikler ile yildizillik ve konvekslik
kavramlar: arasinda bagintilar yer almigtir. Son boliim olan dérdiincii boliim ise
tezin orjinal kismidir. Burada, p-degerli meromorf ve meromorf yildizil ve konveks
fonksiyonlarla ilgili 6zellikleri de iceren cok sayida teorem verilmig ve ispatlanmigtir.

Ayrica, ilgili teoremlerin bazi énemli sonuclar1 da vurgulanmistar.
Aralik 2010, 60 sayfa

Anahtar Kelimeler : Birim daire, delinmis birim daire, analitik fonksiyon, uni-
valent fonksiyon, yildizil fonksiyon, konveks fonksiyon, p-degerli analitik fonksiyon,

meromorf fonksiyon, esas deger, kompleks rasyonel fonksiyon.



ABSTRACT
Master Thesis
CERTAIN CRITERIA ON STARLIKE AND CONVEX FUNCTIONS
Miifit SAN

Ankara University
Graduate Scholl of Natural and Applied Science

Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Ayhan Serbetci

In this study, the starlikeness and convexity of analytic and univalent or analytic and
p-valent functions in unit disk and analytic and univalent or analytic and p-valent
functions in punctured unit disk, and the necessary and sufficient conditions to be

starlike or convex of this functions are investigated.

This Thesis consists of four chapters. The first chapter is devoted to introduction. In
the second chapter, basic definitions, theorems and lemmas take place. In the three
chapter, some inequalities characterize the starlikeness and convexity of, respectively,
univalent, p-valent, meromorphic univalent and p-valent meromorphic functions in
unit disk and the relations between the concepts of starlikeness and convexity are
given. The fourth chapter is the last chapter that is the original part of the thesis. In
this chapter, a great number of theorems are given and proved that they include the
properties concerning meromorphic univalent and p-valent meromorphic functions in

unit disk. Also some important results of related theorems are emphasized.
December 2010, 60 pages

Key Words : Unit disc, punctured unit disc, analytic function, univalent function,
starlike function, convex function, p-valent analytic function, meromorphic function,

principal value, complex rational function.
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R B 2 N A

SIMGELER DiZzZiNi

Kompleks sayilar kiimesi

Tamsayilar kiimesi

Dogal sayilar kiimesi

Reel sayilar kiimesi

{zeC:|z| <1}

U kiimesinin sinir1

Normalize edilmig univalent fonksiyonlarin sinifi
Normalize edilmis univalent yildizil fonksiyonlarin simifi
Normalize edilmis univalent konveks fonksiyonlarin siifi
U da meromorf univalent fonksiyonlarin sinifi

U da meromorf univalent yildizil fonksiyonlarin sinifi

U da meromorf univalent konveks fonksiyonlarin sinifi
U da p-degerli analitik fonksiyonlarin sinifi

U da p-degerli analitik yildizil fonksiyonlarin sinifi

U da p-degerli analitik yildizil fonksiyonlarin sinifi

U da meromorf p-degerli fonksiyonlarin sinifi

U da meromorf p-degerli yildizil fonksiyonlarin sinifi

U da meromorf p-degerli konveks fonksiyonlarin sinifi

Bir f(z) fonksiyonunun ¢. mertebeden adi tiirevi



1. GIRIS

Univalent y1ldizil fonksiyon kavramn ilk olarak Alexander (1915) tarafindan tanitilmigtr.
Nevanlinna (1921) da bu konu iizerinde detayh aragtirmalar yapmistir. Daha sonra
ise univalent yildizil ve konveks fonksiyonlar Marx (1932), Strohhacker (1933), Jack
(1971), McGregor (1975), Wilken (1980) ve daha bir ¢ok aragtirmaci tarafindan
caligilmigtar.

Yildizil ve konveks fonksiyon kavraminin birim dairede p-degerli analitik fonksiyon-
lara genellegtirmesini Robertson (1937, 1941, 1945, 1953) ve Goodman (1950) tarafin-
dan yapilmigtir. Daha sonra Blakley (1962), Sakaguchi (1962), Hummel (1966),
Ozaki (1941), Nunokawa (1987) ve bir¢ok aragtirmaci p-degerli analitik fonksiyon-

larin yildizilhigi ve konveksligi izerine aragtirmalar yapmigtir.

Birim dairede meromorf yildizil ve konveks fonksiyonlar hakkinda Pommerenke (1963),
Miller (1970), Clunie (1959), Nunokawa ve Ahuja (2001) ve birgok aragtirmac: ¢aligmigtir.
Birim dairede p-degerli meromorf yildizil ve konveks fonksiyonlar ilgili bagintilar ilk
olarak Royster (1963) tarafindan verilmistir. Daha sonra ise Aouf ve Hossen (1993),

Liu ve Owa (1998) ve ¢ok sayida aragtirmact bu konu iizerinde ¢aligmisgtir.

Tezin amaci y1ldizilik ve konvekslik kavramlarini, aralarindaki bagintilar: ve adi tiirev
operatorii yardimiyla birim dairede meromorf bir fonksiyonun tiirevlerinin yildizliligi
ve konveksligi ile ilgili genel bagintilarin vermek ve yine bu fonksiyonun yildizillig:
ve konveksligi {izerine bazi bagintilar1 bulmaya c¢aligmaktir. Bunun icin ilk ¢nce
birim dairede univalent fonksiyonlarin yildizilligi ve konveksligi ile ilgili kavramlar
tanitilip daha sonra bir univalent fonksiyonun hangi sartlar altinda yildizil ve kon-
veks oldugu ve yildizillik ile konvekslik arasinda ne cegit bagintilar oldugu {iizerine
caligmalar yapilmigtir. Bu ¢alismalarin aynilar: sirasiyla birim dairede p-degerli anali-
tik fonksiyonlar, meromorf univalent fonksiyonlar ile meromorf p-degerli fonksiyonlar

i¢in yapilmigtir.

Bu tez dort boliimden olugsmaktadir. Ikinci boliim diger béliimler icin gerekli olan
temel tanim ve teoremleri icermektedir. Uciincii boliim birim dairede univalent,
p-degerli, meromorf ve p-degerli meromorf olan fonksiyonlarin yildizilligi ve kon-
veksligi iizerine yapilan ¢aligmalar yer almaktadir. Son boliim olan dérdiincii boliim
tezin orjinal kismi olup bu béliimde adi tiirev operatorii tanitilmis ve adi tiirev oper-
atoriiniin p-degerli meromorf fonksiyonlara uygulanmasiyla yildizillik ve konvekslik

ile ilgili bagintilar ve sonuclar elde edilmigtir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tanim 2.1 Bir f : C — C fonksiyonu ve bir 2y € C noktas: verilsin. Eger z
m en az bir komgulugundaki her noktada f (z) fonksiyonu diferensiyellenebilir ise bu

durumda f (2) ye 2o da analitiktir denir.

Tanmim 2.2 Bir B C C bolgesinde sonlu sayidaki kutup noktasi diginda analitik olan

fonksiyonlara meromorf fonksiyon adi verilir.

Tamim 2.3 Bir f(z) fonksiyonu bir B C C bélgesinde bire-bir ise yani; her bir
u,v € B igin

oluyor ise f(z) fonksiyonuna, B de univalent (yalinkat, birebir) fonksiyon denir.

Tanim 2.4 Kompleks diizlemde bir B bolgesinde alinan w; ve wsy gibi her iki nokta
¢iftini birbirine baglayan dogru pargasinin tamami bu bolgenin i¢inde kaliyorsa B
bolgesine konvekstir denir. Yani, z; € B ve 25 € B olmak tizere her A (0 < A < 1)
icin

(1 — )\)21 + Az € B
oluyorsa, B bolgesine konveks bolge denir.
Tanim 2.5 Kompleks diizlemde wy € B baglangi¢ noktali her 1ginin B bolgesi ile

kesigimi olan noktalar kiimesi bir dogru parcasi veya 1sin ise B ye wy a gore yildizildir

denir.

Tanim 2.6 [a,b] C R olmak iizere siirekli bir 7 : [a,b] — C fonksiyonuna C diizle-

minde bir egridir denir
Tanim 2.7 Bir v egrisi verildiginde v (a) = 7 (b) ise, v ya kapal egridir denir.

Tamim 2.8 Bir «y egrisi sadece t; = t igin 7 (t1) = v (t2) oluyorsa 7 ya basit egridir
denir. Bazen basit egrilere Jordan egrisi de denir. 7 basit bir egri ve v (a) = 7y (b)

ise v ya basit kapal egridir (kapali Jordan egrisi) denir.

Tanim 2.9 Bir ~ egrisi verildiginde ~ tiirevi var ve siirekli ise v ya diferensiyel-

lenebilir egri denir.



Tanim 2.10 ~ diferensiyellenebilir egri olsun. Eger her ¢ € [a, b] igin v/ (¢) # 0 ise ~y

ya diizgiin egri denir.

Tanim 2.11 Sonlu sayida v;,j = 1,2,...,n diizgiin egrileri verilmis olsun. Eger
biitiin j = 1,2,...,n — 1 degerleri i¢in 7, nin bitim noktas1 7,,, in baslangig noktas
ile cakigiyorsa, bu «; egrilerinin birlesimi olan ~ egrisine ¢evre(pargal diizgiin egri)
denir. Ozel olarak v, nin baglangic noktasi 7,, nin bitim noktasi ile cakisiyor ise v
egrisine kapali cevre denir. Eger bu egri kendini kesmiyorsa bu 7y egrisine basit cevre,

eger buna ilaveten bu kapali ise bu egriye basit kapali ¢cevre denir.

Onerme 2.1 Denklemi z (), a < t < b olan bir y egrisi bir B bélgesinde bulunsun

ve f: B — C siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda,

(1) w(t) = f(z(t)) de bir egri olur ve buna - nin resmi denir. w (t) = f (v (t)) olarak

da gosterilir.
(17) z (t) diferensiyellenebilir bir egri ve f analitik ise w (t) = f (2 (¢)) diferensiyel-

lenebilirdir ve

dir.
(1ii) z (t) diizgiin bir egri, f analitik ve f' (2 (t)) # 0 ise w (t) = f (2 (t)) de diizgiin

egridir.
Tanim 2.12 B, C diizleminde bir bolge ve,
v, :10,1] = B, ~,:[0,1] —= B
kapali iki egri olsunlar. Eger asagidaki iki kosulu gercekleyen siirekli bir
H:[0,1] x [0,1] — B
fonksiyonu var ise vy, ve 7, egrileri birbirine homotop egrilerdir denir.
(1) Her s € [0,1] igin t — H (t,s) kapal bir egridir.

(2) H<t70):71(t>7H<t71):’72(t) 0<t<1



Tanmim 2.13 (Koebe Fonksiyonu)

z o0
k(z)= =242+ ... +n+... = nz"
(=1 Z

olarak tanimli fonksiyona Koebe Fonksiyonu adi verilir.

k (z) Koebe fonksiyonunu

1]/1 ?
k(z)= — > =~ ( ”) 1
(1 — z) 4 1—2
seklinde yazalim. Burada .
+ z
T =
()= (el

doniigiimii U = {z € C: |z| < 1} birim dairesini sag yar diizleme doniigtiirdiigii i¢in

bir konveks fonksiyon olup

ise U birim dairesini

1
D:C—{w:u+iv:v:0,u<—1}

bolgesine doniigtiiriir. Bu bolge wy = 0 a gore yildizil oldugundan k& (2) yildizil bir
fonksiyon olur. Ayrica D bolgesi her wy > —4—11 degeri i¢in yildizildir.

Tanmim 2.14 ~, C de kapali bir egri ve 2y, C de bir nokta olsun. z; a gore v nin

indeksi
1 dz

1(7,20)22—7” -

Y

olarak tanimlanir ve v nin 2y a gore dolanim sayisi olarak da adlandirilir. Bilindigi

tizere ~y egrisi, zp 1 gevresini 7 (v, zo) defa sarar.

Onerme 2.2

(i) 7 >0 vet € [0,27n| olmak tizere v (t) = zy + re gemberi 2z a gore n dolanim
sayisina sahip ise -y (t) = zg + re” gemberi —n dolamm sayisina sahiptir.

(i) 20, v ve 7y egrilerinin tizerinde olmasin. v ve 7 egrileri C\ {2} da homotopik ise,
bu durumda

Z(v,20) =1 (%ZO)

4



olur.

Teorem 2.1 (Cauchy Tiirev Formiilii) f(z) fonksiyonu bir B bélgesinde analitik
olsun. Bu durumda B de f(z) nin her mertebeden tiirevi mevcuttur. Ayrica B de bir
2o noktasi ve zy dan ge¢gmeyen ve B bolgesinde bir noktaya homotopik bir v kapal

gevresi icin

! f(z)
™) ()T _n d —1,2,..
f (ZO) (77/20) 27 (Z— Zo)n+1 < n ) 4
Y

dir. (Marsden vd. 1999)

Teorem 2.2 f(z) foksiyonu D = {z € C: |z — 2| < R} dairesinde analitik olsun.
Bu durumda f(z) fonksiyonu D de zy merkezli bir kuvvet seri agithmina sahiptir ve

v, 2o 1ic¢ine alacak sekilde D de porzitif yonlii, kapali bir ¢evre olmak iizere

f(z)= Zan (z—20)" ve a,= ! %dz

2mi (z — 2o

—0
" v

seklindedir.

Teorem 2.3 f(z) fonksiyonu by, ..., b,, kutup noktalar1 diginda B bolgesinde anal-
itik ve ay, ..., a, kathliklariyla birlikte f in sifirlar1 olsun. Bir v kapali gevresi, B

bolgesinde bir noktaya homotopik ve a; ile b, noktalarindan gegmesin. Bu durumda

/ j}/ ((j)) dz = 2ri

dir. Bu formiil meromorf fonksiyonlar icin de gegerlidir. (Marsden vd. 1999)

m

ZI(%%) -> T(vib)

=1

Sonug 2.2 v, C de basit kapali bir ¢evre olsun.

(1) f(z) fonksiyonu ~ y1 igeren agik bir kiimede sonlu sayidaki kutup noktalarinin
diginda analitik ve f (z) nin sonlu sayidaki kutup noktalarimin ve sifirlarinin higbiri
7 tizerinde bulunmasimm. Bu durumda kathliklar: da hesaba katilarak Z, f (z) fonksi-

yonun 7 i¢indeki sifirlarinin ve Py ise kutup noktalarmin sayisi olmak {izere

P&y gy



olur.

(17) f (z) fonksiyonu ~ y1igeren agik bir kiimede ve iginde analitik olsun. Eger f (2),

v tizerinde w ye esit degil ise
!
/ f—(z)dz = 21N,
f(z)—w
Y

dir. Ny, kathlklari ile birlikte f (2) —w = 0 denkleminin sifirlarinin sayisidir. (Mars-
den vd. 1999)

Teorem 2.4 (Argﬁment ilkesi) ~ kapali gevresi ve bu ¢evre iizerinde bulunmayan
bir zp noktas1 v iizerinde ilerlerken z — zy m argiimentindeki degisim 277 (v; 2o)
kadardir. Bu ise

A, arg (z — z9) = 217 (7; 29)

olarak ifade edilir.

Simdi A, arg f ile z, v cevresi {izerinde ilerlerken arg f deki degisimi tanimlayalim.
Bunun anlami agik olup eger v : [a,b] — C ise t, a dan b ye degisirken arg f (v (t)) yi
hesaplayarak arg f (v (b)) —arg f (7 (a)) farkim bulmaktir. arg f (7 (¢)) nin ¢ ye gore
stirekli degigebilmesi icin argiiment icin bir dal secilmelidir. Esdeger olarak degisken-

leri degigtirerek, yani 7 = f oy yazip A arg (z) yi hesaplayarak da bulanabilir.

Tanim 2.15 f (z), B bolgesinde analitik ve -y, B bolgesinde bir noktaya homotopik

ve f(z) nin herhangi bir sifirindan ge¢gmeyen kapali bir ¢evre olsun. Bu durumda
A, arg f =27 (f ov;0)

olarak tammlanir. Burada w = 0 alimmasinin nedeni (f o) (z) # 0 olmasidir.

Teorem 2.5 f (z) fonksiyonu by, ..., b, kutup noktalar: diginda B bélgesinde analitik
ve ay, ..., a, kathliklariyla birlikte f (z) nin sifirlar1 olsun. Ayrica, «y, B bélgesinde bir

noktaya homotopik bir egri olup a; veya b; noktalarindan ge¢mesin. Bu durumda

A, arg f =2m ZI(%%‘) — ZI(%bl)
j=1

l

seklindedir.



Onerme 2.3 f(z) fonksiyonu z, da analitik, f’(z) # 0 olsun. z, dan gecen bir
v diizgiin egrisinin zo daki tegeti z-ekseni ile 6 agis1 yapiyorsa, v nin f(z) fonksi-
yonu altindaki goriintiisii olan 7 diizgiin egrisinin de wy = f(zp) da tegeti vardir ve

tegetinin u-ekseni ile yaptigi a1

6 =0+ arg f' (2)
dir

Teorem 2.6 f(z), zp da analitik ve f’(z9) # 0 ise, 2o m bir komsugunda f(z)

fonksiyonu univalenttir.

Teorem 2.7 B C C bir bolge olsun. f : B — C fonksiyonu analitik ve univalent ise
her z € B igin [’ (2) # 0 dur.

Teorem 2.8 B bir bolge, f fonksiyonu B de analitik ve 7, B iginde bir noktaya
homotopik olan kapali bir egri olsun. Varsayalim ki Z (, z) nin degeri 0 ya da 1 ve
A={z€B:Z(y;2z)# 0} olsun. Eger f(A) nmin her bir noktasinin, ¥ = f o~ egrisine
gore indeksi 1 ise, f (z) fonksiyonu B bolgesinde univalenttir (Bagkan 1999).

Teorem 2.9 C basit kapali bir ¢evre ve D = i¢(C') olsun. Farzedelim ki f (z)
fonksiyonu D de analitik ve C' de siirekli olsun. z, C nin iizerinde pozitif yonde bir
kez donerken w = f(z) noktasi da C" = f(C) yi pozitif yonde bir kez tanimlar. Bu
durumda C” porzitif yonliidiir ve f (z) fonksiyonu univalent olup D yi bire-bir olarak
D" = i¢(C") ye konform olarak doniistiiriir (Marsden 1999).

Teorem 2.10 f(z) fonksiyonu bir z; noktasindan analitik ve bu noktada f(z)— f(zo)
m k.mertebeden (k > 2) sifir1 varsa, zy dan gegen ve aralarinda « agis1 yapan iki
diizgiin egrinin resimleri wy da ko agis1 yaparlar. Dolayisiyla da 2y in bir komsulugu

wo 1n bir komgugugunu k defa orter (Bagkan 1999).
Bu teoreme iligkin agagidaki ornekleri verebiliriz (Bagkan 1999).

Ornek 2.1 f (z) = 2P fonksiyonu v birim gemberini yine birim ¢embere doniigtiiriir.
Fakat, Z (v;0) = 1 iken Z (f 0o7;0) = p dir. Gergekten

7(2)
Ok

2miZ (f o7y;0) =
/

7



oldugundan,

2P—1
p dz

2miZ (f 0;0) = /

v

zP

dz

z

= D
v
= 2pm

bulunur. Ve buradan Z (f o y;0) = p olur. Bu ise f(z) nin 0 in bir komgulugunu p
defa orttiigiinii gosterir. Ayrica
2m 2m

/d% [argf(rew)]cw:o/i)‘{e (sz/((;)>d0:i)%e %l/]}g))dz — 2mp

0

oldugundan arg f nin toplam artis1 27wp kadardir.

Ornek 2.2 f (2) = 2+ as2® +azz® + ... seklinde seri agihmina sahip + birim gember
tizerinde ve i¢inde tamiml bir fonksiyon olsun. Her z € {z € C: 0 < |2| <r < 1}

icin f(z) # 0 olsun. O zaman

2

T - (i

0

)

f(2)
Ok

) do = Re 1 /
1
|z|=r

= 2r=Ajarg f =272 (f 0~;0)

olup buradan Z (f o «;0) = 1 oldugu aciktir. Bu arg f nin toplam artigin1 verecektir.

Su soylenebilir ki f oy egrisi 0 in bir komgulugunu tam 1 defa déner.

Sonug 2.3 Bir B bolgesinin biitiin noktalarinda f'(zy) # 0 ise, B nin f(B) yi bir

defa ortmesi gerekmez.

Teorem 2.11 f(z) fonksiyonu bir zy noktasindan analitik ve bu noktada f’(z) # 0

ise, zp n bir komsulugu wy n bir komsulugunu tam bir defa orter.

Teorem 2.12 f(z) fonksiyonu bir zy noktasindan analitik ve bu noktada f’(z) # 0
ise, wy = f (z9) noktasimn bir komsulugunda taniml, analitik bir f~! ters fonksiyonu

vardir ve



d 1

w =TT

dir. Ayrica f~1 (wp) # 0 dir.

Teorem 2.13 (Maksimum Modiil Teoremi) Varsayalim ki B C C simirhi bir bolge
olsun. u : B— R fonksiyonu B de siirekli ve harmonik, ayrica M sayis1 v nun 9(B)

tizerindeki maksimumu olsun. Bu durumda,
(1) Her (z,y) € B igin u (z,y) < M dir.

(77) Baz1 (z,y) € B noktalar i¢in u (z,y) = M ise u fonksiyonu sabittir.

Teorem 2.14 (Minimum Modiil Teoremi) Varsayalim ki 5 C C sinirh bir bolge
olsun. u : B— R fonksiyonu B de siirekli ve harmonik, ayrica m sayis1 v nun 0(B)

iizerindeki minumumu olsun. Bu durumda,
(i) Her (z,y) € B i¢in u (z,y) > m dir.

(17) Baz1 (z,y) € B noktalar i¢in u (z,y) = m ise u fonksiyonu sabittir.

Tanim 2.16 f(z) ve g(z) fonksiyonlar: ¢/ birim dairesinde analitik olsun. Eger bir

l(z) fonksiyonu varsa oyle ki
(1) I(2) U da analitik
(i1) 1(0) =

(i1i) z € U igin |I(2)] < 1

ve f(z) = g(l(z)) bagintisi gergeklenirse, o zaman f(z) fonksiyonu, g(z) fonksiyonuna

"subordine" dir denir ve f(z) < g(z) ile gosterilir.

Lemma 2.1 f:U — C analitik, z € U noktalar i¢in |f(z)| < 1 ve f(0) = 0 olsun.
Bu durumda z € U noktalar icin |f(z)| < |z| ve |f/(0)] < 1 dir. Ustelik zy € D
(z0 # 0) igin | f(20)| < |20] ise ¢, |¢| = 1 6zelliginde bir sabit olmak tizere, f(2) = cz

bi¢imindedir. Bu lemma Schwarz lemmas: olarak bilinir. (Szegd ve Polya 1954)
Teorem 2.15 f(z) < g(z) olsun. Bu durumda f(U) C g(U) ve f(0) = g(0) dir.

Teorem 2.16 f(z) < g(z) olsun. Bu durumda

{f(z): |zl <r}C{gz): |zl <r} (O<r<1)



dir.

Lemma 2.2 w(z), w(0) = 0 kogulunu gergekleyen U da analitik bir fonksiyon ve

r € R, 0 <r <1olsun. Eger |w(z)|, maksimum degerine |z| = r tizerindeki bir z,

noktasinda ulagiyorsa

2ow'(29) = cw(zp) (c>1)

esitligini saglayacak bir ¢ vardir. Bu lemma, Jack’s Lemma olarak bilinir (Jack

1971).

Bu lemmanin genellemesi agagida verilmistir.

Lemma 2.3 w(z) fonksiyonu

w(2) = cp2" + 12" a2 4+ - (n€N)

ile verilmis olup w(z) # 0 (2 € U) olacak sekilde U da analitik olsun.

Eger bir 2o = re? (r e R,0 < r < 1) i¢in
|w(z0)| = maw)z )<z |w(z)],
esitligi saglaniyorsa ¢ € R ve ¢ > n > 1 olmak iizere
2ow' (29) = cw(zp)

dir. (Mocanu 2000)

(1.3)

Lemma 2.4 N(z) ve D(z), U da analitik, N(0) = D(0) = 0, D(z), U birim
dairesini orjine gore yildizil olan ¢ok katli bir bolgeye doniistiirsiin ve ayrica U
da MRe(N'(z)/D'(z)) > 0 olsun. Bu durumda U da PRe (N(z)/D(z)) > 0 esitsizligi

saglanir.(Libera 1965)
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3. YILDIZIL VE KONVEKS FONKSIiYONLARLA iLGiLi TEMEL
BIiLGILER

3.1 Bir Egri Uzerinde Yildizilik ve Konvekslik

Bu kesimde bir I', egrisinin, bu egri iizerinde analitik olan bir f(z) fonksiyonu
altindaki goriintiisiiniin y1ldizil ya da konveks olup olmadig tizerinde ¢alisacagiz. I',

bir ¢ember, bir dogru parcasi ya da diger bazi temel egriler olabilir.

Varsayalim ki I', egrisi diizgiin bir egri ve
T,:z(t)=xz(t)+iy(¢)

parametrik denklemiyle verilmig olsun. Burada x (¢) ile y (¢) , ¢ ye bagiml reel degerli

fonksiyonlar ve t € [a,b] dir. T, egrisi diizgiin oldugundan her ¢ € [a, b] igin
2 () =2 (6)+ iy () # 0

dir. Simdi bir diizgiin egrinin bir analitik fonksiyon altindaki goriintiisiiniin yildizil

olmasi tanimini verelim.

Tanim 3.1.1 f(z), T, : 2 (t) = x(t) + iy (t) diizgiin egrisi iizerinde analitik, ',
", egrisinin f (z) fonksiyonu altindaki goriintiisii ve wq , I',, iizerinde bulunmayan

bir nokta olsun. Eger arg (w — wy ) azalmayan bir fonksiyon, yani her ¢ € [a, b] igin

%[arg(w—wo)] >0

ise I, egrisi wy a gore yildizildir denir.

Simdi tanimdan hareketle ispat1 kolay olan bir lemma verelim.

Lemma 3.1.1 Bir I', diizgiin egrisinin bir analitik f(z) fonksiyonu altindaki

goriintiisiiniin yildizil olmasi i¢in gerek ve yeter kogul her ¢ € [a, b] igin

/' (2)

3‘“{m

2 (t)] >0

olmasidur.

ispat.

11



In fonksiyonunun tanmimindan, her z € C — {0} i¢in In 2z = In |z| + i arg z oldugundan

arg z = Jm {ln z} olarak yazlabilir. Buradan hareketle,

larg (w—wp)] = %[Jm [In (w — wo )]
— | 4= o)
~ m [ (/) - w0 £
— m [ (/) - w0)) £
- |5
— Im fé;(f)wo z’(t)] >0

olur. Boylece istenen ispat tamamlanir.

Tanmim 3.1.2 [, egrisinin tegetinin argiimenti ¢ ye gore azalmayan bir fonksiyon

ise ', egrisine konvekstir denir.

Bu durumda, I';, egrisinin konveks olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her ¢ € [a, b] i¢in

dr d ,

= L larg (07 (1)] 2 0

olmasidir.

Lemma 3.1.2 T, : z = z (¢) diizgiin egrisi iizerinde f’(z) # 0 oldugunu varsayalim.

I', nin f (2) analitik fonksiyonu altindaki goriintiisii konvekstir ancak ve ancak

I\

7
t
m | 2 0)

dir.

Ispat. Lemma 3.1.1 in ispatina benzer sekilde, I', nin f (2) altindaki goriintiisiiniin

konveks oldugunu kabul edelim. Her z € C — {0} olmak iizere
Inz=1In|z| +iargz = Jm|lnz] = argz

12



olup buradan

C e (). ()] = S Om () f ()]
= Jm [%ln 2 (t) diz [n f' (2)] %1
)

Il
)

S EUpR

SO aeN (t)] =0

bulunur.
3.2 Univalent Fonksiyonlarin Yildizilhgi ve Konveksligi

Verilen herhangi bir fonksiyonun analitik olmasi durumunda bu fonksiyonun Mac

Laurin seri ac¢ilimi

o0

g(2) =ag+a; z+ay 2> +--- :Zakzk
k=0
seklindedir. Eger g(z) fonksiyonu U da univalent ise g(z) + C' doniigiimii U da
univalenttir. Her z € U igin g(z) # 0 olmasi durumunda a; # 0 olup f(z) =

al—l (9(z) — ap) doniigiimii de U da univalenttir ve
fR)=z+biz+b2® + =24 b2, =" (3.2.1)
k=0

seklindedir.

Tanim 3.2.1 (3.2.1) seklindeki fonksiyonlara normalize edilmig fonksiyon denir. Bu
fonksiyonlarin olusturdugu sinif S ile gosterilir. Dikkat edilirse birim dairede analitik
ve univalent bir fonksiyonun normalize edilmis olmasi i¢in f(0) = f’(0)—1 = 0 olmasi

gerekir.

Uyar: 3.2.1 U birim dairesinin f(z) fonksiyonunun altindaki gériintiisii g(z) fonksi-
yonu altindaki goriintiisiiden sadece donme, dteleme, uzama ya da kisalma kadar
farkli olacagindan yukarida seri ac¢ilm verilen g(z) fonksiyonu yerine normalize
edilmis f(z) fonksiyonu ile iglemler yapilarak bulunan sonuglar g(z) fonksiyonuna

genisletilir.
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Tamim 3.2.2 Eger f(z) € S fonksiyonu, U/ birim dairesini konveks bir bolgeye
doniigtiiriiyorsa f (z) ye konveks fonksiyon denir. Bu fonksiyonlarmn olugturdugu

sinif C ile gosterilir.

Tamim 3.3.3 Eger f(z) € S fonksiyonu, U/ birim dairesini wy a gore yildizil bir
bolgeye doniistiiriiyorsa f (z) ye wg a gore yildizil fonksiyon denir. Ozel olarak wy = 0
alinirsa f (2) fonksiyonuna yildizil fonksiyon denir. Bu fonksiyonlarin olugturdugu

sinif S* ile gosterilir.

Uyar: 3.2.2 f(z), U da univalent ve analitik olsun. Eger f(z), Cgr : |z| = R
¢emberini basit kapali bir konveks egriye doniistiiriiyorsa bu egri konveks bir bol-
geyi smirlar veya konveks bir bolgenin simiridir.  Aksine, Eger f(z), Cr, R < 1,
dairesini konveks bir bolgeye doniigtiiriiyorsa bu bolgenin sinir1 basit kapali konveks

bir egridir. Benzer ifadeler yildizil egriler i¢in de kullanabilir.

Teorem 3.2.1

(i) f(2), Ur = {z:]2| < R} kapali dairesinde analitik ve univalent olsun. Bu

durumda f () nin, Uz m konveks bir bolge iizerine doniistiirmesi icin gerek ve yeter

kosul her z € Cg : |2| = R i¢in

Re (1 L (Z>> >0 (3.2.2)

olmasidir.

(77) f(0) = 0 olsun. Bu durumda f (2) nin, Ur yi wy = 0 a gore yildizil olan bir

bolge iizerine doniistiirmesi icin gerek ve yeter kosul her z € Cp igin

Re (fol(i?) >0 (3.2.3)

olmasidur.

ispat.
(1) Lemma 3.1.2 deki I', egrisi Cr cemberi olsun. f (z), Uy kapal dairesinde univa-

lent oldugundan bu daire tizerinde 1-1 dir ve bu durumda her z € Up igin ' (2) # 0
dir. O halde Lemma 3.1.2 den her z € Cy igin

~ () ()
Jm (Z, 0 + 702) z (t)) >0 (3.2.4)

14



yazabilir. Ayrica T, : 2 = 2 (t) egrisi Cg : |z| = R oldugundan z = Re", 0 <t < 27
olur. Buradan 2’ (t) = iRe" = iz ve 2" (t) = —iRe" = —z olarak bulunur. Bu (3.2.4)

te yerine koyulursa

~—

N M (t) f// (Z ) .
(S @) =

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.
(17) Benzer olarak I', egrisini Cf : |z| = R olarak alahm. f (z), Ur yi wg =0 a
gore yildizil olan bir bir bolge iizerine dontigtiirsiin. Bu durumda Lemma 3.1.1 den

her z € Cf i¢in
[z, )
Jm| ———F"—2 (1)) =20 3.2.5
(75rm) 2 (325
yazilabilir. Cr : |z| = R oldugundan z = Re", 0 < ¢ < 27 dir. Buradan 2/ (t) =
iRe" =iz ve f(0)=0 = wp alindigindan bunlar (3.2.5) te yerine koyulursa

() = () = (3:26)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Lemma 3.2.1 f(2) € S, A = f(U), Ur = {z:|2| < R < 1} olmak iizere Ag =
f(Ug) olsun. Eger A orjine gore yildizil ise bu durumda Ag da orjine gore yildizildir.

Tersine Ap orjine gore yildizil ise A da orjine gore yildizildir.

Ispat. A orjine gore yildizil olsun. Eger z € U ise f(z) € A ve A orjine gore yildizil
oldugundan 0 <t < 1 olmak tizere tf(z) € A olur.

g(z) = [ (tf(2))

seklinde tanimlanan fonksiyon ¢ da analitiktir ve ¢ (0) = 0, |2| < 1 igin |g (2)] < 1

dir. Schwarz lemmasindan |z| < 1 i¢in |g (2)] < |2| elde edilir.

15



Varsayalim ki z; € Ug olsun. Bu durumda Ay = f(Ug) oldugundan f(z;) € Ag ve

g (=)l = [/ (tf(21)] < |aal < R

olur. Eger 2o = f~1 (tf(21)) denilirse, |23| < R ve

f(z2) =tf(z1) € Ag

dir. Boylelikle f(z1) € Ay iken tf(z;) € Ag dir, yani Ay orjine gore yildizildir.
Aksine Ap orjine gore yildizil olsun. A nm herhangi bir w* noktas: baz1 R < 1
degerleri icin A dadir. w* m ters goriintiisii olan 2* = f~! (w*) noktast R = |z*|

olacak sekilde Uy dadir.

Lemma 3.2.2 0 < |z| < 1 halka bolgesindeki her z noktasinda

e (fff(())) -0

olmasi i¢in gerek ve yeter kogul f(z) € S fonksiyonunun U birim dairesinde yildizil

olmasidur.

Ispat. Teorem 3.2.1 in (i) sikkindan her z € Uy, R < 1, icin

() =1

oldugu biliniyor. Lemma 3.2.1, f(z) nin Uy da yildizil olmasi durmunda U da

da yildizil oldugunu gosterir. Maksimum modiil teoremden dolay1 ve bu teoremin

Re [_ZJJ; ;S)] harmonik fonksiyonuna uygulanmasiyla |z| = R < 1 igin

Re 2 ) >0
(77)

elde edilir.

Aksine yukaridaki esitsizlik saglaniyorsa arg f (z), 6 = arg z ye gore kesin monoton

artan olup f (z) fonksiyonu U da yildizildir.

Lemma 3.2.3 Bir ¢ : Y — C fonksiyonu verilsin. Eger

16



(1) ¥ (2), U da analitik

(ii) 1 (0) =1
(1ii) U da Re (¢ (2)) > 0 ve

() P (2) =Y bp2"

oluyorsa, bu durumda

n>1 igin |b] <2 ve [z]<r<1 igin [¢(2)] <

1—r

olur.

ispat. C:z=re? 0 <6 <27 olsun. Bu durumda Teorem 2.2 den

2
1 (2)
b, = — | —=
" 2mi ) antl dz
0
27 . 21
1 Y (7’619) b 1 7 0
= — | ——=ire"df = —— ) e ™ df
27ri/(7“ei9)n+1we 27Trn/w (re) e
0 0
veya
1 2T
b,r" = 2—/1/} (Teio) efmedcg, n=20,1,2,.. (3.2.7)
T
0

elde edilir. Diger yandan z"1) (2) analitik oldugundan

27
1 0\ _inf
O:%/w(re)e dd, n=0,1,2,...
0

dir. ¥ (re”) = U (re) + iV (re”) olmak tizere

2m 2m

1 o 1 . A

0 = %/w (re”) e"0do = o (U (re®) +4V (re?)) (cosnf + isinnd) do
77

0 0

1 2

= 2—/ (U cosnf — Vsinnf) + i (V cosnb + U sinnd) df
T

0

17



oldugundan

ve

2
1 ) )
%/1/1 (rei?) einfdl

2

1
= (U cosnf — V sinnf) df — z—/ (V cosné + U sinnb) df

27T
0

= / ¥ ( re®) e="?dg

= —/ Ucosn9+V51nn0)d9+z—/ (V cosnf — U sinnb) df

elde edilir. Elde edilen bu iki esitlik toplanirsa

27 2T
n o __ i 10\ —ind i/ 0\ _inb
bor" = 27T/¢(re )e d9+27r ¥ (re’”) e df
0

2T
o l 0 —inf
= 7T/U (7“6 )e df
0

ve buradan

2 21

by | " = %/U (re’) e "%dg| < %/U (re”) df = by + by = 2
0 0

bulunur. » — 17 iken n > 2 i¢in |b,| < 2 elde edilir. Diger yandan,

sz <Z]b!r —1—1—227‘ 1+T

bulunur. Boylece ispat tamamlanmig olur.

Teorem 3.2.2 f(z) = z+ Z a,z" € S* olsun. Bu durumda her n i¢in |a,| < n dir.

n=2

18



ispat.

T Sy
V=0 —1+;bn (3.2.8)

seklinde olsun. Lemma 3.2.3 iin hipotezleri saglandigindan her n > 1 igin |b,| < 2

dir. Eger (3.2.8) nin her iki yam ilk 6nce f (2) ile ¢arpilirsa
2f' (z) = f (2) (1 + anz)
n=1

oldugunu goriiliir. Bu ifadeden f (2) = z + Z a,z" ¢gikarilirsa,

n=2
242092 4+ . A nap 2" ... =24 (ap +b1) 22 o (ap F Qpo1by A by1) 2
esitligi elde edilir. Bu egitlikten,

a2:b1

2&3 = CLle + b2

(n—1)a, =ap_1b1 + ... + b1
sistemi elde edilir. |as| = |by] < 2 olup k = 2,3,...,n — 1 i¢in |ax| < k oldugunu

varsayalim. Bu durumda

(n—1)n

(n—1)]an] = l|an-1b1+ ... +bp1] <2((n—=1)+n—-2)+...+1)=2 5

= Ja,| <n

bulunur. Bu da ispati1 tamamlar.

Teorem 3.2.3 f(2) = a1z + ax2® + ... U da analitik ve a; # 0 olsun. Eger U da

 (£80)

ise bu durumda f (z), U da univalenttir.

Ispat. Teoremin hipotezleri géz oniine alindiginda, f (z) fonksiyonun z = 0 da basit

sifirmin var oldugu agiktir. Eger 0 < |zo| < 1 olacak sekildeki zy noktasi i¢in f (zg) =

19



0 olmas1 durumunda z f’ (2) / f () fonksiyonunun z, noktasida basit bir kutbu olup
2 1n civarinda keyfi kiigiikliikte negatif degerler alir, fakat bu Re (zf' (2) /f (2)) > 0
olusu ile celigir. Lemma 3.2.1 e gore her R < 1 icin Ur = {z:|z| < R< 1} da
f (2) fonksiyonunun univalent oldugu gostermek yeterli olacaktir. Cp : z = R'e®,
0 <t<2m R< R < 1olsun. f(z), U de bir sifir1 olup hi¢ kutup noktast
olmadigindan argiiment prensibine gore Ac,, arg f (z) = 27 olup Teorem 2.9 dan
f (2) fonksiyonu Ur: D Ug olmak iizere Ur: de univalenttir. Bu da bulunmak istenen

sey olup ispat tamamlanir.

Lemma 3.2.4 f(z) € S olsun. f () nun konveks olmasi i¢in gerek ve yeter kogul

her R € (0,1) igin f (Ug) nin konveks olmasidir.

Ispat. Lemma 3.2.1 in ispatinda oldugu gibi A = f(U), Ur = {2z : |2] < R < 1} ola-
cak sekilde Ag = f(Ug) olsun. A nmin konveks oldugunu kabul edelim. Gosterilmesi
gereken sey; w; ve wy, Agr de herhangi farkh iki nokta ise ¢ € (0,1) olmak iizere
twy 4 (1 — t) wy dogru pargasinin Ag de oldugudur.

21 = [ (w1) ve 22 = f7 (wy) olsun. Agiktir ki 21 20 € Ap dir ve varsayalm ki

|21| < |22| olsun. A konveks oldugundan dolay1, ¢ nun

w(z):tf((ﬂ) z>+(1—t)f(z) 0<t<1

22

altindaki goriintiisitc A nin alt kiimesidir. Bu durumda

fonksiyonu U da analitiktir ve Schwarz lemmasindaki |g (2)| < 1 ve g (0) = 0 sartlarini

saglar. Dolayisiyla, |z| < 1 icin |g (2)| < |z| ve boylece
|9 (22)] = [f 7" (twn + (1 = ) wa)| <[22 < R (3.2.9)

elde edilir.
Ag C A oldugundan her t € (0,1) igin 6yle bir z; € Ug vardir ki

f(z) =tw + (1 —t)wsy
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dir. Fakat (3.2.9) dan | /7' (f (2:))] = |2¢] < R veya 2; € Ur dir. Boylelikle her
twy + (1 — t) wy noktast Ag dedir.

Tersine her R € (0,1) i¢in Ar konveks olsun. Bu durumda A da konveks olur.
Gergekten, w; ve wy, A da herhangi farkli iki nokta olsun. R yi Ag nin z; = f~! (wy)
ve zp = f1(wsy) yi igerecek sekilde alalim. Bu durumda Ap = f(Ugr), wi ve
wy noktalarimin her ikisini birden igerir. Boylece tw; + (1 —t)wy dogru parcasi
tizerindeki her nokta Ag de kalir. Ar C A oldugundan bu dogru parcast A dadir.

Bu da A nin konveks oldugunu gosterir.

Lemma 3.2.5 Bir f(z) € S fonksiyonunun konveks olabilmesi igin gerek ve yeter

kogul zf’(z) fonksiyonunun yildizil olmasidir. (Alexander 1915)

Ispat. Bir f(z) € S fonksiyonu icin,

2= fR) A D] L 2R
2f'(2) 2f'(2) f'(2)

olup g(z) = zf'(z) denilirse

() - () (- 58D

elde edilir.

Teorem 3.2.4 Varsayalim ki f(z) = z + Z apz™ € S fonksiyonu konveks olsun.
n=2
Bu durumda her n € N i¢in |a,| < 1 dir.
Ispat. f(z) =2+ Z a,z" oldugundan
n=2

2f (2) = 2 + Znanz”
n=2

elde edilir. Lemma 3.2.5 goz 6niine alinirsa, f (z) fonksiyonu & da konveks oldugun-

dan zf’ (z) fonksiyonu U da yildizil olup Teorem 3.2.2 den
nlas] <n veya Ja,| < 1

bulunur. Bu da ispati tamamlar.
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Tanim 3.2.4 f(z) € S olsun. Eger U da

(1) -

esitsizligi saglaniyor ise, f (z) fonksiyonuna o (0 < v < 1) mertebeden yildizil fonksiyon

denir. Bu fonksiyonlarin olugturdugu smif S* («) ile gosterilir.

Tanim 3.2.5 f(z) € S olsun. Eger U da

e (1 ¥ ]{<<)>) > a

esitsizligi saglanyor ise, f (2) fonksiyonuna o (0 < o < 1) mertebeden konveks fonksiyon

denir. Bu fonksiyonlarim olugturdugu smif ise C («) ile gosterilir.
Uyar1 3.2.3 §* C §*(«a) ve C C C(«) dur.

Lemma 3.2.6 f(z) € C(«) olmas: i¢in gerek ve yeter kosul zf’ (2) € S* (a) ol-

masidir.

Lemma 3.2.7 Biitiin f (z) € C fonksiyonlar: i¢in U/ da

n(Fi) 20 (o=esy)

saglansin. Bu durumda U da

e <f<(>)) > 1) (0 0= %)

esitsizligi saglanir.

Teorem 3.2.5 f(z) € C(0) ise f(z) € S*(3) dir. (Marx 1932)
ispat.
a—O'a——1 —l'a——l _ L
T T T —a) 4 TP T 4l —ay) 3T

dizisini olugturalim. Dizinin n.terimi, n — 1.terimi ve

1

A —an)
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rekiirans formiiliiniin yardimiyla bulunabilir. Lemma 3.2.7 ye gore eger U da

1 2f'(2)
(I)Ogan,lgﬁ ve (I1) %e( 15 > > pq

kosullar1 saglaniyor ise bu durumda

e <;<(>)) =

esitsizligi saglamir. n = 2 i¢in a,_1 = a; = 0 ve Lemma 3.2.5 tenn f (z) € C (0) ise

zf'(z) € S*(0) oldugundan yukaridaki I ve I1 esitsizlikleri saglanir.
Simdi n = 2,3, ... igin

0<a, < ve lim an,lzi

n—oo

DN | —

oldugunu gosterecegiz. Diger yandan

kE—1
=" 2.1
ak 2k (3:2.10)

oldugu gosterilirse bu iki varsayim ispatlanmig olur.
k =1 i¢in a; = 0 olup dogrudur.

k =n icin a, = "2—;1 dogru olsun.

1
4(1—an—1)

a, = rekiirans formiiliinden
1 _(n+1)-1
4(1-21)  2(n+1)

2n

Qp+1 =

olur ki bu da (3.2.10) nun dogru oldugunu gosterir. O halde ispat tamamlanmig olur.

Teorem 3.2.5 deki sonucun daha geneli agagidaki teoremle verilmistir.
Teorem 3.2.6 f(z) € C(a) (0 <a<1)ise

200 — 1 4+ V9 — 4o + 402
4

pla) =
olmak tizere f (2) € S* (5 («)) dir. (Jack 1971)

Ispat. Bu teoremin ispat icin teoremi su sekilde ifade edilmesi daha uygun olacaktir:
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Eger f (z) fonksiyonu (a? + 3a) /2 (a + 1) mertebeden konveks ise bu durumda f (z)
fonksiyonu (a + 1) /2 mertebeden yildizildir.

z2f'(2) _ 1 —aw(z)
f(z)  1-w(z)

h(z) = (3.2.11)

olarak alimsin. Eger U da |w (z)| < 1 oldugunu gosterilirse, bu durumda £ (z), birim
daireyi Rew = % (o + 1) dogrusunun sagindaki yar1 diizleme doniigtiiren

1 —oaz
11—z

fonksiyonuna subordinedir. (3.2.11) den

h(z)f(2)=2f(2) (3.2.12)

elde edilir. (3.2.12) nin her iki yanmin logaritmik tiirevi alinirsa,

W (2) f(2) +h(z) f'(2) = [ (2) + 21" (2)

esitligi, buradan ise
21" (2)
f'(z)

+h(z)=1+

oldugu bulunur.

|z| = r ¢emberinin tizerindeki bir noktada |w (z)| maksimum degerini aliyorsa Lemma

2.2 kullanilabilir, 6yle ki bu noktada k£ > 1 olmak {iizere

1+

2f"(2) _l—aw(z)  kaw(z) +1kf_wu<f> (3.2.13)

) 1-w(k)  1-aw(?) (2)

olur. Simdi varsayalim ki M (r,w), w (z) nin |z| = r ¢emberi tizerindeki maksimum
degeri olmak iizere, bazi r < 1 degerleri i¢in M (r,w) = 1 olsun. Bunun gergeklestigi

w (z) noktasinda |w| = 1 dir. (Agiktir ki w # 1 dir.) Bu durumda

me (22l = S,
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m(M) _ _1k+1m(1+aw<z>)

1 —aw(z) 2 2 1 —aw(z)
1 11—«
> ——k+ =k
-2 2 1+«

olarak bulunur. Boylece (3.2.13) den

i)ﬁte<l+zf"<z>> B me(l—aw(z)_ bow(s) | Z))

1 (2) l—w(z) l—aw(z) 1—w(z)

1 1 11—« 1

< - )4 -k — —h— %2

< glotdgh—gh — ok
1 11—«

- = 1) — =
p () =gk

< a? + 3a

~ 2(a+1)

egitsizligi elde edilir. Fakat bu f (z) fonksiyonunun (a? + 3«) /2 (o + 1) mertebeden
konveks olmasi ile geligir. O halde M (r,w) = 1 olamaz. Bu her r < 1 i¢in dogru ve
M(0,w) = 0 oldugundan M (r,w) = 1 olmalidir. O halde U da |w(z)| < 1 dir. Bu

da ispat1 tamamlar.

Teorem 3.2.6 daki sonug i¢in Jack, C (o) C §* (0 («)) olacak sekilde en biiyiik 5 («)
= reel sayisinin ne olacagi problemini ortaya atmis ve bu problemin ¢oziimiinii

McGregor asagidaki teorem ile vermistir.

Teorem 3.2.7 f(z) € C(a) (0 < a < 1) ise

1-2a 1
27-%a[]_gra—1) + b

olmak iizere f (2) € §* (8 («)) dir.
3.3 p-Degerli Fonksiyonlarin Yildizilhg1 ve Konveksligi

Tanim 3.3.1 f(z) fonksiyonu birim dairede analitik olsun. w = f(z) esitliginin en

fazla p tane kokii varsa f(z) fonksiyonuna p-degerlidir denir.

Daha 6nce normalize edilmig univalent analitik fonksiyonlar icin verdigimiz yildizillik

ve konvekslik tanimlarini1 p-degerli analitik fonksiyonlar icin genellegtirecegiz
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p—kath bolgelelerde konveks kiime kavramini asagidaki yolla genellegtirilir. wy, bir
p-katli R bolgesinin bir sinir noktasi ve wy (1), wy ile aym katta bulunan R nin w
noktalarinin kiimesi olsun ve |w — wy| < r esitsizligi saglansin. Eger R bolgesinin
her wj, sinir noktasi igin wy (r) konveks olacak gekilde bir r > 0 varsa, R ye lokal

konveks bolge denir.

f(2), U da analitik ve f'(re?) # 0 ise, bu durumda f (z) fonksiyonu |z| < r < 1
dairesini, sinir siirekli dénen tegete sahip analitik bir f(re) egrisi olan bir R (r)
bolgesine doniistiiriir. ¢ bu tegetle reel eksenin kesisimi ile olusan ag1 olsun. 1, 6
nin bir fonksiyonu olarak tek olarak belirlenemez, fakat # = 0 iken 1 nin muhtemel
degerlerinden birini segerek bu durum saglanabilir ve v nin siirekliliginden yarar-
lanmilirsa 0 < 0 < 27 igin 1 (0) belirlenebilir. Bu durumda ¢'(0) > 0 esitsizliginin

saglanmasi igin gerek ve yeter kosul R (r) nin lokal konveks bolge olmasidir. Bu ise

)

bilinen

Y'(0) = Re (1 +
esitligidir.

Tanim 3.3.3 p pozitif bir tamsay1 olmak iizere, eger f(z) fonksiyonu ¢ da analitik,

f(0) =0 ve her r igin p < r < 1 araliginda

i f"(re)
G(r,0) =1+ Re <re W >0, 0<0<2m (3.3.1)
olacak gekilde bir p < 1 var ve
2w
/G(’I“, 0)df = 2mp (3.3.2)

0

esitligi saglaniyor ise f(z) fonksiyonu C(p) nin elemamdir. Eger f(z) € C(p) ise
f(z) fonksiyonu |z| < r < 1 kiimesini lokal olarak konveks bir bélgeye doniigtiiriir.
Bundan bagka f'(z), |z| < r ¢cemberinde tam olarak p — 1 tane kokii vardir, cok kath

koklerin sayisina tek noktadaki kathlik da sayilir. Eger v bu koklerin sayis1 ise

70(7: 0)do = 7 (1 + Re (r&’%)) df (3.3.3)

2m
_ 1 [f"(z)
= 2w+ fRe ZO f’(z)

2mp

dz

= 2w+ 27w
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dir. Sonug olarak f(z) fonksiyonu U da en fazla p-degerlidir. f(z) — ¢ nin kok-
lerinin sayisini veren gevre integrali, ¢evre boyunca arg(f(z) — ¢) nin degigimin 27
ile boliimiinii verir. Fakat C'(p) siifimin bir fonksiyonu i¢in R(7) yi sinirlayan egri 6,
0 dan 27 ye giderken siirekli bir doniige sahip bir egridir ve tiim doniiglerin toplam

say1si tam olarak p keredir. Bu yiizden arg(f(z) — ¢) nin degisim 27p yi gegmez.

Diizlemdeki bir bolgenin bir noktaya gore yildizilligin1 uygun p-kath bolgelere genelles-
tirmek i¢in bir w; sinir noktasini verilen noktaya birlestiren dogru goz oniine alinsin.
wy, p-kath R bolgesinin sinir1 olarak tanimlanirsa dogru, saat yoniiniin tersine siirekli
bir doniige sahiptir. Bu durumda R verilen noktaya gore yildizildir denir. Simdi F'(z),
U da analitik ve p < r < 1 igin F(re?) # 0 olsun. Eger ¢ = arg F(re') ise, ¢, § nin
bir fonksiyonu olup tek olarak belirlenemez. Fakat 6 = 0 iken ¢ nin muhtemel deger-
lerinden biri segilerek bu durum saglanabilir ve ¢ nin siirekliliginden yararlanilirsa
0 < 6 < 27 igin ¢(0) belirlenebilir. Bu durumda ¢'(6) > 0 olmas: icin gerek ve yeter

kogul R (7) nin orjine gore yildizil olmasidir. Bu ise bilinen

o) = (L)

f(z)

esitligini gerektirir.

Tanmim 3.3.4 p pozitif bir tamsay1 olmak iizere, eger F'(z) fonksiyonu U da analitik,

F(0) =0 ve her r i¢in p < r < 1 araliginda

) F/(,,,.eié)
o 0
H(r,0) = Re (7“6 Fre®) ) >0 (0<6<2m) (3.3.4)
olacak gekilde bir p < 1 var ve
2m
/ H(r, 0)d0 = 27p (3.3.5)

0

esitligi saglaniyor ise F'(z) fonksiyonu S(p) nin elemamdir. (3.3.2), f'(z) ninU da
p — 1 tane kokii oldugunu gosterirken (3.3.5) ise F'(z) fonksiyonunun &/ da p tane
kokii oldugunu gosterir. F(z) fonksiyonunun U da p tane kokii oldugunu gérmek icin
0, 0 dan 27 ye degisirken, A degisimi ifade etmek iizere 0 (A\) = A arg (F (re?) — )\c)
ifadesini gz oniine alalim. ¢ sabit olmak iizere, A\, 0 dan 1 e degisir. § (0) = 27p

oldugu aciktir. Ayrica § (A), her zaman 27 nin tam kat1 olup Ac nin |z| < 7 nin
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goriintiisiiniin sinir noktasi olan wy, ye olan esitligini(yani, Ac = wy) saglayan ¢ degeri
diginda siireklidir. Bu noktalarda ¢ () degeri £27 sigrar. (3.3.4) ve (3.3.5) ten her ¢
i¢in p tane bunun gibi simir noktasi oldugu ¢ikarilabilir. Sonug olarak |c| nin yeterince
biiyiik degerleri i¢in § (1) = 0 olur ki 6 (\) degerindeki sigramalar —27 olmahdir ve
her A ve ¢ igin 0 < ¢ (\) < 27p dir.

p = 1 igin S(p) ve C(p) bilinen, sirasiyla birebir konveks ve yildizil fonksiyonlardir
ve S(1) D C(1) dir. p>2igin S(p) 2 C(p) olduguna dikkat edilmelidir.

Lemma 3.3.1 ¢ # 0 bir keyfi sabit olsun. Eger f(z) € C(p) ise bu durumda
F(2) =czf' (z) € S(p), tersine F (z) € S(p) ise f (z) € C(p) olup

f(z):c/FT(t)dt

seklindedir.

Ispat. Belirtilen f (z) ve F (z) fonksiyonlar1 igin

Q) Db () )
F)  ef (2) e

olur ve (3.3.5), (3.3.2) yi (3.3.4),(3.3.1) i gerektirir. Tersi de saglandigindan istenen
gerceklegir.

Simdi birim dairede analitik olan A (p) simifinin tanimini verelim.

Tamm 3.3.5 A(p), U birim dairesinde analitik ve
f(z)= Zanz", a, #0, peN (3.3.6)
n=p

seklindeki seri agilimina sahip fonksiyonlarin siifidir.

Tamim 3.3.5 f € A(p) fonksiyonunun p-degerli yildiz1l olmasi igin gerek ve yeter

e <J{(())) =0

olmasidir. U da p-degerli yildizil f (2) € A(p) fonksiyonlarimmn simfi AS (p) ile

kosul

gosterilir.

28



Tamim 3.3.6 f € A(p) fonksiyonunun p-degerli konveks olmasi icin gerek ve yeter

Re (1 + Zj{”(g)) >0

olmasidir. U da p-degerli konveks f(z) € A(p) fonksiyonlarmin smifi AC (p) ile

kosul

gosterilir.

Lemma 3.3.2 f(z) € A(p) ve K reel sinirh sabit olmak iizere

Re (’Zﬁi”;)) > K (3.3.7)

olsun. Bu durumda 0 < |z| < 1 halkasinda

f(z)#0
dir.

Ispat. 0 < |a| < 1 olacak sekilde bir o noktasinda f(z), n.(n > 1)mertebeden sifira

sahip olsun. Bu durumda f(z) fonksiyonu g () # 0 olmak {iizere

seklinde yazilabilir. Buradan

2f'(2) zn(z—a)"g(2)+ (2 — )" ¢ (2)]
f(z) z—a)"g(z)

'(2)

(2)

(
nz zg
(z — ) " g

elde edilir. Kisa bir hesaplamayla

. . f (s o nz zg' (2)
e © i >{(z—a>+9<2>]

— ggkz+@—aﬁizq¢o

f o 21(2)
bulunur. Bu ise e

(3.3.7) ile geligir. Ciinkii (3.3.7), ZJ{&S) fonksiyonun 0 < |z| < 1 halkasinda kutup

noktast olmadigin gosterir. O halde 0 < |z| < 1 halkasinda f (z) # 0 dur.

fonksiyonun z = « da basit kutbu oldugunu gosterir ki bu
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Lemma 3.3.3 f(z) € A(p) ve K reel siirh sabit olmak iizere

Re (1 + ZJ{;”(S)> > K (3.3.8)

olsun. Bu durumda 0 < |z| < 1 halkasinda
f'(z)#0
dir

Ispat. Lemma 3.3.2 nin ispatina benzer olarak yapilr.

Lemma 3.3.4 f (2) € AS (p) olsun. Bu durumda
Flz) = c/f(t)dt € AS (p+1)
0

veya esdeger olarak

dir.

Ispat. D(z) = 2F'(z) = 2f(2) ve N(z) = F(z) olsun. z = 0 i¢in f(z) = 0
oldugundan N(0) = D(0) = 0 ve D(z), orjine gore p + 1— degerli yildizil bir
fonksiyondur, ¢iinkii f (z) € AS (p) olmak iizere

() - () e (55) >

dir.

Diger yandan basit bir islem ile

(i) - () - (75

()

bulunur. Buradan

*(5)>
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elde edilir. Lemma 2.4 iin kosullar1 saglandigina gore
N (2)
Re ( D (z)) >0

Re <Z§<S)) >0 (zel)

olur ki bu da

olugunu, yani F' (z) € AS (p + 1) olmasi gerektirir. Boylece ispat tamamlanir.

Lemma 3.3.5 f(z) € AS (p) ise bu durumda f (z), U da p-degerlidir.

Ispat. f(z) € AS(p) oldugundan Re {Zﬁg)} > 0 olup Lemma 3.3.2 gbz 6niine

almirsa 0 < |z| < 1 halkasinda f(z) # 0 dir. Bu ise f(z) nin sadece z = 0 da
p.mertebeden sifir1 oldugunu gosterir. O halde keyfi bir r,0 < r < 1 sayist i¢in

27 .
/9% (rew%::))> df = 2mp
0

olur. Tamim 3.3.4 ten f (z) nin, U da p-degerli oldugunu gosterir.

Lemma 3.3.6 f(z) € AC (p) ise bu durumda f (z), |z| < 1 de p-degerlidir.

Ispat. f(2) € AC (p) oldugundan He {1 + z]{,lzg)} > 0 olup Lemma 3.3.3 e gore 0 <
|z| < 1 halkasinda f’(z) # 0 dir. Buise f’ (2) nin sadece z = 0 da p — 1.mertebeden

sifir1 oldugunu gosterir. O halde keyfi bir ;0 < r < 1 sayis1 icin

27

" i0
/me (1 Lpeed (€ >> o = 27p
0

f'(re?)
olur. Tanim 3.3.3 ten f (z) nin, U da p-degerli oldugunu gikarilabilir.

Tanim 3.3.7 f € A(p) fonksiyonunun p-degerli a-mertebeden yildizil olmasi igin

e (ff(()>> e

olmasidir. U da p-degerli yildizil f (z) € A(p) fonksiyonlarinin simfi AS (p, @) ile

gerek ve yeter kogul

gosterilir.
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Tamim 3.3.8 f € A(p) fonksiyonunun p-degerli a-mertebeden konveks olmasi igin

(1)

olmasidir. U da p-degerli konveks f (z) € A (p) fonksiyonlarimn simfi AC (p, o) ile

gerek ve yeter kosul

gosterilir.

Uyar: 3.5.1 Agiktir ki o = 0 i¢in MS™ (p;a) = MS* (p) ve MC (p; ) = MC (p)
dir. Ve MS* (p;a) € MS*(p) ve MC (p;a) C MC (p) dir.Ayrica p = 1 i¢in
MS* (1; ) = MS* (o) ve MC (1; ) = MC (o) dur.

Tamm 3.3.9 (3.3.5) de a, = 1 olmasi durumunda elde edilen A (p) smifinmm p-
degerli altsimfini A (p) ile gosterelim.

Agiktir ki yukaridaki tiim tanimlamalar ve lemmalar bu sinif i¢in de gegerlidir.

Teorem 3.3.1 f(z) € .Z(p) ,0<a<p,peNvezelolsun. O zaman

g6 = () e

dir.

Teorem 3.3.2 f(z) € .Z(p) ,0<a<p,peNvezeldolsun. O zaman

e R O I

dir.

Teorem 3.3.3 f(z2) € Z(p) ,0<a<p,peNvezelolsun. O zaman

M—p‘gp—a = %e<¥)>a

2p—1 p—1

dir.

3.4 Meromorf Fonksiyonlarin Yildizillig1 ve Konveksligi

z = 0 noktasinda kutup noktasi bulunan ve D := {z € C:0 < |z| < 1} delinmis
birim dairesinde analitik ve univalent olan fonksiyonlarin yildizillik ve konvekslik

tanimlar asagidaki gibi verilmistir.
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Tamim 3.4.1 Eger U birim dairedesinde meromorf bir f (z) fonksiyonu
/
Re <Zf <Z)) <0
f(2)

)d9:—27r (z:rew;p<r<1)

ve

27
[ (40
f(2)
0
ozelliklerini saghyor ise f (z) fonksiyonuna i/ da univalent meromorf yildizil fonksiyon

denir.

Tanim 3.4.2 Eger U birim dairedesinde meromorf bir f fonksiyonu

(1 £80) <

ve

2
2f"(2) ) ”
Re 1+ dd = 21 (z=re%;p<r<l1
[e (1455 (F=refipsr<t)

0
ozelliklerini saghyor ise f (z) fonksiyonuna U da univalent meromorf konveks fonksiyon

denir.

Simdi literatiirde sikga arastirilan univalent meromorf fonksiyonlarin M smifinin
tanimini, bu sinifin yildizil ve konveks olan altsiniflarinin tanimini ve birbirleriyle

olan iligkilerini ifade eden lemma ve teoremleri verelim.

Tanmim 3.4.3 D bolgesinde analitik ve univalent olan
1 n+1 n+2 k
f(Z) = ;+an+lz +an+2z +- =—-+ apz (nEN)

seklindeki seri agilimh fonksiyonlarin simifi M(n) ile gosterilir ve bu tiir fonksiyonlar
meromorf fonksiyondur. Bu tiir foksiyonlar z = 0 noktasinda singiiler noktaya sahip
olup ve eger, ilgili seri agilimindaki biitiin a; katsayilar: negatif ise ilgili seri acilimina
sahip olan fonksiyonlara negatif katsayili meromorf fonksiyonlar, pozitif ise pozitif
katsayili meromorf fonksiyonlar ve kompleks ise ilgili fonksiyonlara kompleks katsayili

meromorf fonksiyonlar adi verilir.

n = 0 alimrsa M = M, smifim elde edilir. Bu sinif ile ilgili tanim ve teoremler

asagida verilmistir.
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Tamim 3.4.4 Eger bir f(2) € M fonksiyonu birebir ve f(D) nin tiimleyeni orjine
gore yildizil ise f (z) fonksiyonuna yildizildir denir.(Miller vd. 2000)

Tanim 3.4.5 Eger D de f(z) #0 ve

Re (— ijéz))) >0 (z€D)

esitsizligi saglaniyor ise, bu durumda f(z) € M fonksiyonuna D de orjine gore

yildizaldir denir. Meromorf yildizil fonksiyonlarin simifi MS* ile gosterilir.

Tanim 3.4.6 Eger bir f(z) € M fonksiyonu birebir ve f(D) nin tiimleyeni orjine

gore konveks ise f (z) fonksiyonuna konvekstir denir.

Tamim 3.4.7 Eger D de f'(z) # 0 ve

Re (— (1 + ZJ{é’?)) >0 (z€D)

esitsizligi saglaniyor ise, f (z) fonksiyonuna D de konvekstir denir. Meromorf konveks

fonksiyonlarin simifi MC ile gosterilir.

Tanim 3.4.8 Eger D de f (z) #0 ve

Re <—ZJ{(S>> >a (z€D)

esitsizligi saglaniyor ise, f(z) fonksiyonuna « (0 < a < 1) mertebeden meromorf

yildizil fonksiyon denir. Bu fonksiyonlarin olusturdugu simf MS*(«) ile gosterilir.

Tanim 3.4.9 Eger D de f'(z) # 0 ve

Re (— <1 + Z;(S)» >a (2€D)

esitsizligi saglanyor ise, f (z) fonksiyonuna o (0 < o < 1) mertebeden meromorf kon-

veks fonksiyon denir. Bu fonksiyonlarin olugturdugu simif ise MC («) ile gosterilir.
Agiktir ki @ = 0 i¢in MS*(a) = MS ve MC(a) = MC dir. Diger yandan
MS*(a) € MS ve MC (o) C MC dir.
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Lemma 3.4.1 f(z) € MC («) ancak ve ancak —zf'(z) € MS*(«) dur.

Lemma 3.4.2 p(z), U da analitik, p(0) =1 ve a < 0 olmak iizere

2p(2) a (3 —2a)
%e(p(z)—m) >m, zel

oldugunu varsayalim. Bu durumda U da Re {p(z)} > 0 olur.
Ispat. w(z), U da analitik ve w(0) = 0 olmak {izere

p(x) = (1 —a)i—mm (3.4.1)

olsun. Her z € U i¢in |w(z)| < 1 oldugunu gostermek yeterlidir.
Eger |z| < |20| esitsizligini saglayan z ler igin |w(z)| < 1 ve |w(zp)| = 1 olacak sekilde
bir zg € U varsa bu durumda Lemma 2.2 den zgw'(29) = kw(z), k > 1 elde edilir.

0

w(zy) = € yazilirsa, (3.4.1) den

2(1—a)zow'(20)

2P (20)  _ (—w(0))?
p(20) (1-— a)% +a
2(1—a)ke?

(1761'1'9)2

(1—a) +a

1—ei?
2(1—a)k
. 2(1—cosb)
(1- 04)2(?5;2:9) +a
—(1—a)k

a(l—cosf)+i(l —a)sind
—(I—a)k(a(l—-cosf) —i(l —a)sinh)
a2 (1 —cosf)’ + (1 — a)?sin®0

bulunur. Buradan

200" (20)\ —(1 —a)ka (1 — cosh)
Re ( p(20) ) T 02 (1—cos)? + (1—a)?sinf (3.4.2)

oldugu elde edilir.

1 —cosf =t denirse 0 < ¢ < 2 olur ve

!
90 = T —ar @ =7

35



seklinde yazilirsa, (3.4.2) su sekilde ifade edilebilir;

Re (zop/<20)> — —(1—a)akg ()

p(Zo)

dir. Basit bir iglem ile g (¢) fonksiyonunun minimum degerini ¢ = 0 noktasinda aldig

gosterilebilir ve

. 1
a0 = oo
olur. Boylelikle /(20)
ZoP (20 —a
”e< (o) ) “2(1-a)
Ve 2P’ (20) o _a3=2)
Re (p(zo) " Tplz) ) sat 2(l—a)  2(1-a)

elde edilir. Bu ise varsayimla geliseceginden her z € U igin |w(z)| < 1 elde edilir.

p(z) nin tammindan

p(z) = (I-a)e—

bulunur. Boylece ispat tamamlanmig olur.

Lemma 3.4.2 nin uygulanmasi ile agagidaki sonuca ulasilir.

Teorem 3.4.1 « < 0 olmak iizere f (z) € MC <O;((3liicg)> ise f(z) € MS™ (o) dur.

_ 2"

Ispat. p(z) = oy olsun. p(0) = 1 oldugu agiktir. Buradan

O

bulunur. Lemma 3.4.2 goz oniine alimirsa PRe (—Zfl(z)) > «, yani f(z) € MS*(«)
elde edilir.

Teorem 3.4.1de 5 = 0‘2((31__2;;) alinirsa agagidaki sonuca ulagilir:
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Sonug 3.4.1 f(z) e M, D de f(z) # 0 ve f < 0 olmak iizere her z € U i¢in

(- 5)) >0

olsun. Bu durumda her z € U i¢in

_%Re (z}f(g)) > i (25 F3- /487 — 48 + 9)

elde edilir.

Sonug 3.4.1 de eger  — 0 alinir ise su sonug elde edilir:
Sonug 3.4.2 f(z) € MC (0) ise bu durumda f (z) € MS* (0) olur.

Uyar1 3.4.1 f(z) = ﬁ olsun. D de f (z) # 0 oldugu goriiliir. Diger yandan

z2ff(z) 1+
flz)  1-2
- 7 (2)
2f" (% 1+ 22
‘(” f’(Z)):l——Z?
bulunur.

Uyar: 3.4.2 Sonug 2 den, eger f fonksiyonu 0 mertebeden meromorf konveks

fonksiyon ise bu durumda en az 0 mertebeden meromorf yildizil bir fonksiyondur.
3.5 p-Degerli Meromorf Fonksiyonlarin Yildizillig1 ve Konveksligi

Tanim 3.5.1 Eger U birim dairesinde meromorf bir f (z) fonksiyonu olsun. Eger
f(2),|z| =r, p <r <1 cemberlerini orjine gore yildizil bir egriye doéniigtiiriiyorsa
ve bu egri tizerindeki bir noktay1 orjine birlegtiren vektor 27p acgilik bir stirekli doniis
yapacak sekilde bir 0 < p < 1 sayisi var ise bu f (z) fonksiyonuna p-degerli yildizil
bir fonksiyondur denir. Analitik olarak ise f fonksiyonunun su ozellikleri saglamasi

ge (21N
(77)

gerekmektedir:

f(2)

ve
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i zf'(2) _ _ i,
O/%e(m)dG——pr (z-ree,p<7°<1)

dir .

Tanim 3.5.2 Eger U birim dairesinde meromorf bir f (z) fonksiyonu

Re (1 + ZJ{;S)) <0

ve

2

21(2) ) ,

%e(l—i— df = —27p z=re;p<r<l1

e (14555 ( )
0

ozelliklerini saghyor ise f (z) fonksiyonu U da p-degerli meromorf konveks fonksiyon-

dur denir.

Simdi literatiirde sikca kullanilan p-degerli meromorf fonksiyonlarin bir sinifin1 ve bu

siniftaki fonksiyonlarin yildizillik ve konveksliklik tanimlarini verelim.

Tanmim 3.5.3 D bolgesinde analitik ve p-degerli,
fR) ==+ > w (peN) (3.4.3)

seklindeki seri agilima sahip fonksiyonlarm simfi da M(p) ile gosterilir. Bu tiir
foksiyonlar da z = 0 noktasinda p.mertebeden singiiler noktaya sahiptir. Eger il-
gili seri agilhimindaki biitiin a; katsayilar1 negatif ise ilgili seri agilimina sahip olan
fonksiyonlara negatif katsayili p-degerli meromorf fonksiyonlar, pozitif ise pozitif kat-
sayili p-degerli meromorf fonksiyonlar ve kompleks ise ilgili fonksiyonlara kompleks

katsayili p-degerli meromorf fonksiyonlar adi verilir

Tanim 3.5.4 Eger D de f (z) # 0 ve

Re (— Z‘ffég)) >0 (2€D)

esitsizligi saglaniyor ise, bu durumda f (z) € M (p) fonksiyonuna D de orjine gore
yildizildir denir. ¢ birim dairesinde p-degerli meromorf yildizil fonksiyonlarin sinifi
MSE*(p) ile gosterilir.
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Tanim 3.5.5 Eger D de f'(z) # 0 ve

Re (— (1 + zJ{i’;(Z?)) >0 (z€D)

esitsizligi saglaniyor ise, f (z) fonksiyonuna i/ da p-degerli meromorf konveks fonksiyon
denir. U birim dairesinde p-degerli meromorf konveks fonksiyonlarin simfi MC (p)

ile gosterilir.

Tanim 3.5.6 Eger D de f(z) # 0 ve

S\

esitsizligi saglaniyor ise, f (z) fonksiyonuna U da « (0 < o < p) mertebeden p-degerli
meromorf yildizil fonksiyon denir. Bu fonksiyonlarin olugturdugu simf MS™* (p, @)

ile gosterilir.

Tanim 3.5.7 Eger D de f'(z) # 0 ve

Re (— <1 + ZJ{:&?)) >a (z€D)

esitsizligi saglaniyor ise, f (z) fonksiyonuna U da o (0 < o < p) mertebeden p-degerli
meromorf konveks fonksiyon denir. Bu fonksiyonlarin olugturdugu simif ise MC (p; @)

ile gosterilir.

Uyar1 3.5.1 Agktir ki o = 0 i¢in MS™ (p;a) = MS* (p) ve MC (p; ) = MC (p)
dir. Ve MS* (p;a) € MS*(p) ve MC (p;a) C MC (p) dir.Ayrica p = 1 igin
MS* (1;a) = MS™ (o) ve MC (1; ) = MC () dur.

Dikkat edilirse Tanim 3.4.4 - Tanim 3.4.9 da kullanilan fonksiyonlar D de analitik
olmasina ragmen, ilgili tanimlardaki biitiin rasyonel formdaki kompleks fonksiyonlar
z = 0 kaldirilabilir singiiler noktaya sahip oldugundan literatiirde bu tanimlarda

z € D yerine z € U da alinmaktadir.

Lemma 3.5.1 f(z) € MC («) ancak ve ancak —zf'(z)/p € MS* («) dur.

Geometrik fonksiyonlari 6zellikleri agisindan iig gerektirme sirasiyla M(p) smifin-
dan olan fonksiyonlarin o mertebeden yildizillig1, o mertebeden konveksligi ve o merte-

beden konvekse yakinligi ile ilgili olan ve literatiirde sik¢a kullanilan sonuglardir.
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Teorem 3.5.1 f(z) € M(p),0 <a <p,p € Nvezecldolsun. O zaman

g == ()

dir.

Teorem 3.5.2 f(z) € M(p),0 < a <p,p € Nvezeclolsun. O zaman

R P (R A

dir.

Teorem 3.5.3 f(z) € M(p),0 < a<p,p€Nvezelolsun. O zaman

‘_f’(Z) _p‘ n o (f’(Z)> .

zp—1 zp—1

dur.
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4. p-DEGERLI MEROMORF YILDIZIL VE KONVEKS FONKSI-
YONLAR ICIN BAZI KRITERLER

Tezin orjinal kismini olugturan bu boliimde M (p) simfindaki fonksiyonlarm hem
geometrik hem de analitik fonksiyonlar teorisine yonelik bazi kriterleri olusturulmus-
tur. Bunlar gerceklestirilirken galigmanin kapsamini genig tutmak igin ilgili fonksiy-
onarmn g.mertebeden tiirevleri g6z oniine alimmaktadir. Li- teratiirde, A(p) smifin-
daki bir fonksiyonun ¢.mertebeden (adi) tiirevini ifade eden f(@(z) seklindeki adi

tiirev operatorii, her p > ¢, p € N ve ¢ € Ny kosulunu saglayan paremetreleri igin

! > l
f@(z) = P .zp_q—f- Z %Lakzk_q (4.1.1)

seklinde tanimlanir. Hem bu operatoriin kullanildigi hem de diger bazi lineer ope-
ratorlerin kullanmldigi Cho ve Owa (2003) , Irmak ve Cho (2007) , Noor, K ve Noor, M
(2003) , Saitoh (1991) galigmalar1 bu konuya 6rnek olarak verilebilir. Bu aragtirmada
M(p) smifinlarindaki fonksiyonlarin g.mertebeden tiirevi, p > ¢, p € N ve ¢ € Ny

olmak {izere

(p+q—1)

(@ (5) =
f ( ) (p‘_'lﬂ

(1% > (kﬁ—!q)!akzk_q (4.1.2)

k=p+1
tiirev operatorii ile ifade edilir.

Agagida ispati verilen teorem ve sonuglari Irmak vd. (2009) tarafindan verilmis olup

hem yildizil hem de konveks fonksiyonlar icin énemli kriterler icermektedir.

Teorem 4.1.1 f(z) € M(p) ve 0 < A < 1,p > q,p € N,q € Ny olmak iizere F (2)
fonksiyonu
F(2) = (1=X) fD(2) + \2f19 (2) (2 € D) (4.1.3)

seklinde tanimlansin. Eger 0 < o < p + ¢ olmak {izere

2F"(2)
I+q+— +p
Re Z;f( Z()Z) >1- m (2 €U) (4.1.4)
q+ ) +p

esitsizligi saglaniyorsa, bu durumda

~Re <Z;S) ) > a (4.1.5)
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ve

2F'(2)
T F TP 1
Re ) < (zeu (4.1.6)
P CO R ERECTE
F'(2)

olur. (Irmak, Tinaztepe, Tuneski, San 2009)

Ispat. f(z) € M(p) olsun. (4.1.1) deki tiirev operatorii ve (4.1.3) deki F(z) nin

tanimindan,
2F(2)  2f0F0(2) + X2 D (2)
Fo) =N () Az (2)

(p+a) ¢ (@ Ap) (1) + 320y (k= @) & (g A5 k) a2
¢ (q; A p) (1) + 20001 ¥ (65 A k) ap2bte

elde edillir. Burada

(p+g—DI1-A(p+qg+1)]
(p—1)!

¢ (q; Aip) ==

* BUL+ A (k—q—1)]

(k—q)!
(k>p+1;p>q;peN;qgeNy)

V(g k) =

dir. Simdi bir w (2) fonksiyonu su sekilde tanimlansin:

2F'(2)
F(2)

—p=@pP+q—a)w(z) (z€l). (4.1.7)

Mlgili w (2) fonksiyonu U da analitik oldugu ve w (0) = 0 kosulunu sagladig1 goriiliir.

(4.1.7) deki ifadeden

TG | FRFE) - PG
F(2) [F(2)])"  (ptg—a)2 (2)
_2F'(2) Cptat+(pta—a)w(z)
F(z)

esitligini ve baz1 diizenlemeler sonucunda
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o= gmau(e [1- 2 :
1—¢q F(2) p=({+q Jw(z) (1 w(z) ptag+(p+q—a)w(z)
2F"(2) 2F"(2)
1_”“ F) T 1_1+q+ f('()z) o
(p+q—a)w(z) 2F'(z
q+ &) +p
2w’ (z) 1

w(z) ptag+ptg—a)w(z)

elde edilir. Burada bu karmagik yapidan kurtulmak igin bir G (z) fonksiyonu da

A REITTE |
G(z) =1~ , = (4.1.8)
Q+Zgj::(i§)+p w(z) prg+(p+q—a)w(z)

sekilde tanimlansin.
Simdi

max {|w ()] : [z < [z0]} = |w (20)] = 1

kosulunu saglayacak sekilde bir zg € U var oldugunu kabul edelim. Lemma 2.2 ve

w (29) = €% esitligi goz oniine alinir ise (4.1.8) den

Re (G ()} = Ne {Zw’ (0) 1 }

w(z) praqg+(p+q—a)w(z)

1
= c%e{ . }
pta+(p+aq—a)e’

1
> -
T 2(ptqg -«
esitsizligi veya esdeger olarak
2F"(2)
1
Tt TEG TP |
Re 1 — - <l- ————
G 2(p+q) — o

esitsizligi elde edilir. Bu ise (4.1.5) ile geligki olugturur. Bu da her z € U igin
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|w (2)| < 1 olmasim gerektirir. (4.1.7) deki kapali formdaki w (z) nin tanimindan

2F'(2)
F(2)

\q+ +p'=|<p+q—a>w<z>r=<p+q—a>rw<z>r<p+q—a

esitsizligi elde edilir. Teorem 3.5.1 geregince
' 1-— (2) (1+q) /
oo e (TN [~ e 2[(1=X) f9(2) + Az fOH+D (2) ]
F(2) (1= N @ (2) + A2 f0+D (2)

(zeU,0<a<p+qqeNy

bulunur. Diger yandan herhangi bir Re {g (2)} > 0 kogulunu saglayan ¢ (z) fonksiy-

onu icin

?ﬁe(g(z))«iﬁe( ! ) <1

g9(2)

genel sonucu geregi

2F"(2)
Il+q+— +p
F'(2) 1
Re - >l—-———>0
G 2(p+q)—a
q F(2) p
esitsizliginden
N 2F'(z) N
TFe T 1
Re - < T
1+q+z.7-" (Z)—i—p 1= so79a
F'(2)

egitzilligi elde edilir. Boylelikle ispat tamamlanmig olur.

Onceden de belirtmis oldugumuz gibi Teorem 4.1.1 deki parametrelerin uygun secilmesi
durumunda ¢ok sayida sonuglar elde edilir. Bu sonuglarin bazilar1 geometrik fonksi-
yonlar teorisi i¢in 6nem arzederken diger sonuclarda analitik fonksiyonlar teorisi i¢in
onem tasir. Bu caligmanin konusu geregince sadece bazi sonuglarin belirtilmesi ile

yetinecegiz. Oncelikle Teorem 4.1.1 de ¢ = 0 almirsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.1.1 Herhangi bir f (2) € M(p) fonksiyonu

Ly 2= N 7R+ Aaf @)
e (1 =X F(2) + Azf' (2)] a1
AN QNS CT oo
(1=N) f(2)+rzf' ()

+p

(zeU;0< a<p)
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esitsizligini saghyor ise, bu durumda

e [N ) e

1=X) f(2)+Azf (2) }>0‘ (zeU0<a<p)

Z[(l — /\)f(z) + Az f! (Z)]/
(L=Xf @) +ref ) L ewo<a
Re 1+Z[(1_)\)f(z)—|—)\zf/ Z)]”er <1_2p+a (zelU;0< a<p)
(1= M) f(2) + Azf' (2)]
olur.

Teorem 4.1.1 de ¢ =0 ve A = 0 alarak agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.1.2 Herhangi bir f (z) € M(p) fonksiyonu

” JJ:(()) o
Re zf’(z)+p >1—2p_a(z6u;0§a<p)
f(2)
kogulunu saglasin. O zaman
Tt 1
f(z) e MS™ (p;a) ve Re T07) <7 — (2eU;0<a<p)
I KN [
f'(z)

dir.

Teorem 4.1.1 de ¢ =0 ve A =1 alarak asagidaki sonug elde edelir.
Sonug 4.1.3 Herhangi bir f (z) € M(p) fonksiyonu

L)
0 REC A
2f'(2)) 2p — «
GG

1'(=

(zelUU;0< a<p)

45



esitsizligini saglasin. Bu durumda

(2f'(2)
f(z) €C(p;a) ve Re ! (22 ,, < L T
NAETETIEI ==
(zf"(2))

dir.

(zelU;0< a<p)

Agagidaki teoremler ve sonuglari Irmak vd. (2010) tarafindan ¢aligilmis olup p-degerli

meromorf fonksiyonlarun yildizilligi ve konveksligi ile ilgili énemli egitsizlikler elde

edilmigtir.

Teorem 4.1.2 Herhangi bir f (2) € M(p) fonksiyonu igin

e (Zf(1+q) (2)

1
) <370 Geu

esitsizligi saglansin. Bu durumda

>0 , ift ise
Re {Zp+qf(q)(z)} 7«
<0 , q tekise

olur.

(4.1.9)

(4.1.10)

Ispat. f(z) € M(p) olsun. f(z) ye (4.1.1) de tanimlanan diferensiyel operatorii

uygulanirsa,

PrafD(z) —~ D(k,Q) iy
v(pq) L+ D

elde edilir ve burada v(p, q) ve I'(k, q) sirasiyla

(p+q—1)

v(p,q) = =1
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ve

I'(k,q) == (k=p+1, p+2 - ;p>qpeN;qe Ny (4.1.13)

(k —q)!

sekilde tanimlanir.

Yukarida tanimlanan w(z) fonksiyonu Lemma 2.3 deki formda olup w(z) # 0 olacak

sekilde U da analitiktir. (4.1.11) deki esitligin logaritmik tiirevini alimirsa

(@) (z)

( 7(p,9) ) o w'(2)

@) ] 4 w(z)
v(p,q)

ve sonra kiiciik bir iglem yardimiyla

(p+q)zP 1= LF@) () 427+ f(149) ()

v(p,q) _ b +q f(Hq)(Z)
2P+ f(a) (2) P f(q)(z)
7(p,q)
o w'(2)
1+ w(?)

ve egitliklerin her tarafini z ile carpilirsa

2 f1F9(2) 2w’ (2)

T +q (4.1.14)

p+

(z eU;w(z) £ —1)

elde edilir. Simdi

max {|w ()] : [2] < [z0[} = |w (20)] = 1

kosulunu saglayacak sekilde bir zy € U oldugunu varsayip Lemma 2.2 yi g6z Oniine

alalm. w (z9) = € denilirse (4.1.14) den
zzo)

2 f0+9(2) 2w’ (2)
Re <p+ f@(2) +a zzo) = e (1 + w(z)

bulunur. Fakat bu esitsizlik teoremin (4.1.9) daki varsayimla celigki olugturur.

2p+1
2

v

N O

O halde her z € U i¢in |w(z)| < 1 olmasim gerektirir. (4.1.11) deki w(z) nin

tanimindan
2PHafa)(2)

v(p,q)

- 1\ ~ ()| <1
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elde edilir. Bu ifade Teorem 3.5.1 dikkate alinirsa (4.1.10) gerektirmesi elde edilir.

Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.1.3 f(z) € M(n), g(z) € M(m) ve g(z) fonksiyonu

e (42C) 0;2 €U;qgeN 4.1.15
ew>a (Oé>,Z€ ;4 € ()) ()

kosunu saglasin. Eger

FUr9(z) 7(n,q)
<1 m—n)|- 4.1.16
()| et e (110
esitsizligi saglaniyor ise
A ang)
>n;n,meN 4.1.17
L] < 20 s ninm e ) (117

olur.

Ispat. f(z) € M(n) ve g(z) € M(m) olsun. Bu durumda ilgili fonksiyonlarm seri

acilimlar:

=2z"+ Z apz®  and  g(z ™4 Z b2 (4.1.18)

k=p+1 k=p+1

seklinde olacag1 agiktir. f(2) ve g(z) ile (4.1.1) deki diferensiyel operatoriin tanimindan,

P T'(k,
Am.q) f9) T S
v(n,q)  g9(z) D DR 0 M

a)

e (1, T
—m— 00 I'(k, m

o ! (1 T Zk:pﬂ Ep;)) b2kt )

1 +220:p+1 w( Lka) o ohtm

p,q

_ men (p.9)
0o I'(k, m
L+ Zk:erl w(pg br 2
= 2" "+ epni1 2™ 4 o € A(m —n) (4.1.19)

bulunur ve burada v(k,q) ve I'(p,q) swrasiyla (4.1.12) ve (4.1.13) ile tamimlanmg
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fonksiyonlardir. Simdi v(z) yi su sekilde tanimlayalim:

= v(2) (4.1.20)

Agik olarak goriiliiyor ki v(z), Lemma 2.3 deki fonksiyon tipinde olup U da anali-

tiktir. (4.1.20) deki ifadenin 6nce logaritmik tiirevini alinirsa

Amq) | fOTD(2)g'D(2) = D (2)g D ()
v(n,q) * [g(‘Z)(z)]2 V' (2)

Y(m,q) f9(2) - v(2)
v(n,q) * g(9(2)

bulunur. Yukaridaki esitligin her iki yam

(@ (4
S (6l) € MOm)
carpilirsa
f(1+q)(z)_g(1+q)(z)}' gD (z) _ f(1+q)(z). gD (z) B
f(Q)(Z> g(Q)(z) g(l'HI)(z) f(Q)(z) g(l'f‘Q)(z)

V(z) 992

o(z) ()

oldugu ve bir diizenleme ile

Wmg) [0 (1 L2E | 9 ) (4.1.21)

v(n,q)  gUr9(z) v(z) 2049 (z)

esitligi elde edilir. Simdi
maz{lw(z)| :[z] < |z0]} = [w(z)| =1

esitligini saglayacak sekilde bir zg € U var olsun. O zaman, (4.1.21) esitligi i¢in

Lemma 2.3 ve (4.1.15) g6z oniine alinirsa,

! (9)
(122609

v(z)  29M90(2) ).,

z—zo>

1(m,q) fUHO(2)
v(n,q)  g1+9(z)

z2=20

2(z)  g9()
o(z)  2g(z)

21+9{e<
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9'9(2)

=1 Re | 222
+c-Re (zg(1+Q)(Z) z=zo>

>1+(m—-—n)a (¢>m—n)

olur ki bu da (4.1.16) ile geligki olugturur. O halde, her z € U i¢in |v(z)| < 1 dir. Bu

durumda , “
v(m,q) [P)|
‘v(n,q) g9I(2)| lo(z)]
esitligi
S| y(n,q)
g D(2) | y(m,q)

esitisizligini gerektirir. Boylece teoremin ispati tamamlanir.

Teorem 4.1.4 f(z) € M(n), g(z) € M(m), ¢ < min{n,m}, n € N, m € N,

q € Ny olsun ve

fHD(z) Utz IS
wefe (L5 - LN o) ew (4.1.22)

esitsizligi saglansin. Bu durumda

(@) (4
Re <z”_m g(‘J)EZ;) >0 (zel) (4.1.23)

dir.

Ispat. f(z) € M(n) ve g(z) € M(m) fonksiyonlar sirasiyla (4.1.18) de verilen
fonksiyonlar gibi olsun. Bu durumda (4.1.19) daki esitlikten

v(m,q) f9(2)

1+ ezt e e o] (4.1.24)

= 2"+ w(z)]

seklindeki bir w(z) fonksiyonu tanimlansin.

O zaman bu w(z) fonksiyonunun ¢ da analitik oldugu aciktir. (4.1.24) deki esitligin

her iki tarafinin logaritmik tiirevi alinirsa

(ma) (19
7y(n,g) <g(q)(z)> (m—n) 2L+ w(2)] + 2w (2)]

y(mg) D) 2m=n[1 + w(z
Y(n,g) gD (2) | (=)

20



oldugunu, kiiciik bir diizenleme ile ise

2=

(ma) [ SO (2)g' D (2) D (2)g" ) (2)
(n.a) [90(2)]”

Amyg) | SO (z) - (@) (2 (@) (2
() g @(2) S ( ) g ( )

f(1+Q)(Z) g(”q)(z)

esitligini elde edilir. Esitliklerin her tarafi z ile carpilirsa

2w’ (2)
1+ w(z)

=m-n-+

) (f“*q’(Z) B 9(”")(2)) (4.1.25)

fOG)  g0()
bulunur.Yine

maz{|w(z)| : |z < 20|} = |w(z)| =1

esitligini saglayacak sekilde ¢/ birim dairesinde bir 2y elemaninin var oldugunu kabul

edelim.

O zaman Lemma 2.3 ve (4.1.25) den

Re [Z (f(1+q>(z) B g(1+q>(z)) 2_20] e mtceRe (%)

f(@(z) g(@(z)

elde edilir. Fakat bu esitsizlik ilgili lemmadaki ¢ = 1 icin elde edilen sonug teoremin
(4.1.22) varsayimiyla geligki olugturur. O halde, bu durum her z € U igin |v(2)| < 1
olmasini gerektirir. (4.1.22) deki

esitliginden

‘v(m, ®) _nmf(2)
v(n, q) 99 (2)

esitsizligi elde edilir. Teorem in sonucu geregi

~1| = o)l <1

Y(m, q) e f9(2)
e (v(n,Q) : g(q)(Z)) =0

o1



elde edilir. Burada

oldugundan

Re <zn—m f(Z)<Z)) >0 (zel)

olur. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.5 f(z) € M(p), p > q olsun ve

(1+q) <L §<0ise
Re (p + M + q) - (zeU) (4.1.26)
f9(z) Z%,5>Oise
saglansin. O zaman
p+q £(q) J
Re (L(Z)) >0 (54£0) (4.1.27)
v(p,q)

dir. v(p, q), (4.1.12) deki sekilde tanimlanmig fonksiyon olup yukaridaki (4.1.27) deki

kompleks kuvvetin degeri ise esas degeri olarak alinmigtir.

Ispat. f(z) € M(p) olsun. (4.1.11) esitligin goz éniine alinarak,

T astiole) 5_ "
G(z) = (—v(p, ; ) =1+ w(z) (4.1.28)

olacak gekildeki U da analitik bir w(z) fonksiyonu kapal formda tanimlansin. Dikkat
edilirse, (4.1.1) den

OGN TR e
ey (1 (2) € M)

seklinde bir fonksiyon olup (4.1.28) deki GG(z) analitik fonksiyonun z = 0 komsgugun-

daki seri agilimi su sekilde bulunur:

02



G@>:5Giﬂi_

’y(p,q;Z)):l (Zp+qf(q )
ot @) () 7! o0 ’
(Tt (X Sme)
( I'(k,
)

5 < 2P ta £a)

z))é—l i (k:—l—p) )akzk+p—1
V(P q i (P

:p+1

pra @) ()\° 2 [ &
G//(z) = 0(6—1) (szf—()()) ( Z (k + p) I'(k,q) akzk—i-p—l) +

v(p,q) = v(p,q)
@D\ & Tk g) s
[( v(p,q) ) (,;H (bt (b+p—1) 1) )

Yukarida G ve G nin tiirevlerinden

G(0) =1
G'(0) =0

G"(0) = 0

GPH)(0) = K #0
sonuclarimi elde edilir. O halde,

G(z) =G(0)+ Gli?)z + G”(;!))Z

=140z24+0224+ ...+ KzPtt 4

+ ..

seklinde olacaktir. Simdi (4.1.28) ifadesinin logaritmik tiirevini alinirsa,

§ [ 2PTaf@(z) 0-1 2P T4 f(9) (z) !
( (p.a) > ( 7(p.q) > o w'(2)
<2P+Qf(Q)(Z)>§ 1+ w(z)

7(p,q)

elde edilir ve bir diizenleme ile

(p+ q) 22T L@ (2) 4 2pFa fOF0) () 1 .
2Pt f(@)(z) 6 14+ w(z)
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esitligi ve her esitligin her iki yani z ile ¢arpilirsa

2 f0+9)(2) 1 zu(2)
(p + F@(z) * q) "6 1+w(z) (4.1.29)

elde edilir. Simdi

maz{w(z)] :|z] < |z0[} = |w(zo)] =1

esitligini saglayacak sekilde bir zy € U var olsun. O zaman w(z) = € # —1 olmak

tizere (4.1.29) esitligi i¢in Lemma 2.3 goz 6niine alinirsa,

%e{ (p+#f(:+1(;)+q) zzo}

. Re zw’(z) _%,(5<Oise
L+ w(z)],_,, _%,(5>Oise

A\

1
)

V

elde edilir. Ustteki esitsizlikler sirasiyla bu teoremin (4.1.26) daki varsaymminda

verilen egitsizliklerle geligir. O halde, her z € U i¢in |w(z)| < 1 olmahdir ve

() e

(o)

esitsizligi elde edilir. Bu egitsizlikte Teorem 3.5.1 in sonucu geregi

Zp+qf(q)(z) J
%{< 1P, q) >}>0 070

oldugu bulunur. Boylece ispat tamamlanmig olur.

esitliginden

<1

Ispatladigimz son dért teoremin hem analitik hem de geometrik fonksiyonlar icin

onemli olabilecek baz1 sonuclarini verelim.

Uyar1 4.2.1 Eger Teorem 4.1.5 de 6 = 1 alinirsa Teorem 4.1.5 , Teorem 4.1.2 yi

gerektirir.

Eger Teorem 4.1.5 de ¢ = 0 alinirsa, bu durumda asagidaki sonug elde edilir.

o4



Sonug 4.1.4 f(z) € M(p) ve § # 0 olsun. Bu durumda

a%@) < 5,0 <0ise

P z 5 i B
1) o1 seoie [ m{kﬂ”}>0 (4.1.30)

p+iﬁe(

dir. Ayni zamanda (4.1.30) daki nermenin kargit tersi olan

zf’(Z)) > 0 <0 ise (4.131)

%e<[zpf(z)}5)§0 = p+9‘{e(m 50 i

onermesi elde edilir. (4.1.30) ve (4.1.31) deki iki nermede iistel formdaki kompleks

ifadenin degeri olarak esas degeri alinmigtir.

Eger Teorem 4.1.2 de ¢ = 0 alinirsa, bu durumda asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.1.5 Herhangi bir f (z) € M (p) fonksiyonu

()4 e

esitsizligini sagliyor veya f(z) € MS* (p;a) (0 < a < p) ise

Re{2Pf(2)} >0

olur. ( f(z) € MS* (p;) olmas1 f(2) € MS* (p; —1/2) olmasim gerektirir.)

Eger Teorem 4.1.2 de ¢ = 1 alimirsa, bu durumda asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.1.6 Herhangi bir f (z) € M (p) fonksiyonu

Re <— (1 + ZJ{(S)» > —g (> € U)

esitsizligini saghyor, yani f (2) € MC (p; —3/2) ise

Re {271 f'(2)} <0
olur.( f (z) € MC (p;a) olmas: f(z) € MC (p; —3/2) olmasini gerektirir.)

Eger Teorem 4.1.2 de p = 1 ve ¢ = 0 alinirsa, bu durumda asagidaki sonug elde

edilir.

95



Sonug 4.1.7 Herhangi bir f (z) € M fonksiyonu

()4 e

esitsizligini saghyor, yani f (2) € MS* (—1/2) ise

Re{zf(2)} >0

olur.( f (z) € MS* (o) olmas1 f (z) € MS*(—1/2) olmasim gerektirir. )

Eger Teorem 4.1.2 de p = 1 ve ¢ = 0 alinirsa, bu durumda agagidaki sonug elde

edilir.

Sonug 4.1.8 Herhangi bir f (z) € M fonksiyonu

()3 e

esitsizligini saghyor, yani f (2) € MC (—1/2) ise

Re {*f(2)} <0

olur.( f(2) € MC (a) olmas1 f(z) € MC (—1/2) olmasi gerektirir.)
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