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1. GIRIS

Skaler gitsizliklerin matris formlari matematik bilimindeevdiger disiplinlerde
son zamanlarda 6nemli bir gaha alani haline geldi. Matematikciler ¢cok iyi bim
skaler aitsizliklerin matris formlarini, bu matris formlarisingtler dgerlerini ve
normlarini incelemekte ve oOzellikle aritmetik, gesink esitsizliklerin  matris
incelemeleri bir ¢ok bilim insani tarafindangggk yonleriyle gcalsiimaktadir.

a+b

Bu calsmada ¢ok iyi bilinen+/ab < aritmetik-geometrik gtsizliginin

_ 2 _ 2
daha geri bir versiyonu oIané (a b) < a;b -+ab s%(aTb) esitsizligi Uzerinde
a

duruldu. Bu eitsizligin skaler olarak ispati yapilarak, buitsizlikten desisik skaler
esitsizlikler elde edildi. Ayrica matris formlariniagip singuler dgerlerini ve unitarily
invaryant normlari incelendi ve bu gahalar sonucunda aritmetik, geometrik ve Heinz
ortalamalari tzerine yeni sinirlar elde edildi.

Calismalarimiz bu eksende halen devam etmektedir.



2. KAYNAK ARA STIRMASI

Skaler gitsizliklerin matris formlari Uzerine ¢amalar 20-25 yillik bir gecrge
dayanmaktadir. Bu alandaki gamhalar aritmetik-geometrik sésizlikler gibi ¢ok iyi
bilinen sitsizliklerin matris formlarinin singuler gerleri ve normlari tzerine olngtur.

Bhatia ve Kittaneh (1990) cafnalarinda, A ve B matrisleri igin,
2s;(A"B) < s;(AA” + BB") sitsizligini ispatlamslardir.

Zhan (2000) cagmasindaA ve B pozitif yari tanimli matrisleri vej =12,...,n
icin s;(A-B) <, (Al B) ssitsizligini gostermitir.

Tao (2006) daM OM_,, NOM, matrisleri ver =min{m,n} icin pozitif yari

M
tanimli {

KD

K M
N} blok matrisini alip2s; (K) < s{

K
KO N} esitsizligini gostermg ve

1 3 3 1

ayrica j =12,...,n igin s, (A*B* + A*B*) < s, (A+ B) acik problemini ispatlangr.
Zhan (2004) de, herhandi ve B matisleri icin, 2s;(A"B) < s, (AA” + BB”)
esitsizliginin farkh bir ispatini verip,A, pozitif tanimh matrisi veA,,...,A, pozitif yari

K (] 2
tanimli matrisleri iginizZ(ZAJ A, <izA' ssitsizligini elde etmtir.

j=1\_i=0
Bhatia ve Davis (1993) de, herhari B, X; nxn keyfi matrisleri ve butin
unitarily  invaryant normlar icin ZH‘ADXB‘HSH‘AADX + XBBDm esitsizligini

gostermglerdir.

Kittaneh (1993) dep,q > ,1i +1 =1 veA, B pozitif yari taniml matrisleri ve
P q

X, nxn kompleks matrisi igid”AXHH < H‘APXH‘:H‘XB“‘H: esitsizligini ispatlamstir.
Kosaki (1998) deki calmasindaA, B pozitif yari tanimli matrisleriX nxn
A%XB%

kompleks matrisi ve biitiin unitarily invaryant noamicin S%WAX + XB|H

esitsizligini pozitif tanimli fonksiyonlar yardimiyla géstergtir. p,q>1, l+1 =1
P q



1 1

sarti ile || AP XB® sH|AX|Hi>H|XB|H: esitsizligini ispatlams ve deisik uygulamalarini

elde etmygtir.

p q

Ando (1995) de, p,q>1, 1+1:1 icin absa—+b— esitsizliginden
P q P q

P q
hareketleA, Bpozitif matrisleri vej =12,...,n igin s;(AB) <'s; (A— +B—) esitsizligini
P g

ispatlamstir.

Hirzallah ve Kittaneh (2000) deki ¢gtnalarinda, p,q> 1 1 +1 =1veA, B
P dq

pozitif yari tanimli matrisler ve = max{ p ,q} igin

) Hilbert-Schmidt normu olmak

2
> %HA”X - XBqHz +||AXE1|§ esitsizligini ispatlamslardir.

2

L arx + L xe
p g

uzere

Audenaert (2007) deA, B pozitif yari tanimli matrisleri, 0sv<1l ve
j=12...,nicin s, (A'B" + A"'B") < 5, (A+ B) ssitsizligini ispatlamstir.
Bhatia ve Kittaneh (2000) d&, B nxn pozitif yari tanimh matrisleri ve bitin

unitarily invaryant normlar igircq"ABm < H‘(A+ B)Z‘ esitsizligini ispatlamglardir.

Kittaneh (2007) deA, B pozitif tanimli matrisleri ve buttn unitarily inwaant

normlar igin,

spektral normunu gostermek tizefpAX — XB|| <[ X|||AD Bj|
esitsizligini ispatlamstir.

Kittaneh (2008) deki calmasindaX, Y pozitif taniml matrisleri veHo

spektral
normu igin| XY = YX| <||X]|[Y| esitsizligini ispatlamstir.

Kittaneh ve Manasrah (2010) da,b> , 0sv<1 ve r, =min{vl-Vv} igin
a'b™ +r,(a-vb)?<va+(l-v)b sitsizligi Gzerinde cabmislar ve bu gitsizlik
A'B*Y

yardimiyla iz +1,(+izZA—-+izB)? <iz(vA+ (L-V)B) ifadesini ispatlangiardir.

iz normunu gostermek Uzerine, bu ayni zamanda

ot (A, =+/[Bl,)? < |VA+ @-V)B|, seklinde de yazilabilir.

1

AV Bl—V




3. ONBILGILER

Bu bdlimde oncelikle ozderleri tanitip bunlarin bazi 6zelliklerinden
bahsedeg#z. Uniter matrisler, benzerlik dogiimleri ve k@egenlgtirme konularina
deginecesiz. Son olarak da tezimizin temegélerinden biri olan singuler derlerden
bahsedegaz.

3.1. Ozdeerler

AOM,, xOC" ve A bir skaler olsun. ger
AX = AX (3.1)
denklemi, bir A skaleri vex sifir olmayan vektéru icin ganirsa,A’ ya A matrisinin
O0zdgeri, x’ de A 6zdeerine kagllik gelentzvektoridenir.

AOM, matrisinin buttin 6zdgerlerinin - kiimesA’nin  spektrumu olarak
adlandirilir veg(A) ile gosterilir. Bir matrisin mutlak dgerce en blyutk 6zgerine o
matrisin spektral yaricapidenir. Spektral yaricap negatif olmayan bir reayidir.
Spektral yaricap kompleks uzayd®' nin 6zdeerlerini kapsayan orijin merkezli en
kiguk diskin yaricapidir.

AOM, matrisinin 6zdgerleri hakkindaki énemli sorulardan biri, ka¢ tane
olduklari, dgeri ise nasil karakterize edilecekleridir.

(3.1) ile gosterilen 6zder- 6zvektdr denklemk # 0 icin
(Al -A)x=0 (3.2)
seklinde yazilabilir. Bu denklemix = Q6zUmunden &a ¢6zUmunin olmasi icin
detll -A)=0 (3.3)
olmasi gerekir. Bu determinant acgdzamann. dereceden A’ ya basli bir polinom
elde edilir. Bu polinoma# matrisininkarakteristik polinomuenir ve
A,AD)=A"+al""+..+a 1 +a (3.4)
seklinde yazilabilir.

A,(A)=0 (3.5)
denklemine deA matrisinin karakteristik denklemdenir. Bu denklemin kokleri A
matrisinin Ozdgerleridir. Ayrica bir matrisin 6zderleri toplami o matrisinizi,

Ozdeserleri carpimi ise matrisideterminantidifHorn ve Johnson, 1985).



Teorem 3.1.1.4,,4, ,...,A, herhangi birA kare matrisinin 0zdgerleri vek bir tamsayi

ise (A tekil matris isek pozitif olmall) A matrisinin ozdgerleri A<, A5,..., A
seklindedir (Horn ve Johnson, 1985).

Ispat: Ax=Ax denkleminin her iki yanini A matrisi ile carparsak
A’Xx=AAX=A(AX) =A°x  elde ederiz. Ayni sleme devam edersek
A*x = AT Ax = A(AX) = A*x bulunur ki ispat tamamlanir.

Teorem 3.1.2.A herhangi bir kare matris olsun. Bu takdirdeve AT matrislerinin
O0zdeserleri aynidir (Horn ve Johnson, 1985).

Ispat: AT matrisinin 6zdgerleri det(Al — A") = 0 denkleminin kokleridir. Herhangi bir
kare matris icindet(A) = det(A" )oldugundandet(l — A") =det(ll — A) = Oolacaktir.
Denklemler git oldugundan kokleri de gt olacaktir. Yani, iki matrisin 6zderleri

aynidir.

3.1.1. Benzerlik dongumu

A, BOM, (C) ve SOM,, tekil olmayan matrisi igin
B=S"AS (3.6)
esitligi varsa A, B matrislerine benzer matrisler denir. Benzerlk, Uzerinde bir
denklik ba&intisidir. Yansima, simetri ve gegie Ozelliklerini sglayan bir bgintidir.
Teorem 3.1.1.1. A BOM,(C) olsun. EBer A ve B matrisleri benzer matrisler ise
karakteristik polinomlari aynidir (Horn ve Johnst@85).

Ispat:

A, () = detdl - B) =detdS™'S-ST"AS) =detS™ (Al - A)S
=detS™.det(dl - A)detS =detS™detS det(dl — A) =detl — A) =A,(A)
dir.

Sonug olarakA ve B benzer matrisler ise ayni 6Z@lere sahiptir. Ama tersi
dogru dezildir. Yani, 6zdeerleri ayni olan matrisler benzer olmayabilirleyrfa iz ve
determinant benzerlik dogiimleri altinda invaryanttir. YanidetS™AS=detA ve
izS™AS = izA ssitlikleri mevcuttur.

Teorem 3.1.1.2Benzer matrislerin kuvvetleri de benzerdir.
Ispat: ispati tumevarimla yapalim.

k=2 icin;



B = BB=(PAP|PAP)= P'A’P (3.7)
k=n-1 icin;
B"' = PA™P (3.8)

esitli ginin dogru olduzunu kabul edelim.
k=n ic¢in sesitligin dogrulugunu gosterelim. (3.8) s@liginin her iki tarafini B ile
carparsak,

n-1lp — -1 pAn-1 -1

B B=(P A" P)(P"AP) (3.9)
B"=P*A"P

olur.

3.1.2. K&egenlgtirme
Benzerlik dongumlerini 0zdger problemlerini ¢ozmek igin kullanabiliriz.
Verilen birA, nxn matrisine benzer olan ve 6Z@# problemi basit olan bB matrisini
bulmak bize kolaylik sdar. Ozdeer problemi en kolay olan matris, d&iyen matristir.
AOM, matrisi  bir k&egen matrise benzer iseA matrisine
kasegenletirilebilir matris denir. Dger bir deysle
P*AP=D (3.10)
olacaksekilde tekil olmayan biP matrisi varsaA matrisine kgegenlatirilebilir matris
denir. A, nxn kare matrisinin kgegenlatirilebilir olmasi icin gerek ve yetegart A
matrisinin n tane lineer bamsiz dzvektdre sahip olmasidir. Bu duruni2i&dosegen
matrisinin kGegen elemanlariA matrisinin 6zdgerleridir.

Tanim 3.1.2.1.U matrisi tekil olmayan bir matrisi olmak Gizere

UU=uu=| (3.11)
olacaksekilde bir U” matrisi var iseJ matrisinetiniter matrisdenir. Ayrical " =U ™
dir. Ozel olarakU reel matris veU 'U =UU " =1 ise U matrisineortogonal matris
denir.

Tanim 3.1.2.2 Eger

B=U"AU (3.12)

olacaksekilde bir U Uniter matrisi varsa o takdirde® ve B matrislerine Uniter olarak

benzerdir denir. Orrign, AOM  hermityen bir matris ise tum ozgkrleri reeldir ve

Uniter olarak kéegenlsatirilebilir (Horn ve Johnson, 1985



Teorem 3.1.2.1.A=| g | ve B=|hy |0 M, (C) matrisleri tiniter benzer iseler

3o, =Zn‘,\aﬁj\ (3.13)

i,j=1 i,j=1
dir. (Horn ve Johnson, 1985

elde edilir. B=U"AU ssitli gi ve benzeriin iz altinda invaryant olmasindan dolayi
izB"B =izU"AUU "AU =izU"A"AU =izA"A elde edilir ve ispat tamamlanir.
Tanim 3.1.2.3.A, B0 M, (C) alalim. O zaman

A 0
C{O B} (3.14)

matrisineA ile B matrislerinindirekt toplamidenir ve Al B ile gosterilir.

Ayrica C matrisinin kgegenlatirilebilir olmasi icin gerek ve yeteyart A ve B
matrislerinin kgegenlatirilebilir olmasidir.
3.2. Singuler Dgerler

Bu kisimda oncelikle singuler gerleri tanitip, sonra bazi dnemli 6zelliklerinden
bahsedegsz.

AOM, matrisini alalim.A"A nin 6zdgerleri A,(A"A) olmak lizerg=1,2,...,n

icin /A, (A"A) sayilarinaA matrisininsingiler dgerleri denir ve s;(A) ile gosterilir.

Yani
s; (A =1//1j (A"A) (3.15)
dir.

Simdi de singiler dgerlerin bazi 6nemli Ozelliklerini verelimAOM, ., matrisini
alalm. A matrisinin singuler dgerlerinin s (A)=s,(A)=...2s,(A) seklinde
siralandgini kabul edelim. Bu durumda 6zellikler mevcuttur.

« A™ mevcutsa yanh tekil olmayan bir matris ise

1
s, (A7)

Si(A) =

« DOaOC igin s (aA) =|ajs,(A)

- 5(AB)<5(A)s(B)
- s(A+B)<s(A)+5(B)



« s,(AB)2s,(A)s,(B)
« s, (A<A(Ass (A

* s (A-1=ss,(l+A)<s,(A+1
o s (A <iz(AA) < Vs (A)

s iz(A"A) =Zk:s,2(A) , k =min(n,m)

i=1

o det(A"A) = ﬁ s?(A)

* Genellikle s (AB) # s (BA)

3.3 Matris Normlari

Matematikte bazi kavramlari bir tek sayi ile ifaelenek son derece dnemlidir.
Determinant ve norm kavramlari, matrisleri tek bayi ile ifade etme yollarindan
bazilaridir. Biz bu bélimde 6ncelikle matris norrmma tanitip daha sonra tezimizde
onemli bir yere sahip olan unitarily invaryant ndana gececaz.

A BOM, icin

:M, - Rfonksiyonunun matris normu olarak adlandiriimasi
icin asagidaki bg aksiyomu sglamasi gerekir.
- |Azo0,
|A|=0 = A=0,
cOCigin cA =[c]|A,
|A+B]<|Al+[8].

|AB] <|A|B-

IIk dort aksiyom sglaniyorsa bu normaenellgtirilmis matris normudenir. Eer bg

aksiyomun hepsi ganiyorsa bu norma denatris normudenir (Horn ve Johnson,
1985.
Simdi de bazi matris norm turlerini verelim.

Tanim 3.3.1 A, mx n matris olmak tzere

.= 55 ff

i=1 j=1



normunaA matrisininFrobenius(Euclide, Schur veya Hilbert-Schmidt norm olarak d
bilinir) normu

|A|l=max v : A, A°A nin 6zdgerleri}

seklinde tanimlanan norma,matrisinin spektral normu vé< p <o icin

ok

A, =(ii\aj\pj

i=1 j=1

seklinde tanimlanan norma da,matrisinin ¢, normudenir. /, normundgp=1 olmasi
durumunda nornmsitun normu p=2 olmasi durumunda norrRrobenius normuve

p = olmasi durumunda da, norsatir normuolarak kabul edilir (Horn ve Johnson,

1985.
Simdi de tezimizde onemli bir yere sahip olan uniyainvaryant normlar

hakkinda bilgi verelim.

3.3.1. Unitarily invaryant normlar

Bu bolimde analizde 6nemli bir yere sahip olan ariijt invaryant normlari

tanitacgiz.

ell, M Uzerinde bir norm olsun.3ér herA matrisi veU, V Uniter matrisleri
icin
Juav=[iA] (3.16)

sarti sglaniyorsa bu norma unitarily invaryant norm denir.
Bu tarz normlarin 6zellikle iki sinifi ¢ok 6nemirdiBunlardan biri Ky Fan

normlaridir. Bu nornl< k < n igin
Kk

”N|(k) = zsj (A) (3-17)
j=1

biciminde gosterilir. Dier bir 6nemli 6rngi ise Schatterp normlaridir ve

|w|p=[i(s,m>)pf 18)

=1
ile gosterilir.
Yukarida bahsettimiz norm tirlerinden cok iyi bilgimiz bazi normlari elde
edebiliriz. Orngin spektral norm (operator norm) Schatfenermundap =« veya Ky

Fan normund&=1 alinarak @agidakisekilde elde edilebilir:
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|Al=lAL =1 A, = (A (3.19)

Buradan spektral normun bir unitarily invaryantmaoslduzu ortaya cikar.

Ayni sekilde iz normup =1 veyak=n alinarak

1Al =1AL =14, =idA =258 (3.20)

olarak bulunabilir. Bu norm tirt de bir unitarityaryant normdur.
Tezimizde 6nemli bir yere sahip olan Hilbert-Schtmdrm (Frobenius norm)

da bir unitarily invaryant normdur. Bu norm

14, <[4, =14, =| e <A>)2f (z( fj - (eln)’ 621

j=1 i,j=1
sekillerinde gosterilebilir.
Unitarily invaryant normlar alt carpimsal 6zglhe sahiptirler. Yani herhand,

B matrisleri igin

I8 < A= (3.22)
dir (Bhatia, 1996; Bhatia, 2007).

Simdi de unitarily invaryant normlar igin 6nemli oldi¢c tane teorem verelim.

Teorem 3.3.1.1A ve B nxn matrisler olsun1<k<n icgin ||A4|(k) s||B||(k) ise bitin

unitarily invaryant normlar |g|nH|NHsH|B|H esitsizligi de vardir. Bu teorem Fan

Dominance teoremi olarak da bilinir (Bhatia, 1996).

Teorem 3.3.1.2.

o/, M Uzerinde herhangi bir unitarily invaryant normuwis “o *“

n

Hadamard carpimi gostermek tzeéke vedbutinX matrisleri igin
[[a0X[| < maxa, x| (3.23)

esitsizligi gecerlidir (Bhatia, 2007).

Teorem 3.3.1.3. A BOM , matrislerini alalim.M ,, tzerindeki her unitarily invaryant

o

esitsizligi vardir (Bhatia, 1996).

norm igin

1| A+B 0 -
0 A+B

; (3.24)
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3.4. Pozitif (Yart) Tanimli Matrisler

Bu bolimde matris teoride 6énemli bir yere sahiph@lazitif tanimli matrisler ve
pozitif yari tanimh matrisler tGzerinde durgca Bu matrislerin 6zdgerleri pozitif
oldugundan uygulamali matematikte bir¢cok kolayliklaglaanaktadir.

A, nxn tipinde bir hermityen matris olsuA.matrisi sifirdan farklix JC" igin
x"Ax>0 (3.25)
sartini sgliyorsa bu matris@ozitif tanimli matrisdenir ve A> 0 ile gosterilir Eger her
xOC" igin
x"Ax=0 (3.26)
sartini sgliyorsaA matrisinepozitif yari tanimh matrigienir ve A> OQile gosterilir.

Her pozitif tanimli matris ayni zamanda pozitif ygnimli matristir. Fakat bir

pozitif yarl tanimli matrisin pozitif tanimli masgriolmasi icin gerek ve yetesart

; 11
matrisin ters gevrilebilir olmasidir. Orgie L J matrisi pozitif yari tanimhdir ama

2 1
pozitif tanimh deildir. L J matrisi ise hem pozitif tanimli, hem de pozitifriya

tanimh bir matristir. Pozitif taniml matrislerilenigi, transpozesi, ggenik transpozesi
ve tersi de pozitif tanimhdir (Horn ve Johnson83p

Pozitif tanimh matrislerin kullagh ve basit bircok karakterizasyonu vardir.
Simdi bunlarin bazilarini verelim.

Teorem 3.4.1. AOM, hermityen matrisinin pozitif tanimli olmasi igireigk ve yeter

sart 0zdgerlerinin pozitif olmasidir. Pozitif yari tanimkba ise gerek ve yetegart
O0zdeserlerin negatif olmamasidir (Horn ve Johnson, 1985)
Ispat: A matrisi pozitif tanimli matrisA, A matrisinin 6zdgerlerinden birisi vex de

A ya kasilik gelen 6zvektor olsun. Bu takdirde
X"Ax = X"Ax = Ax"X (3.27)
x"Ax

XX

esitli gi yazilabilir. BuradanA = elde edilir. x"Ax ve x"x pozitif oldugundan

oranlari da pozitiftir. Boylece istenen elde edimiur.

D = kd&s(4,,...,4, ) matrisiA’ nin 6zdgerlerinden olgan kzegen matris olsun.

A matrisinin 6zdgerleri pozitif ise sifir olmayaxJC" icin
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=Ux n - n 2
x"Ax = xU DDny:U yDy=>d yy, => dly| >0 (3.28)
= =

elde edilir ki istenendir (Horn ve Johnson, 1985).

Sonug 3.4.1Pozitif tanimli matrislerin izi ve determinanti piizir (Horn ve Johnson,
1985).

Ispat: Bir matrisin izi 6zdgerlerinin toplami, determinanti ise dz@elerinin carpimi
oldugundan hem iz ve hem de determinant pozitiedtkerdir. Yani,A pozitif tanimli

matrisi igin

iZA=3 4, >0
i=1

detA= |i|/1i >0

dir. Pozitif yari tanimh matrislerin izi ve deteimanti ise negatif olmayan sayilardir.
Sonug 3.4.2.A0M, pozitif yari taniml matris iseA matrisi dek=1,2... i¢in pozitif
yari tanimhdir (Horn ve Johnson, 1985).

Ispat: A matrisinin 6zdgerleri A,,...,A

. ise A* matrisinin 6zdgerleri A¥,...,A% dur.
Dolayisiyla bu 6zdgerler de pozitiftir.

Teorem 3.4.2.A hermityen matrisinin pozitif tanimli olmasi icirergk ve yetegart
esas mindrlerinin pozitif olmasidir. Pozitif yaantmli olmasi igin gerek ve yetgart
esas minorlerinin negatif olmamasidir (Zhang, 1999)

Teorem 3.4.3.A, nxn tipinde bir matris olmak lzere butinxm X kompleks
matrisleri icin, A matrisinin pozitif yari tanimli olmasi igin gereke vyeter sart
X"AX =0 olmasidir (Zhang, 1999).

Teorem 3.4.4. A, nxn kompleks matrisinin pozitif yari tanimli olmasi n¢cgerek

ve yeter sart U dUniter matrisi ve negatif olmayanA, 0zdeerleri igin
A=U "kés(A,,...,A,)U olmasidir (Zhang, 1999).

Teorem 3.4.5.A matrisinin pozitif yari tanimli matris olmasi icgerek ve yetegart
baziB matrisleri icin A= B"B olmasidir. Pozitif tanimllik icin isB nin tekil olmayan
matris olmasi gerekir (Zhang, 1999).

Teorem 3.4.6. A matrisinin pozitif yari taniml olmasi icin gerek yetersart bazi tst
ucgen matrisleri icin A=T"T olmasidir. Ayrica T negatif olmayan kgegen

elemanlarina sahip bir matris olarak secilebflipozitif tanimli matris isd tektir.
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Her negatif olmayan sayinin bir tane negatif olnmayarekoki vardir. Bu
durum matrisler icirgoyle genellgtirilebilir (Zhang, 1999).
Teorem 3.4.7HerA=0 icin
BZ=A (3.29)
olacaksekilde bir taneB > 0 matrisi vardir (Zhang, 1999).
Ispat A>0icin A=U"kés(A,,....A4.)U oldugunu biliyoruz. Oyleyse

11

B =U “kas(42,...,42)U

matrisi vardir. Bu matrisin 6zderleri de pozitif oldgundanB matrisi pozitif yari

1
tanimhdir.B matrisineA matrisinin karekokl denir vé? ile gosterilir.

3.4.1. Pozitif yari tanimh matris gifti

Esitsizlikler modern matris teorinin ana konularindéiridir. Bu bdlimde
tezimizde de 6nemli bir yere sahip olan iki pozyr tanimli matris icerersigsizlikler
uzerinde duragaz.

A ve B ayni mertebeli iki matri®lsun. A-B pozitif yari tanimli iseA> B veya
B < A yazabiliriz. Buradaki> sesitsizligi bir kismi siralamadir. Hermityen matrisler
Uzerindeki bu siralamaylabwner kismi siralamasida denir. Bu siralamayu sekilde
gosterebiliriz:

* HerA hermityen matrisi icinA> A,
* A>=BveB=zA iseA=B,
+ A>BveB=Cise A=C.

Ayrica Teorem 3.4.3 de yer al&® 0 olmasi igin gerek ve yetgart X"AX >0
esitsizligi, A> Bolmasi icin gerek ve yetgart X"AX > X" BX olarak genellgirilebilir
(Zhang, 1999).

Simdi de pozitif yari tanimli matrisler icin dnengitsizlikler iceren bir teorem
verelim.

Teorem 3.4.1.1.A>0 ve B=0 ayni mertebeli iki matris olsun. O haldgg&daki
esitsizlikler vardir:
i. A+B=B

11
i. AZBA2>0
ii.  iz(AB) <izAizB
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iv.  AB’nin 6zdegerleri negatif olmayan sayilardiAB’ nin pozitif yari taniml
matris olmasi igin gerek ve yetgart AB=BAolmasidir. (Zhang, 1999)
Ispat: i) ispat aciktir.

101 i\ 1
i) A2BA? = (Azj BA? > 0oldugundan ispat kolaylikla elde edilir.

i) A=U"DU (niter benzerfiinden iz(AB) =iz(U"DUB) =iz(DUBU" ) yazilabilir.
b,,....b,, elemanlarini, B matrisinin k&egen elemanlari olarak alalim. Ayrica
A=kos(A,,...,A,) olarak farz edelim. Oyleyse

iZ(AB) = Ab, +..+ A b, < (A +..+ A )b, +..b, ) =izAizB (3.30)

elde edilir

iv) X ve Y ayni mertebeli kare matrisler olsudY ve YX matrislerinin 6zdgerlerinin

1 1 1 1

ayni old@gu bilgisinden AB=A2(A2B)  matrisi ile A2BA2 matrislerinin

1 1
Ozdeserlerinin ayni oldgu bulunur. (ii) denA2BA? matrisinin 6zdgerlerinin negatif

olmayan sayilar oldiunu biliyoruz. DolayisiyladAB matrisinin 6zdgerleri de pozitiftir.

Simdi de(iv) esitsizliginin ikinci kisminin ispatini yapalimAB c¢arpimi genelde
pozitif yari tanimh dgildir. Bu matris hermityen matris olarak bulununsezitif yari
tanimliligi elde edilmg olur.

Ave B desisme 0Ozellgine sahipse
(AB)” =B"A"=BA= AB (3.31)
bulunur ki,AB hermityen matris olur. BéylecAB = 0 dir.

AB >0 ise AB hermityen matris olur. Oyleyse
AB=(AB)" = B"A" =BA (3.32)
elde edilir ki, (iv)’Un ikinci ifadesinin ispati d@mamlanmy olur (Zhang, 1999).

AB matrisinin pozitif yari tanimhfiit A ve B matrislerinin dgisme 6zellgine
sahip olmasi sayesinde olur ki, bu cok kisitlaypn durumdur. Fakat bu durum
Hadamard carpim icin o kadar kisitlayicgididir. Bu konuyla ilgili olarak Schur ¢carpim
teoremi adiyla bilinen bir teorem verelim.

Teorem 3.4.1.2.A,BO M, pozitif yari tanimli matrisler isé\o B hadamard ¢arpimi da
pozitif yari tanimlidir. AyricaA ve B matrisleri pozitif tanimh iseA- B de pozitif

tanimh matristir (Horn ve Johnson, 1985).

Simdi de rank, determinant ve matrislerin terslerg@ren bir teorem verelim.
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Teorem 3.4.1.3(Zhang, 1999A> B >0 ise
i.  rank(A) = rank(B)
ii. det(A) =det®B)
ii. B ve A tekil olmayan matrisleri iciB™ > A™
Pozitif tanimli matrisler i¢in temel determinanitsizligi Hadamard gtsizligi
olarak bilinir. Bu alandaki bircoksésizlik, bu sitsizligin genellgtirmesinden ibarettir.
Simdi bu sitsizligi verelim.

Teorem 3.4.1.4.A= [aij JD M, pozitif yari tanimli matris ise
detA< rj a (3.33)

dir. Ayrica A pozitif tanimlhi matris oldgunda gitlik durumu A matrisinin k@egen
matris olmasi ile elde edilir (Horn ve Johnson,3)98

Her pozitif yari tanimh matrisin pozitif yari tanli bir karekdokd oldgunu
biliyoruz. Pozitif yari taniml matrisler icin katék alma glemi matris monoton
fonksiyondur. Yani, karekok almalemi Lownerin kismi siralamasini korur. Ama
bunu ispatlamadan dnce ispatimiz icin gerekli diah.emma verelim.
Lemma 3.4.1.1.A, B hermityen matrisler véA pozitif tanimli olsun.S= AB+ BA
symmetrized (simetrik) carpimi pozitif yari taniniBe B matrisi de pozitif yari
tanimhdir (Bhatia, 2007).

Simdi ana teoremimize gecelim.

Teorem 3.4.1.5Ave B pozitif yari tanimli matrisler olsun. Oyleyse

1 1

A=B= A? > B? (3.34)
dir (Bhatia, 2007).
Ispat:

v2 = (X+Y)(X =Y)+ (X =Y)(X +Y)
2

esitsizligi dogrudur. X ve Y pozitif tanimli matrisler iseX+Y matrisinin de pozitif

X2 - (3.35)

tanimh oldgunu biliyoruz. BoyleceX?-Y? pozitif yar tanimli ise Lemma 3.4.1.1.

denX-Y matrisi de pozitif yari tanimlidir. YanX? 2Y? = X 2Y dir.
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Fakat bunun tersi d@ou desildir. Yani X =Y = X*=2=Y? yazilamaz.
2 1 11 o 5 2w B2 aiteioli<i
A= 11 ve B= 11 matrisleri icin A> B dogrudur. Fakat A° > B* esitsizligi

dogru degzildir (Bhatia, 2007).
Teorem 3.4.1.6A>B=>0= A" >B" O<ps1l (3.36)
(Bhatia, 2007).

Teorem 3.4.1.7. Qppenheim @tsizligi) A ve B pozitif yari tanimh matrisler ise
(detA)rJ h < detA- B (3.37)

dir (Horn ve Johnson, 1985).

Teorem 3.4.1.8.Ave B, nxn pozitif yari tanimli matrisler ise

1 1 1
[det(A+ B)]n = (detA)" + (detB)" (3.38)
dir (Horn ve Johnson, 1985).

3.5. Matris Ortalamalari

Bu kisimda cafmamizda 6nemli bir yere sahip olan matris ortalamadlan
bahsedeggz. Sayilar icin iyi bilinen bu ortalamalarin maler icin de gecerli olup
olmadgini irdeleyecgiz. Aritmetik ortalama, geometrik ortalama, harmonitalama,
logaritmik ortalama ve Heinz ortalama bu ortaladivéetinin dnde gelenlerindendir.

Biz tezimizde 6zellikle aritmetik, geometrik ve lHeiortalamalarinin tzerinde
durac& z. Matrisler icin farkli bir geometrik ortalama reeesiz. Bahsettimiz diger
ortalama turlerinden ise kisaca bahsegice

a ve b pozitif sayllar olsun. Bu sayilarin aritmetik, geetrik, harmonik,

logaritmik ve Heinz ortalamalari sirasiyla

A(a,b) = a; b (Aritmetik ortalama)

G(a b= Jab (Geometrik ortalama)
-1 —1

H(a,b)= ( a ; b j (Harmomikalama)

_ 1
L(a,b) = _ab =I ap™dt (Logaritmik ortalama)
loga—logb ¢
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Vial-v 1-V} v
Hv(a,b):ab -2+a b , Osv<l (Heinz ortalamast)

seklinde gosterilebilir.
Bu ortalamalarin hepsiril (a,b) ile gosterip 6zellikleriniu sekilde verebiliriz.

M (a,b) >0,

as<b ise a<M(ab)<b,
M(a,b)=M(b,a),

aveb’ lericin M (a,b) monoton artandir,

a,b ve a pozitif sayilari icinM (aa,ab) =aM & b )

o o A~ W b E

aveb’ lerigcin M (a,b) sureklidir.
Bu ortalama turleri arasinda ¢ok iyi bilinen simaldardan bazilar
H(a,b) < G(a,b) < L(a,b) < A(a,b)
G(a,b)<H,(ab) < A(ab)
olarak verilebilir. GUnimuzde bu siralamalarin nsatrersiyonlari tGizerine camalar
yapiimaktadir. Ama iki temel sorun vardir. Bunlardeiri matrisin nasil secilege
digeri ise < sesitsizliginin matrisler arasinda ne oldgdir.

Yapilan calgmalarda matrisler pozitif tanimli olarak secifing esitsizligi ise
Léwner kismi siralamasi olarak alirgtm. Acaba yukarida bahsedilen (1)-@rtlar
matrisler icin nasil dfiintlmelidir? Busartlardan (5)’ in yeni bir yorumunu yapmamiz

gerekir. (5)sarti, a, bpozitif sayilari ve sifir olmayaxkompleks sayisi igin

M (xax, xbx) = xM (a,b)x
olarak yazilabilir. Bu ifadenin matris versiyonei#, B > 0 ve X tekil olmayan matrisi
icin
(5') M(X"AX,X"BX) = X"™M (A B)X
olarak alinabilir. Busart kongrians invaryans olarak adlandirilir. Bu&ag@ru iseM’
ye kongrians altinda invaryanttir denir.

Simdi de yukarida bahseitmiz ortalama turlerinin matrisler igin bgartlari
saglayip sglamadgina genel olarak bakalim.

A, Bpozitif tanimli matrisler i¢in aritmetik ortalama

M (A B) :%(A+ B)
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ifadesidir. Dikkatlice incelenirse bu ortalama taiia matrisler icin (1)-(6artlarinin
hepsini saladigi gorulur.

O halde geometrik ortalama icin ne sdylenebif;?B pozitif tanimli matrisler
olarak alinsa bileAB carpimi pozitif tanimh d&ldir. Carpimin pozitif tanimli olmasi

icin A ve B matrislerinin dgisme Ozellgine sahip olmasi gerekir. Bu durumda

1 1
geometrik orta A2B? matrisidir. Ama bu durum, matrisler i¢cin gok slayici bir

durumdur. Dolayisiyla farkli bir geometrik ortalart@nitmamiz gerekir. Tezimizde de

onemli bir yere sahip olan bu ortalama

1 1 1y 1
A#B=A2(AZBAZJ R (3.39)

olarak alinabilir. Bu geometrik ortalama (1)-&tlarini sglar. AyricaA ve B degisme

Ozelligine sahip olan matrisler ise

11

A#B = A2B? (3.40)
oldugu rahathkla goralur (Bhatia, 2007).
Simdi de bu geometrik ortalama icin bir teorem vienel

Teorem 3.5.1A ve B pozitif tanimli matrisler olsun.
1

i/ 1 1y 1
A#B:AZ(AZBAZJ ~

olarak alinirsa
I. A#B =B#A
i. A#B, XA™'X =B denkleminin tek pozitif cozumuddr.

A X
i AyrlcaA#B:max{X:X:XD{X B}ZC}

ifadeleri dgrudur (Bhatia, 2007).
Hatta (A#B)™ = A™#B™ oldugu da elde edilebilir.

Bu geometrik ortalamanin farklh gosterimleri var@imdi bunlari verelim.

11
Teorem 3.5.2. A ve B pozitif tanimli matrisler,U, A2UB? pozitif tanimli olacak

sekilde bir Gniter matris ise

1 1

A#B = A2UB? (3.41)
dir (Bhatia, 2007).
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1
Teorem 3.5.3. A ve B pozitif tanimli matrisler ve(A™B)2, A™B matrisinin pozitif

Ozdeserlere sahip olan karekoki olsun. Bu takdirde

1

A#B = A(AB)? (3.42)
dir (Bhatia, 2007).
Teorem 3.5.4. A, Bpozitif tanimh matrisler ise

A#B=(A+B)[(A+B)*A(A+B)™ B]% (3.43)
dir. (K&seli parantezin icindeki matrisin pozitif 6zghrlere sahip oldgunu ve
karekokundn pozitif oldgunu kabul ediyoruz.) (Bhatia, 2007).

Teorem 3.5.5. A ve B 2x2 pozitif tanimli matrisler, ayrica her iki matnsileterminanti
lise

Jdet(A+ B)
dir (Bhatia, 2007).

Farkli aritmetik ve geometrik ortalama turleri darahr. v agirlikli aritmetik
ortalama vev agirlikli geometrik ortalama diye bilinen bu ortalartiglerini su sekilde

aciklayabiliriz. A, BO M, (C) matrislerini alahm.A pozitif tanimli, B de pozitif yari

tanimh matris olsunv = 0 igin A#, B matrisi
101 1\ o1
A#, B= AZ( A2 BAZ] R (3.45)

seklinde alinabilir.0<v< ligin

@-v)A+vB (3.46)
matrisine A ve B matrislerininv- agirlikl aritmetik ortalamasi,

A#,B (3.47)

matrisine A ve B matrislerininv-agirlikli geometrik ortalamasi denir. Ozelllkle:E

icin A#, B, A veB matrislerinin geometrik ortalamasidir (Kubo ve Andé80 ).
2

A BO M, (C) pozitif tanimli matrisleris®<v< 1icin
A# B=B#_, A (3.48)

oldugu gortlebilir. AyricaA ve B desisme Ozellgine sahip matrisler ise>  @in
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A#,B = A"'BY (3.49)
yazilabilir. Ters cevrilebilir ADM, (C) matrisi ile pozitif yari tanimliBO M, (C)
matrisi ve0<v <1 icin

AY(AT'BAT)Y A< (1-Vv)A"A+VB (3.50)

esitsizligi vardir. Kitlik durumu A"A=B durumunda gecerlidir. Ozellikle (3.50)

1
esitsizliginde A pozitif tanimli olarak alinipA yerine A? yazarsak

A#,B< (1-v)A+VB (3.51)
esitsizligi elde edilir. Kitlik durumu A=B olmasi durumunda gecerlidir (Merris ve
Pierce, 1972).
Simdi de Heinz ortalamasindan bahsedelix v< igifh
Vial-v 1-V} v
H, (a,b) = 2P ;a b (3.52)

ortalamasi Heinz ortalamasi olarak bilinir. Heinzatamasi ile ilgili bazi 6zellikler

verelim.
1. H,(ab)=H,, (ab)

11

2. y=1 icin H, =a2h?
2 2
3. Ho(a,b)=H1(a,b):%b
4. a,b pozitif sayilar olmalgartiyla [01] aralgindaH, @& b ), v nin konveks

fonksiyonudur ve minimum gerini v:% de alir. Boylece

Jab<H, (ab)<2tP (3.53)
oldugu gorulur.
5. ij(a, b)d, = L(a,b) ssitli gi de dggrudur.
0
O<v<ligin A veB matrislerininv-agirlikli Heinz ortalamasi ise
H.(AB) = A#, B+ Att_, B 350

2
olarak alinabilir. Buradan

H,(AB)=H_,(AB)=H,B,A (3.55)
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oldugu kolaylikla gortlebilir. Ayrica (3.51) den

H (AB)<A*B

(3.56)

yazilabilir (Bhatia, 2007).
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4. ARASTIRMA SONUCLARI VE TARTI SMA

Calismamizin bu béliminde aritmetik-geometrikit@zliklerin farkli matris
versiyonlari, Heinz ortalamasi ile olanskKileri incelenecek ayrica bu ortalama
turlerinin singuler dgerleri ve unitarily invaryant normlari Gizerinde dlacaktir.

a ve b pozitif sayilarinin aritmetik-geometriksiésizlikleri bircok yolla ifade

edilebilir. Bunlardan bazilar

1 Ja_bsa;b (4.1)
2 2
2. ap< & *P 4.2)
2
2
3 abs["“bj (4.3)

esitsizlikleridir. Bu ssitsizliklerin her biri dgerinden elde edilebilir. Bu ¢amadaki
amacimiz a ve b pozitif sayilarinin yerineA veB pozitif yari taniml matrislerini
yerlestirdigimizde bu eitsizliklerin dogru olup olmadgini argtirmaktir. Fakat
karsimiza temel olarak iki problem cikar. Bunlardan b ve B matrislerinin genelde
carpmaya gore gesme Ozellgine sahip olmamasidir. Bu matrislergdgne 6zellgine
sahip olmadiinda AB carpimi pozitif yari tanimli olmamaktadir. Bu sodan
kurtulmamizin yollarindan biri matrisleri kalastirmak yerine singiler gerlerini ve
normlarini kagilastirmaktir. Ikinci problem ise matrislerin karekok ve kare alma
fonksiyonlarinin ayri ayri monotonluk 6zelliklerirsahip olmasidir. Dolayisiyla (4.1),
(4.2) ve (4.3) sitsizliklerin hepsinin farkli matris versiyonlaravdir. Orngin (4.1) in

singuler dger versiyonu

1

5 1
s7(AB) <~ s;(A+B), (4.4)
(4.2) nin singuler dger versiyonu
A2 + 82
s;(AB) < s ( 5 ) (4.5)

ve (4.3) Un singuler ger versiyonu ise
1
s, (AB) szsjz(A+ B) (4.6)

dir.
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Dikkatlice incelenirse (4.4) ve (4.63itsizliklerinin ayni oldgu gorular. Ayrica

2 2 2
(A+Bj SA +B @.7)

2 2
oldugundan (4.4) gtsizliginin (4.5) eitsizliginden daha kuvvetli oldiu séylenebilir.

Bu aritmetik-geometrik gtsizliklerin norm versiyonlari ise sirasiyla

1
<Xjass| (42

o

Jgl|< A 87, (4.9)
ve

| gl|= (a8

olarak verilir.

(4.10)

Biz calsmamizda bu @tsizliklerin  bazilarinin  ispatlarint  verip
genellgtirmelerini  yapacgiz. Daha kuvvetli versiyonlarinin  olup olmgd
inceleyecgiz. Bazi gitsizlikler ise hala ac¢ik problem olarak durmaktadi

Bu ispatlara gecmeden 6nce Uzerinde durmamiz gerekekonu var. Matris
esitsizlikleri, singuler dger aitsizlikleri ve norm aitsizliklerinden hangisi daha
kuvvetlidir? Bu sorunun cevabini bir 6rnekle anlata

aveb pozitif sayilari icin

la-bH<a+b (4.11)
esitsizligi dogru bir sesitsizliktir. Pozitif tanimli matrisler icin bu s#sizligin matris
versiyonu

|A-B/<A+B (4.12)

olarak dgunulebilir. Ama bu gitsizlik her zaman dgru degildir. Ornegin

4 -2 1 -2 . . . .
A= ve B= matrislerini alalim. Bu iki matristen
-2 1 -2 4

30 5
|A— B| = ve A+B= matrisleri elde edilir. A+ B—| A- 3 matrisinin
0 3 -4 5

determinantinin sifirdan kicgik olmasi sebebiM& B|sA+B olmadg! kolaylikla

gorulur. Acaba (4.11)sésizliginin singller dger versiyonu dgru mudur?

1< j <n singuler dger versiyonu olacak
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s;(A-B)<s, (A+B) (4.13)
esitsizligini yazabiliriz. Lakin A-B matrisinin singuler dgerleri {33 , A+B matrisinin
kiise{9,3 olarak bulunur ki, iddiamiz 3a ¢ikms olur.

(4.11) aitsizliginin norm versiyonu da
IA~8] <[la+8] (4.19)

olarak yazihr ki, bu dgrudur.

Buradan cikaragamiz sonug; bir skalersgsizligin matris versiyonunun gugli
bir iddia old@gudur. Bu durum ispatlanmazsa singulegetéere gecilir. Ber bu da
yanls olursa en zayif durum olarak normitsizliklerine gecilir. Ama bir gitsizlik
normlar igin ispatlanmiyorsagkr durumlara bakiimaz.

Fakat singuler dgerler icin d@ru olan bir gitsizlik varsa, orngin (4.13) dgru
iseU Gniter matrisi icinU “(A- B)U < A+ B yazilabilir.

Calsmamizin devaminda ganlukla (4.2) eitsizligini alip matris versiyonunu,
singuler dgerlerini ve normlarini inceleyecek ve bazi gengélimelerini yapacgz.
Daha kuvvetli gitsizliklerin varligini inceleyecgiz. Ayrica Heinz ortalamasi ile
karsilastirmalar yapacaz. (4.2) dsindaki dger skaler gtsizliklerin  matris
versiyonlarindan ise kisaca bahsegece

2 2
a ve b pozitif sayilari icin aritmetik-geometriksigsizligi abs@ olarak

alalim. Bu gitsizligin matris versiyonuA, B pozitif yari tanimli matrisler icin

A’ +B?
2
esitsizligidir. Eger A ve B matrisleri dgisme 0zellgine sahipseAB carpimi pozitif

AB< (4.15)

yarl tanimli olup gtsizlik dogru olur. Fakat genel durumdaAB pozitif yari tanimh

degildir. Ifadeyi korumak icin gtsizligi

2 2
N (4.16)

seklinde yazabiliriz. Ama busésizlikte dozru degildir. Ornegin

w1l o

matrisleri igin
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V2ol 1, |2
|AB|_{O O}VeE(A +B)—[§ .

matrislerini elde ederiz. Bu matrislerigitsizligi saslamadgi kolaylikla goraltr.Simdi

matrisler arasinda §@nmayan bu @tsizligin singller dgerler arasinda ghanip
sglanmadgina bakalim.

Teorem 4.1. A veB nxn matrisler vel< j <n igin

2s, (A"B) < S (AA" + BB") (4.17)
dir (Bhatia ve Kittaneh, 2008).

. A B Il O . _
Ispat: X Z{O O} ve U Z{O J matrislerini alalim. Buradan

AA” + BB” o} ve XDX_{ADA A"B

. - |matrislerini elde edebiliriz. X "X
0 B-A BB

xxﬂz{

matrisinin kGegen olmayan kismi

(4.18)

v = 0 AB|_ XX-U(X"X)U*"
B'"A 0 2

seklinde ifade edilebilir. Buradd (X"X)U" matrisi pozitif yari tanimhdir. Bdylece

Y S%XDX olur. Weyl'in monotonluk prensibinden=12,....2n i¢in

1
Aj(Y)sz)lj(xDx) (4.19)
elde edilir. X"X matrisi ile XX” matrisinin 6zdgerleri aynidir. (4.19) gtsizligini
j=12,...2n icin

A (Y)s%)lj (xx") (4.20)

seklinde yazilabilir. XX” matrisinin 6zdgerleri n tane 0 ile beraberAA”+ BB
matrisinin 6zdgerleridir. Y matrisinin 6zdgerleri de negatifleriyle berabeA™B nin
singuler dgerleridir. Oyleyse yukaridakiisizlik 1< j <n icin

2s,(A'B) < s, (AA” + BB")

olarak yazilr ki, ispat tamamlangolur (Bhatia ve Kittaneh, 2008).

Bu teoremde ve B yi pozitif yari tanimli matrisler olarak alirsdks j < n igin

25, (AB) < 5, (A? + B?) (4.21)
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esitsizligini elde ederiz ki (4.2) gtsizliginin matris versiyonunun singuler gkxler icin
sglandgl gorulur. Singller dgerler icin sglanan bu gtsizligin unitarily invaryant
normlar icin sglandgi asikardir.

Sonug 4.1.A,BO M, (C) ve

unitarily invaryant normlar géstersin. Bu takdirde
o< s+ w2
esitsizligi dogrudur.

Bu ssitsizligin bir genellgtirmesini zmADXBmsmAADx + XBBDm seklinde ifade

edebiliriz. Bu gitsizligi ispata gegcmeden 6nce bir teorem verelim.

Teorem 4.2. AB carpimi hermityen matris olacajekilde A BO M, (C) matrislerini
alalim. Butun unitarily invaryant normlar igin

|ReBA| = ||AB] (4.23)
esitsizligi dogrudur. BuraddReBA BA matrisinin reel kismidir. (Kittaneh, 1992)
Teorem 4.3. A, B, Xnxn matrisler olsun. Bu takdirdgs|| unitarily invaryant normlar
icin

H\AADX + XBB']

ST 20
dir (Kittaneh, 1992).
Ispat: A B, X0 M,_(C) matrisleri iginT ve Y,4n x4n matrislerini

0O 0 ADO 0 X 0O

0O 0 O B X 0 00
T=| | veY =

A- 0 0 O 0 0 0O

0O B 0 0 0 0 0O

olacak sekilde secelim.T ve Y hermityen matrisler oldiundan TYT matrisi de
hermityen matristir. (4.23)I'Y ve T matrisleri i¢in uygulanirsa

[Rekr2v)| =Ty (4.25)
esitsizligi elde edilir. BOoylece

> 2T (4.26)

yazilabilir. Bu gitsizlikten yararlanarak

[Ty + 7|
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0 AA"X +XBB” 0 0
O\ O 0 0
T2y 4y = BB”"X "+ X "AA 0 00
0 0 00
0 0 00
ve
00 0 0
00 0 0
TYT= -
00 0 A"XB
0 0 BX"A 0
olur. Buradan
a0 A =[la0 A (4.27)

bilinen sitli gini de kullanarak
| axx + xee] 2 A"

esitsizligi elde edilir (Kittaneh, 1992).
(4.24) aitsizliginin singuler dger formu ise yoktur.

Ayrica (4.24) gitsizliginde A, Bmatrislerini pozitif yari tanimli olarak secersek

> 2| AXg| (4.28)

11
esitsizligi yazilabilir. A, B pozitif yari tanimli matrisleri yerineA?,B? pozitif yari

H\Azx + XB?|

tanimh matrisleri yazilirsa,

2l A2 xE?| < |AX + x8]| (4.29)

esitsizligi elde edilir.

Daha oOnce tanifiimiz ortalama turlerinden biri de Heinz ortalamaii Bu
ortalama turl geometrik ortalama ile aritmetik tzmaa arasinda yer alir. Yani,
a’b™ +a™b" _a+b

2 2
esitsizligidir. Bunun matris versiyonu (4.29) un yeni bir for oldigu kolaylikla

ab < (4.30)

gorulur. Bu gitsizligi bir teorem olarak verelim.

Teorem 4.4. A B pozitif yari tanimli matrislerX OM (C) ve

unitarily invaryant

normlari olsun. O zaman
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11
2lA2XB2| < H A'XBYY + AV XBY

<[|ax + x8| (4.31)

seklinde alinabilir (Bhatia ve Davis, 1993).
Ayrica (4.31) egitsizliginin farkl bir versiyonunyu sekilde ifade edilebilir:

Teorem4.5.AB=0 ve XUOM_(C) igin

@+ t)H A XBZ" + AZTXB'

< zmAzx +tAXB+ XBZ\H (4.32)

esitsizligi 1< 2r <3, —2 <t < 2sartlarini sglayanr,t reel sayilari icin dgrudur (Zhan,
2002).
(4.31) aitsizliginin sg tarafinin singiler dger formu (Zhan, 2002)’ de acik

problem olarak sunuldu. Buyitsizlik 0<v<1 igin

s, (A'B*Y + A™BY)<s (A+B), 1<j<n (4.33)
dir. Bu sitsizligin v=% icin ispati (Tao, 2006)’ de verildi. Ama genel asp

(Audenaert, 2007)’ de yapildi. Bu ispati yapmak i@nce bir teorem verelim.
Teorem 4.6. f, [O,oo) aralginda matris monoton bir fonksiyon olsun. Butln pibzi

yari tanimliA ve B matrisleri igin

1 1
Af(A)+Bf(B)2%(A+ B)2(f(A) + f(B))(A+B)? (4.34)
dir (Bhatia ve Kittaneh, 2008).
Ispat: Tanimdan dolayf fonksiyonu ayrica matris konkavdir vg(t) =tf t (matris
konvekstir.g fonksiyonunun matris konvekglisayesinde

Af(A) +Bf(B) A+B f(A+Bj

4.35
2 2 2 ( )

1

1 1
esitsizlizi yazilabilir. Bu sitsizligin sa tarafi %(A+ B)? f(%)(m B)? ifadesine

esittir. Buradan (4.35) gtsizligi

Af(A) J2f BT (B) %(A+ B)% f(%)(A+ B)% (4.36)

olur. Ayricaf fonksiyonunun konkawii

f(A+ BJZ f(A) + f(B) (4.37)
2 2
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esitsizligini belirtir. (4.34), (4.36) ve (4.37) den kolaykk elde edilir (Bhatia ve
Kittaneh, 2008).
Simdi (4.33) Un ispatina gecebiliriz
Teorem 4.7. A, B pozitif yari tanimli matrisleri véd < v <1 icin
s, (A'B*Y + A™B')<s (A+B) 1<js<n
dir (Audenaert, 2007).
Ispat: f(t) =t" fonksiyonuO<r <1 i¢in matris monotondur. (4.35) den

2) (A" +B¥) 2 A (A+B)(A" +B")) (4.38)

olur. 0 dsinda, (A+B)(A"+B") matrisinin 6zdgerleri, XY ile YX matrisinin

Ozdeserlerinin ayni oldgundan

1 1 1
A2 0 [Ar +B' 0} A2 B2
1
B2 0 0 0 0 0
matrisinin 6zdgerleri ile aynidir. (4.38) den ve
K C
2s;(C) <5 {CD K} (4.39)

esitsizliklerinden
1 1 1,1 1 1,
A, (A" +B"") > s;(A?(A"+B")B?) =s,(A? B2+ A?B? ) (4.40)
1 1
elde edilir.A ve B yerine sirasiylaA*" ve B¥*" yazarsakd<r < Icin

2r+1 1 1 2r+l

Sj (A+ B) > Sj (A2r+2 BZr+2 + A2r+2 BZr+2) (441)

olur. Diger bir deysle %s vs% icin

s,(A+B) 25 (A'B™ + A'BY)
bulunmu olur.

Yine 0 dsinda, (A+ B)(A" + B )matrisinin 6zdgerleri ile

A2 0 {A+ B 0} A% B%
gz o/t O Qo o
matrisinin 6zdgerleri aynidir. Yukarida uygulanan argimanlarinisiyaygulandginda

% <v<1igin ssitlik ispatlanms olur (Audenaert, 2007).
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Acaba (4.31) gtsizliginin sol tarafinin singuler ger formu var midir? Bu
sorunun cevabini, Audeanart, 2007’ des33ipinde A ve B matrisleri igin

1 1

s,(A?B2)>s,(H, (A B)) 0<v<0.13
ornesiyle vermstir.

Simdi de (4.17)’ ye denk olan iki farklisgsizlik verelim. Bu gitsizlikleri 6nce
ispatlayip sonra denkliklerini gosterelim.

Teorem 4.8. A, BO M, (C) pozitif yari tanimli matrisler ise
s;(A-B)<s; (AU B) (4.42)
dir (Zhan, 2002).

1 1

Ispat 1: X = Azl 0 ve Y = Ai 0 matrislerini alalim. Buradan

-B2 0 B2 0

A-B O 2A
Xy = ve XX"+YY" =
0 0 0

0
B} elde edilir.1< j < 2n icin, bu matrisler

(4.17)' de yerine yazilirsa,

s;((A-B)00)<s,(AOB) (4.43)
esitsizligini elde edilir ki, bu ifade s;(A-B)<s, (Al B )ssitsizligini verir (Zhan,
2002).

Ispat2: H OM , hermityen matris igin

s;(H)=A,(HO-H), j=12..n (4.44)
bilinen sitli ginden hareketle

s;(A-B)=A[(A-B)O(B-A)], j=12..n (4.45)
ifadesi yazilabilir.

(A-B)0(B-A)<ADB (4.46)
oldugundan Weyl'in monotonluk prensibinden

Al(A-B) 0 (B-A)]<A,(ADB), j=12..2n (4.47)
olur. Ayrica j =12,...2n icin A; (A0 B) =s; (AU B) oldusundan j =12,...,n igin

s;(A=B) <s;(A0 B) dir (Zhan, 2004).
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M K
Teorem 49.M OM_, NOM, ve r =min{m n} icin {KD N} pozitif yari tanimli
blok matrisini alalim. O haldg = 12,...,r icin
M K
25 (K) < S{KD N} (4.48)
esitsizligi dogrudur (Tao, 2006).

. 0 K N
Ispat: | matrisini alahm.
K- 0

o<!m O M K], 0] M -K|_[M K _20 (4.49)
“lo -1 |K® N||O -1 ] |-K” N | |K” N '
T 3y M K : -
esitsizligi dogrudur. Boylece2Q < {KD Q} olur. Weyl’ in monotonluk prensibinden

M K
ZA;(Q)S/‘{KD Q} (4.50)
olur. Bu aitsizlik dikkatlice incelendiinde

4,(Q)=(s(K).....$(K),0,.... 07 5 (K),..5 5 (K))

m+n-2r

dir ki,
M K .
2s;(K)<s, Ki N ] =12,...r

oldugu gorulur.
Simdi (4.17), (4.48) ve (4.42) ifadelerinin denk agdinu bir teoremle verelim
Teorem 4.10.Asagidaki durumlar birbirine denktir.
I. A, Bpozitif yari tanimli matrisler igin
s;(A-B)<s;(AOB), j=12..n

i. X, YOM, icin

2s,(XYY) <5, (XX +YY), j=12,...,n

M K
ii. M,NOM, ve {KD N} pozitif yari tanimh blok matrisi igin

M K
Zsj(K)ss{KD N}’ j =12,...,n (Tao, 2006)

Ispat i =i
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. X X
X,YOM, igin C:[Y} ve Dz{

| B O O
0 D

} matrislerini alahm. (i)’ den

"0 XY" YX 0
- (4.51)
s cc o Cs XX +Y%Y 0
o bpD| 7| o XX +YTY
dir. Béylecej =12,...,n igin 2s, (XY") <5, (XX + YY) ssitsizligi elde edilir.
il =i
M K o .
[ o } > 0 oldusundan S, T OM,,, matrisleri var olmalidir ki,
K- N ’
S’'s ST M K
ST)(ST)= = >0 4.52
SIASK [TDS TDT} {KD N} (4.52)
esitsizligi vardir. (i) den j =12,...,n igin
S’s ST M K
2s,(K) =2s,(ST)<s,(SS'+TTY) =5 [TDS TET} = S{KD N} (4.53)
dir.
il =i

A BOM, pozitif yari tanimh matrisleri icin

e A2 I 17 [A O
eI PR

2

2

Uniter benzerlik dongiima vardir. (i)’ denj =12,...,n igin

A+B

s;(A-B)<s; AEB

2

esitsizligi ispatlanmg ol

A-B

N A 0
=S
A+B o B

2

ur.

Ayrica s;(A-B) <s;(Al B) syitsizliginin dogru olmasi, gitsizligin unitarily

invaryant normlar icin

verelim.

de dpu oldusu sonucunu ortaya ¢ikarir. Bunu bir sonug¢ olarak
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Sonug 4.2. A ve B pozitif yari taniml matrisler olmak tzere

|lA-8]| <[ | (4.54)
esitsizligi gegerlidir. Bu bolimiin banda |A-B||<||A+Bj| oldugunu sdylemtik.
Simdi (4.54) eitsizligi ile bu sitsizligin sg; taraflarini kagilagtiralim.

Teorem 4. 11 A ve B pozitif yari tanimli matrisler olmak tizere

|aD B <||a+8 (4.55)

dir (Bhatia ve Kittaneh, 2008).

1 1
. 2 R2 A+B O
Ispat: X = A?  B? | olsun Bu matristenXX"” = ve
0 0 0O O

A O
X% =| A 1 A’B? matrisleri yazilabilir. = A0 B direkt toplami XX
B2A2 B 0 B

matrisinin parcasidir. Dolayisiyla her unitarilyaryant norm igid"AD B|H < H‘XDX‘

esitsizligi dogrudur. Diger taraftar*HXDX‘

=<

oldugundan
a0 8| <[(a+B)00| (4.56)

esitsizligi elde edilir. Bu itsizlik [|AQ B <||A+B]| seklinde de yazilabilir ki, ispat

tamamlanmy olur.
(4.54) aitsizliginin genellgtirmeleri olan farkh eitsizlikler literatirde

mevcuttur. Bunlardan birkacini ispatsiz olarak irere

Teorem 4.12.

unitarily invaryant normlari vd

spektral normunu géstermek
uzereA,BOM , matrisleri igin

|ax - X8| < |x[|AC B] (4.57)
esitsizligi dogrudur (Kittaneh, 2007).

Teorem 4.13.

unitarily invaryant normlari, vée| spektral normu gostermek tizere

A, B, X pozitif yari tanimli matrisleri igin
1
[lax — x4 < ZAllx 0 x| (4.58)

esitsizligi gecgerlidir (Kittaneh, 2007).
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Teorem 4.14. AB,XUOM, veA, B pozitif yari taniml matrisler olsud.- spektral
normu gostermek tzere, butin unitarily invaryamomar icin

[Iax — x8] < max{ A}, |8]| X (4.59)
dir. (Kittaneh, 2007)

Teorem 4.15.A,B, X O M, veA, B pozitif yar tanimli matrisler olswﬂe spektral
normu gostermek tzerg=12,...,n igin

s;(AX - XB) <|X|s, (AT B) (4.60)

dir (Kittaneh, 2007).

Teorem 4.16.|+|| spektral normu olmak tizefe B pozitif yari tanimh matrisleri icin
11
max{|A,[B]) - |A*B?| <[A~B| < max(A[B]) < |A+B|
L. (4.61)
< max{A| 8] + | A*B?

esitsizligi dogrudur (Kittaneh, 2004).

Teorem 4.17.A ve B pozitif tanimh matrisleri ters cevrilebilir olalar. n>1

tamsayisi ve butin unitarily invaryant normlarnigi

| el
2n+1

dir (Hirzallah ve Kittaneh, 2010).

An XB—n+l _ A—n+lXBn < An+lXB—n _ A—n XBn+l

Teorem 4.18.A ve B pozitif tanimli matrisleri ters ¢evrilebilir olstar. X O M_(C),

n=1 tamsayilari ve bitin unitarily invaryant normigni

n
| <oval

n+2
dir (Hirzallah ve Kittaneh, 2010).

A"X - XB" A™XB™ - A'XB™

(4.62)

Teorem 4.19.A ve B pozitif tanimli matrisleri ters ¢evrilebilir olstar. X I M _(C),

n=mz21 tamsayilari ve butin unitarily invaryant normigni

H\Amx - xsmm <M H ATEXB ML pmmmly gl (4.63)

2n-m+2

dir (Hirzallah ve Kittaneh, 2010).
Teorem 4.20.A ve B pozitif tanimli ters cevrilebilir matrisler olslam. r>0 reel sayisi

ve batun unitarily invaryant normlar igin
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< L Ar+lXB—l _ A—lXBr+l

A X - XB' H
r+2

dir (Hirzallah ve Kittaneh, 2010).
4.1. Matris Young Esitsizlikleri

2 2
abs&%) esitsizliginin analizde siklikla kullanilan bir genejtemesi

vardir. Young gitsizligi olarak bilinen bu gtsizlik a,b>0 ve 0<v<1icin
a'’b™ <va+(1-v)p (4.64)

esitsizligidir. Esitlik hali a=b olmasi durumunda gkanir. Buradav=1/2 alirsak

Jab<2F

b aritmetik-geometrik gtsizligini elde ederiz.

p,g>1ve 1 +1 =1 icin (4.64) aitsizligi
P q

p q
abs 2 400 (4.65)
P g

haline gelir. Ando, 1995’ de buitsizligin matris versiyonunun singuler gkr formunu

A, Bpozitif yari tanimh matrisler vel— +1 =1icin

P 4
sJAmss{%;+%;J (4.66)
seklinde ispatladi. Busésizligin dogrulugu
Jas]< 22 (@.67)

esitsizliginin de d@ru oldusunu gdsterir. Ayrica Ando, 1994’ de bu norgitgzIliginin

kuvvetli versiyonu olan

laxg] <

esitsizliginin  her zaman dgru olmadgini gosterdi. Kosaki, 1998 de (4.68)

APX XB
q

(4.68)

esitsizliginden daha zayif olan

LGN
Jaxe < :

esitsizligini ispatladi. Ayrica bugtsizlikten yararlanarak

(4.69)
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| axel] < Janx]|® + | xes] @70

esitsizligi de gosterildi. Bu gtsizlik daha 6nce (Kittaneh, 1993) ve (Bhatia vavi3,
1995) de ispatladi.

Ayrica (4.66) dan Youngsgsizliginin iz versiyonu, A, BO M, (C) pozitif yari
tanimh matrisleri veD< v <1 icin
tr(A'B™) <tr(vVA+ (1-V)B) (4.71)
seklinde yazilabilir.

Young sitsizliginin determinant versiyonu olan
det(A'B"") < detfvA+ (1-V)B) (4.72)
esitsizligini Ando, 1994’ de ispatladi.

Bhatia ve Parthasarathy, 2000 yilinda ve Kosal@818e, ||, Hilbert-Schmidt

normunu gostermek tzen¢ M, (C) ve A B pozitif yari tanimli matrisleri igin

esitsizligini ispatlamglardir. Burada dikkat edilmelidir ki, ger norm tirleri sadece

A'XB"

, S[vAX+(@-v) X8, (4.73)

% =% degeri igin s&lanmaktadir.

Daha once bahseitimiz (4.31) gitsizliginin sg tarafl Heinz gtsizligi olarak
bilinir. Kittaneh ve Manasrah, 2010 yilinda ve Hiilah ve Kittaneh, 2000’ de Young
ve Heinz gitsizliklerini gelistirmiglerdir. Bu kisimda biraz bunun tzerinde dugaza

Teorem4.1.1.a,b=20 ve 0<v<1igin
a'b™ +r,(va-+/b)? <va+(1- v (4.74)

dir. Buradar, = min{v, 1-v} dir (Kittaneh ve Manasrah, 2010).

Ispat: v :% ise (4.74) gtsizligi esitlik haline gelir.

v<% olsun. Young gtsizliginin de yardimiyla

va+ (1-V)b-v(/a-v/b)? = 2v/ab + (1- 2v)b = (ab)'b*? = a'b*" (4.75)
dir. Boylece
va+ (1-V)b = v(x/a-+/b)* +a'b™ (4.76)

esitsizligi elde edilir.
1-v<1/2igin



va+ (L-Vb-(1-v)Wa-+b)? = (2v-Da+ 2(1-v)/ab

>a®(ab)*’ =a'b™

esitsizliginden

va+ (1-Vb= (1-v)Wa-+/b)? +a'b""

elde edilir. Boylecey nin battn durumlari igin
a'b™ +r,(va-+b)? <va+(1-v)o

bulunur ki, ispat tamamlanir.

Simdi  (4.74) den yararlanarak Youngsitsizliginin
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(4.77)

(4.78)

iz ve determinant

versiyonlarinin yeni duzenlemelerini verebiliriz.m@& bunun igin dnce bir lemma

verelim.

Lemma 4.1.1. A, BO M, (C) olsun. O zaman
D s,(AB) < > s (A)s; (B)
j=1 j=1

dir (Kittaneh ve Manasrah, 2010).

(4.79)

Teorem 4.1.2.A, BO M, (C) pozitif yari tanimli matrisler v <v <1 igin

trA —/trB)? <

tr\AVBl'v

dir. AyricaA ve B pozitif tanimh matrisler ise

det A'B™ )+ det(A+ B - 2A#B) < detyA+ (1-V)B)

dir. Buradar, = min{v,1-v }dir (Kittaneh ve Manasrah, 2010).

Ispat: (4.74) gitsizliginden j = 12,...,n igin

1 1

vs, (A) + @~ Vs, (B) = S| (A)S:™(B) + 1, (57 (A) ~ 52 (B))’

dir. O zaman Lemma 4.1.1’den ve Cauchy-Schwgtlz @nden

tr(vVA+ (1-Vv)B) = vtrA+ (L1-V)trB = Zn:(vsj (A)+(L-Vs;(B))

=1

>ZS (A")s;(B™) +1, (ZS (A)+ZS (B)- 2ZSZ(A)SZ(B))

i (AB )41y (trA +1rB - 2(25 (A))? (zs (B)) )

tr| AVB* trA —JtrB

olur ki ispat tamamlanir.

] =12,...,n igin,

(4.80)

(4.81)

(4.82)

(4.83)
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A1 11 i1 1
vs, (B 2AB ?)+(1-Vv)=s/(B ?AB ?) +r,(s?(B *AB 2) -1)? (4.84)
esitsizligini biliyoruz.
1 1 1 1

det@B 2AB 2) + (1-V)| = |‘| (vs, (B 2AB 2)+1-v)

1 1 1 1 1

> [[s!(B 2AB 2) +1,(s?(B 2AB 2)-1)?]

—-

(!
=

(4.85)

J

41 n 1 1 1

>[1s/(B 2AB 2)+r0"|_|(sj2(B 2AB 2)-1)°
j=1

=

=

1 1 1 1

det® 2AB 2)' +r det(B 2AB 2)-1)?

dir. Sonuc oIaIarakdel(AVBl‘V)+ ry det(A+ B-2A#B) < det/A+ (1-Vv)B) bulunmy

olur ki, ispat tamamlanir.

p q
Dikkat edilmelidir ki, s; (AB) < s, (A— +B—) esitsizliginin norm versiyonu
P qQ

AV Bl—V

dir. Ancak Ustteki teoremin iz normu sayesinde

| (A, -[Bl)? <[vA+ a-v)B|, (4.87)

esitsizligi elde edilir ki, bu (4.86)’ dan daha kuvvetlidir.

<[va+ @-v)g| (4.86)

AV Bl—V

Simdi (4.74) Gn matris versiyonunun unitarily invant normlar igin sganip
sglanmadgina bakalim. Ama bunun i¢in dnce bir lemma verelim.

Lemma 4.1.2 A ve B pozitif yari tanimli olacakekilde A, B, X M, (C) matrislerini
secelim.0 < v <1ligin

| X8
dir (Kittaneh ve Manasrah, 2010).

Teorem 4.1.3.A ve B pozitif yari tanimli olacalsekilde A, B, XU M, (C) matrisleri

\ 1-v

A'XB"Y (4.88)

<Jax

verilsin.0sv< 1ver, =min{v,l-v} icin

Jrxer | ] - [xel? < x| + - xe]

dir (Kittaneh ve Manasrah, 2010).
Ispat: Lemma 4.1.2’ den ve (4.743itsizliginden

A'XB"
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A'XB"

*royf]A] - JJxe
el ro ] -yl < vlax]+ a-v)

esitsizligi elde edilir ki ispat tamamlangolur. (Kittaneh ve Manasrah, 2010)
(4.74) aitsizligi
a™"b" +r,(v/a-+/b)? < (1-v)a+vb (4.90)

<[l

(4.89)

\

seklinde de yazilabilir. Buggtsizlik (4.74) sitsizligi ile taraf tarafa toplanirsa

a™'b’ +a'b™ +2r,(Wa-+/b)? <a+b (4.91)
esitsizligi elde edilebilir. Bu gitsizligin matris versiyonunun norm hali sonu¢ olarak
asagidaki gibi verilebilir.

Sonug¢ 4.1.1 A ve B pozitif yari tanimli matrisler olmak uzeré, B, X M, (C)

matrislerini alalim. 0<sv<1 ve r, = min{v,l-v} icin

[ x@ + mexa | 2r, ] AX] [ xel)” <[Jax]+ xe] (492
dir.

Ayrica (4.74) tea yerine a®ve b yerine b® yazarsak
(a0} +r,(a-b)? <va? + (1- )b (4.93)

esitsizligi elde edilir.

Hirzallah ve Kittaneh, 2000’ de
(a0 +r2(a-b)? < (va+ (1- v)b)’ (4.94)
esitsizliginin sg ve sol tarafinin (4.94) de ayni taraftaki gdderden daha buyuk
oldugu gorular. Yani bu iki gtsizlik icin birinin digerinden daha kuvvetli olgw

sdylenemezSimdi (4.94) aitsizliginin ispatini ve matris versiyonunun Hilbert-Schtnid

normu igin ispatini verelim.

Teorem4.1.4.a,b=>0, p,g>1 ve 1 +1 =1icin r =max{p, q} olmak tzere

p q
(%+%)2 zriz(ap —b%)? + a%b? (4.95)

esitsizligi dogrudur (Hirzallah ve Kittaneh, 2000).
Ispat: p=g=2icin (4.95) gitlik haline doner.
g>p iseq>2 dir. Boylece
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P q
@+ Do L @ _peyz= ap(a—g)ap +qu) (4.96)
P a  q a q

esitli gi yazilabilir. (4.64) ifadesini kullanarak kolaylekgoraltr ki

pa-2) qdy (P

(1—§)a” +§bq >a ‘b % =a b’ (4.97)
dir. Sonug olarak

(a—; +b—qq)2 —iz(ap -b%)? > a”a(q;“p)b2 =a’p? (4.98)
elde edilir. Boylece

(a_;+%)2 > 1 (b2 + 2’ (4.99)
dir. p>q icin benzerglemlerle

(a_;+b_(:)2 > 1 (a" -b9)? +a? (4.100)

elde edilir ki ispat tamamlanir.
Simdi de bu eitsizligin matris versiyonunun Hilbert-Schmidt normu icin
ispatina bakalim.

Teorem 4.1.5. A, B, XO M, (C) olacaksekilde A ve B pozitif yari tanimli matrisler

olsun. Ayrica p,q>1 ve1 +1 =1 icin r=max{p, g} olmak Gzere
P q

2

1
S
=2

r

— APX += XB®
p g

dir (Hirzallah ve Kittaneh, 2000).

Ispat: Biitiin pozitif yari taniml matrisler tniter olarkksegenlatirilebildi ginden oyle

1 1 APX - XB[” +|AXH|® (4.101)
, HAXH,

2

U,V OM,(C) Gniter matrisler vardir kid;, £ = Qgin
A=UAU" A =KkGs(A,A,,e0A, )

B=VMV" M =KGs (1, My [, )

yazilabilir. AyricaY =U "XV = [y;] den de yaralanarak

Pl
L aex + L xpe =U(£/1"Y +1YM‘*)VD:U (A—i+i)y” 5 (4.102)
p q P q P q
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APX = XB =U (AY =YMOWV  =U|(A? - u)y, M ° (4.103)
ve
AXB=UAYMNV =U[A gy, M° (4.104)

ifadeleri elde edilir.

(4.95),|A|, = (Z‘au‘j ve [UAV|, =||A|, bilgilerinden yararlanarak

i,j=1

2
1oy ypdl = i
H AX+qXB z(p+ )M

2 i,j=1

z%i /J,)\y”\+ Sy, | (4.105)

J—

%HAPX XB“H +|Axg)

bulunur ki ispat tamamlanir.

4.2. Aritmetik-Geometrik E sitsizliklerin Di ger Turleri

2 2

Bu bdlumin bginda calgmamizaab< esitsizligi ile baslamis matris
versiyonlarint  bu @tsizlik Gzerine kurmgtuk. Bu kisimda ise c¢amamiza
\/a_bs%b ve abs@ esitsizlikleri ile baglayacak bu gtsizliklerin matris
versiyonlarini inceleye@gz.

abs@ esitsizliginin singiler dger formu A ve B pozitif yari tanimli
matrisler igin
s, (AB) < %sz(A+ B), (4.106)
unitarily invaryant formu ise

1
llAg] <

seklinde yazilir. Jab< ar

(4.107)

b esitsizliginin, A,B pozitif yari tanimh matrisler igin

singuler dger formu

1

s?(AB) < %sj (A+B) (4.108)
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ve ayni matrisler i¢in unitarily invaryant norm fou da
1
e
esitsizligidir.
Dikkatlice incelendii zaman (4.106) ve (4.108) ifadelerinin ayni @du

gorultr. Ayrica (4.107) ifadesini gou bulabilirsek (4.109) ifadesinin Schattgn

normlarinin p =2 normlari i¢in dgru oldusunu soyleyebiliriz. (4.107) ile (4.109) Un

< %H|A+ B (4.109)

temelde farkh olmalarinin sebebi ise kare fonksiyo zayif majorizasyonu korurken,

karekok fonksiyonun korumamasidir.

2 2 2 1
Ayrica (A; Bj < A ; B oldusundan dolayr s?(AB)< %sj (A+B)
A’ +B?

esitsizliginin - s;(AB) <s;( >

) ssitsizligihnden daha kuvvetli oldiunu

soyleyebiliriz.
Teorem 4.2.1. ABOM, matrisleri pozitif yari tanimli olsun. Butin  umniis

invaryant normlar igin

4|ag] <[|(a+B) (4.110)
dir (Bhatia ve Kittaneh, 2000).
ispat: H|AXI3H < H‘AZX + XBZ‘ esitsizliginden yararlanarak
111 1 1 2 13

|AB|| =||A>(A2B2)B? =5 A2B? + A?B? (4.111)
ifadesi yazilabilir. O halde (4.107) nin ispatinici

31 13
2|A2B2 + A2B? sm(A+ B)’ (4.112)

formunu ispatlayalim. Yari< j < n igin

3 1 1 3

2s,(A2B? + A2B?) < 5, (A+B)’ (4.113)

esitsizligini gosterelim. X =| ™, olsun. Bu matristen
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1 1
2R2 A+B O
T=XX"= 1A L A’B® | e G = XX :{ } matrislerini yazallimT ve G
B2 A2 0 0
31 13
matrisleri initer olarak denktir. Dolayisiyl&® = 103 : 31 A*B® + A’B* ve
B2A2 + B2A? O

2
G? :{(ABB) 8 matrisleri birbirine denktir. OzellikléT? ve G* matrisleri ayni

Ozdeserlere sahipti

=

| 0]
I :{ olacak sekildeki U matrisini alahim. s;(A-B)<s;(A0 B)

esitsizliginden de yaralanarak

31 103 31 103
25 A’BZ+A?BZ 0 25| L L0, A’B2? + A?B?
0 A?B2 + A?B? B2A? + B2A? 0
2 2
=s,(T?-UTU" <, {TO UT(Z)U D} =s, {% ng} (4.114)
:S{(A+B)2DO 0 }
: 0 (A+B)>00

elde edilir ki ispat tamamlangolur.
(4.107) nin d@gru olmasi (4.109) un Schattgmnormlari (p=2) icin daogru

olmasi anlamina gelir. Fakat

1 1 1

s?(AB) <,, s?(A)s?(B) (4.115)

zayif majorizasyonun var olgunu biliyoruz. Bu gitsizligin sg tarafi

1 —
E(Sj (A) +s; (B)) ile Gstten sinirhdir. Buradan

1
iz ABJ2 < %iz(A+ B) (4.116)

yazilir. Dolayisiyla (4.109) un iz normu (Schatfgnormununp=1 olmasi) i¢in dgru
oldugu ortaya cikar. Buradan (4.109) un butin unitanlyaryant normlari icin dgru
olup olmadg akla gelir. Bu halen acik bir problemd$imdi de (4.108) Uzerinde
duralim. (4.107) ve (4.109)

1

S2(AB) < %Sl (A+B) (4.117)



esitsizligini belirtir. O zaman

1
5 (AB) <25, (A+B)
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(4.118)

esitsizliginin dogrulugunu inceleyelim. A veya B matrisi ters cevrilebilir olmagdinda

esitsizlik dogrudur. Farz edelim kiA ve B ters cevrilebilir olsun. Oyleyse

1 1
s,(AB) = A2(BA’B) = A,2(B*AB™)

dir. Ayrica

1
A2(B*A2BY) =s(A'BY) 2 A (A'BY)
oldugundan

1 1 1 1 1 1

s,(AB) < AH(A'B™) = A}(B 2A™B 2) = A (B2A B?) = s?(A?B?)
dir.

2 2
sn(AB)ssn(A B j

esitsizliginden

1 1
s (AB) < s2(A2B2) < s,f(AJZ’ B

)

yazilabilir. Dolayisiyla

A+B
2

s(AB) <5, (A7 B)

(4.119)

(4.120)

(4.121)

(4.122)

(4.123)

(4.124)

olur. n=2 i¢in ssitlik ispatlanmstir. Diger mertebeler icingili gin dogru olup olmadg

halen acik bir problemdir (Bhatia ve Kittaneh, 200
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5. POZITiF TANIMLI MATR iSLERIN ARITMET iK, GEOMETR iK VE
HEINZ ORTALAMALARI ICIN SINIRLAR

Tezimizin bu boliminde D.S. Mitronovic’in Analitesitsizlikler adli kitabinda

verilen

1(a-b)’ _a+b 1(a-b)’

= < —-Jab<s= 5.1
8 a = 2 a<8 b ®.1)

esitsizligini alip bu aitsizligin dezsisik matris formlari tGzerinde duraga. Bu matris

formlarinin singuler dgerlerine ve unitarily invaryant normlarini inceléye

5.1. Pozitif Tanimh Matrislerin Aritmetik, Geometr ik ve Heinz Ortamalari icin

Singuler Deger Sinirlari

Isleme singiiler dgerlerin incelenmesiyle kyalim. Analizimize bglamadan
daha Once verdimiz iki lemmay tekrar verelim
Lemma 5.1.1. A, BO M, (C) pozitif yari taniml matrisler olsunA>B ise O<v<1
icin A' = B dir (Bhatia, 2007).
Lemma 5.1.2. A BO M, (C) matrisleri dgisme 6zellgine sahippozitif yari tanimli
matrisler olsun.A= B isev>0ic¢in A’ > B" dir (Bhatia, 2007).

Simdi ilk teoremimize gecelim.
Teorem 5.1.1. A BOM, (C) matrisleri verilsin A pozitif taniml veB pozitif yari
tanimh olsun.A = B, v pozitif reel sayisI vg=1,2,...nicin

1, .- - A+ A#, B
35 (A 2(A-A#, B)’A 2)s s (——2—

dir.

Ispat: A matrisi ters gevrilebilir oldgundan ve

B<A (5.3)
esitsizliginden

- A#,B) (5.2)

1

1 1
A2BA2<| (5.4)
A1
yazilir. A 2BA 2 ve | matrisleri dgisme 0Ozellgine sahip pozitif yari tanimli matrisler

oldugundan Lemma 5.1.2." darr0 icin
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N

>
o
>|

N
IN

(5.5)

A

N
NI

BAZ2| <I (5.6)

yazilabilir. Ayrica (5.5)’ den

[| —(A_;BA_;J J >0 (5.7)

yazilabilir. Son gitsizligi acarsak

O AT
I—Z(AZBAZJ +(AZBAZJ >0 (5.8)
elde edilir. Bu gitsizligin her iki tarafind ekleyerek gerekli dizenlemeler yapilirsa
A
I —(A 2BA Zj v
a1
5 sl—(AZBAZJ (5.9)

esitsizligini elde ederiz.

matrisleri pozitif yari tanimli ve geme

11\
. I—(AZBAZJ
R
|—(AZBA2J ve
2

0zelligine sahip olduklarindan ve Lemma 5.1.1." den

|—(A_§BA_§j RN
s[l —(A_ZBA_ZJ ] (5.10)

2

esitsizligi, buradan da

2

1
I—(AZBAZJ
1 11 R
A2 AZSAZ[I —(AZBAZ

2

j J A2 (5.11)

elde edilir. Bu gitsizlikten ve Weyl'in monotonluk prensibindeg 1,2,...n igin



a7

j ] A% (5.12)

yazilabilir. Simdi (5.12) aitsizliginin sol tarafini diizenleyelim.

v
>
N
N
N——
by
>
N
IN
v
>
N
—_—
[
VR
>|
N~
Y]
>|
N

1 1\
X = AZ(I —(A 2BA 2] J olacaksekilde alalim.j=1,2,...igin s;(X"X) =5, (XX")

esitli gi bilinen bir esitliktir. Bu esitlikten yaralanarak

2

1
. I—(AZBAZJ .
s.| A2 A2

: 2
1 [ RS L 1)
==s/| A I—(AZBAZJ I—(AZBAZJ A2
1
=ZSJ-(XXD)
1
=ZSJ-(XDX)

1 1) 1 R
=75 I—(AZBAZJ A2 A2 I—(AZBAZJ
1 L S ) T VA A
=75 AZ—(AZBAZJ A2 AZ—A{AZBAZJ

1 | 2 i1 1\ 1)
=S| AZ A=A (AZBAZ] AZ | A2 (5.13)

|

bulunur.Simdi de (5.12) gtsizliginin sg tarafini dizenleyelim.

1

==s| A 2(A- A#, BPA

N
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2v
i1 1\ 1
—AZ(A 2BA Zj A2 (5.14)

A+ At, B

- AH, Bj

dir. Boylecg=1,2,...nigin
1 1 AR
= - - = +
s, AZ[I —(A ZBAZJ } A? ﬂs{%—A#v Bj (5.15)

bulunur. (5.2) gtsizligi, (5.12), (5.13) ve (5.15)’ den kolaylikla eldaled
Ayrica (5.14)' den Teorem 5.1.1 dedartlar altinda

A+ At, B

A#, B < (5.16)

yazabiliriz. Eitlik durumu A=B olmasi durumunda elde ediIiOsvs% icin (3.51)
esitsizligi
A#, B<(1-2v)A+2vB (5.17)

seklinde yazilabilir. Bu gtsizlikte her iki tarafiA ile toplayip ikiye bolersek

+
% <(1-v)A+vB (5.18)
elde edilir ki (5.16) ve (5.18%#sizliklerinden
+
A#, Bs%s (1-v)A+VB (5.19)

bulunur. Bu da bizimgsizligimizin daha iyi oldgunu gdsterir.

Sonug¢ 5.1.1. A BOM,(C) matrislerini alalim.A matrisi pozitif tanimli,B matrisi

pozitif yari tanimh,A>B ve 0< vs% olsun. Bu takdirde

! !
U"A 2(A- A#, B)J’A 2U
8

olacaksekilde birU OM (C) Uniter matrisi vardir.

A#, B+ <(1-v)A+vB (5.20)
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Ispat: (5.19) dan

_A+A#, B

0 - A#,B< (1-v)A+VB- A#, B (5.21)

yazabiliriz. j=1,2,...n igin

j(w e Bj <s,(@-v)A+vB- A%, B) (5.22)
dir. Teorem 5.1.1 ve (5.22) den

! !
és{A 2(A- A#,, B)’A 2] <s,((1-v)A+vB- A#, B) (5.23)

esitsizligini yazabiliriz. (5.23) gtsizligi de

1 1

U"A 2(A- A#,, B)’A 2U
8

seklinde yazilabilir. Sonuc olarak

<(1-v)A+vB- A#,B (5.24)

1 1
U"A 2(A- A#, B)’A 2U

A, B+
8

<(1-v)A+vB (5.25)

elde edilir.

Teorem 5.1.2. A, BO M, (C) matrisleri pozitif tanimh,A> B ve v pozitif bir reel sayi

olsun. j=1,2,...nicin

s, (w— B#, A)sésj(B_i(B#ZV A- B)ZB_%) (5.26)
dir.
Ispat: B matrisi ters gevrilebilir oldgundan ve
A=>B (5.27)
esitsizliginden

11
B 2AB 2> (5.28)

11

yazilir. B 2AB 2 ve| matrisleri dgisme 6zellgine sahip pozitif yari tanimli matrisler

oldugundanv>0icin

\

B

AB 2| 2| (5.29)

N
N~

2v

AB > | (5.30)

N
N

w
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yazilabilir. Ayrica (5.29) dan

[(B;AB;j —|} >0 (5.31)

yazilabilir. Bazi hesaplamalar sonucunda
R A
v (B 2AB Zj -1
a1
(B 2AB 2] -1 <

2
esitsizligi elde edilir. Bu eitsizligin her iki tarafindaki matrisler pozitif yari tanlnve

(5.32)

desisme 0Ozellgine sahip olduklarindan ve Lemma 5.1.1’ den

L w2 (B_iAB_iJ .y
[(BZABZ] —|] < (5.33)

2

1
Lo (BzAsz .
iff 1 11 1
B{(B 2 AB 2) _IJ B2 < B2 B2 (5.34)

elde edilir. Weyl'in monotonluk prensibindgnl,2,...nigin

2

I A
y 2 (B 2AB Zj -1
1 a1 1 1 1
S BZ[(B 2AB 2] —I] B? |<s,| B? B2 (5.35)
2
2 1\
yazilabilir. Y =B?2 (B 2ABZJ =1 olacak sekilde alalim. j=1,2,...n icin

s, (YY) =s,(YY") ssitli ginden yaralanarak
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1 1 2v
(B 2AB ZJ -1
E 1
s;| B? > B2
1 i 2 At 1
:ZS’ B2 [B 2AB ZJ -1 [B 2AB ZJ -1 |B?2
1
=ZSJ-(YYD)
==s,(YYY)
1 O A T S A
=7S|||B?AB? | -1 B?B? (B 2ABZ] -1
1 1 1\ 1 1 1/ 1 1\¥ 1 (5.36)
=75 B?AB?| B2-B? B{BZABZJ -B?
1 [ A iy Yo 11 1\ 1
=S| B7 BZ(B 2A82] B2-B BZ(B ZABZJ B2-B|B 2
1 1 1
=S| B 2(B#,, A-B)’B 2]

elde edilir.Simdi de (5.35) gtsizliginin sol tarafini dizenleyelim.

1y i
(BZABZ] -1 | B2

1 1 1\ o1
BZ(B 2ABZ] B2 +B

N

; J B2 (5.37)

B#, A+B

- B#, Aj

dir. Boylece (5.26)gtsizligi, (5.35), (5.36) ve (5.37)#sizliklerinden elde edilir.
Simdi (5.1) aitsizliginin matris uygulamasina gecelim. Bu ayni zamanda
Teorem 5.1.1 ve Teorem 5.1.2’ nin bir uygulamasidi

Teorem 5.1.3.A, BO M, (C) matrisleri pozitif taniml veA = B olsun. j = 12..n icin
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A+B 1., .- -
s, ( 5 - A#, B)zgsj(AZ(A—B)ZAZ) (5.38)
2
ve
A+B 1., 203
s ( 5 - A#, B)sgsj(B (A-B)°B ?) (5.39)
2
esitsizlikleri gecerlidir.
Ispat: (5.2) aitsizliginde v = % alirsak
1 1
- - +
%sj (AZ(A-A#,B)’A?)<s, AALB s ) (5.40)
2
elde edilir. A#, B = B oldugundan
1., .- - A+B
gsj(AZ(A—B)ZAZ)ssj( 5 ~ A#, B) (5.41)
2
elde edilir ki, (5.38) ispatlanmolur.
(5.26) aitsizliginde dev =% alinirsa,
B+B# A -~ -
Sj(—— -~ B#, A)s%sj(B 2(B#, A-B)’B 2) (5.42)
2
elde edilir. B#, A= A#, B ve B#, A= A oldugundan
2 2
(5.43)

A+B 1., -

S ( 5 - A#, B)sgsj(B 2(A-B)*B 2)
2

bulunur ki, (5.39) ispatlanmplur.

Sonug 5.1.1. A, BO M, (C) matrisleri pozitif tanimh,A> B ve (5.38) gitsizligi dogru

olsun.
1 1

+ UA 2(A—RB)2A 2
A#lBSAZB—U A (ASB) A 2U

2

(5.44)

olacak sekilde bir UM (C) Uniter matrisi vardir. Ayrica (5.39)itsizligi dogru

oldugundan

1 1
A% B> A+B V'B2(A- B’ B2V
172 8

2
olacaksekilde birvV M (C) Uniter matrisi vardir.

(5.45)
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(5.45) sitsizligi v =% ve Az B icin

A#,B< (1-v)A+vB (5.46)
esitsizliginin ters yonla bir 6rngidir.
Sonu¢ 5.1.2. A BO M, (C) matrisleri pozitif tanimh veA=B ve Osvs% olsun.

Oyleyse j =12,...,n igin

B+ At,_, B 1

1 1
- A#_, B)< gsj (B 2(A#,_, B-B)°B 2) (5.47)

s; (
dir.
Ispat: 0sv<1 igin A#,B=B#_, A eitligini biliyoruz. Oyleyse Osvs% icin

B#,, A= A#,_, B ve B# A= A#_, B yazabiliriz. O zaman (5.26)itsizliginde bu
esitlikler yerine yazilirsa (5.47)sésizligi elde edilir.
Sonug 5.1.3.A,BO M, (C) desisme 0zellgine sahip matrisler olsui pozitif tanimli,

B pozitif yari tanimli, A= B vev pozitif reel sayl olmak tzer¢ =12,...,n igin

1

1 A+ Al—2V BZV

2 1
S (A2(A-A"B¥)*A 2)<s,( 5 - A"'BY) (5.48)
dir. AyricaB pozitif tanimli ise
1 _} v oy _} B+ AZVBI—ZV y -
gsj(B 2(A¥B"™ -B)’B 2) 25, (#—A B™) (5.49)

o 1.

dir. Ozelllklev:E ise

! 1 11 1 1
ls(Az(A-B)?A?)<s (%—AZBZ) s%sj(s >(A-B)’B ?) (5.50)

8°
bulunur ki, Mitronovic tarafindan One surilen skamitsizligin matris formunun
singuler dgerler icin olan ifadesi elde edilir.

ispat: A ve B degisme Ozellgine sahip matrisler ise A#, B=A""B"' ve
A#, B=A""B* olduunu biliyoruz. Teorem 5.1.1 ve Teorem 5.1.2" deki
esitsizliklerde bu ifadeleri yazarsak istenen elddied

Teorem 5.1.4 A BOM,(C) matrisleri verilsin A pozitif tanimli, B pozitif yari

tanimh,A> B ve 0<v< 1olmak lzere,j=1,2,...nigin
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1 1 -1

2 L A+H, (AB)ATH, (A B
ésj (A2(A-H, (ABA'B))?A 2)<s( oA )2 W(AB) H, (A B))(5.51)
dir.

S
Ispat: (A 2BA 2)? matrisini alalim. Bu matris
O O VA 1 1

(A 2BA 2)2 = (A 2BA ZJ{A 2BA 2] = A2(BA'B)A 2 (5.52)

1 1
seklinde yazilabilir. X = A 2(BA‘lB)A 2 olarak alalim. (5.6) ve (5.9ki¢sizliklerinden

O<sv<ligin
| - X" 22y
0< 5 sl—(AZBAZJ (5.53)

yazabiliriz. (5.53) dev yerine kv yazarsak

| - X S
0s— sl—(AZBAZJ (5.54)

yazabiliriz. (5.53) ve (5.54)s#sizliklerini taraf tarafa toplarsak

VRPRVE Y RN RN
|—%s2| —(AZBAZJ —(AZBAZJ (5.55)

1 _1
elde edilir. X = A 2(BA'B)A 2 oldugundan (5.55) gitsizligi

1 1 1 1

| -A2(H,(ABA™B))A 2 <2l -2A ?(H,(AB))A 2 (5.56)
olarak yazilabilir. (5.56) @tsizliginin her iki tarafindaki matrisler geme 0Ozellgine
sahip oldgundan Lemma 5.1.1 ve (5.56) ddhs v<  iclh

(I - A_% (H, (A, BA‘lB))A_;j < 4{| - A_% (H, (A B))A_;] (5.57)

1
elde edilir. Bu gitsizligin her iki tarafint A2 ile carparsak,

1 ! DT 1 ! DT
AZ(I - A 2(H,(ABA'B))A 2] A? < 4A2(I -A2(H,(AB))A 2] A? (5.58)
bulunur. Weyl" in monotonluk prensibindep=12,...,n icin

SJ[A;(I —A_%(HV(A, BA‘lB))A_;j A;JS4S][A;(I —A_%(HV(A B))A_;J A;J
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1 1 1
yazilir. X = AZ(I -A2(H,(ABA™B))A 2] olarak alalim. s;(X"X) =s;(XX")

oldugundan

S{A;(I —A_%(HV(A, BAlB))A;jzA;}

=s,(XX")

=s,(X"X)

=s, I—A_%(H,(A BA' B) A_\;j /iplz[ = Aé( H( ABA B ‘Aa

[Ai-A'iu(ABAl Bj( A~ H( A BA B-&D

1

=s| A2(A-H(ABA B) A H( ABA J ‘&j

NP

=s| A?(A- H(ABA B) Aéj

dir. Ayrica
1

A§(| —A_%(HV(A, B)) A_ij R

A+H,(ABA"H(AB
2

=2( —H,(AB))

dir. O zaman

s, (A_; (A-H, (A BA'B)f A_;j

<4s, (A%(I —A_%HV(A, B)A_%)ZA%)
g (A+ H,(A B)A™H (A B) ~H,(A B))

: 2

bulunur ki ispat tamamlanir.

(5.59)

Sonug¢ 5.1.4. A BOM, (C) matrisleri pozitif tanimh, A=B ve 0<v<1 olsun.

Oyleyse

1 1 1 1 1

H,(AB)+

UA 2(A-H,(ABA'B))2A2U _AZ(l - A 2BA 2)2A? _A+B

8 8

(5.60)
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olacaksekilde birU OM(C) Uniter matrisi vardir.

1y 1\
. (AZBAZJ +(AZBA2J .
H, (A B)A™H, (A B) = A2 A2

Ispat: 5 oldugu
asikardir. A# B < (1-v)A+VB sitsizliginden
Ly I
(A 2BA Zj < (-v)l +VA 2BA 2 (5.61)
ve
N A I
(AZBAZJ <vl+(@1-V)A 2BA 2 (5.62)
esitsizlikleri elde edilebilir. Buradan
ERNE AN I A
(AZBAZJ +(AZBAZJ B
2 2
I +AZBA (5.63)
2 2
R N A T
A?BA? | +| A?BA? I
- | + A 2BA? - e .
yazilabilir. 5 ve > desisme Ozellgine sahip

olan pozitif taniml matrisler oldiundan, Lemma 5.1.1 ve (5.63jtsizliginden

R 1\
A2BA 2| +| A 2BA?2 !
_| 1 +AZBA?

2 - 2

N

(5.64)

ve boylece

1
f AR
H, (A B)A™H, (A B)< A2l L FATBAT |

(5.65)

=%(A+ 2B + BA™'B)

bulunur. Bu sitsizligin her iki taraflnag eklersek
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A+H, (AB)A'H, (A B) < A+B A-2B+ BA™'B
2 -2 8

1 111
_A+B A’(I-A 2BA 2)? A?
2 8

(5.66)

+ -1
olur. Teorem 5.1.4 der".o‘ H, (A B)2A H,(AB) _ H, (A B) matrisinin pozitif tanimli

matris old@gunu biliyoruz. Teorem 5.1.1 ve (5.66)tsizliginden j =12,...,n icin

1 1

1 (A 2(A-H, (A BA'B))2A 2)

X
A+H (A B)A™H, (A B)
’ 2

1 N
| A+B+A2(|—AZBA2)2A2
o2 8

-H, (A B)] (5.67)

-H,(AB)

elde edilir. Sonug olarak (5.67) den

1 1
U"A 2(A-H, (A BA'B))*A 2U
8
. L. (5.68)

A+B AZ(l - A 2BA 2)*A?

< +
2 8

yazilir. Buradan da

-H,(AB)

1 1 1 O
U"A 2(A-H,(ABA™B))’A2U A?(1 - A ?BA2)*A?

H, (A B)+
8 8 (5.69)

A+B
2

elde edilir .

<

Teorem 5.1.5. A BO M, (C) matrislerindenA pozitif taniml, B pozitif yari taniml,

A=2B ve0O<v<lolsun. O zamar =12,...,n igin

%sj(B_Z(HV(B,AB‘lA)—B)ZB_Z) (5.70)

—H, (A B)j <

s (B+HV(A B)BH, (A B)
i
2

dir.
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11
ispat: : (B 2AB 2)? matrisini alalim. Bu matris

1o S VA T S 1
(B 2AB 2)? :(B 2B ZJ(B 2B 2]= B 2(AB'A)B™ (5.71)

1 1
seklinde yazilabilir. Ayrica X=BZ(AB‘1A)B2 alinirsa, (5.30) ve (5.32)

esitsizliklerinden veO<v<1 igin

oy XV —|
OS(B 2AB 2] -1 < 5 (5.72)
olur. (5.72) dev yerine v yazarsak
T XY -
OS{B 2AB ZJ -1< 5 (5.73)
yazabiliriz. (5.72) ve (5.73)s#sizliklerini taraf tarafa toplarsak
A 1y 1 1 v v 1-v
(B 2 AB 2] +(B 2 AB ZJ 2l s%—l (5.74)

1

_1 1
elde edilir. X = B 2(ABAJB 2 oldugundan (5.74) tsizligini

1 1 1 1

2B 2H,(A,B)B 2 -2l <B 2H,(B,AB*A)B 2 - | (5.75)
seklinde yazabiliriz. (5.75)g#sizliginin her iki tarafindaki matrisler gesme 6zellgine
sahip oldgundan Lemma 5.1.2 ve (5.75) deh<v< icin

1 1 2 1 1 2
(ZB 2H, (A B)B 2 _2|J S(B 2H, (B, AB*A)B ? —|J (5.76)

1
olur. Bu sitsizligin her iki tarafiniB? ile carparsak,

i 1 A T ERERE
482(8 2H_(A,B)B 2 —|j B2 < BZ(B 2H,(B, ABA)B 2 —|j B2 (5.77)
bulunur. Weyl’ in monotonluk prensibindep=12,...,n igin

1/ 1 1 Z 1 1/ 1 1 Z 1
4s, BZ(BZHV(A,B)BZ—IJ B2 |<s, BZ(BZHV(B,AB’lA)BZ—Ij B2 | (5.78)
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1 1 1
yazilir. X = BZ(B 2H,(B,AB™A)B 2 - j olarak alalim.s; (X"X) = s, (XX")
oldugundan

10 2 ERERE
BZ(B 2H,(B,AB™A)B 2 - j B2

=s, (XX")

=s5;(X"X)

ol

=5 B_%FL(B ABlAE?%— g é é( B2 H( B AB )A’é— }

=5, (B_;FL(B AB* A- éj( H( B AB )\?512— ED

r\)\»—\

=s,| B2(H,(B AB* A- B) ééj

(5.79)
dir. Ayrica

Nh—\

B;(B;H(AB)B j;
:B;(BZHV(A B)BiJ ~2H(AB+ E (5.80)

H(AB)B'H,(A B+ B_
2

dir. O halde (5.78), (5.79) ve (5.80)" den

=2(— —H, (A B))

1 L B L
sgsj(B 2(H,(B,AB™A)-B)’B 2)

s (B+HV(A B)BH, (A B)
i
2

—H, (A B)j

bulunur ki ispat tamamlangolur.

Bu bolimdeki cabmalarin bir kismi (Gumus ve ark., -)’ de yayinlagtnn.
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5.2. Pozitif Taniml Matrislerin Aritmetik, Geometr ik ve Heinz Ortalamalari
Uzerine Bazi Norm Sinirlari
Tezimizin bu boliminde D.S. Mitronovic’in Analitésitsizlikler adl kitabinda

verdigi

1(a-b)* _a+b_ 1(a-b)’
s @ Sz Vs

esitsizligini tekrar inceleyecéiz. Bu sitsizligin matris formunu yazip, iz normu igin
ispatlayacgiz. Sonra bu gtsizligin Gzerinde bazi skaleglemler yapip dizenleyege.
Son olarak da busgsizlik Uzerinden Hilbert-Schmidt norm igin  bagitsizliklerin
ispatlari Uzerinde durager.

Lemma 5.2.1.Eger O<b<a ise

1(a-b)’ a+b 1(a-b)
= < —-Jabs——" .81
g a ~ 2 “°%8 b (5.81)

dir.

Ispat: Onceliklessitsizligin sol tarafini ispatlayalim.

11y 1 1
1 1 1 1 1 (az _sz(az +b2j
<

b<a=b2<a?=b2+a?2<2a?= - <a?-b?
2a2 (5.82)
_ 101 EEAY: 11\ A
a2 1bsa2—b2:>—(a b) <|a?-Db? :>£(a b) saJ’b—\/%
92 4a 8 a 2

elde edilir ki sol tarafin ispati tamamlangolur. Sg tarafin ispati da

i1y t 1
a2z -b? | az +b2
1 1 1 1 1 1 1

b<a=b2<a’?=2b2<a’+b>=a’-b’< -
: (5.83)

a+b 1(a-b)
== \/a_s8 -

seklinde elde edililir.
Simdi bu skaler gtsizlik yardimiyla matrislerin izlerine gecelim.uBsayede iz

normunu da ispatlamplaca)z.

Teorem 5.2.1 A= B > Opozitif tanimh matrisler V(ﬁ-

i SHGE z s?(B) - 2iz( Aiz(B)

=1

A,

L iz normu olmak Uzere

el 1a+El,
-2

(5.84)

Il

1
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dir.

Ispat: Lemma 5.2.1’ den

15A-s®f 12 Si(A+s(B)

5 s + 5} (RS} (B) s~ (5.85)

yazabiliriz. (3.20) ve (5.85) den
|A+B], _iz(A+B) _ 5 (s,(A +s,(8))
2 2 = 2

= isj (A;)Sj (B%) + 1i > (A) - 25] (A)Sj o - = (580

87 s; (A

L 1is (W +Y S (B)- zzs (A)s, (B)
>zs (A2)s, (BZ)+ = =
' Zs,—(A)

olur. Lemma 4.1.1 ve Cauchy-Schwag®zliginden

n

R RN P
>ZS(A2)S (BZ)+ )=

iz(A)

- ZS(A)+Zs(B) 2iz( A)iz(B)
>Zs(A282)+ '

iz(A)

ZS (A)+Zs (B) - 2iz( Aiz(B)

|zA 82 +=12 .
izA
D siH(A) + ) s?(B) - 2iz( Niz(B) L1
_1= = +lazR2
8 A, )
elde edilir.

Eger (5.81) gitsizliginde m,nOR" icin a yerine m* ve b yerine n* yazarsak

m=n>0 icin

a(mt o) e afnf-d)

< ns = 5.87
8 m 2 8 rf ( )
esitsizligini elde ederiz. Bugtsizligi dizenlersek
1 (m? -n?) o _1(m?-n?)
At <m-n)s>+—x—/ 5.88
7 g7 sm-n) = (5.88)

olup
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ws (m-n)’ SM (5.89)

ifadesini elde edebiliriz. (5.89%i¢sizliginin matris formunuA= B > 0 matrisleri igin
-1 A2y 2 2y _ 2\p-1
(A (A>L<1 XB ))S(AX_XB)ZS((A X ;(B )B1)

olur. BuradaX matrisi aitsizligi daha genel bir hale getiren bir matristir. Bu nsat

(5.90)

formunun Hilbert-Schmidt normunu

[(a(a2x - xB2))

2

[((a>x - xB2)8);

2 <[(AX - XBJ|: < 5.91
seklinde yazabiliriz.
Simdi (5.88) aitsizliginin ispatini verelim.
Teorem 5.2.2.m=n> 0 igin
m? - r?)’ - )’
1(—)s(m— n)zsé(—) (5.92)

4 4
esitsizligi gecerlidir.

+n

m ) m+n
<1 ve boylece(
m

ispat: m=n>0 icin
2m

2
j <1 dir. Bu sitsizligin her iki

1 (- re)’

tarafini (m-n)* ile garparsakz — <(m-n)° sitsizligini elde ederiz ki bu

(5.92) Un sol tarafidir.

2
m=n>0 icin m+n >1 ve bt)ylece(mz+ nj >1 dir. Bu saitsizligin her iki
n
m? - )’
tarafini (m—n)2 ile garparsak(m— n)2 s%(—z) esitsizligini elde ederiz ki bu da
n

(5.92) Un satarafidir.
Simdi de (5.91) gtsizliginin ispatina gecgelim.
Teorem 5.2.3. A B, XO M, (C) matrislerini verilsin ve A= B> Oolsun. AyricaA

matrisinin butin Ozdeerleri, B matrisinin butiin 6zdgerlerinden buyik olsun. Bu
takdirde

[(a(a2x - xB2))

2

ol xey s WX X,

4

(5.93)

dir.



63

Ispat: Esitsizligin sol tarafi ile ispata gkayalim. Her pozitif yari tanimli matris tniter
olarak k@egenlatirilebildiginden A=UAU" ve B=VMV" olacak sekilde
uviM, (C) dniter matrisleri vardir. Burada A =Kk&s(A,4,,....4, ) ve

M =Ka&s(L4, 14y, -4, ) KGsegen matrisler olupl, ve g, ler pozitiftir. Y =U "XV = [yij]

alinirsa,

1 -1 2N _1- -1 2 -
Z(A (A*X XBZ))—4U/1 U(W2U'uYV- UV vm )

=5UA‘1UD(UA2YVD—UYM2\F)
4

=1U/1‘1(/12Y—YM2)\/3
4

A2 =’
=uU| 5y VP
[ 4 y”j

(5.94)

elde edilir. Ayrica

AX = XB= UAUUYV' = UYV VMV
=U (AY = YM) V/ (5.95)

=U((A =)y )V
1
dir. H|UAV|H=H|A4H ||A{|2:(Zn:‘aij‘2jz ve (5.81) itsizliginden yararlanarak
ij=1

i, =12,...,n icin

[(a(aex -xB2))" @ (22-p2Y
e [t

i,j=t

(5.96)
S.Z::l(/‘i _:ui) ‘yii ‘2 =||(AX_XB)”2

bulunur ki, bu gitsizligimizin sol tarafinin ispatidir. Benzer olarak

2((A°X - xB) BY)=2(W*WUYW - UYV VM ¥) VW §
4 4

= %(U)IzYVD— UYM? \F) VMV

1 (5.97)

==U (/]2Y - YMZ) M\
4

A2 =1
=U '—/J]y” VD
4,uj

elde edilir. Boylece
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n 2
[(ax =82 = 320 -1} |
1,]=
e (oo - xe7)e )
ij -

sz 2,uj 4

(5.98)

i,j=1
elde edilir ki, bu dagtsizligimizin sg tarafidir.

(5.93) aitsizliginin dogru olmasi aklasu soruyu getitirirr AB>0 ve n>1
icin

2 2

H(A_l(Anﬂx - XBM)}‘Z < H( ATX - XBn]

4

genellgtirmesi d@ru mudur? Bu gtsizligin dogrulugunu ispatlamak icim>b > e

H(( ALY — XBn+1)B—11‘
4

< 2

2
2

n=1icgin
!an+14_ Enﬂ !2 < (an ~ bn )2 < !an+14_b2n+l !2
a

esitsizligini ispatlamaliyiz.
Teorem 5.2.4 .a=b >0 ve n= 1dogal sayilari igin

a.n+1 _ bn+1 2 5 a.n+1 _ bn+1 2
<la"-pb") < 5.99
4a® ( ) 4p? (5.99)
dir.
Ispat: Esitsizligin sol tarafini indiiksiyon metodu ile ispatlayalim.
n=1igin;
a+b L . : ST o ,
5 <1 oldugu bilinen bir gercektir. Bugtsizligin her iki tarafini(a—b) ile ¢carpip
a
karesini alirsak
a2 _b2 ? 2
<la-b 5.100
[ o ] (a~b) (5.100)

bulunur ki, istenendir.

n=2 icin;

a’®> _a+b__a+b a™b’ a™(a® +ab+b?)
< = +

< <a+b=>
2 2 2

olur. Her iki tarafi(a—b )ile carpip karesini alirsak

(asz_absj < (a2 -b?) (5.101)
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elde edilir ki, istenendir.
Esitsizligimiz n=k igin

ak+1 _ bk+1

<a* -b* (5.102)
2a
dogru olsun. (5.102)’ yi dizenlersek
b** > 2ab* —b** (5.103)

esitsizligi elde edilebilir.

n=k+1 icin dgru oldysunu gosterelim. (5.103) den

b** > 2ab* —a**!

b**? > 2ab*** —ba“"* = 2ab*** — aa“** = 2ab**"* — a**? (5.104)
-b*? < a¥*? - 2ab*"

dir. Her iki tarafaa“*? ekleyip 2 ya bélersek;

k+2 _ |k+2
a7 DT gk (5.105)
2a
elde edilir. Son olarak da her iki tarafin karesinisak
ak2 —pk*2 2 o )
=z - | <la¥t-p*t 5.106
( - ] ( ) (5.106)

ispatlanabilir.
Simdi bu aitsizligin matris formunu yazip Hilbert-Schmidt norm icin

ispatlayalim.
Teorem 5.2.5. A B, XOM,(C), A=2B>0 ve A matrisinin butin Ozdeerleri, B

matrisinin buttn 6zdeerlerinden biyuk olsun. Bu takdirde

H(A—l (Ak+1x _ XBKH)X‘
4

2

2 <|(Ax - xB¥)

2

: H(( ARHLY XBk+1)B—1X‘2 5.107)

2 4

dir.
Ispat: Esitsizligin sol tarafi ile ispata liyalim. Her pozitif yari tanimh matris tniter
olarak k&egenlgtirilebildiginden, A=UAU"” ve B=VMV" olacak sekilde

u,viM, (C) dniter matrisleri vardir. Burada A =Kk&s(A,4,,....4, ) ve

n

M =KkoOs(t4, U, ,.... M, ) kOsegen matrislerdir. Buradakd, ve k; ler pozitif sayilardir.

Y =U"XV = [yij] alinirsa,
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/.- 1 1 -t +1 _ 1

Z(A (A x- xB7))= = W WUV - Uy v §)

= %U)l‘lu H(UANYVT - UYMETV)

(5.108)

=1U)l"1(/1"+1Y - YMH)
4

/‘-kﬂ— }<+1
:U( | 4)|ﬂ] YuJVD

elde edilir. Ayrica

AX - XB = UA*U'UYV' - UYV WX V

=U (A - YM) V' (5.109)
=U((A-u)y v?

[N

dir.  [JUAV]| =||A]. ||A{|2:(Zn:‘aij‘2j2 ve (5.99) ditsizliginden yararlanarak
i1

i,j=212,...,n icin

A(pakx — xBKH 2
2
4 <

(5.110)

n

2
< Do) = laex - xe)

i,j=1

bulunur ki bu sgitsizligimizin sol tarafinin ispatidir. Benzer olarak
1((Ak+1x— XB**) B =—1( WS UYV - UYY VM §) Ve Y
4 4

== (UMY - UYM V) VMV

=ZU (AZY _ YMZ) M—1VD (5111)

elde edilir. Boylece

n

- x ) = 3500 - )

i,j=1

N (/]kﬂ k 1} ‘ ‘ H((Ak 1y — XBk+1)B—llE
Yi

(5.112)

<2 3

ij=

elde edilir ki, ispat tamalangolur.
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Bhatia’ nin, 2007 de verglibir skaler gitsizligi lemma olarak verelim.

Lemmab5.2.2.a=b ve % <v<licin

VRl-v _ J1-VRV
ab2 a1 b < a-b (5.113)
V_

dir.

Ispat: (4.64) dena>=b ve % <v<licin

a'b™ -ab" va+(@-vb-(@-vja-vb

vatb-vb-a+va-vb _(2v-1(a-b)
< < <a-b
2v-1 2v-1
bulunur. (5.113)’ Un karesini alirsak;
avbl—v _ a.l—vbv 2 )
<(a-b 5.115
( Y j (a-b) (5.115)

elde edilir.Simdi (5.115) aitsizliginin matris versiyonunun Hilbert-Schmidt normunu

inceleyelim.
Teorem 5.2.6. A B, XOM,(C), A=B>0, %<vsl ve A matrisinin butin

Ozdeserleri, B matrisinin bitin 6zdgerlerinden buydk olsun. Bu takdirde

2

h <|AX - X8[; (5.116)

dir.

A'XB"Y - AV XBY
2v-1 Hz

Ispat: A B,XOM,_(C), AZB>0 ve%<vsl olsun. O halde

A'XB™ - AV XB'= WU UYV VM ' V- U U UYV VM
=UAYM™V = UAT'YM'V

=U-1(/1VYM1-V_A1-VYMV) Vo (5.117)
U (=27

dir. Buradan norma gecersek

|AvxB: - A ey [P (A A

H 2v-1 I, _i;( -1 ] d (5.118)

< 20— Fly, | =[x - xe;
i,]=
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elde edilir. Simdi akla gelen sorgu olur: (5.92) eitsizliginin sol tarafi ile (5.115)

esitsizliginin sol tarafindan hangisi buyukttr? sorusunurabew bir teoremle verelim.

Teorem 5.2.7.a=2b=>1, \/é < 8616 ve % <v<ligin

2 _ 2 2 VRRl-v _ ;l-VRV 2
a“-b < a'b a'b (5.119)
2a 2v-1

dir.
Ispat: Bu sitsizligin sg tarafi vzé de en kiguk deerini alir. Bu dgeri

hesaplayallm. Ama bu ger bir belirsizlik durumudur. L’hospital Teoremieilbu

durumu ortadan kaldiralim.

a'b™Ina-a'b™’Inb+a™b'Ina-a*'b'Inb _ 1 > a

lim azb?Iin— (5.120)
vl 2 b
2
dir. Buradan (5.120)sésizligi
2_p2 11
&b _aepzin@ (5.121)
2a b
haline gelir. Gerekli dizenlemeler yapilirsa
1 3
a® -b? a a*-b’ a a2 b2 a
<In— <sih—=—-—<2In—-
11 b 31 103 b (5.122)
2aab? 2a2b? b2 a2

N

elde edilir.a—l = x olarak alirsak (5.122)#sizliginin son kismi
b2
Xx—x73<4Inx (5.123)
haline gelir. Bu gtsizligin de x < 8616ic¢in sglandgi kolaylikla gosterilebilir.
Simdi de Hilbert-Schmidt norm icin buigsizligin matris formunu inceleyelim.

Teorem 5.2.8. A B, XO M,(C) ve A=B> Oolsun. A, ve 4 ler sirasiylaA ve B

matrisinin 6zdgerleri olsun. A matrisinin butin o6zdeerleri, B matrisinin bitdn

O0zdeserlerinden bilyuk olmaksartiyla /is 8616, A,y =21 ve %<vsl
H,

(i=22,...,n)igin
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[a (A x -xB?)) | axe - A

2
2 < H 1 H2 (5.124)
dir.
Ispat: Uniter kisegenlgtirmeden ve (5.119) dan
|a(a2x - xB2); )y AT
4 _I,jz—l[ 2/]| ] ‘y'J‘
, , (5.125)
Z”: -/11’ u, [ = A'XB" - A XB"
j=1 “ H 2v-1 Hz

bulunur ki, ispat tamamlanir.
Bu calsmalarin bir kismi ICIJMS’ 2011 de sunulgtwr (Gumus ve Taskara,
2011).
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6. SONUCLAR VE ONERILER
6.1. Sonuclar

_ 2 _ 2
Bu galsmadaé (a b) < a; b_ vab < é% esitsizligi ispatlanarak bazi
a

n+l _ |an+l 2
degisikliklerle 22 <(a" -b"f <& 2 ) itsizlig elde edilmitir. Bu
da 4b
skaler gitsizliklerin matris formlari yazilip norm ve sinigii deserleri incelenmitir.

Tezimizide 6zellikle

H(A—l(Ak+1x - ka+1)XE ) H(Akx - l‘ g H((Akﬂx - XBk+1)|3—1XE

2
2 4

4
ve
1 1 1 1
%sj(B 2(A-B)?B ?) 25, (%—A#l B) z%sj(A 2(A-B)%A 2)
2

esitsizlikleri tzerinde durulmgtur. Singuler dgerlerle ilgili esitsizliklerde Heinz
ortalamasi ile ilgili gitsizliklere buyik yer verilmgtir. Bu konularda birgok gtsizlik

tezimizde gorulebilir. Bu calmada norm konusunda 6zellikle Hilbert- Schmidt norm

ve iz normu Uzerinde durulngtur.
Diger unitarily invaryant normlar Gzerinde gahalar devam etmektedir. Ozel

matrisler icin bu gtsizliklerin durumlari Gizerine agirmalar yapiimaktadir.

6.2. Oneriler
Bu konuda cagmak isteyen agtuirmacilar dgisik skaler gitsizlikler alip matris
formlarini inceleyebilirler. Bu konudaki cginalar genellikle aritmetik, geometrik ve

Heinz ortalamalari tGzerine devam etmektedir.
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