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OZET
FRAKTALLARIN YOGUN MADDE FiZIGINDE
UYGULAMALARI

Gileg, Atilla
Doktora Tezi, Fizik Bolimii
Tez yoneticisi; Prof. Dr. Fevzi Biytikkilig
Subart 1997, 83 sayfa

Fiziksel sistemlerin makroskopik ve mikroskopik davramigt arasinda bir
koprii olan toplanabilir Boltzmann-Gibbs-Shannon (BGS) istatistigi, C. Tsallis
tarafindan fraktal esinlenmig bir entropi formu yardimiyla genellestirilmistir. Bu
calismada, genellegtirilmiy istatistiksel termodinamigin temel kavramlan yeniden
ele alinmig ve Tsallis entropisinin dzellikleri tizerinde durulmusgtur.

Genellestirilmisg istatistiksel termodinamigin, klasik ve kuantum gazlarimn
dagilim fonksiyonlarinin belirlenmesi, siyah cisim 1gmmasi, Bose-Einstein
yogunlagmasi gibi segilmis bazi fiziksel problemlere uygulamalart yapilmgtir.
Ayrica, klasik gazlann genellestirilmig termoistatistik davraniglan Hurwitz zeta
fonksiyonlari kullanilarak ele alinmgtir.

Anahtar Kelimeler; Genellestirilmig termodinamik, Tsallis istatistii, Entropi,
Istatistik topluluklar, Multifraktallar.



ABSTRACT
APPLICATIONS of FRACTALS in CONDENSED
MATTER PHYSICS

Giileg, Atilla
Thesis of Ph. D. in Science
Supervisor; Prof. Dr. Fevz Biyikkilig
February 1997, 83 pages

Extensive Boltzmann-Gibbs-Shannon (BGS) statistics, which forms a
bridge between the macroscopic and the microscopic behaviors of a physical
system, is generalized by C. Tsallis, with the aid of an entropy form which is
inspired from fractals. In this study, basic concepts of generalized statistical

thermodynamics are reviewed and properties of Tsallis enthropy are considered.

Generalized statistical thermodynamics is applied to some selected
physical problems such as determination of the distribution functions of classical
and quantum gases, black-body radiation, Bose-Einstein condensation. In
addition, generalized thermostatistical behavior of classical gases is analyzed by

using Hurwitz zeta functions.

Key Words; Generalized statistics, Tsallis statistics, Entropy, Statistical
Ensembles, Multifractals.
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1. GIRIS

Istatistiksel termodinamigin amaci fiziksel sistemlerin makroskopik ve
mikroskopik davranigi arasinda bir képrii kurmaktir. Bu baglamda, toplanabilir
Boltzmann-Gibbs-Shannon (BGS) istatistigi 6nemli bir formalizmdir. Bu
formalizm, (a) mikroskopik etkilesmelerin menzili, makroskopik sistemlerin
lineer boyutuyla kiyaslandifinda kiigiik oldugu durumda, (b) mikroskopik
hafizanin zaman erigimi, gézlem zamam ile kiyaslandiginda kiigiikk oldugunda
(Markowian process) dogrudur. Bu simirlamalar ortadan kalktifinda BGS
istatistigi yetersiz kalir. Yani termodinamik niceliklerin hesaplanmasinda ortaya
¢ikan integraller iraksamaktadir. Bu problemlerden kurtulmanin yolu istatistiksel

termodinamigi genellestirmekten gegmektedir.

1960’11 yillarda B. Mandelbrot’un galigmalariyla popiiler hale gelen fraktal
teoriden esinlenerek 1980°1li yillarda C. Tsallis (Tsallis, 1988) tarafindan one
sirtilen fraktal esinlenmis entropi formuna dayali olarak gelistirilen ve
toplanabilir olmayan (nonextensive) genellestirilmis istatistiksel termodinamik
(GST), uzun menzilli etkilegimler, uzun siireli bellek etkileri ve evrenin fraktal
yapisinin g6z Oniine alinmastyla son yillarda fiziksel problemlerin ¢oziimiinde
onemli bir arag haline gelmigtir. Ug boyutlu 6z-gekimli (self-gravitating)
astrofiziksel nesneler, kara delikler ve siipersicimler, Levy-tiirii rastgele
yurtiytigler, girdap (vortex) problemi ve uzun menzilli etkilesimlerin mevcut
oldugu karanlik madde (dark matter) gibi bir gok sistemin analizinde toplanabilir
olmayan istatistiksel termodinamigin gerekliligi ¢ok agik oldugu igin toplanabilir
olmayan formalizmlere duyulan ilgiyi giiniimiizde daha da artirmgtir. Bu ilginin
en yogun oldugu alanlar iki baglik altinda toplanabilir: (i) kuantum gruplan
yaklagim, (ii) genellestirilmig istatistiksel termodinamik. Bu ¢aliymada ikinci
baglik altinda sunulan formalizm kullanilmigtir. GST formalizmi, son yillarda,



sayisiz istatistiksel termodinamik kavramlara basariyla uygulanmakla kalmamsg,
aym zamanda toplanabilir (extensive) BGS istatistiginin gegerli olmadig fiziksel
sistemler i¢in de elverisli oldugu gorilmiigtiir.

Formalizm, yukarda sozii edildigi gibi, entropi ve bir O operatoriiniin
beklenen degeri i¢in verilen iki aksiyoma dayalidir. q entropi indisi, fraktal
yapiyla ilgili bilgiy1 biinyesinde muhafaza eden ve Tsallis g-indisi ad:t verilen
yeni bir niceliktir. Ayrica GST, BGS istatisti§ini g=1 oldugunda 6zel bir hal
olarak kapsar. Agikca, Tsallis (genellestirilmis) entropi ifadesi, sadece g=1 ise
toplanabilirdir (Nobre et al., 1995) ve (1-q) terimi, sistemin toplanabilirlik
ozelligindeki (extensivity) eksikligin bir 6lgiisii olarak yorumlanabilir (Tsallis et
al., 1995).

Goz ontine alinan herhangi bir sistemle ilgili herhangi bir bilgi, ancak bir
olgiim yoluyla elde edilebilecegi igin Kesim 2.1 de fraktal olgiimiin nasil
yapilacag: iizerinde durulmustur. Daha sonra fraktallarin geometrik modelleri
Kesim 2.2.1 de, fraktal boyutun belirlenmesi ile ilgili basit bir yaklagim Kesim
2.2.2 de ele alinmig ve Kesim 2.3 de fraktal esinlenmis entropi formlan, 6zellikle
Tsallis entropisi ve ozellikleri anlatilmigtur.

Kesim 3.1 de, GST nin segilmig bazi fiziksel problemlere, 6zellikle bu
¢alismanin temel amaglarindan biri olan klasik ve kuantum gazlanmn dagihim
fonkstyonlarinin genellestirilmesi problemine uygulamalan literatiirde ilk kez ele
alinmigtir. Kesim 3.2 de klasik ve kuantum gazlan istatistiginin Hurwitz (veya
genellestirilmis Riemann) zeta fonksiyonlan kullamilarak Tsallis formalizmi
cercevesinde nasil ele alinabilecegi sunulmugtur ve dagilim fonksiyonlari daha
analitik hale getirilmistir. Kesim 3.3 de Bose-Einstein yogunlagmasi, Kesim 3.4
de ise, elde edilen dagilim fonksiyonlari kullamlarak Planck i1sima yasasinin

genellestirilmesi problemleri incelenmigtir.



Ayrica, dinamik fiziksel sistemlerin uzay ve zamammn sirekli ya da kesikli
olmasina gore nasil incelenebilecegi EK 1 de, genellestirilmis termodinamik
formiilasyon gergevesi igerisinde fiziksel niceliklere ait bagintilar 6zet olarak EK
2 de tablo halinde ve Hurwitz zeta fonksiyonlarinin baz1 6zellikleri ise EK 3 de

sunulmustur.



2. STANDART ISTATISTIKSEL TERMODINAMIGIN GENEL-
LESTIRILMESI: GENELLESTIRILMIS TERMOISTATISTIK

2.1 (")lg:me

Incelenen herhangi bir bigime sahip nesne, uzayda bulunan nokta kiimeleri
olarak goz oniine alinabilir. Ornegin, tek boyutlu Euclidean uzayda bir S noktalar
ktimesi bir dogru meydana getirir. Uzaydaki noktalar arasindaki mesafe kavram,
Hausdorff-Besicovitch boyutunun ve dolayisiyla D fraktal boyutunun taniminda
merkezi bir rol oynar. Uzaydaki noktalarin bir S kiimesinin bilyiikligiinii nasil
Olgeriz? Egrilerin uzunlugunu, yiizeylerin alammi veya bir nesnenin hacmini
Olgmenin basit bir yolu, uzayr Sekil 2.1°de gosterildigi gibi kenarlari 8§ olan
kiciik kiiblere bolmektir. Bunun yerine c¢apt 8 olan kigik kireler de
kullanilabilir. Eger kuguk bir kireyi kimedeki bir noktaya merkezlersek,
merkezdeki noktadan r<(1/2)8 uzakhiginda bulunan bitin noktalar, kiire
tarafindan ortiliir. Noktalar kiimesini 6rtmek igin gereken kiire sayisi sayilarak,
kiimenin buyiikliigiiniin bir dlgiist elde edilir. Bir egri, bu egrinin 6rtiilmesi i¢in
gereken & uzunluklu dogru pargalarimin N(8) sayist bulunarak o&lgiilebilir.
Bilinen bir egri igin, N(§)=1L,/8 yazlabilir. Burada L, egrinin gergek uzunlugu
olup, egrinin olgiilen uzunlugu

L =N(3)5 > L,3' 2.1)

ifadesi ile verilir. § — 0 limitinde L 6l¢iimii, asimtotik olarak egrinin uzunluguna
esittir ve 8 *dan bagimsizdir.



Sekil 2.1 Egri biyiikliigimin olgimii.

Egriyi ortmek i¢in gereken disk veya kare sayis1 verilerek bir alan ile egriyi
tanimlayan noktalar kiimesi arasinda bir iligki kurulmast istenebilir. Bu karelerin
alant 8* dir. Dolayisiyla egri ile iligkili alan

A=N@E) > L (2.2)

bagintist ile verilir. Benzer sekilde bir hacim (V) ile egri arasinda asagidaki iligki
kurulabilir:

V=N(@)8 > Ly’ (2.3)

Dolayisiyla, bilinen egriler i¢in hem A hem de V, & sifir olurken sifira gider ve
tek ilging Sl¢lim egrinin uzuniugudur.

Simdi, Sekil 2.2 de gosterildigi gibi bir ylizeyi tamimlayan noktalar
kiimesini goz oniine alalim. Normal 6l¢iim A alanidir ve



Sekil 2.2 Yiizey biyiiklagimim olgimil.

(2.4)

80

A=N(5)5* > A5

yazilir. Burada, bilinen bir yiizey halinde

, bu yizeyi oOrtmek igin gereken

karelerin sayisi, §’min sifir olmasi limitinde N(8)=A,/8% oldugu bulunur.

Burada A, ytizeyin alamdr.



Yiizeyi kapatmak igin gereken kiiblerin hacimleri toplami olugturularak bir
hacim ile bir yuzey arasinda

V=N@E)& > A (2.5)

iligkisi kurulabilir. Beklenildigi gibi bu hacim, § — 0 igin sifir olur. Bir uzunluk
ile yiizey arasinda bir iligki kurulabilir mi? Formal olarak basitce, 5 —0 icin

raksayan

L=N(@3)5 > A" (2.6)

olciimil alinabilir. Bu sonug, bir yiizeyi sonlu sayida dogru pargalar ile kapatmak
miimkiin olmadigindan mantikhidir. Ug boyutlu uzayda bir yiizey tarafindan
tamimlanan noktalar kimesinin tek yararh oOlgiimiinin alan oldufu sonucu

cikarilabilir.

Simdiye kadar uzaydaki bir S noktalar kiimesinin biiytkliiginin bir
sleiimiinii vermek igin h(8)=y(d)3* (dogru, kare, disk, kire, kiib) test
fonksiyonu goz ontine alinmig ve kiime, M, = 1(38) ol¢gimilnii olusturacak

sekilde értiilmigtiir. Dogrular, kareler ve kiibler igin geometrik ¢arpan y =1 dur.
Diskler icin y ==n/4 ve kiireler igin y=n/6 dir. Genel olarak, 8 -0 igin, M,
sleiimiiniin, d’nin (6lgimiin boyuty) segimine bagh olarak ya sifir ya da sonsuz
oldugu bulunur. S kiimesinin D Hausdorff-Besicovitch boyutu kritik boyuttur. Bu
durumda M, 6lgiimii sifirdan sonsuza degisir:

0, d>D

2.7
o, d<D @7

M, = %,7(d)8" =N(38)y(d)3* 8—30{



M,’ye kimenin d-6lgiimii adi verilir. d=D igin M,’nin deferi gofunlukla
sonludur, ancak sifir veya sonsuz olabilir; énemli olan d’nin bir fonksiyonu olarak
M, deki sigramanin konumudur. Bu tanimin, kiimeyi 6rtmek i¢in kullamlan test
fonksiyonunun, § biyikliiginin sifir olmast limitinde noktalar kiimesinin
ozelliklerini 6lgmesi anlaminda yerel bir 6zellik olarak D Hausdorff-Besicovitch
boyutunu tamimladiina dikkat edilmelidir. Aym zamanda D fraktal boyutunun
konuma bagh oldugu ortaya ¢ikar. Gergekte g6z dniinde bulundurulmas: gereken
bir ka¢ onemli nokta vardir. Ozellikle, Hausdorff-Besicovitch boyutunun tanimu,
kiimenin, hepsi aym biiyiikliikkte olmayan ancak & ’dan daha kiigiik ¢aplara sahip
kiireler ile Ortiilmesine izin verir. Bu durumda d-Ol¢timii, biitiin ortme

islemlerinde elde edilebilecek minimum degere sahip olur (Feder, 1988).

2.2 Fraktallar

Fraktalin orjinal tammi Mandelbrot tarafindan agagida verildigi gekilde
yapilmistir (Feder, 1988):

Bir fraktal, boyutu topolojik boyuttan farkli olan kendi kendine benzer
(Olgekdeki degisme anlaminda) bir kiimedir.

Bu tanim daha ziyade matematiksel oldugundan fraktal kavranun daha agik
bir gekilde ortaya koyan goriglere ihtiyag duyulur. Bu nedenle,
mikropargaciklarin yeni bir faz olusumunda yogunlagmasimm goéz Oniine alalim.
Boyle bir olusum g¢ogunlukla kompakttir ve bu nedenle buyiikliigi R olan bir

olugumda pargacik sayisi

NoR* (2.8)



Sekil 2.3 iki boyutlu sinirh-difiizyon yogusmasinin (aggregation) sonucu olarak ortaya ¢ikan
D=1.71 boyutlu kiime (cluster).

bagintis1 ile verilir. Burada d, uzaym boyutudur. Olusumun hacmi de aym

formdadir ve

V=AR ' (2.9)

ile verilir. Burada A,, geometrik bi¢imin hesaba katildify geometrik garpandir
(es-eksenli bigim igin A, =2n, A, =4n, A,=4n/3 dir). Dolayistyla kompakt
olusumlarda p=N/V bi¢iminde ifade edilen pargacik yogunlugu, olusumun
biytkligiinden bagimsizdir.

Kompakt olmayan olusumlar i¢in tamamen farkli bir durum gozlenmektedir

(Sekil 2.3). Olusumun R biiyiikligii artarken pargacik sayist
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NaR" (2.10)

¢ok yavas bir sekilde artar. D iisteli, fraktalin temel nicel karakteristifidir ve
fraktal (Hausdorff) boyutu denir. D fraktal boyutu, yogunluk olugumu i¢in verilen
(2.8) bagmtisindaki fiziksel uzayin d boyutundan farkli oldugu igin (2.10)
bagintist anormal bir karaktere sahiptir. Dolayisiyla

paR“™P d>D (2.11)

seklinde verilen fraktalin yogunlugu, fraktalin kompakt olmayan karakterini
yansitan biiytkligiin azalan bir fonksiyonu olur. Agik¢a, d topolojik ve D
fraktal boyutlan arasindaki fark ne kadar biiyitkse fraktal nesne o kadar
belirginlesir (Olemskoi et al., 1993).

Fraktal kavranu ile ilk 6nce sahil seritlerinin uzunlugunun ol¢iimlerinde
karsilasilmigtir. Sezgisel olarak sahil serdinin L uzunlugunun, 6l¢tim 6lgeginin
(¢ — 0) secimine bagli olmamasi gerektigi halde dlgiimler gergekte

Lo P (2.12)

bagintisimin  gegerli oldugunu gostermistir. Sahil seridi OSlgiimlerinde fraktal
boyutun D>1 oldugu bulunmustur (6rnegin, Ingiltere adalan igin D=~ 13,
Norveg igin D= 15 dir). Bu durum, sahil geridinin dogru (d=1) ve yiizey (d=2)
arasinda orta bir konum iggal eden bir kiime oldugunu gosterir ve 1<D <2

niceligi ne kadar biyiikse sahil geridi o kadar diizensizdir.

Bir fraktalin temel karekteristigi boyutu D dir. Bu kesimde D’nin tek
degeri ile karekterize edilen ideal monofraktal hali g6z 6éniine alinacaktir. Ik énce
sezgisel anlamda D boyutunu bulabilmeyi miimkiin kilan uygun geometrik
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Sekil 2.4 Uggenel Koch geklinin olusturulmas.

L

modeller verilmis daha sonrg kéyﬁ bir monofraktal igin D’yi analitik olarak
belirleyebilmeyi miimkiin kilan bir algoritma formiile edilmistir. '



2.2.1 Fraktallarin Geometrik Modelleri

En basit Koch ve Cantor fraktal kiimeleri goz ontime alinmistir. Bu, bilinen
fiziksel uzayda temsil edilen bir geometrik fraktal nesnenin boyutu igin genel bir
ifade bulma olanag: taniyacaktir.

Koch’un iiggenel (triadic) seklini goz oOniine alalim. Sekil 2.4 den
goriilebilecegi gibi bu gekli olugturmak igin n=0 adiminda birim uzunluklu bir
parga (segment) alinir. Daha sonraki n=1 adiminda 1/3 uzunluklu orta (i¢) parca
asil parcamn merkezinden kesilerek ¢ikartilir ve tabani olmayan esit kenarli bir
tiggen parcanin izerinde olusturulur. Daha sonraki adimda (1/3)2 uzunluklu i¢
parca, elde edilen dort parganin herbiri tizerinden kesilerek gikartihir ve yukarida

yapilan olusum aynen tekrarlanir. Daha sonra bu iglem n — « kez tekrarlanir.

Elde edilen fraktalin uzunlugu L olsun. Her adimdan sonra uzunluk 4/3 kez
artacafindan n’inci adimda L =(4/3)" olacaktir. Her bir hattin uzunlugu
£,=(1/3)" oldugundan n=-mn(¢,)/In3 elde edilir ve L_ toplam uzunlugu ile £,
temel uzunlugu arasinda (2.12) bagintis1 gegerlidir. Burada fraktal boyut

D=In4/In3=1263 (2.13)
dir. Parga say1st N, =L /¢ _

N() o« £ (2.14)
bagintist ile belirlenir (n indisi alinmamugtir). Sekil 2.4 den gorillecegi tizere

n—> oo limitinde Koch egrisi, bir dogru ile bir yiizey arasinda kalan bir sekildir.
Bu nedenle (2.13) fraktal boyutu 1<D <2 aralifindadur.
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Sekil 2.5 Uggenel Cantor kiimesinin olusturulmasi. (a) Geometrik yéntem. (b) Curdling

yontemi.

Yukarida verilen tanima gére fraktal, kendi kendine benzer bir kiimedir. Bu,
Sekil 2.4 den indirgenmis bir dlgekte 6zdes kiime olugturmanin her n adimda
yaplldigina dikkat edilerek gorilebilir. Bu nedenle Koch seklinin her parcast,
bilesenlerinin her biri gereken olgege kadar basitge artirlarak elde edilebilir.
Gergekten temel kesimin ¢ uzunlugu ¢ kadar azaltilirsa N(¢) parca sayist artar.

Bu durumda (2.14) den
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N(EO)=CPN(®), ¢<1 (2.15)

elde edilir. Tamm geregi (2.15) tipindeki denklemi saglayan N(¢) fonksiyonu,
degen1 fraktal boyutuna egit olan D mertebeli homojen bir fonksiyondur.
Homojen N(¢) fonksiyonlarnin karekteristik fonksiyonu ¢ argiimamimn 6lgiim

Olgeginin ¢ kadar azalmasi N fonksiyonunun ™ kadar artmasina esdegerdir.

Bu kendi kendine benzerlik 6zelligi sadece Koch geklinin degil, tiim fraktal
olusumlann karekteristigidir. (2.15) benzerlik bagintist tiggenel Koch sekli igin
verilen (2.13) ve (2.14) ifadelerinden daha geneldir. Gergekten (2.15)de ¢
benzerlik parametresi {£ =7 kosulu yardimiyla sabitlenerek (2.14) bagntisi elde
edilir. Diger taraftan keyfi ¢ o6lgegine sahip £ =¢" temel uzunlugu (1/3)" e

indirgenemez ve (2.13)
D=In4/lng™ (2.16)

seklinde genellestirilmelidir. Burada ¢ < £ benzerlik parametresi, Koch geklini
olugturan blogun dort pargasinin her birinin kisalma miktarin gosterir.

Simdi D <1 (Cantor tozu-Cantor dust) boyutlu fraktal kiime érnegini goz
Oniine alabm. Sekil 2.5 den goriilebilecegi gibi bunun olusturulmasiin Koch
egrisinden farki sadece n’inci adimda boyu ¢_=(1/3)" olan n aralik eklemek
yerine bu araliklanin gikarlmasidir. Dolayisiyla kalan kiimenin uzunlugu
L, =(2/3)" dir ve her bir hattin ¢_ uzunlugu yine ¢_=(1/3)" dir. Sonug olarak
L,(£,) bagintis1 daha énce verilen (2.12) fonksiyonu ile ifade edilir. Bununla
birlikte burada fraktal boyut
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D=In2/ln3=0.631 (2.17)

dir. Sekil 2.5 den gorilebilecegi gibi D <1 kosulu, Cantor tozunun nokta ile
dogru arasinda kalan bir ara olugum oldugunu ifade edecektir. Yine ¢, uzunluklu
pargalarin N, =L /£ sayisi, Koch egrisi durumunda oldugu gibi (2.14) formiili

ile belirlenecektir.

(2.17) esitligi, Sekil 2.5 de gosterilen en basit simetrik Cantor kiimesine
karsilik gelir. Koch sekli igin oldugu gibi olusumun her n adimindan sonra
pargalarin ¢ uzunlugu (1/3) degil de { olacak sekilde alinirsa (2.17) nin
paydasindaki In3 terimi In¢™ ile degistirilmelidir. Ote yandan, (2.13) ve (2.17)
ifadelerinin paylannin kargilagtiriimasi genel halde lnj teriminin kullanilmast
gerektigini gosterir. Burada j, fraktalin temel seklinin olugturulmasina katilan
blok sayisidir (Sekil 2.4 ve Sekil 2.5 de gosterilen Koch egrisi ve Cantor tozu igin
sirastyla j=4 ve j=2 alinmigtir). Béylece (2.13), (2.16) ve (2.17) denklemleri
genellestirilerek fraktal boyut ifadesinin

D=lnj/ g™ (2.18)

formunda olmasi gerektigi sonucu elde edilir. Burada j, fraktalin elemanter
pargasim1 temsil eden blok sayisi, £ ise blok biyiikliginin olusumun her
adiminda kag kat kiigiildiigiinii tantmlayan benzerlik indisidir. Cantor kiimesi i¢in
elde edilen parganin buyiiklugii baglangictaki blogun biiyiikligiinii agmamasi
gerektiginden benzerlik parametresinin deferi D<1 sonucuna gotiren &<i
kosulu ile simrlandinlomgtir. Yukarda elde edildigi gibi bu, yapilanmanin her
adiminda aynk bloklann ¢ikarldig: fraktal kiimelere kargilik gelir. Koch seklinde
oldugu gibi bloklarin toplandifi durumda D>1 dir ve (2.18) e gore benzerlik

parametresinin ¢ > j oldugu varsayilir.



16

2.2.2 Fraktal Boyutun Belirlenmesi

Yukarida verilen 6rneklerde fraktal boyut, grafikler yardimiyla belirlenir.
Halbuki genel halde durum g¢ok karmagiktir ve yukanda verilen yapilanmalar
genellestirilmelidir. Bunun ¢6ziimii, fraktal kiimenin ¢ — 0 kenar uzunluklu d-
boyutlu elemanter kiiblerle 6rtiilmesi ve kiiblerin N(¢) sayisinin sayilmasidir. Bu
durumda fraktal boyut, (2.14) benzeri bir bagnti yardimiyla belirlenir. Bu islemi
tamamlama olanag1 saglayan formal bir yol, anlami agagidaki Ornekten
gorilebilecek olan bir yaratma fonksiyonunu tanimlamaktir.

d=2 boyutlu ve S, olan olagan (fraktal olmayan) bir yiizeyi goz Oniine
alalim (Sekil 2.2). Tlk olarak bu yiizeyi, kenarlan ¢ — 0 olan

N(£) =S,/ £ (2.19)
sayida kareler ile kaplayalim. Karelerin toplam alam

S(¢) = N(0)¢& (2.20)
formilii ile belirlenir. Cebirsel agidan (2.8) ve (2.20) esitlikleri 6zdes gibi
goriindtikleri halde, ilk esitligin sadece bilinen yiizeylere, ikinci esitligin ise
sadece fraktal yiizeylere uygulanabilecegi unutulmamalidir. (2.19) esitligi (2.20)
de yerine konularak

S(2) =S, (2.21)

sonucu elde edilir.



17

Elemanter karelerin, bir yiizeyin alamimi saptamada kullamlabilecek en
dogal elemanlar oldugu agiktir. Ancak bu tek se¢im degildir. Dolayisiyla, verilen
ornekteki yiizey Sekil 2.2 de goriildiigii gibi elemanter kiibler ile de kaplanabilir.
Bunlarin toplam hacmi (2.20) tirinden

V(¢) = N(O)#* (2.22)

seklinde bir esitlik ile ifade edilebilir. (2.19) esitligi ile verilen kiib sayist burada
yerine konularak

V(£) =S,/ (2.23)
sonucu bulunur.

Dgilenilen yiizeylerin kapatilabildigi elemanter sekiller listesine devam
edilerek, ilke olarak, £ — 0 uzunluklu N(¢) sayida par¢a igeren kink bir ¢izgi de
kullamlabilir. Bu ¢izginin toplam uzunlugu

L(¢) = N(£)¢ (2.24)
dir ve (2.19) ile verilen N(¥) ifadesi yerine konulursa

L(£)=8,0" (2.25)

sonucu elde edilir.
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(2.21), (2.23) ve (2.25) denklemleri, ilgili kiimeyi 6rten (d =2 boyutlu bir
yiizey) q=12,3 boyutlu kimelerin x, Ol¢mesini ifade ederler. Bunlar genel

olarak
X (€)= S, 4 (2.26)

bigiminde temsil edilebilirler. Bu egitligin karakteristik bir ozelligi, £—0
limitinde q<d igin %, ({)—> olmasi [Denk.(2.25)]Jve q>d i¢in %,(£)—>0
olmasidir [Denk.(2.23)]. (2.26) 6lgmesi, sadece q=d (ilgili yizeyin boyutunu
veren bir kogul) ise x,(¢) — S, sonlu degerini alir.

Yukarida goz Oniine alinan grafik 6mek, keyfi bir kiimenin D fraktal
boyutunu (yukarida g6z Oniine alinan 6rnekte, d =2 boyutlu bilinen bir yiizeye
indirgenmigtir) bulmay1 miimkiin kilan yaratma fonksiyonunun nasil bulunacagum
gostermektedir. Agikga, bu fonksiyonun genel formu

Ao= 218 (2.27)

seklinde temsil edilebilir. Burada toplam, £, uzunlugu ve q boyutu ile karakterize
edilen elemanter formasyonlar iizerinden yapilir. Daha 6nce g6z Oniine alinan
omeklerin aksine (bu 6rneklerde £, = sabit = £ ve q =1,2,3 idi) burada, ilk olarak,
elemanter kiimelere bolmenin diizgiin olmadigi (¢. sabit degildir) ve ikinci olarak
q parametresinin siirekli oldugu varsayilmigtir. Diizgiin bdlme yapilirsa (2.27)

tammi

%o(0) = N(&)£° (2.28)
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seklini alir. (2.28) hesaba katilarak fraktal nesneler i¢in (2.26) sonucunu igeren
Kq(£) o= 4477 (2.29)

bagintis1 elde edilir. Sahil geridinin uzunlugu i¢in verilen (2.14) formiili, q=1
olan boyle bir bagintiya 6rnektir.

Dolayistyla, fraktal boyutu analitik olarak belirlemek icin fraktal, ¢, kenar
uzunluklu g-boyutlu elemanter bloklarla kaplanmali ve yaratma fonksiyonu
(2.27) formtli kullamlarak bulunmalidir. Daha sonra, q degeri degistirilerek
yaratma fonksiyonunun sonlu bir deger verdigi q =D degeri bulunmalidir. Bu, D
fraktal boyutu olacaktir. ¥, (¢) yaratma fonksiyonunun kendisi, sahil geridi

uzunlugu gibi bir fraktalin temel karakteristigidir.

2.3 Entropi Formlan

Fiziksel sistemlerin istatistiksel termodinamik ¢ergevesinde incelenmesinde
entropi 6nemli bir temel niceliktir. Bu nedenle bu kesimde entropi formlan ele
alinmaktadir. Boltzmann-Gibbs-Shannon (BGS) yaklagimu standart istatistiksel
termodinamik olarak bilinir. Standart istatistiksel termodinamigin simrlanm

belirleyen varsayimlar agagida verilmigtir:

1) Mikroskopik etkilesmeler makroskopik sistemin boyutuna gére kiigik
(etkilesmeler kisa erigimli) olmals.

2) Mikroskopik hafizamn zaman erigimi, gbézlem zamamna gore kiigik
olmali.

3) Sistem, fraktal yapida olmayan bir uzay zaman iginde gelismelidir.
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Yukarda verilen sartlar diginda kalan durumlar s6z konusu olmasi halinde
standart istatistiksel termodinamik yardimiyla elde edilecek ongoriler yetersiz
kalmaktadir. Bu nedenle, standart olmayan bir istatististiksel termodinamige
gerek  duyulur. Standart istatististiksel termodinamigin mimkin bir
genellestirilmesi, evrenin olast fraktal yapisi nedeniyle Boltzmann-Gibbs-

Shannon entropisi yerine fraktal esinlenmig bir entropi kullamlarak yapilabilir.

Fraktal esinlenmig entropilere bir 6rnek olarak burada kisaca Rényi

entropisinden de s6z etmek yerinde olacaktir. Rényi entropisi

k w
Sy =~——In > p} (2.30)
I-q =
ifadesi ile verilir. Rényi entropisi S}, daha sonra daha aynntih olarak s6z edilecek

olan Tsallis entropisi S ile gosterilirse Rényi ve Tsallis entropisi arasinda

S¥ =%1n[1+(1—q)$§] (2.31)

q

iligkisi vardir. Bu bagmtidan gorilebilecegi iizere S} Rényi entropisi, S; Tsallis

entropisinin monoton artan fonksiyonudur (Ramshaw, 1995).

2.3.1 Tsallis Entropisi (Fraktal Esinlenmis Entropi)

C. Tsallis, 1988 yilinda yayimladigi makalesinde BGS istatistiginin olasi bir
genellestirilmesini  yapmugtir  (Tsallis, 1988). qeR genellegtirmeyi (6zel
istatistikleri) karakterize eden herhangi reel bir sayr ve {p,} mikroskopik W
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(WeN) konfigiirasyonlart ile ilgili olasiliklar olsun. Normal olarak 6l¢iilen

nicelik p} dur.
C. Tsallis, multifraktal 6lgmelerden esinlenerek genellestirilmis entropi

formu i¢in

S, =k—= (2.32)

bagintisimt ortaya koymustur. Ayrica 1 halinde degeri O, olan bir O

gozlenebilirinin deneysel dl¢iimiiniin, O gozlenebilirinin
u q,
0, =;pi0i (2.33)

g-beklenen degerini verecegini de ifade etmistir.

2.3.2 Tsallis Entropisinin Ozellikleri

Ozellik 1. Genellestirilmis entropi pozitiftir. Yani, S, >0 dir. Burada esitlik hali
(3i: p, =1) durumlan ve g0 igin gegerlidir.

Ozellik 2. Mikrokanonik topluluk esolasihiga sahiptir. Bunu goérmek igin,

genellestirilmis entropi %pi =1 ifadesi ile verilen normalize edilmis olasiliklar

i=1
bag kosulu altinda optimum yapilir. Matematiksel olarak A Lagrange carpani

olmak tizere
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op, \ *° i=1 q-1

1

olmalidir. Buradan

1

Pi = [}%ﬁ}ﬁ (2.35)

W
sonucu gikar. Bu ifade i’ye bagli olmadigindan 3'p, =1 bag kosulunun konmas

i=1

konmast p, = /W sonucunu verir.

Ozellik 3. Entropi q>0 i¢in digbiikey, q<0 icin ise i¢biikeydir. Bu durum agikca,
>0 (q<0) 1¢in negatif (pozitif) sonlu bir deger olan

g (S —k% )=-— 2§ (2.36)
op:dp, A i=1Pi qp; 9y Z.

Hessian matrisinden dogrudan elde edilir. Dolayistyla genellestirilmig entropi

¢>0 i¢in maksimum, <0 i¢in minimum olur.

Ozellik 4. Kanonik toplulukta olasilik dagilim.
Bundan sonra kanonik toplulugu goz oniine alalim. Eger genellegtinlmis i¢

enerji

w
Uq = Zp?si (2'37)

i=1
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olacak sekilde €, durum enerjisi tanimlanirsa, S, ifadesi olasihigin ve enerjinin

korundugu bag kosullan altinda optimum yapilir. Sonug olarak genellestiriimis
kanonik dagilim

b; =ZL[1"(1"‘1)138Jﬁ (2.38)

q

elde edilir. Burada genellestirilmis boliigiim fonksiyonu

1

Z,=] [1-(1-q)Be, [ (2.39)

b3

7
L

esitligi ile ve ters sicaklik B=1/T esitligi ile tamimlanmagtir.

q —1 limitinde bilinen

(2.40)

Ve

w
Z,=Y e (2.41)

i=1

ifadeleri yeniden elde edilir. q#1 i¢in enerjinin mutlak degeri énemlidir - enerji
spektrumundaki toplanabilir bir sabit fiziksel etkiler olugturacaktir. Ayrica, ¢’'nun
genel degerleri igin p, ifadesi, eger 1-(1-q)Be, <0 olursa anlamsiz olur. Béyle bir
durumda i hali wsisal olarak yasaklanmistir. Pozitif enerji spektrumu yukardan
siursizdir ve >0 oldugu varsayilarak, yeteri kadar yiiksek €, degerlen igin q<1
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ise bu boyle olacaktir. Dolayisiyla, bu durumda, genellestirilmis kanonik dagilim
q <1 igin enerjiye gore dogal bir kesilime (cutoff) sahip olur.

Ozellik 5. Termodinamigin Legendre doniisiim yapisi, tim q degerleri igin

invaryanttir. Bunu gérmek igin

771
_ 0|4 =U (2.42)
o\ 1-gq 4

oldugunu ve serbest enerjinin

F = ~%[Z§:l) (2.43)

ifadesiyle tammlandigim belirtelim. Bu durumda, F, =U_-TS, oldugunu
dogrulamak mimkiindiir ve

(2.44)

1
ou T
sonucu bulunur.

Bu denklemler termodinamigin temel denklemleridir ve bunlarin q’nun
degismesine gore degigmez olmalant Onemlidir. Genellegtirilmis istatistiksel
termodinamik ve standart istatistiksel termodinamik arasmdaki en garpict ve en
onemli farkliliklar hal degiskenlerinin toplanabilirligi (extensivity) ile iligkilidir.
Eger sistemin mikroskobik durumlarm L={1---,V} ve R={V+l---,W}

seklinde 1ki farkli kiimeye ayirirsak ve bunlann olasiliklarn sirastyla
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v w
P = ;pi , PB= Zpi (2.45)

i=V+1

alinirsa Ozellik 6 elde edilir.

Ozellik 6. Genellestirilmis  entropi  asagidaki  genellestirilmis  Shannon

toplanabilirlik ozelligine uyar:

sq(p1,~--,pR>=p;sq(§i,--~,P—V)+p;sq(%m,-~~,p—W—)+sq(pL,pR) (2.46)

L P R R
Alternatif olarak tamamen bagimsiz A ve B gibi iki alt sistemi gz Oniine
alabiliriz. Alt sistemler bagimsiz oldugu igin, i halinde A alt sisteminin ve j

halinde B alt sisteminin A UB bileske olasilig
p5” =pi'p; (2.47)
esitligi ile verilir. Kisa cebirsel islemlerden sonra Ozellik 7 elde edilir.
Ozellik 7. Genellestirilmis entropi asagidaki toplanabilirlik ozelligine uyar:
S;(AuB)=S,(A)+S,(B)+(1-q)S,(A)S,(B) (2.48)

Dolayisyyla q<1 igin siiper-toplanabilir (superadditive), q>1 igin ise alt-
toplanabilir (subadditive) dir.

Ozellik 8. Bir O gozlenebilirinin genellestirilmis beklenen degeri asagidaki

toplanabilirlik kuralina uyar:
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0,(AUB) = 0,(A)+0,(B) +(1-q)[0,(A)S,(B)+0,(B)S,(A)]  (2.49)

Her iki durumda da toplanabilirligin sadece g=1 oldugunda yeniden elde
edilebilecegi gorilmektedir.

Tsallis entropisi goéz oniine alinarak istatistiksel termodinamigin yeniden
formilasyonuna genellestirilmis (Tsallis) termoistatistigi denir. Dinamik fiziksel
sistemlerin, uzay ve zamanin siirekli ya da kesikli olmasma gore nasil ele
alinacagy EK 1 de tablo halinde 6zet olarak verilmektedir. Genellestirilmis
istatistiksel termodinamik cergevesinde elde edilen konu ile ilgili fiziksel

bagintilar ise EK 2 de sunulmaktadir.
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3. GENELLESTIRILMIS ISTATISTIKSEL TERMODINAMIGIN
UYGULAMALARI

3.1 Klasik ve Kuantum Gazlarmun Istatistiginin Tsallis Formalizmi

Cercevesinde Genellestirilmesi

Fraktal uzay-zaman igerisinde gelisen klasik veya kuantum sistemlerinin
incelenmesinde, genellestirilmis istatistik mekanik dogal bir aragtir ve
genellestirilmis dagihm fonksiyonlart vazgegilmez bir onem tagir. Tsallis
tarafindan 6ne siiriillen genellestirilmig entropi (fraktal esinli entropi) kullamilarak,
klasik gazlar igin Maxwell-Boltzmann istatistigi oldugu kadar kuantum gazlan
icin genellestirilmig Fermi-Dirac ve Bose-Einstein istatistikleri elde edilebilir.
Klasik gazlar halinde, dagilim fonksiyonu, Bose-Einstein dagiliminin 6zel hali
olarak elde olunur. Klasik ve kuantum gazlanmn dagiim fonksiyonlarnin
genellestirilmesi literatiirde ilk kez ele alimmigtir (Bityiikkalig et al., 1993, 1995).
Bu kisimda dagilim fonksiyonlarmin Tsallis formalizmi gergevesinde nasil

genellestirildigi ele alinmaktadir.

N pargactktan olugmus etkilesmeyen bir kuantum gazim géz oniine alalim.
Sistemin 1s1 ve pargacik banyosunda oldugunu, yani E enerjisinin.ve N pargactk

sayisinin ortalama olarak korundugunu varsayalim. Sistemin kararli halleri
Hyy = Ex g (3.1)
Schrodinger denkleminin ¢oziimleridir. Burada H Hamiltonien, vy, dalga

fonksiyonlanidir. Sistemin girilebilir halleri, tim gazin olast kuantum hallerini

tammlayan R ile verilir. Ikinci kuantizasyon formalizminde R, {nl,nz,---,nk,m}
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isgal sayilan kumesi ile tammlamr. Burada n_, k halindeki pargacik sayisidir.
Sistemin halleri, P, olasiliklarina sahip istatistik bir topluluk olusturur. Ote

yandan, sistemin parcacik banyosunda oldugu kadar enerji banyosunda da

oldugundan bityikk kanonik topluluk kurulabilir. Bu toplulugun R hallerinin P,

olasilik dagilimlarinin elde edilmesi temel problemdir.

3.1.1 Genellestirilmis Dagilim Fonksiyonlan

Denge halinde, biiyiik kanonik topluluktaki benzer sistemlerin R hallerine
dagilim olasiliklart kolayca belirlenebilir. Denge halinde, Boltzmann H-teoremine
uygun olarak, sistemin entropisi maksimum olmalidir. Toplulugun entropi
fonksiyonu olarak Tsallis entropisi alinirsa, verilen bag kogullart altinda bu

entropi maksimum olmalidir. S6z konusu bag kosullan, P, olasiliklarinin

normalizasyonunu ifade eden

P =1 (3.2)

ve strastyla enerji ve pargacik sayisimn ortalama olarak korundugunu ifade eden

E=3PIE, (3.3)
R

N =Y PN, (3.4)
R

dir. Bu varyasyon hesabi probleminin ¢6ziimiinde, Lagrange belirsiz garpanlar
yontemi kullamlarak,

Q=——1—(1—2P;:)~azm~BZP;ER—~/ZP;NR (3.5)
q—l R R R R
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ifadesi maksimum yapilmalidir. Burada o, B ve y belirsiz Lagrange

¢arpanlaridir. Bu ifadenin P, ye gore kismi diferansiyeli sifira egitlenerek

q-1
5| B4 1+ gBPYIE, + qPIN, | =0 (3.6)
q _ 1 R R R R

R

denklemi bulunur. Parantez igindeki ifade tiim R ler igin gecerli oldugundan,

denklem toplam olmadan
QB +(q—~ Do +q(q - DBP'E, +q(q~ DY "N, =0 (.7
bigiminde yeniden yazilabilir. P,, Denk.(3.7) den § ve y ¢arpanlar sirasiyla
y=-Bu, B=UT (3.8

seklinde belirlenerek ¢oziilebilir. Burada p kimyasal potansiyel, T termodinamik
denge halinin sicakligidir. Dolayistyla, bityiik kanonik toplulugun bir R halinde

olma olasiligy
P, =[1+B(q-DE ~B(a- D] /2, (3.9)
dur. Burada
Z,=3[1+B(a-DE; ~B(g—Du["™ (3.10)

niceligi, bityiikk kanonik toplulugun béligim fonksiyonudur. Eger sistem pargacik
sayisina gore yalhitilirsa (yani, dN = 0), bu durumda y =0 ve aymi zamanda u=0
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olur ve sonug olarak Denk.(3.9) ve Denk.(3.10), kanonik topluluk olasilik ve
boligiim fonksiyonlar haline gelir.

Tim gazin kuantum mekaniksel hali, tek-par¢acik hallerinin isgal sayilan
verildiginde tek olarak belirlenir. Bu iggal sayilari, ayni zamanda,

Ey =ng, +n,8, +---+n,8, +--- (3.11)

Ng=n,+n, +---+n, +-- (3.12)

toplam enerji ve toplam pargacik sayisim belirler. Burada g,, k halindeki bir

pargacigin enerjisidir.

(3.11) ve (3.12) denklemleri (3.9) ve (3.10) denklemlerinde yerine
konularak

_ [ 1)(e, ~m, +B(a=1)(e, ~n +--+B(q = 1(e, ~ -]

0,0, Ry e 7

(3.13)

sonucu elde edilir. Burada

1

Z,= Y + B(q—1)(g;— ), +B(q - (e, — W), +--+B(q — I)(g, — p1)ny +-- [

ny,0y,0, 0,

(3.14)

do. P, . . . niceligi, N-cisimli sistemi olusturan pargaciklarmn {n,n,,-,n,,}

halinde bulunma (genellestirilmis) olasiligidur.
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Pargaciklar arasindaki korelasyonlarin ihmal edilebildigi seyreltik bir gaz
icin, farkli pargaciklanin halleri istatistiksel olarak bagimsiz diginiilebilir.
Dolayistyla, boliisiim fonksiyonu, her biri k tek-pargacik haline karsihik gelen

carpanlara
Z, =1 3[1+8a- (e~ pm s (.15)

bigiminde aymnlabilir. Artik, kuantum gazlan igin dagilim fonkstyonlan

belirlenebilir.

3.1.2 Miikemmel Bose Gazi

Bosonlar, ayird edilemez pargaciklardir ve her hangi bir halde her hangi
sayida pargactk bulunabilir. Bosonlar, par¢acik degis-tokusuna gore simetrik olan
dalga fonksiyonlan ile temsil edilir. Bose gazi, tam sayili spinlere sahip
pargaciklardan meydana gelir ve Bose-Einstein istatistigine uyarlar. Bosonlar i¢in
n, =0,1,2,--- dir.

Denk.(3.14) de verilen béliisiim fonksiyonunu, bir Bose gazi i¢in yazalim.
Toplam tizerinde hig bir stnirlama yoktur ve dolayisiyla pargaciklar istatistiksel
bagimsiz olarak goz 6niine alinabilecedi igin her biri tek-pargacik haline karstlik
gelen garpanlanin bir ¢arpimu olarak yazlabilir. Dolayisiyla, Bose gazimn biiyiik
kanonik topluluk i¢in bliigiim fonksiyonu, Denk.(3.15) ile uyumlu bir gekilde,

1

= ﬁ io[1+ B(q - 1)(s, ~w)n, J (3.16)
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veya
Z];:ﬁg(xk:nk:q) (3.17)
k=1
dir. Burada
- s
g(x,,1n,,q) = Z[1+(q - 1)ank]l"q , X =PB(g,— W) (3.13)

ny, =0

dir. Z? boliisim fonksiyonu, g(x,,n,,q) ile verilen fonksiyonel serilere baglidir.
q—1, n, —> o limitinde Denk.(3.18) ile verilen seriler, geometrik seri formunu

alir. Bu limitde,

g(xk>nk - OO, 1) = f(xkank - OO’ 1) = hm Zexp(—xknk)
1y, —>e0

1y, =0
. 3.19

4 1-exp(—x,)

dur. Serinin toplami

1
f(x,)= m (3.20)

olarak temsil edilebilir. Ote yandan, q#1 halinde g(x,,n,,q) niceliini
hesaplamak igin (Plastino et al., 1993) de verilen

y -1 :

- <y-1, q<2 igin (3.21a)
q-1 _

y lzy—l 5 q=2 i(;in (3.21b)



2y—-1, q=22 igin

ifadelerinden yararlanilacaktir. (3.21) denklemlerinden

1

[1+(q—1D)n, [ < q=2 igin

1+ny

1

RIS y
[L+(a-Dn,[e=——, q=2 isin
Yy

1

[1+(q— 1)ny]i; >

q=2 i¢in

1+ny

yazilabilir. (3.22) denklemleri hesaba katilarak Denk.(3.18) den

g(xkankaq)Sh(xkank) > qSZ 1(;1]1
g(x,n,,9)=h(x,,n,) , q=2 i¢in
g(xkrnkaq)Zh(xkank) > q22 1(;111

ifadeleri elde edilir. Burada

oy 1
h(x,,n,)= Z = 1+t(x,,n,)

me=0 1+ X, 10,

ve

(X)) = 3 —
t(x,,n,)=
ko nk=ll+ank

dir. (Titchmash, 1968) e gore U, =1/(1+x,) tanumi kullamlarak ve

33

(3.21¢)

(3.23a)
(3.23b)
(3.23¢)

(3.24)

(3.25)
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- Xy

U =~ , 2 3.26
e (Q+n.x, )[1 +(n, - l)xk] e~ ( )

yazilarak Denk.(3.25) deki seri

t(x,,0,)=U, +(U,+U,)+(U, + U, +U,) +---+(U, +---+ U,)
veya,

t(x,,0,)=8+S, +8,+---+8_

bigiminde ifade edilebilir. Burada S, (x,), birbigim olmayan (non-uniformly),
sinirh (boundedly) yakinsak serilere bir 6rnek olup

S, () = Uy +U, +---+ U, =— ixxk (3.27)
dir. S, larla olusturulan n, x n, matrisi géz oniine alinarak

t(x,,1,) =18, —v(x,,n,)3 (3.28)
yazilir. Burada

V(x,,0,) = 0x U +1x Uy +---+(n, ~)x U, (3.29)

dur. Denk.(3.26) ya gore |x,| <1 halinde ve n, >2 alinarak v(x,,n,) ifadesindeki
her terimin sifir oldugu, yani limv(x,,n, »>©)—>0 oldugu gosterilebilir. Bu

durumda Denk.(3.28)

£(x,,1, = ) =-xi (3.30)
k
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formunu alir. Bu ifade, Denk.(3.24) de yerine konularak

h(x,,n, > x)= 1+—1~

Xy
veya yeniden yazilarak
b(x,) = 11 (3.31)
1—
1+x,

sonucu elde edilir. Dolayisiyla, Denk.(3.17) de verilen béliigiim fonksiyonu

2 <TIh(x,), q<2icn (3.322)
k=1

72 =TIh(x,), q=2ign (3.32b)
k=1

22=211h(x), q>2isin (3.32¢)

olur. Ote yandan, q->{ limitinde, Denk.(3.20) nin Denk.(3.18) de yerine
konulmas: halinde Denk.(3.17) yi

-] 1
78— - - 3.33
! g(l—exp(—xk)] ( )

sonucuna gotiiriir. k tek-parcacik durumundaki hallerin ortalama sayist

o, = > n,P, (3.34)
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ile verilir. k kuantum halinin n, parcacik tarafindan isgali olasilig1

Po= 2 P (3.35)
ny Gizerinden
toplam harig

olarak elde edilir. (3.22a) ifadesi hesaba katilarak ve boliigiim fonksiyonunun elde
edilmesinde kullanilan yol izlenerek Denk.(3.35) deki n, hari¢ n,n,,--- lizerinden

toplama yapildiginda

1
p? <____
O (+nx)Z] Hn§0(1+njxjj

veya

1
PP<— - h <2 icin 3.36
" )22 gnz_zo (x). a<2ig (3.36)

elde edilir. Bununla birlikte, Denk.(3.32a) ile verilen Z; 6nceki denklemde yerine
konuldugunda

1
PE < <2 ici 3.37a
" (g h(xy) T " (3.372)

bulunur. Benzer gekilde (3.22b) ve (3.22c¢) ifadelerinden yararlanilarak

1
Pf = , =2 igin (3.37b)
* (I+n.x,)h(x,) 1

1
P} > > 2 igi 3.37c
b)) T G379




ifadeleri elde edilir. q —4 limitinde Denk.(3.36) dan

s __ exp(-1.x,) 338
B i oo, 3

elde edilir. Denk.(3.37a) nin Denk.(3.34) de yerine konulmastyla

0,

, Q<2 ign (3.39)
(1+n,x,)h(x,)

o0
g< Y
0y =0
veya

1 0 2
— Ym(1+n,x,)™"
h(x, ) 0x, nkz=:0 -l

veya

gt 95 1 (3.40)
h(x,) 0%, ne=o (1+n0,X,)

bulunur. Denk.(3.25) ve Denk.(3.32) géz oniinde bulundurularak n, — oo igin

— 1 0
o, <— b gkh(xk) (3.41)

elde edilir. Tiirevin alinmasi sonucunda

1
n,<—m—— <2 igi 3.42
M @enee)” T 4

37
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ifadesi elde edilir. Denk.(3.23a) da n, =1 yazldiginda ve gikis noktasina geri
dontildiigiinde ve Denk.(3.42) de

1

2[1+(q - 1x, (3.43)

(1+x,)

degisimi yapildiginda esitlik hali igin

7, = L (3.44)
[1+(g-D)x, JeT -1

bulunur. Benzer tartismalar q =2 ve q>2 igin de yapilabilir, ancak elde edilecek
sonuglar Denk.(3.44) ile aym olacaktir. Denk.(3.44) ile verilen ifadeye

genellestirilmis Bose-Einstein dagilim ach verilir. ¢ —4 limitinde, Denk.(3.38) in
Denk.(3.35) de yerine konulmasiyla

— 1
i, —_ﬁe@(xk)—l (3.45)

sonucu elde edilir.

3.1.3 Genellestirilmis Planck Dagilim

Ozel hal olarak, Denk.(3.44) de p = 0 alindiginda (Landau et al., 1980)

i, = L (3.46)
[1+B(q - l)sk]ﬁ -1
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genellestirilmig Planck dagilinu elde edilir.

3.1.4 Maxwell-Boltzmann Dagilinu

Bose-Einstein istatistiginde bir durumun ¢oklu (multiple) isgali, klasik
haldekinden daha biyiiktiir. Bununla birlikte, Fermi-Dirac istatistifinde tersi
dogrudur. Pauli digarlama ilkesi nedeniyle bir durumun ¢oklu iggal olasilif:
sifirdir. Yani hi¢ bir ¢oklu iggal izinli degildir. Coklu iggallere sahip hallerin
imkansiz oldugu durumlar s6z konusu ise bu durumda ii¢ halin tiimii i¢in (Bose-
Einstein, Fermi-Dirac ve Klasik) ortak bir dagilim, yani klasik dagilim elde
edilmelidir. Matematiksel olarak bu, biitiin k degerleri igin 7, <<1 durumunda
olugmalidir. Bu bakimdan klasik istatistise (Maxwell-Boltzmann) dénmek

olasidir.

Denk.(3.44) de verilen genellestirilmis Bose-Einstein dagiliminda

[1+B(q—1)(s, - u)]ﬁ >>1

olmas: gerektigi sonucunu doguran #, <<1 alalim. Bu, yeniden ifade edilerek
— n
B, ~[1+B(q - (e, — ) s

1 1 (3.47)
~[1+B(q~Du[=[1+B(g - e, -1

sonucu bulunur. Denk.(3.47), Denk.(3.12) deki N de yerine konularak

N= %nk =[1+B(q - 1)u]ﬁ§k;[1+ B(g-1De, ]1?15 (3.48)
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bulunur. Dolayisiyla,

[1+B(q - 1)u]ﬁ = N + (3.49)
> [1+B(q - De,Ji—

k

elde edilir. Denk.(3.49), Denk.(3.47) de yerine konulursa genellestirilmis klasik

dagilim ifadesi olan
=
=N j”ﬁ(q—l)gk}l (3.50)
1;}[1+ﬁ(q - l)ak]l-q
ifadesi elde edilir.

3.1.5 Miikemmel Fermi Gazx

Sistemi olugturan pargaciklar ayird edilemez oldugu igin herhangi bir halde
1 den fazla pargacik bulunamaz ve iki pargacik degis-tokusuna gore dalga
fonksiyonu antisimetriktir. Fermi gazi, yanm tamsayili spinlere sahip
pargaciklardan meydana gelir ve Fermi-Dirac istatistigine uyarlar (bu istatistikte
n, = 0,1 dir). Simdi Denk.(3.14) ile verilen biiyiik boligiim fonksiyonunu yeniden
yazalim. Tiim gazin hali, tek-pargacik hallerinin tam kiimesinin iggal sayilart
verildiginde tek olarak belirlenir. Isgal sayilarinin biitin mimkin degerleri
hesaba katilarak béliigiim fonksiyonu

1

Zi = Y [1+B(q—1)(g, —u)n, +B(q - 1)(e, —pwn, +--+B(q — (g, — wm, +--i-a

0y,0y,

(3.51)
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olarak elde edilir. Sistemdeki parcacik sayisi sabit olmadigy igin iggal sayilan
birbirinden bagimsizdir. Dolayisiyla,

1

z=11 3 [1+B(q - (e, - w)n, s

=] 1y =0

elde edilir. Toplama iglemi yapildiktan sonra

1

Z,= ﬁ{1+[1+B(Q~1)(8k - u)nk]l_“?}

k=1

bulunur. Denk.(3.18) deki x, tanum g6z 6niinde bulundurularak q #1 i¢in Fermi

gazinin boligiim fonksiyonu

Zﬁzﬁ{1+[1+(q—l)xk]1_—13} (3.52)

k=1

seklinde yazilir. ¢ —>{ limitinde boliigiim fonksiyonu

]

Z] =1[1+exp(-x,)] (3.53)

k=1

olur. Biyiik kanonik toplulugun, iggal sayilart n,,n,,---,n,,--- olan bir halde olma

olasiligy
L L
B R L i e G D L
0,8, Ny e - ZF
q

(3.54)
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dir. Ote yandan, P’ olasiigi, yani k kuantum halinin n, pargacik (fermion)

tarafindan iggal edilme olasiligi

P.= 2 P n. (3.55)

g
ny izerinden
toplam hari¢

ifadesinden elde edilir. Z boliigiim fonksiyonunun hesaplanmasinda kullanilan

yol izlenerek ve Denk.(3.18) de verilen x, tamimm hesaba katilarak Denk.(3.55)

deki toplam yapilirsa
. 1
1+(q - 4 = L
Pni - [ +(q le:xknk]l q H{H[H(Q‘D’S]H} (3.56)
q 5
Jj#k

sonucu bulunur. Z7 nin Denk.(3.52) de verilen degeri Denk.(3.56) da yerine
konuldugunda

P - [1+(q- 1)xknk]? (3.57)
1+[1+(q - Dx, [

sonucu bulunur. g -1 limitinde

PF — exp(—x,1,) (3.58)
* 1+exp(—x,)

ifadesi elde edilir. Pauli digarlama ilkesinin sonucu olarak n, = 0,1 oldugu i¢in

1
= _ F _ pF
nk—znkPnk—Pl

ny =0
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dir. PF, Denk.(3.57) den ¢ozilerek
=
n=p= %{1+[1+B(q— (g, — u)]q—l} (3.59)

yazilir. Bu ifadeye genellegtirilmig Fermi-Dirac dagilim denir.

Eger P, q— 1 limitinde verilen Denk.(3.58) den belirlenirse sonug

1
=PF=— " 3.60
T =t exp(x,)+1 ( )

bulunur. Bu standart sonug, q —> 1 limitinde Denk.(3.57) den de elde edilir.

Bu kisimda, klasik ve kuantum gazlarini olugturan pargaciklarin istatistiksel
ozellikleri ile ilgili bir takim bag kosullan konularak genellestirilmis dagilim
fonksiyonlar1 bulunmustur. Bununla birlikte, bu hesaplamalarda kullamlan
boliigiim fonksiyonunun g¢arpanlara ayrilmasi, yaklagimin temel problemidir
(Pennini et al., 1995). Bu yaklagtmn, q’nun degerlerine bagl olarak tam
sonuglara bir stmrlama getirdigi iddia edilmektedir. Bunu 1spatlamak igin A veya
B enerji diizeylerine sahip bagli veya serbest durumlarda olabilen gok basit bir

fiziksel sistem ele alalim. Bu sistem igin

1 1

[1+(1-q)(A+B)Ja = [1+(1—q)A]ﬁ[1+(1—q)B]T—IE (3.61a)

esitsizligini g6z oniine alalim. Bu ifade
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exp{ﬁ]n[lnh(l— Q)(A +B)]} " exp{T_l—qln[1+(1— QA] +l—_lah1[1+(1— q)B]}

(3.61b)

bigiminde tstel olarak yazilabilir. Cebirsel islemler sonucu dogrudan

exp{ﬁln[“(l—Q)A“‘“(l‘Q)B]} # exp{ﬁln[“(l—q)AHl—(DB’f(l-‘DZAB]}

(3.61¢)

elde edilir. Eger bu esitsizligin sol ve sag taraflan sirastyla “tam” ve “yaklagik”
terimler olarak adlandirilirsa q>{ igin tam > yaklagm, q <4 icin tam < yaklagm
oldugu gorilir. Bu durumun sadece (A -B) nin pozitif olmasi durumunda gegerli
olduguna dikkat edilmelidir. Dolayisiyla, burada kullanilan yaklagim yonteminin,
q degerlerine bagli olarak tam sonuglara bir alt veya bir tist simr getirdigi agiktir.

3.2 Klasik ve Kuantum Gazlarmmn Genellestirilmis Riemann Zeta
Fonksiyonlar: Kullamlarak Tsallis Formalizminde Incelenmesi

Burada genellestirilmis dagilim fonksiyonlanmn daha matematiksel bir
sekilde nasil ifade edilebilecegi ele alinmugtir. Hurwitz (veya genellestirilmis
Riemann) zeta fonksiyonlarimn (Elizalde, 1989) genellestirilmig istatistiksel
termodinamigin klasik ve kuantum gazlanmn incelenmesi kapsaminda
kullanilmasi genel anlamda analitik ve sayisal hesap yapma olanagini saglar
(Oprisan, 1996). Gaz sistemleri i¢in ayn bir yol olmak iizere N tane parcaciktan
meydana gelen, parg¢aciklar arasi etkilesmelerin ihmal edilecek kadar az oldugu

bir grand kanonik topluluk igin béliigiim fonksiyonu (3.14) denkleminden
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Z,=  S[1+B(q-D)((e Wt +e, - )] (3.62)

i Kq, e ky

yazilabilir. Burada toplam, toplulugun girebilecegi olast k,,k,,---,k, tek-parcacik
halleri iizerinden alimr. Pargaciklar birbirinden ayirt edilemedigine gore,

k,,k,,---,ky indisleri arasinda bir fark yoktur. Bu nedenle (3.62) boligim
fonksiyonu

Z =2~ (3.63)

olarak yazilabilir. Burada

z= §[1+B(q -1)(g, - u)]?‘? (3.64)

k=0

genellegtirilmig tek-pargacik boliigim fonksiyonudur. (3.13) ifadesinden ise
parcacigin bir k tek-pargacik halini iggal etme olashgt

1

B, =—[1+Ba-~ Dz, ~ )] (3.65)

olur.

3.2.1 Carpanlara Ayuma Bakis Acisina Gore Klasik Gazlarm Davramg:

Genel yaklagima girmeden 6nce, sadece

g, =ak+b (3.66)
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seklindeki lineer enerji seviyesi dagilimina sahip sistemleri goz Ontine alalim.
Burada a ve b, sabitlerdir. Genis bir uygulama alani olmast nedeniyle harmonik

osilatér ele alinmaktadir.

CGarpanlara ayirma yaklagikliina gore, (3.64) denklemi
o 1 1
z=;0[1+B(q—l)sk)]iiﬁ[1+B(q—l)u]l-q (3.67)

olarak yazlabilir ve dolayisiyla olasilik dagilim

p - £1+B(q-1)sk)]f-‘cil (3.68)
§[1+B(q—1)sk)]ﬁ

haline gelir. (3.66) ifadesi, (3.67) ifadesinde yerine konularak

oo

z=Y[1+ B(q-1)(ak +b)]7—171
= (3.69)

1

=[ Blq-DaJri 3 (k +a)Fs

k=0

elde edilir. Burada

oo ltB@-Db _b 1 (3.70)
Blg-Db a PB(g-Da
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dir.  {(s,a)= i(n+a)‘s Hurwitz zeta fonksiyonu 1ile (3.69) ifadesi

n=0

kargilagtinldiginda s= Ll olduguna dikkat edilmelidir. Dolayisiyla, (3.69)
q-—

ifadesi ile verilen tek-pargacik dagilim fonksiyonu

2= (Ba)_sC(s,oc) (3.71)

S

bi¢iminde yazilabilir. (3.66) ve (3.71) ifadeleri kullanilarak, (3.68) denklemi

P (éc(*s— i)) (3.72)

bi¢iminde daha yararlt bir forma sokulabilir. k tek-pargacik diizeyinin iggal sayisi
i, = NP, (3.73)

dir. Burada N, ortalama pargacik sayisidir. sabit o degeri i¢in isgal sayisi, k mn

monoton olarak azalan bir fonksiyonu olup

oan, \ _ (k+o)™™"
(E)j e o

dir. Isgal sayisimin sicaklia gore degisimi daha ilging bir davrams bigimi ortaya
koymaktadur:

(@) —ﬁ(@k—) =ﬁk§[qs“’°‘)— ! ) (3.75)
oT oT ), a\ {(s,a) k+a

8
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k', knin (%ﬁ%) =0 oldugu durumdaki degeri olsun. Bu deger,

K (a s)=M_a=§M; (3.76)
’ C(s+1L,a) i(p o)™

denkleminden bulunabilir. Dolayisiyla, belirli bir k degeri igin, T sicakligt
azaldiginda k <k” olan enerji (energetic) diizeyin isgal sayistmn arttim (veya

tersi) gosteren

(@) S k- (3.77)
O

ifadesi yazilir. “Yogunlagma (condensation)” i¢in enerjik degerler spektrumunun
varligi, Pauli digsarlama ilkesinin etkin oldugu Fermi-Dirac sistemlerinin
ozelliklerini  hatirlatir.  Dolayisiyla, genellestirilmis Maxwell-Boltzmann
istatistiginde sistemin, Fermi gazlarina benzer 6zelliklere sahip oldugu

sOylenebilir. Aym zamanda, enerjinin ortalama degerinin

E= gSka = Cq—(sl,—a)—[a(;(s,a) —%C(s—l— 1,0()} (3.78)

oldugu bulunur. Ayrica Tsallis entropi tanimi zeta fonksiyonlan araciligiyla

T_ 1 Spa)_ _C(s+1,oc)
Sq—s(l lfv:oPk)_s(l _*—Cq(s,a)) (3.79)
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bigiminde yazlabilir. Boltzmann H-teoreminin, dzellikle Tsallis istatistigi igin,
gegerli oldugu kabul edilir (Ramshaw, 1995). Ancak bu varsayim, q fraktal
indisinin anlami problemini ¢6zmez. Bu nedenle, aym zamanda, Nernst
teoreminin  (termodinamigin  tgincii kanununun) de gegerli oldugu

varsayilmalidir. Dolayisiyla,

lim S} =0 (3.80)

T—>0 9

oldugunu goz 6niine alalim. (3.79) ifadesinden, Tsallis termoistatistiginin fraktal
indisini uygun bir sekilde belirleyen agagidaki denklem elde edilir:

CH(s,00) =G (s+1,0) (3.81)

Burada o, = lim o dir. (3.81) ifadesi kullanilarak, sistemin ortalama taban durumu

enerjisi

(3.82)

bi¢iminde yazilir. Burada k; = gn%k* dir. k" 1 anlamm goz 6niinde bulundurularak,
g,. 1n 0 K derecedeki Fermi diizeyinin enerjisi oldugu sdylenebilir. Dolay1styla,

Kklasik ve genellestirilmis Maxwell-Boltzmann istatistigi arasinda yeni bir fark

ortaya ¢ikar.
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3.2.2 Carpanlara Ayrilamayan Durum

Burada (3.64) ifadesi ile verilen bélisiim fonksiyonunun p ye gore
carpanlara ayrlabilecegini kabul etmek i¢in hi¢ bir neden olmadigim varsayalim.
Dolayistyla, (3.67) bagintis1 artik gegerli olmayacaktir. Bu sartlar altinda, (3.64)
ve (3.65) tammlan kullanmilacaktir. Biiyik kanonik toplulugun c¢arpanlara ayrilmis

béliigiim fonksiyonu

zZ= i[1+ B(q—D(ak+b —u)]f—l_q

k=0 L 1 (3.83)
=[ Ba-Daf-a3 (ke +o7)=s
formunda yazlabilir. Burada
OL*:1+ B((I*l)(b"-u):(b—u)_ 1 (3.84)
B(g—1)a a B(q—Da
dur. (3.83) bagintisi,
2= (—i—a)_sc(s,a*) (3.85)

bigiminde biraz daha sade bir bigimde yazlabilir. (3.66) ve (3.85) ifadeleri (3.68)
bagintisinda yerine konularak, olasilik dagilimm igin

P, = % (3.86)
s,0

sonucu elde edilir. Biiytik kanonik toplulukta ortalama pargacik sayisinin
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N=>n, (3.87)

tanim1 ve N nin sabit oldugu gergegi kullanilarak

(?&) =ﬁk§_[‘§(s+1’f‘*)_ ! ) (3.88)
oT ), al L(s,a’) k+a

ifadesi elde edilir. k;

(w) 2

k nin (%ﬁl%) =0 oldugu haldeki degeri olsun. Bu deger

. >p(p+a’)y™
R CL D BN = (3.89)

w = C(S+1,(X*) i(p +a*)~s—1

p=0

denkleminden bulunabilir. Dolayistyla, belirli bir k degeri i¢in

(@) g S Xk (3.90)
A a (kg, -a)k+a)

yazlabilir. k,, degeri, u kimyasal potansiyeline baglidur.

Sonug olarak, sistemin davramginin degismedigi ancak “Fermi seviyesinin”,

artik, gazin kimyasal potansiyeline bagli oldugu sdylenebilir.



3.2.3 Genel Coziim

Boliistim fonksiyonunun genel formu, (3.66) ifadesi dikkate alinarak,

1

Z,= 3 [1+B(a-D(z,, +&, ++e, )|

Ky kg

1 N (3.91)
:[aB(q—l)]I:q Z(k1+k2 +"'+kN+Y)l—q
Kp.ky .o
bi¢iminde ifade edilebilir. Burada
_1+B(q=DNb (3.92)
aB(q-1) '

dir. Bu sartlar altinda, k tek-parcacik enerjik diizeyinin gergeklesme olasilig1

o« —_

1
S (ot bk )

o Ry ky kg
P, =

X —

1
Y gtk otk +y)
Ky k=0 (3.93)
2 Clps Glsp+k+y)

— p=0

Z CpN+p—2 C.:(S, p + k)

p=0

dir. Burada, kisaca iggal sayisinin en 6nemli 6zelliklerinden bazilarint belirtelim.

Beklenildigi gibi enerjik seviye mertebesi arttifinda, iggal sayist

= -—SN p=0 = (394)
2. Gl G(sp+k)

p=0

(aﬁk) Z C§+p—3 C(S+1>P+k+7)
T
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formiiline gore azalir. Sicakliga gore davramsla ilgili bilgi elde etmek temel
problemdir. Bu nedenle, olasilik dagilimini daha yararli olan

i(pﬂ)(p +2)--(p+N-3)C(s,p+k+v)
P, = (N -2)2% (3.95)
2(p+D(p+2)---(p+N-2){(s,p +k)

p=0

bi¢iminde yazalim. N=3Pa, oldugu akilda tutularak sicakliga gore tiirev
k

alinirsa
(@) g(@) N (N-2)sF (3.96)
oT = 5 ’
AN a[z c;ﬂ,ﬂzc(s,pw)J
p=0

ifadesi bulunur. Burada, asagidaki notasyonlar kullanilmistir:

F= 358,(G+N-2)(s,i+k+7)5(s,i+7)

ij=1

E(s+Lj+y) C(s+Lli+k+y)
- 97
x[ &(s,j+y) C(s,i+k+7) } (3.97)

O, =(1+1({H+2)---(1+N-3)
Ayrica,

C(s+{,j+v) - (3.98)
C(s,j+v) v +]

esitligini saglayan bir j* degeri mevcuttur ve bu deger kullamlirsa iggal sayisi
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2 2 88, +N=2)¢(s,i +k+7)(s, j+1)(k+i" =)
N_~ ! * ok
(E?r) _ﬁ( % (k+y +1)(y +) (3.99)

a[z C2 C(s,D +7)}

olur. Genel olmasina ragmen bu bagint1 fazla yararli degildir. Bu nedenle, k=0

enerjik seviyesini goz Oniine alalim. Bu durumda 1, iggal sayisinin davranist

o 55,(j+N-2)(s,i+7)5(s j+7)E - 1)

N-2)¢ 3 — N
(?ro) :ﬁ( ) i,jz=o (r+i)(r+5) (3.100)
: a[go oz C(S:P +7)}
formundadir.
I - 8i8j(j+N—2)E(s,i+z)C(s,j+v) (3.101)
! (v +1)(v+7)

tanumun1 yapalim. Bu agsamada

I -1, = SiSJC(SJjY)C(s;j +7)
ST )+

(j-1)=84(j-1) (3.102)

ifadesini hesaplamak uygundur. Burada S;, II; nin simetrik kismudir. j* ve i°
degerleri sirastyla j ve 1 ye gore monoton fonksiyonlardir. Yukarda verilen

ifadeler aracilig ile

5 8.3,(j+N=2)5(s,i+y)5(s,j+y)( -i)
=0 (v +)(y +57) (3.103)

= 38,6 - )(i-1)<0

i>]
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sonucu elde edilir. Dolayisiyla, (%ﬁ?") <0 oldugu bulunur. Bu sonug, k =0 enerjik

seviyesinin iggal sayistmn sicaklik azaldiginda arttifini gosterir. Bu durum,
kuantum istatistifindeki yogunlagsma olayini animsatir.

3.3 Genellestirilmis Bose-Einstein Yogunlasmasi

Fraktal olmayan (Euclidean benzeri) bir uzay goz ontine alindiinda, ideal
Bose-Einstein gazi, bir faz gegigine sahip, tam olarak ¢ozilebilir, strekli bir
sistemdir. Bu faz gegisi, Bose-Einstein yogunlasmast (pargaciklann ¢ogu sifir
momentum haline geger) olarak bilinir. Sistemin fraktal bir uzayda gelistigi ve
etkilesimlerin s6z konusu olmadigi bir durum gdz oniine alinacaktir (Curilef,

1996).

Biiyiik bir V hacmi ve biiyilk N; pargacik sayist igin, T sicaklift ve u
kimyasal potansiyelinde Bose-Einstein istatistiine uyan pargaciklardan olugmug

1deal Bose-Einstein gazinin ortalama pargacik sayist

DR
m;@+%$§ngWW) (3.104)

dir. Burada D, sistemin icinde bulundugu uzayin boyutudur ve sifir olmayan

-D#i2

kritik sicaklik igin D>2 oldugu varsayilmigtir; g, fonksiyonu g,,(y)=2y™n
n=1

olarak tammlantr. n{” =1/[exp(—u/k,T)—1] niceliine sifir momentum hali denir

ve makroskopik olarak isgal edilebilir. Faz gegisi p —> 0 olurken gergeklesir. Sifir
momentum halinin isgal edilmesi, Bose-Einstein yogunlagmasidir. Bu durum

T<T, sicakliginda meydana gelir ve T, kritik sicaklify
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2 hz N 2/D
T ==L 1 (3.105)
* omk, | L(D/2)V

ile verilir. Burada {(x), Riemann zeta fonksiyonudur. T>T, igin n{” =0, T<T,

igin u=0ve T=T, +¢ (¢ > 0)i¢in n{” = ¢ dur.

Sifir momentum halindeki pargacik oram
©
L —[EJ, T<T, (3.106)

biciminde  yazlabilir.  (3.104)-(3.106)  denklemleri, Boltzmann-Gibbs
termoistatistigi gergevesinde elde edilen en ilging sonuglardir. Ancak fiziksel

sistem i¢in

(1) uzun menzilli kuvvetler ve /veya
(11) uzun bellek etkisi ve /veya
(i11) (multi)fraktal uzay-zaman

s6z konusu oldugunda Boltzmann-Gibbs termoistatistifi yeterli olmaz. Bu
hallerin herhangi birinin s6z konusu olmasi halinde, sistemin ekstensif
ozelliklerinin ihlal edilmesi beklenir. Daha dogrusu, karsilagilan giiglikkler ve

sonuglan soyle 6zetlenebilir:

(a) Euclidean benzeri uzay-zaman i¢in kuvvetler ya da bellek (veya her ikisi
de) uzun menzilli ise ve denge hali ile ilgileniliyorsa, Boltzmann-Gibbs

termoistatistifi ¢ok az ihlale ugrar ve formalizm yaklagik bir 6ngérii elde etmek
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i¢gin kullamlabilir. Bununla birlikte, yari-denge hali ile ilgileniliyor ise,
Boltzmann-Gibbs termoistatistii g¢ercevesinde elde edilen sonuglar Snemli

olgiide beklenilen sonuglardan sapar.

(b) (Multi)fraktal uzay i¢in, Boltzmann-Gibbs termoistatistifi yine 6nemli
olgiide ihlale ugrar ve bagka bir formalizme gerek duyulur. Bir fraktal uzay, kendi
kendine benzerlik (self-similarity), kuvvet yasalar (power laws), analitik olmama
(non-analyticity), korelasyon fonksiyonlart (correlation functions), v.s. gibi
fraktal yapilarin 6zellikleri ile bilinir.

Tsallis entropisine dayanan genellestirilmis termoistatistik gergevesinde
ideal Bose-Einstein gazim (Hamiltonien’de etkilegim terinn mevcut degildir),
fraktal bir uzayda (Euclidean olmayan) inceleyelim. Uzayin fraktal yapili olmas:
sonucu, standart olmayan bagka bir istatistigin (bu durumda Tsallis formalizmi)
kullamlmas: zorunludur. Burada sistemin kuantum mekanigi ile ilgili (yani,
Hamiltonien) hi¢ bir degisiklik géz oniine alinmanug ve fraktal boyutla ilgili
bilgi, q parametresinde muhafaza edilmigtir.

_ g )Ym® _

ifadesi tamimlanarak Denk.(3.104) de verilen ortalama pargacik sayisinin
genellegtirilmig sekli

ka D2
N, =ng°>+v(2nh2) G,(D/2,1) (3.107)

ifadesi ile verilir. Burada <O>, , O operatoriiniin g-beklenen degerleridir. n,

sifir momentum halinin genellestirilmig iggal sayis1 olup
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20 =3 5 Og (m0,0) (3.108)

n=1 m=0 10!

ifadesi ile verilir. G,(D/2,u) niceligi

G,(D/2,u) = i[l‘nl) 5 (n‘*')m K, (m,D/2,1) (3.109)

n=1 m=0 I

bigiminde tammlamr. (3.107) ve (3.109) denklemlerine gore, kritik sicaklik,
(3.105) ifadesinin genellestirilmis sekli olan

b _ [ 27K ¥ N,
<(KT, -(1-q)¥) >q_( m) B (3.110)

ifadesinin saglanmasi gart kogularak elde edilebilir. Denk.(3.106) ile verilen sifir
momentum halindeki par¢acik oraninin genellestirilmis bi¢imi ise

n® <(KT-(1-q)%)>* >,

CH 3.111
N, < (chq —(1-q)%)""? >, ( )
olarak elde edilir.

g’nun genel degerleri ile ilgili matematiksel giigliikler nedeniyle bundan
sonra q=J (veya q-1=0)hali goz Oniine alinacaktir. (Tsallis et al.,1995) de
verilen Denk.(7) kullamlarak, (3.110) esitligi asimtotik olarak

2/D
U(T
quil(T;q)z‘l"“”D(l+(1—q)(g-1) ;(T%)J =k,T, (3.112)
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bigiminde yazilabilir. T<T, oldugunda, Bose-Einstein sisteminin U; i¢ enerjisi

sicakligin fonksiyonu olarak

m
27

Ul(T):gV[ ) ~(kT)g“z;(D/zﬂ) (3.113)

bi¢imindedir ve aymt durum igin termodinamik potansiyel

Ql=~V( mﬁ) (KT)2 ¢(D/2+1) (3.114)
2Tk

ifadesi ile verilir. q#1, E =exp(-BQ,) oldugundan biiyiik kanonik toplulufun

boligiim fonksiyonu

mkT\™” D
oo = 3.115
= eXp[V[anf) &( . +1)J ( )

olarak yazilir. Denk.(3.112) dan T, igin bir denklem elde edilir ve bu denklem
T, i¢in ¢ozilirse

T, ={1—(1—-q)(g+%—1)§%—2+)—1)N1}];1 (3.116)

ifadesi elde edilir. (1-q) ya gore birinci mertebe diizeltme ile k =k, yazilir. Bu
yaklagim, eger q <1 ise kritik sicakligain azaldigini gosterir. Denk.(3.105) e gore,

q— 1" limitinde yogunluk iizerinde agik bir diizeltme vardir (yani, eger ortalama
N, pargacik sayisi sabit ise q <4 iken hacim artar). Ayrica
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10(L, _ (D"2)2+1 ¢(D/2+1) (3.117)
2D ¢(D/2) ’

oldugu bulunmugtur. Dolayistyla, T, nun q ya gore birinci tiirevi, D >2 nin tim

degerleri i¢in pozitiftir.

Sonug olarak mevcut yaklasimda, Bose-Einstein yogunlagmasinin faz gegisi
igin kritik sicakligin, nonekstensif termoistatistik go6zonine alindiginda
diizeltilmesi gerektigi goriiliir. Ayrica, bagka problemlerdeki kritik sicaklik q#1

i¢in degisime ugrar.

Evrenin olas: fraktal yapisi nedeniyle, genelde, bu formalizm kozmoloji ve
gravitasyonda karsilagilan problemlere uygulanabilir. Gravitasyon teorisindeki
bazi problemler, q=#1 degerleri kullamlmadiginda termodinamik olarak

tammlanamazlar. Yildiz sistemleri ( galaksiler veya galaksi kimeleri gibi) ve

solar notrino problemleri buna 6rnek verilebilir.

3.4 Planck Isima Yasasimn Genellestirilmesi

Tsallis ve arkadaglar (Tsallis et al., 1995) tarafindan yapilan bir calismada,
mevceut kozmik fon 1gimasimin, uzun-menzilli gravitasyonel etki nedeniyle Planck
1sima yasasindan (biraz) farkli olup olmadigini g6rmek igin genellestirilmis
Planck 1gmma vyasast elde edilmigtir Bu ¢alismada Tsallis ve ark,

Z, =~ Zl{l—%(l— q)p? < >1} ifadesi ile verilen boligim fonksiyonundan

yararlanarak (burada Z, ve <#* >, , Boltzmann-Gibbs istatistifinde karsilik gelen
niceliklerdir) B(1-q) — 0 limitinde, q =1 (Tsallis et al., 1995) i¢in



61

D h2 3 3 —x —x
V) f ~ xx (1- ™) 1+ (1= g)x 1+e_x_§ 1+3i i (3.118)
8n(kT) e*—1 I-e™ 2(1-e™)

ifadesi ile verilen genellestirilmis Planck yasasim elde etmiglerdir. Burada D (v)
birim hacim bagina foton enerji yogunlugu, v foton frekansi, x = hv/kT dir. Daha
sonra bu ifadeyi, kozmik mikrodalga fon isimasina, Planck 1sima yasasindan
sapmalart test etmek i¢in uygulamiglar ve Cosmic Background Explorer
uydusundan Mather ve arkadaglan (Mather et al., 1994) tarafindan elde edilen
verilerden  |q-1<3.6x10° sartimn  saglandifu %95  giivenilirlikle
belirlemiglerdir. Bu caligmada, daha basit ve daha genel olan (q=1 olmak
zorunlulugu yoktur) bir yaklagim kullamlarak, Planck 1gima yasas:
genellestirilmeye ¢aligilacaktir.

Fotonlarin, belirli hk/2n momentum ve hv enerji degerlerine sahip gesitli
kuantum hallerine dagilim,

<n, >P= ! (3.119)

r " q 1

[1—(1—@1)%}0'_l -1

genellestirilmig Planck dagilimi [Denk.(3.46)] ile verilebilir. Diger taraftan, v ile
v+dv arasindaki frekanslara sahip fotonlarin kuantum halleri sayisi, 8tVvidv/ ¢’
dir (V, foton gazimin hacmidir). Bu niceligin Denk.(3.119) ile g¢arpilmasi
sonucunda bu frekans araligindaki foton sayisinin belirlenebilecegi agiktir:

aN =37 Vidy (3.120)

3 1

¢ hy Tat
[1—(1—@%]" -1
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2.0
q=1.05 (Bu galigma)
1.5 .
q=1.05 (Tsallis et al.,
1995)
% q=
x
o 10
:';: q=0.95 (Tsallis et al.,
A 1995)
: q=0.95 (Bu galisma)
0.5
0.0 1 1 1 | [
0 1 2 3 4 3 6
hv/kT

Sekil 3.1 Bu galigma ve Tsallis ve arkadaglarinin sunmus oldugu galigma (Tsallis et al.,
1995) gergevesinde elde edilen sonuglara gore birim hacim bastna siyah cisim
foton enerji yogunlugunun hv/kT ye gore degisimi.

Dolayistyla bu araliktaki foton enerjisi

3
_ 8thV vdv (3.121)

3 1

¢ a1
[1-(1—@%]“ -1

dE
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ifadesi ile verilir ve nihayet birim hacim bagina foton enerji yogunlugu

3
D,(v)= Sh > (3.122)
C

1

[1—(1—<1)~1}2—;.J(rl -1

ile verilir. Bu ifade genellestirilmis Planck yasasidir. Bu ifadenin Tsallis ve
arkadaglart [makalelerindeki Denk.(5)] tarafindan elde edilen ifade ile
kargilagtinimasi, Sekil 3.1 de gosterilmigtir. Sekilden, iki D,(v) egrisinin diigiik
frekanslarda birbirine tam olarak uyustugu gorilir. Ote yandan, egrilerin
maksimum oldugu frekanslara dogru, egrilerin birbirinden bir miktar saptig1
goralir. Bu, kullanilan yaklagimun q >1(q <1) oldugunda tam sonuca bir iist (alt)
simr olarak kendisini gostermesi nedeniyle beklenen bir sonugtur. Bu siurin,
genellestirilmig dagilim fonksiyonlarinin uygulamalarinin tartigildigs Pennini ve
arkadaglan tarafinda sunulan galigmada (Pennini et al., 1995) (bu referansdaki
Sekil 1 ve 3 e bakimiz) ortaya konan sinirla tam olarak aynt oldugunu belirtmek
Onemlidir.

Aynica, x=hv/kT <<1 halinde, Denk.(3.122) nin

8n(kT)’ x’
D, (v)= 3.123
) h*c? X+(2;|q)x2+(2"‘1)§?_2q)xs+m ( )

olacagi dogrulanabilir. Bu ifade, genellestirilmis Rayleigh-Jeans yasasidir.
Bilindigi gibi q —f limitinde bu ifade, standart Rayleigh-Jeans yasasina kargilik

gelen D, (v) < x* o V¥ ifadesine doniigiir.
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Buna ilaveten, Stefan-Boltzmann yasasi dogrudan genellestirilebilir ve q ya

baglt bir sabit goz oniine alimirsa (o,) yine T ile orantili olacak gekilde aym
formda kaldigs goriiliir. Bunu gormek igin, birim yiizey bagina yayilan toplam
giicli yazalim:

P, = [dvD,(v) (3.124)

Eger burada boyutsuz x degiskenine sahip Denk.(3.122) kullanilirsa

4 =
P, = 173*3 T X (3.125)
¢ O[1-81-q)xfra -1

ifadesi elde edilir. Integral T den bagimsiz oldugu i¢in

P =oT (3.126)

q q

yazilabilir. Bu ifade ise q ya bagh bir sabit kullamilmak tizere genellestirilmig

Stefan-Boltzmann yasasidir.

Aym zamanda, genellestiriimis Wien kayma yasasimda elde etmek
miimkiindiir. Denk.(3.122) maksimum yapilarak, v, (D,(v) ifadesini maksimum

yapan frekans degeri) e gore lineer olmayan bir denklem elde edilir:
1

hv hv_ |a-1 hv
m(3q—4 (=) —m “'m3(1-q)=3=0 3.127
[——kT (3q )+3J[1 (1-q) kT} T4 X q) (3.127)
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Bu denklemin analitik ¢oziimiinii bulmak ¢ok gii¢ oldugundan grafik ¢oziim daha
uygundur. Grafik ¢oziimden, q = 0.95 ve q =1.05 igin sirastyla hv_/kT =2.444 ve
3.347 elde edilir. Tsallis g-indisinin ayni degerleri igin (Tsallis et al., 1995) de
verilen Denk.(19), hv_/kT=2.563 ve 3.08 degerlerini verir. Yine bu makalede
verilen sonuglarin tam sonuglar i¢in simir sagladigim gérmek miimkiindir.
Ayrica, (Tsallis et al., 1995) de verilen v,_(q>1)>v_(q=1)> v_(q <1) sonucu, bu
calisma igin de gegerlidir. Bu sonug ve q,-deforme kuantum gruplan aragtirma-
larindan elde edilen sonucun [yaniv,(qe)= va(1/qg)ve vu(gs <1) < V(e =1)]

arasinda 6nemli bir sapmanin oldugu kolayca goriiliir.

Sonug olarak genellestirilmis dagilim fonksiyonlarinin kullanilmasi daha
kolay fiziksel sonuglara ulagmamizi saglamakta ve dagilim fonksiyonlarinin

genellestirilmesinin 6nemi ve yaran agik olarak gériilmektedir.
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4. SONUCLAR

Standard BGS istatistiginin bagarisiz oldugu alanlarda toplanabilir olmayan
bir formalizm, genellestirilmig (Tsallis) termoistatistigidir. Bu ¢aligmada s6z
konusu termoistatistigin temelleri ele alinmaktadir. Bu gergeve igerisinde klasik
ve kuantum gazlar ele alinmustir. q entropi indisinin, fiziksel sistemlerin hangi
parametrelerine bagli oldugunun aragtinlmasi 6nem arz etmektedir. Bu nedenle
klasik ve kuantum gazlan uygulama alani segilmisgtir.

Bose ve Fermi gazlart (kuantum gazlan) ve klasik gazlar igin, Tsallis
entropist kullanilarak dagilum fonksiyonlan elde edilmigtir. Boson ve fermion
gazlanmin Z7 ve Z bolusim fonksiyonlari, q=1 halinde elde edilmigtir
[Denk.(3.32) ve Denk.(3.52)]. k kuantum halinin n, pargacik tarafindan isgali
olasihi1 p, , yine bosonlar ve fermionlar igin hesaplanmistir [Denk.(3.37) ve
Denk.(3.57)]. Klasik gazlar i¢in genellestirilmis klasik dagilim fonksiyonu, Bose-
Einstein dagiliminin bir limit hali, yani bitiin k degerleri i¢in T, <<{, olarak
belirlenmigtir [Denk.(3.50)]. Ayrica, genellestirilmig Planck dagilimi, fotonlarn
bosonlar olmasi nedeniyle kimyasal potansiyel iizerinde pu=0 kogsulu
kullanilarak, genellegtirilmis Bose-Einstein  dagihimndan  elde  edilmigtir
[Denk.(3.46)]. q—>1 halinde, Tsallis entropisinin Shannon entropisine
dontigecegi agik oldugu ic¢in dagilim fonksiyonlan standard formlarina

dontigirler.

Hurwitz zeta fonksiyonlann kullamlarak klasik gazlar istatistigi,
genellestirilmis formalizm gergevesinde incelenmis ve enerji  diizeyleri
Denk.(3.66) ile verilen lineer dagilima sahip sistemler igin Tsallis entropisi ve
ortalama enerjinin agik ifadeleri bulunmugtur. Aymi zamanda olasilik dagilim



67

analiz edilerek, sistemin bir Fermi gazi gibi davrandigi bulunmugtur. Bu
¢aligmada tammlanan yontem, lineer enerji seviyesi dagilim ile smurlt olmayip
daha genel sistemlere genisletilebilir.

Bose-Einstein yogunlagmasinin faz gegisi igin kritik sicakligin, toplanabilir
olmayan termoistatistk g6z ©6nine alindiginda dizeltilmesi gerektigi
gosterilmigtir. Kritik sicaklifin, q entropi indisine bagh olarak arttigy goriilebilir.
q entropi indisinin fiziksel anlami ortaya konulmugtur. Ayrica, genellestirilmig
Planck dagilimi [Denk.(3.46)], siyah cisim 1gimast olay1 igin Planck yasasina
uygulanmugtir.

Gintimiizde toplanabilir olmayan fizik iki yonde gelismektedir. Bunlardan
birincisi kuantum gruplan, ikincisi ise GST dir. Bu ¢aligma ikinci baglik altinda
sunulan alanda yapilmustir. Her iki yonde yapilan ¢aligmalar, lineer olmayan fizik
ile ilgili formalizmler arasindaki iligkilerin ortaya konmasina imkan vermektedir.
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EKLER

EK 1 Dinamik Fiziksel Sistemlerin Ele Al Bigimleri

Dinamik fiziksel sistemler, uzay ve zamanin siirekli ya da kesikli olmasina

gore agagida listelendigi sekilde ele alinabilir:

a) Siirekli zaman (t eR)

uzay
Stirekli Kesikli
(xeR?) (x eN)
Alan
-Maxwell denklemleri. -Bravais Orgiisiinde klasik
Sirekli | -Schréedinger denklemi. fononlar.
(¢ eR”) | -Navier-Stokes denklemi -Orgil alan teorisi.
-Alan teorisi.
Kesikli | -Newton denklemi. -Geligigiizel ikili girulti.
(¢ eN) | -Ozel gorelilik denklemleri.
(b) Kesikli zaman (t eN)
uzay
Siirekli Kesikli
(xeR?) (x eN)
Alan
-Reel ve kompleks lojistik
Stirekli gorintilleme.
(6 eR®) | -Kesikli-zaman alan teorisi. -Bir 6rgiiye ciftlenmis
goéruntillemeler.
-Siirekli néron aglar.
Kesikli | -Cantor fraktal tozu. -Hopfield néronal model.
(¢ eN) -Hiicre otomatigi.




EK 2 Genellestirilmis Termodinamik Formiilasyon

Genellestirilmis termodinamik formiilasyon kisaca soyle 6zetlenebilir:

Esolasihikl1 entropi S, =kln, W
Genel (generic) entropi S, = —k(ln . ﬁ)
q
. o Bl
Kanonik egboliigiim dagilimi | Pa = T rqe—ﬁflp
q
I¢ enerji ?
¥ g U= —Eglnq q
Helmbholtz enerjisi F =- 1 I, Z,
B
Difiizyon e P
P(x)=——5
J dxe
Baglangi¢ kosullarina Ax(t) _ it
hassas bagimlilik ax(0)-0 Ax(0) *
Likelihood fonksiyonu w({p,}) ezq({va})
Keyfi-erigimli UN,T) T . _
etkilesmeler (N — ) NN U N/’ (N"=lng N)
Tavlama benzegimi T(t) I, (1/2)  2¢'-1
(t=1a2:39“°) -

T(1) lnq(t%) T (D1

71



72

EK 3 Hurwitz (veya Genellestirilmis Riemann) Zeta Fonksiyonu

Hurwitz (veya genellestirilmig Riemann) zeta fonksiyonu, o > 0 igin

L(s;0) = 3 (p+a)™ E3.1)

p=0

serisi ile tanimlanir (Elizalde, 1989). Bu seri Re(s) > 1 i¢in mutlak yakinsaktir. Bu
calismada, agagida verilen ¢ok boyutlu Hurwitz zeta fonksiyonu kullamilmigtir:

C(s;ay,7--,ay,8) = Z(~%1n1>"':aNnN+a)_s (E3.2)
Burada a,,---,ay,a degerleri sabitlerdir. (E3.2) serisinin Mellin doniigtimi

yapildiginda

0

o0
dt ts—l e-—t(a,n, s ANy +a)
F(S) n1,~~-§N=0 {

r( ){dtts—l —-at((l e—aNt)—1+ Ze-aktg(l —at )

—a2y T Gsb4b, +ootb, ) (E3.3)

p=0  1Sk;<--<k,<N-1

Q(S;ap"',aN,a) =

ifadesi bulunur. Burada b, =—-, b=i, j=12,---,(N-1) dir. Eger
a

a, =a, =---=a, ise bu durumda

-5 a
C(S7 al:' " aNaa) = a1 %C%-&p—ZC(S;p +:) (E34)
p= 1
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olur.

Metin i¢inde kullamilan Hurwitz zeta fonksiyonunun en Onemli
ozelliklerinden bazilart sunlardir:

1. (M) =—i(p+oc)'sln(p+oc)<0

0s p=0

2. (é§~(s’—a)) = —si(p +a) " =—sl(s;a) <0

0501 p=0

3. Spp+a)t=3C(—a)(s-k;a)

p=0 i=0

4 i:;pt(s;p+a)=icf(-a)i(C(s—i+j;a>+(1—b)c(s—i+j;a))

j=0
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