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OZET

YUKSEK LiSANS TEZi
GRAFIKSEL METRIK UZAYLARDA BAZI SABIT NOKTA TEOREMLERI
Meryem ISIK

Mus Alparslan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damsman: Dog. Dr. Muaz SEYDAOGLU

Bu tez ¢alismasinda, kismi siralama bagntisi ve graf teorisi hakkinda bilgi verilmis olup grafiksel
metrik uzaylarda bazi sabit nokta teoremleri incelenmistir. 11k olarak, tez boyunca kullanilacak olan temel
tanim ve teoremler verilmistir. Daha sonra, grafiksel metrik uzay verilerek bazi topolojik Szellikleri
incelenmistir. Ardindan grafiksel metrik uzayda Banach sabit nokta teoreminin bazi genellestirmeleri
ispatlanmistir. Bir sonraki kisimda grafiksel b-metrik uzay ve bazi topolojik 6zellikleri incelenerek
grafiksel metrik uzaylardaki sabit nokta teoremleri bu uzaylara taginmistir. Ayrica ana teoremlerin
etkinligini gostermek i¢in baz1 dmekler verilmistir. Son olarak, grafiksel genisletilmis b-metrik uzay
kavramt tanitilmis ve bu uzayda bazi sabit nokta teoremleri incelenmistir.

2020, 44 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Metrik Uzay, Kismi Siralama Bagintisi, Graf Teori, Grafiksel Metrik Uzay,
Grafiksel b-Metrik Uzay

v



ABSTRACT

MASTER’S THESIS

SOME FIXED POINT THEOREMS IN GRAPHICAL METRIC SPACES
Meryem ISIK

Mus Alparslan University Natural and Applied Science
Department of Mathematics

Advisor: Assoc. Prof. Dr. Muaz SEYDAOGLU

In this study, informations about partial order relation and graph theory are given and some fixed
point theorems in graph metric spaces are examined. Firstly, the basic definitions and theorems to be used
throughout the thesis are given. Then, by giving graphical metric space, some topological properties on
such space are examined. Subsequently, some generalizations of Banach's fixed point theorem in
graphical metric space are proved. In the next section, by examining graphical b-metric space and some
topological properties of such space, the fixed point theorems in graphical metric spaces are moved to
graphical b-metric spaces. In addition, some examples are given to demonstrate the effectiveness of the
main theorems. Finally, the notion of graphical extended b-metric space is introduced and some fixed
point theorems on this space are investigated.

2020, 44 Pages

Keywords: Metric space, Partial order relation, Graph theory, Graphical metric space, Graphical
b-metric space.
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1. GIRIS

Sabit nokta ¢aligmalari; bir doéniisiimiin sabit noktasimin hangi sartlar altinda var
oldugunu, varsa tek olup olmadigini ve nasil bulunabilecegini inceler. X bos olmayan bir
kiime ve T dontistimii X den X e tanimli olsun. Bu takdirde T (x) = x denklemini saglayan
x € X noktalarina T déniiglimiiniin sabit noktalar1 denir. Ornegin; X = [0,1] araliginda
taniml f(x) = x? ve g(x) = 2x doniisiimlerini ele alirsak, f nin (x = 0 ve x = 1) iki
tane sabit noktas1 vardir fakat g déniistimiiniin (x = 0) bir tane sabit noktas: vardir.
Ayrica f ve g doniigtimlerini Y = (0,1] araliginda tanimlarsak f déniigiimiiniin (x = 1)
bir tane sabit noktas1 kaldig1 gibi g déniisiimiiniin ise hic sabit noktas1 kalmaz. Ornekten
de anlasilacag: lizere sabit noktamin varligi tammlanan aralifa bagli oldugu gibi
doniisiimiin niteligine de baghdir (Isik, 2016). Béyle bir doniisiimiin sabit noktalarinin
varl18i, niteligi ve sayis1 hakkinda bilgi veren ¢ok degisik teoremler vardir ve bu teoremler
Sabit Nokta Teoremleri olarak adlandirilir. Sabit nokta teoremleri uygulama alan1 son
derece genis olan teoremlerdir (Badii, 2008).

Sabit Nokta Teorisi, Matematigin; Fonksiyonel Analiz, Genel Topoloji,
Diferansiyel Denklemler vb. gibi alt dallarimin yani sira; Fen bilimleri, istatistik ve
ekonomi gibi farkl alanlarda da genis ¢alisma alanlarina sahiptir. Bu yiizden bu konuda
bir¢ok farkli calisma yapilmistir ve halen yapilmaya devam etmektedir. Sabit nokta
teorisinin gegmisi 19. ylizyilin son zamanlarina Ozellikle diferansiyel denklemler
tizerindeki ¢alismalarda kullanilan yaklagim y6éntemlerine kadar dayanmaktadir (Border,
1985) (Cataldo ve ark., 2006) (Goebel ve Kirk, 1990). Burada kullanilan yaklasim
yontemleri Cauchy (1884), Liouville (1836), Lipschitz (1877) ve en Onemlisi Picard
(1890) ile bilinmektedir. Daha sonra 1910 yilinda Brouwer (1910) tarafindan sonlu
boyutlu uzaylarda verilen bir teorem ile daha dikkat ¢ekici hale gelmistir. Ardindan
Schauder, R" yerine Banach uzayini alarak Brouwer teoremini baz1 ek sartlarla birlikte
sonsuz boyutlu uzaylara su sekilde genisletmistir: "Bir Banach uzayinin kompakt ve
konveks bir alt kiimesinden kendi tizerine tanimli siirekli her doniisiim bir sabit noktaya
sahiptir." Sonrasinda 1922 yilinda Banach tam metrik uzaylarda sabit nokta teorisi
¢alismalarim baglatmig ve biiziilme déniisimii prensibi olarak da bilinen "(X, d) bir
metrik uzay ve T: X — X daraltan doniisiimii olmak lizere Vx,y € X i¢in

d(Tx,Ty) < kd(x,y)



olacak sekilde bir k € [0,1) sabiti varsa T, X de bir tek sabit noktaya sahiptir." teoremini
ifade ve ispat etmistir. Metrik uzayda biiziilme déniisiimiiniin en anlasilir tamimi, farkli
iki noktanin goriintiileri arasindaki uzakhifin bu noktalar arasindaki uzakliktan daha
kiigiik olmasidir. Bu sebeple her biiziilme doniigiimii siireklidir. "O halde siirekli olmayan
doniigiimler de bir tek sabit noktaya sahip midir? Ve siirekli olmayan doniistimlerin bir

tek sabit noktaya sahip oldugu gosterilebilir mi?" 1968 de Kannan biiziilme gartinin yerine
AE [0,%) olacak sekilde;
d(Tx,Ty) < A[d(x,Tx) + d(y,Ty)]

esitsizligini kullanarak bu sorunun cevabinin olumlu oldugunu goéstermistir (Kannan,
1968).

Banach biiziilme doniigiimii prensibi, Picard iterasyon dizileri yardimiyla kolay
ispatlanabilir oldugu i¢in ve birgok farkli alanda denklemlerin bir tek ¢oziimiiniin
varligim gostermede uygulanabildigi i¢in birgok aragtirmaci tarafindan ya biiziilme
doniisiim sart1 zayiflatilarak ya da doniigiimiin tanimli oldugu kiime genisletilerek
genellestirilmistir (Isik, 2016). Ornegin, 2004 yilinda Ran ve Reurings (2004), kiime
tizerinde kismi siralama bagntis1 tanimlayarak kiimedeki biitiin elemanlar yerine sadece
karsilagtirilabilir elemanlar i¢in saglanan biiziilme doniistimlerini incelemis ve ek sart
olarak déniigiim tizerine siireklilik sarttm koymustur. Elde ettikleri sonuglar1 da matris
denklemlerin bir tek ¢oziimiiniin varliginm géstermek i¢in kullanmigtir. Daha sonra, Nieto
ve Lopez (2005) doniistimiin stireklilik sartim kaldirarak Ran ve Reurings (2004) in
sonuglarim genisletmis ve elde ettikleri sonuglar1 sinir deger problemlerin bir tek
¢oziimiiniin varligini géstermek i¢in kullanmigtir. Daha sonra, 2007 de Jachymski (2008)
biiziilme doniistimii lizerinde siralama yapisi yerine graf yapisin1 vererek sabit nokta
teorisinde yeni bir yaklasim ele aldi. Son olarak, Shukla ve arkadaslarn (2017), bir
grafiksel yapiy1 igeren kiimeler igin metrik uzay kavramini genellestiren grafiksel metrik
uzay kavramim tanitti. Bir grafiksel metrik uzayda, tiggen esitsizligi sadece uzay ile
olusturulan grafiksel yapidaki baz1 yollar tizerinde bulunan noktalar i¢in saglanir. Sonug
olarak onlar bir grafiksel metrik uzayin tiim noktalar i¢in saglanmasina gerek olmayan
daha zayif bir biiziilme doniisiimii tanimladi. En son, Chuensupantharat ve arkadaslan
(2015) grafiksel b-metrik uzayi kavramimi tamitti ve bu uzaylar tizerindeki biiziilme
doniisimleri i¢in bazi sabit nokta teoremleri verdi.

Grafik; koseler ve koseleri birlestiren kenarlardan olusan yapidir. Graf Teori

diskret matematigin bir bransidir. Graf teori nesneler arasindaki iliskileri modellemek i¢in



kullanilan matematiksel yapilar olan graflarin incelemesidir. Graf Teori; fizikte, sayisal
biyokimyada, farkli elektrik devrelerinde ayrica DNA ve RNA yapilarmi ¢aligmada
kullanilabilir (Kaundal, 2017).



2. TEMEL KAVRAMLAR
2.1. Metrik ve Topolojik Kavramlar

Tanmm 2.1 X bos olmayan bir kiime olmak lizere agsagidaki sartlari saglayan

d: X X X = R* fonksiyonuna X iizerinde bir metrik, (X, d) ikilisine de bir metrik uzay
denir (Bayraktar, 2006).

M1) d(x,y) =0=x =y;

M2) Vx,y € X igin d(x,y) = d(y, x);

M3) Vx,y,z € X igind(x,z) < d(x,y) + d(y,2)

Ornek 2.1 Vx,y € X, d(x,y) = |x — y| seklinde tammlanan d: X x X - R*
fonksiyonu R tizerinde bir metriktir. Bu metrige mutlak deger (alisilmis) metrigi denir

(Bayraktar, 2006).

Ornek 2.2 X bostan fakli herhangi bir kiime olmak iizere her x,y € X igin,

d(x,y) ={

ile taniml d dontisiimu ayrik (diskret) metriktir (Isik, 2016).

0, X =yise
1, x *Fyise

Tanm 2.2 (X, d) bir metrik uzay, {x,}, X de bir dizi ve x, € X olmak {izere, her £ > 0
i¢in en az bir ny € N vardir 6yle ki her n > ng i¢in d(x,, xy) < € oluyorsa, {x,} dizisi

Xo noktasina yakinsiyor denir ve lim x,, = x, veya x,, = X, seklinde gosterilir.
n-sco

Yakinsak olmayan diziye 1raksak dizi denir. Bir diger ifadeyle, x,, — x, ise dizinin

belli bir terimden sonra biitiin terimleri x; 1n uygun bir € civarinda bulunur (Bayraktar,

2006).

Ornek 2.3 (R, d) 6klid uzaym ve X = (0,1) € R araligi diigiinelim.

Xp = (i,%,i, ...) dizisi R de yakinsaktir ve lim x,, = 0 dir. x,,, X de yakinsak degildir.
n—>oo
Cunkii lim x,, = 0 fakat 0 € X dir. Ancak X = [0,1) alinursa x,, = (%,g,i, ...) dizisi X
n—->0

de yakinsak olur. Bu 6rnekte de goriildiigii lizere yakinsaklik dizinin niteligine gore

degistigi gibi dizinin tanimlandig: araliga gére de degisir (Isik, 2016).



Ornek 2.4 Mutlak deger (alisilmis) metrige gére R de {x,} = (1,2,3, ...) dizisi yakinsak

degildir. Fakat genel terimi x,, = -n—i—l- olan dizi yakmsaktir. Ciinki,

L 0|—0
n+1 B

limd(x,,0) = lim
n—oo n—»oo
dir. Yani ayn1 metrige gore tanimladigimiz diziden biri yakinsak digeri yakinsak degildir.

Dolayisiyla yakinsaklik diziye gére de degisebilir (Isik, 2016).

Ornek 2.5 R? de genel terimi x,, = (1, %) olan {x,} dizisini diigiinelim. x = (x4,%;) ve
y = (y1,¥2) € R olmak iizere,
d(x,y) = max{|x, — y1|,|xz — y2l}

metrigini alirsak bu dizi bu metrige gore (1,0) noktasina yakinsar. Yani,
1 1
d(x,, (1,0)) = max{ll —1), |;L-— 0|} ==-—0
dir. Fakat bu dizi ayrik metrige gére yakinsak degildir. Ciinkii d, R? de ayrik metrik ise,
limd(x,, (1,0))=1+%0
n—>o0

dir. Yani, yakinsaklik metrige gore de degisir (Isik, 2016).

Tamm 2.3 Bir metrik uzayda herhangi bir dizinin terimlerinin kiimesi sinirh ise, bu diziye

sinirli dizi denir (Bayraktar, 2006).

Teorem 2.1 Metrik uzayda yakinsak her dizinin limiti tektir ve yakinsak diziler sinirlidir
(Balci, 1997).

Tanmm 2.4 (X, d) bir metrik uzay ve {x,,} € X olsun. k € N i¢in n;, < 1y, olmak iizere

{xnk} dizisine {x,,} dizisinin bir alt dizisi denir (Balc1, 1997).

Teorem 2.2 Bir metrik uzayda yakinsak bir dizinin her alt dizisi de yakinsaktir ve dizinin

kendisi ile alt dizileri ayni noktaya yakinsar (Balci, 1997).

Tanim 2.5 Bir (X, d) metrik uzayinda herhangi bir dizi {x,, } olsun. Eger her £ >0 sayisina
karsiik m > n > ng 6zelligindeki her m,n € N igin d(x,, x,,) < € olacak sekilde bir

ngy € N var ise {x,} dizisine bir Cauchy dizisi denir. Eger (X, d) metrik uzayindaki her



Cauchy dizisi bu uzayda bir noktaya yakinsiyor ise (X, d) ikilisine tam metrik uzay denir

(Balci, 1997).
Teorem 2.3 Bir metrik uzaydaki yakinsak her dizi bir Cauchy dizisidir (Balci, 1997).

Uyar 2.1 Yukaridaki teoremin tersi genelde dogru degildir (Balci, 1997).

Ornek 2.6 X = (0, 1] bir alistlmis metrik uzay ve {xn = %:n € N}, X de bir dizi olsun.

Bu takdirde {x,,} bir Cauchy dizisidir. Gergekten, her ¢ > 0 ve m,n > i icin

d(xp, xpm) = |1— l| <e€

n m

dir. Ancak x,— 0 ¢ X oldugundan {x,} dizisi X de yakinsak degildir (Balc1, 1997).
Uyan 2.2 Tam bir metrik uzayin her alt uzayi tam olmayabilir (Balc1, 1997).

Ornek 2.7
a. R reel sayilar kiimesi mutlak deger metrigine gore tamdir. Ancak Q@ € R
rasyonel sayilar kiimesi bu metrige gore tam degildir.
b. Bir diskret metrik uzayda her Cauchy dizisi yakinsak oldugundan, her diskret
metrik uzay tamdir (Bayraktar, 2006).

Teorem 2.4 Bir X tam metrik uzaymin bir M alt uzayinin da tam olmasi i¢in gerek ve

yeter sart M nin X de kapali bir kiime olmasidir (Bayraktar, 2006).

Tanmm 2.6 (X, d) bir metrik uzay, x € X ve A < X olsun. Eger x noktasimin her
komsulugunda A nin x den farkli noktalar1 varsa, x noktasina A nin bir y1gilma
noktasidir denir. A nin tim y181lma noktalarinin kiimesi A* ile gosterilir. Ayrica A U A*

kiimesine A nin kapanigsi denir ve A ile gosterilir (Bayraktar, 2006).

Teorem 2.5 (X, d) bir metrik uzay ve A — X olsun.
a. Bir x € X noktasinin 4 nin bir y1gilma noktas1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart A

kiimesinde terimleri x den farkli ve x,, —» x olacak sekilde bir {x,,} dizisi vardir.



b. A nim kapali olmasi i¢in gerek ve yeter sart A daki yakinsak her dizinin limitinin

A da olmasidir (Bayraktar, 2006).

Tanmm 2.7 (X, d) ve (Y, p) metrik uzaylar, f: (X,d) — (Y, p) bir fonksiyon ve a € X
olsun. Eger her bir £ >0 i¢in d (x,a) < & oldugunda p (f (x),f (a)) < € olacak
sekilde bir § > 0 varsa f fonksiyonu a noktasinda siireklidir. Eger f fonksiyonu her x € X

noktasinda siirekli ise f ye X uzayinda siireklidir ya da kisaca siireklidir denir (Bayraktar,

2006).

Tamim 2.8 (X, d) bir metrik uzay ve a € X olsun. r > 0 olmak iizere,
Bla,r)={x € X: d(a,x) < r}

kiimesine a merkezli r yanigapli agik yuvar (veya a nin r-agik komsulugu),
D(a,r) ={x € X: d(a,x) < 1}

kiimesine a merkezli r yarigapl kapali yuvar ve
Sla,r)={x € X: d(a,x)=r}

kiimesine de a merkezli r yarigapli yuvar yiizeyi denir (Bayraktar, 2006).

Ornek 2.8 (X, d) bir ayrik metrik uzay a € X ve &€ > 0 olsun.

_({a}, e<1lise
M%@‘{X,e>1we

_({a}, e<lise
D(a,s)—{X’ e>1 ise

_ (X \{a}, =1ise
S(a,s)—{ @ , e+1lise

dir (Bayraktar, 2000).

Ornek 2.9 (R, d) standart (alisilmis) bir metrik uzay olsun. Buna gére a € Rvee > 0
olmak {izere;
B(a, &) = {xeR: d(x,a) < &}
={xeR: |x —a| < ¢}
=(a—¢a+e)
D(a, &) = {xeR: d(x,a) < &}
= {xeR: |x — a| < ¢}

=la—¢a+¢]



S(a, &) = {xeR: d(x,a) = ¢}
= {xeR: |x —a| = &}
={x=a—¢cveyax = a+¢}

dir (Bayraktar, 2006).

Tanm 2.9 (X, d) bir metrik uzay, x € X ve A ile B, X in bos olmayan iki alt kiimesi
olsun. Bu durumda
d(A,B)=inf{d(x,y): x€ A,y € B}
sayisina A ile B kiimeleri arasindaki uzaklik,
d (x,A) =inf {d(x,y): y € A}
sayisina x noktasinin A kiimesine uzaklig1 ve
d (A) = sup {d(x,y): x,y € A}
sayisina da A kiimesinin ¢ap1 denir (Bayraktar, 2006).

Tanim 2.10 Bir metrik uzayda herhangi bir kiimenin ¢ap1 sonlu ise, bu kiimeye sinirl

kiime denir (Bayraktar, 2006; Helvaci, 2014).

Tamim 2.11 (X, d) bir metrik uzay ve 4, X in bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Eger x €
Ai¢in B (x, 1) € A olacak bigimde bir r > 0 varsa x noktasina A kiimesinin bir i¢ noktasi
denir. Eger her bir x € A noktas1 A kiimesinin bir i¢ noktasi ise A kiimesine agik kiime
denir. K € X olmak iizere e§er K¢ = X\K acik ise K kiimesine kapali kiime denir

(Bayraktar, 2006).

Onerme 2.1 (X, d) bir metrik uzay olsun. Bu takdirde,
a. X deki her agik yuvar agik bir kiimedir.
b. X deki her kapali yuvar kapali1 bir kiimedir (Bayraktar, 2006).

Tanm 2.12 X bos olmayan bir kiime ve 7 ailesi de P(X) kuvvet kiimesinin herhangi bir
alt ailesi olsun. Eger T € P(X) ailesi asagidaki ozellikleri sagliyorsa, t ailesinin her
elemanina, X kiimesinde bir agik kiime ve asagidaki 6zelliklere de agiklar aksiyomu denir
(Y1ildiz, 2005).

Al) X ve @ kiimeleri 7 ailesine aittir.

A2) t ailesine ait sonlu ¢okluktaki elemanlarin kesisimi 7 ailesine aittir.



A3) 7 ailesine ait keyfi sayidaki elemanlarin birlesimi 7 ailesine aittir.

Tanim 2.13 Tanim 2.12 deki agiklar aksiyomunu saglayan 1 ailesine X kiimesi tizerinde
topolojik yap1 ya da kisaca topoloji; (X, T) ikilisine de bir topolojik uzay denir (Yildiz,
2005).

Tanmmm 2.14 (X, 1) bir topolojik uzay, {x,} S X ve x € X olsun. Eger x € A olacak
sekildeki her A agik kiimesi i¢in n > ny oldugunda x,, € A olacak sekilde bir ny € N

sayis1 varsa {x,} dizisi x € X noktasina yakinsaktir denir ve x, - x ya da lim x,, = x
n—>00

ile gosterilir (Biilbiil, 2011).

Tamm 2.15 (X, 7,) ve (Y, T,) iki topolojik uzay ve f: X—Y bir fonksiyon ve x € X olsun.
Eger f(x) € V olacak sekildeki her V € 1, i¢in x € U ve f(U) € V olacak sekilde bir
U € 1, varsa f ya X topolojik uzayinda siireklidir denir ya da kisaca stireklidir denir
(Yiiksel, 2014).

Tanmm 2.16 (X, 7,) ve (Y, ;) iki topolojik uzaylar ve f: X —> Y bir fonksiyon olsun. Eger
X topolojik uzayinda x € X noktasina yakinsayan her {x,,} dizisi i¢in Y uzayindaki {f x,,}
dizisi de f(x) noktasina yakinsiyorsa f ye X de dizisel siireklidir denir ya da kisaca

stireklidir denir (Yiiksel, 2014).

Teorem 2.6
a. (X,7,) ve (Y,7,) iki topolojik uzay ve f: X—Y siirekli bir doniisiim ise f dizisel
stireklidir. Fakat tersi dogru olmayabilir.
b. XveY iki metrik uzay ise f nin siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart f nin

dizisel stirekli olmasidir (Yildiz, 2005).

Tanim 2.17 (X, 7) topolojik uzay1 ve bir x, € X noktasi verilsin. x, noktasini igeren her
A € X acik alt kiimesine x, noktasinin agik komsulugu denir. Ayrica eger A kiimesi bir

acik kiime ise, A kiimesi kendi icindeki her noktanin bir agik komsulugudur (Yiiksel,

2014).
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Tanmm 2.18 (X, 7) topolojik uzay1 ve bir x, € X noktas: verilsin. x, noktasinin bir agtk

komsulugunu kapsayan her V € X alt kiimesine x, noktasinin komsulugu denir (Yiiksel,

2014).

Tanmm 2.19 (X, 1) bir topolojik uzay olsun. X kiimesinin farkli her iki noktasinin her

birinin diger noktay1 icermeyecek sekilde bir komsulugu varsa bu uzaya bir T;-uzayi

denir. Bagka bir ifadeyle x # y 6zelligindeki her x, y € X noktalar i¢in
xeEU,y€eUvey€eV,x&V

olacak sekilde U,V € T kiimeleri varsa bu uzaya bir T;-uzay1 denir (Kogak, 2015).

Tanm 2.20 (X, T) bir topolojik uzay olsun. x # y dzelligindeki her x, y € X i¢in
xeUyeVvelUnV=9

olacak sekilde U,V € t kiimeleri varsa (X, T) uzaymna bir Hausdorff uzay1 veya bir T,-

uzayi denir (Kogak, 2015).

2.2. Kismi Siralama Bagmtis1 ve Baz1 Ozellikleri

Tanim 2.21 X bos olmayan bir kiime, x, y,z € X ve <, X de bir bagint1 olsun. Asagidaki
sartlar saglaniyorsa < bagintisina kismi siralama bagintisi denir.

S1. V x € X igin x < x (yansima 6zelligi),

S2.x < yvey < xise x =y (ters simetri 6zelligi),

S3.x <y vey < zisex < z dir (gecisme 6zelligi).

x < y ifadesi "x, y den 6nce gelir" ya da "x kiigiik esit y" seklinde okunur. X de kismi
siralama bagintisi tanimlanmigsa X e kismi sirali kiime denir ve genellikle (X, <) ile

gosterilir (Isik, 2016).

Ornek 2.10

a. R reel sayiar kiimesi tizerinde < bagintist bir kismi siralama bagintisidir ve bu
baginti aligilmis siralama bagintis1 olarak adlandirilir.

b. Bir X kiimesinin P (X) kuvvet kiimesi < kapsama bagintisina gére kismi siral1 bir
kiimedir.

c. N dogal sayilar kiimesi tizerinde x, y € N olmak {izere < bagintis1 "x < y < x,y
yi boler" seklinde tanimlanirsa (N, <) kismi siral1 bir kiimedir (Isik, 2016).
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Tanm 2.22 (X, <) kismi sirali bir kiime olsun. x,y € X igin x < y veya y < x oluyorsa

x ile y elemanlarina kargilastirilabilir denir (Isik, 2016).

Tanmm 2.23 (X, <) kismi sirali bir kiime olsun. X in herhangi iki elemani karsilastirilabilir

ise < bagintisina tam siralama bagintisi, (X, <) ikilisine de tam sirali kiime denir (Isik,

2016).

Tanmm 2.24 (X, <) kismi siral1 bir kiime ve A € X olsun. Her x € A i¢in u < x olacak
sekilde bir u € X varsa u ya A nin X deki bir alt sinir1 denir. Benzer sekilde, her x € A
icin x < v olacak sekilde bir v € X varsa v ye A nin X deki bir tist sinir1 denir. Ust stnira
sahip bir kiimeye iistten sinirli; alt sinira sahip bir kiimeye de alttan sinirli denir. Alttan

ve Ustten simurli bir kiimeye ise kisaca sinirlt kiime denir (Isik, 2016).

Tanm 2.25 (X, <) kismi sirali bir kiime, A € X ve A nin (X deki) alt siirlarinin kiimesi
A, olsun. o € A; olmak iizere her x € A, iginX < « ise « ya A min en biiytlik alt sinir1
(veya A nin infimumu) denir ve inf A ile gosterilir. 4 nin {ist sinirlarinin kiimesini ise 4,
ile gosterelim. B € A, olmak iizere her y € A, icin B < yise f ya 4 nin en kiigiik ist
sinur1 (veya A nin supremumu) denir ve supA ile gosterilir. infA € A olmasi1 durumunda

infA ya A nin minimumu; supA € A olmasi halinde ise supA ya 4 nin maksimumu denir

(Isik, 2016).

Tanmm 2.26 (X, <) kismi sirali bir kiime olsun. Eger V x,y € X i¢in {x, y} kiimesinin
supremumu ve infimumu varsa (X, <) ikilisine bir latis (6rgii) denir. Eger X in bos
olmayan her A alt kiimesinin supremumu ve infimumu varsa (X, <) ikilisine tam latis

denir. Tam sayilar kiimesi bilinen siralamaya gére bir latistir fakat tam latis degildir (Isik,
2016).

Tanmm 2.27 (X, <) kismi sirali bir kiime ve T : X — X bir fonksiyon olsun. Eger x < y
olacak sekildeki ¥V x,y € X icin Tx < Ty oluyorsa T ye azalmayan fonksiyon denir (Isik,
2016).

Teorem 2.7 (X, <) tam latisve T : X — X azalmayan d6niisiim olsun. Bu durumda T bir

sabit noktaya sahiptir (Isik, 2016).
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Not 2.1 < bagintis1 X iizerinde bir kismi siralama ve d, X tizerinde bir metrik olmak iizere

(X, %, d) ile kismi sirali metrik uzaylar ifade edilecektir (Isik, 2016).

Tanmim 2.28 X, kismi sirali kiime olsun. Bu takdirde Vx,y € 4, x Ey yada y E X ise
A € X e iyi siralidir denir (Isik, 2016).

2.3. Graf Teori

Tanmm 2.29 Bir y6nlendirilmemis G grafinda V, késelerin kiimesi E ise kenarlarin
kiimesinden olusur 6yle ki her bir e € E kenar1 kdselerin sirali olmayan bir ¢iftinin
birlesimidir. Eger v ve w késelerinin birlesimi bir tek e kenari ise e = (v,w) yada e =
(w, v) seklinde yazilir. (v, w) bir y6nlendirilmemis grafta v ve w arasindaki bir kenari,

sirali olmayan bir ¢ifti ifade eder (Shukla ve ark., 2017).

Tanmm 2.30 Yonlendirilmis bir G grafi, koselerin bir 7 kiimesi ve kenarlann bir £
kiimesinden olusur 6yle ki her bir e € E kenar1 késelerin sirali bir ¢iftinin birlesimidir.
Eger koselerin sirali bir ¢ifti (v, w) nmin olusturdugu bir tek kenar e ise e = (v, w) ile

gosterilir (Shukla ve ark., 2017).

Tamim 2.31 X bos olmayan bir kiime ve 4, X X X kartezyen carpim kiimesinin
diyagonali olarak tanimlansin 6yle ki,

A= {(x,x):x € X}
dir (Shukla ve ark., 2017).

Tamm 2.32 G, paralelkenarlara sahip olmayan y6nlendirilmis bir graf olsun 6yle ki X ile
cakisan koselerinin kiimesini V(G) ve E(G) € X X X tim dongiileri igeren kenarlarin
kiimesini gostersin. Yani A € E(G) dir. Bu takdirde G, (V(G), E(G)) ¢ifti ile tanimlanir
(Chuensupantharat ve ark., 2018).

Tanmmm 2.33 G ! ile G nin kenarlarmin yénlerini tersine gevirerek elde edilen grafi

tanumlariz. Yani,

V(G)=V(G) ve E(G™*) ={(x,y) € X X X: (,%) € E(G)}
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dir (Chuensupantharat ve ark., 2018).

Tamm 2.34 G ile G nin tiim kenarlarimin yonii ihmal edilerek G den elde edilen
yonlendirilmemis grafi tammlanz. G kenarlarimin kiimesi simetrik olan y6nlendirilmis
graf olarak tamimlamak daha uygundur. Bu baglamda,

V(G)=V(G) veE(G)=E(G)VE(G™)
dir (Shukla ve ark., 2017).

Tanm 2.35 x ve y G yonlendirilmis grafin koseleri ise bu takdirde G de [ € N
uzunlugunda bir yol, [ + 1 késenin bir {x;}}_, dizisidir yleki x, =x, x, =y ve i €

(1,2,3, ..., D) i¢in (x;_4, x;) € E(G) dir (Chuensupantharat ve ark., 2018).

Tanmm 2.36 Eger G nin her kose ¢ifti arasinda en az bir yol varsa G ye baglantilidir denir

(Chuensupantharat ve ark., 2018).

Tanmm 2.37 Yonlendirilmig bir G grafinin her kosesinden diger bir kisesine en az bir
yonlendirilmis yol varsa G grafina kuvvetli baglantilidir denir. G baglantih ise G ye zay1f

baglantilidir denir (Chuensupantharat ve ark., 2018).

Tanmm 2.38 Bir G grafinin bir H alt grafi koselerinin kiimesi ve kenarlarinin kiimesinin
timi G nin alt kiimeleri olan bir graftir. Her kiime kendisinin alt kiimesi oldugundan her
graf da kendisinin bir alt grafidir. G nin tiim kenarlari ve késeleri H da mevcut
olmayabilir. Fakat eger bir kése H da mevcut ise G de de mevcuttur ve H da iki kdsenin

baglantili oldugu herhangi bir kenar ayrica G de baglantilidir (Chuensupantharat ve ark.,

2018).

Tanm 2.39 X tizerinde bir P bagintisini asagidaki sekilde tanimlayalim. (xPy); < G de
x den y ye yonlendirilmis bir yol vardir (Shukla ve ark., 2017).

Tanmmm 2.40 z, G de x ile y arasindaki baz1 yonlendirilmis yollarda mevcut ise z € (xPy)g
seklinde yazilir. [ € N,

[x]. = {y € X: x den y ye [ uzunlugunda yénlendirilmis bir yol vardir} (Shukla ve
ark., 2017).
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Tanim 2.41 X debir {x,,} dizisi her n € Ni¢in (x,Px,,1)¢ ise G-terim baglantilidir denir

(Shukla ve ark., 2017).
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3. ARASTIRMA SONUCLARI ve TARTISMA

3.1. Grafiksel Metrik Uzaylar ve Sabit Nokta Teoremleri

Tanmm 3.1 X, G grafi ile donatilmig bos olmayan bir kiime d: X X X — R asagidaki sartlar
saglayan bir fonksiyon olsun.
GM1.Vx,y € Xicindg;(x,y) = 0;
GM2.d;(x,y) =0 x =y;
GM3.V x,y € Xigindg;(x,y) = ds(y,x);
GM4. (xPy)¢ olmak lizere z € (xPy) olacak sekilde ki V x,y,z € X i¢in
de(x,y) < dg(x,2) + dg(z,)
dir. Bu takdirde d; doniisiimii X tizerinde bir grafiksel metrik, (X, d;) ikilisine de bir
grafiksel metrik uzay1 denir (Shukla ve ark., 2017).

Ornek 3.1 Her (X, d) metrigi V(G) = X ve E(G) = X x X olmak iizere G grafi ile bir
grafiksel metrik uzaydir (Shukla ve ark., 2017).

Tanmm 3.2 (X, E) kismi strali bir kiime ve d: X X X — R asagidaki sartlar1 saglayan bir
doniistim olsun.
OML1.Vx,y € Xicindc=(x,y) = 0;
OM2.d-(x,y) =0 x =1y,
OM3.Vx,y € Xicind=(x,y) = d=(y,x);
OMA4. x £ z £ y olacak sekildeki Vx,y,z € X i¢in
de(x,y) < dc(x,2) + d=(2,y)
dir. Bu takdirde d- donlistimiine X tizerinde bir sirali metrik, (X, d) ikilisine de bir sirali

metrik uzay denir (Shukla ve ark., 2017).

Uyan 3.1 (X, E) bir sirali metrik uzay ve G, de V(G;) = X ve
E(G) ={(x,y) EXXX:xE y}
ile tammlanan bir graf olsun. Bu takdirde
Vx,y €X, dg(x,y) = de(x,y)
olmak iizere (X, dg,) bir grafiksel metrik uzaydir. Boylece ber sirali metrik uzay bu G,

grafi ile bir grafiksel metrik uzaydir. G; grafina E siralama bagintisindan indirgenen graf
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denir. Dikkat edersek bu sekildeki grafiksel metrigin agsagidaki drnekte gosterildigi gibi
bir metrik olmasi gerekmez (Shukla ve ark., 2017).

Ornek 32 X = N kimesi =:= {(x,y) € Nx N : y, x ile boliinebilir} siralama

bagintisi ile donatilsin. d: X X X— R doniistimii,

Xy, XFYy
dexy) =g y_)

ile tammlansin. Bu takdirde d , X iizerinde siral1 bir metrik ve (X, d) de bir sirali metrik
uzaydir. G;, E siralama bagintisi ile indirgenen graf olsun. Bu takdirde dg, = d grafiksel
metrigi bir metrik degildir. Ger¢ekten x = 1,y = 5,z = 4 igin

dc(y,2) =20>5+4=dc(y,x) + dc(x,2)
dir (Shukla ve ark., 2017).

Uyar 3.2 G bir yonlendirilmemis graf, V(G) = X olsun. j = 1,2,3, ..., n olmak lizere G;
ler G nin baglantili bilegenleri olsun 6yle ki

V(G) = U}, V(G;) ve E(G) = AU {Ul; E(G)}
dir. x, ¥ € X i¢in l,,, l,, = 0 olmak iizere x den y ye en kisa yolun uzunlugu olsun. Simdi
dg: X X X—->R

Ly, x,yeV, ie{1.2,..,n}
de(x,y) = {1’” ‘ (3.1)

, x€V,yeV, i,je{l2,..,n}, i#]
ile tanimlansin. Bu takdirde d, X tizerinde bir grafiksel metrik, (X, d¢) de bir grafiksel
metrik uzaydir. Asagidaki 6rnek bu gibi bir grafiksel metrigin bir metrik olmasina gerek

olmadigim gosterir (Shukla ve ark., 2017).

Ornek 3.3V(G) = {x;, i €{1,2,..,6}}, E(G) = A u{e;, i €{1,23,5}} ve
e; = {x;, Xj4+1} olmak lizere G bir yonlendirilmemis graf olsun. V(G,;) = {x1, x3, x3, x4},
E(G,) = {ej,ez,e3} ve V(G,) = {x5,x¢}, E(G,) = {es} olmak iizere G, ve G, verilsin.
Bu takdirde, V(G,) U V(G;) ve G;,G,, G nin baglantili bilesenleridir. Simdi (3.1) de
tanimlanan dg, X tizerinde bir grafiksel metriktir. Dikkat edersek,

dg(x1,24) > dg(x1,%6) + dg (%6, x4)
den dolay1 dg, X tizerinde bir metrik degildir (Shukla ve ark., 2017).
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Ornek 3.4 X =[0,1] ve G, V(G) = X ve
E@G) =AU{(x,y) EXXX:(x,y) €[0,1], x <y}

ile tanimlanan bir graf olsun. dg: X X X > R,

0 . x=1y,
de(x,y) = § xy , x,y€ (01, =x<y
x+y diger durumlar

ile tanimlansin. Bu takdirde d;, X iizerinde bir grafiksel metrik ve (X, d;) bir grafiksel
metrik uzaydir. Fakat, x = 1,y = %, zZ= %ahrsak;

dx,y) >d(x,z) +d(z,y)
oldugundan d, X tizerinde bir metrik degildir (Shukla ve ark., 2017).

Tanmm 3.3 (X, d;) bir grafiksel metrik uzay olsun. x € X merkezli ve &€ > 0 yarigapli
B;(x, €) acgik yuvari,
Bg(x,e) = {y € X: (xPy)¢, dg(x,y) < &}

ile tammlansin. 4 € E(G) oldugundan x € Bg(x, €) ve bu yiizden Vx € X ve € > 0,
Be(x,e) #+ @ dir. B = {Bs(x,£):x € X, £ > 0} ailesi X lizerinde d; grafiksel metrigi
ile indirgenen 74 topolojisi i¢in bir komsuluk sistemidir. Ag¢ik¢a X in bir U alt kiimesi,
Vx € U, B;(x,¢) € U olacak sekilde bir € > 0 sayist varsa agiktir. X in bir C alt kiimesi
i¢in timleyeni yani X\ C agiksa, C kapalidir denir (Shukla ve ark., 2017).

Lemma 3.1 (X, d;) grafiksel metrik uzayindaki her agik yuvar bir agik kiimedir.

Ispat. Herhangi bir x € X ve £ > 0 i¢in y € B;(x, ) olsun. Bu takdirde d;(v,x) < ¢

ve bu yiizden §:= & —d;(y,x) > 0 dir. Kabul edelim ki z € B;(y,§) olsun. Agik

yuvarin tammindan, (xPy)q ve (yPz), den (xPz)4 vi elde ederiz. Ayrica (GM4) den
de(z,x) <dg(z,y) +dg(y,x) <6 +de(y,x) =e—d(y,x) +dg(y,x) = ¢

oldugundan z € B;(x, €) ve bu yiizden B;(y, §) € B;(x, €) elde edilir (Shukla ve ark.,

2017).

Tanmm 3.4 (X, d;) bir grafiksel metrik uzay ve {x,}, X de bir dizi olsun. Bu takdirde
her € > 0 igin bir ny € N vardir 6yle ki her n > n i¢cin d; (x,, x) < € oluyorsa, {x,}
dizisi x € X noktasina yakinsar denir. {x,} dizisi x noktasmna yakinsiyor ise

lim dg;(x,, x) = 0 oldugu agiktir (Shukla ve ark., 2017).
n—>oo
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Uyan 3.3 Grafiksel metrik uzayda bir dizinin limiti tek olmayabilir. Bunu gérmek i¢in

2y = {i: ne N} olmak iizere X = 2y U {0} olsun. Ayrica G, V(G) = X ve

271
E@G)={(x,y) eXxX: y<x}
ile verilen bir graf olsun. dg: X X X— R,

0o , xX=Yy,
dg(x,y) = 4%V X,yE 2y, X FY
2 , diger durumlar

2
ile tamimlansin. Bu takdirde d;, X tizerinde bir grafiksel metrik ve (X, d;) de bir grafiksel
metrik uzaydir. Vn €N, x,, = zin olmak iizere X deki {x,,} dizisini g6z 6niine alalim. Bu
takdirde herhangi bir k € N sabiti i¢in n— oo iken
1 1\ _ 1
do (35,3%) = =0

dir. Bu yiizden de ( ) dizisi Vk € N sabiti i 191n — ya yakinsar (Shukla ve ark., 2017).

Lemma 3.2 (X, d;;), 7, grafiksel metrik topolojisi ile indirgenen bir grafiksel metrik uzay
olsun. Bu takdirde 7, bir T;-uzayidir. Fakat genelde Hausdorff, yani T, degildir.

Ispat. Vx € X icin {x} tek nokta kiimesinin X in kapali bir alt kiimesi oldugunu
gostermeliyiz. Yani, X\{x} in X in agik bir alt kiimesi oldugunu gostermeliyiz. Kabul

edelim ki y € X\{x} olsun. Bu takdirde y # x yani d;(x,y) > 0 dir. Simdi
€= dG(zx 2 > 0 olsun. Bu takdirde x ¢ B (y,€) olduguna dikkat edelim. Diger tiirlii

da( )

de(x,y) <e= olur ki bu bir ¢eliskidir. Bu yiizden B;(y,e) € X\{x} dir ve

dolayisiyla X\{x} a<;1kt1r (Shukla ve ark., 2017).

Uyan 3.4 (X,d;), Uyan 3.3 de tanimlanan grafiksel metrik uzay olsun. Bu takdirde %,

{Zin} dizisinin bir limitidir. Ancak herhangi bir k € Nigin lim dc( 1) _

n—0o 2n’ gk
0 # dg ( , k) dir. Bu yiizden bir grafiksel metrik uzay siirekli degildir (Shukla ve ark.,
2017).

Tanmm 3.5 (X, d;) bir grafiksel metrik uzay ve {x,}, X de bir dizi olsun. Eger her £ >

0 i¢in bir ny € N vardir 6yle ki her n,m > n, i¢in dg (x,, x,,) < € ise {x,} e Cauchy
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dizisi denir. Ayrica {x,} in Cauchy dizisi olmasi i¢in gerek ve yeterli sart

T{gn dg(xp, xm) = 0 oldugu agiktir (Shukla ve ark., 2017).

Tanmm 3.6 (X, d;) grafiksel metrik uzayina, X deki her Cauchy dizisi X de yakinsak ise
tamdir denir. G!, X = V(G") olacak sekilde bir diger graf olsun. Bu takdirde X deki her
G'-terim baglantili Cauchy dizisi yakinsaksa (X, d;) ye G'-tamdir denir (Shukla ve ark.,
2017).

Tanmm 3.7 (X, d;) bir grafiksel metrik uzay, T: X — X bir doniisiim ve G, G nin bir alt
grafi olsun 6yle ki A € E(G') dir. Eger asagidaki sartlar saglanirsa T ye X iizerinde bir
(G, G")-grafiksel biiziilme doniigiimii denir.

GC1. T, E(G"Y) deki kenarlar korur, yani (x,y) € E(G") iken (Tx,Ty) € E(G") dur.
GC2. A € [0,1) olmak lizere (x,y) € E(G") olacak sekildeki Vx,y € X icin

de(Tx, Ty) < Adg(x,y) dir (Shukla ve ark., 2017).

Ornek 3.5 (X, d) bir grafiksel metrik uzay ve Gy, V(G,) = X olmak iizere bir graf olsun.
Bu takdirde X tizerindeki her G, biiziilme doéniisiimii (Jachymski yaklasimina gore)
E(G) = X X X ve G* = G, olmak iizere bir (G, G')-grafiksel biiziilmedir (Shukla ve ark.,
2017).

Uyar 3.5 (X, E) bir sirali metrik uzay, T: X — X bir donlisiim ve =!, & nin alt siralama
bagintis1 olsun. Bu takdirde eger x 'y iken Tx =' Ty ise T ye C' islemine gore
azalmayan denir. Kabul edelim ki T, =* islemine gore azalmayan bir doniisiim ve 4 €
[0,1) olmak iizere x E* y olacak sekildeki her x,y € X i¢in
de(Tx, Ty) < Adc(x, )

esitsizligi saglansin. Bu takdirde T ye (X,dc) sirali metrik uzayinda (E,E')-sirali
biiziilme denir. Bir sirali metrik uzayi iizerindeki (&, C!)-sirali biiziilme déniigiimii
(X,dg,) grafiksel metrik uzayindaki (G,,G})-grafiksel biizilmedir. Burada G,ve G|
sirastyla = ve C' tarafindan indirgenen graflardir. Dikkat edilirse (=, C=!)-sirah

biiziilmeler Ran ve Reurings (2004) tarafindan ele alinan biiziilme doniigtimleridir

(Shukla ve ark., 2017).
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Teorem 3.1 (X, d;) bir G'-tam grafiksel metrik uzay ve T: X— X bir (G, G)-grafiksel
biiziilme doniisiimii olsun. Kabul edelim ki agagidaki sartlar saglansin.

A. xo € X vardir dyle ki baz1 | € N ler igin Tx, € [xo]%: dir;

B. X deki bir G'-terim baglantili {x,} T-Picard dizisi z € X noktasina yakinsak ise bu
takdirde bir ny € N vardir 6yle ki Vn > ng icin (x,,z) € E(G") yada (z,x,) € E(G")
dir. Bu takdirde x* € X vardir 6yle ki x, € X baslangi¢ degeri ile {x, } T-Picard dizisi G-
terim baglantilidir ve hem x* hem de Tx* noktalarina yakinsaktir (Shukla ve ark., 2017).

Ispat. Kabul edelim ki x, € X vardir 6yle ki bazi I € N ler igin Tx, € [xo]%: dir. {x,,}
de x, baslangig degeri ile bir T-Picard dizisi olsun. Bu takdirde bir {y;}}_, yolu vardir
oyle ki xg = yg, Txg =y, ve i =1,2,...,1 i¢in (y;_q,y;) € E(G") dir. Bu yiizden de
{Ty Yo, Tyo =Txo =x; den Ty, = T?x, = x, ye | uzunlugunda bir yoldur ve
dolayisiyla x, € [xo]él dir. Bu siirece devam edersek {T™y;}}_, i¢in T™y, = T™xy = X,
den T™y, = T"Tx, = x,,, noktasina [ uzunlugunda bir yol oldugunu elde ederiz. Bu
yiizden ¥n € Nigin x,,, € [x,]L: elde edilir. Boylece {x,} bir G'-terim baglantili
dizidir. i =1,2,..,1 ve n€N ic¢in (T"y;_,,T™y;) € E(G") oldugundan (GC2)
kullanilarak

de(T™yie0, T"y;) < Adg(T™ Yyiy, T yy) < - A (Y1, 70) (3.2)
yazilabilir. G*, G nin bir alt grafi ve {x,,}, bir G'-terim baglantili bir dizi oldugundan vn €
N i¢in (GM4) ve (3.2) den

dg (o, Xna1) = da(Tx0, T g ) = dg(T"y0, Ty, )

l l
<D ey, ) < ) Fde(in,y)
i=1 i=1

= AnDl
elde edilir ki burada D, = 3} _, dg(y;_1, y;) dur.
Tekrar {x,} bir G'-terim baglantili dizi oldugundan m > n olacak sekildeki vm,n € N

icin

m-1 m—1
g Gt ) < ) gt xix) < ) ADy
i=n i=n

m—1
=AY 4D,
i=n
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n
1-21
dir. 1 € [0,1) oldugundan lim dg;(x,, x,,,) = 0 elde edilir. Bu yiizden {x,}, X de bir
n,m-—»0

<

D,

Cauchy dizisidir. X in G'-tamhigindan dolay: {x,,} bir x* € X noktasina yakmsaktir. (B)

sartindan dolay1 da bir ny € N vardir dyle ki ¥n > ngigin (x,,x*) € E(G') ya da

(x*,x,) € E(G") dur. Simdi eger Vn > ng igin (x,,, x*) € E(G") ise (GC2) yi kullanarak
dg(Xn41, TX") = dg(Txp, Tx*) < Adg (2, x*)

esitsizligi elde edilir. lim d;(x,, x*) = 0 oldugundan
n—>0
lim dg(xp1, Tx*) =0
n-—>oo

dir. Bir benzer sonug eger (x*, x,) € E(G") ise de elde edilir. Bu yiizden de {x,} dizisi

hem x* a hem de Tx* a yakinsar (Shukla ve ark., 2017).

Uyan 3.6 Yukandaki teorem bir G'-tam grafiksel metrik uzay tizerindeki bir (G, G")-
grafiksel biiziilme ile olusturulan bir Picard dizisinin sadece yakinsakligini garanti eder.
Asagidaki 6rnek bu teoremi bir G'-tam grafiksel metrik uzay iizerinde bir varlik teoremi

olarak alinamayacagim gosterir (Shukla ve ark., 2017).

Ornek 3.6 2y = {zin:n € N} olmak tiizere X =2y U {0} ve G =G', V(G) =X ve

E(G) =AU {(x,y) € 2y X 2§: ¥ < x}ile tammlanan graf olsun. d¢: X X X—> R,

0o , xX=y
dG(x'y)z Jiy ’ x'yEZN: x:/_-y

> diger durumlar

ile tammlansin. Bu takdirde dg, X lizerinde bir grafiksel metriktir ve (X, d;) de G-tam

grafiksel metrik uzaydir. (X, d) nin bir metrik uzay olmadigna dikkat ediniz.

Bir T: X - X doniisimii,

g, X € ZN

Tx =11
-, x=0
2

ile tamimlansin. Bu takdirde T, A = 1/4 sabiti ile bir grafiksel biiziilmedir. Her
X € 2y icin (x,Tx) € E(G),yani Tx € [x]él dir. Ayrica X deki her G-terim baglantili ve

yakinsak dizi ya sabit bir dizidir ya da {zi"} dizisinin monoton azalan (alisilmis siralama

bagintisina goére) bir alt dizisidir. Bu yiizden de en az bir z € X vardir 6yle ki Teorem 3.1

in (B) sart1 saglanir. Fakat T, X de bir sabit noktaya sahip degildir (Shukla ve ark., 2017).
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Tanmm 3.8 (X,d;) bir grafiksel metrik uzay ve T:X— X bir doniisiim olsun. Eger
asagidaki sart saglanirsa (X, dg, G', T ) dortliistine (S)-0zelligine sahiptir denir.
(S): {x,}, G'-terim baglantili bir T-Picard dizisi x*e X, y* € T(X) olmak iizere x* ve y*
gibi iki limite sahip oldugu zaman bu takdirde x* = y* dir.
T nin tiim sabit noktalarinin kiimesini Fix(T) ile tanimlayalim ve

Xr = {xeX: (x,Tx) € E(GY)}

notasyonunu kullanalim (Shukla ve ark., 2017).

Uyan 3.7 Eger E(G) = X X X segilirse bu takdirde keyfi G* alt grafi i¢in (X,d¢, G4 T )
dortlustintin (S)-6zelligine sahip oldugunu gérmek kolaydir (Shukla ve ark., 2017).

Ornek 3.7 X, G ve d; Ornek 3.4 deki gibi tanimlansin. G nin G* alt grafi V(G*) ve
E(GY) =A4U {(x,y) e X x X:x,y € (0,1),x < y}ile tanimlansin. T: X > X,

X i xe Qn[oil]'

Tx = {1 ; diger durumlar
ile tamimlansin. Bu takdirde (X, d¢, G*, T ) dortliisii (S)-6zelligine sahiptir (Shukla ve ark.,

2017).

Teorem 3.2 (X,d;) bir G'-tam grafiksel metrik uzay ve T: X— X bir (G, G')-grafiksel
biiziilme donitisiimii olsun. Kabul edelim ki asagidaki sartlar saglansin.

A. x, € X vardir 6yle ki baz1 | € N ler igin Txq € [xo]% dir;

B. X deki bir G'-terim baglantili {x,,} T-Picard dizisi z € X noktasina yakinsak ise bu
takdirde bir ny € N vardir 6yle ki vn > n, igin (x,,z) € E(G") yada (z,x,) € E(G")
dir. Bu takdirde x* € X vardir 6yle ki x, € X baslangi¢ degeri ile {x,} T-Picard dizisi
G'- terim baglantilidir ve hem x* hem de Tx* noktalarina yakinsaktir. Ek olarak, eger
(X,dg, G', T ) dortliisii (S)-6zelligine sahipse, bu takdirde T, X de bir sabit noktaya
sahiptir (Shukla ve ark., 2017).

Ispat. Teorem 3.1 ile x, baslangi¢ degerli {x,} T-Picard dizisi hem x* hem de Tx* a
yakinsaktir. Ayrica x* € X ve Tx* € T(X) oldugundan (S)-6zelligini kullanarak Tx* =
x* elde edilir. Béylece x*, T nin bir sabit noktasidir (Shukla ve ark., 2017).
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Ornek 3.8 X ve G, Omek 3.4 deki gibi tanimlansin. Kabul edelim ki G* = G ve

0 j xX=Yy
1
dG(.'X.', y) = In (E) ’ X,y € (051]! X F y
1 , diger durumlar

olsun. Bu takdirde d;, X iizerinde bir grafiksel metriktir ve (X, d) bir G-tam grafiksel

metrik uzaydir. Acik¢ca d;, X tizerinde bir metrik degildir. Bir T: X — X donlsiimii Vx €
X i¢in Tx = v/x ile tamimlansin. Bu takdirde T, 1 = %sabiti ile bir grafiksel biiziilmedir.

Teorem 3.2 nin tiim sartlarinin saglandigina ve T nin iki sabit noktas1 olduguna dikkat
ediniz. Burada Fix(T) = {0,1} dir. Diger taraftan siradan metrik uzaylardaki sonuglar bu
ornege uygulanamaz. Ozellikle T bir G-biiziilme (siradan metrik uzaylardaki Jachymski

yaklagimina gore) degildir (Shukla ve ark., 2017).

Teorem 3.3 (X,d;) bir G'-tam grafiksel metrik uzay ve T: X— X bir (G, G')-grafiksel
biiziilme doniistimii olsun. Kabul edelim ki Teorem 3.2 nin tiim sartlar1 saglansin. Bu
takdirde T bir sabit noktaya sahiptir. Ek olarak, X; zayif baglantili (G' nin bir alt grafi
olarak) ise bu takdirde T nin sabit noktas1 bir tektir (Shukla ve ark., 2017).

Ispat. Teorem 3.2 den dolay:1 T en azindan bir sabit noktaya sahiptir. Kabul edelim ki X
zay1f baglantili olsun. Ayrica x* ve y*, T nin farkli sabit noktalar1 olsun. E(G') tiim
dongiileri icerdigi i¢in Fix(T) € Xy ve buyiizden de x*,y* € Xr dir. X1 zayif baglantilt
oldugundan bu takdirde (x*Py*); ya da (y*Px*)s dir. Kabul edelim ki (x*Py*)q
olsun. ((y*Px*)s olmasinda da ispat benzerdir). Yani, x, = x*, x;, = y* ve i =
0,1,..,1 — Ligin (x;, x;41) € E(GY) olacak sekilde bir {x;}}_, dizisi vardir. T bir
(G, G*)-grafiksel biiziilme oldugundan (GC1) i kullanarak, vn € Nve i =0,1,...,1 —1
i¢in (T™x;, T"x;,,) € E(G") dir. Bu yiizden de (GC2)ilevn € Nvei=0,1,..,1—1
icin

de(T™x;, T™xipq) < Adg (T g, T Mxgyy) < oo < A (xg, Xi41)
elde edilir. Simdi (GM4) ile

de(T™x*, T"y*) < NiZ5de(T7x;, T"Xi41) < A" XiZ5dg (xp, Xiga)
esitsizligi yazilabilir. x*,y* € Fix(T) oldugundan T"x* = x*ve T™"y* = y* dir. Bu
yiizden de n— oo i¢in limit alinirsa, yukaridaki esitsizlikten dg (x*, y*) = 0 yani x* = y*

elde edilir. Boylece T nin sabit noktasi bir tektir (Shukla ve ark., 2017).
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Not: Bir sonraki teoremde, ele alinan grafiksel metrik uzay ile iligkili G grafiginin
aguelikli oldugu g6z oniine alinacaktir. Bir grafigin her kenarinin agirhk olarak
adlandirilan ilgili bir sayisal degeri vardir. Herhangi bir kenarin agirhgi, o kenarin
koseleri arasindaki grafiksel mesafeye esittir. Eger x € Xy ise, o zaman (x, Tx) kenarina

x in karsilik gelen kenar1 denir.

Teorem 3.4 (X, d;) bir grafiksel metrik uzay ve T: X — X bir (G, G')-grafiksel biiziilme
olsun. Kabul edelim ki X; # @ ve X+ de bir nokta vardir 6yle ki ona karsilik gelen kenar
X7 de minimum agirliklidir. Bu takdirde T, X de bir sabit noktaya sahiptir. Ek olarak, X
zay1f baglantili ise, bu takdirde T nin sabit noktas: bir tektir (Shukla ve ark., 2017).
Ispat Hipotezden X; # @ ve bir x* € Xy vardir 6yle ki x* a karsilik gelen kenar X, de
minimum agirliklidir. Yani, Vx € X7 igin

de(x*, Tx*) < dg(x,Tx) (3.3)
dir. Simdi x* in T nin bir sabit noktasi oldugunu gésterelim. x* € X; oldugundan
(x*,Tx*) € E(G") ve T bir (G,G")-grafiksel biizilme oldugundan (GCl) ile
(Tx*, TTx*) € E(G"), yani Tx* € Xy dir. Vx € X icin w.(x) = dg(x,Tx), x e karsihk
gelen kenarin agirligi ve w.(x*) # @ olsun. Bu takdirde (3.3) ile Vx € X7 i¢in 0 <
we(x") < w(x) dir. Simdi (GC2) ile

we(Tx*) = dg(Tx*, TTx*) < Adg(x*, Tx*) = Aw.(x*) < w.(x"),
elde edilir ki Tx* € X; oldugundan bu bir ¢eliskidir. Bu ¢eliski w.(x*) = 0, yani
de(x*,Tx*) =0 ya da Tx* = x* oldugunu gosterir. Bu yiizden x*,T nin bir sabit

noktasidir (Shukla ve ark., 2017).

Sonug¢ 3.1 (X, d) bir tam metrik uzay ve T: X— X bir biiziilme doniigiimii olsun. Bu
takdirde T bir tek x* € X sabit noktasina sahiptir (Shukla ve ark., 2017).
Ispat. G = G* grafim V(G) = X ve E(G) = X x X ile tammlansin. Bu takdirde Teorem

3.3 iin tiim sartlar1 saglanir ve bu yiizden istenen sonug elde edilir.

Sonuc 3.2 (X, E) kismi siral1 bir kiime ve d, X iizerinde bir metrik dyle ki (X, d) bir tam
metrik uzay olsun. Kabul edelim ki T: X - X, E bagintisina gore azalmayan bir doniisiim
olsun ve asagidaki sartlar saglansin.
A. 1 € [0,1) olmak iizere x = y olacak sekildeki Vx,y € X i¢in

d(Tx,Ty) < Ad(x,y) dir;
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B. en az bir x, € X vardir 6yle ki x5 E Tx, dir;
C. {x,,} bir dizi 6yle ki her n € Nicin x,, & X,,1 ve z € X ¢ yakinsak ise, bu takdirde
bir ng € N vardir 6yle ki hern > ny x,, E zyadaz E x,, dir.
Bu takdirde T, X de bir sabit noktaya sahiptir. Ustelik {x: x £ Tx} kiimesi iyi sirali ise
T nin sabit noktas: tektir (Shukla ve ark., 2017).
Ispat. G = X X X ve G' = G,, yani £ bagintis1 tarafindan indirgenen graf olsun. Bu
takdirde, Teorem 3.3 iin sartlarimin saglandig1 agiktir ve bu yiizden istenen sonug elde
edilir.

Kirk ve arkadaglari (Kirk ve ark., 2003) déngiisel biiziilme sartin1 kulland1 ve bu
sart1 saglayan doniigtimler i¢in sabit nokta sonuglarini elde etti.
(X, d) bir metrik uzay, A ve B, X in bos olmayan iki kapal alt kiimesi olsun. Kabul edelim
ki T: AU B— A U B doniigiimii agagidaki sartlar1 saglasin.
A. T(A) € BveT(B) € 4;
B. A € [0,1) olmak iizere Vx € A ve Vy € B icin d(Tx, Ty) < Ad(x,y) dir.
Bu takdirde T ye bir dongiisel biiziilme denir. Eger x, y € Fix(T) ise, bu takdirde (A) dan
x,¥ € A N B olduguna dikkat ediniz.

Sonug 3.3 A ve B, bir X-tam metrik uzayinin bos olmayan iki kapali alt kiimesi ve T: A U
B— A U B bir dongiisel biiziilme doniistimii olsun. Bu takdirde T, A N B de bir tek sabit
noktaya sahiptir (Shukla ve ark., 2017).
Ispat. G = X x X ve G alt grafida V(G*) = AU B ve
E(GY) =A4u{(x,y): (x,y) € [AXT(A]V[BXxT(B)]}
ile tamimlansin. Bu takdirde tamimdan T, AU B iizerinde bir (G, G")-grafiksel
biiziilmedir. A ve B bostan farkli oldugundan bir x, € A U B vardir dyle ki
(x0, Txo) € E(GY), yani Txq € [xo]L: dir. Eger G'-terim baglantili bir {x,,} T-Picard
dizisi bir z € A U B ye yakinsiyor ise, bu takdirde z € A N B, yani Vn € N i¢in (x,,z) €
E(G") dir. Teorem 3.2 nin diger tiim sartlar1 saglanir. Bu yiizden T bir x* € A N B sabit
noktasina sahiptir. Ustelik x*,y* € Fix(T) ise, bu takdirde x*,y* € AN B yani
(x*,y*) € E(G") dir. Béylece (GC2) den x* = y* dir (Shukla ve ark., 2017).

(X, d) bir metrik uzay ve £ > 0 olsun. Bu takdirde her x,y € X i¢cinbir [l € N ve
{x, 3, dizisi vardir yle ki i = 1,2,...,1 i¢in xy = x, x; =y ve d(x;,x;_1) < € ise

(X, d) ye e-zincirli denir (Shukla ve ark., 2017).
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Sonug 3.4 (X, d) tam ve g-zincirli bir metrik uzay olsun. T: X — X déniigiimii, A € [0,1)
olmak iizere d(x,y) < ¢ olacak sekildeki Vx,y € X i¢in

d(Tx,Ty) < 2d(x,y) (3.4)
esitsizligini saglasin. Bu takdirde T, X de bir tek sabit noktaya sahiptir.
Ispat. G = X x X ve G* alt grafi

ViGHY =X, EGHY={(x,y) eXxXX: d(x,y) < &}
ile tammlansin. Eger (x,y) € E(G") ise bu takdirde G' nin tanimu ve (3.4) esitsizligi ile
(Tx,Ty) € E(G") ve T bir (G, G')-grafiksel biiziilmedir. Ayrica (X, d) nin &-zincirligi,
L€ N ve Vx, € XiginTxy € [xo]i: olmasim gerektirir. Ayrica {x,} bir z€ X e
yakinsayan bir dizi ise bu takdirde bir n, € N secebiliriz 6yle ki

vn >n,, dx,z)<e
dir. Teorem 3.3 {in tiim diger sartlar1 sagladigindan T, X de bir tek sabit noktaya sahiptir
(Shukla ve ark., 2017).

3.2. Grafiksel b-Metrik Uzaylar ve Sabit Nokta Teoremleri

Tammm 3.9 X, G grafi ile donatilmig bos olmayan bir kiime ve s > 1 olmak iizere
dg: X X X = R asagidaki sartlar1 saglayan bir fonksiyon olsun.
GpyM; Vx,y € X,dg, (x,y) = 0;
GyM; dg,(x,y) =0 x =y;
GpyM; Vx,y € X, dg, (x,y) = dg, (¥,%);
G,M, (xPy); olmak lizere z € (xPy). olacak sekildeki Vx,y,z € X i¢in
dg,(x,y) < sdg, (x,2) + dg, (z,)].
Bu takdirde d;, dontistimii X de bir grafiksel b-metriktir denir ve (X , dGb,s)

gliistine de grafiksel b-metrik uzay1 denir (Chuensupantharat ve ark., 2019).

Aciklama 3.1 Grafiksel b-metrik uzay, s = 1 i¢in grafiksel metrik uzay oldugundan
grafiksel b-metrik kavrami, grafiksel metrik uzaymn reel bir genellemesidir

(Chuensupantharat ve ark., 2018).

Ornek 3.9 Her (X, d, s) b-metrik uzayi, V(G) = X ve E(G) = X X X olacak sekildeki G
grafimi iceren bir grafik b-metrik uzayidir. Ornegin; X = {a, b, ¢} olsun. X iizerindeki bir

b-metrik asagidaki gibi tanimlansin.
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d(a,a) =d(b,b) =d(c,c) =0

d(a,c) =d(c,a) =2

d(c,b) =d(b,c) =2

d(a,b) =d(b,a) =5

Bu takdirde, (X, d,s), s = % sabiti ile bir b-metrik uzaydir.

X=V(G)veE(G) = AV {(a,b),(a,c), (b, c)}olmak lizere G grafim gz 6niine alirsak,
bu takdirde G grafi ile birlikte (X, d, s) nin bir grafiksel b-metrik uzay oldugu sonucuna
varmak kolaydir (bkz sekil-3.1) (Chuensupantharat ve ark., 2018).

Sekil 3. 1. Graf

Ornek 3.10 X = {1,2,3,4} ved;: X X X » R fonksiyonu

0, X=y
dg, (x,y) = 4{3a, x,y € {1,2} ve x # y iken
a, xveyay & {1,2} ve x # y iken

ile tanimlansin. Buradaa > 0, G (V(G), E (G)) yi igeren bir sabittir.
V(G) =XveE(G) = X XX olmak iizere (X, dGb,s), s = % > 1 Kkatsayisi ile

grafiksel b-metrik uzaydir. Fakat grafiksel metrik uzay degildir (Chuensupantharat ve
ark., 2018). Gergekten,

dg,(1,2) =3a > 2a =dg, (1,3) +dg,(3,2)
dir (bkz sekil-3.2) (Chuensupantharat ve ark., 2018).
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Sekil 3. 2. Graf

Ag¢iklama 3.2 Unutulmamalidir ki sirali bir b-metrik uzaydan her zaman bir grafiksel b-
metrik uzay bulmak miimkiindiir. (X, d, s) siral1 bir metrik uzay olsun.

G = (V(G),E(G)),V(G) =X ve

E(G) = {(x,y) € XxX:x<y}
olsun. Bu takdirde (X gy, s), bir grafiksel b-metrik uzaydir (Chuensupantharat ve ark.,
2018).

Ornek 3.11 X = {0,1,2,3} kiimesi asagidaki kismi siralama bagintisi ile donatilsin.
S: = {(0)0)' (1J1)J (2I2)I (3’3)’ (0’1)’ (0’3)' (2'1)’ (1,3)’ (2'3)}
d<: X X X - R*doniigiimii

0, x=y

dﬁ(x;y).:{lx_ylz x¢y

ile tamimlansin. Bu takdirde (X, d, s) igin s = % ile bir siral1 b-metrik uzaydir.

G, < kismi siralama ile tanimlanan bir graf olur. O halde, (X, dg s,s) X ftizerinde bir
grafiksel b-metrik uzaydir fakat grafiksel metrik uzay degildir. Gergekten
x=0,y=2, z=1icin
d<(0,2) =4>s(1+1) =s[d(0,1) +d(1,2)]
dir (bkz sekil-3.3) (Chuensupantharat ve ark., 2018).



29

Q. ®

r 3

A 4

O

Sekil 3. 3 Graf

O

Ornek 3.12 V(G) = {v, v,,v3, vy, V56, V7 } Ve
EG)=4U{e; = (v;, viy1), i €{1,2,3,4,6}} U {es = (vy, 1)}
olmak tizere
G = (V(G), E(G)) yonlendirilmemis baglantisiz bir graf olsun.
G, = (V(G1), E (Gl)) ve G, = (V(Gz), E (Gz)) iki baglantili bilesendir dyle ki
V(G) =V(G;) UV(G,) ve E(G) = AU E(G,) U E(G,) olmak tizere
(V(G1),E(Gy)) = ({vy, vz, v3,v4, vs }, {e1, e, €5, €4, e5}) ve
(V(62),E(G2)) = ({ve, v7}. {es])
dir ( bkz. sekil-3.4). G,ve G, gibi iki baglantili bilesen igeren G grafin1 gosterir.
dg: X X X = R fonksiyonu

Ixy, x,y €EV(G)(i = 1,2 igin)

dg,(x,y) = { 1, x €V(G),y € V(Gj) LjeE{L2}i+#j

seklinde tanimlansin.
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€6

€4
Vi
€

€5

Gy bileseni G, bileseni

Sekil 3. 4. Graf

Ly, x deny ye en kisa yol ve L, = 0 dur.
dg, (v, v)) =0;  i={123456,7};
de, (v, v2) =1, dg,(v,v3) =1, dg, (v, v4) = 2; dg, (v4,v5) =3;
dg, (v1,v6) = dab(v1’177) =1; dg,(vo,v3) =1 dg, (v2,v4) = 2;
de,(V2,v5) = 3; dg, (02, v6) = dg,(v2,v7) = 1; dg,, (v3,v4) = 1;
dg,(v3,v5) = 2; dg, (v3,v6) = dg, (v3,v7) = 1;
de, (s, V) = dg, (vs,v7) = dg, (v, v7) = 1
dir. Bu takdirde (X , dGb), s = 1 i¢in bir grafiksel b-metrik uzaydir. Ayrica (X , dc,,) nin
dg,(v1,v5) =3 > (1 +1) = dg, (v1,v6) + dg, (v, Vs)

den dolay1 bir metrik uzay degildir (Chuensupantharat ve ark., 2018).

Tanim 3.10 (X , dab) bir grafiksel b-metrik uzay olsun. x € X ve € > 0 olmak lizere X
izerinde x merkezli ve € yarigapli bir agik yuvar

By, (x,€) = {y € X: (xPY)g,, dg,(x,¥) <e}
dir.

A S E(G),vx € X ve € > 0igin Bdab (x,€) # @ dir (Chuensupantharat ve ark.,

2018).

Onerme 3.1. (X , dcb) bir grafiksel b-metrik uzay, x € X ve € > 0 olsun. Eger
Y € By, (x, €) ise bu takdirde bir § > 0 vardir 6yle ki Bdab (y,6) € Bdcb (x, &) dir.
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Ispat.y € Bdab (x, E) vey =xised = g secebiliriz. Eger x # y ise
dg, (x,y) # 0 olacak gekilde 6 = S— dg, (x,y) > 0 sayisim alalim.
ZE Bdcb (y, 8) olsun.

Bagmntinin tanimindan (xPy)¢, ve (yPz)g, ise (xPz)¢, dir. Ucgen esitsizliginden,
dg,(z,x) < S[dab (z,y) + dg, (¥, x)]
< 3[6 +dg, (v, x)]

=S E —dg, (0, %) +dg, (¥, x)] =&
dir, yani dg, (z,x) < £ = z € B(x, ) dir. Bundan dolay1 Bygp (¥, 6) € Bggp (%, €) dir.

Boylece X deki her agik yuvarin ag¢ik kiime oldugu sonucuna varilir (Chuensupantharat

ve ark., 2018).

Tamm 3.11 (X, dcb) bir grafiksel b-metrik uzay olsun. O zaman X de bir {x,,} dizisi,
i. yakinsaktir & n — o iken dg, (xp, x) — 0 olacak sekilde x € X vardur;
ii. Cauchy dizisidir & n,m — oo iken dg, (X, Xn) — 0 dir (Chuensupantharat ve ark.,

2018).

Tanim 3.12 (X , dcb) bir grafiksel b-metrik uzay olsun ve f: X — X fonksiyonu verilsin.
G*, AC E(G*) olacak sekilde G nin bir alt grafi olsun. Eger asagidaki sartlar saglanirsa f
ye grafiksel b-metrik uzay: iizerinde grafiksel (G, G*)-biiziilme doniisimiidiir denir.
G,C1. f, G* 1n kenarlarim korur, yani her bir (x,y) € E(G*) oldugunda (fx, fy) €
E(G™) dir.

G, C2. (x,vy) € E(G™) olacak sekildeki her x,y € X i¢in a € [0,1) oldugunda

o, (F%,£7) < =5 dgy (%,9)
dir (Chuensupantharat ve ark., 2018).

G* grafi her kenarina onun koseleri arasindaki grafiksel uzaklig: karsilik getiren
bir agirlikli graf olarak géz 6niine almabilir. Bir {x,,} dizisine hern € N igin x,, = fx,,_4
oluyorsa ilk terimi xq € X olan f-Picard dizisi denir. Daha fazla sonug icin AC E(G*)
olacak sekilde G*1n G nin bir alt grafi oldugu kullanilir.

X deki bir {x,, } bagintil1 Picard dizisi bir z € X noktasina yakinsiyor ise bu takdirde vn >
Ny, (x,,z) € E(G*) ya da (z,x,,) € E(G") saghyorsa G* grafina P*-6zelligini sagliyor

denir. Yani,
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Xn1 = fxn = "%

(Xp, Xp41) EE(GY) vex, 5z >

(xn,2z) € E(G*)yada (z,x,) € E(G*)
dir (Chuensupantharat ve ark., 2018).

Teorem 3.5 (X, dab) bir G*-tam grafiksel b-metrik uzay ve f:X — X bir grafiksel
(G, G*)-biiziilme doniisiimii olsun. Kabul edelim ki agagidaki sartlar saglansin.

i. xo € X, | € Nigin fxg € [xo]%- dir;

ii. G* grafi P*-6zelligini saglar.

Bu takdirde x, € X baslangi¢ degerine sahip {x,} f-Picard dizisi x* € X olmak iizere
hem x* hem de fx* a yakinsak ve G *-baglantilidir (Chuensupantharat ve ark., 2018).

Ispat. Bir €N, fx, € [xo]é* olacak sekilde x, € X noktasindan baslayarak ve x,
baglangi¢ degeri ile {x,} in bir f-Picard dizisi oldugunu kullanarak xo = yo, fxo = ¥;
(i-1¥) €EGY,  i=12,...,1 (lizo
yolu vardir.
([xo]é* = {y € X: x den y ye [ uzunlugunda y6nlendirilmis bir yol vardir.)
f,G™ daki kenarlar1 korudugu i¢in,
(fyi-1, fy) €EGY), (i=12..0D
dir. Boylece {fy:}ico, fVo = fxo = x; den fy; = f?xy = x, ye | uzunlugunda bir yol
vardir. Buda x, € {x‘l}lc* oldugunu verir. x; > x, = x, € [xl]é* dir. Bu siireci devam
ettirirsek, {f™y;}io, ™Yo = f™%o = X, den ™y, = f*fxg = Xn4q € | uzunlugunda
bir yoldur ve bu yiizden, X,,; € [x,]5+ (¥n €N igin) dir. Dolayisiyla {x,}, G*-
baglantili bir dizidir.
i=12,..,l ven €Nigin (f*y;_,,f™y;) € E(G*)
oldugundan f nin (G, G*) grafik biiziilme doniisiimii oldugunu kullanarak,
de, (f"yi—1, [Ty < ;izdcb i, ) (3.5)
yazilabilir. (3.5) in tekrarlanmasiyla,

de, (F™Yi-1, f™¥) < 5 dg, (F" yims, 77190

a a

< 226, "2y 7720
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= ;—1(16,, G/
elde edilir.
G*, G nin bir alt grafi ve ¥Yn € Nigin {x,,} G* baglantili bir dizi oldugu i¢in

(GpM,) ve (3.5) uygulanirsa,
dg, (Xn) Xp41) = dg, (f"xg, frixg) = dg, F™vo, fMy1)

< sdg, (f"Yo, f"y1) + 5dg, (f"y1, f"y1)

< sdg, (f™¥o, f™y1) + s2dg, ("1, f™y2) + s2de, (f Y2, f Y1)

< sdg, ("o, f™y1) + s%dg, (f"y1, fy2) + -+ + stde, (f™yi-1, 1)

< S:Tndc;b(J’o»%) + 57 :z—ndab Y1, ¥Y2) + -+ st :‘z—ndab Vi, YD)
S 520;__1 [dg, Wor ¥1) + 5dg, 1,2) + - + s dg, (-1, 71)]

a” i-1
S52n—1 L 1S dGb(yl 1'}’1)

= dg, (tn Y1) < mog Dy

elde edilir. m > n olacak sekildeki vn,m € N igin {x,,} nin G* terimli baglantili dizi
oldugu kullanilirsa,
dg, (n, Xm) < sdg, (Xn, Xpi1) + 5dg, (Xny1, Xm)

< sdg, (Xn, Xn41) + S[Sdab (Xn+1) Xne2) + 5dg, (Xni2, Xm)]

< sdg, (Xn, Xn+1) + 52dg, (Xns1, Xns2)

+s? [Sdcb (Xn+2 Xn+3)Sdg, (Xnas, Xm)]

< sdg, (Xn, Xn41) + $2dg, (Xns1) Xa2)

+53dg, (Xps2) Xna3) oo+ 5™ g, (Xm1, Xim)

anttl m—n gm-1
=S ( 2n— 1le) +s ( 2(n+1)-1 le) +-+s (52(111—1)—1 le)

ﬂ -n-1

(1+2+% - +E)D,

Ty
§2n—2

< (3=) (32 2
elde edilir. Dolayisiyla m,n — oo iken
dg, (X X)) < (50:1—“_2) (ﬁ) D, -0
dir. Yani, {x,,} bir Cauchy dizisidir.
X, G*tam oldugundan x,, — x olacak sekilde bir x € X vardiwr. G*, P*-6zelligine
sahip oldugundan, Vn > ng, (x,,x*) € E(G*) veya (x*,x,) € E(G*)
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ve

lim dGb(xn,x*) =0

n—oo
dir.

(xn, x*) € E(G*) oldugundan (3.1) esitsizligini kullanirsak,

dGb (xn+1vfx*) = dGb (fxnl fX*)
< 5 dg, (X7 > 0

oldugundan,

111%0 dep(Xns1, fX7) =0

dir. {x,,} dizisinin hem x* hem de fx* a yakinsadig1 sonucuna varilir (Chuensupantharat

ve ark., 2018).

Tanim 3.13 (X , dGb) bir grafiksel b-metrik uzay ve f: X— X bir doniiglim olsun. Eger
asagidaki sart saglanirsa (X yde,, G*, f ) dortliisiine (P)-6zelligine sahiptir denir.

(P): {x,,}, G*-baglantih bir f-Picard dizisi x*¢ X, y* € f(X) olmak iizere x* ve y* gibi
iki limite sahip oldugu zaman bu takdirde x* = y* duir.

Teorem 3.6 (X, dab) bir G*-tam grafiksel b-metrik uzay ve f:X — X bir grafiksel
(G, G*)-bliziilme donilisiimii olsun. Kabul edelim ki asagidaki sartlar saglansin.

i. xo €X, | € Nigin fxg € [x0]%- dir;

ii. G* grafi P*-6zelligini saglar.

Bu takdirde x, € X baslangi¢c degerine sahip {x,,} f-Picard dizisi x* € X olmak iizere
hem x*hem de fx™ a yakinsak ve G*-baglantilidir. Ek olarak, eger (X, d¢,,G™, f )
dortliisii (P)-ozelligine sahipse, bu takdirde f, X de bir sabit noktaya sahiptir
(Chuensupantharat ve ark., 2018).

Ispat. Teorem 3.5 ile x, baslangi¢ degerli {x,,} f-Picard dizisi hem x* hem de fx* a
yakinsaktir. Ayrica x* € X ve fx* € f(X) oldugundan (P)-6zelligini kullanarak fx* =

x* elde edilir. Boylece x*, f nin bir sabit noktasidir (Chuensupantharat ve ark., 2018).

Ornek 3.13 X ={0}u {Z:neN}ve 6" =G grafi V(G) =X ve E(G)=A4U

{(x,y) € X xX: y < x}ile tammmlansm. dg;: X X X > R,

0, x=y

dcb(x;J’) = {|x—y|2, x * y
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ile tammlansin. Bu takdirde dg,, s = 2ile X iizerinde bir grafiksel b-metriktir ve

(x, dGb) de G-tam grafiksel b-metrik uzaydur.
Bir f: X— X donustimii her x € X i¢in fx = g ile verilsin. Bu takdirde T, a = % icin X
lizerinde bir grafiksel (G,G*)-biiziilme doniisiimiidiir. Ayrica bir x, = % vardir oyle ki
!
f % € E]Gl dir. Boylece Teorem 3.6 nin tiim sartlar1 saglandigindan f, X de bir sabit

noktaya sahiptir (bkz sekil-3.5) (Chuensupantharat ve ark., 2018).

Sekil 3. 5 Graf

n =5 i¢in agirhkh grafik burada kenar agirhigi (x,y) = dg, (x,y) dur.

3.3. Grafiksel Genisletilmis b-Metrik Uzaylar ve Sabit Nokta Teoremleri

Tanmmm 3.14 X bos olmayan bir kiime 6:X X X — [1,00) verilsin, d: X X X - R*
fonksiyonu asagidaki sartlar1 sagliyorsa d ye X iizerinde genisletilmis b-metrik (kisaca 8-
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metrik) ve (X,dg) ikilisine genisletilmis b-metrik uzay (kisaca 6-metrik uzay) denir
(Kamran ve ark., 2017).,

iLdox,y)=0 © x=y;

ii. her x,y € X i¢in dg(x,y) = dg(y,x);

iii. her x,y,z € X i¢in dg(x,z) < 0(x,2)[dg(x,y) + dg(y,2)].

Not: s > licineger 8(x,y) = s ise b-metrik uzayim elde ederiz (Kamran ve ark., 2017).

Kamuran ve arkadaslar1 (Kamran ve ark., 2017) 8-metrik uzayini tamimladi. Bu
kisimda, grafiksel metrik uzay ile 6-metrik uzay kavramlarimi kullanarak grafiksel
genigletilmis b-metrik uzayimi tamimlayacak ve bu uzay iizerinde bazi sabit nokta

teoremlerini inceleyecegiz.

Tanmm 3.15 X, G grafi ile donatilmis bos olmayan bir kiime ve g: X X X — [1, o) olsun.
d:X x X > R* fonksiyonu asagidaki sartlar1 sagliyorsa d ye X iizerinde grafiksel
genigletilmis b-metrik (kisaca, grafiksel g-metrik) ve (X,d,) ikilisine grafiksel
genisletilmis b-metrik uzay (kisaca, grafiksel p-metrik uzay) denir.
1) Vx,y €X, dy(x,y) = 0;
02) d(x,y) =0 & x=y;
03) Vx,y €Xicindy(x,y) = do(y,x);
04) (xPy); olmak iizere z € (xPy), olacak sekildeki Vx, y,z € X igin

do(x,2) < 0(x,2)[dy(x,y) + dy (¥, 2)].

Not: s > 1i¢in eger o(x,y) = s ise grafiksel b-metrik uzaymi elde ederiz.

Ornek 3.14 X = {2,1, —1} kiimesini diisiinelim, X X X lizerinde tanimli ¢ fonksiyonu
e(x,y) = x| + |yl olsun. V(G) = X, E(G) = 4V {(1,-1),(~1,2),(2,1)} ve d
asagidaki gibi tanimlansin.

do(2,2) =dy(1,1) = dp(-1,-1) =0,

do(—1,2) =8 =d,(2,-1) ve

do(1,—1) = d,(—1,1) = d,(2,1) = d,(1,2) = 1.

O zaman d, nin Tamim 3.15 deki ilk i¢ sarti sagladif1 agiktir. (g,) sartimn
saglandigim géstermeliyiz. Bu durumda, (1, —1), (=1,2) € E(G) oldugundan,

dp(1,2) =1 <3.[1+8] = 0(1,2)[d,(1,-1) + dyp(—1,2)]
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dir. Yine (—1,2),(2,1) € E(G) oldugundan,
dp(-1,1) =1 <2.[8+1] = o(-1,1D)[d,(—1,2) + d,(2,1)]

dir. Bu nedenle (xPy); olmak iizere z € (xPy) olacak sekildeki Vx,y,z € X i¢in
do(x,2) < 0(x,2)[dy(x, y) + dy (¥, 2)]

saglandigindan d,, bir grafiksel o-metrik uzaydir. Ancak,
de(—1,2) =8> 3.[1+ 1] = o(-1,2)[d,(—1,1) + d,(1,2)],

olmasi nedeniyle d, genisletilmis b-metrik degildir.

Tamm 3.16 (X, dg) grafiksel p-metrik uzay ve {x,}, X de bir dizi olsun.

i. Eger her £ > 0 igin N = N(&) € N sayis1 var 6yle ki her n = N i¢in d, (x,,, x) < € ise

{x,} dizisi x € X e yakinsaktir denir ve lim d, (x,, x) = 0 ile gésterilir.

n-—co

ii. Eger her € > 0 igin her m,n > N oldugunda d, (X, x,,) < € olacak sekilde bir N =

N(€) € N sayisi varsa {x,,} e X de bir Cauchy dizisidir denir.

Tanim 3.17 (X , dg) grafiksel p-metrik uzay olsun. Eger X deki her Cauchy dizisi X deki

bir noktaya yakinsak ise X uzayina tamdir denir.

Tanim 3.18 (X , dQ) bir grafiksel g-metrik uzay ve T: X — X olsun. G', AC E(G") olacak
sekilde G nin bir alt grafi olsun. Eger asagidaki sartlar saglanirsa T ye X lizerinde grafiksel
(G, G")-biiziilme doniisiimiidiir denir.
G,C1. T, G' nin kenarlarim korur, yani her bir (x,y) € E(G") oldugunda (Tx,Ty) €
E(G') dir.
G,C2. (x,y) € E(G') olacak sekildeki her x,y € X i¢in

do(Tx, Ty) < kdy(x,y)

esitsizligi saglanir 6yle ki k € [0,1) ve lim o(xp, xp) < %dlr.
n,m—oo

Teorem 3.7 (X , de) bir G'-tam grafiksel g-metrik uzay Syle ki d,, siirekli bir fonksiyon
ve T: X— X bir (G, G')-grafiksel biiziilme doniisiimii olsun. Kabul edelim ki asagidaki

sartlar saglansin.

A. xy € X vardir 6yle ki bazi [ € N ler i¢in Tx, € [xo]é, dir;
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B. X deki bir G'-terim baglantili {x,,} T-Picard dizisi z € X noktasina yakinsak ise bu
takdirde bir ny € N vardir 6yle ki Vn > n, icin (x,,z) € E(G") yada (z,x,) € E(G")
dir.
Bu takdirde x* € X vardir dyle ki x, € X baslangi¢ degeri ile {x,} T-Picard dizisi G'-
terim baglantilidir ve hem x* hem de Tx* noktalarina yakinsaktir.
Ispat. Kabul edelim ki x, € X vardir 6yle ki baz1 I € N ler i¢in Tx, € [xo]lGr dir. {x,,}
de x, baslangic degeri ile bir T-Picard dizisi olsun. Bu takdirde bir {y;}}_, yolu vardir
Oyle ki xg = yg, Txg =y, ve i =1,2,...,1 i¢in (y;_4,y;) € E(G") dir. Bu ylizden de
Ty} o, Tyo =Txo =x; den Ty, = T?xy =x, ye | uzunlugunda bir yoldur ve
dolayisiyla x, € [xo]lG, dir. Bu siirece devam edersek {T™y;}!_, icin T™yy = T™xy = xp,
den T™y, = T"Tx, = x4+, noktasina [ uzunlugunda bir yol oldugunu elde ederiz. Bu
yiizden Vn € Nigin x,,,, € [xn]é, elde edilir. Boylece {x,} bir G'-terim baglantih
dizidir. i=1,2,..,1 ve n€N i¢in (T"y;_,,T"y;) € E(G') oldugundan (G,C2)
kullamilarak,
do(T"yi-1, T"yi ) < kdpg(T" ' yi0, T My ) < - S k"dp (Vim0 1) (3.6)
yazilabilir. G, G nin bir alt grafi ve {x,,} bir G'-terim baglantili dizi oldugundan Vn € N
i¢in (@4) ve (3.6) dan

g (tns Tna1) = dg (T, T™x) = dg(Ty5, Ty, )

! 1
< Z do(T"y;_1, T"y; ) < Z k™dy(yi—1, ¥i)
i=1 i=1

= k™H,
elde edilir ki burada H; = Y\, d (¥;-1,¥;) dir.
Tekrar {x,} bir G'-terim baglantil1 dizi oldugundan m > n olacak sekildeki vm,n € N
icin
do (X, Xm)
< 0(xn, X)) k™ Hy + 00y, Xm) @ (X1, X )K" 1 Hy 4 -+
+ 0%, Xm) @ (Xnt1, Xm) @ (Xn 2, Xm) - @ X2y Xm)@ (X1, X ) K™ 1 H,
< Hi[e (%1, Xm)@ (X2, Xm) .. 0 (Xn—1, Xm) @ (Xn, Xy JK™
+ 0 (%1, Xm) @ (32, %) - @ (X Xm) @ (K, X K™

+ Q(x1: xm)Q(xz: xm) Q(xn: xm)Q (xn+1' xm) -0 (xm—Z’ xm)Q(xm—lﬂ xm) km_l]
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do(Xn41, TX*) = do (T, Tx*) < kdy(xp, x*)
esitsizligi elde edilir. lim d,(x,, x*) = 0 oldugundan

n-—co
lim dy(xp44,Tx*) =0
n—0o
dir. Bir benzer sonug eger (x*,x,) € E(G' ) olmas1 durumunda da elde edilir. Bu yilizden

{x,} dizisi hem x* a hem de Tx* a yakinsar.

Tamm 3.19 (X , dg) bir grafiksel g-metrik uzay ve T:X— X bir doniisiim olsun. Eger
agagidaki sart saglanirsa (X ,do, G',T ) dortliisiine (H)-6zelligine sahiptir denir.

(H): {x,}, G'-terim baglantili bir T-Picard dizisi x*¢ X, y* € T(X) olmak iizere x* ve y*
gibi iki limite sahip ise, bu takdirde x* = y* dir.

Teorem 3.8 (X , dg) bir G'-tam grafiksel g-metrik uzay ve T: X — X bir (G, G') grafiksel
biiziilme doniisiimi olsun. Kabul edelim ki asagidaki sartlar saglansin.

A. x4 € X vardir 6ylekibazil € N lerigin Tx, € [xo]lG, dir;

B. X deki bir G'-terim baglantili {x,,} T-Picard dizisi z € X noktasina yakinsak ise bu
takdirde bir n, € N vardir dyle ki Vn > ng icin (x,,2) € E(G") yada (z,x,) € E(G')
dir.

Bu takdirde x* € X vardir 6yle ki x, € X baslangi¢ degeri ile {x,} T-Picard dizisi G'-
terim baglantiidir ve hem x* hem de Tx* noktalarina yakinsaktir. Ek olarak, eger
(X, do, G ',T) dortliisit (H)-6zelligine sahipse, bu takdirde T, X de bir sabit noktaya
sahiptir.

Ispat. Teorem 3.7 ile x, baslangic degerli {x,} T-Picard dizisi hem x* hem de Tx* a
yakinsaktir. Ayrica x* € X ve Tx* € T(X) oldugundan (H)-6zelligini kullanarak Tx* =

x* elde edilir. Béylece x*, T nin bir sabit noktasidir.



40

4. SONUCLAR ve ONERILER

4.1. Sonuglar

Bu caligmada grafiksel metrik uzay ve grafiksel b-metrik uzaylarm bazi topolojik
ozellikleri ve bu uzaylardaki bazi sabit nokta teoremleri incelenmistir. Ayrica, grafiksel
genigletilmis b-metrik uzay kavrami tanitilmig olup bu uzay iizerinde tanimlanan

doniisiimlerin sabit noktasinin varlig1 incelenmistir.

4.2. Oneriler
Bundan sonraki ¢aligmalarda grafiksel metrik uzay kavrami bazi sabit nokta
teoremleriyle genellestirilip yeni sonuglara ulagilabilir. Ayrica grafiksel genisletilmis b-

metrik uzay kavrami da genellestirilerek daha farkli sonuclar elde edilebilir.
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