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ÖZET 

𝔼𝟐
𝟒 YARI ÖKLİD UZAYINDA YARI REEL KUATERNİYONİK 

EĞRİLERİN EVOLÜSYONU ÜZERİNE  

Bu çalışma dört bölümden oluşmaktadır. Birinci Bölümde giriş kısmına yer verilmiştir. İkinci 

kısımda Öklid uzayı ve yarı-Öklid uzayında temel kavramlar tanıtılmıştır. Ayrıca reel 

kuaterniyolar ve yarı-reel kuaterniyonlar kümesinde temel kavramlar verilmiş olunup reel 

kuaterniyonik eğriler ve yarı-reel kuaterniyonik eğrilerden bahsedilmiştir. 

Üçüncü bölümde n-boyutlu Öklid uzayında ve 3-boyutlu Minkowski uzayında eğrinin elastik 

olmayan akışı incelenmiştir. Ayrıca bu bölümde reel kuaterniyonik eğrinin elastik olmayan 

akışı incelenmiş olunup, kuaterniyonik eğrinin Frenet çatısı ve eğrilikleri ile ilgili evolüsyon 

denklemleri elde edilmiştir. Ayrıca eğri akışı kullanılarak integrallenebilme koşulu verilmiştir. 

Dördüncü bölüm bu çalışmanın orjinal kısmını oluşturmaktadır. Bu bölümde yarı-reel 

kuaterniyonik eğrilerin elastik olmayan akışı incelenmiştir. Yarı-reel kuaterniyonik eğrinin 

Frenet çatısı ve eğrlikleri ile ilgili evolüsyon denklemleri elde edilmiştir. Elastik olmayan yarı-

reel kuaterniyonik eğri akışı kullanılarak integrallenme koşulu verilmiştir. Son olarak 

eğriliklerin evolüsyon denklemleri ile alakalı örnekler verilmiştir. 

 

Anahtar Kelimeler: Yarı-Öklid Uzayı, Yarı-Reel Kuaterniyon, Yarı-Reel Kuaterniyonik 

Eğri, Elastik Olmayan Eğri Akışı, Evolüsyon. 
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ABSTRACT 

ON THE EVOLUTION OF SEMI REAL QATERNIYONIC CURVES IN THE  

SEMI EUCLIDEAN SPACE 𝔼𝟐
𝟒 

This study consists of four parts. The first chapter includes the introduction. In the second part, 

basic concepts in Euclidean space and semi-Euclidean space are given. In addition, the basic 

concepts in the set of real quaternions and semi-real quaternions are given, and real quaternionic 

curves and semi-real quaternionic curves are mentioned. 

In the third chapter, the inextensible flow of curve in n-dimensional Euclidean space and 3-

dimensional Minkowski space has been investigated. In addition, in this section, the 

inextensible flow of real quaternionic curve has been examined, the evolution equations related 

to the Frenet frame and curvatures of the quaternionic curve have been obtained, and the 

condition of integration has been provided by using the curve flow. 

The fourth part is the original part of this study. In this section, inextensible flow of semi-real 

quaternionic curves have been investigated. The evolution equations related to the Frenet frame 

and curvatures of the semi-real quaternionic curve flow is given. Finally, examples related to 

the evolution equations of curvatures are given. 

 

Keywords: Semi-Euclidean Space, Semi-Real Quaternion, Semi-Real Quaternionic Curve, 

Inextensible Curve Flow, Evolution. 

 

 

 

 

 

 



 

iv 

 

İÇİNDEKİLER  

                                                                                                                                                 

Sayfa No 

ÖN SÖZ ............................................................................................................... i 

ÖZET .................................................................................................................. ii 

ABSTRACT ...................................................................................................... iii 

İÇİNDEKİLER ................................................................................................ iv 

ŞEKİLLER LİSTESİ ........................................................................................ v 

SİMGELER VE KISALTMALAR LİSTESİ ................................................ vi 

1. GİRİŞ ............................................................................................................. 1 

2. TEMEL KAVRAMLAR .............................................................................. 2 

2.1. Öklid Uzayı ve Eğriler ................................................................................. 2 

2.2. Yarı-Öklid Uzayı ve Eğriler ......................................................................... 6 

2.3. Reel Kuaterniyonlar ve Reel Kuaterniyonik Eğriler .................................... 9 

2.4. Yarı-Reel Kuaterniyonlar ve Yarı-Reel Kuaterniyonik Eğriler ................. 15 

3. EĞRİ EVOLÜSYONU ............................................................................... 19 

3.1. 𝔼𝒏 de Eğrilerin Evolüsyonu ....................................................................... 19 

3.2. 𝔼𝟏
𝒏 de Eğrilerin Evolüsyonu ....................................................................... 26 

3.3. 𝔼𝟒 de Kuaterniyonik Eğrinin Evolüsyonu ................................................. 33 

4. 𝔼𝟐
𝟒 DE YARI-REEL KUATERNİYONİK EĞRİLERİN 

EVOLÜSYONU .............................................................................................. 41 

KAYNAKÇA LİSTESİ ................................................................................... 52 

ÖZ GEÇMİŞ .................................................................................................... 54 

 

 

  

 

 

 



 

v 

 

ŞEKİLLER LİSTESİ 

Şekil 4.1. 𝜅(𝑠, 𝑡) evolüsyonu ......................................................................................... 49 

Şekil 4.2. 𝑘(𝑠, 𝑡) evolüsyonu ...................................................................................................... 50 

Şekil 4.3. (𝑟 − 𝜀𝑡𝜀𝑇𝜀𝑁𝜅)(𝑠, 𝑡) evolüsyonu.............................................................................. 50 

Şekil 4.4. 𝜅(𝑠, 𝑡) evolüsyonu ...................................................................................................... 51 

Şekil 4.5. 𝑘(𝑠, 𝑡) evolüsyonu ...................................................................................................... 51 

Şekil 4.6. (𝑟 − 𝜀𝑡𝜀𝑇𝜀𝑁𝜅)(𝑠, 𝑡) evolüsyonu.............................................................................. 51 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

vi 

 

SİMGELER VE KISALTMALAR LİSTESİ 

Simgeler 

𝔼𝒏                                            : n-Boyutlu Öklid Uzayı 
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𝑛 in P Noktasındaki Tanjant Uzayı 

‖  ‖                                          : Norm 

 ^                                             : Vektörel Çarpım 
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𝑛 Öklid Uzayında i- yinci Frenet Vektörü 
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𝑛 Öklid Uzayında i- yinci Frenet Eğriliği 

{𝒕(𝒔), 𝒏(𝒔), 𝒃(𝒔)}                    : 𝔼3 Eğrisinin Frenet Vektörleri 

{𝜿(𝒔), 𝝉(𝒔)}                             : 𝔼3 Eğrisinin Eğriliği ve Burulması 
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{𝜿, 𝒌, (𝒓 − 𝜿)}                         : Kuaterniyonik Eğrinin Frenet Eğrilikleri 

ℚ𝒗                                            : Yarı-Reel Kuaterniyonların Kümesi  

𝝏𝝆

𝝏𝒕
                                             : 𝔼2

4 de Yarı-Reel Kuaterniyonik Eğri Akışı 

{𝓣,𝓝𝟏,𝓝𝟐,𝓝𝟑}                    : Yarı-Reel Kuaterniyonik Eğrinin Frenet Vektörleri 
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1. GİRİŞ 

 

 

Eğriler teorisinin fizik, kimya, biyoloji ve mühendislikte birçok uygulaması mevcuttur. 

Bu çalışmaların çoğunda dış etkenler göz ardı edilmiştir. Ancak son zamanlarda yapılan 

çalışmalarda ise bu alışıla gelmişin dışında zaman parametresi yani dış etkenler aktif rol 

oynamaktadır. Bu da eğrilerin zamana göre değişimini yani eğri akışını daha önemli hale 

getirmiştir. Özellikle fizikte ve mühendislikte, bilgisayar animasyonlarında hatta yapısal 

mekanik alanında bile birçok değişim eğrilerinin uygulamaları mevcuttur.  

 Zaman parametreli eğri aileleri, değişim eğrileri olarak düşünülebilir. Eğriye karşılık 

gelen akış tarafından oluşturulan bir eğrinin zamana göre değişimlerini bu çalışma boyunca eğri 

evolüsyonlarını akış olarak ifade edilecektir. Literatürde eğri akışı hakkında birçok çalışma 

mevcuttur. Esnek olmayan eğri akışı ve 3-boyutlu Öklid uzayındaki eğriler Kwon and Park 

tarafından çalışmıştır (Kwon vd., 2005: 1156) ve n-boyutlu esnek olmayan eğri akışı tarafından 

çalışmıştır (Yıldız vd., 2013: 118). Ayrıca Kuaterniyonik eğriler içinde esnek olmayan eğri 

akışları çalışılmıştır. Bunlardan bazıları yarı-reel kuaterniyonik eğriler ve esnek olmayan 

kuaterniyonik eğrilerin akışıdır. (Körpınar ve Bas, 2016: 1680) 

Bu tez çalışmasında, 𝔼2
4 Yarı Öklid uzayında yarı-reel kuaterniyonik eğrilerin 

evolüsyonları incelenmiştir ve yarı-reel kuaterniyonik eğrilerin akışları için bazı gerek ve yeter 

koşullar verilmiştir. Frenet çatısı evolüsyon denklemi ile ifade edilmiştir. Ayrıca düşünülen 

model için integrallenebilirlik koşulu (sıfır eğrilik durumu) elde edilmiştir.  
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

2.1. Öklid Uzayı ve Eğriler   

Bu kısımda n-boyutlu Öklid uzayı ve bu uzayda eğriler ile ilgili temel tanımlar ve 

kavramlar ele alınmıştır.  

Tanım 2.1.1. A boştan farklı bir küme ve V, R cismi üzerinde bir vektör uzayı olsun; ∀𝑃, 𝑄, 𝑅 ∈

𝐴 için 

𝑓:   𝐴𝑥 𝐴   →    𝑉    

       (𝑃, 𝑄)   →   𝑓 (𝑃, 𝑄) =  𝑃𝑄   

dönüşümü 

 i. ∀𝑃, 𝑄, 𝑅 ∈ 𝐴 için 𝑓 (𝑃, 𝑅) =   𝑓 (𝑃, 𝑄) +   𝑓 (𝑄, 𝑅) 

 ii. ∀𝑃 ∈ 𝐴 ve ∀𝑣 ∈ 𝑉 için 𝑓 (𝑃, 𝑄) = 𝑣 olmak üzere A kümesinde bir tek Q noktası 

vardır, afin aksiyomları sağlanıyorsa, A kümesine V vektör uzayı ile birleştirilmiş bir afin uzayı 

denir (Hacısalihoğlu, 2000: 1). 

Tanım 2.1.2. A, V vektör uzayı ile birleşen n-boyutlu bir afin uzay olsun. 𝑃 ∈ 𝐴, 𝑣 ∈ 𝑉 için 

(𝑃, 𝑣) ikilisine A afin uzayında bir tanjant vektör denir ve 𝑣𝑝 ile gösterilir. 𝑃 ∈ 𝐴 noktasındaki 

tanjant vektörlerinin kümesi 𝑇𝐴(𝑃) bir reel vektör uzayıdır ve bu uzaya tanjant uzayı denir 

(Hacısalihoğlu, 2000: 1). 

Tanım 2.1.3. ∀𝑃 ∈ 𝔼𝑛 noktaları üzerindeki tanjant uzaylarının birleşimi  

            ⋃ 𝑇𝔼𝑛(𝑃)

 

𝑃∈𝔼𝑛 

                                                                                                                             

olmak üzere 

            𝑋: 𝔼𝑛 → ⋃ 𝑇𝔼𝑛(𝑃)

 

𝑃∈𝔼𝑛 

                                                                                                           

          𝑃  → 𝑋𝑝              

dönüşümüne 𝔼𝑛 de bir vektör alanı denir ve 𝔼𝑛 deki vektör alanlarının kümesi de 𝜒(𝔼𝑛) ile 

gösterilir. 𝜒(𝔼𝑛) vektör alanlarının kümesi reel vektör uzayıdır ve bu uzaya vektör alanlarının 

uzayı denir (Hacısalihoğlu, 2000: 3). 
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Tanım 2.1.4. V kümesi ℝ reel sayılar cismi üzerinde bir vektör uzayı olmak üzere,  ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 

için V de bir  

〈, 〉:   𝑉 𝑥 𝑉 →   ℝ   

                        (𝑥, 𝑦) →  〈𝑥, 𝑦〉  

iç çarpım fonksiyonu tanımlanabilirse, V vektör uzayına, tanımlanan fonksiyon ile beraber bir 

iç çarpım uzayı denir (Hacısalihoğlu, 2000: 4). 

Tanım 2.1.5. 

〈, 〉:   ℝ𝑛 𝑥 ℝ𝑛  →   ℝ   

                        (𝑥, 𝑦) →  〈𝑥, 𝑦〉 = ∑ 𝑥𝑖𝑦𝑖 , {
𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)
𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛)

𝑛
𝑖=1   

şeklinde Öklid iç çarpımı tanımlanırsa A afin uzayına n-boyutlu Öklid uzayı denilir ve ℝ𝑛 ile 

gösterilir (Hacısalihoğlu, 2000: 4). 

Tanım 2.1.6.  𝑋 ∈ ℝ𝑛 olmak üzere 𝑋 vektörünün normu 

‖𝑋‖ = √〈𝑋, 𝑋〉  

şeklinde tanımlanır (Hacısalihoğlu, 2000: 6). 

Tanım 2.1.7.  ∀𝑋, 𝑌 ∈ ℝ𝑛 olacak biçimde  

𝑑(𝑋, 𝑌) = ‖𝑋 − 𝑌‖  

eşitliği ile tanımlı 𝑑:ℝ𝑛𝑥 ℝ𝑛 → ℝ fonksiyonuna, ℝ𝑛 uzayında bir metriktir denir 

(Sabuncuoğlu, 2017: 1). 

Tanım 2.1.8. ∀𝑋, 𝑌 ∈ ℝ3 olacak şekilde   

𝑥 ∧ 𝑦 = (𝑥2𝑦3 − 𝑦2𝑥3, 𝑥3𝑦1 − 𝑦3𝑥1, 𝑥1𝑦2 − 𝑦1𝑥2)  

eşitliği ile tanımlı  ∧:ℝ3𝑥 ℝ3  → ℝ3 fonksiyonuna vektörel çarpım denir (Hacısalihoğlu 2000: 

6). 

 Tanım 2.1.9. n-boyutlu bir Öklid uzayı alınsın ve 𝐼 ⊆ ℝ açık bir alt aralık olmak üzere; 

𝛼: 𝐼 → 𝔼𝑛  

    𝑠 →  𝛼(𝑠) = (𝛼1(𝑠), 𝛼2(𝑠),… , 𝛼𝑛(𝑠))  

fonksiyonu diferansiyellenebilir ise 𝛼 ya 𝔼𝑛, n-boyutlu bir Öklid uzayında (𝐼, 𝛼) koordinat 

komşuluğu ile verilmiş bir eğri denir ve M ile gösterilir (Hacısalihoğlu 2000: 139). 



 

4 

 

Tanım 2.1.10.  𝛼: 𝐼 → 𝔼𝑛 eğrisi verils’in. Her 𝑡 ∈. 𝐼 için 𝛼′(𝑡) ≠ 0 ise 𝛼 eğrisine düzenli eğri 

(regüler eğri) denir (Hacısalihoğlu,2000: 150). 

Tanım 2.1.11. 𝛼, 𝔼𝑛 de bir eğri olsun. ∀𝑡 ∈  ℝ için  

 𝛼′(𝑡) =
𝑑𝛼

𝑑𝑡
= (

𝑑𝛼1(𝑡)

𝑑𝑡
,
𝑑𝛼2(𝑡)

𝑑𝑡
, … ,

𝑑𝛼𝑛(𝑡)

𝑑𝑡
) 

vektörüne, 𝛼 eğrisinin 𝛼(𝑡) noktasındaki teğet (hız) vektörü denir (Shifrin, 2011: 1). 

Tanım 2.1.12. 𝐼 ⊆  ℝ de tanımlı bir 𝛼 eğrisi ve J açık aralığında diferansiyellenebilir bir 

fonksiyon ℎ: 𝐽 → 𝐼 ise 𝛽 = 𝛼 ∘ ℎ: 𝐽 → 𝐼  bileşke fonksiyonu bir diferansiyellenebilir eğridir ve 

𝛽 ya ℎ ile 𝛼 nın yeniden parametrizasyonu denir (Hacısalihoğlu,2000: 142). 

Tanım 2.1.13. 𝛼, 𝔼𝑛 de bir eğri olsun. Lineer bağımsız {𝛼′, 𝛼′′, … , 𝛼(𝑟)} sisteminden elde 

edilmiş olan  {𝑉1, 𝑉2, … , 𝑉𝑟} ortonormal sistemine 𝛼 eğrisinin 𝛼(𝑡) ∈ 𝔼𝑛 noktasındaki Serret-

Frenet r-ayaklısı veya Frenet çatısı denir. Burada her 𝛼(𝑡) için ∀𝑉𝑖(𝑡), 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟 vektörlerinin 

her biri 𝛼(𝑡) noktasında bir Frenet vektörü belirtir. (Hicks, 1965: 18). 

Tanım 2.1.14. 𝔼𝑛 de bir M eğrisi (𝐼, 𝛼) koordinat komşuluğu ile verilsin 𝑠 ∈ 𝐼 ya karşılık gelen  

𝛼(𝑠) eğrisinin Frenet r-ayaklısı {𝑉1(𝑠), 𝑉2(𝑠), … , 𝑉𝑟(𝑠)} olmak üzere, 

 𝑘𝑖 ∶ 𝐼 →  ℝ                    

        𝑠 → 𝑘𝑖(𝑠) = 〈𝑉′𝑖(𝑠), 𝑉𝑖+1(𝑠)〉 ,  1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟 

şeklinde tanımlanan 𝑘𝑖 fonksiyonuna eğrinin  i-inci eğrilik fonksiyonu 𝑘𝑖 ∈ ℝ sayısına da 

eğrinin  𝛼(𝑠) noktasındaki i-inci eğriliği denir. Burada ( ′) ile eğrinin yay parametresine göre 

türev gösterilmektedir (Hicks, 1965: 18). 

Teorem 2.1.1. (𝐼, 𝛼) koordinat komşuluğu ile 𝑀 ⊆ 𝔼3 eğrisi verilsin. 𝑠 ∈ 𝐼 yay parametresi 

için, M  birim hızlı eğrisinin birim teğet vektör alanı 𝑡(𝑠) asal normal vektör alanı 𝑛(𝑠) ve 

binormal vektör alanı 𝑏(𝑠) olmak üzere  {𝑡(𝑠), 𝑛(𝑠), 𝑏(𝑠)}  Frenet  vektörleri  

𝑡(𝑠) = 𝛼′(𝑠)             

𝑛(𝑠) =
1

‖𝛼′′(𝑠)‖
𝛼′′(𝑠)                                                           (2.1) 

𝑏(𝑠) = 𝑡(𝑠) ∧ 𝑛(𝑠)  

şeklindedir (Hicks, 1965: 19). 
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Teorem 2.1.2. (𝐼, 𝛼) koordinat komşuluğu ile 𝑀 ⊆ 𝔼3 eğrisi verilsin. 𝑠 ∈ 𝐼 herhangi bir 

parametre olmak üzere, 𝑀 eğrisinin 𝛼(𝑠) noktasındaki eğriliği ve burulması, sırasıyla  

𝜅(𝑠) =
‖𝛼′(𝑠)∧𝛼′′(𝑠)‖

‖𝛼′(𝑠)‖3
                      (2.2) 

𝜏(𝑠)  =
〈𝛼′(𝑠)∧𝛼′′(𝑠),𝛼′′′(𝑠)〉

‖𝛼′(𝑠)∧𝛼′′(𝑠)‖2
     

dir (Hicks, 1965: 189). 

Teorem 2.1.3. 𝑀 ⊆ 𝔼4 eğrisi (𝐼, 𝜉) koordinat komşuluğu ile verilsin. 𝑠 ∈ 𝐼 herhangi bir 

parametre olmak üzere 𝑀 eğrisinin 𝜉(𝑠) noktasındaki {𝑇(𝑠), 𝑁1(𝑠),𝑁2(𝑠), 𝑁3(𝑠)} Frenet 

vektörleri 

 𝑇(𝑠) =
1

‖ 𝜉′(𝑠)‖
 𝜉′(𝑠)                                     

𝑁1(𝑠) =
‖ 𝜉′(𝑠)‖

2
 𝜉′′(𝑠)−〈 𝜉′(𝑠),𝜉′′(𝑠)〉 𝜉′(𝑠)

‖‖ 𝜉′(𝑠)‖2 𝜉′′(𝑠)−〈 𝜉′(𝑠),𝜉′′(𝑠)〉 𝜉′(𝑠)‖
            

𝑁2(𝑠) = 𝜂𝑁3(𝑠) ∧ 𝑇(𝑠) ∧ 𝑁1(𝑠)                                                    

𝑁3(𝑠) = 𝜂
𝑇(𝑠)∧𝑁1(𝑠)∧ 𝜉

′′′(𝑠)

‖𝑇(𝑠)∧𝑁1(𝑠)∧ 𝜉′′′(𝑠)‖
                                 (2.3) 

şeklinde hesaplanır (Özyılmaz ve Yılmaz, 2009: 170). 

Buradaki vektörel çarpım aşağıdaki gibi tanımlanır. 

Tanım 2.1.15. 𝐴, 𝐵 ve 𝐶 ∈ ℝ4 ve ℝ4 uzayının standart bazı {𝑇, 𝑁1, 𝑁2, 𝑁3} olmak üzere  

𝐴 ∧ 𝐵 ∧ 𝐶 =   |
𝑇
 𝑎1
𝑏1
𝑐1

𝑁1
𝑎2
𝑏2
𝑐2

     

𝑁2
𝑎3
𝑏3
𝑐3

𝑁3
𝑎4
𝑏4
𝑐4

|      ,             {

𝐴 = (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4) 

𝐵 = (𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑏4) 

𝐶 = (𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, 𝑐4)  

  

şeklindeki çarpıma ℝ4 uzayında bir vektörel çarpım veya dış çarpım denir (Özyılmaz ve 

Yılmaz, 2009: 170). 
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Teorem 2.1.4. (𝐼, 𝜉) koordinat komşuluğunda 𝑀 ⊆ 𝔼4 eğrisi verilsin. 𝑠 ∈ 𝐼 herhangi bir 

parametre olmak üzere 𝜉(𝑠) noktasındaki 𝑀 eğrisinin Frenet eğrilikleri,  

𝜅(𝑠) =
‖‖ 𝜉′(𝑠)‖

2
 𝜉′′(𝑠)−〈 𝜉′(𝑠),𝜉′′(𝑠)〉 𝜉′(𝑠)‖

‖ 𝜉′(𝑠)‖4
  

𝜏(𝑠) =
‖𝑇(𝑠)∧𝑁1(𝑠)∧ 𝜉

′′′(𝑠)‖‖ 𝜉′(𝑠)‖

‖‖ 𝜉′(𝑠)‖2 𝜉′′(𝑠)−〈 𝜉′(𝑠),𝜉′′(𝑠)〉 𝜉′(𝑠)‖
                                                         (2.4) 

𝜎(𝑠) =
〈 𝜉(𝚤𝑣)(𝑠),𝐸(𝑠)〉

‖𝑇(𝑠)∧𝑁1(𝑠)∧ 𝜉′′′(𝑠)‖‖ 𝜉′(𝑠)‖
   

olarak hesaplanır (Özyılmaz ve Yılmaz, 2009: 171). 

Tanım 2.1.16. 𝔼𝑛 de (𝐼, 𝛼) koordinat komşuluğu ile bir M eğrisi verilmiş olsun. Eğrinin yay 

parametresi 𝑠 ∈ 𝐼 olacak biçimde 𝛼 eğrisinin Frenet r-ayaklısı da {𝑉1(𝑠), 𝑉2(𝑠), … , 𝑉𝑟(𝑠)} 

şeklinde verilsin. 𝛼 eğrisinin 𝛼(𝑠) noktasındaki eğrilikleri 𝑘𝑖(𝑠), 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟 olmak üzere bu 

eğrinin  Frenet Formülleri  

i. 𝑉1
′(𝑠) = 𝑘1(𝑠)𝑉2(𝑠) 

ii. 𝑉𝑖
′(𝑠) = −𝑘𝑖−1(𝑠)𝑉𝑖−1(𝑠) + 𝑘𝑖(𝑠)𝑉𝑖+1(𝑠), 𝑖 ≠ 1                                                  (2.5) 

iii. 𝑉𝑟
′(𝑠) = −𝑘𝑟−1(𝑠)𝑉𝑟−1(𝑠) 

şeklinde tanımlıdır. Frenet formülleri 

𝐸 =

[
 
 
 
 
 
𝑉1
𝑉2
𝑉3
⋮

𝑉𝑟−1
𝑉𝑟 ]
 
 
 
 
 

   ve 𝑄 =

[
 
 
 
 
 
0
−𝑘1
0
⋮
0
0

     

𝑘1
0
−𝑘2
⋮
0
0

      

0
𝑘2
0
⋮
0
0

      

  0    …
  0    …
𝑘3    …
   ⋮     ⋱ 

   
0    …
0    …

0
0

 

0
⋮
0

−𝑘𝑟−1

      

0
0
0
⋮

𝑘𝑟−1
0 ]
 
 
 
 
 

                             (2.6) 

olmak üzere 

𝐸𝑠 = 𝑄𝐸  

şeklinde de ifade edilebilir (Hacısalihoğlu, 2000: 155). 

2.2 Yarı-Öklid Uzayı ve Eğriler 

Bu kısımda n-boyutlu yarı-Öklid uzayı ve bu uzayda eğriler ile ilgili temel tanımlar ve 

kavramlar ele alınmıştır.  
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Tanım 2.2.1. V vektör uzayı üzerindeki bir simetrik bi-lineer form 𝑔 olsun. 𝑔 simetrik bi-lineer 

formu eğer 

i. ∀𝑣 ∈ 𝑉 ve 𝑣 ≠ 0 için 𝑔(𝑣, 𝑣) > 0 ise 𝑔 pozitif tanımlı, 

ii. ∀𝑣 ∈ 𝑉 ve 𝑣 ≠ 0 için 𝑔(𝑣, 𝑣) < 0 ise 𝑔 negatif tanımlı, 

iii. ∀𝑣 ∈ 𝑉 ve 𝑣 ≠ 0 için 𝑔(𝑣, 𝑣) ≥ 0 ise 𝑔 yarı-pozitif tanımlı, 

iv. ∀𝑣 ∈ 𝑉 ve 𝑣 ≠ 0 için 𝑔(𝑣, 𝑣) ≤ 0 ise  𝑔 yarı-negatif tanımlı, 

v. ∀𝑣,𝑤 ∈ 𝑉 için 𝑔(𝑣,𝑤) = 0 olduğunda 𝑣 = 0 olmak zorunda ise 𝑔 non dejenere 

değilse dejeneredir, denir (O’Neill, 1983: 126). 

Tanım 2.2.2. n-boyutlu bir vektör uzayı V olsun ve V üzerinde simetrik bi-lineer form da 𝑔 

olsun. W da V nin bir alt uzayı ve 𝑔 nin W altuzayına kısıtlanmış hali  𝑔| 𝑊 ise 

𝑔| 𝑊:𝑊 𝑥 𝑊 →  ℝ  

negatif tanımlı olacak şekilde en büyük boyutlu W alt uzayının boyutuna 𝑔 simetrik bi-lineer 

formun indeksi denir ve 𝑔 nin indeksi 0 ≤ 𝑝 ≤ 𝑛 olmak üzere 𝑝 ile gösterilir (O’Neill, 1983: 

126). 

Tanım 2.2.3. ℝ𝑛 n-boyutlu standart reel vektör uzayı ve 0 ≤ 𝑝 ≤ 𝑛 olacak biçimde 𝑔 non-

dejenere, simetrik bi-lineer formu  

   𝑔(𝑢, 𝑣) = −∑𝑢𝑖𝑣𝑖

𝑝

𝑖=1

+ ∑ 𝑢𝑖𝑣𝑖

𝑛

𝑖=𝑝+1

                                                                                 

biçimde tanımlıysa, ℝ𝑛 ye yarı-Öklid uzayı denir ve yarı-Öklid uzayı ℝ𝑝
𝑛  ile gösterilir. Eğer 

p=1 ve 𝑛 ≥ 2 ise ℝ1
𝑛 uzayı n- boyutlu Minkowski uzayı adını alır (O’Neill, 1983: 127). 

Tanım 2.2.4. 𝑣 ∈ ℝ𝑝
𝑛  olmak üzere 

 i.  𝑔(𝑢, 𝑣) > 0  ya da  𝑣 = 0 ise 𝑣 vektörüne spacelike vektör, 

 ii.  𝑔(𝑢, 𝑣) < 0 ise 𝑣 timelike vektör, 

 iii.  𝑔(𝑢, 𝑣) = 0 ise 𝑣 null vektör, 

denir (O’ Neill, 1983: 127). 

Tanım 2.2.5. 𝑢, 𝑣 ≠ 0, 𝑢, 𝑣 ∈ ℝ𝑝
𝑛 olmak üzere 𝑔(𝑢, 𝑣) = 0 ise 𝑢 ile 𝑣 vektörleri ortogonal 

vektörlerdir denir ve 𝑢 ⊥ 𝑣 biçiminde gösterilir (O’ Neill, 1983: 127). 
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Tanım 2.2.6. ∀𝑣 ∈ ℝ𝑝
𝑛  olmak üzere  

‖𝑣‖ = √|𝑔(𝑣, 𝑣)|  

şeklinde tanımlanan ‖ ‖:ℝ𝑝
𝑛 → ℝ  fonksiyonu bir normdur ve  ‖𝑣‖ sayısına 𝑣 vektörünün 

normudur denir (O’Neill, 1983: 128). 

Tanım 2.2.7. {𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑛}, ℝ𝑝
𝑛 uzayının ortonormal bir bazı ve 𝑔(𝑒𝑖, 𝑒𝑖) = 𝜀𝑖−1 olmak üzere 

∀𝑣 ∈ ℝ𝑝
𝑛 vektörü 

  𝑣 =∑𝜀𝑖−1

𝑛

𝑖=1

𝑔(𝑣, 𝑒𝑖)𝑒𝑖                                                                                                          

şeklinde tek türlü bellidir (O’Neill,1983: 128). 

Tanım 2.2.8. 𝜌, 𝔼1
𝑛  de bir sıfırdan farklı bir eğri olacak şekilde 𝜌: 𝐼 ⊂ ℝ → 𝔼1

𝑛 dönüşümü 

verilsin. 𝜌(𝑠) eğrimiz 〈𝜌(𝑠), 𝜌′(𝑠)〉 = 𝜀0 ise eğrisi birim hızlıdır. 𝜌 birim hızlı eğrisi boyunca 

hareket eden Frenet çatısının elamanlarını {𝑉1, 𝑉2, … , 𝑉𝑛}, eğrinin eğrilik fonksiyonlarını 

 𝑘𝑖  (𝑖 = 1,2,3, … , 𝑛 − 1) olacak şekilde seçilsin.  

Böylece Frenet formülleri  

 𝑉1′ = 𝑘1𝑉2 

 𝑉𝑖
′ = −𝜀𝑖−2𝜀𝑖−1𝑘𝑖−1𝑉𝑖−1 + 𝑘𝑖𝑉𝑖+1,    1 < 𝑖 < 𝑛,                               (2.7) 

𝑉𝑛
′ = −𝜀𝑛−2𝜀𝑛−1𝑘𝑛−1𝑉𝑛−1, 

şeklindedir, burada 

 〈𝑉𝑖
 , 𝑉𝑖

 〉 = 𝜀𝑖−1 = +̅1 dır. 

 Frenet  formülleri 

𝑉 = [𝑉1 𝑉2…𝑉𝑛]
𝑇  

ve 

𝑄 =

[
 
 
 
 
 

0
−𝜀0𝜀1𝑘1

0
⋮
0
0

     

𝑘1
0

−𝜀1𝜀2𝑘2
⋮
0
0

     

0
𝑘2
0
⋮
0
0

   

…              0                  
…              0                  
…              0                  
⋱              ⋮                  
…              0                  
…   − 𝜀𝑛−2𝜀𝑛−1𝑘𝑛−1

     

0
0
0
⋮

𝑘𝑛−1
0 ]
 
 
 
 
 

                 (2.8) 

olmak üzere 𝑉𝑠 = 𝑄𝑉 şeklinde ifade edilebilir (İlarslan, 2002: 21). 
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Özel Hal  𝑛 = 3, 𝑝 = 1 özel halinde; eğer eğrimiz timelike normalli spacelike eğri ise (2.7) 

denklemlerinden  

 [

𝑉1
′

𝑉2
′

𝑉3
′
] = [

0 𝑘1 0
−𝑘1 0 𝑘2
0 −𝑘2 0

] [
𝑉1
𝑉2
𝑉3

]  veya  [
𝑇 
′

𝑁′
𝐵′

] = [
0 𝜅 0
−𝜅 0 𝜏
0 − 𝜏 0

] [
𝑇
𝑁
𝐵
], 

eğer eğrimiz spacelike normalli timelike eğri ise (2.7) denkleminden  

 [

𝑉1
′

𝑉2
′

𝑉3
′
] = [

0 𝑘1 0
𝑘1 0 𝑘2
0 𝑘2 0

] [
𝑉1
𝑉2
𝑉3

]  veya  [
𝑇 
′

𝑁′
𝐵′

] = [
0 𝜅 0
𝜅 0 𝜏
0 𝜏 0

] [
𝑇
𝑁
𝐵
], 

eğer eğrimiz spacelike binormalli timelike eğri ise (2.7) denkleminden  

 [

𝑉1
′

𝑉2
′

𝑉3
′
] = [

0 𝑘1 0
−𝑘1 0 𝑘2
0 𝑘2 0

] [
𝑉1
𝑉2
𝑉3

]  veya  [
𝑇 
′

𝑁′
𝐵′

] = [−
0 𝜅 0
𝜅 0 𝜏
0 𝜏 0

] [
𝑇
𝑁
𝐵
] 

elde edilir. Burada 1-inci eğrilik olan 𝑘1(𝑠) = 𝜅(𝑠) değeri sadece eğrilik adıyla ve 2-inci eğrilik 

olan 𝑘2(𝑠) = 𝜏(𝑠) değeri de burulma (torsiyon) adıyla bilinir (İlarslan, 2002: 22). 

2.3. Reel Kuaterniyonlar ve Reel Kuaterniyonik Eğriler 

Bu bölümde kuaterniyonlar ve kuaterniyonik eğriler ile alakalı temel kavramlara yer 

verilecektir. 

Tanım 2.3.1. Bir Reel kuaterniyon, dört reel sayının, +1, 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3 gibi dört birime eşlik 

etmesiyle tanımlanır. Dört birimden +1 ile gösterilen reel bir sayı olmak üzere diğer birimler 

arasındaki ilişki aşağıdaki gibidir: 

 i.  𝑒1
2 = 𝑒2

2 = 𝑒3
2 = −1, 

 ii. 𝑒2 ∧ 𝑒3 = 𝑒1, 𝑒3 ∧ 𝑒1 = 𝑒2, 𝑒1 ∧ 𝑒2 = 𝑒3, 

iii.  𝑒3 ∧ 𝑒2 = −𝑒1 , 𝑒1 ∧ 𝑒3 = −𝑒2, 𝑒2 ∧ 𝑒1 = −𝑒3                                             

a, b, c, d reel sayı ve 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3 birimleri 3-boyutlu reel vektör uzayının dik koordinat 

sistemindeki baz vektörleri olmak üzere 

𝑞 = 𝑑 + 𝑎𝑒1 + 𝑏𝑒2 + 𝑐𝑒3  

şeklinde gösterilir. 

q kuaterniyonunun 𝑆𝑞 skaler ve 𝑉𝑞 vektörel kısmı olmak üzere 

𝑆𝑞 = 𝑑,   𝑉𝑞 = 𝑎𝑒1 + 𝑏𝑒2 + 𝑐𝑒3  
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şeklinde iki kısma ayrılır. Yani bir reel kuaterniyon   

𝑞 = 𝑆𝑞 + 𝑉𝑞  

biçiminde ifade edilir. Reel kuaterniyonlar kümesi 

ℚ = {𝑞|𝑞 =𝑎𝑒1 + 𝑏𝑒2 + 𝑐𝑒3 + 𝑑; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℝ, 𝑒1−3 ∈ ℝ
3}  

şeklinde tanımlıdır. (Hacısalihoğlu, 1983: 79). 

Tanım 2.3.2. Reel kuaterniyonlar kümesi üzerinde toplama işlemi 

 𝑆𝑞1 + 𝑆𝑞2 = 𝑆𝑞1⨁𝑞2   ve   𝑉𝑞1 + 𝑉𝑞2 = 𝑉𝑞1⨁𝑞2 

olmak üzere  

 ⨁ ∶ ℚ 𝑥 ℚ → ℚ 

     𝑞1 + 𝑞2  → 𝑞1⨁𝑞2 = 𝑆𝑞1⨁𝑞2+ 𝑉𝑞1⨁𝑞2 

biçiminde tanımlıdır. Burada 𝑆𝑞1 + 𝑆𝑞2 işlemindeki “+” ℝ üzerindeki toplama işlemi, 𝑉𝑞1 + 𝑉𝑞2 

işlemindeki “+” ise ℝ3 uzayındaki toplama işlemidir. 

 O halde ( ℚ,⨁  ) ikilisi değişmeli gruptur. Bu grubun etkisiz elemanı sıfır kuaterniyonu 

ismini alır ve (0,0,0,0) sıralı dörtlüsünden oluşur (Hacısalihoğlu, 1983: 80). 

Tanım 2.3.3. ℚ kuaterniyonlar kümesi üzerindeki skalarla çarpma işlemi; 

⊙ : ℝ 𝑥 ℚ → ℚ                                                       

                       (𝜆, 𝑞) → 𝜆 ⊙ 𝑞 = 𝜆𝑞 = 𝜆𝑆𝑞 + 𝜆𝑉𝑞  

şeklinde tanımlanır ve aşağıdaki özellikleri sağlar. 

i. 𝜆 ⊙(𝑞1⨁ 𝑞2) = 𝜆 ⊙ 𝑞1⨁ 𝜆 ⊙ 𝑞2, ∀𝜆 ∈ ℝ ve ∀𝑞1, 𝑞2 ∈ ℚ, 

ii. (𝜆1 + 𝜆2)⊙q = (𝜆
1
⊙q) +  (𝜆

2
⊙q), ∀ 𝜆1𝜆2 ∈ ℝ ve ∀𝑞 ∈ ℚ, 

iii. (𝜆1.𝜆2)⊙q=  𝜆1⊙ (𝜆
2
⊙q), 

iv. 1⊙q= q. 

O halde {ℚ,⨁,ℝ , +, . ,⊙} sistemi bir reel vektör uzayı olur. Bundan sonra ℚ daki toplama ⨁ 

ve ⊙ skalarla çarpma işlemleri, sırasıyla “+” ve “.” ile gösterilecektir (Hacısalihoğlu, 1983:81). 
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Tanım 2.3.4. 𝑞1, 𝑞2 ∈ ℚ, 

𝑞1 = 𝑑1 + 𝑎1𝑒1 + 𝑏1𝑒2 + 𝑐1𝑒3, 

𝑞2 = 𝑑2 + 𝑎2𝑒1 + 𝑏2𝑒2 + 𝑐2𝑒3  

olmak üzere; 

𝑥: ℚ 𝑥 ℚ → ℚ  

                 (𝑞1, 𝑞2) → 𝑞1𝑥 𝑞2  

𝑞1𝑥 𝑞2 = (𝑑1 + 𝑎1𝑒1 + 𝑏1𝑒2 + 𝑐1𝑒3)𝑥 (𝑑2 + 𝑎2𝑒1 + 𝑏2𝑒2 + 𝑐2𝑒3) 

 = 𝑑1𝑑2 − (𝑎1𝑎2+𝑏1𝑏2 + 𝑐1𝑐2) + (𝑑1𝑎2 + 𝑎1𝑑2 + 𝑏1𝑐2 − 𝑐1𝑏2)𝑒1 

                        + (𝑑1𝑏2 + 𝑏1𝑑2 + 𝑐1𝑑2 − 𝑎1𝑐2) 𝑒2 + (𝑑1𝑐2 + 𝑑2𝑐1 + 𝑎1𝑏2 − 𝑏1𝑎2) 𝑒3 

biçiminde tanımı işleme kuaterniyonik çarpma işlemi denir (Hacısalihoğlu, 1983: 82).  

Kuaterniyonik çarpma işlemi 

  𝑞1𝑥 𝑞2 = 𝑆𝑞1 + 𝑆𝑞2 − 〈𝑉𝑞1 , 𝑉𝑞2 〉 +  𝑆𝑞1𝑉𝑞2 + 𝑆𝑞2𝑉𝑞1 + 𝑉𝑞1 ∧ 𝑉𝑞2                 

şeklinde de verilebilir. 

Kuaterniyoniyonik çarpma işlemi aşağıdaki özelliklere sahiptir. 

i. İki kuaterniyonun çarpımları bir kuaterniyondur. 

ii. Kuaterniyon çarpımı birleşme özelliğine sahiptir. 

iii. Kuaterniyon çarpımı dağılma özelliğine sahiptir. 

Bunlara ek olarak kuaterniyon çarpımının değişme özelliğine sahip olmadığı da söylenebilir. O 

halde {ℚ,⨁,ℝ ,+, . ,⊙, 𝑥} kümesinin asosyatif (birleşimli) bir cebirdir ve bu cebire kuaterniyon 

cebiri denir. Bu cebirin bir tabanı {+1, 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3} dir ve boyutu da 4 tür. Özel olarak 

𝑞1𝑥 𝑞2 = 𝑞2𝑥 𝑞1  

olabilmesi için 𝑞1 ve 𝑞2 birer skalar veya vektör kısımları (𝑉𝑞2 = 𝜆𝑉𝑞1) orantılı olmalıdır 

(Hacısalihoğlu, 1983: 83). 

Tanım 2.3.5. ∀𝑞1, 𝑞2 ∈ ℚ için eşitlik bağıntısı  

𝑞1 = 𝑞2
 
⇔𝑆𝑞1 = 𝑆𝑞2 ve 𝑉𝑞1 = 𝑉𝑞2 

biçiminde tanımlıdır (Hacısalihoğlu, 2000). 
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Tanım 2.3.6. 𝑞1, 𝑞2 ∈ ℚ olmak üzere iki kuaterniyonun farkı 

 𝑞1 − 𝑞2 = (𝑆𝑞1 − 𝑆𝑞2) + (𝑉𝑞1 − 𝑉𝑞2) 

şeklinde tanımlıdır (Hacısalihoğlu, 1983: 83). 

Tanım 2.3.7. 𝑞1, 𝑞2 ∈ ℚ olmak üzere eşlenik 𝑞 = 𝑆𝑞 +𝑉𝑞 ∈ ℚ olmak üzere  

^ ∶ ℚ → ℚ    

                      𝑞 → 𝑞̂ = 𝑆𝑞 −𝑉𝑞   

şeklinde tanımlıdır. Burada 𝑞̂ kuaterniyonuna 𝑞 kuaterniyonunun eşleniğidir denir. 

Bir kuaterniyonun eşleniği ile çarpımı 

𝑞 𝑥 𝑞̂ = (𝑑 + 𝑎𝑒1 + 𝑏𝑒2 + 𝑐𝑒3) 𝑥 (𝑑 − 𝑎𝑒1 + 𝑏𝑒2 + 𝑐𝑒3)  

                        = 𝑑2 + 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2                                             

dır. Buradan 

𝑞̂ 𝑥 𝑞 = 𝑞 𝑥 𝑞̂ > 0, 𝑞 ≠ 0  

𝑞̂ 𝑥 𝑞 = 𝑞 𝑥 𝑞̂ = 0
 
⇔𝑞 = 0  

olduğu kolayca görülür. Eşlenik işlemi 

 i. 𝑎𝑞1 + 𝑏𝑞2̂ = 𝑎𝑞̂1 + 𝑏𝑞̂2 

 ii. (𝑞1 + 𝑞2)̂ = 𝑞̂1 + 𝑞̂2  

iii. 𝑞̂̂ = 𝑞 

özelliklerine sahiptir.  

Tanım 2.3.8. ℚ Reel kuaterniyonlar kümesinde reel değerli, simetrik, bilineer ℎ fonksiyonu  

ℎ:ℚ 𝑥 ℚ → ℝ  

   (𝑞1, 𝑞2) → ℎ(𝑞1, 𝑞2) =
1

2
(𝑞1𝑥𝑞̂2 𝑥 𝑞2 𝑥 𝑞̂1)   

şeklinde tanımlıdır. h fonksiyonuna kuaterniyonik iç çarpım fonksiyonu denir (Bharathi ve 

Nagaraj, 1987: 507). 

Tanım 2.3.9. 𝑞1, 𝑞2 ∈ ℚ kuaterniyonları için ℎ(𝑞1, 𝑞2) = 0 şartını sağlanıyorsa 𝑞1, 𝑞2 

kuaterniyonlarına h-ortogonal denir (Hacısalihoğlu, 1983: 84).  
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Tanım 2.3.10. ℚ üzerindeki norm tanımı 𝑞 ∈ ℚ için   

‖𝑞‖2 = ℎ(𝑞1, 𝑞2) =  𝑞 𝑥 𝑞̂ =  𝑑
2 + 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2  

şeklinde tanımlıdır (Hacısalihoğlu, 1983: 86). 

Tanım 2.3.11. Bir 𝑞 ∈ ℚ kuaterniyonunun tersini 

(  )−1:ℚ− {0}→ ℚ− {0}  

                      𝑞 → 𝑞−1 =
𝑞̂

‖𝑞‖
  

biçiminde tanımlıdır (Hacısalihoğlu, 1983: 86).  

Böylece ℚ üzerinde bölme işlemi tanımlanmış olur. 

Tanım 2.3.12. 𝑞2 ≠ 0 olmak üzere 𝑞1 kuaterniyonunu 𝑞2 kuaterniyonuna bölebilmek için 𝑞1 

kuaterniyonu 𝑞2
−1 ile sağdan ve soldan çarpılır. Bunun nedeni ise kuaterniyon çarpımının 

değişme özelliğinin olmamasıdır. O halde 

𝑟1 = 𝑞1 𝑥 𝑞2
−1  

𝑟2 = 𝑞2
−1 𝑥 𝑞1  

ifadeleri elde edilir. Burada 𝑟1 kuaterniyonuna, 𝑞1 kuaterniyonunun 𝑞2 kuaterniyonu ile sağdan 

bölümü, 𝑟2 kuaterniyonuna, 𝑞1 kuaterniyonunun 𝑞2 kuaterniyonu ile soldan bölümü denir. 

Burada 𝑟1 ve 𝑟2 birbirinden farklı kuaterniyonlardır (Hacısalihoğlu, 2000: 86). 

Tanım 2.3.13. Birim kuaterniyonlar 𝑞0 ile gösterilir ve normu “1” dir. (Hacısalihoğlu, 1983: 

86). 

Vektörlerde olduğu gibi herhangi bir birim kuaterniyon  

‖𝑞‖2 = ℎ(𝑞, 𝑞) = 𝑞 𝑥 𝑞̂ = 𝑑2 + 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2  

olmak üzere  

𝑞0 =
𝑞

‖𝑞‖
=

𝑑+𝑎𝑒1+𝑏𝑒2+𝑐𝑒3

√𝑑2+𝑎2+𝑏2+𝑐2
  

şeklinde elde edilir. 

 r ve 𝑞0 birim kuaterniyonu 

cos 𝜃 =
𝑑

√𝑑2+𝑎2+𝑏2+𝑐2
 , sin 𝜃 =

𝑎2+𝑏2+𝑐2

√𝑑2+𝑎2+𝑏2+𝑐2
  

olmak üzere; 
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𝑞0 = cos 𝜃+𝑆0 sin 𝜃 

şeklinde yazılabilir. 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 ≠ 0 için 

𝑆0 =
𝑎𝑒1+𝑏𝑒2+𝑐𝑒3

√𝑎2+𝑏2+𝑐2
  

birim vektörüne 𝑞0 birim kuaterniyonunun ekseni denir (Hacısalihoğlu, 1983: 87). 

Tanım 2.3.14. ℚ reel kuaterniyonlar kümesi ve 𝑠 ∈ 𝐼 = [0,1] olmak üzere, 

𝛼: 𝐼 ⊂ ℝ → ℚ  

  𝑠 → 𝛼(𝑠) =∑𝛼𝑖(𝑠)𝑒𝑖,   (1 ≤ 𝑖 ≤ 3)                                                

3

𝑖=1

 

şeklinde tanımlanan eğriye uzaysal kuaterniyonik eğri denir (Bharathi ve Nagaraj 1987: 510). 

Teorem 2.3.1. Uzaysal kuaterniyonik eğri 𝛼 olsun. 𝑠 ∈ 𝐼 = [0,1], 𝛼 eğrisinin  yay parametresi 

olmak biçimde 𝛼 eğrisinin 𝛼(𝑠) noktasındaki {𝑡(𝑠), 𝑛(𝑠), 𝑏(𝑠)} Frenet vektörleri; 

𝑡(𝑠) =
1

𝑣(𝑠)
𝛼′(𝑠),                      ‖𝛼′(𝑠)‖ = 𝑣(𝑠)                                                  

𝑛(𝑠) = 𝑏(𝑠) 𝑥 𝑡(𝑠)                                                                                                                (2.9) 

𝑏(𝑠) =
𝛼′(𝑠) 𝑥 𝛼′′(𝑠)+𝑣(𝑠)𝑣′(𝑠)

‖𝛼′(𝑠) 𝑥 𝛼′′(𝑠)+𝑣(𝑠)𝑣′(𝑠)‖
                                                                              

şeklinde elde edilir (Bharathi ve ve Nagaraj, 1987: 510). 

Teorem 2.3.2. 𝑠 ∈ 𝐼 = [0,1] yay parametresi ile verilen 𝛼 uzaysal kuaterniyonik eğrisi olsun. 

𝛼(𝑠) noktasındaki Frenet 3-ayaklısını {𝑡(𝑠), 𝑛(𝑠), 𝑏(𝑠)} ve eğriliklerini de 𝑘(𝑠), 𝑟(𝑠) olmak 

üzere,  

𝑡′(𝑠) = 𝑘(𝑠)𝑛(𝑠)  

𝑛′(𝑠) = −𝑘(𝑠)𝑡(𝑠) + 𝑟(𝑠)𝑏(𝑠)                               (2.10) 

𝑏′(𝑠) − 𝑟(𝑠)𝑛(𝑠)  

formüllerine Frenet formülleri denir ve Frenet formülleri matris formunda  

[
𝑡′
𝑛′
𝑏′

] = [
0 𝑘 0
−𝑘 0 𝑟
0 −𝑟 0

] [
𝑡
𝑛
𝑏
]  

Şeklinde gösterilebilir (Bharathi ve Nagaraj, 1987: 511) 
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Tanım 2.3.15. ℚ Reel kuaterniyonlar kümesi 

𝛽: 𝐼 = [0,1] ⊂  ℝ → ℚ,                           

     𝑠 → 𝛽(𝑠) ==∑𝑎𝑖(𝑠)𝑒𝑖,       (1 ≤ 𝑖 ≤ 4)

4

𝑖=1

,    𝑒4 = 1                        

biçiminde tanımlanan eğriye bir reel kuaterniyonik eğri denir (Bharathi ve Nagaraj, 1987: 511). 

Teorem 2.3.3. 𝛽: 𝐼 → ℚ kuaterniyonik eğrisi 𝑠 ∈ 𝐼 = [0,1] yay parametresi ile verilmiş olsun. 

𝛽 eğrisinin 𝛽(𝑠) noktasındaki Frenet vektörleri {𝑇(𝑠), 𝑁1(𝑠),𝑁2(𝑠),𝑁3(𝑠)} ile eğrilikleri 

𝜅(𝑠), 𝑘(𝑠) 𝑣𝑒 (𝑟(𝑠) − 𝜅(𝑠)) arasındaki ilişki 

𝑇′(𝑠) =  𝜅(𝑠)𝑁1(𝑠),             𝜅(𝑠) = ‖𝑇′(𝑠)‖,          𝑁1(𝑠) = 𝑡(𝑠) 𝑥 𝑇(𝑠),   

𝑁1
′(𝑠) = −𝜅(𝑠)𝑇(𝑠) + 𝑘(𝑠)𝑁2(𝑠),                          𝑁2(𝑠) = 𝑛(𝑠) 𝑥 𝑇(𝑠),   

𝑁2
′(𝑠) = −𝑘(𝑠)𝑁1(𝑠) + (𝑟(𝑠) − 𝜅(𝑠))𝑁3(𝑠),      𝑁3(𝑠) = 𝑏(𝑠) 𝑥 𝑇(𝑠),                  (2.11) 

𝑁3
′(𝑠) = −(𝑟(𝑠) − 𝜅(𝑠))𝑁2(𝑠)                                                                           

şeklindedir (Bharathi ve Nagaraj, 1987: 511). 

𝑉 = [

𝑇 
𝑁1
𝑁2
𝑁3

] , 𝑉𝑠 =

[
 
 
 
𝑇 ′

𝑁1′

𝑁2′

𝑁3′]
 
 
 

 ve 𝑄 = [

0
−𝜅
0
0

     

𝜅
0
−𝑘
0

     

0
𝑘
0

−(𝑟 − 𝜅)

    

0
0

(𝑟 − 𝜅)
0

]                               (2.12) 

olmak üzere 𝑉𝑆 = 𝑄. 𝑉  şeklinde de ifade edilebilir. 

  Verilen ifadede 𝛽(𝑠) eğrisi seçilirken eğrinin birim teğet vektörü  𝑇(𝑠) vektörü için   

𝑡(𝑠) = 𝑁1(𝑠) 𝑥 𝑇̂(𝑠) dir. Buradan da 𝛽(𝑠) eğrisinin burulması, 𝛼(𝑠) uzaysal kuaterniyonik 

eğrisinin asli eğriliğidir. Burada 𝛼(𝑠) uzaysal kuaterniyonik eğrisinin burulması 𝑟(𝑠) ve 𝛽(𝑠) 

kuaterniyonik eğrisinin asli eğrliği 𝜅(𝑠) olmak üzere 𝛽(𝑠) kuaterniyonik eğrisinin üçüncü 

eğriliği (𝑟(𝑠) − 𝜅(𝑠)) dir (Bharathi ve Nagaraj, 1987: 512). 

2.4. Yarı-Reel Kuaterniyonlar ve Yarı-Reel Kuaterniyonik Eğriler 

 Bir yarı reel kuaterniyon +1, 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3 gibi dört birime sıralı dört reel sayının eşlik 

etmesiyle tanımlanabilir. Burada +1 reel sayı olmak üzere diğer üç birim için aşağıdaki 

özellikler geçerlidir; 

 i. 𝑒𝑖 𝑥𝐿 𝑒𝑖 = −𝜀𝑒𝑖 , 

 ii. 𝑒𝑖 𝑥𝐿 𝑒𝑗 = 𝜀𝑒𝑖𝜀𝑒𝑗𝑒𝑘, (ℝ1
3), 
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 iii. 𝑒𝑖 𝑥𝐿 𝑒𝑗 = −𝜀𝑒𝑖𝜀𝑒𝑗𝑒𝑘, (ℝ2
4). 

 Eğer 𝜀𝑒𝑖 = 1 ise 𝑒𝑖 spacelike, 𝜀𝑒𝑖 = −1 ise 𝑒𝑖 timeliketır. Böylece bir yarı reel 

kuaterniyon, bileşenleri 𝑑, 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈  ℝ olmak üzere 𝑞 = 𝑑 + 𝑎𝑒1 + 𝑏𝑒2 + 𝑐𝑒3 şeklinde ifade 

edilir. 3-boyutlu yarı reel vektör uzayının bir dik koordinat sisteminin baz vektörleri olarak 

𝑒1, 𝑒2, 𝑒3 birimleri alınabilir.  

 𝑆𝑞  skaler kısmı, 𝑉𝑞  vektörel kısmı göstermek üzere bir yarı reel q kuaterniyonu 𝑞 =

𝑆𝑞 + 𝑉𝑞  şeklinde yazılabilir. Yarı reel kuaterniyonların kümesi ℚ𝑣 ile gösterilir (Tuna, 2002: 

5). 

Tanım 2.4.1. 𝑞1 = 𝑆𝑞1+𝑉𝑞1 ,  𝑞2 = 𝑆𝑞2+𝑉𝑞2 ∈ ℚ𝑣 ve 𝜆 ∈ ℝ olsun. ℚ𝑣 üzerinde sırasıyla, 

toplama (iç işlem) ve skaler ile çarpma (dış işlem) işlemleri 

⨁ ∶   ℚ𝑣  𝑥 ℚ𝑣    →     ℚ𝑣                                                                                                                                

                      (𝑞1, 𝑞2)     → 𝑞1⨁𝑞2 = 𝑆𝑞1⨁𝑞2+𝑉𝑞1⨁𝑞2                            

                  ⊙ :   ℝ  𝑥 ℚ𝑣    →     ℚ𝑣  

                       (𝜆, 𝑞)      → 𝜆 ⊙ 𝑞 = 𝜆𝑆𝑞 + 𝜆𝑉𝑞  

şeklinde tanımlanır. {ℚ𝑣, ⨁,ℝ ,+, . ,⊙} sistemi bir reel vektör uzayıdır (Tuna, 2002: 6). 

Tanım 2.4.2. 𝑑1,𝑎1, 𝑏1, 𝑐1 ∈ ℝ için 𝑞1 = 𝑑1 + 𝑎1𝑒1 + 𝑏1𝑒2 + 𝑐1𝑒3 ve 𝑑2,𝑎2, 𝑏2, 𝑐2 ∈ ℝ için 

𝑞2 = 𝑑2 + 𝑎2𝑒1 + 𝑏2𝑒2 + 𝑐2𝑒3  gibi iki yarı-reel kuaterniyonun çarpımı 

𝑞1 𝑥𝐿 𝑞2 = 𝑑1𝑑2 − (𝜀𝑒1𝑎1𝑎2 + 𝜀𝑒2𝑏1𝑏2 + 𝜀𝑒3𝑐1𝑐2)  

                           +(𝑑1𝑎2 + 𝑎1𝑑2 + 𝜀𝑒2𝜀𝑒3( 𝑏1𝑐2 − 𝑐1𝑏2))𝑒1 

   +(𝑑1𝑏2 + 𝑏1𝑑2 + 𝜀𝑒1𝜀𝑒3(𝑐1𝑎2 − 𝑎1𝑐2)) 𝑒2  

     +(𝑑1𝑐2 + 𝑑2𝑐1 + 𝜀𝑒1𝜀𝑒2(𝑎1𝑏2 − 𝑏1𝑎2)) 𝑒3  

Şeklinde tanımlıdır. Eğer 𝑞1 = 𝑆𝑞1+𝑉𝑞1  ve  𝑞2 = 𝑆𝑞2+𝑉𝑞2  şeklinde ifade edilir ise  

𝑞1 𝑥𝐿 𝑞2 = 𝑆𝑞1𝑆𝑞2 − 〈𝑉𝑞1 , 𝑉𝑞2 〉𝐿 + 𝑆𝑞1𝑉𝑞2 + 𝑆𝑞2𝑉𝑞1 + 𝑉𝑞1 ∧𝐿 𝑉𝑞2   

dir (Tuna, 2002: 6). 

Tanım 2.4.3. 𝑞1 = 𝑆𝑞1+𝑉𝑞1  ve  𝑞2 = 𝑆𝑞2+𝑉𝑞2 herhangi iki yarı-reel kuaterniyon olsun. 

İki yarı-reel kuaterniyon için eşitlik bağıntısı 
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𝑞1 =  𝑞2
 
⇔𝑆𝑞1 = 𝑆𝑞2 ve  𝑉𝑞1 = 𝑉𝑞2   

biçiminde tanımlıdır (Tuna, 2002: 6). 

Tanım 2.4.4. 𝑞1 = 𝑆𝑞1+𝑉𝑞1 ve  𝑞2 = 𝑆𝑞2+𝑉𝑞2 herhangi iki yarı-reel kuaterniyon olmak üzere 

𝑞1 −  𝑞2 = (𝑆𝑞1 − 𝑆𝑞2) + (𝑉𝑞1 − 𝑉𝑞2)                 

biçiminde tanımlıdır (Tuna, 2002). 

Tanım 2.4.5. 𝑞 = 𝑆𝑞 + 𝑉𝑞  herhangi bir yarı-reel kuaterniyonunun eşleniği  

𝐾: ℚ𝑣  𝑥 ℚ𝑣    →   ℚ𝑣  

               𝑞       →    𝐾(𝑞)= 𝑆𝑞 − 𝑉𝑞  

biçiminde tanımlıdır (Tuna, 2002: 8). 

Tanım 2.4.6. 𝑞 = 𝑆𝑞 + 𝑉𝑞  herhangi bir yarı-reel kuaterniyonunun normu 

𝑁:ℚ𝑣 𝑥 ℚ𝑣    →     ℚ𝑣                                                                                                                                 

               𝑞       →   𝑁(𝑞)= 𝑁𝑞 = |𝑞  𝑥𝐿 𝐾𝑞| 

şeklinde tanımlıdır (Tuna, 2002: 8). 

Tanım 2.4.7. Herhangi iki yarı-reel kuaterniyon 𝑞1 ve  𝑞2 olmak üzere 

ℎ𝑣: ℚ𝑣  𝑥 ℚ𝑣    →     ℚ𝑣                                                                                                                                

 (𝑞1, 𝑞2) → ℎ𝑣(𝑞1, 𝑞2) =
1

2
(𝜀𝑞1𝜀𝐾𝑞2 (𝑞1  𝑥𝐿 𝐾𝑞2) + 𝜀𝑞2𝜀𝐾𝑞1 (𝑞2  𝑥𝐿 𝐾𝑞1)) 

reel değerli, simetrik, bilineer ℎ𝑣 fonksiyonuna yarı-reel kuaterniyonik iç çarpım fonksiyonu 

denir (Tuna, 2002: 8). 

Tanım 2.4.8. Herhangi iki yarı-reel kuaterniyon 𝑞1 ve 𝑞2 olmak üzere ℎ𝑣(𝑞1, 𝑞2) = 0 ise 𝑞1 ve 

𝑞2 yarı-reel kuaterniyonlarına ℎ𝑣-ortogonaldir denir (Tuna, 2002: 6).  

Tanım 2.4.9. Herhangi  𝑞 yarı-reel kuaterniyonu için  

𝑁𝑞 = 1  

ise 𝑞 yarı-reel kuaterniyonuna yarı-reel birim kuaterniyon denir (Tuna, 2002: 6). 
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Tanım 2.4.10. 𝔼1
3 te uzaysal yarı-reel kuaterniyonların uzayı {𝑞 ∈ ℚ𝑣 ∶  𝑞 + 𝛾𝑞 = 0} olsun. 

 𝐼 = [0,1] ⊂ ℝ için,  𝑠 ∈ 𝐼 yay parametresi olmak üzere 

𝛼 ∶  𝐼 ⊂ ℝ → ℚ𝑣  

𝑠 → 𝛼(𝑠) =∑𝛼𝑖(𝑠)𝑒𝑖 

3

𝑖=1

                                                                  

ile tanımlanan diferansiyellenebilir 𝛼 eğrisine uzaysal yarı-reel kuaterniyonik eğri denir (Tuna, 

2002: 7). 

Tanım 2.4.11. 𝛼: 𝐼 ⊂ ℝ → ℚ𝑣 birim hızlı uzaysal yarı-reel kuaterniyonik eğrisinin eğrilikleri 

{𝜅,𝑘, (𝑟 − 𝜀𝑡𝜀𝑇𝜀𝑁𝜅)} ve Frenet çatısı {𝒯(𝑠),𝒩1(𝑠),𝒩2(𝑠),𝒩3(𝑠)} olmak üzere Frenet 

Formülleri 

[
 
 
 
𝒯′ (𝑠)

𝒩1′(𝑠)

𝒩2′(𝑠)

𝒩3′(𝑠)]
 
 
 

= [

0
−𝜀𝑡𝜀𝑁𝜅
0
0

     

𝜀𝑁𝜅
0

−𝜀𝑡𝑘
0

     

0
𝜀𝑛𝑘
0

−𝜀𝑏(𝑟 − 𝜀𝑡𝜀𝑇𝜀𝑁𝜅)

     

0
0

𝜀𝑛(𝑟 − 𝜀𝑡𝜀𝑇𝜀𝑁𝜅)
0

] [

𝒯 (𝑠)
𝒩1(𝑠)
𝒩2(𝑠)
𝒩3(𝑠)

] 

şeklindedir. Burada  ℎ(𝒯,𝒯) = 𝜀𝑇 , ℎ(𝒩1,𝒩1) = 𝜀𝑁, ℎ(𝒩2,𝒩2) = 𝜀𝑛𝜀𝑇, ℎ(𝒩3,𝒩3) = 𝜀𝑏𝜀𝑇, 

ve  𝜀𝑡𝜀𝑇𝜀𝑁 = 1 dir (Tuna, 2002: 22).  

Frenet formülleri  

𝑉 = [

𝒯 
𝒩1

𝒩2

𝒩3

] ve 𝒬 = [

0

−𝜀𝑡𝜀𝑁𝜅
0

0

     

𝜀𝑁𝜅

0
−𝜀𝑡𝑘

0

     

0

𝜀𝑛𝑘
0

−𝜀𝑏(𝑟 − 𝜀𝑡𝜀𝑇𝜀𝑁𝜅)

     

0

0
𝜀𝑛(𝑟 − 𝜀𝑡𝜀𝑇𝜀𝑁𝜅)

0

]                 (2.13) 

olmak üzere 𝑉𝑆 = 𝒬. 𝑉  şeklinde ifade edilebilir. 
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3. EĞRİ EVOLÜSYONU 

3.1. 𝔼𝒏 de Eğrilerin Evolüsyonu 

 𝜌(𝑢), 𝔼𝒏 de bir eğri ve 𝜌(𝑢) eğrisinin t anındaki yer vektörü 𝜌(𝑢, 𝑡) olsun. 𝜌 eğrisi için 

metrik 

 𝑔(𝑢, 𝑡) = 〈
𝜕𝜌

𝜕𝑢
,
𝜕𝜌

𝜕𝑢
〉                     (3.1) 

şeklinde verilebilir. 𝜌(𝑢, 𝑡) eğrisinin yay uzunluğu ise 

 𝐿(𝑢, 𝑡) = ∫ √𝑔(𝜎, 𝑡)𝑑𝑢
𝑢

0
,    

𝜕

𝜕𝑠
=

1

√𝑔

𝜕

𝜕𝑢
                  (3.2) 

şeklinde tanımlıdır. Burada {𝑢, 𝑡} eğri üzerindeki koordinat fonksiyonlarıdır. 𝔼𝒏 de eğrinin akışı  

 
𝜕𝜌

𝜕𝑡
= ∑ 𝜔𝑗𝑉𝑗

𝑛
𝑗=1                       (3.3) 

şeklinde tanımlıdır. Burada 𝜔𝑗 ler çatı boyunca hız fonksiyonlarını temsil eder. Bu hız 

fonksiyonları sadece {𝑘1, 𝑘2, 𝑘3, … , 𝑘𝑛−1} şeklindeki eğriliklere bağlıdır (Yıldız vd., 2013: 2). 

Önerme 3.1.1. g metriği için evolüsyon denklemi 

 
𝜕𝑔

𝜕𝑡
= 2𝑔(

𝜕𝜔1

𝜕𝑠
− 𝑘1𝜔2)                     (3.4) 

şeklindedir (Yıldız vd., 2013: 3). 

İspat (3.1) denkleminde 𝑡 parametresine göre, (3.3) denkleminde de u parametresine göre türev 

alır ve 
𝜕

𝜕𝑢
 ile 

𝜕

𝜕𝑡
  kısmi türevlerinin değişmeli olduğu kullanılırsa 

 
𝜕𝑔

𝜕𝑡
= 2 〈

𝜕𝜌

𝜕𝑢
,
𝜕

𝜕𝑡
(
𝜕𝜌

𝜕𝑢
)〉  

                = 2𝑔 〈
𝜕𝜌

𝜕𝑠
,
𝜕

𝜕𝑠
(
𝜕𝜌

𝜕𝑡
)〉 

                = 2𝑔 〈𝑉1, (∑
𝜕𝜔𝑗

𝜕𝑠

𝑛
𝑗=1 𝑉𝑗 + ∑ 𝜔𝑗

𝜕𝑉𝑗

𝜕𝑠

𝑛
𝑗=1 )〉  

elde edilir. Frenet formülleri göz önünde bulundurulursa 

 

{
 
 

 
 
𝜕𝑔

𝜕𝑡
= 2𝑔〈𝑉1, 𝜆𝑉1 + ∑ 𝐴𝑗𝑉𝑗

𝑛
𝑗=2 〉,   

𝜆 = (
𝜕𝜔𝑗

𝜕𝑠
− 𝑘1𝑤2),                      

𝐴𝑗 = 𝜔𝑗,𝑠 + 𝑘𝑗−1𝑤𝑗−1 − 𝑘𝑗𝑤𝑗+1,

𝑗 = 2,3, … , 𝑛, 𝑘0 = 𝑘𝑛 = 0       

                   (3.5) 
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elde edilir. Yani 
𝜕𝑔

𝜕𝑡
= 2𝑔𝜆 dir. 

Önerme 3.1.2. 𝜌 eğrisinin yay uzunluğunun evolüsyon denklemi; 

 
𝜕𝐿

𝜕𝑡
= ∫ (

𝜕𝜔1

𝜕𝑠
− 𝑘1𝑤2)

𝑢

0
𝑑𝑢, 𝑢 ∈ [0, 𝐿]                   (3.6) 

dir. (Yıldız vd., 2013: 3). 

Tanım 3.1.1. 𝜌, 𝔼𝒏 de bir eğri ve 𝜌 nin yay uzunluğu varyasyonu 𝐿(𝑢, 𝑡) olsun. 𝜌 nun zamanla 

bağlantılı hiç bir değişime sahip olmaması için 

 
𝜕

𝜕𝑡
𝐿(𝑢, 𝑡) = 0 yani 𝑔𝑡 =

𝜕𝑔

𝜕𝑡
= 0       

olmalıdır (Yıldız vd., 2013: 3). 

Teorem 3.1.1 𝜌, 𝔼𝒏 de bir eğri ve 𝜌 nın akışı 
𝜕𝜌

𝜕𝑡
 olsun. 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
 akışının elastik olmaması için gerek 

ve yeter şart 
𝜕𝜔1

𝜕𝑠
= 𝑘1𝜔2 olmasıdır (Yıldız vd., 2013 :4). 

İspat (
 
⇒) Kabul edelim ki eğri akışı elastik olmasın (3.2) den yay uzunluğunun değişimi  

 
𝜕𝐿

𝜕𝑡
= ∫

𝑔𝑡

2√𝑔

𝑢

0
 𝑑𝑢                      (3.7) 

dir. (3.4) denklemini (3.7) denkleminde yerine yazılırsa 

 
𝜕𝐿

𝜕𝑡
= ∫ (

𝜕𝜔1

𝜕𝑠
− 𝑘1𝜔2)

𝑢

0
 𝑑𝑢  

elde edilir. Akış, elastik olmadığından dolayı 
𝜕𝐿

𝜕𝑡
= 0 dır. Buradan da 

𝜕𝜔1

𝜕𝑠
= 𝑘1𝜔2 elde edilir. 

(
 
⇐) Kabul edelim ki 

𝜕𝜔1

𝜕𝑠
= 𝑘1𝜔2 olsun. Bu eşitlik (3.4) denkleminde yerine yazılırsa 𝑔𝑡 = 0, 

yani 
𝜕𝐿

𝜕𝑡
= 0 elde edilir. Bu da eğrinin yay uzunluğunun korunduğu anlamına gelir. Böylece 

eğrinin akışı, esnek değildir. 

Teorem 3.1.2 𝜌, 𝔼𝒏 de bir eğri ve 𝜌 eğrisinin akışı 
𝜕𝜌

𝜕𝑡
= ∑ 𝜔𝑗𝑉𝑗

𝑛
𝑗=1  olsun. 

 i.  Frenet vektörlerinin t zaman parametresine göre türevleri 

    𝑉𝑡 = 𝑀𝑉                                  (3.8) 

şeklindedir. Burada M evolüsyon matrisi 
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𝑀 =

[
 
 
 
 
0

−𝑀12
−𝑀13
⋮

−𝑀1𝑛

     

𝑀12
0

−𝑀23

⋮
−𝑀2𝑛

     

𝑀13
𝑀23

0
⋮

−𝑀3𝑛

  

…    𝑀1𝑛
…    𝑀2𝑛

…    𝑀3𝑛

…     ⋮    
…      0   ]

 
 
 
 

  

ve 

{

𝑀1𝑗 = 𝐴𝑗 = 𝜔𝑗,𝑠 + 𝑘𝑗−1𝑤𝑗−1 − 𝑘𝑗𝑤𝑗+1, 𝑗 = 2,3, … , 𝑛                                       

𝑀𝑎𝜇 =
1

𝑘𝛼−1
(𝑀(𝛼−1)𝜇,𝑠 + 𝑘𝜇−1𝑀(𝛼−1)(𝜇−1) − 𝑘𝜇𝑀(𝛼−1)(𝜇+1) + 𝑘𝛼−2𝑀(𝛼−2)𝜇)

𝛼 = 2,3, . . , 𝑛 − 1, 𝛼 < 𝜇 < 𝑛, 𝑘0 = 𝑘𝑛 = 0                                               

  

dir. 

 ii. 𝜌 eğrisinin eğrilikleri için evolüsyon denklemleri  

{
𝑘1,𝑡 = 𝑀12,𝑠 − 𝑘1𝜆 − 𝑘2𝑀13                                         

  𝑘𝛼,𝑡 = 𝑀𝛼𝜇,𝑠 − 𝑘𝛼𝜆 − 𝑘𝛼−1𝑀(𝛼−1)𝜇 − 𝑘𝛼+1𝑀𝛼(𝜇+1)
  

şeklindedir (Abdell-All vd., 2014: 2282). 

İspat (3.3) denkleminin u parametresine göre türevi alınırsa; 

  𝜌𝑡𝑢 = √𝑔𝜌𝑡,𝑠 = √𝑔(𝜆𝑉1 + ∑ 𝐴𝑗𝑉𝑗
𝑛
𝑗=2 )                              (3.9) 

elde edilir. 

  𝜌𝑡𝑢 = √𝑔𝜌𝑠 = √𝑔𝑉1  

𝜌𝑢 eşitliğinin t parametresine göre türevi alınırsa  

 𝜌𝑢,𝑡 = √𝑔 (
𝑔𝑡

2𝑔
𝑉1 + 𝑉1,𝑡)                                                    (3.10) 

elde edilir. Buradan 

 𝜌𝑡𝑢 = 𝜌𝑢𝑡  

olduğu göz önünde bulundurulursa ve (3.5), (3.9) ve (3.10) denklemleri kullanılırsa  

 𝑉1,𝑡 = ∑ 𝐴𝑗𝑉𝑗
𝑛
𝑗=2                               (3.11) 

elde edilir. (3.11) denkleminin u parametresine göre türevi alınırsa;  

 𝑉1,𝑡𝑢 = √𝑔 ((𝑘1𝐴2)𝑉1 + (𝐴2,𝑠 − 𝑘2𝐴3)𝑉2 + ∑ (𝐴𝑗,𝑠 + 𝑘𝑗−1𝐴𝑗−1 − 𝑘𝑗𝐴𝑗+1)
𝑛
𝑗=3 𝑉𝑗)          (3.12) 

denklemi elde edilir. 

 𝑉1,𝑢 = √𝑔𝑉1,𝑠 = √𝑔(𝑘1𝑉2) 
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eşitliğinin t parametresine göre türevi alınırsa  

 𝑉1,𝑢𝑡 = √𝑔 (
𝑔𝑡

2𝑔
𝑘1 + 𝑘1,𝑡)𝑉2 + 𝑘1𝑉2,𝑡                            (3.13) 

elde edilir. 𝑉1,𝑡𝑢 = 𝑉1,𝑢𝑡 olduğu göz önünde bulundurulur, (3.12) ve (3.13) denklemleri 

kullanılırsa 

 {

𝑘1,𝑡 = 𝐴2,𝑠 − 𝑘1𝜆 − 𝑘2𝐴3                                            

𝑉2,𝑡 = −𝐴2𝑉1 + ∑ 𝐵𝑗𝑉𝑗
𝑛
𝑗=3                                            

𝐵𝑗 =
1

𝑘1
(𝐴𝑗,𝑠 + 𝑘𝑗−1𝐴𝑗−1 − 𝑘𝑗𝐴𝑗+1), 𝑗 = 3,4, … , 𝑛

                         (3.14) 

elde edilir. 

 𝑉2,𝑢 = √𝑔𝑉2,𝑠 = √𝑔(−𝑘1𝑉1 + 𝑘2𝑉3) 

olduğundan bu denklemin t parametresine göre türevi alınırsa; 

 𝑉2,𝑢𝑡 = √𝑔(−(𝑘1𝜆 + 𝑘1,𝑡)𝑉1 − (𝑘1𝐴2)𝑉2 + (−𝑘1𝐴3 + 𝑘2𝜆 + 𝑘2,𝑡)𝑉3 + 𝑘2𝑉3,𝑡           

          −𝑘1∑ 𝐴𝑗𝑉𝑗)
𝑛
𝑗=4                      (3.15) 

denklemleri elde edilir. (3.15) denkleminin u parametresine göre türevi alınırsa  

𝑉2,𝑡𝑢 = √𝑔(−𝐴2,𝑠𝑉1 − (𝑘1𝐴2 + 𝑘2𝐵3)𝑉2 + (𝐵3,𝑠 − 𝑘3𝐵4)𝑉3 + (𝐵4,𝑠 − 𝑘3𝐵3 − 𝑘4𝐵5)𝑉4 

            +⋯+ (𝐵𝑛−1,𝑠 + 𝑘𝑛−2𝐵𝑛−2 − 𝑘𝑛−1𝐵𝑛)𝑉𝑛−1 + (𝐵𝑛,𝑠 − 𝑘𝑛−1𝐵𝑛−1)𝑉𝑛)             (3.16) 

olur. 𝑉2,𝑢𝑡 = 𝑉2,𝑡𝑢 olduğu göz önünde bulundurulur, (3.15) ve (3.16) denklemleri kullanılırsa  

{

𝑘2,𝑡 = 𝐵3,𝑠 − 𝑘2𝜆 − 𝑘3𝐵4 + 𝑘1𝐴3                                           

𝑉3,𝑡 = −𝐴3𝑉1 − 𝐵3𝑉2 + ∑ 𝐶𝑗𝑉𝑗
𝑛
𝑗=4                                            

𝐶𝑗 =
1

𝑘2
(𝐵𝑗,𝑠 + 𝑘1𝐴𝑗 − 𝑘𝑗−1𝐵𝑗−1 − 𝑘𝑗𝐵𝑗+1), 𝑗 = 4,5, … , 𝑛

                                     (3.17) 

elde edilir. (3.17) denkleminin u parametresine göre türevi alınırsa,  

 𝑉3,𝑡𝑢 = (√𝑔(−𝐴3,𝑠 + 𝑘1𝐵3)𝑉1 − (𝐵3,𝑠−𝑘1𝐴3)𝑉2 − (𝑘2𝐵3 + 𝑘3𝐶4)𝑉3 

             +(𝐶4,𝑠−𝑘4𝐶5)𝑉4 + (𝐶5,𝑠−𝑘4𝐶4−𝑘5𝐶6)𝑉5  

             +⋯+ (𝐶𝑛−1,𝑠 + 𝑘𝑛−2𝐶𝑛−2 − 𝑘𝑛−1𝐶𝑛)𝑉𝑛−1 + (𝐶𝑛,𝑠 − 𝑘𝑛−1𝐶𝑛−1)𝑉𝑛)      (3.18) 

denklemi elde edilir. 

𝑉3,𝑢 = √𝑔𝑉3,𝑠 = √𝑔(−𝑘2𝑉2+𝑘3𝑉4)  

olduğundan bu denklemin t parametresine göre türevi alınırsa 
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𝑉3,𝑢𝑡 = √𝑔((𝑘2𝐴2)𝑉1 + (−𝐵3,𝑠+𝑘3𝐵4−𝑘1𝐴3)𝑉2 − (𝑘2𝐵3)𝑉3 + (𝑘3𝜆, 𝑘3,𝑡 − 𝑘2𝐵4)𝑉4 

                      +𝑘3𝑉4,𝑡 − 𝑘2∑ 𝐵𝑗𝑉𝑗
𝑛
𝑗=5 )                  (3.19) 

elde edilir. 𝑉3,𝑡𝑢 = 𝑉3,𝑢𝑡 olduğu göz önünde bulundurulur, (3.18) ve (3.19) denklemleri 

kullanılırsa 

            {

𝑘3,𝑡 = 𝐶4,𝑠 − 𝑘3𝜆 + 𝑘2𝐵4 + 𝑘4𝐶5 ,                                         

𝑉4,𝑡 = −𝐴4𝑉1 − 𝐵4𝑉2 + 𝐶4𝑉3∑ 𝐷𝑗𝑉𝑗
𝑛
𝑗=5 ,                                

𝐷𝑗 =
1

𝑘3
(𝐶𝑗,𝑠 + 𝑘2𝐵𝑗 − 𝑘𝑗−1𝐶𝑗−1 − 𝑘𝑗𝐶𝑗+1), 𝑗 = 5,6, … , 𝑛

                                        (3.20) 

elde edilir. Benzer şekilde geri kalan Frenet vektörleri için hesaplamalar yapılırsa n. adım 

sonunda 𝑉 = [𝑉1 𝑉2 𝑉3…𝑉𝑛]
𝑇 ve  

𝑀 =

[
 
 
 
 
 
0
−𝐴2
−𝐴3
−𝐴4
⋮

−𝐴𝑛

     

𝐴2
0
−𝐵3
−𝐵4
⋮

−𝐵𝑛

     

𝐴3
𝐵3
0
−𝐶4
⋮

−𝐶𝑛

     

𝐴4
𝐵4
𝐶4
0
⋮

−𝐷𝑛

      

…      𝐴𝑛
…     𝐵𝑛
…      𝐶𝑛
…      𝐷𝑛
⋮         ⋮
…        0 ]

 
 
 
 
 

                                                               (3.21) 

olmak üzere  

𝑉𝑡 = 𝑀𝑉  

elde edilir. M matrisinin bileşenleri 

{
 
 

 
 𝐴𝑗 = 𝑀1𝑗 ,    1 < 𝑗 ≤ 𝑛,

𝐵𝑗 = 𝑀2𝑗 ,    2 < 𝑗 ≤ 𝑛,

𝐶𝑗 = 𝑀3𝑗 ,    3 < 𝑗 ≤ 𝑛,

𝐷𝑗 = 𝑀4𝑗 ,    4 < 𝑗 ≤ 𝑛,

                                                                                              

olacak biçimde yeniden düzenlenirse  

 {

𝑀1𝑗 = 𝐴𝑗 = 𝜔𝑗,𝑠 + 𝑘𝑗−1𝜔𝑗−1 − 𝑘𝑗𝜔𝑗+1, 𝐽 = 2,3, … , 𝑛                                          

𝑀𝑎𝜇 =
1

𝑘𝛼−1
(𝑀(𝛼−1)𝜇,𝑠 + 𝑘𝜇−1𝑀(𝛼−1)(𝜇−1) − 𝑘𝜇𝑀(𝛼−1)(𝜇+1) + 𝑘𝛼−2𝑀(𝛼−2)𝜇)

𝛼 = 2,3, . . , 𝑛 − 1, 𝛼 < 𝜇 < 𝑛, 𝑘0 = 𝑘𝑛 = 0                                                        

  

eşitlikleri elde edilir. Böylece (3.21) denklemi  

𝑀 =

[
 
 
 
 
 

0 
−𝑀12
−𝑀13
⋮ 

−𝑀1(𝑛−1)
−𝑀1𝑛

𝑀12
0 

−𝑀23

⋮ 
−𝑀2(𝑛−1)

−𝑀2𝑛

        𝑀13     …
        𝑀23    …
          0      …
           ⋮      …
−𝑀3(𝑛−1) …

   −𝑀3𝑛      …

𝑀1𝑛
𝑀2𝑛

𝑀3𝑛

⋮ 
 −𝑀(𝑛−1)𝑛

0 ]
 
 
 
 
 

                                                      (3.22) 

şeklinde yeniden yazılabilir. Benzer şekilde eğriliklerin evolüsyon denklemleri de 
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{
𝑘1,𝑡 = 𝑀12,𝑠 − 𝑘1𝜆 − 𝑘2𝑀13,                                          

𝑘𝛼,𝑡 = 𝑀𝛼𝜇,𝑠 − 𝑘𝛼𝜆 − 𝑘𝛼−1𝑀(𝛼−1)𝜇 − 𝑘𝛼+1𝑀𝛼(𝜇+1)
                                               (3.23) 

şeklinde elde edilir. Böylece teoremin ispatı tamamlanmış olur. 

Önerme 3.1.3. 𝜌 eğrisinin 
𝜕𝜌

𝜕𝑡
 akışı elastik değil ise eğriliklerin evolüsyon denklemleri  

{
𝑘1,𝑡 = 𝑀12,𝑠 − 𝑘2𝑀13,                                          

𝑘𝛼,𝑡 = 𝑀𝛼𝜇,𝑠 − 𝑘𝛼−1𝑀(𝛼−1)𝜇 − 𝑘𝛼+1𝑀𝛼(𝜇+1)
            

 şeklindedir (Abdell-All vd., 2014: 2287). 

İspat 
𝜕𝜌

𝜕𝑡
 akışı elastik değil ise 

𝑔𝑡 = 0 yani 𝜆 = 0                                         (3.24) 

dır. Öyleyse (3.24) eşitliği (3.23) denkleminde yerine yazılırsa önerme ispatlanmış olur. 

Teorem 3.1.3. 𝜌, 𝔼𝒏 de bir eğri ve 𝜌 nin akışı 
𝜕𝜌

𝜕𝑡
 olsun. 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
 elastik değildir gerek ve yeter şart 

[𝑄,𝑀] Lie çarpımı olmak üzere integrallenebilirlik durumu (sıfır eğrilik durumu)  

 𝑄𝑡 −𝑀𝑠 + [𝑄,𝑀] = 0 

dır (Abdell-All vd., 2014: 2287). 

İspat İspata başlamadan ispatta ihtiyaç duyacağımız bazı eşitlikler elde edelim. 𝜌 eğrisinin 

Frenet çatısı {𝑉1, 𝑉2, 𝑉3, … , 𝑉𝑛}
  olsun. 𝑉 = [𝑉1 𝑉2 𝑉3…𝑉𝑛]

𝑇 nın u parametresine göre türevi 

 𝑉𝑢 = √𝑔𝑉𝑠 = √𝑔𝑄𝑉                                                          (3.25) 

dir. (3.25) denkleminin t parametresine göre türeve alınır ve (3.9) denklemi kullanılırsa  

 𝑉𝑢𝑡 = √𝑔 (
𝑔𝑡

2𝑔
𝑄 + 𝑄𝑡 + 𝑄𝑀)𝑉                                                  (3.26) 

elde edilir. (3.9) denkleminin u parametresine göre türevi alınır ve (3.25) denklemi kullanılırsa 

 𝑉𝑡𝑢 = √𝑔(𝑀𝑠 +𝑀𝑄)𝑉                                                   (3.27) 

elde edilir. (3.26) ve (3.27) denklemlerinden  

 𝑉𝑢𝑡 − 𝑉𝑡𝑢 = √𝑔 (
𝑔𝑡

2𝑔
𝑄 + 𝑄𝑡 −𝑀𝑠 + [𝑄,𝑀]) 𝑉 

elde edilir. Şimdi ispatımıza başlayabiliriz. 



 

25 

 

(
 
⇒) Kabul edelim ki akış elastik olmasın. O halde 𝑔𝑡 = 0 dır. u parametresine ve t 

parametresine göre kısmi türevlerin değişmeli olduğu kullanılırsa  

 𝑄𝑡 −𝑀𝑠 + [𝑄,𝑀] = 0   

elde edilir. 

(
 
⇐) Kabul edelim integrallenebilirlik şartı (sıfır eğrilik şartı) sağlansın, yani 

 𝑄𝑡 −𝑀𝑠 + [𝑄,𝑀] = 0                                                        (3.28) 

olsun. (2.1.6) ve (3.21) denklemlerinden  

[𝑄,𝑀] =  

[
 
 
 
 

0
−𝑘2𝑀13

⋮
−𝑀1(𝑛−1),𝑠

−𝑀1𝑛,𝑠

     

𝑘2𝑀13
0
⋮

−𝑀2(𝑛−1),𝑠

−𝑀2𝑛,𝑠

     

𝑀13,𝑠
−𝑘1𝑀13 + 𝑘3𝑀24

⋮
−𝑀3(𝑛−1),𝑠

−𝑀3𝑛,𝑠

…        𝑀1𝑛,𝑠
…        𝑀2𝑛,𝑠
…             ⋮    

       …    𝑘𝑛−2𝑀𝑛−2𝑛
  …                0   ]

 
 
 
 

                                  (3.29) 

elde edilir. (2.1.6) denklemini t parametresine göre (3.22) denkleminin s parametresine göre 

türevini alıp (3.23) denklemi kullanılırsa  

𝑀𝑠 − 𝑄𝑡 =  

[
 
 
 
 

0
−𝑘2𝑀13 + 𝜆𝑘1

⋮
−𝑀1(𝑛−1),𝑠

−𝑀1𝑛,𝑠

     

𝑘2𝑀13

0
⋮

−𝑀2(𝑛−1),𝑠

−𝑀2𝑛,𝑠

     

𝑀13,𝑠

−𝜆𝑘2 − 𝑘1𝑀13 + 𝑘3𝑀24

⋮
−𝑀3(𝑛−1),𝑠

−𝑀3𝑛,𝑠

…                𝑀1𝑛,𝑠         

…                𝑀2𝑛,𝑠         

…                     ⋮             
        …    −𝜆𝑘𝑛−1 − 𝑘𝑛−2𝑀𝑛2𝑛

…                     0             ]
 
 
 
 

              (3.30) 

elde edilir. (3.29) ve (3.30) denklemleri (3.28) denkleminde yerine yazılırsa, 

[
 
 
 
 
0
𝜆𝑘1
⋮
0
0

   

𝜆𝑘1
0
⋮
0
0

   

0
−𝜆𝑘1
⋮
0
0

…         0     
…         0     
 …          ⋮       
  … − 𝜆𝑘𝑛−1  
…          0     ]

 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
0
0
⋮
0
0]
 
 
 
 

   

elde edilir. Buradan 𝑘1 = 0,  𝑘2 = 0,… , 𝑘𝑛−1 = 0 elde edilir.  𝑚 = 1,2,3, … , 𝑛 olduğundan 𝜆 =

0 dır. Yani 𝑔 = 0 dır. Eğri akışımız elastik değildir. 

Teorem 3.1.4. n-boyutlu Öklid uzayında, 𝜌(𝑢, 𝑡) elastik olamayan bir eğri olsun. Q ve M 

matrisleri değişmeli ise, M evolüsyon matrisindeki elemanlar  

 𝑀(𝛼−1)𝜇 = 0,   𝛼 = 2,3, … , 𝑛 − 1    𝜇 = 𝛼 + 1 

dir (Abdel-All vd., 2014: 2385). 
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İspat Q ve M matrisleri değişmeli olduğundan [𝑄,𝑀] = 0 öyleyse integrallenebilirlik durumu 

(3.28) denkleminden 

 𝑀𝑠 − 𝑄𝑡 = 0                                                                                                    (3.31) 

olur. Eğri akışı elastik olmayan bir eğri akışı olduğundan 𝜆 = 0 dır, yani  

𝑀𝑠 − 𝑄𝑡 =

[
 
 
 
 

0
−𝑘2𝑀13

⋮
−𝑀1(𝑛−1),𝑠

−𝑀1𝑛,𝑠

     

𝑘2𝑀13

0
⋮

−𝑀2(𝑛−1),𝑠

−𝑀2𝑛,𝑠

     

𝑀13,𝑠

−𝑘1𝑀13 + 𝑘3𝑀24

⋮
−𝑀3(𝑛−1),𝑠

−𝑀3𝑛,𝑠

…      𝑀1𝑛,𝑠

…      𝑀2𝑛,𝑠

…          ⋮    
       …     𝑘𝑛−2𝑀𝑛−2𝑛

…            0   ]
 
 
 
 

                             (3.32) 

dır (3.32) denklemi (3.31) denkleminde yazılırsa 𝑛 = 10 için; 

 𝑀13 = 𝑀35 = 𝑀57 = 𝑀79 = 0,    𝑀24 = 𝑀46 = 𝑀68 = 𝑀8(10) = 0 

olur. Benzer şekilde önceki sonuçlar n-inci adıma genişletilirse; 

 𝑀(𝛼−1)𝜇 = 0,    𝛼 = 2,3, … , 𝑛 − 1,   𝜇 = 𝛼 + 1 

elde edilir. 

3.2.  𝔼𝟏
𝒏 de Eğrilerin Evolüsyonu  

𝔼1
𝑛 uzayında başlangıç eğrisinin yay uzunluğu l olsun. Bu taktirde  

 𝜌: [0, 𝑙]𝑥 [0, 𝑤] →  𝔼1
𝑛  

                     (𝑢 , 𝑡)  → 𝜌(𝑢, 𝑡)                                                                                           

ile verilen diferansiyellenebilir eğrilerin 1-parametreli bir ailesini göz önüne alalım. 𝑢 eğrilerin 

değişken parametreleri ve 0 ≤ 𝑢 ≤ 𝑙 olmak üzere 𝜌 eğrisi için metrik  

 𝑣(𝑢, 𝑡) = 〈
𝜕𝜌

𝜕𝑢
,
𝜕𝜌

𝜕𝑢
〉 

şeklinde verilebilir. 

 Böylece  𝜌(𝑢, 𝑡) eğrisinin yay uzunluğu varyasyonu ise, 

 𝑙(𝑢, 𝑡) = ∫ ‖
𝜕𝜌

𝜕𝑢
‖

𝑢

0
𝑑𝑢 = ∫ √|𝑣(𝑢, 𝑡)|

𝑢

0
𝑑𝑢 dır, Ayrıca  

𝜕

𝜕𝑠
=

1

√𝑣

𝜕

𝜕𝑢
  dır. 

Tanım 3.2.1. 𝔼1
𝑛 de 𝜌 sıfırdan farklı diferansiyellebilir bir eğri ve {𝑉1, 𝑉2, … , 𝑉𝑛}, 𝜌 nun Frenet 

çatısı olsun. Sıfırdan farklı bir eğrinin akışı  

             
𝜕𝜌

𝜕𝑡
=∑𝑞𝑖𝑉𝑖

𝑛

𝑖=1

                                                                                                                        (3.33) 
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şeklinde tanımlıdır. Bununla birlikte eğride herhangi bir uzama veya kısalma olmaması için 

∀𝑢 ∈ [0, 𝑙] olmak üzere 

𝜕

𝜕𝑡
𝑠(𝑢, 𝑡)= ∫

𝜕√|𝑣|

𝜕𝑡
 𝑑𝑢

𝑢

0
= 0                                            (3.34)   

koşulunu sağlaması ile verilir. 

Tanım 3.2.2. 𝔼1
𝑛 n-boyutlu uzayında bir eğri ailesi 𝜌(𝑢, 𝑡) olmak üzere,  

𝜕𝜌

𝜕𝑡
 akış için 

𝜕

𝜕𝑡
‖
𝜕𝜌

𝜕𝑢
‖ =

0 koşulu sağlanıyorsa bu akışa elastik olmayan eğri akışı denir. 

Önerme 3.2.1. 𝔼1
𝑛 de 𝜌 eğrisinin akışı  

𝜕𝜌

𝜕𝑡
= ∑ 𝑞𝑖𝑉𝑖

𝑛
𝑖=1  ve sıfırdan farklı 𝜌 eğrisinin Frenet çatısı 

{𝑉1, 𝑉2, … , 𝑉𝑛} olsun. Böylece v nin değişim denklemi  

  
𝜕𝑣

𝜕𝑡
= 𝑣𝑡 = 2|𝑣| ((𝜀0

𝜕𝑞1

𝜕𝑠
− 𝜀1𝑞2𝑘1))                                      (3.35)   

İspat 𝑣  = 〈
𝜕𝜌

𝜕𝑢
,
𝜕𝜌

𝜕𝑢
〉 eşitliğin t parametresine göre türevi alınır, 

𝜕

𝜕𝑢
 ve 

𝜕

𝜕𝑡
 ‘nin değişmeli olduğu 

kullanılırsa 

 
𝜕𝑣

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑡
〈
𝜕𝜌

𝜕𝑢
,
𝜕𝜌

𝜕𝑢
〉  

     = 2 〈
𝜕𝜌

𝜕𝑢
,
𝜕

𝜕𝑡

𝜕𝜌

𝜕𝑢
〉 

     = 2 〈
𝜕𝜌

𝜕𝑢
,
𝜕

𝜕𝑢
(∑ 𝑞𝑖𝑉𝑖

𝑛
𝑖=1 )〉 

     = 2|𝑣|〈𝑉1, 𝜂𝑉1 + ∑ 𝐴𝑖𝑉𝑖
𝑛
𝑖=2 〉 

elde edilir. Burada gerekli sadeleştirmeler yapılırsa  

 𝜂 = (
𝜕𝑞1

𝜕𝑠
− 𝜀0𝜀1𝑞2𝑘1) 

 𝐴𝑖 =
𝜕𝑞𝑖

𝜕𝑠
+ 𝑘𝑖−1𝑞𝑖−1 − 𝜀𝑖−1𝜀𝑖𝑘𝑖𝑞𝑖+1;     𝑖 = 2,3, … , 𝑛; 𝑘𝑛 = 0                                          (3.36) 

 
𝜕𝑣

𝜕𝑡
= 2𝜀0𝜀1𝑞2𝑘1    

elde edilir.               

Teorem 3.2.1. Esnek olmayan eğri akışı için gerek ve yeter şart 

𝜕𝑞1

𝜕𝑠
= 𝜀1𝑞2𝑘1  

dır.  
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İspat. (
 
⇒) Kabul edelim ki eğri akışı elastik olmasın. Denklem (3.34) ve (3.35) den  

𝜕

𝜕𝑡
𝑠(𝑢, 𝑡)= ∫

|𝑣𝑡|

2√|𝑣|
 𝑑𝑢

𝑢

0
= 0          𝑢 ∈ [0, 𝑙]                                         

elde edilir. Buradan da  

𝜀0
𝜕𝑞1

𝜕𝑠
− 𝜀1𝑞2𝑘1 = 0

 
⇒

𝜕𝑞1

𝜕𝑠
= 𝜀0 𝜀1𝑞2𝑘1  

elde edilir. 

(
 
⇐) Farz edelim ki  

𝜕𝑞1

𝜕𝑠
= 𝜀0 𝜀1𝑞2𝑘1 olsun. 

𝜕𝑞1

𝜕𝑠
 (3.35) denkleminde yazılırsa |𝑣|𝑡 = 0 elde 

edilir. Böylece  𝑣𝑡 = 0  bulunur. Bu ise eğrimizin esnek olmadığı anlamına gelir. 

Teorem 3.2.2. 𝜌(𝑢, 𝑡) eğrisinin akışı  
𝜕𝜌

𝜕𝑡
= ∑ 𝑞𝑖𝑉𝑖

𝑛
𝑖=1  olmak üzere 

 i. Frenet vektörlerinin t zaman parametresine göre türevleri 

𝑉𝑡 = 𝑀𝑉  

dir. Bunada 

𝑀 = [

0
−𝜀0𝜀1𝑀12

⋮
−𝜀0𝜀𝑛−1𝑀1𝑛

     

𝑀12
0
⋮

−𝜀1𝜀𝑛−1𝑀2𝑛

  

…      𝑀1𝑛
…     𝑀1𝑛
…        ⋮   
…         0   

],                        (3.37) 

 𝑀1𝑖 = 𝑞𝑖,𝑠 + 𝑘𝑖−1𝑞𝑖−1 − 𝜀𝑖−1𝜀𝑖𝑘𝑖𝑞𝑖+1;   𝑖 = 2,3, … , 𝑛;   

 𝑀𝛼𝛽 =
1

𝑘𝛼−1
(𝑀(𝛼−1)𝛽,𝑆 − 𝜀𝛼−3𝜀𝛼−2𝑘𝛼−2𝑀(𝛼−2)𝛽 + 𝑘𝛽−1𝑀(𝛼−1)(𝛽−1) 

                           −𝜀𝛽−1𝜀𝛽𝑘𝛽𝑀(𝛼−1)(𝛽+1)), 

 𝛼 = 2,… , 𝑛 − 1;    𝛽 = 3,… , 𝑛;    𝛼 < 𝛽;   𝑘0 = 𝑘𝑛 = 0. 

 ii. Eğriliklerin evolüsyon denklemleri  

 𝑘1,𝑡 = 𝑀12,𝑠 − 𝜂𝑘1 − 𝜀1𝜀2𝑘2𝑀13, 

 𝑘𝛼,𝑡 = 𝑀𝛼(𝛼+1),𝑠 − 𝜂𝑘𝛼 + 𝜀(𝛼−2)𝜀(𝛼−1)𝑘(𝛼−1)𝑀(𝛼−1)(𝛼+1)                         (3.38) 

dir. 

İspat. 𝜌 eğrisi alınsın. (3.33) denkleminin u parametresine göre türevini alınırsa 

 𝜌𝑡𝑢 = √|𝑣|𝜌𝑡𝑠 = √|𝑣|(𝜂𝑉1 + ∑ 𝐴𝑖𝑉𝑖
𝑛
𝑖=1 ) elde edilir.                           (3.39) 

𝜌𝑢 = √|𝑣|𝜌𝑠 = √|𝑣|𝑉1  olduğundan 𝜌𝑢 un t parametresine göre türevi alınırsa 
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 𝜌𝑢𝑡 = √|𝑣| (
|𝑣|𝑡

2|𝑣|
𝑉1 + 𝑉1,𝑡)                                      (3.40) 

elde edilir. (3.36), (3.39), (3.40) ve 𝜌𝑢𝑡 = 𝜌𝑡𝑢 kullanılarak  

 𝑉1,𝑡 = ∑ 𝐴𝑖𝑉𝑖
𝑛
𝑖=2                                                     (3.41) 

elde edilir. (3.41) denkleminin u parametresine göre türevi alınırsa  

 𝑉1,𝑡𝑢 = √|𝑣|((𝜀0𝜀1𝑞2𝑘1)𝑉1 + (𝐴2,𝑠 − 𝜀1𝜀2𝑘2𝐴3)𝑉2 

                           +(∑ 𝑘𝑖−1𝐴𝑖−1 + 𝐴2,𝑠 −
𝑛
𝑖=3 𝜀𝑖−1𝜀𝑖𝑘𝑖𝐴𝑖+1)𝑉𝑖)                (3.42) 

elde edilir. 𝑉1,𝑢 nun t  parametresine göre türevi alınırsa 

 𝑉1,𝑢𝑡 = √|𝑣| ((
|𝑣|𝑡

2|𝑣|
𝑘1 + 𝑘1,𝑡)𝑉2 + 𝑘1𝑉2,𝑡)                           (3.43) 

(3.42), (3.43) denklemleri ve 𝑉1,𝑡𝑢 = 𝑉1,𝑢𝑡 eşitliği kullanılırsa 

 𝑘1,𝑡 = 𝐴2,𝑠 − 𝜂𝑘1 − 𝜀1𝜀2𝑘2𝐴3 

 𝑉2,𝑡 = −𝜀0𝜀1𝐴2𝑉1 + ∑ 𝐵𝑖𝑉𝑖
𝑛
𝑖=3                                                 (3.44) 

 𝐵𝑖 =
1

𝑘1
= (𝐴𝑖,𝑠 + 𝑘𝑖−1𝐴𝑖−1 − 𝜀𝑖−1𝜀𝑖𝑘𝑖𝐴𝑖+1);   𝑖 = 3, … , 𝑛 

elde edilir. (3.44) denkleminin u parametresine göre türevi alınırsa  

 𝑉2,𝑡𝑢 = √|𝑣|((−𝜀0𝜀1𝐴2,𝑠)𝑉1 + (−𝜀1𝜀2𝑘2𝐵3)𝑉2 + (𝐵3,𝑠 − 𝜀2𝜀3𝑘3𝐵4)𝑉3 

         +⋯+ (𝑘𝑛−2𝐵𝑛−2 + 𝐵(𝑛−1),𝑠 − 𝜀𝑛−2𝜀𝑛−1𝑘𝑛−1𝐵𝑛)𝑉𝑛−1                         

              +(𝑘𝑛−1𝐵𝑛−1 + 𝐵𝑛,𝑠)𝑉𝑛)                  (3.45)  

elde edilir. Sonrasında 𝑉2,𝑢 un t parametresine göre türevini alınırsa 

 𝑉2,𝑢𝑡 = √|𝑣|(−(𝜀0𝜀1𝑘1𝜂 + 𝜀0𝜀1𝑘1,𝑡)𝑉1 − (𝜀0𝜀1𝑘1𝐴2)𝑉2 

                            +(𝑘2𝜂 + 𝑘2,𝑡 − 𝜀0𝜀1𝑘1𝐴3)𝑉3 + 𝑘2𝑉3,𝑡 − 𝜀0𝜀1𝑘1∑ 𝐴𝑖𝑉𝑖
𝑛
𝑖=4 )            (3.46)                  

(3.45) ve (3.46) denklemleri ve 𝑉2,𝑡𝑢 = 𝑉2,𝑢𝑡 eşitliği kullanılarak  

 𝑘2,𝑡 = 𝐵3,𝑠 − 𝜂𝑘2 − 𝜀2𝜀3𝑘3𝐵4 + 𝜀0𝜀1𝑘1𝐴3 

 𝑉3,𝑡 = −𝜀0𝜀1𝐴3𝑉1 − 𝜀1𝜀2𝐵3𝑉2 + ∑ 𝐶𝑖𝑉𝑖
𝑛
𝑖=4                                                              (3.47) 

 𝐶𝑖 =
1

𝑘2
= (𝐵𝑖,𝑠 + 𝑘𝑖−1𝐵𝑖−1 − 𝜀𝑖−1𝜀𝑖𝑘𝑖𝐵𝑖+1 + 𝜀0𝜀1𝑘1𝐴𝑖);   𝑖 = 4,… , 𝑛 

elde edilir. 𝑉3,𝑡 nin u parametresine göre türevini alalım. 
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 𝑉3,𝑡𝑢 = √|𝑣|((−𝜀0𝜀2𝐴3,𝑠 + 𝜀0𝜀2𝑘1𝐵3)𝑉1 − (𝜀0𝜀2𝑘1𝐴3 − 𝜀1𝜀2𝐵3,𝑠)𝑉2 

                           −(𝜀1𝜀2𝑘2𝐵3 + 𝜀2𝜀3𝑘3𝐶4)𝑉3 + (𝐶4,𝑠 − 𝜀3𝜀4𝑘4𝐶5)𝑉4  

            +(𝑘4𝐶4 + 𝐶5,𝑠 − 𝜀4𝜀5𝑘5𝐶6)𝑉5  

                       +⋯+ (𝑘𝑛−2𝐶𝑛−2 + 𝐶(𝑛−1),𝑠 − 𝜀𝑛−1𝜀𝑏−1𝑘𝑛−1𝐶𝑛)𝑉𝑛−1  

                          +(𝑘𝑛−1𝐶𝑛−1 + 𝐶𝑛,𝑠)𝑉𝑛)                  (3.48) 

dır. 𝑉3,𝑢 nun t parametresine göre türevi alınırsa 

 𝑉3,𝑢𝑡 = √|𝑣|((−𝜀0𝜀2𝐴2)𝑉1 + (−𝜀1𝜀2𝐵3,𝑠 + 𝜀1𝜀3𝑘3𝐵4 − 𝜀0𝜀2𝑘1𝐴3)𝑉2 

                           −(𝜀1𝜀2𝑘2𝐵3)𝑉3 + (−𝜀1𝜀2𝑘2𝐵4 + 𝑘3,𝑡)𝑉4 + 𝑘3𝑉4,𝑡 − 𝜀1𝜀2𝑘2∑ 𝐵𝑖𝑉𝑖
𝑛
𝑖=5 )    (3.49) 

elde edilir. (3.48) ve (3.49) denklemleri ve 𝑉3,𝑡𝑢 = 𝑉3,𝑢𝑡 eşitliğinden  

 𝑘3,𝑡 = 𝐶4,𝑠 − 𝜀0𝜂𝑘3 + 𝜀1𝜀2𝑘2𝐵4 − 𝜀3𝜀4𝑘4𝐶5 

 𝑉4,𝑡 = −𝜀0𝜀3𝐴4𝑉1 − 𝜀1𝜀3𝐵4𝑉2 − 𝜀2𝜀3𝐶4𝑉3 + ∑ 𝐷𝑖𝑉𝑖
𝑛
𝑖=5                                              (3.50) 

 𝐷𝑖 =
1

𝑘3
= (𝐶𝑖,𝑠 + 𝑘𝑖−1𝐶𝑖−1 − 𝜀𝑖−1𝜀𝑖𝑘𝑖𝐶𝑖+1 + 𝜀1𝜀2𝑘2𝐵𝑖);   𝑖 = 4,… , 𝑛 

elde edilir. Buradan, 

𝑉𝑡 = 𝑀. 𝑉  

elde edilir. Böylece 

𝑀 =

[
 
 
 
 
 

0
−𝜀0𝜀1𝐴2
−𝜀0𝜀2𝐴3
−𝜀0𝜀3𝐴4

⋮
−𝜀0𝜀𝑛−1𝐴𝑛

     

𝐴2
0

−𝜀1𝜀2𝐵3
−𝜀1𝜀3𝐵4

⋮
−𝜀1𝜀𝑛−1𝐵𝑁

     

𝐴3
𝐵3
0

−𝜀2𝜀3𝐶4
⋮

−𝜀2𝜀𝑛−1𝐶𝑁

     

𝐴4
𝐵4
𝐶4
0
⋮

−𝜀3𝜀𝑛−1𝐷𝑛

   

…     𝐴𝑛
…     𝐵𝑛
…     𝐶𝑛
…      𝐷𝑛
⋱      ⋮  
…       0  ]

 
 
 
 
 

  

dir. 𝐴𝑖 , 𝐵𝑖, 𝐶𝑖 , 𝐷𝑖 , … yerine aşağıdaki gibi yazılabilir. 

𝐴𝑖 = 𝑀1𝑖,    1 < 𝑖 ≤ 𝑛  

𝐵𝑖 = 𝑀2𝑖 ,    2 < 𝑖 ≤ 𝑛  

𝐶𝑖 = 𝑀3𝑖 ,    3 < 𝑖 ≤ 𝑛  

𝐷𝑖 = 𝑀4𝑖 ,    4 < 𝑖 ≤ 𝑛  

  ⋮       ⋮                ⋮ 

yazılır. Elde edilen eşitlikler tekrardan düzenlenirse 
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 𝑀1𝑖 = 𝑞𝑖,𝑠 + 𝑘𝑖−1𝑞𝑖−1 − 𝜀𝑖−1𝜀𝑖𝑘𝑖𝑞𝑖+1   𝑖 = 2,3, … , 𝑛.  

 𝑀𝛼𝛽 =
1

𝑘𝛼−1
(𝑀(𝛼−1)𝛽,𝑆 − 𝜀𝛼−3𝜀𝛼−2𝑘𝛼−2𝑀(𝛼−2)𝛽 + 𝑘𝛽−1𝑀(𝛼−1)(𝛽−1) 

                           −𝜀𝛽−1𝜀𝛽𝑘𝛽𝑀(𝛼−1)(𝛽+1)) 

 𝛼 = 2,… , 𝑛 − 1;    𝛽 = 3,… , 𝑛;    𝛼 < 𝛽;   𝑘0 = 𝑘𝑛 = 0 

bulunur buradan 

𝑀 =

[
 
 
 
 

0
−𝜀0𝜀1𝑀13

⋮
−𝜀0𝜀𝑛−2𝑀1(𝑛−1),𝑠

−𝜀0𝜀𝑛−1𝑀1𝑛,𝑠

     

𝑀12
0
⋮

−𝜀1𝜀𝑛−2𝑀2(𝑛−1),𝑠

−𝜀1𝜀𝑛−1𝑀2𝑛,𝑠

         

⋯
⋯
⋮
⋯
⋯

     

𝑀1(𝑛−1)
𝑀2(𝑛−1)

⋮
0

−𝜀𝑛−2𝜀𝑛−1𝑀12

     

𝑀1𝑛
𝑀2𝑛
⋮

𝑀(𝑛−1)𝑛

0 ]
 
 
 
 

  

ve (3.44), (3.47) ve (3.50) denklemlerinden   

 𝑘1,𝑡 = 𝑀12,𝑠 − 𝜂𝑘1 − 𝜀1𝜀2𝑘2𝑀13, 

 𝑘𝛼,𝑡 = 𝑀𝛼(𝛼+1),𝑠 − 𝜂𝑘𝛼 + 𝜀(𝛼−2)𝜀(𝛼−1)𝑘(𝛼−1)𝑀(𝛼−1)(𝛼+1) 

elde edilir. 

Sonuç 3.2.1. 𝜌 eğrisinin 
𝜕𝜌

𝜕𝑡
 akışı elastik değil ise evolüsyon denklemleri  

 𝑘1,𝑡 = 𝑀12,𝑠 − 𝜀1𝜀2𝑘2𝑀13, 

 𝑘𝛼,𝑡 = 𝑀𝛼(𝛼+1),𝑠 + 𝜀(𝛼−2)𝜀(𝛼−1)𝑘(𝛼−1)𝑀(𝛼−1)(𝛼+1) 

şeklindedir. 

İspat Kabul edelim ki 
𝜕𝜌

𝜕𝑡
 akışı elastik olmasın. O halde 

 |𝑣|𝑡 = 0 yani 𝜂 = 0                                         (3.51) 

dır. (3.51) denklemi (3.38) denkleminde yerine yazılırsa istenilen sonuç elde edilir. 

Teorem 3.2.3 𝜌, 𝔼1
𝑛 de bir eğri ve 𝜌 nun akışı 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
 olsun. 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
 eğrisinin akışı elastik değildir. Gerek 

ve yeter şart [𝑄,𝑀] Lie çarpımı olmak üzere integrallenebilirlik durumu (sıfır eğrilik durumu) 

 𝑄𝑡 −𝑀𝑠 + [𝑄,𝑀] = 0 

dır. 

İspat İspata başlamadan ispatta ihtiyaç duyacağımız bazı eşitlikler elde edelim. 𝜌 eğrisinin 

Frenet çatısı {𝑉1, 𝑉2, 𝑉3, … , 𝑉𝑛}
  olsun. 𝑉 = [𝑉1 𝑉2 𝑉3…𝑉𝑛]

𝑇 nın u parametresine göre türevi 

 𝑉𝑢 = √|𝑣|𝑉𝑠 = √|𝑣|𝑄𝑉                             (3.52) 



 

32 

 

dir. (3.52) denkleminin t parametresine göre türevi alınır ve (3.37 da kullanılırsa  

 𝑉𝑢𝑡 =
|𝑣|𝑡

2√𝑣
𝑄𝑉 + √𝑣(𝑄𝑡𝑉 + 𝑄𝑉𝑡) = √𝑣 (

|𝑣|𝑡

2𝑣
𝑄 + 𝑄𝑡 + 𝑄𝑀)𝑉                        (3.53) 

elde edilir. (3.37) denkleminin u parametresine göre türevi alınır ve (3.52) denklemi kullanılırsa 

 𝑉𝑢𝑡 = √|𝑣|𝑉𝑡𝑠 = √𝑣(𝑀𝑠𝑉 +𝑀𝑄𝑉) = √|𝑣|(𝑀𝑠 +𝑀𝑄)𝑉                         (3.54) 

elde edilir. (3.53) ve (3.54) denklemlerinden  

 𝑉𝑢𝑡 − 𝑉𝑡𝑢 = √𝑣 (
|𝑣|𝑡

2𝑣
𝑄 + 𝑄𝑡 + 𝑄𝑀 −𝑀𝑠 −𝑀𝑄)𝑉 

      = √𝑣 (
|𝑣|𝑡

2𝑣
𝑄 + 𝑄𝑡 −𝑀𝑠 + [𝑄,𝑀]) 𝑉                          (3.55) 

elde edilir. Şimdi ispata başlanırsa, 

(
 
⇒) Kabul edelim ki 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
  akışı elastik olmasın. O halde 𝑉𝑡 = 0 dır. 

𝜕

𝜕𝑢
 ile 

𝜕

𝜕𝑡
 kısmi türevleri 

değişmeli olduğu göz önüne alınırsa  

𝑄𝑡 −𝑀𝑠 + [𝑄,𝑀] = 0  

elde edilir. 

(
 
⇐) Kabul edelim ki integrallenebilirlik şartı (sıfır eğrilik şartı) sağlansın. Yani  

𝑄𝑡 −𝑀𝑠 + [𝑄,𝑀] = 0                              (3.56) 

olsun. (2.8) ve (3.37) denklemlerinden   

[𝑄,𝑀] =

[
 
 
 
 

0
−𝜀0𝜀1𝑘2𝑀13

⋮
−𝜀0𝜀𝑛−2𝑀1(𝑛−1),𝑠

−𝜀0𝜀𝑛−1𝑀1𝑛,𝑠

     

𝜀1𝜀2𝑘2𝑀13

0
⋮

−𝜀1𝜀𝑛−2𝑀2(𝑛−1),𝑠

−𝜀1𝜀𝑛−1𝑀2𝑛,𝑠

       

…                 𝑀1𝑛,𝑠                        

…                𝑀2𝑛,𝑠                    

…                     ⋮                        
… − 𝜀𝑛−3𝜀𝑛−2𝑘𝑛−2𝑀(𝑛−2)𝑛

…                     0                        ]
 
 
 
 

                       (3.57) 

elde edilir. Q ‘un t parametresine göre türevi ve M ‘nin s parametresine göre türevleri alınarak 

ve (3.38) teoremi kullanılarak 

𝑀𝑠 − 𝑄𝑡 =  

[
 
 
 
 

0
−𝜀0𝜀1𝜂𝑘1 − 𝜀0𝜀1𝑘2𝑀13

⋮
−𝜀0𝜀𝑛−2𝑀1(𝑛−1),𝑠

−𝜀0𝜀𝑛−1𝑀1𝑛,𝑠

     

𝜂𝑘1 + 𝜀1𝜀2𝑘2𝑀13

0
⋮

−𝜀1𝜀𝑛−2𝑀2(𝑛−1),𝑠

−𝜀1𝜀𝑛−1𝑀2𝑛,𝑠

      

…                              𝑀1𝑛,𝑠                        

…                              𝑀2𝑛,𝑠                    

…                                   ⋮                        
…   𝑛𝑘𝑛−1 − 𝜀𝑛−3𝜀𝑛−2𝑘𝑛−2𝑀(𝑛−2)𝑛

…                                   0                        ]
 
 
 
 

                   (3.58) 

elde edilenler (3.56) denkleminde yerine yazılırsa 



 

33 

 

[
 
 
 
 
 

0
𝜀0𝜀1𝜂𝑘1
0
⋮
0
0

     

−𝜂𝑘1
0

𝜀0𝜀1𝜂𝑘2
⋮
0
0

     

0
−𝜂𝑘2
0
⋮
0
0

 

…      0         
…       0         
…      0          
…      ⋮          
 …  − 𝜂𝑘𝑛−1

0 ]
 
 
 
 
 

= 0                                                         (3.59) 

elde edilir. (3.59) denkleminden de görüleceği üzere 𝜂 = 0 ve 𝑣 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 olduğundan akış 

elastik değildir. 

3.3.  𝔼 
𝟒 de Kuaterniyonik Eğrilerin Evolüsyonu  

 𝜌(𝑢), 𝔼 
4 de kuaterniyonik bir eğri ve 𝜌(𝑢) kuaterniyonik eğrisinin t anındaki yer 

vektörü 𝜌(𝑢, 𝑡) olsun. 𝜌 kuaterniyonik eğrisi için metrik 

 𝑣(𝑢, 𝑡) = ℎ 〈
𝜕𝜌

𝜕𝑢
,
𝜕𝜌

𝜕𝑢
〉                               (3.60) 

şeklinde verilebilir. 𝜌(𝑢, 𝑡) eğrisinin yay uzunluğu varyasyonu ise, 

 𝑙(𝑢, 𝑡) = ∫ ‖
𝜕𝜌

𝜕𝑢
‖

𝑢

0
𝑑𝑢 = ∫ √𝑣(𝑢, 𝑡)

𝑢

0
𝑑𝑢,    

𝜕

𝜕𝑠
=

1

√𝑣

𝜕

𝜕𝑢
                                                     (3.61) 

şeklinde tanımlıdır. Burada {𝑢, 𝑡} eğri üzerindeki koordinat fonksiyonlarıdır. 𝔼 
4 de 

kuaterniyonik bir eğrinin akışı  

 
𝜕𝜌

𝜕𝑡
= 𝑓1𝑇 + 𝑓2𝑁1 + 𝑓3𝑁2 + 𝑓4𝑁3                            (3.62) 

şeklinde tanımlıdır. Burada 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3 𝑣𝑒 𝑓4 kuaterniyonik 𝜌 eğrimizin skaler hız fonkiyonları. 

Bu hız fonksiyonları sadece {𝜅, 𝑘, 𝑟 − 𝜅} şeklindeki eğriliklere bağlıdır (Körpınar ve Baş, 2016: 

1680). 

Tanım 3.3.1. 𝔼 
4 de kuaterniyonik bir eğri  𝜌(𝑢, 𝑡) olsun.  

𝜕𝜌

𝜕𝑡
 akışı, elastik değil ise  

 
𝜕

𝜕𝑡
‖
𝜕𝜌

𝜕𝑢
‖ = 0  

dir (Körpınar ve Baş, 2016: 1680) 

 Elastik olmayan eğri akışı için gerekli ve yeterli şartı söyleyebilmek için aşağıdaki 

önermeye ihtiyaç vardır. 

Önerme 3.3.1. v metriği için evolüsyon denklemi  

 
𝜕𝑣

𝜕𝑡
= 2𝑣𝜂                               (3.63) 

dır. Burada 𝜂 =
𝜕𝑓1

𝜕𝑠
− 𝑓2𝜅 dır (Körpınar ve Baş, 2016: 1680) 
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İspat (3.60) denklemini t parametresine göre, (3.62) denklemini de u parametresine göre türev 

alınıp 
𝜕

𝜕𝑢
 ile 

𝜕

𝜕𝑡
 kısmi türevlerinin değişmeli olduğu kullanılırsa 

 
𝜕𝑣

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑡
ℎ 〈

𝜕𝜌

𝜕𝑢
,
𝜕𝜌

𝜕𝑢
〉  

      = 2𝑣ℎ(𝑇, 𝜂𝑇 + ∑ 𝐴𝑖𝑁𝑖
3
𝑖=1 ) 

elde edilir. Frenet formülleri yardımıyla  

 

{
  
 

  
 

 

𝜂 = (
𝜕𝑓1

𝜕𝑠
− 𝑓2𝜅)                    

𝐴1 = 𝑓1𝜅 +
𝜕𝑓2

𝜕𝑠
− 𝑓3𝑘           

𝐴2 = 𝑓2𝑘 +
𝜕𝑓3

𝜕𝑠
− 𝑓4(𝑟 − 𝜅)

𝐴3 = (𝑓3(𝑟 − 𝜅) +
𝜕𝑓4

𝜕𝑠
)       

                             

elde edilir. Yani 
𝜕𝑣

𝜕𝑡
= 2𝑣𝜂 dır. 

Tanım 3.3.2. 𝜌, 𝔼 
4 de kuaterniyonik bir eğri ve 𝜌 nın yay uzunluğu varyasyonu 𝑙(𝑢, 𝑡) olsun. 

𝜌 nın zamanla bağlantılı hiç bir değişime sahip olmaması için  

 
𝜕

𝜕𝑡
𝑙(𝑢, 𝑡) = 0 yani 𝑣𝑡 =

𝜕𝑣

𝜕𝑡
= 0                 

olmalıdır (Körpınar ve Baş, 2016: 1681) 

Teorem 3.3.1. 𝜌, 𝔼 
4 de kuaterniyonik bir eğri ve 𝜌 nın akışı 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
 olsun. 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
 akışının elastik 

olmaması için gerek ve yeter şart 
𝜕𝑓1

𝜕𝑠
= 𝑓2𝜅 olmasıdır. 

İspat (
 
⇒) Kabul edelim ki eğri akışı elastik olmasın, (3.61) den yay uzunluğunun değişimi  

 
𝜕𝑙

𝜕𝑡
= ∫

𝑣𝑡

2√𝑣

𝑢

0
𝑑𝑢                              (3.64) 

dur. (3.63) denklemi, (3.64) denkleminde yerine yazılırsa 

 
𝜕𝑙

𝜕𝑡
= ∫ √𝑣

𝑢

0
(
𝜕𝑓1

𝜕𝑠
− 𝑓2𝜅)𝑑𝑢 

elde edilir. Akış elastik olmadığından dolayı  
𝜕𝑙

𝜕𝑡
= 0 dır. Buradan da 

𝜕𝑓1

𝜕𝑠
= 𝑓2𝜅 elde edilir.  

 (
 
⇐) Kabul edelim ki 

𝜕𝑓1

𝜕𝑠
= 𝑓2𝜅 olsun. Bu eşitlik (3.63) denkleminin de yerine yazılırsa 𝑣𝑡 =

0 ve 
𝜕𝑙

𝜕𝑡
= 0 elde edilir. Bu da eğrinin yay uzunluğun korunduğu anlamına gelir.Yani eğrinin 

akışı elastik değildir. 
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Teorem 3.3.2. 𝜌, 𝔼 
4 de kuaterniyonik bir eğri ve 𝜌 eğrisinin akışı  

 
𝜕𝜌

𝜕𝑡
= 𝑓1𝑇 + 𝑓2𝑁1 + 𝑓3𝑁2 + 𝑓4𝑁3 

olsun.  

 i.   𝑉 = {𝑇,𝑁1, 𝑁2, 𝑁3
 } Frenet çatısının [𝑇 𝑁1 𝑁2 𝑁3]

𝑇 evolüsyon denklemi 

 𝑉𝑡 = 𝑀𝑉                               (3.65) 

şeklindedir. Burada M evolüsyon matrisi 

𝑀 = [

0
−𝐴1
−𝐴2
−𝐴3

     

𝐴1
0
−𝐵2
−𝐵3

     

𝐴2
𝐵2
0
−𝐶3

     

𝐴3
𝐵3
𝐶3
0

]                  (3.66) 

{
 
 

 
 

  

𝐴𝑖 = 𝑓𝑖+1𝑘𝑖 + 𝑘𝑖𝑓𝑖 − 𝑓𝑖+2𝑘𝑖+1 ;   𝑖 = 1,2,3,          

𝐵𝑗 =
1

𝑘1
(𝐴𝑗,𝑠 + 𝑘𝑗𝐴𝑗−1 − 𝑘𝑗+1𝐴𝑗+1) ;   𝑗 = 2,3,     

𝐶3 =
1

𝑘2
(𝐵3,𝑠 + 𝑘1𝐴3 + 𝑘3𝐵2),                      

𝑘1 = 𝜅, 𝑘2 = 𝑘, 𝑘3 = (𝑟 − 𝜅), 𝑘4 = 0   
          

  

dir. 

ii. 𝜌 eğrisinin eğrilikleri için evolüsyon denklemleri  

 { 

𝜅𝑡 = 𝐴1,𝑠 − 𝜂𝜅 − 𝑘𝐴2,                                                

𝑘𝑡 = 𝐵2,𝑠 − 𝜂𝜅 − (𝑟 − 𝜅)𝐵3 − 𝜅𝐴2,                       

(𝑟 − 𝜅)𝑡 = 𝐶3,𝑠 − 𝜂(𝑟 − 𝜅) + 𝑘𝐵3                           

  

şeklindedir. 

İspat (3.62) denkleminin u parametresine göre türev alınırsa  

 𝜌𝑡𝑢 = √𝑣𝜌𝑡𝑠 = √𝑣(𝜂𝑇 + ∑ 𝐴𝑖𝑁𝑖
3
𝑖=1 )                         

elde edilir. 𝜌𝑢 = √𝑣𝜌𝑠 = √𝑣𝑇 eşitliğinin t parametresine göre türevi alınırsa 

 𝜌𝑢𝑡 = √𝑣 (
𝑣𝑡

2𝑣
𝑇 + 𝑇𝑡)                              (3.67) 

elde edilir. 𝜌𝑢𝑡 = 𝜌𝑡𝑢 olduğu göz önünde bulundurulur ve önerme (3.60) dikkate alınırsa  

 𝑇𝑡 = ∑ 𝐴𝑖𝑁𝑖
3
𝑖=1         

elde edilir. (3.3.67) in u parametresine göre türevi alınırsa 

 𝑇𝑡𝑢 = √𝑣
𝜕

𝜕𝑠
(𝐴1𝑁1 + 𝐴2𝑁2 + 𝐴3𝑁3) 
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                  = √𝑣(𝐴1,𝑠𝑁1 + 𝐴1(−𝜅𝑇 + 𝑘𝑁2) + 𝐴2,𝑠𝑁2 + 𝐴2(−𝑘𝑁1 + (𝑟 − 𝜅)𝑁3)  

                         +𝐴3,𝑠𝑁3 + 𝐴3(−(𝑟 − 𝜅)𝑁2)) 

 𝑇𝑡𝑢 = √𝑣((−𝐴1𝜅)𝑇 + (𝐴1,𝑠 − 𝐴2𝑘)𝑁1 + (𝐴1𝑘 + 𝐴2,𝑠 + 𝐴3(−(𝑟 − 𝜅)))𝑁2 

           +(𝐴3,𝑠 + 𝐴2(𝑟 − 𝜅))𝑁3)                                         (3.68) 

denklemi elde edilir. 

 𝑇𝑢=√𝑣𝑇𝑠 = √𝑣(𝜅𝑁1) 

eşitliğinin t parametresine göre türevi alınırsa  

 𝑇𝑢𝑡 = √𝑣 ((
𝑣𝑡

2𝑣
𝜅 + 𝜅𝑡)𝑁1 + 𝜅𝑁1,𝑡)                                      (3.69) 

elde edilir. 𝑇𝑡𝑢 = 𝑇𝑢𝑡 olduğu göz önünde bulundurulur ve (3.68) ve (3.69) denklemleri 

kullanılırsa  

 {

𝜅𝑡 = 𝐴1,𝑠 − 𝜂𝜅 − 𝐴2𝑘,                      

𝑁1,𝑡 = −𝐴1𝑇 + ∑ 𝐵𝑗𝑁𝑗 ,
3
𝑗=2                

𝐵𝑗 =
1

𝜅
(𝐴𝑗,𝑠 + 𝐴𝑗−1𝑘𝑗 − 𝐴𝑗+1𝑘𝑗+1)

                            (3.70) 

elde edilir. 

 𝑁1,𝑢 = √𝑣𝑁1,𝑠 = √𝑣(−𝜅𝑇 + 𝑘𝑁2) 

eşitliğinin t parametresine göre türevi alınırsa  

 𝑁1,𝑢𝑡 =
𝑣𝑡

2√𝑣
(−𝜅 + 𝑘𝑁2) + √𝑣(−𝜅𝑇 + 𝑘𝑁2)

′  

          = √𝑣 (
𝑣𝑡

2𝑣
(−𝜅𝑇 + 𝑘𝑁2) + (−𝜅𝑇 + 𝑘𝑁2)′)  

             = √𝑣(𝜂(−𝜅𝑇 + 𝑘𝑁2) + (−𝜅𝑇 + 𝑘𝑁2)′ ) 

          = √𝑣(−𝜅𝜂𝑇 + 𝑘𝜂𝑁2 − 𝜅𝑡𝑇 − 𝜅𝑇𝑡 + 𝑘𝑡𝑁2 + 𝑘𝑁2,𝑡)  

                     = √𝑣((−𝜅𝜂 − 𝜅𝑡)𝑇 + (−𝜅𝐴1)𝑁1 + (𝑘𝜂 − 𝜅𝐴2 + 𝑘𝑡)𝑁2 + (−𝜅𝐴3)𝑁3 

                          +𝑘𝑁2,𝑡)               

elde edilir. (3.70) denkleminin u parametresine göre türevi alınırsa  

 𝑁1,𝑡𝑢 = √𝑣𝑁1,𝑡𝑠 = √𝑣
𝜕 

𝜕𝑠
(−𝐴1𝑇 + 𝐵2𝑁2 + 𝐵3𝑁3)  

           = √𝑣((−𝐴1,𝑠𝑇) − 𝐴1𝜅𝑁1 + 𝐵2,𝑠𝑁2 + 𝐵2(−𝑘𝑁1 + (𝑟 − 𝜅)𝑁3 + 𝐵3,𝑠𝑁3) 

                         +𝐵3(−(𝑟 − 𝜅)𝑁2)) 
 



 

37 

 

 𝑁1,𝑡𝑢 = √𝑣(𝑇(−𝐴1,𝑠) − 𝑁1(𝜅𝐴1 + 𝑘𝐵2) + 𝑁2(𝐵2,𝑠 − (𝑟 − 𝜅)𝐵3) 

             +𝑁3(𝐵2(𝑟 − 𝜅) + 𝐵3,𝑠))                                             (3.71) 

denklemleri elde edilir. 𝑁1,𝑡𝑢 = 𝑁1,𝑢𝑡 olduğu göz önünde bulundurulur, (3.16) ve (3.17) 

denklemleri kullanılırsa 

 {

𝑘𝑡 = 𝐵2,𝑠 − (𝑟 − 𝜅)𝐵3 − 𝑘𝜂 + 𝜅𝐴2,

𝑁2,𝑡 = −𝐴2𝑇 − 𝐵2𝑁1 + 𝐶3𝑁3,          

𝐶3 =
1

𝑘
(𝜅𝐴3 + (𝑟 − 𝜅)𝐵2 + 𝐵3,𝑠)  

                           (3.72) 

elde edilir. 

 𝑁2,𝑢 = √𝑣𝑁2,𝑠 = √𝑣(−𝑘𝑁1 + (𝑟 − 𝜅)𝑁3) 

eşitliğinin t parametresine göre türevi alınırsa  

 𝑁2,𝑢𝑡 = √𝑣 (
𝑣𝑡

2𝑣
(−𝑘𝑁1 + (𝑟 − 𝜅)𝑁3) + (−𝑘𝑁1 + (𝑟 − 𝜅)𝑁3)′) 

 𝑁2,𝑢𝑡 = √𝑣(
𝑣𝑡

2𝑣
(−𝑘𝑁1 + (𝑟 − 𝜅)𝑁3)  + 𝑘𝑡𝑁1 − 𝑘𝑁1,𝑡 + (𝑟 − 𝜅)𝑡𝑁3 + (𝑟 − 𝜅)𝑁3,𝑡) 

          = √𝑣(−𝑘𝑁1 + (𝑟 − 𝜅)𝑁3 + (−𝑁1(𝐵2,𝑠 − (𝑟 − 𝜅)𝐵3 − 𝑘𝜂 + 𝜅𝐴2) 

 −𝑘(−𝐴1𝑇 + 𝐵2𝑁2 + 𝐵3𝑁3) + (𝑟 − 𝜅)𝑡𝑁3 + (𝑟 − 𝜅)𝑁3,𝑡)) 

 𝑁2,𝑢𝑡 = √𝑣(𝑇(𝑘𝐴1) + 𝑁1(−𝐵2,𝑠 + (𝑟 − 𝜅)𝐵3 − 𝜅𝐴2) + 𝑁2(−𝑘𝐵2) 

  +(𝜂(𝑟 − 𝜅) − 𝑘𝐵3 + (𝑟 − 𝜅)𝑡) + (𝑟 − 𝜅)𝑁3,𝑡)              (3.73) 

(3.72) denkleminin u parametresine göre türevi alınırsa  

 𝑁2,𝑡𝑢 = √𝑣𝑁2,𝑡𝑠 = √𝑣
𝜕 

𝜕𝑠
(−𝐴2𝑇 − 𝐵2𝑁1 + 𝐶3𝑁3) 

                     = √𝑣((−𝐴2,𝑠𝑇−𝐴2(𝜅𝑁1 − 𝐵2,𝑠𝑁1 − 𝐵2(−𝜅𝑇 + 𝑘𝑁2) + 𝐶3,𝑠𝑁3  

 +𝐶3(−(𝑟 − 𝜅))) 

                     = √𝑣((−𝐴2,𝑠 − 𝐵2𝜅)𝑇 − (𝐴2𝜅 + 𝐵2,𝑠)𝑁1 + (−𝐵2𝑘 − 𝐶3(𝑟 − 𝜅))𝑁2  

                            +𝐶3,𝑠𝑁3)                               (3.74) 

elde edilir. 𝑁2,𝑢𝑡 = 𝑁2,𝑡𝑢 olduğu göz önünde bulundurulur (3.73) ve (3.74) denklemleri 

kullanılırsa 

{
(𝑟 − 𝜅)𝑡 = 𝐶3,𝑠 + 𝑘𝐵3 − 𝜂(𝑟 − 𝜅),

𝑁3,𝑡 = −𝐴3𝑇 − 𝐵3𝑁1 − 𝐶3𝑁2         
  

elde edilir. Elde edilen denklemler 
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𝑉 = [𝑇 𝑁1 𝑁2 𝑁3]
𝑇  ve  𝑀 = [

0
−𝐴1
−𝐴2
−𝐴3

     

𝐴1
0
−𝐵2
−𝐵3

     

𝐴2
𝐵2
0
−𝐶3

     

𝐴3
𝐵3
𝐶3
0

]                                         

olmak üzere  

𝑉𝑡 = 𝑀𝑉  

şeklinde ifade edilebilir. 𝑀 matrisinin bileşenleri açık olarak 

 

{
 
 

 
 
𝐴𝑖 = 𝑓𝑖+1𝑘𝑖 + 𝑘𝑖𝑓𝑖 − 𝑓𝑖+2𝑘𝑖+1 ;   𝑖 = 1,2,3,       

𝐵𝑗 =
1

𝑘1
(𝐴𝑗,𝑠 + 𝑘𝑗𝐴𝑗−1 − 𝑘𝑗+1𝐴𝑗+1) , 𝑗 = 2,3,

𝐶3 =
1

𝑘2
(𝐵3,𝑠 + 𝑘1𝐴3 + 𝑘3𝐵2),                           

𝑘1 = 𝜅, 𝑘2 = 𝑘, 𝑘3 = (𝑟 − 𝜅), 𝑘4 = 0        
  

    

şeklindedir. Eğriliklerin evolüsyon denklemleri 

 {

𝜅𝑡 = 𝐴1,𝑠 − 𝜂𝜅 − 𝑘𝐴2,                        

𝑘𝑡 = 𝐵2,𝑠 − (𝑟 − 𝜅)𝐵3 − 𝑘𝜂 + 𝜅𝐴2,

(𝑟 − 𝜅)𝑡 = 𝐶3,𝑠 + 𝑘𝐵3 − 𝜂(𝑟 − 𝜅)   

                           (3.75) 

şeklinde elde edilir. Böylece teoremin ispatı tamamlanmış olur. 

Sonuç 3.3.1. 𝜌 eğrisinin 
𝜕𝜌

𝜕𝑡
 akışı elastik değil ise evolüsyon denklemleri  

 {

𝜅𝑡 = 𝐴1,𝑠 − 𝑘𝐴2,                        

𝑘𝑡 = 𝐵2,𝑠 − (𝑟 − 𝜅)𝐵3 + 𝜅𝐴2,

(𝑟 − 𝜅)𝑡 = 𝐶3,𝑠 + 𝑘𝐵3               

 

şeklindedir. 

İspat 
𝜕𝜌

𝜕𝑡
 eğri akışı elastik değil ise  

 𝑣𝑡 = 0 yani 𝜂 = 0                              (3.76) 

dır. Öyleyse (3.76) denklemi (3.75) denkleminde yerine yazılırsa önerme sağlanmış olur. 

Teorem 3.3.3 𝜌, 𝔼4 de bir eğri ve 𝜌 nın akışı 
𝜕𝜌

𝜕𝑡
 olsun. 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
 eğrisinin akışı elastik değildir gerek 

ve yeter şart [𝒬,𝑀] Lie çarpımı olmak üzere integrallenebilirlik durumu (sıfır eğrilik durumu) 

 𝒬𝑡 −𝑀𝑠 + [𝒬,𝑀] = 0 

dır. 
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İspat İspata başlamadan ispatta ihtiyaç duyacağımız bazı eşitlikler elde edelim. 𝜌 eğrisinin 

Frenet çatısı {𝑇, 𝑁1, 𝑁2, 𝑁3}
  olsun. 𝑉 = [𝑇 𝑁1 𝑁2 𝑁3]

𝑇 nın u parametresine göre türevi 

 𝑉𝑢 = √𝑣𝑉𝑠 = √𝑣𝑄𝑉                              (3.77) 

dir. Bu denklemin t parametresine göre türevi alınır ve (3.65) denkleminde kullanılırsa  

 𝑉𝑢𝑡 =
𝑣𝑡

2√𝑣
𝑄𝑉 + √𝑣(𝑄𝑡𝑉 + 𝑄𝑉𝑡) = √𝑣 (

𝑣𝑡

2𝑣
𝑄 + 𝑄𝑡 + 𝑄𝑀)𝑉                        (3.78) 

elde edilir. (3.65) denkleminin u parametresine göre türevi alınır ve (3.77) denklemi kullanılırsa 

 𝑉𝑢𝑡 = √𝑣𝑉𝑡𝑠 = √𝑣(𝑀𝑠𝑉 +𝑀𝑄𝑉) = √𝑣(𝑀𝑠 +𝑀𝑄)𝑉                         (3.79) 

bulunur ve (3.78) ve (3.79) denklemlerinden  

 𝑉𝑢𝑡 − 𝑉𝑡𝑢 = √𝑣 (
𝑣𝑡

2𝑣
𝑄 + 𝑄𝑡 + 𝑄𝑀 −𝑀𝑠 − 𝑄𝑀)𝑉 

      = √𝑣 (
𝑣𝑡

2𝑣
𝑄 + 𝑄𝑡 −𝑀𝑠 + [𝑄,𝑀]) 𝑉                        

elde edilir. Şimdi ispata başlanabilir. 

(
 
⇒) Kabul edelim ki 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
 elastik olmasın. O halde 𝑉𝑡 = 0 dır. 

𝜕

𝜕𝑢
 ile 

𝜕

𝜕𝑡
 kısmi türevleri değişmeli 

olduğu göz önüne alınırsa  

𝑄𝑡 −𝑀𝑠 + [𝑄,𝑀] = 0  

elde edilir. 

 (
 
⇐) Kabul edelim ki integrallenebilirlik şartı (sıfır eğrilik şartı) sağlansın. Yani  

 𝑄𝑡 −𝑀𝑠 + [𝑄,𝑀] = 0                             (3.80) 

olsun. 

(2.12) ve (3.66) denklemlerinden aşağıdaki matris elde edilir. 

[𝑄,𝑀] =  [

0
−𝑘𝐴2
−𝐴2,𝑠
−𝐴3,𝑠

     

𝑘𝐴2
0

𝜅𝐴2 − (𝑟 − 𝜅)𝐵3
−𝐵3,𝑠

     

𝐴2,𝑠
−𝜅𝐴2 + (𝑟 − 𝜅)𝐵3

0
−𝑘𝐵3

     

𝐴3,𝑠
𝐵3,𝑠
𝑘𝐵3
0

]                                       (3.81) 

𝑄 nun t parametresine göre M nin de s parametresine göre türevi alınır ve (3.75) denklemi 

kullanılırsa 
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  [𝑄𝑡 −𝑀𝑠] =  

 [

0
𝜂𝜅 + 𝑘𝐴2
𝐴2,𝑠
𝐴3,𝑠

     

𝜂𝜅 − 𝑘𝐴2
0

𝜂𝜅 − 𝜅𝐴2 + (𝑟 − 𝜅)𝐵3
−𝐵3,𝑠

     

−𝐴2,𝑠
−𝜂𝜅 + 𝜅𝐴2 − (𝑟 − 𝜅)𝐵3

0
𝜂(𝑟 − 𝜅) − 𝑘𝐵3

     

−𝐴3,𝑠
−𝐵3,𝑠

−𝜂(𝑟 − 𝜅) + 𝑘𝐵3
0

]               (3.82) 

elde edilir. (3.81) ve (3.82) denklemleri (3.80) denkleminde yerine yazılırsa 

[

0
𝜂𝜅
0
0

     

−𝜂𝜅
0
𝜂𝜅
0

     

0
−𝜂𝜅
0

𝜂(𝑟 − 𝜅)

     

0
0

−𝜂(𝑟 − 𝜅)
0

] = 0  

elde edilir. Son denklemden 𝜂 = 0 için v nin sabit olduğu görülür. Yani akış elastik değildir.  

Sonuç 3.3.2. 𝔼4 de 𝜌(𝑢, 𝑡) nun akışı elastik olmasın. 𝑄  ve M matrisleri değişmeli ise 𝑄 

evolüsyon matrisinin 𝐴2 ve 𝐵3 bileşenleri  

  𝐴2 = 𝐵3 = 0  

dır. 

İspat 𝑄 ve M matrisleri değişmeli olduğundan [𝑄,𝑀] = 0 dır. Öyleyse (3.80) den  

 𝑀𝑠 − 𝑄𝑡 = 0                               (3.83) 

elde edilir. Eğri akışı elastik olmayan bir eğri akışı olduğundan 𝜂 = 0, yani 

𝑀𝑆 − 𝑄𝑡 = [

0
𝑘𝐴2
−𝐴2,𝑠
−𝐴3,𝑠

     

𝑘𝐴2
0

𝜅𝐴2 − (𝑟 − 𝜅)𝐵3
−𝐵3,𝑠

     

−𝐴2,𝑠
−𝜅𝐴2 + (𝑟 − 𝜅)𝐵3

0
−𝑘𝐵3

     

−𝐴3,𝑠
𝐵3,𝑠
𝑘𝐵3
0

]                  (3.84) 

dir. (3.83) ve (3.84) eşitliklerinden 

𝐴2 = 𝐵3 = 0  

elde edilir. 
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4. 𝔼𝟐
𝟒 DE YARI-REEL KUATERNİYONİK EĞRİLERİN EVOLÜSYONU 

 𝜌(𝑢), 𝔼2
4 de yarı-reel kuaterniyonik bir eğri ve bu eğrinin t anındaki yer vektörü 𝜌(𝑢, 𝑡) 

olsun. 𝜌(𝑢, 𝑡) için metrik  

 𝑣(𝑢, 𝑡) = ℎ (
𝜕𝜌

𝜕𝑢
,
𝜕𝜌

𝜕𝑢
)                      (4.1) 

şeklinde verilebilir. 𝜌(𝑢, 𝑡) eğrisinin yay uzunluğu ise 

 𝑙(𝑢, 𝑡) = ∫ ‖
𝜕𝜌

𝜕𝑢
‖

𝑢

0
𝑑𝑢 = ∫ √𝑣(𝑢, 𝑡)

𝑢

0
𝑑𝑢,      

𝜕

𝜕𝑠
=

1

√𝑣

𝜕

𝜕𝑢
                                     (4.2) 

şeklinde tanımlıdır. Burada {𝑢, 𝑡} eğri üzerindeki koordinat fonksiyonlarıdır.  𝔼2
4 de 𝜌(𝑢) yarı-

reel kuaterniyonik eğrisinin Frenet çatısı {𝑉1, 𝑉2, 𝑉3, … , 𝑉𝑛}
 olmak üzere akışı 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
= 𝔮1𝒯 + 𝔮2𝒩1 + 𝔮3𝒩2 + 𝔮4𝒩3                   (4.3) 

şeklinde tanımlıdır. Burada 𝔮1, 𝔮2, 𝔮3, 𝔮4 yarı-reel kuaterniyonik 𝜌 eğrimizin skaler hız 

fonksiyonlarıdır (Yıldız vd., 2017: 325). 

Tanım  4.1. 𝔼2
4 de yarı-reel kuaterniyonik bir eğri 𝜌(𝑢, 𝑡) olsun.  

𝜕𝜌

𝜕𝑡
 akışı elastik değil ise  

 
𝜕

𝜕𝑡
‖
𝜕𝜌

𝜕𝑢
‖ = 0  

dir (Yıldız vd., 2017: 325). 

 Elastik olmayan eğri akışı için gerekli ve yeterli şartı verebilmek için aşağıdaki 

önermeye ihtiyaç vardır. 

Önerme 4.1. v metriği için evolüsyon denklemi  

 
𝜕𝑣

𝜕𝑡
= 2𝑣𝜂                      (4.4) 

dır. Burada 𝜂 = 𝜀𝑇 (
𝜕𝔮1

𝜕𝑠
− 𝜀𝑡𝜀𝑁𝔮2𝜅) dır. 

İspat (4.1) denkleminde t parametresine göre, (4.3) denkleminde de u parametresine göre türev 

alınıp 
𝜕

𝜕𝑢
 ile 

𝜕

𝜕𝑡
 kısmi türevlerinin değişmeli olduğu kullanılırsa 

 
𝜕𝑣

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑡
ℎ 〈

𝜕𝜌

𝜕𝑢
,
𝜕𝜌

𝜕𝑢
〉  

     = 2ℎ 〈
𝜕𝜌

𝜕𝑢
,
𝜕

𝜕𝑡

𝜕𝜌

𝜕𝑢
〉 

     = 2ℎ 〈
𝜕𝜌

𝜕𝑢
,
𝜕

𝜕𝑢

𝜕𝜌

𝜕𝑡
〉 
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     = 2ℎ 〈
𝜕𝜌

𝜕𝑢
,
𝜕

𝜕𝑢
(𝔮1𝒯 + 𝔮2𝒩1 + 𝔮3𝒩2 + 𝔮4𝒩3)〉 

     = 2ℎ 〈√𝑣
𝜕𝜌

𝜕𝑠
, √𝑣

𝜕

𝜕𝑠
(𝔮1𝒯 + 𝔮2𝒩1 + 𝔮3𝒩2 + 𝔮4𝒩3)〉 

    =2𝑣ℎ 〈
𝜕𝜌

𝜕𝑠
,
𝜕𝔮1

𝜕𝑠
𝒯 + 𝔮1(𝜀𝑁𝜅𝒩1) +

𝜕𝔮2

𝜕𝑠
𝒩1 + 𝔮2(−𝜀𝑡𝜀𝑁𝜅𝒯 + 𝜀𝑛𝑘𝒩2) +

𝜕𝔮3

𝜕𝑠
𝒩2 +

                     𝔮3(−𝜀𝑡𝑘𝒩1 + 𝜀𝑛(𝑟 − 𝜀𝑡𝜀𝑇𝜀𝑁𝜅)𝒩3) +
𝜕𝔮4

𝜕𝑠
𝒩3 + 𝔮4(−𝜀𝑏(𝑟 − 𝜀𝑡𝜀𝑇𝜀𝑁𝜅)𝒩2〉 

    = 2𝑣ℎ〈𝒯, 𝜂𝒯 + ∑ 𝒜𝑖𝒩𝑖
3
𝑖=1 〉  

elde edilir. Frenet formülleri yardımıyla  

 

{
  
 

  
 𝜂 = 𝜀𝑇 (

𝜕𝔮1

𝜕𝑠
− 𝜀𝑡𝜀𝑁𝔮2𝜅),                             

𝒜1 = 𝜀𝑁𝔮1𝜅 +
𝜕𝔮2

𝜕𝑠
− 𝜀𝑡𝔮3𝑘,                         

𝒜2 = 𝜀𝑛𝔮2𝑘 +
𝜕𝔮3

𝜕𝑠
− 𝜀𝑏𝔮4(𝑟 − 𝜀𝑡𝜀𝑇𝜀𝑁𝜅),

𝒜3 = (𝜀𝑛𝔮3(𝑟 − 𝜀𝑡𝜀𝑇𝜀𝑁𝜅) +
𝜕𝔮4

𝜕𝑠
)            

 

       (4.5) 

elde edilir. Yani  
𝜕𝑣

𝜕𝑡
= 2𝑣𝜂 dır. 

Tanım 4.2. 𝜌, 𝔼2
4 de yarı-reel kuaterniyonik  bir eğri ve 𝜌 nın yay uzunluğu varyasyonu 𝑙(𝑢, 𝑡) 

olsun. 𝜌 nın zamanla bağlantılı hiçbir değişime sahip olmaması için  

 
𝜕

𝜕𝑡
𝑙(𝑢, 𝑡) = 0 yani 𝑣𝑡 =

𝜕𝑣

𝜕𝑡
= 0         (4.6) 

olmalıdır. 

Teorem 4.1. 𝜌, 𝔼2
4 de yarı-reel kuaterniyonik bir eğri ve 𝜌 nın akışı 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
 olsun. 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
 akışının elastik 

olmaması için gerek ve yeter şart 
𝜕𝔮1

𝜕𝑠
= 𝜀𝑡𝜀𝑁𝔮2𝜅 dır. 

İspat (
 
⇒) Kabul edelim ki eğri akışı elastik olmasın, (4.2) den yay uzunluğunun değişimi  

 
𝜕𝑙

𝜕𝑡
= ∫

𝑣𝑡

2√𝑣

𝑢

0
𝑑𝑢                     (4.7) 

dur.(4.4) denklemi (4.7) denkleminde yerine yazılırsa 

 
𝜕𝑙

𝜕𝑡
= ∫ √𝑣𝜀𝑇

𝑢

0
(
𝜕𝔮1

𝜕𝑠
− 𝜀𝑡𝜀𝑁𝔮2𝜅)𝑑𝑢 

elde edilir. Akış elastik olmadığından dolayı 
𝜕𝑙

𝜕𝑡
= 0 dır. Buradan da 

𝜕𝔮1

𝜕𝑠
= 𝜀𝑡𝜀𝑁𝔮2𝜅 elde edilir.  



 

43 

 

 (
 
⇐) Kabul edelim ki 

𝜕𝑞1

𝜕𝑠
= 𝜀𝑡𝜀𝑁𝔮2𝜅 olsun. Bu eşitlik (4.4) denkleminin de yerine 

yazılırsa 𝑣𝑡 = 0 ve 
𝜕𝑙

𝜕𝑡
= 0 elde edilir. Bu da eğrinin yay uzunluğun korunduğu anlamına gelir. 

Böylece eğrinin akışı elastik değildir. 

Teorem 4.2. 𝜌, 𝔼2
4 de yarı-reel kuaterniyonik bir eğri ve 𝜌 eğrisinin akışı  

 
𝜕𝜌

𝜕𝑡
= 𝔮1𝒯 + 𝔮2𝒩1 + 𝔮3𝒩2 + 𝔮4𝒩3 

olsun.  

 i.  {𝒯,𝒩1,𝒩2,𝒩3} Frenet çatısının [𝒯 𝒩1 𝒩2 𝒩3]
𝑇 evolüsyon denklemi 

 𝑉𝑡 = ℛ𝑉                      (4.8) 

şeklindedir. Burada ℛ evolüsyon matrisi 

ℛ = [

0 
−𝜀𝑡𝒜1

−𝜀𝑛𝒜2

−𝜀𝑏𝒜3

𝒜1

   

0 
−𝜀𝑡𝜀𝑛ℬ2
−𝜀𝑡𝜀𝑏ℬ3

𝒜2

ℬ2

  
0 

−𝜀𝑛𝜀𝑏𝒞3
   

𝒜3

ℬ3
𝐶3
0 

]         (4.9) 

{
 
 
 
 

 
 
 
 
𝒜1 = 𝜀𝑁𝔮1𝜅 − 𝜀𝑡𝔮3𝑘 + 𝔮2,𝑠,                                                                                 

 𝒜2 = 𝜀𝑛𝔮2𝑘 + 𝔮3,𝑠 − 𝜀𝑏𝔮4(𝑟 − 𝜀𝑡𝜀𝑇𝜀𝑁𝜅),                                                          

𝒜3 = 𝜀𝑛𝔮3(𝑟 − 𝜀𝑡𝜀𝑇𝜀𝑁𝜅) + 𝔮4,𝑠,                                                                           

ℬ2 =
1

𝜅
(𝜀𝑁𝒜2,𝑠 + 𝜀𝑛𝜀𝑁𝑘𝒜1 − 𝜀𝑏𝜀𝑁(𝑟 − 𝜀𝑡𝜀𝑇𝜀𝑁𝜅)𝒜3),                               

ℬ3 =
1

𝜅
(𝜀𝑁𝒜2,𝑠 + 𝜀𝑛𝜀𝑁(𝑟 − 𝜀𝑡𝜀𝑇𝜀𝑁𝜅)𝒜2),                                                      

𝒞3 =
1

𝑘
(𝜀𝑛ℬ3,𝑠 + 𝜀𝑡𝜀𝑛𝜀𝑁𝜅𝒜3 + (𝑟 − 𝜀𝑡𝜀𝑇𝜀𝑁𝜅)ℬ2) ,

𝑘1 = 𝜅, 𝑘2 = 𝑘, 𝑘3 = (𝑟 − 𝜀𝑡𝜀𝑇𝜀𝑁𝜅), 𝑘4 = 0       
                                       

    

dir. 

ii.    𝜌 eğrisinin eğrilikleri için evolüsyon denklemleri  

{

𝜅𝑡 = 𝜀𝑁𝒜1,𝑠 − 𝜂𝜅 − 𝜀𝑡𝜀𝑁𝑘𝒜2,                                                           

𝑘𝑡 = 𝜀𝑛ℬ2,𝑠 − 𝜂𝜅 − 𝜀𝑛𝜀𝑏(𝑟 − 𝜀𝑡𝜀𝑇𝜀𝑁𝜅)ℬ3 + 𝜀𝑡𝜀𝑛𝜀𝑁𝜅𝒜2,           

(𝑟 − 𝜀𝑡𝜀𝑇𝜀𝑁𝜅)𝑡 = 𝜀𝑛𝒞3,𝑠 − 𝜂(𝑟 − 𝜀𝑡𝜀𝑇𝜀𝑁𝜅) + 𝜀𝑡𝜀𝑛𝑘ℬ3              

  

şeklindedir. 

İspat (4.3) denkleminden u parametresine göre türev alınırsa  

 𝜌𝑡𝑢 = √𝑣𝜌𝑡𝑠 = √𝑣(𝜂𝒯 + ∑ 𝒜𝑖𝒩𝑖
3
𝑖=1 )                              (4.10) 

elde edilir. 𝜌𝑢 = √𝑣𝜌𝑠 = √𝑣𝒯 eşitliğinin t parametresine göre türevi alınırsa 



 

44 

 

 𝜌𝑢𝑡 = √𝑣 (
𝑣𝑡

2𝑣
𝒯 + 𝒯𝑡)                    (4.11) 

elde edilir. 𝜌𝑢𝑡 = 𝜌𝑡𝑢 olduğu göz önünde bulundurulur ve (4.5), (4.10) ve (4.11) denklemleri 

kullanılırsa  

 𝒯𝑡 = ∑ 𝒜𝑖𝒩𝑖
3
𝑖=1                    (4.12) 

elde edilir. (4.12) in u parametresine göre türevi alınırsa 

 𝒯𝑡𝑢 = √𝑣
𝜕

𝜕𝑠
(𝒜1𝒩1 +𝒜2𝒩2 +𝒜3𝒩3) 

            = √𝑣(𝒜1,𝑠𝒩1 +𝒜1(−𝜀𝑡𝜀𝑁𝜅𝒯 + 𝜀𝑛𝑘𝒩2) + 𝒜2,𝑠𝒩2 

                          +𝒜2(−𝜀𝑡𝑘𝒩1 + 𝜀𝑛(𝑟 − 𝜀𝑡𝜀𝑇𝜀𝑁𝜅)𝒩3) + 𝒜3,𝑠𝒩3  

                          +𝒜3(−𝜀𝑏(𝑟 − 𝜀𝑡𝜀𝑇𝜀𝑁𝜅)𝒩2))   
 

            = √𝑣((−𝜀𝑡𝜀𝑁𝒜1𝜅)𝒯 + (𝒜1,𝑠 − 𝜀𝑡𝒜2𝑘)𝒩1 

+(𝜀𝑛𝒜1𝑘 +𝒜2,𝑠 − 𝜀𝑏(𝑟 − 𝜀𝑡𝜀𝑇𝜀𝑁𝜅)𝒜3)𝒩2  

+(𝒜3,𝑠 + 𝜀𝑛(𝑟 − 𝜀𝑡𝜀𝑇𝜀𝑁𝜅)𝒜2)𝒩3)                (4.13)       

denklemi elde edilir. 

 𝒯𝑢 = √𝑣𝒯𝑠 = (𝜀𝑁√𝑣(𝜅𝒩1))  

eşitliğinin t parametresine göre türevi alınırsa  

 𝒯𝑢𝑡 = √𝑣(𝜀𝑁𝜂𝜅𝒩1 + 𝜀𝑁𝜅𝑡𝒩1 + 𝜀𝑁𝜅𝒩1,𝑡)                               (4.14) 

elde edilir. 𝒯𝑡𝑢 = 𝒯𝑢𝑡 olduğu göz önünde bulundurulur ve (4.13) ve (4.14) denklemleri 

kullanılırsa  

 

{
 
 

 
 

 

𝜅𝑡 = 𝜀𝑁𝒜1,𝑠 − 𝜂𝜅 − 𝜀𝑡𝜀𝑁𝑘𝒜2,                                                  

𝒩1,𝑡 = −𝜀𝑡𝒜1𝒯 + ∑ ℬ𝑗𝒩𝑗
3
𝑗=2 ,                                                     

ℬ2 =
1

𝜅
(𝜀𝑁𝒜2,𝑠 + 𝜀𝑛𝜀𝑁𝑘𝒜1 − 𝜀𝑏𝜀𝑁(𝑟 − 𝜀𝑡𝜀𝑇𝜀𝑁𝜅)𝒜3),     

ℬ3 =
1

𝜅
(𝜀𝑁𝒜3,𝑠 + 𝜀𝑛𝜀𝑁(𝑟 − 𝜀𝑡𝜀𝑇𝜀𝑁𝜅)𝒜2)                            

                       (4.15) 

elde edilir. 

 𝒩1,𝑢 = √𝑣𝒩1,𝑠 = √𝑣(−𝜀𝑡𝜀𝑁𝜅𝒯 + 𝜀𝑛𝑘𝒩2) 

eşitliğinin t parametresine göre türevi alınırsa  
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 𝒩1,𝑢𝑡 =
𝜕

𝜕𝑡
√𝑣(−𝜀𝑡𝜀𝑁𝜅𝒯 + 𝜀𝑛𝑘𝒩2) 

          = √𝑣𝑡(−𝜀𝑡𝜀𝑁𝜅𝒯 + 𝜀𝑛𝑘𝒩2) + √𝑣(−𝜀𝑡𝜀𝑁𝜅𝑡)𝒯 + √𝑣(−𝜀𝑡𝜀𝑁𝜅)𝒯𝑡 

                     +𝜀𝑛𝑘𝑡𝒩2 + 𝜀𝑛𝑘𝒩2,𝑡)   

          = √𝑣((−𝜀𝑡𝒜1,𝑠 +𝒜2)𝒯 + (−𝜀𝑡𝜀𝑁𝑘𝒜1)𝒩1 + (𝜂𝜀𝑛𝑘 − 𝜀𝑡𝜀𝑁𝜅𝒜2 + 𝜀𝑛𝑘𝑡)𝒩2 

+(−𝜀𝑡𝜀𝑁𝜅𝒜3)𝒩3 + 𝜀𝑛𝑘𝒩2,𝑡)                (4.16) 

 (4.15) denkleminin u parametresine göre türevi alınırsa  

 𝒩1,𝑡𝑢 = √𝑣𝒩1,𝑡𝑠 = √𝑣
𝜕 

𝜕𝑠
(−𝜀𝑡𝒜1𝒯 + ∑ ℬ𝑗𝒩𝑗

3
𝑗=2 )  

          = √𝑣((−𝜀𝑡𝒜1,𝑠𝒯) − 𝜀𝑡𝒜1𝜅𝒩1 + ℬ2,𝑠𝒩2 

                             +ℬ2(−𝜀𝑡𝑘𝒩1 + 𝜀𝑛(𝑟 − 𝜀𝑡𝜀𝑇𝜀𝑁𝜅)𝒩3 + ℬ3,𝑠𝒩3)  

  +𝜀𝑏ℬ3(−(𝑟 − 𝜀𝑡𝜀𝑇𝜀𝑁𝜅)𝒩2))                 (4.17) 

denklemleri elde edilir. 𝒩1,𝑡𝑢 = 𝒩1,𝑢𝑡 olduğu göz önünde bulundurulur ve (4.16) ve (4.17) 

denklemleri kullanılırsa 

 { 

𝑘𝑡 = 𝜀𝑛ℬ2,𝑠 − 𝜀𝑛𝜀𝑏(𝑟 − 𝜀𝑡𝜀𝑇𝜀𝑁𝜅)ℬ3 − 𝑘𝜂 + 𝜀𝑡𝜀𝑛𝜀𝑁𝜅𝒜2,         

𝒩2,𝑡 = −𝜀𝑛𝒜2𝒯 − 𝜀𝑡𝜀𝑛ℬ2𝒩1 + 𝐶3𝒩3 ,                                           

𝒞3 =
1

𝑘
(𝜀𝑡𝜀𝑛𝜀𝑁𝜅𝒜3 + (𝑟 − 𝜀𝑡𝜀𝑇𝜀𝑁𝜅)ℬ2 + 𝜀𝑛ℬ3,𝑠)                     

              (4.18) 

elde edilir. 

𝒩2,𝑢 = √𝑣𝒩2,𝑠 = √𝑣(−𝜀𝑡𝑘𝒩1 + 𝜀𝑛(𝑟 − 𝜀𝑡𝜀𝑇𝜀𝑁𝜅)𝒩3)  

eşitliğinin t parametresine göre türevi alınırsa  

 𝒩2,𝑢𝑡 =
𝑣𝑡

2√𝑣
(−𝜀𝑡𝑘𝒩1 + 𝜀𝑛(𝑟 − 𝜀𝑡𝜀𝑇𝜀𝑁𝜅)𝒩3) 

                +√𝑣(−𝜀𝑡𝑘𝑡𝒩1 − 𝜀𝑡𝑘𝒩1,𝑡 + 𝜀𝑛(𝑟 − 𝜀𝑡𝜀𝑇𝜀𝑁)𝑡𝒩3 + 𝜀𝑛(𝑟 − 𝜀𝑡𝜀𝑇𝜀𝑁)𝒩3,𝑡) 

         = √𝑣(−𝜀𝑡𝜂𝑘𝒩1 + 𝜀𝑛𝜂(𝑟 − 𝜀𝑡𝜀𝑇𝜀𝑁𝜅)𝒩3 − 𝜀𝑡𝑘𝑡𝒩1 − 𝜀𝑡𝑘𝒩1,𝑡  

 +𝜀𝑛(𝑟 − 𝜀𝑡𝜀𝑇𝜀𝑁)𝑡𝒩3 + 𝜀𝑛(𝑟 − 𝜀𝑡𝜀𝑇𝜀𝑁)𝒩3,𝑡)              (4.19) 

(4.18) denkleminin u parametresine göre türevi alınırsa  

 𝒩2,𝑡𝑢 = √𝑣𝒩2,𝑡𝑠 = √𝑣
𝜕 

𝜕𝑠
(−𝜀𝑛𝒜2𝒯 − 𝜀𝑡𝜀𝑛ℬ2𝒩1 + 𝒞3𝒩3) 

                     = √𝑣(−𝜀𝑛𝒜2,𝑠𝒯−𝜀𝑛𝒜2(𝜀𝑁𝜅𝒩1) − 𝜀𝑡𝜀𝑛ℬ2,𝑠𝒩1 

 −𝜀𝑡𝜀𝑛ℬ2(−𝜀𝑡𝜀𝑁𝜅𝒯 + 𝜀𝑛𝑘𝒩2 + 𝒞3,𝑠𝒩3  + 𝒞3(−𝜀𝑏(𝑟 − 𝜀𝑡𝜀𝑇𝜀𝑁𝜅))) 
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                    = √𝑣((−𝜀𝑛𝒜2,𝑠 − 𝜀𝑛𝜀𝑁ℬ2𝜅)𝒯 − (𝜀𝑛𝜀𝑁𝒜2𝜅 + 𝜀𝑡𝜀𝑛ℬ2,𝑠)𝒩1 

 +(−𝜀𝑡ℬ2𝑘 − 𝜀𝑏𝒞3(𝑟 − 𝜀𝑡𝜀𝑇𝜀𝑁𝜅))𝒩2 + 𝒞3,𝑠𝒩3)               (4.20) 

elde edilir. 𝒩2,𝑢𝑡 = 𝒩2,𝑡𝑢 olduğu göz önünde bulundurulur (4.19) ve (4.20) denklemleri 

kullanılırsa 

{
(𝑟 − 𝜀𝑡𝜀𝑇𝜀𝑁𝜅)𝑡 = 𝜀𝑛𝒞3,𝑠 + 𝜀𝑡𝜀𝑛𝑘ℬ3 − 𝜂(𝑟 − 𝜀𝑡𝜀𝑇𝜀𝑁𝜅),

𝒩3,𝑡 = −𝜀𝑏𝒜3𝒯 − 𝜀𝑡𝜀𝑏ℬ3𝒩1 − 𝜀𝑛𝜀𝑏𝒞3𝒩2                      
  

elde edilir. Elde edilen denklemler matris formunda, 

𝑉 = [𝒯 𝒩1 𝒩2 𝒩3]
𝑇  

ve  

ℛ = [

0
−𝜀𝑡𝒜1

−𝜀𝑛𝒜2

−𝜀𝐵𝒜3

     

𝒜1

0
−𝜀𝑡𝜀𝑛ℬ2
−𝜀𝑡𝜀𝑏ℬ3

     

𝒜2

ℬ2
0

−𝜀𝑛𝜀𝑏𝒞3

     

𝒜3

ℬ3
𝒞3
0

]                 

olmak üzere  

𝑉𝑡 = ℛ𝑉  

şeklinde ifade edilir. ℛ matrisinin bileşenleri açık olarak 

{
 
 
 
 

 
 
 
 
𝒜1 = 𝜀𝑁𝔮1𝜅 − 𝜀𝑁𝔮3𝑘 + 𝔮2,𝑠,                                                                                  

 𝒜2 = 𝜀𝑛𝔮2𝑘 + 𝔮3,𝑠 − 𝜀𝑏𝔮4(𝑟 − 𝜀𝑡𝜀𝑇𝜀𝑁𝜅),                                                          

𝒜3 = 𝜀𝑛𝔮3(𝑟 − 𝜀𝑡𝜀𝑇𝜀𝑁𝜅) + 𝔮4,𝑠,                                                                           

ℬ2 =
1

𝜅
(𝜀𝑁𝒜2,𝑠 + 𝜀𝑛𝜀𝑁𝑘𝒜1 − 𝜀𝑏𝜀𝑁(𝑟 − 𝜀𝑡𝜀𝑇𝜀𝑁𝜅)𝒜3),                                

ℬ3 =
1

𝜅
(𝜀𝑁𝒜3,𝑠 + 𝜀𝑛𝜀𝑁(𝑟 − 𝜀𝑡𝜀𝑇𝜀𝑁𝜅)𝒜2),                                                      

𝒞3 =
1

𝑘
(𝜀𝑛ℬ3,𝑠 + 𝜀𝑡𝜀𝑛𝜀𝑁𝜅𝒜3 + (𝑟 − 𝜀𝑡𝜀𝑇𝜀𝑁𝜅)ℬ2),                                       

𝑘1 = 𝜅, 𝑘2 = 𝑘, 𝑘3 = (𝑟 − 𝜀𝑡𝜀𝑇𝜀𝑁𝜅), 𝑘4 = 0                                              

  

şeklindedir. Eğriliklerin evolüsyon denklemleri  

{

𝜅𝑡 = 𝜀𝑁𝒜1,𝑠 − 𝜂𝜅 − 𝜀𝑡𝜀𝑁𝑘𝒜2,                                                                      

𝑘𝑡 = 𝜀𝑛ℬ2,𝑠 − 𝜂𝜅 − 𝜀𝑛𝜀𝑏(𝑟 − 𝜀𝑡𝜀𝑇𝜀𝑁𝜅)ℬ3 + 𝜀𝑡𝜀𝑛𝜀𝑁𝜅𝒜2,                     

(𝑟 − 𝜅)𝑡 = 𝜀𝑛𝒞3,𝑠 − 𝜂(𝑟 − 𝜀𝑡𝜀𝑇𝜀𝑁𝜅) + 𝜀𝑡𝜀𝑛𝑘ℬ3                                       

                   (4.21)    

şeklinde elde edilir. Böylece teoremin ispatı tamamlanmış olur. 
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Sonuç 4.1. 𝜌 eğrisinin 
𝜕𝜌

𝜕𝑡
 akışı elastik değil ise evolüsyon denklemleri  

 {

𝜅𝑡 = 𝜀𝑁𝒜1,𝑠 − 𝜀𝑡𝜀𝑁𝑘𝒜2,                                                

𝑘𝑡 = 𝜀𝑛ℬ2,𝑠 − 𝜀𝑛𝜀𝑏(𝑟 − 𝜀𝑡𝜀𝑇𝜀𝑁𝜅)ℬ3 + 𝜀𝑡𝜀𝑛𝜀𝑁𝜅𝒜2,

(𝑟 − 𝜅)𝑡 = 𝜀𝑛𝒞3,𝑠 + 𝜀𝑡𝜀𝑛𝑘ℬ3                                         

 

şeklindedir. 

İspat 
𝜕𝜌

𝜕𝑡
 eğri akışı elastik değil ise  

 𝑣𝑡 = 0 yani 𝜂 = 0                   (4.22) 

dır. Öyleyse (4.22) denklemi (4.21) denkleminde yerine yazılırsa ispat tamamlanır. 

Teorem 4.3. 𝜌, 𝔼2
4 de bir eğri ve 𝜌 nın akışı 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
 olsun. 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
 eğrisinin akışı elastik değildir gerek 

ve yeter şart [𝒬, ℛ] Lie çarpımı olmak üzere integrallenebilirlik durumu (sıfır eğrilik durumu ) 

 𝒬𝑡 −ℛ𝑠 + [𝒬,ℛ] = 0 

dır. 

İspat İspata başlamadan önce bazı eşitlikler kullanır. 𝜌 eğrisinin Frenet çatısı 

{𝒯,𝒩1,𝒩2,𝒩3} ve 𝑉 = [𝒯 𝒩1 𝒩2 𝒩3]
𝑇  olsun. V nin u parametresine göre türevi  

 𝑉𝑢 = √𝑣𝑉𝑠 = √𝑣𝒬𝑉                   (4.23) 

dir. (4.23) denkleminin t parametresine göre türevi alınır ve (4.8) denkleminde kullanılırsa  

 𝑉𝑢𝑡 =
𝑣𝑡

2√𝑣
𝒬𝑉 + √𝑣(𝒬𝑡𝑉 + 𝒬𝑉𝑡) = √𝑣 (

𝑣𝑡

2𝑣
𝒬 + 𝒬𝑡 + 𝒬ℛ)𝑉                        (4.24) 

elde edilir. (4.8) denkleminin u parametresine göre türevi alınır ve (4.23) denklemi kullanılırsa 

 𝑉𝑡𝑢 = √𝑣𝑉𝑡𝑠 = √𝑣(ℛ𝑠𝑉 + ℛ𝒬𝑉) = √𝑣(ℛ𝑠 + ℛ𝒬)𝑉               (4.25) 

elde edilir. (4.24) ve (4.25) denklemlerinden  

 𝑉𝑢𝑡 − 𝑉𝑡𝑢 = √𝑣 (
𝑣𝑡

2𝑣
𝒬 + 𝒬𝑡 + 𝒬ℛ − ℛ𝑠 − ℛ𝒬)𝑉 

      = √𝑣 (
𝑣𝑡

2𝑣
𝒬 + 𝒬𝑡 − ℛ𝑠 + [𝒬,ℛ]) 𝑉               (4.26) 

elde edilir. Şimdi ispata başlanabilir. 

(
 
⇒) Kabul edelim ki 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
 elastik olmasın. O halde 𝑔𝑡 = 0 dır. u parametresine ve t parametresine 

göre kısmi türevlerin değişmeli olduğu kullanılırsa  
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 𝒬𝑡 −ℛ𝑠 + [𝒬,ℛ] = 0  

elde edilir. 

(
 
⇐) Kabul edelim ki integrallenebilirlik şartı (sıfır eğrilik şartı) sağlansın. Yani  

 𝒬𝑡 −ℛ𝑠 + [𝒬,ℛ] = 0                  (4.27) 

olsun. (2.13) ve (4.9) denklemlerinden 

 [𝒬,ℛ] = 

           (4.28) 

elde edilir. 𝒬 nun t parametresine göre ℛ nin de s parametresine göre türevi alınıp (4.21) 

kullanılırsa 

[𝒬
𝑡
−ℛ𝑠] =                         

                                                  (4.29) 

elde edilir. (4.28) ve (4.29) denklemleri (4.27) denkleminde yerine yazılırsa 

[

0
−𝜀𝑡𝜀𝑁𝜂𝜅

0
0

     

𝜀𝑁𝜂
0

−𝜀𝑛𝜂𝜅
0

     

0
−𝜀𝑛𝜂𝜅
0

𝜀𝑏𝜂(𝑟 − 𝜀𝑡𝜀𝑇𝜀𝑁𝜅)

     

0
0

−𝜀𝑛𝜂(𝑟 − 𝜀𝑡𝜀𝑇𝜀𝑁𝜅)
0

] = 0  

elde edilir. Son denklemden 𝜂 = 0 için v=sabit olduğu görülür. Yani akış elastik değildir.  

Sonuç 4.2 𝜌(𝑢, 𝑡) nun akışı elastik olmasın. 𝒬  ve ℛ matrisleri değişmeli ise 𝒬 evolüsyon 

matrisinin 𝒜2 ve ℬ3 bileşenleri  

  𝒜2 = ℬ3 = 0  

dır. 

İspat 𝒬 ve ℛ matrisleri değişmeli olduğundan [𝒬, ℛ] = 0 dır. İntegralllenebilirlik durumu 

(4.27) denklemi için aşağıdaki gibidir. 

 𝒬𝑡 −ℛ𝑠 = 0                               (4.30) 

Eğri akışı elastik olmayan bir eğri akışı olduğundan 𝜂 = 0, yani 



 

49 

 

𝒬𝑡 −ℛ𝑠 =  

[

0
𝑘𝒜2

−𝜀𝑛𝒜2,𝑠

−𝜀𝑏𝒜3,𝑠

−𝜀𝑡𝑘𝒜2

0
−𝜀𝑛𝜀𝑁𝜅𝒜2 + 𝜀𝑡𝜀𝑛𝜀𝑏(𝑟 − 𝜀𝑡𝜀𝑇𝜀𝑁𝜅)ℬ3

𝜀𝑡𝜀𝑏ℬ3,𝑠

−𝒜2,𝑠

𝜀𝑡𝜀𝑁𝜅𝒜2 + 𝜀𝑏(𝑟 − 𝜀𝑡𝜀𝑇𝜀𝑁𝜅)ℬ3
0

−𝜀𝑡𝜀𝑛𝜀𝑏𝑘ℬ3

−𝒜3,𝑠

−ℬ3,𝑠
𝜀𝑡𝑘ℬ3
0

]             (4.31) 

dir. 

 (4.30) ve (4.31) eşitliklerinden 

𝒜2 = ℬ3 = 0  

dır. 

Örnek 4.1. 𝔼2
4 de yarı reel kuaterniyonik eğri  

𝜌(𝑠) = (𝑐𝑜𝑠ℎ𝑠, 𝑠𝑖𝑛√2𝑠, 𝑠𝑖𝑛𝑠, 𝑠𝑖𝑛√2𝑠), 

olsun. 𝜌(𝑠) eğrisinin eğrilikleri 

𝜅 = −1, 𝑘 = √2, (𝑟 − 𝜀𝑡𝜀𝑇𝜀𝑁𝜅) = 0. 

şeklinde elde edilir. Eğer skalar hız fonksiyonları 𝔮1 = 𝑠2, 𝔮2 = 𝑠2, 𝔮3 = 𝑠. 𝑠𝑖𝑛𝑠𝑐𝑜𝑠𝑠 ve 𝔮4 =

𝑠2. 𝑐𝑜𝑠𝑠 seçilirse eğriliklerin evolüsyon denklemlerinin, 

𝐷: {
−10 < 𝑠 < 10
0 < 𝑡 ≤ 5

  

için grafikleri (Şekil 4.1.) (Şekil 4.2.) ve (Şekil 4.3.) deki gibidir. 

 

 

           

 

 

 

 

                                                    Şekil 4.1. 𝜅(𝑠, 𝑡) evolüsyonu 
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                                                    Şekil 4.2. 𝑘(𝑠, 𝑡) evolüsyonu 

 

         

 

 

 

 

 

                                            Şekil 4.3. (𝑟 − 𝜀𝑡𝜀𝑇𝜀𝑁𝜅)(𝑠, 𝑡) evolüsyon 

 

Eğer 𝔮1 = 𝑠2. 𝑐𝑜𝑠ℎ2𝑠, 𝔮2 = 𝑠
2. 𝑡𝑎𝑛ℎ𝑠, 𝔮3 = 𝑠. 𝑡𝑎𝑛ℎ𝑠 ve 𝔮4 = 𝑠4 + 𝑠2 alınırsa eğrilerin 

evolüsyon denklemlerinin, 

𝐷: { 
0 < 𝑠 < 3
0 < 𝑡 ≤ 3

  

için grafikleri (Şekil 4.4.) (Şekil 4.5.) ve (Şekil 4.6.) deki gibidir. 
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                                                    Şekil 4.4. 𝜅(𝑠, 𝑡) evolüsyonu 

 

        

 

                                                  Şekil 4.5. 𝜅(𝑠, 𝑡) evolüsyonu 

                                                               

Şekil 4.6. (𝑟 − 𝜀𝑡𝜀𝑇𝜀𝑁𝜅)(𝑠, 𝑡) evolüsyonu 
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