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OZET

DUAL UZAYDA YUZEYLER VE UZERINDEKI BAZI OZEL EGRILER

AKTAS, Busra
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Doktora Tezi
Danisman: Prof. Dr. Halit GUNDOGAN
Aralik 2020, [166]sayfa

Bu tez beg boliimden olugmaktadir.

Ik boliim giris kismina ayrilmistir. Bu kisimda, calismanin konusu ile ilgili literatiirde
yer alan bilgiler verilmistir. Ayrica, bu boliimde ¢alismanin amaci, 6nemi ve kaynak

Ozetleri belirtilmistir.

Ikinci boliimde, sonraki boliimlerde kullanilacak olan temel tanim ve teoremlere yer

verilmigtir.

Uciincii boliimde, R? iizerinde taniml1 olan sozliik siralama bagintist araciligiyla dual
sayilar iizerinde bir siralama bagintis1 ifade edilmistir. Dual uzayda i¢ carpim, norm ve
metrik kavramlari bu bagintidan faydalanilarak yeniden ele alinmigtir. Daha sonra, dual
uzayda metrik kavraminin vasitasiyla egriler ve yiizeyler teorisinin temelini olusturan

topoloji kavrami verilmistir.



Dordiincii boliimiin ilk kisminda, dual uzayda yiizeyler teorisinde kullanilacak olan
temel tanim ve teoremler insa edilmistir. Ayrica, Oklid uzayinda biiyiik 6neme sahip
olan invers (ters) fonksiyon teoreminin dual uzaydaki ifadesine ve ispatina yer veril-
migtir. Daha sonrasinda, dual uzayda ytizey kavrami detayli bir sekilde agiklanmig ve
bu kavramla ilgili baz1 teoremler ifade ve ispat edilmistir. Bu kismin sonunda ise ko-
nunun daha iyi anlagilabilmesi icin 6rnekler verilmistir. Bu boliimiin ikinci kisminda,
dual yiizey iizerinde dual analitik fonksiyonlar incelenmistir. Bu boliimiin iiciincii kis-
minda, bir dual yiizeyin tanjant uzay1 kavrami tanimlanip bu kavramla ilgili bir teorem
ifade ve ispat edilmistir. Boliimiin son kisminda ise dual yiizey iizerinde 6zel egrilerin
tanimlanmasi i¢in gerekli olan dual yiizeyin sekil operatorii kavrami ifade edilmis ve

bu kavram ile ilgili birtakim 6rneklere yer verilmistir.

Besinci boliimde, dordiincii boliimde olusturulan kavramlardan yararlanilarak dual asli
(asal) egri, dual asimptotik egri ve dual geodezik egri kavramlar1 detayli bir bicimde

incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Dual Uzay, Dual Analitik Fonksiyonlar, Dual Yiizey,
D—modiil Egrisi, Dual Sekil Operatorii
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ABSTRACT

SURFACES AND SOME SPECIAL CURVES ON THESE SURFACES IN DUAL
SPACE

AKTAS, Busra
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematic, PhD. Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Halit GUNDOGAN
December 2020, [166] pages

This thesis consists of five chapters.

The first chapter is devoted to the introduction. In this section, the information in the
literature regarding the subject of the study is given. In addition, the purpose, impor-

tance and resource summaries of the study are specified in this chapter.

In the second chapter, basic definitions and theorems that will be used in the following

chapters are given.

In the third chapter, an order relation on dual numbers is expressed by means of dic-
tionary order relation defined on R%. The concepts of inner product, norm and metric
in dual space are reconsidered by making use of this relation. Then, the concept of
topology constituting the basic structure of theory of curves and surfaces is given via

the expression of metric in dual space.

il



In the first part of the fourth chapter, basic definitions and theorems to be used in the
theory of surfaces in dual space are constructed. Furthermore, the expression and proof
of the inverse function theorem which is of great importance in Euclidean space are
made in dual space. Afterwards, the notion of surface in dual space is explained in
detail and some theorems related to this notion are expressed and proved. At the end
of the part, examples are given for a better understanding of this subject. In the second
part of the chapter, the dual analytic functions on dual surface are investigated. In the
third part of the chapter, the tangent space of dual surface is defined and a theorem
related to this concept is expressed and proved. At the end of the chapter, the concept
of shape operator required to define special curves on the dual surface is expressed and

some examples related to this concept are given.

In the fifth chapter, the notions of dual line of curvatures, dual asymptotic curve and
dual geodesic curve are examined in detail by using the notions expressed in the fourth

chapter.

Key Words: Dual Space, Dual Analytic Functions, Dual Surface, D—module

curve, Dual Shape Operator.
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olan, yaninda ¢alismaktan onur duydugum ve ayrica tez caligmam sirasinda tecriibele-
rinden yararlanirken gostermis oldugu sabir ve hoggoriiden dolay1 degerli hocam Sayin
Prof. Dr. Halit GUNDOGAN’a, tez calismalarimda degerli bilgilerini benimle payla-
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i—inci dual koordinat fonksiyonu

f ile g fonksiyonlarinin bileskesi
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Oklid uzayinda i¢ ¢arpim
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M yiizeyinin p noktasindaki tanjant uzayi

M dual yiizeyinin p dual noktasindaki tanjant uzay1
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x (M) M yiizeyi tizerindeki biitiin tanjant vektor alanlarinin ctimlesi
X (1\_4) M dual yiizeyi iizerindeki biitiin dual tanjant vektor alanlariin ciimlesi
S R3 uzayinda yiizeyin sekil operatorii

S D3 uzayinda (dual) yiizeyin dual sekil operatorii

o, Egri

. B D—modiil egrisi

C(D",D™) Dual analitik fonksiyonlarin ciimlesi

J(F,p) F fonksiyonunun p noktasindaki jakobiyen matrisi

D Kovaryant tiirev

D Dual Kovaryant tiirev

k Yiizeyin normal egriligi

k Dual Yiizeyin normal egriligi

ki, ko Yiizeyin asli egrilikleri

ki ko Dual yiizeyin asli egrilikleri



1. GIRIS

Diferensiyel geometri, geometrik problemleri ¢6zmek icin geometrik cisimleri dife-
rensiyel ve integral hesabindan faydalanarak inceleyen matematigin bir alt dalidir. Di-
ferensiyel geometri ile ilgili ilk ¢calismalar C. Friedrich Gauss tarafindan yapilmistir.
Gauss, egriler ve yiizeylerin modern diferensiyel geometrisi alanindaki temel yapilarin
olusumuna 6nemli 6l¢iide katki saglamis ve bu yapilar Oklid dis1 geometride de ben-
zer sekilde kullanilmaktadir. Diferensiyel geometride yiizeyler fizik, miithendislik, tip
ve bilgisayar grafikleri gibi bir cok modern disiplinde kullanilmaktadir. Bu yiizeylerin
en Oonemlilerinden biri G. Monge tarafindan tanimlanan regle yiizeylerdir. Yiizeyler te-
orisinde, regle yiizeyler, bir egri boyunca bir dogrunun siirekli hareketinin bir sonucu
olarak meydana gelir. Yani, ylizeyin her noktasinda yiizey iizerinde yatan bir dogru var
ise bu yiizey regle ylizey olarak adlandirilir. Biitiin yiizeyler arasinda regle yiizeyler
geometrik modellemede 6nemli ve temel yiizey tiirlidiir. Yiizeylerin bu ¢esitleri bil-
gisayar destekli geometrik dizayn, matematiksel fizik, hareket geometrisi ve mekanik
iriinlerin model tabanli imalati gibi bir ¢ok alanda kullanilir. Bu nedenle, regle yiizey-

ler matematik, 6zellikle matematiksel fizik ve miihendislikte 6nemli bir yer tutar [[1].

19. ylizyilda, W.K. Clifford [2] dual sayilar1 tamimladi ve bu sayilar1 geometrik aragtir-
malar1 i¢in bir ara¢ olarak kullandi. Bu kavram, 1895°te A.P. Katelnikov [3] tarafindan
mekanige uygulandi ve vida sistemleri, diizlemsel joint (eklem) modellemesi, uzaysal
mekanizmalarin yer degistirme analizi i¢in tekrarli yontemler ve uzaysal mekanizma-
larin eylemsizlik kuvvet analizi gibi bir ¢ok uygulama alanina sahiptir. Eduard Study
dogrularin geometrisi ve kinematik iizerindeki caligsmalarinda dual sayilar1 ve dual vek-
torleri kullanmustir. Dogrular geometrisi, R? 3-boyutlu Oklid uzayinda dogrulari ve bu
dogrularin hareketlerini inceler. Bu dogrular bir dogrular uzay1 olusturur. Bu uzaydaki

elemanlar1 incelemek i¢in projektif, dual ve vektorel gosterimler kullanilir. J. Pliicker



dogruyu sirali altili bir koordinat olarak gostermistir. Bu koordinatin ilk ii¢ bileseni
dogrunun dogrultman vektoriiniin koordinatlarini, son ii¢ bileseni ise bu dogrultman
vektdriine ait moment vektoriiniin R? 3-boyutlu Oklid uzayindaki koordinatlarin gos-
termektedir. J. Pliicker’in 6grencisi olan E. Study dogrunun bu ifadesini dual sayilar-
dan faydalanarak dual vektor uzaymna tagidi. E. Study, R? uzayindaki yonlendirilmis
dogrular ile D3 uzayinda birim dual kiire iizerindeki her bir nokta arasinda birebir bir
esleme oldugunu gostermistir [4]. Bu esleme Study doniistimii olarak adlandirilmak-
tadir. 1977 yilinda H. H. Hacisalihoglu bir ¢emberin Study doniisiimiinii tanimlamis
ve onun Ozelliklerini incelemistir [5]]. 1993 yilinda Cheng dual sayilar1 kullanarak C*
programlama dilini tanitmistir ([6] ve [7]). Bu say1 sistemi alan teorisinde de onemli
bir yere sahiptir. Alan teorisinde dual sayilarin en ilgin¢ kullanimina Wald’un bir dizi
makalesi gosterilebilir [8]. Ayrica, Gromov bir dizi makalesinde dual sayilar1 klasik
gruplarin analitik devamliliklar1 ve kisaltmalarinda ve daha sonra kuantum grup for-
malizminde kullanmistir ([9] ve [[10]). Dual sayilar, kat1 cisimlerin bilgisayar model-
lemesi, mekanik dizayn, kinematik, insan viicudunun modellemesi ve dinamik gibi
modern kullanim alanlarina sahiptir. Ornegin, dual sayilar kullanilarak uzaysal meka-
nik hareketlerin agiklanmasi miimkiindiir [11]. Sonu¢ olarak, dual sayilar matematik
ve fizikte, 6zellikle mekanik ve teorik kinematikte, bir ¢ok kullanim alanlarina sahip

onemli bir say1 sistemidir [[12].

1.1. Tezin Amaci

Bu calismada, dual esitsizlik sisteminden faydalanilarak dual uzayda bir baz ve bu baz-
dan bir topoloji elde edilmistir. Daha sonra, bu topolojinin belli bolgeleri (dual analitik
bolgeleri) kullanilarak dual yiizeyin tanimi verilmistir. Diferensiyel geometrinin temel
kavramlar1 olan bir yiizeyin tanjant uzayi, ylizey iizerinde diferensiyellenebilir fonk-
siyonlar ve sekil operatorii kavramlar1 dual uzayda detayli bir bicimde incelenmistir.
Tezin son kisminda, dual yiizey iizerinde tamimlanan temel kavramlar kullanilarak, bu
yiizey iizerindeki bazi1 6zel egriler olan dual asli (asal) egri, dual asimptotik egri ve

dual geodezik egriler arastirilmigtir.



Bu tezin temel amaci dual uzayda daha 6nce deginilmemis olan diferensiyel geomet-
rinin temel yapilarini tanim, teorem ve ornekler yardimiyla inga etmek ve detayli bir

bicimde incelemektir.

1.2. Kaynak Ozetleri

Bu tezin temelini olugturan dual yapilar [1,24,25,26,27,28,29] nolu kaynaklar kulla-
nilarak hazirlanmistir. Tezin tig¢iincii boliimiindeki dual uzayda i¢ carpim, norm, uzak-
lik fonksiyonu ve baz kavramlari [19,20,21,22,29,30] nolu kaynaklardan faydalanila-
rak ele alinmigtir. Dordiincii boliimde ise [18,27,28] nolu kaynaklar kullanilarak dual
analitik fonksiyonlarin ters fonksiyonlari incelenmistir. Daha sonra, [13, 14, 15,16,23|
nolu kaynaklar goz Oniine alinarak tezin ana temasi olan dual uzayda yiizey kavrami
detayl bir sekilde verilmistir. Son boliimii olusturan dual yiizey iizerindeki baz1 6zel
egriler [13,16,19,20,23] nolu kaynaklardan esinlenilerek ve drneklerle desteklenerek

incelenmistir.



2 . TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1. Genel Matematik, Topoloji ve Diferensiyel Geometri ile Ilgili Temel Kavram-

lar

Tamim 2.1.1. Vx € R igin —eo < x ve x < +o0 olmak iizere, R U {—oo, 40} ciimlesine

genellestirilmis reel sayilar ciimlesi denir ve

biciminde gosterilir.

Tanmm 2.1.2. 1 <i<nve p=(p1,p2,...,pn) € R" igin
xi:R"= R, x;(p) = pi

seklinde tanimlanan fonksiyona R" tizerinde i—inci koordinat fonksiyonu denir [13].

Tamm 2.1.3. f: R" — R bir fonksiyon ve p € R” olsun.

1
lim — |:f (plv"'7pj717pj+sapj+lv"'7pn> _f(pla---apjfhpj?pj‘#la"'7pn):|

s—05§

limiti varsa bu limite, f fonksiyonunun j—inci degiskene gore kismi tiirevi denir ve

0
a—f (p) veya fx; (p) bigiminde gosterilir [13].
Xj

Tamim 2.1.4. U C, ¢ R” bir alt ciimle, p € U ve f: U — R bir fonksiyon olsun. f
fonksiyonunun p noktasinda k—inc1 basamaga kadar kismi tiirevleri var ve bu kismi
tiirevler siirekli ise f fonksiyonuna p noktasinda C¥—sinifindandir denir. f fonksiyonu
U ciimlesinin her noktasinda k—1inc1 basamaga kadar siirekli kismi tiirevlere sahip ise

f fonksiyonuna U iizerinde C¥K—smifindandir denir.

4



U iizerinde C*—smifindan olan biitiin fonksiyonlarin ciimlesi C* (U, R) ile gosterilir ve
C*(U,R) = {f | f:U —>RCk—sm1f1ndan}

dir. Ayrica, f fonksiyonu her mertebeden siirekli kismi tiirevlere sahip ise f fonksiyo-

nuna C*—siifindandir denir ([[14] ve [15]).

Tamm 2.1.5. U ve V sirast ile, R" ve R™ uzaylarinin birer agik alt ctimleleri ve

F : Uu—YV

x — Fx)=(fi(x),f20x),.fm(x))

fonksiyonu icin biitiin f; : U — R fonksiyonlar1 C*—sinifindan ise F fonksiyonuna
C*—smifindandir denir. Eger biitiin f; fonksiyonlar: C*—smifindan ise F fonksiyonuna

C” —sinifindandir denir ([[14]] ve [IL5]).

Tanmim 2.1.6. f, R” tizerinde reel degerli C*—sinifindan bir fonksiyon olsun. f fonk-

- <af of 8f)

dx; dxy’ 7 dx,

siyonunun gradiyenti

seklinde tanimlanir ([[14] ve [15]).

Teorem 2.1.7. Bir f:R" — R fonksiyonu ve onun fy,, fx;, fxx; Ve fix kismi tiirev-
leria = (ay,ay, ...,a,) noktasini iceren bir agik bolgenin her yerinde tanimli ve bunlarin

timi a noktasinda siirekli ise, bu durumda

fxixj (a) = ijxi (a)

dir. Burada, 1 <i,j < ndir [17].

Tanim 2.1.8. U ile V, R" uzaymin iki acik alt ctimlesi olsun. Bir ' : U — V fonksi-
yonu i¢in

i) F fonksiyonu C*—smifindan,

ii) F~! var ve F~! : V — U fonksiyonu C*—smifindan,

sartlar1 saglaniyorsa F fonksiyonuna CK—smifindan diffeomorfizmdir denir ve U ile V

ye birbirine CK—smifindan diffeomorftur denir.

5



Eger F, C* —smifindan diffeomorfizm ise U ile V' ye birbirine diffeomorftur denir ([13]],

[14] ve [15]).

Teorem 2.1.9. (1nvers Fonksiyon Teoremi) [ R" — R" C*—sinifindan bir fonksi-
yon olsun. Eger f fonksiyonunun bir p € R" noktasinda rankJ(f, p) = nyani, det[J(f,p)] #
0 ise R" uzayinda p noktasini kapsayan en az bir U agig1 vardir 6yle ki f |y: U —

f(U) fonksiyonu bir diffeomorfizmdir ([13] ve [L8]]).

Tamim 2.1.10. V bir .# cismi lizerinde tanimli vektor uzay1 ve

f i VxV—Z

(6y) — f(xy)

bir fonksiyon olsun. Eger asagidaki ii¢ aksiyom saglanirsa f fonksiyonuna V vektor
uzay1 lizerinde bir i¢ ¢carpim fonksiyonu veya kisaca bir i¢ ¢carpim ad1 verilir.

i) (Pozitif tanimlilik 6zelligi) Vx € V i¢in f(x,x) > 0 dir. Ayrica,
fx,x) =0<=x=0

dir.
ii) (Simetri 6zelligi) Vx,y € Vigin f(x,y) = f (y,x) dir.
iii) (Bilineerlik 6zelligi) Vx,y,z € V ve Va,b € F igin

fax+by,z) = af (x,2) +bf (,2)

f(x,ay+bz) =af (x,y)+bf (x,2)
dir.
Ornegin, V = R" olsun. x = (x1,X2,...,X,) ve y = (y1,Y2, .., yn) olmak lizere,
() : R'xR'—R
(x,y) — () (xy)=6y) =xy1+ ...+ Xnyn

fonksiyonu R” iizerinde bir i¢ carpimdir. Bu i¢ ¢arpima Oklid i¢ carpimi denir ([19] ve
[20]).



Tamm 2.1.11. .% cismi R veya C olmak iizere; V, .% cismi {izerinde tanimli vektor

uzay1 ve

Il V—R

x = |G = Il

bir fonksiyon olsun.

i) Vx € Vigin ||x|| > 0 ve |[x|| =0 <= x=0,

ii) VA € Z ve Vx € Vigin ||Ax|| = |A]||x]|,

iti) Vx,y € Vigin |x 4 y[| < {|x]| +[[yl]

ozellikleri saglaniyorsa ||.|| fonksiyonuna V iizerinde bir norm denir. (V,]|.||) siral
ikilisine .# cisminin R veya C olmasina gore normlu reel vektor uzayi veya normlu

kompleks vektor uzayi denir ([19] ve [20]).

Tanim 2.1.12. X bostan farkli bir ciimle ve

d : XxX—R

(x,y) — d(x,y)

bir fonksiyon olsun.

i) Vx,y e Xigind (x,y) >0ved(x,y) =0<=x=y,

i) Vx,y € Xigin d (x,y) = d (y,x),

iii) Vx,y,z € X igin d (x,z) < d(x,y) +d (y,2)

sartlar1 saglaniyorsa d fonksiyonuna X iizerinde metrik ve (X, d) sirali ikilisine metrik

uzay denir ([21] ve [22]).

Tanim 2.1.13. (X,d) bir metrik uzay, a € X ve r > 0 bir reel say1 olsun.

B(a,r) ={xeX|d(x,a) <r}

climlesine a merkezli r yaricapl acik yuvar denir.

S(a,r)={xeX|d(x,a) <r}
climlesine a merkezli r yarigcapl kapali yuvar denir ([21] ve [22]).

7



Tanim 2.1.14. X # @ ve B C P(X) olsun. Eger asagidaki iki aksiyom saglanirsa 3

siifina X climlesi icin bir topolojik baz denir.

i) UB=X,
Bep
ii) B NBy # & olacak sekildeki VBy,B; € B i¢cin BjNB, = |J B dir. Burada &7,

Beg/Cf
B smifinin bazi elemanlarindan olusan bir siniftir ([21] ve [22]]).

Tanim 2.1.15. X # & ve 7 C P (X)) olsun. Eger asagidaki sartlar saglanirsa 7 sinifina X
tizerinde bir topoloji, (X, 7) ikilisine de topolojik uzay denir. T sinifinin elemanlarina
da X ciimlesinin birer acik alt ciimlesi denir.

)X, g er,

i) VU,V etiseUNV €7,

iii) I herhangi bir indis ciimlesi ve i € I i¢in U; € T ise

UU,'ET

dur ([21] ve [22]).

Tanmm 2.1.16. (X, 7) bir topolojik uzay, x € X ve A C X olsun. x € U C A olacak
sekilde bir U agik ciimlesi varsa x noktasina A ciimlesinin bir i¢ noktasi denir. A ciim-
lesinin her bir eleman1 i¢ nokta ise A ctimlesine (X, 7) topolojik uzayinda agik ctimle

denir ([21]] ve [22]).

Tamm 2.1.17. p € R" bir sabit nokta,
TR = {p} xR" = {(p, V) | 7 €R"}
ciimlesini ele alalim. T, R" {izerinde i¢ ve dis islemler agagidaki gibi tanimlanir:
+  T,R"'XT,R" — T,R"

(P, V), (p, W) — (P, V)+(p.W)=(p,V+W),

R x T,R" — T,R"
(l,(p,7)) — A (p7?) = (p,/l?)



Bu iglemlerle birlikte (7,R"”,+, (R, +,.),-) altilist bir vektor uzayidir. Bu vektor uza-
yina R” uzaymm p noktasindaki tanjant uzayi denir. (p, V) € T,R" elemanina R"

uzayinin p noktasindaki bir tanjant vektorii denir ve v p ile gosterilir ([13] ve [14]).
Tanmm 2.1.18. pc U CR", f € C*(U,R) ve 7,) € T,R" olsun. f fonksiyonunun 7p

tanjant vektdrii yoniindeki tiirevi v » [f] ile gosterilir ve

Vplfl= S (47 hmo

olarak tanimlanir ([[13] ve [14]).

Tamim 2.1.19. R” uzayinin her noktasina bu noktada bir tanjant vektor karsilik getiren

fonksiyona R” iizerinde bir vektor alani denir. ?, R" iizerinde bir vektor alani ise

X : R'—TR"?

P — X(P):YPETPRH

dir. Burada, |J T,R" = TR" dir ([13] ve [14]).
peR”

Tanmm 2.1.20. pc U CR", F: U — R"™, F(p) = (fi(p), f2(p),---, fm(p)) fonksiyonu

C*—smifindan olsun.

F*p : TpRn — Tp(p)]Rm
717 — F*p(?p) = (?p [f1] ,7,, [fZ]a--->7p [fin])

doniistimiine F fonksiyonunun p noktasindaki tiirev doniistimii denir([13] ve [[14]).

Tanim 2.1.21. /, R uzaymin bir acik aralig1 olsun. Eger bir

a : [I—R"

t — at)=(oq(t),x(),..,a))

fonksiyonu C*—smifindan ve Vr € I igin 3¢t/ (1) # 0 ise bu a fonksiyonuna R”" uza-

yinda bir egri (regiiler egri) ad1 verilir ([13] ve [14]).



Tanim 2.1.22.

a : [I—R"

t — at)=(ai(t),(t),....05(t))

bir egri olsun. &' (1) = (o] (), 05 (), ..., 0,

. (1)) vektoriine o egrisinin « () noktasin-

daki hiz vektorii denir ve

o/ (1)|| = ¢ (o (1))* + (05 (1)) + ...+ (04 (1))

sayisina da « egrisinin « (¢) noktasindaki hiz1 denir. Her noktasinda hizi 1-birim olan

egriye birim hizli egri denir ([13] ve [14]).

Tamm 2.1.23. p ve v sirastyla R” uzayinda birer nokta ve vektor; &, p noktasindan

gecen ve dogrultmani 7V olan bir dogru

a : R—R?

t — oat)=p+tV

ve W, R"™ uzayinda bir vektor alani olsun. W vektor alam1 o dogrusuna kisitlanirsa

W (a(t)) = W (p+17V) elde edilir. Bu durumda,

dW (p+t7)

dt =0

tanjant vektoriine V_V> vektor alanimin v p tanjant vektoriine gore kovaryant tiirevi denir

ve D?pW ile gosterilir ([13]], [14] ve [15]).

Tamm 2.1.24. M, R3 uzayinin bir alt ciimlesi olsun. Vp € M noktasinin (]R3, ‘L') stan-
dart topolojik uzayindaki bir komsulugu V olsun. p noktasinin (M, 7y7) alt uzaymdaki
komsulugu M NV olmak tizere M NV ile (Rz, T) uzayindaki bir U ag¢i181 arasinda bir F

diffeomorfizmi varsa yani, bir
F:UCR>—VNMCMCR?

diffeomorfizmi mevcut ise M ciimlesine R? uzayinda bir yiizey adi verilir. (F,U) iki-

10



lisine M yiizeyi i¢in bir parametrizasyon veya M yiizeyinin bir lokal koordinat sistemi

denir ([IL3]], [14] ve [16]).

Tamm 2.1.25. M, R? uzayinda bir yiizey ve (F,U) bu yiizey icin bir parametrizasyon
olsun. (ug,vp) € U bir sabit nokta olmak iizere, F (u,vg) egrisine M yiizeyi iizerinde
v =y ile elde edilen u—parametre egrisi, F (ug,v) egrisine de M yiizeyi tizerinde u =

ug ile elde edilen v—parametre egrisi denir ([13]] ve [14]).

Tanmim 2.1.26. U, R" uzayinda acik bir ciimle ve F : U — R C*—smifindan bir
fonksiyon olsun. Bir p € U i¢in Fyp : T)R" — Tp(,)R™ Orten degilse p noktasina F
fonksiyonunun bir kritik noktas1 denir. Bu durumda, F (p) noktasina da F fonksiyo-
nunun bir kritik degeri denir. Eger bir ¢ € F (U) noktasi F fonksiyonunun bir kritik

degeri degilse, g noktasina F' fonksiyonunun bir regiiler degeri denir ([[13] ve [14]).

Teorem 2.1.27. U, R? uzayimda acik bir ciimle ve f : U — R C*—sinifindan bir
fonksiyon olsun. Eger bir a € R noktas1 f fonksiyonunun bir regiiler degeri ise f~! {a}

ciimlesi R? uzayinda bir yiizeydir ([13] ve [14]).

Tammm 2.1.28. M, R? uzayinda bir yiizey, (F,U) bu yiizey igin bir parametrizasyon,
pEF(U)CV Cuex M ve f:V — R bir fonksiyon olsun. F(g) = p olmak iizere,
qg=F~'(p) € U dur. Bu durumda,

foF : UcCR?>—R
q = F'(p)— (foF)(q)=f(F(q)=f(F(F " (p))=r(p)

biciminde olup eger f o F fonksiyonu ¢ = F~! (p) noktasinda C*—smifindan ise f
fonksiyonu p € V noktasinda C*—sinifindandir denir. Eger Vp € V noktasinda f fonk-
siyonu C” —sinifindan ise f fonksiyonuna V ciimlesi iizerinde C*—smifindandir denir

([L3] ve [14]).

Tammm 2.1.29. M, R? uzayinda bir yiizey ve p € M olmak iizere, v » € TpR3 olsun.
Eger v p» p noktasindan gegen ve M lizerinde bulunan bir egrinin hiz vektorii olarak
yazilirsa v p vektoril p noktasinda M yiizeyine tegettir veya v p vektoriine M yiizeyi-
nin p noktasindaki bir tanjant veya teget vektoriidiir denir. M yiizeyinin p noktasindaki
tiim tanjant vektorlerinin climlesi 7,M ile gosterilir ve M yiizeyinin p noktasindaki

tanjant (teget) uzayi olarak adlandirilir ([[13] ve [14]).
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Tanim 2.1.30. M, R> uzayinda bir yiizey olsun.

X : M—TR?

p — X(p):?PETPRS

biciminde tanimlanan bir X fonksiyonuna M yiizeyi iizerinde bir vektor alan1 denir.
Eger Vp € M i¢in ? » € T,M ise X fonksiyonuna M yiizeyi iizerinde bir teget (tanjant)
vektor alani denir. M yiizeyinin biitiin tanjant vektor alanlarinin ciimlesi y (M) ile gos-
terilir. Ayrica, eger Vp € M i¢in Y p vektorii T,M uzayina dik ise yani, Vp € M i¢in
? » € (T,M )L ise ? vektor alanina M yiizeyi iizerinde bir normal (dik) vektor alani

denir. Bu durumda, —— vektor alanina M yiizeyinin birim normal vektor alan1 denir

7|

([L3] ve [[14]]).

Tammm 2.1.31. M, R3 uzayinda bir yiizey, p € M, Wp €eTyMve f:M— RC”—
sintfindan bir fonksiyon olsun. o : I C R — M bir egri olmak iizere, @ (0) = p ve

o (0) =W p ise f fonksiyonunun W p tanjant vektorii yoniindeki tiirevi

Bplf] = L (Fo) o= (foa) (0)

biciminde tanimlanir ([[13] ve [14]).

Tamim 2.1.32. M, R3 uzayinda bir yiizey ve 7, M yiizeyinin birim normal vektor alani

olsun.

§ = xM)—x (M)

¥ o s(X)=ny?

fonksiyonuna M yiizeyinin sekil operatorii (veya Weingarten doniisiimii) denir. Vp € M

i¢cin

S, : T,M—TM

X, > 8,(¥,)=ny 7

fonksiyonuna M yiizeyinin p noktasindaki sekil operatorii denir ([13] ve [14]).
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Tamm 2.1.33. M, R? uzayinda bir yiizey olsun. Vp € M ve V? P 7 » € T)M i¢in

I, : T,MxT,M—R

(X070) — 1(X0 7)) = (X, 7,)

biciminde tanimlanan / fonksiyonuna M yiizeyi lizerinde birinci temel form,

i, : T,MxT,M—R

(F070) — (R 7)) =(5(%,).7,)

biciminde tanimlanan /7 fonksiyonuna M yiizeyi lizerinde ikinci temel form ve

ur, : T,MxT,M —R

<?p,7,,) — I, (?,,,7p> = (s* (7,,) ,7,,> = (s(s <Y,,>) ,7p>

biciminde tanimlanan //I fonksiyonuna M yiizeyi iizerinde liciincii temel form denir

([L3] ve [14]).

Tamm 2.1.34. M, R3 uzayinda bir yiizey, M yiizeyinin sekil operatorii S, p € M,
Wp € T,M ve HWPH =1 olsun. (S (Wp) ,Wp> sayisina M yiizeyinin Wp birim tan-
jant vektorii dogrultusundaki normal egriligi adi verilir ve k (W p) ile gosterilir ([13]] ve

[23]).

Tamim 2.1.35. M, R> uzayinda bir yiizey ve M yiizeyinin sekil operatorii S olsun. p €
M olmak iizere, S;, : T,M — T,M lineer doniigiimiiniin 6zdegerlerine (karakteristik
degerlerine) M yiizeyinin p € M noktasindaki asli (asal) egrilikleri denir. S, : T,M —
T,M lineer doniigiimiiniin sifirdan farkli 6zvektorlerine (karakteristik vektorlerine) M

ylizeyinin p € M noktasindaki asli (asal) vektorleri denir ([13] ve [23]).

Tamim 2.1.36. M, R3 uzayinda bir yiizey, M yiizeyinin sekil operatorii S, p € M ve
%
Yp € T,M olsun. Yp # 0 olmak iizere, <S (Yp> ,?p> =01ise ?p tanjant vektoriine

M yiizeyinin p noktasindaki bir asimptotik vektorii denir ([13] ve [23]).

Tammm 2.1.37. M, R? uzayinda bir yiizey ve &, M yiizeyi iizerinde bir egri olsun.

Eger o egrisinin her p noktasindaki hiz vektorii (yani, &'(r) |, vektori) yiizeyin p
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noktasindaki asli (asal) vektorlerinden birine paralel ise o egrisine M yiizeyi iizerinde

bir asli (asal) egri denir ([[13] ve [23]).

Tammm 2.1.38. M, R? uzayinda bir yiizey ve «, M yiizeyi iizerinde bir egri olsun.
Eger a egrisinin her p noktasindaki hiz vektorii (yani, o/ () |, vektorii) yiizeyin p
noktasindaki bir asimptotik vektoriine paralel ise o eg8risine M yiizeyi lizerinde bir

asimptotik egri denir ([13]] ve [23])).

Tamm 2.1.39. M, R3 uzayimda bir yiizey ve &, M yiizeyi iizerinde bir egri olsun.
Vo (r) € M noktasinda o’ (¢) € (T(X(t)M)L (yani, ylizeyin her ot (r) € M noktasinda
o (t) ivme vektorii M yiizeyine dik) ise o egrisine M yiizeyi iizerinde bir geodezik

(jeodezik) egri denir ([13] ve [23]).
2.2. Dual Sayilar ve Dual Uzay

Tamim 2.2.1. D = R xR = {x = (x,x") | x,x* € R} ciimlesini ele alalim. Bu ciimle
tizerinde bir esitlik ve iki i¢ islem asagidaki sekilde tanimlanir:
i) X =y olmast i¢in gerek ve yeter sart x = y ve x* = y* olmasidir.

i) X = (x,x*) ve y = (y,y") i¢in
+p:DxD—D
X+py = (x+yx +y7),
iii) x = (x,x*) ve y = (y,y*) i¢in
p:DxD—D

Xpy= (xy7xy*+X*y)7

Teorem 2.2.2. D ciimlesi iizerinde tanimlanan +p ve -p islemleri goz Oniine alindi-
ginda asagidaki ozellikler vardir.
1) D ciimlesi +p ve -p islemlerine gore kapalidir.

2) Vx,y,zZ € Dicin (X+py) +pZ=X+p (Y +pnZ) dir.
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3) ¥x € D i¢in X +p 0 = 0 +p X = ¥ olacak sekilde 0 = (0,0) € D vardur.
4) Vx € D igin X +pa = a+px = 0 olacak sekilde @ = (—x, —x*) € D vardur.
dir.

9

><I

6) Vx,y,z € Di¢in (X -py) pz=xp (¥-pZ) dir.

)
)
)Vx,yeDig¢inX+py=y+p
)
7)

VX,3,7 € D icin
ve

dir.
8) Vx,y € Dig¢inX-py =y -pXx dir.
9) Vx € D ve (1,0) € Digin X -p (1,0) = (1,0) -px = X dir ([24],[25] ve [26]).

Sonug 2.2.1. (D,+p, p) ii¢liisii birimli ve degismeli bir halkadir. Fakat (D, +p, p)
ticliisii bir cisim degildir. Gergekten, Vx = (x,x*) € D elemaninin ikinci igleme gore
1 x*
1

tersi, x # 0 icin X~ ' = <—, ——2) seklindedir. Buradan goriilmektedir ki x* # 0 icin,
X x

(0,x*) € D elemaninin tersi yoktur ([24], [25] ve [26]).

Tamim 2.2.3. D =R xR = {Xx = (x,x") | x,x* € R} bir ciimle, bu ciimle iizerinde ta-
nimlanan esitlik ve iki i¢ islem +p ve -p goz Oniine alindiginda D ciimlesi dual sayilar
sistemi olarak adlandirilir ve X = (x,x*) elemanina bir dual say1 denir. Burada, x reel

sayisina X nin reel kismi ve x* reel sayisina da X nin dual kismi1 denir [24].

Teorem 2.2.4. D = {x = (x,0) | x € R} ciimlesini ele alalim. Bu durumda, f : D —
R, f(x,0) = x seklinde tanimlanan doniigiim izomorfizmdir. O halde, X = (x,0) = x

yazilabilir [24].

Sonug 2.2.2. Yukaridaki tanim ve teoremler dikkate alindifinda X = (x,x*) dual sayis1

asagidaki sekilde yazilabilir:

=l
I

(o, x)
= (xv O) +D (07X*)
= (x,0)+p(0,1)p(x*,0)

= x+p€&—px’.
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(0,1) dual say1 € ile gosterilir ve bu eleman dual birim olarak adlandirilir. (0,1) = €

eleman1 asagidaki 6zelligi saglar:
g2 =e-pe=(0,0)=0.

[24].

Aciklama 1. Kolaylik i¢in bu ¢alisma boyunca +p ve -p islemleri yerine + ve - is-
lemlerini kullanacagiz. Bu durumda, biitiin dual sayilarin ciimlesi asagidaki sekilde
verilir:

D= {x=x+ex"|xx" ER,E:Z:O}.

Boylece, X = x + ex* ve y = y+ €y* dual sayilarinin toplami1 ve ¢arpimi

(xtex)+(y+ey’) = (x+y)+elx+y"),

(x+ex’)(y+ey) = xy+eny +x7y)

seklinde tanimlanir. Ayrica, bu dual sayilar i¢in eger y = 0 ise bu durumda,

X x*y —xy*
y y

<l =l

bicimindedir [24].
Tanim 2.2.5.

%
D'=DxDx..xD= { X = (01,52, Xn) | T ED, i = 1,2,...,n}

climlesini ele alalim. Bu climle {izerinde bir esitlik, bir i¢ islem ve bir dig islem asagi-

daki sekilde tanimlanir:
N e ¢
y

i) x = y olmasi i¢in gerek ve yeter sart X; = y; olmasidir (1 <i<n),

N = - — - g — N
i) X = (X1,X2,..0,%n) V€ Y = (V1, V2, -, ¥,) i¢in
S D' x D" D,
g - - = =
X +pry = (X] +y17-x2+y2;"'7xn+yn)7
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i) A = (A, A%) ve X = (%1,%2, .., ) icin

‘Dn :Dx D" —>Dn,

¥ =
X-an

= (I)_Cl,IJ_CQ,...,IXn> .
Teorem 2.2.6. D" ciimlesi iizerinde tanimlanan +p» ve -p» islemleri dikkate alindi-
ginda asagidaki ozellikler saglanir:

- - R .
1)Vx,y €eD"i¢in X +p» y € D" dir.

2)Vx,y,z €D"igin X —|-Dn(y ~+pn z) = (x +pn y)+Dn Z dir.
- A = = - = =
3) Vx €D"igin X 4p» 0 = 0 +p» X = X olacak sekilde 0 = (0,0,...,0) € D"
vardir.
=7
4)VT €D igin T 410 @ = @ +pr X = 0 olacak sekilde @ = (—%1,—T2, .., —T») €
D" vardir.

R — T R S S
5)Vx,y eD"igin X +pr y = y +pn X dir.

6) VA eDveV ¥,y € D"icin
- (=2 =\ = =
A’D"<f +pn y):ﬂ,Dn,Y—}—Dnﬁ,Dny
dir.
o - . .
T)VA, g eDveVx €D"igin

- - = T
X =LA -pn X +pr UL-pr X

<I+ﬁ) ‘pr
dir.
o - . .
8)VA,u e DveVXx €D"igin

dir.

g . .
9) (1,00 e DveVx €D"igin (1,0) -p»
Sonug 2.2.3. Yukaridaki 6zellikler dikkate alindiginda (D", +p», (D, +,-), -pr) altilist
bir modiil olusturur. Bu modiille D—Modiil ad1 verilir ve D—Modiil’iin elemanlarina

dual vektor denir.
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Sonug 2.2.4. D" iizerinde tanimlanan i¢ islem ve dis islem dikkate alindiginda bir dual

vektor asagidaki sekilde yazilabilir:

e _ _
X = (X1,%,....%)

* % *
= (x;+&x],x+ Xy, ..., Xy + EX))

= (X1,X2, ..., Xn) +Dn € pr (X], X5, .00y X))

= 7+Dn8'[)n 7*

Burada, ¥ ve X* vektorleri R” uzayinin vektorleridir [24].

Aciklama 2. Bu calisma boyunca kolaylik i¢in +p» ve -p» islemlerinin yerine sirasiyla

+ ve - iglemlerini kullanacagiz. Bu durumda, biitiin dual vektorlerin ctimlesi
n — * * no o2
D :{x =X +ex \7,? eR", ¢ :O}

seklindedir. Iki dual vektoriin toplami ve bir dual vektoriin bir dual skaler ile ¢arpimi

asagidaki sekilde verilir:

\

AT =AT +e(AT +A7 7).

Teorem 2.2.7. D" = {? =%+ e | X e ]R”} ciimlesini ele alalim. Bu durumda,
f:D" >R, f(7+6>8> =%

seklinde tanimlanan doniisiim bir izomorfizmdir [24].

O S - R
Tamm 2.2.8. 0 = (0,0, ...,O) = 0 + 0 € dual vektoriine sifir dual vektorii denir ve

_>
bu dual vektor O reel vektorii ile gosterilebilir [24].

Tanmim 2.2.9. ?i = (351,&2, -~73in> seklindeki vektorleri ele alalim.

— 1+0e ,i=]
8,'1': / 1<i,j<n

0+0e ,i%j
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olup { €1,€9,..,¢ n} ciimlesi D" nin standart bazidir. Her x € D" dual vektorii

- _ - _ - _ -
X = Xy'pr €1 +prX2°'pr €2+Dr... TP Xy D" € p

_ =  _ _ =
= x1e1+xer+...+x,¢€e,

_>
biciminde yazilabilir. Burada, 1 <i < nicin ?i = ?,’ + 0 & dir [24].

Tanim 2.2.10. ? =X +ex*tve ? = 7 + 87* dual vektorlerini ele alalim. Bu dual

vektorler arasindaki dual i¢ carpim

- = _ _ _
<x, y >D = X1y +X2Yp + ... +XnY,

= (X,7)+e((T, V) + (X" 7))

seklinde tamimlanir. Burada, (, ), R” tizerindeki Oklid i¢ carpimidir [24].

Tanim 2.2.11. ? - % + £X* € D" dual vektoriinii ele alalim. Bu dual vektoriin dual

normu N
0 ¥ =0

o= H?H+s—7—<f’7”*>

I

- =
= X, X
D

seklinde tanmlanir [24].

Tamm 2.2.12. X = x+ &x* bir dual degigken ve

f : D—D

FE = flx®)+ef(xx)

dual fonksiyon olsun. Burada, f ile f°, x ve x* reel degiskenlerine sahip reel fonksi-

yonlardir. Eger f dual fonksiyonu

9f _
ox*
ve
of° _of
dx*  dx

sartlarin1 sagliyorsa f dual fonksiyonuna D uzayinda dual analitiktir denir. Analitik-
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ligin birinci sartindan goriilmektedir ki f fonksiyonu sadece x degiskenine baghidir.

Yani,

fox") = fx)

dir. Analitikligin ikinci sartindan

af ~
0 *\ %
f (x,x )—X ax —|—f(X)
elde edilir. Burada, f(x) , x degiskeninin kesin fonksiyonudur. O halde, dual analitik

fonksiyonun genel notasyonu

f@E =F(x+ex)=f(x)+e (x*gf

I +f (x))
dir. Burada, f ve ffonksiyonlarl C*—smifindandir. f : D — D dual analitik fonksi-

yonunun X dual degiskene gore tiirevi

dir. Burada, goriilmektedir ki f dual analitik fonksiyonunun X dual degiskene gore

tiirevi x reel degiskene gore tiirevine indirgenmektedir [27].

Tanim 2.2.13.

f : D'"—D

F®) = flrex) = f @ xn) +ef0 (0, o X, 20, )

dual fonksiyonu verilsin. Burada, f, f: R? — R tanimh fonksiyonlardir. Eger f

dual fonksiyonu

af0  df

af
ox; =0ve ox;  dx;

(1 <i < n) sartlarimi saglhiyorsa f dual fonksiyonuna D" uzayinda dual analitiktir denir.

Bu durumda, D" uzayinda dual analitik fonksiyonlarin genel notasyonu

T =T (etex') = f (x, . (z L 1>)
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dir. Bu dual analitik fonksiyonlarin X; dual degiskenlerine gore kismi tiirevleri

df _of L, 9 L 9f
d)_Cj_an+8<inanaxi+an

i=1

(1 < j <n)dir. Burada, f ve f, C*—siifindan fonksiyonlardir. 7 : D" — D™, 7 (%) =
(f1(x),f2(X),.... fn (X)) genel dual fonksiyonlari i¢in eger f; : D" — D (1 < k < m)
dual analitik fonksiyonlar ise f : D" — D™ dual analitik bir fonksiyondur. Dual ana-

litik fonksiyonlarin ciimlesi C (D", D™) ile gosterilir. Buna gore,
C(D",D")={f| f:D" — D" dual analitik fonksiyondur }

dir [28].

Tanim 2.2.14. {x1,...,Xy, X}, ...,x5} ; R?" iizerinde koordinat fonksiyonlari olsun. 1 <
i <nigin x;,x7 : R — R tamimli fonksiyonlar olup x; (p) = p; ve x} (p) = p} dur.

Burada, p = (p1,.... pn, P}, -, P}) € R?" dir. Bu durumda, dual koordinat fonksiyonlari

X; : D" —D

P — X(p)=x(p)+ex;(p) = pit+ep; =P

bi¢ciminde tamimlanir. Burada, p = (p;, P, ..., P,,) € D" bir dual nokta ve p «— p dir
[28]].

Tanmim 2.2.15.
_ i ) . o *
pP= (pl""’p”)+8(pl7"'7pn) =p+Ep ve v = 74—87
sirastyla D" uzayinda birer dual nokta ve dual vektor olsun.

climlesi verilsin. Bu ciimle iizerinde bir esitlik, bir i¢ islem ve bir dis islem asagidaki

bicimde tanimlanir:
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<]

|
=l

=

if)
_ = _ = _ = _ = _ = =
<<p7v>7<P7W>> — (p7v)@<paw>:<p7v+w>a
iii)

® : DXTD"— T,D"
(5(37)) — To(37)=(r17).

Bu islemler goz 6niine alindiginda (7;D", @, (D, +,-),®) altilis1 bir D—modiildiir. Bu
D—modiile D" uzaymin p dual noktasindaki dual tanjant uzayi ve 7) 7= <;_9, ﬁ) €
T;D" elemanina D" uzaymin p dual noktasindaki bir dual tanjant vektorii denir.

Yukaridaki islemler ve Teorem 2.2.7. dikkate alindiginda bir dual tanjant vektorii

-
v

;= BV +ev")

= (7, V)®e0(p, V")

— —

= (p,7+ Os) @e@(ﬁ,7*+ Oe)

biciminde yazilabilir. $imdi,
%
x={(p7+e) |V em)
ve
Y = { (V1yeeey Vi, 0, ,0))|ﬁ€RZ”,vi€R,1§i§n}
_ = ~ .

olmak iizere; f: X — Y, f(p,7—|— 08) = (p,(v1,...,m,0,...,0)) doniisiimii izo-

morfizmdir. Ayrica, (vi,...,v,,0,...,0) = (v1,...,v,) = V oldugundan

(p,?+5>e) = (7,(v1,-,9,0,...,0))
= (57?):?~

p
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seklinde yazilabilir. O halde, bir ?p = (1_9, ?) € TD" dual tanjant vektorii

bicimindedir. Bu ¢alisma boyunca ¢ ve © islemleri yerine + ve - igslemlerini kullana-

cagiz. Bu durumda asagidaki esitlikler yazilabilir:

Tamim 2.2.16. f € C (D", D) bir dual analitik fonksiyon ve ?ﬁ, D" uzayinda bir dual
d- r —
tanjant vektor olsun. 7 f <ﬁ+ t?) |;_g dual sayisina f fonksiyonunun ?ﬁ dual tan-

jant vektorii yoniindeki tiirevi denir ve
I A=
vp | f] = i <P+f V) li=o

ile gosterilir[28]].

Teorem 2.2.17. f.g € C(D",D) dual analitik fonksiyonlar ve ?ﬁ =7

tizerinde dual tanjant vektor olsun. Asagidaki esitlikler mevcuttur:

() V57 +g] =?pm+ Vgl
(i) VA € D" igin Vs [_] I? 1f].
(iil) V5 [F.2) = ¥ [f] 2B +F (7). V(2]

[28].

Tamm 2.2.18. f € C (D", D) dual analitik fonksiyon ve ?ﬁ = 5t 87;‘5, D" tizerinde
dual tanjant vektor olsun. Buna gore, ?p dual tanjant vektorii asagidaki sekilde bir

operator olarak tanimlanabilir:

b C(D".D) —D

Vo (1) =75 (7] = Vsl +e (V510 + 75 111)

|

—

|



[28]].

Tamm 2.2.19. D" uzayinin her noktasina bu noktada bir dual tanjant vektor karsilik
=
getiren fonksiyona D" iistiinde bir dual vektor alan1 denir. Yani; X, D" iistiinde bir

dual vektor alam asagidaki gibi tanimlanir:

X : D'—TD"

=

]

=
Burada, X = )_f + 8?* ve |J TpD" = TD" dir. Dual vektor alanlarinin ciimlesi
pebhr

=
X

x(D”):{ X:D'—TD"X(p) = Xp= X

ile verilir. Ayrica, 1 <i <ni¢in @, : D" — D dual analitik fonksiyonlar olmak iizere,

=
X

(%) = @ (%)@ (%),..,an (X))

bicimindedir [28].

Tamm 2.2.20. f € C (D",D™) bir dual analitik fonksiyon ve f = (£}, f2, ..., f,,) olsun.
Vp=p+ep* € D" igin

dual fonksiyonu p dual noktasinda f fonksiyonunun dual tiirev doniisiimii olarak ad-

landirilir ve

[ Valalee(

Vilful +e( V5
= (VAL V51fn)
U+ V5AL - V[0 + V1)
= 15 (F3) +e (15 (T3 + £5(75))

biciminde ifade edilir. Burada, g = ¢ +£¢* = f (p) +&f°(p) = f (p) € D™ dir [28].
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Teorem 2.2.21. f € C(D",D™) bir dual analitik fonksiyon ve p = p+ &p* € D" olmak

lizere, 7@ dual tiirev doniistimii bir lineer doniisiimdiir[28]].

Tamim 2.2.22. f € C(D",D™) bir dual analitik fonksiyon ve p = p +&p* € D" olmak

lizere, f*ﬁ : D" — T?(mDm dual tiirev doniisiimii olsun.

fap: D" — Tf@)Dm

dual tiirev doniisiimiine karsilik gelen matrise f fonksiyonunun p = p + ep* € D"

noktasindaki dual jakobiyen matrisi denir ve J (f,p) ile gosterilir. Bu ifade

B r 0 0 .
2 (p) 9 (5) I (p) 9L ()
J(f) (p) = P
B ... Y p) | 9% (5) o (5) |
—J(f,P)+&J (£, p)
bicimindedir[28]].

Tanmm 2.2.23. @: I CD — D", & (f) = a(t)+&(t*a’ (t) + & (¢)) dual analitik fonk-
siyonu verilsin. 3ot/ (1) # 0 (1 < i <n) ise & fonksiyonuna D" iizerinde bir D—modiil
egrisi denir [28]]. I ciimlesi sonraki boliimlerde aciklanacaktir.

Aciklama 3. D" iizerinde D—modiil egrisi bu calisma boyunca egri olarak adlandiri-

lacaktir.

Tamim 2.2.24. p = p + €p* € D” bir dual nokta ve ? =V 4+ ¢eV*, D" iizerinde bir

dual vektor olsun. Dual dogrunun denklemi

— = * ~ * * * S

af)=a)+e(t*ad () +a(t))=p+tV +e(V +p +t V) =5+

bicimindedir [28]].

Tanim 2.2.25. = p + ep* € D" bir dual nokta, v = 7 +€&7* € D" bir dual vektdr
=

ve X € x (D") bir dual vektor alan1 olsun. @ : D — D", @ (f) = ﬁ—i—f? bir dual dogru

=
olmak iizere, X dual vektor alanim1 @ egrisine kisitlayalim.



= -
dual tanjant vektoriine X dual vektor alaninin v 5 dual tanjant vektoriine gore kovar-

yant tiirevi denir ve

- =

Dy X = Dy X+e <D757° +D7*N?>
p

L =
= DVﬁY—FS (,_Zi P?DVI;YM +Dy X +D7§7>

seklinde elde edilir [28]].
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3 . DUAL UZAYDA iC CARPIM, NORM, METRIiK ve TOPOLOJI

3.1. Dual I¢c Carpim, Dual Norm ve Dual Metrik

Bu boliimde, oncelikle dual sayilar sistemi {izerinde bir siralama bagintis1 tanimlana-
caktir. Bu bagintinin yardimiyla dual i¢ ¢arpim, norm ve uzaklik fonksiyonu kavram-

lar1 detayl bir sekilde incelenecektir.

Tanim 3.1.1. A bostan farkli bir ciimle ve bu climle tizerinde bir C bagintis1 verilsin.
i) Va,b € A igin aCb veya bCa dir. Burada, a # b dir.

ii) Herhangi bir a € A i¢in aCa 6zelligi mevcut degildir.

iii) Va,b,c € A i¢in aCb ve bCc iken aCc dir.

Yukaridaki ozellikler saglaniyorsa C bagintisina A ciimlesi {izerinde bir siralama ba-

gintist denir [22].

Tanmm 3.1.2. (Sozliik Siralama Bagintisi) Iki sozciik verildiginde ilk olarak sozciik-
lerin ilk harfleri karsilagtirilir ve alfabedeki harf sirasina gore siralama yapilir. Eger
sozciiklerin ilk harfleri ayni ise ikinci harflerine bakilarak alfabedeki siraya gore sira-

lama yapilir ve bu sekilde siralama devam eder [22].
Simdi bu tanim1 matematiksel olarak ifade edelim.

Tanim 3.1.3. A ve B, sirasiyla <4 ve <p bagintilarina sahip bostan farkli iki ciimle
olsun. (ay,by) ve (az,b2) € Ax B={(a,b) |a € A,b € B} i¢in (ay,b;) < (az,b;) ba-
gintis1 asagidaki gibi tanimlanir:

1) Bu ikililerin ilk bilesenleri karsilastirihir ve a; <4 a, olmalidir.

2) Eger bu ikililerin ilk bilesenleri esit ise ikinci bilesenleri karsilastirilir ve by <p by

olmalidir [22].

Yukaridaki tanimlar 15181nda dual sayilar arasinda kullanacagimiz siralamayi tanimla-

yalim.
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Tanim 3.1.4. X = x+ &x* ve y = y+ €y* dual sayilar olsun. Bu dual sayilar arasindaki
X <p Y (swrasiyla x <p y) siralamasi asagidaki gibidir:

1) Ilk olarak, bu dual sayilarin reel kisimlar karsilastirilir ve x < y (sirastyla x < y)
olmalidir.

2) Eger dual sayilarin reel kisimlari esit ise bu sayilarin dual kisimlart kargilagtirilir ve

x* < y* (srastyla x* < y*) olmalidir.
Buna gore, yukaridaki tanim goz Oniine alinarak, agsagidaki sonug verilebilir.

Sonu¢ 3.1.1. X = x+ €x* ve y = y+ €y* dual sayilar1 verilsin. Asagidaki ifadeleri
yazmak miimkiindiir.
1) X <p ¥ gerek ve yeter sart x < y veya (x =y ve x* < y*).

2) x <p y gerek ve yeter sart x <y veya (x =y ve x* < y).

Teorem 3.1.5. X = x+ €x*, y = y+ €y* ve 7 = z+ €z dual sayilart verilsin. Yukarida
tanimlanan <p ve <p bagintilar1 asagidaki ifadeleri saglar.

1) Eger X # y ise bu durumda, X <p y veya y <p x dir.

Tanim 3.1.6. X = x -+ €x™ bir dual say1 olsun.
D' ={x=x+ex"€eD|x>0, x" €R}

D ={x=x+ex"eD|x<0, x" €R}
D' = {x=x+ex* €D |x=0, x* >0}
D' ={F=x+ex*€D|x=0, x* <0}

climleleri sirasiyla dual pozitif, dual negatif, yar1 dual pozitif ve yar1 dual negatif sayi-

lar olarak adlandirilir.
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Teorem 3.1.7. D" n—boyutlu bir dual uzay ve (,) notasyonu R” iizerinde Oklid i¢
carpimi olmak {iizere,

()p:D"xD" =D

Xy)p = () +e((xy) + &)

dual fonksiyonu verilsin. Bu durumda, asagidaki ifadeler mevcuttur:

i) (Dual Pozitif Tanimhlik) VX = x+ ex* € D" i¢in (X,X)p >p 0 dir. Ayrica, x = 0 <>
(x,X)p = 0 dir.

ii) (Simetri Ozelligi) Vx = x + ex*,y = y + €y* € D" igin (X,V)p = (7, X)p dir.

iii) (Bilineerlik Ozelligi) VX =x+ex*,y=y+ ey 2=z+€ez* €D ve VA = A +
eEA*, L= p+eu* € Digin

<Ix+ﬁy,Z>D =2 (%2)p+E5Dp

\

dir.

Ispat. i) X = x + ex* € D" bir dual vektor olsun. (, )p fonksiyonu tanimindan,
<)_C7-Y>D = <X,X> +2¢ <x7-X*>

seklinde olup x = 0 ise (,) notasyonu R” iizerinde Oklid i¢ carpimi oldugundan dolay1
(x,x) = 0 ve (x,x*) = 0 dir. O halde, (¥,X)p = 0 dir. Diger yandan, (¥,X)p, = (x,x) +
2¢ (x,x*) = 0 olmas1 durumunda x = 0 oldugu agiktir. Eger x # 0 ise bu durumda,
(x,x) > 0 dir. D iizerindeki siralama bagintisindan ¥x = x + €x* € D" i¢in (X,X)p, >p 0
elde edilir.

i) VX =x+ex*,y=y+ey* € D" i¢in

(x+ex",y+ey)p

(x,y) + € ({0, y") + (%, )
= (x)+e((a)+07x)
(¥, X)p
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dir.
i) Vi=x+ex* y=y+ey z=z+e €D veVA=A+eA*, H=u+eu €D

i¢in

<I)‘c+ﬁy,2>l) = (A +erd”)(x+ex")+(u+eu”)(y+ey'),z+e)p
= (Ax+uy+eAx*+Ax+uy" +u*y),z+€z%p
= Aln2)+eA () +A KD+ A% (x,2))
Fuy,z) +e( () +u ',z +u (32)
= (A+eA") ((x,2) +e((x,2") +(x",2)))
+(u+eu) ((n2) +e(02) + 0%, 2)

= A(x2p+H,Dp
ve

(RA7+EZ) = (rrex',(A+ed") +ey) + (n+en’) (z+ ey
= (x+ex  Ay+uz+eAy + A%y +uz" +u*2))p
= Ay +e(A{xy) +A7(x,y) + A (x",y))
e (x,z) + & (p (2 + u7 (x,7) + 1 (xF,2))
= (A+eA") ((x,y) +e((x,y") + ("))
+(u+ep”) ((x,z) +e((x,27) +(x",2)))

= 2(EV)p+E

—~

)_C7Z>D
bulunur. Boylece ispat tamamlanir [30]. [

Tamim 3.1.8. D" n—boyutlu bir dual uzay ve (,) notasyonu R”" iizerinde Oklid ig gar-
pimi1 olmak iizere,

<,>D:Dn><Dn—>D
<xay>D = <x7y> tTE& (<x7y*> + <X*7y>)

dual fonksiyonuna D" iizerinde dual i¢ ¢arpim fonksiyonu ve (D", (,)p) ikilisine de

dual i¢ ¢arpim uzayi adi verilir.
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Teorem 3.1.9. D" n—boyutlu bir dual uzay ve ||.||,R” tizerinde norm olmak iizere,

Illp : D'"—D

0 L x=0

Flp = EDp= :
b b ||x||+s<’|c|’;]|> X0

dual fonksiyonu verilsin. Bu durumda, asagidaki ifadeler mevcuttur:

i) Vx = x+ &ex* € D" igin ||X||p >p O dir.

i) Vi = x+ex* € D' ve VA = A +eA* € D icin HIxHD - ‘I‘D. 1|, dir.

i) x=x+ex*,y=y+ey* €eD"icinx=0,y#0ve (x*,y) >0 (veyax#0,y=0ve

(x,y*) > 0) sartlar1 saglanmasi durumunda

IX+¥lp = [IXllp +[¥lp

dual esitsizligi elde edilir. Diger biitiin durumlarda,

IX+¥lp < [IXllp +[¥lp

dual esitsizligi mevcuttur. Bu 6zellige dual iicgen esitsizligi ad1 verilir.

Ispat. i) ¥ = x + &x* € D" bir dual vektor olsun. x = 0 ise ||X||p, = 0 dir. Eger x # 0

ise bu durumda, |[x|| > O dir. Boylece, D iizerindeki siralama bagintisindan ||X||, =
(x, x*)

[l _
ii)Vi=x+ex* €D"ve VA =A+¢eL* € Digin

x|+ € >p 0 elde edilir. Bu durumda, Vx = x + &x* € D" igin ||X||p >p O dir.

|| = 10+ear) e

= [[Ax+e(Ax"+17X)[p

oldugundan

0 Ax=0
Ax, Ax* + A*x) A0
[[A.x]]

7= e

yazilabilir. Bu durumda, Ax = 0 ise HI}?HD =0= ‘I‘D. |X||p dir. Kabul edelim ki
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Ax # 0 olsun. O halde,

Ax, Ax*+ A*x)
[ Ax]

A% (x, x*) + AL (x,x)
= |A|.||x —|—£< ’ ’ )

= (o) (W)

= [7] 1
ARG

HIxHD NPT

elde edilir.

iii) X =x+ &x* ve y = y+ €y* € D" olsun. Teoremin bu onciiliinde verilen iki dual
esitsizligin varligim asagidaki dort durumda inceleyelim.

1) x=0, y = 0 olsun. Bu durumda, ||X+5||p <p ||X||p + ||7||p yazilabilir.

2) x =0, y # 0 olsun. O halde,

[%llp =0
ve
_ 0,y
1¥llp = Iyl + &~
P [l
elde edilir. Bu durumda,
[x+3p = lly+eE"+y)lp
- ||y||+8(<y,X*>+<y,y*>
[l

esitligi bulunur. (y,x*) > 0 olmasi durumunda

[X+Yllp =p [[*llp + [I¥]Ip

oldugu aciktir. (y,x*) <0 ise

[X+Yllp <p [[*llp + [I¥]Ip

elde edilir.

3) x # 0, y = 0 olsun. (2) dnciiliine benzer sekilde birtakim matematiksel hesaplamalar
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yapilirsa (x,y*) > 0 olmast durumunda

[X+Yllp =p [[*llp + [I¥]Ip

oldugu agiktir. (x,y*) <0 ise

[X+Yllp <p [[*llp + [I¥]Ip

elde edilir.
4) x #0,y # 0 olsun. Eger x = —y ise

IX+¥lp < [IXllp +[¥lp

dual esitsizliginin elde edilecegi aciktir. $imdi, x # —y olsun. O halde, ||. ||, dual fonk-

siyonu tanimindan

y (x+y,x"+y")
X+Yllp = x4yl +&—————
b x4+
ve
y r (x,x") )
o + I3l = Il + Iyl + ¢ (5520 +
boD [l vl
elde edilir. ||.||,R" iizerinde norm oldugundan

[yl < el + vl

oldugunu biliyoruz.

Kabul edelim ki ||x+ y|| < ||x|| + ||y|| olsun. O halde,

[X+Yllp <p [[*llp + [I¥]Ip

oldugu asikardir.

Simdi, ||x+y|| = ||x]| + ||| oldugunu goz 6niine alalim. Bu durumda,

(e y) =[xl llyl

oldugundan R” uzayinda x ve y vektorleri arasindaki ac1 6 olmak iizere cos 6 = 1 elde
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edilir. Bu durumda, x = py, 4 € R" yazlabilir. Yani, R" uzayinda x ve y vektorleri

lineer bagimlidir. O halde,

1x+3p = [uy+y+e"+y)lp

= (u+1)y+ex+y")lp
(LA+1)y,x* +y*)

= (u+1)yll+e (u+1) Iyl

seklinde olup biliyoruz ki (,) notasyonu R” iizerinde Oklid i¢ carpimi oldugundan

bilineerlik 6zelligine sahiptir. Bu bilgiden hareketle asagidaki ifadenin yazilabilecegi

aciktir:
- 0xt) - y)
w3ty = eyl e (S +
b 23—
(iy, x*) (3,%)
[yl +&——=—=+ Iyl + &=
2yl [yl
= |x+extlp+ly+eylp
= [®llp+[I¥lp-
Buradan,
X +5llp <p [IXllp + [[Vllp
yazmak miimkiindiir. Boylece ispat tamamlanir [30]. 0
Tanim 3.1.10. D" n—boyutlu bir dual uzay ve ||.||,R" tizerinde norm olmak iizere,

Il.lp : D'"—D
0 ,x=0

IXlp = /&X)p= (x,x*)
X[ +&

]
dual fonksiyonuna D" iizerinde bir dual norm adi verilir.

Aciklama 4. Ozel olarak, ¥ = x + £x* dual say1sinin dual mutlak degeri

X[p = Vv Xt = xx*
X

34



biciminde elde edilir [29]].

Teorem 3.1.11. 1) x=x+ex* €D vea=a+¢ea* € D' olsun. Bu durumda, x|, <p a@

olmasi i¢in gerek ve yeter sart —a <p X <p a olmasidir.

2) x =0 haricindeki x = x+ ex* € D ve @ = a+€a* € D olsun. Bu durumda, |x|p, >p a@
olmasi icin gerek ve yeter sart X >p a@ veya X <p —a olmasidir.
Teorem 3.1.12. D" n—boyutlu bir dual uzay ve ||.||,R" tizerinde norm olmak iizere,

d:D"xD"—=D
B 0 X=Yy
d()_C,y) = ||x_yHD = ||x_y|| +8<x_y7X* _y*> X7éy

[l = Il
dual fonksiyonu verilsin. Bu durumda, asagidaki ii¢ 6zellik mevcuttur:

i) VX = x+ex*,y = y+ey* € D"igin d (%,5) >p 0 dir.

i) VX = x +ex*,y = y+ey* € D" i¢in d (x,y) = d (¥,%) dir. Yani, d fonksiyonu simetri
ozelligini saglar.

i) x=x+ex*y=y+ey",z7=z+ez" €D"icinx—y=0,y—z#0ve (x* —y*,y—2) >

0(veyax—y#0,y—z=0ve (x—y,y"—z") > 0) sartlar1 saglanmast durumunda

>pd(x,5)+d(3,2)

l
~~
=i
all
~

\

<pd(x,y)+d(3,2)

l
~~
i
all
~

JA

dual esitsizligi mevcuttur. Bu 6zellige dual liggen esitsizligi ad1 verilir.

Ispat. i) X = x + &x*,y = y + ey* € D" iki dual vektor olsun. x = y ise d (¥,y) = O dir.
x—y|| > 0 dur. O halde,

x # y olmast durumunda,

o * K _
=y x" =y

d(xy) = |x—y|+e
[l =l

dual esitsizligi elde edilir. VX = x + ex*,y = y+€y* € D" igin d (%,5) >p 0 dir.
i) VX = x+ ex* ve y = y+€y* € D" i¢in d (¥,y) = d (¥,%) oldugu aciktrr.
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i) X =x+&x*,y=y+¢ey* ve 7= z+ €z € D" olsun. Bu 6nciil i¢in verilen iki dual
esitsizligin varligin1 asagidaki dort durumda inceleyelim.

1) x =y =z olsun. O halde,

yazilabilir.

2) x =y ve y # z olsun. O halde, d fonksiyonunun tanimindan

g(iy):ﬁ,
_ -z *_Z*
d5.0) = ly—o +e? =2 %)
ly—z||
ve
il *_ E3
45,9 = oo +e X 5
[|x—z]|
elde edilir.
_ _ _Z, *_Z*
A(55)+d(5,2) = [ly—z]| + 2=y 2
ly —z||
ve x =y oldugundan
d(xz) = ||x—z||+£¥
[lx—z]|
—Z,X*—Z*
= g eI
ly —z|
_ Hy_ZH+8<X*—y*,y—Z>+<y—z,y*—Z*>
ly —zl]

bulunur. O halde, yukaridaki bilgiler is1inda (x* — y*,y — z) > 0 olmasi durumunda

(%,2) 2p d (X,5) +d (,2)

Ql

elde edilir. (x* —y*,y —z) < 0 olmas1 halinde

bulunur.
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3) x# y vey=zolsun. Eger (x —y,y* —7*) > O ise

Ql
~~
=i
&)

V
o)

[
e
&)
+

QU
=
&

bulunur.

4) x #yve y # zolsun. Eger x = z ise

<pd(x,y)+d(3,2)

l
~~
=i
all
~—

A

dual esitsizliginin elde edilecegi agiktir. Simdi, x # z olsun. Bu durumda, d fonksiyo-
nunun tanimindan

_al * ok
4(5:2) = lv—e] +e 2T 5D
=

veE

d(x,y d(y,z X—=yX
A5.3)+20.2) ==+ Iy -2l +e (22

=y =z, -7
—| )

_|_
ly —z|

oldugu agiktir. ||.||,R" iizerinde norm oldugundan
[lx =zl < [l =yl +lly —zll

elde edilir. Eger
[lx =zl < [lr =yl +lly ==l

ise D iizerindeki siralama bagintisindan

(%,z) <pd (x,y) +d (y,2)

Ql

dual esitsizligi kolaylikla elde edilir. ||x —z|| = ||x —y|| + ||y — z|| olmas1 durumunda

e =ylly =zl = & =y,y—2)

37



olarak bulunur. Bu durumda, x —y ve y — z vektorleri arasindaki a¢1 08 olmak iizere

cos® = 1dir. O halde, x —y = u (y —z), i € RT yazilabilir. Bu durumda,

(x—z,x" —7")

(x—y+y—z,x* =27

[lx =2

elde edilir. O halde,

[x—y+y—z2|
(u(y—2z2)+y—z,x" —2")
lu(y—2)+y—z|
(L+1){y—zx" =z
(L+1)[ly—z|
(y—z,x*—27")
Iy —zll
(y—zx" —y)  —zy —7")
|y —z| Iy —z|
(w(y—z),x" =y  (y—zy" -2
|1 (y—2)ll lly —zll
x=yx* =y  O—zy -2
[Jx =yl Iy —z|

d(%,7) <pd(x,y)+d(5,2)
yazmak miimkiindiir. Boylece ispat tamamlanir [30]. [
Tamim 3.1.13. D" n—boyutlu bir dual uzay ve ||.||,R" iizerinde norm olmak iizere,
d:D"xD" =D
_ 0 X=y
d(x,y)=|x-y|p= HX_YH""S(X_H);fyﬂy*) Xy

dual fonksiyonuna D" iizerinde dual uzaklik fonksiyonu veya dual metrik ad1 verilir.

3.2. Dual Baz ve Topoloji

Bu boliimde, onceki boliimde tanimlanan dual siralama bagintisi ve dual uzaklik fonk-

siyonu yardimiyla D ve D? dual uzaylarinda birer baz belirleyelim ve daha sonra olus-

turdugumuz bazlardan elde ettigimiz topolojilerin bazi elemanlarinin sirasiyla R? ve

R uzayindaki modellemesini gosterelim.
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Tanmm 3.2.1. a=a+ea* € Dve 7 = r+ er* € D' olmak iizere,

B(a,7r) = {x=x+e&x"eD|x—a|<r xR}

et od) )

x—al

U{X:x+8x*€D| |x —a| =rve

= UJUl,
climlesine D uzayinda a merkezli ve 7 yaricaph dual acik yuvar adi verilir. Burada,

Uy = {x=x+ex*eD|x=a+rvex" <a" +r'}
U{x=x+e&x*eD|x=a—rvex" >a" —r"}

= CiUQG

bicimindedir.

Teorem 3.2.2. a=a+ea* € Dve 7 =r+er* € DT olmak iizere,

B(a,7r) = {x=x+e&x"€D||x—a|<rx"€R}

Goat oa) )

[x—al

U{)_c:x+8x*€D| |x —a|=rve

= UUCiUuG
olsun. Bu durumda,
Us = {)_c:x—|—8x* eED|x=d, m<x" <n, m,neﬁ}

olup biitiin U, C;,C, ve Us climlelerinin kolleksiyonu D iizerinde E bazin olusturur.

Ispat. i)

oldugu kolaylikla goriilebilir.
if) A NA, = 0 disindaki biitiin A, A, € B icin A| N A, ciimlesinin E sinifina ait birta-

kim ctimlelerin birlesimi seklinde yazilabilecegini yani,



oldugunu gosterelim. Burada, <7, B smifimin bazi elemanlarindan olusan bir smiftir,

31(51,71) = {Xz)H—Sx*GD]|x—a1|<r1,x*€R}
_ * ok
U )_C:X+EX*GD|’X—Q1|:I”1VG (X a])(x a])<r>1k
|x — a|
= UuUCiuQy,
Ez(ﬁz,?z) = {)_c:x—l—ex*ED]\x—a2]<r2,x*€R}
_ * ok
U{)_c:x+8x*eD||x—a2|:rgve x 6|12)(X| a2)<r§}
X—ay

= U{UCiUG,

U31 = {)_c:x+8x* eD|x=d|,m <x* <ny, m,n Eﬁ}

Ve

U32: {E:x—kex* eD|x=db,my <x" <ny, my,ny GR}

olsun. Kabul edelim ki y € A N A, olsun. O halde, asagidaki durumlar mevcuttur:
1)y € Ui NUZ olmak iizere, y = a}, my < y* < nj ve y = a, my < y* < ny yazilabilir.

Bu durumda, y = d| = a} = a, m = max {m;,my} ve n = min{n;,n, } denilirse
AlNAy={F=x+ex"€D|x=a, m<x*<n}cpf

elde edilir.
2) ¥ € Uy NU3 olmak iizere, [y —a;| < r1, y* € R ve y = a), my < y* < ny yazilabilir.

Bu durumda,
AINAy = {)_c:x+8x* eED|x=db, my <x* <n2} ep

bulunur.
3)yeC ﬂU32 olmak iizere, y = aj +r1, y* < daj+rj vey=dh, my <y* < ny yazilabilir.

Ohalde,y=a;+r = a’2 =ave n=min{aj +r{,ny} denilirse,

AlNAy={x=x+ex*eD|x=a, m<x*<n}eB
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elde edilir.
Simdide y € CzﬂU32 olmak iizere, y = aj —ry, y* >aj —ri vey=dh, my <y* <m

yazilabilir. O halde, y = a; — r| = a), = a ve m = max{a} — r{,my} alinirsa,
AlNAy={F=x+ex*eD|x=a, m<x* <m}eP

bulunur.
4)y € Uy NU{ olmak iizere, |y —aj| < ry, y* € Rve [y—az| < rz, y* € R yazilabilir.

Bu durumda, A; NA; ciimlesi
Uy={x=x+ex"eD||x—a|<rx"eR}

bicimindeki B sinifina ait birtakim ciimlelerin keyfi birlesimleri seklinde yazilabilir.
Yani,

Zl ﬂZz — UU{

icl
elde edilir. Burada, I = {1,2,3,...} dir.

5)y € Uy NCy olmak iizere, [y —aj| < ri,y* € Rvey=ay+r =a,y* <a;+r; olup
AlNAy={F=x+ex*eD|x=a x* <a}+r3} P

elde edilir.
Simdi de, y € Uy NC) olmak iizere,
yazilabilir. O halde,

y—ai|<r,y eRvey=a—rn=a,y" >as—r;

ANAy={F=x+ex*eD|x=a, ds—r;<x*}ep

bulunur.
6) y € C1 NC} olmak iizere, y =a; +ry, y* <daj+ri vey=ar+r Yy <as+r}
yazilabilir. Bu durumda, y =a; +rj =ay+ry =ave a* +r* =min{aj +r{,a;+7r3}
denilirse

ANAy={x=x+ex*eD|x=a,x" <a*+r'}eB

elde edilir.
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y € C;NC, olmak iizere, y = aj +ry, y* < aj+r{ vey=ax—ry,y* > ab —r} yazila-

bilir. Bu durumda, y = a; +r; = a, — r, = a denilirse
ANAy={x=x+ex*eD|x=a, ds—rs<x* <aj+ri} B

bulunur.
y € C;NC} olmak lizere, y =a; —ry,y* >aj —rf vey=ax+ry ,y* < aj+r; yazilabilir.

Bu durumda, y = ay — r; = ap +r» = a denilirse
ANAy={x=x+ex*eD|x=a, d,—r, <x* <a}+r;}eB

elde edilir.
y € C,NC, olmak iizere, y =ay —ry, y* >at —rivey=ar—ry,y* > a’ —r} olsun.
y 2 y 1~ vey 21

Bu durumda, y =a; —ry =ay —r; =ave a* —r* =max{aj —r{,a; —r3} denilirse
ANAy={x=x+ex*eD|x=a,a" —r" <x*} €f

bulunur.

Diger durumlar i¢in ¢oziimler yukaridaki onciillere benzer sekilde kolaylikla gosteri-
lebilir.

Sonug olarak, A| NA, # & olacak sekildeki VA, A, € B icin Aj NA, = U 72 dir. (i)

B Aca/CP

ve (i) sartlar saglandigindan dolay1 3, D tizerinde bir bazdir. Boylece ispat tamamla-
nir. 0
Yukarida D i¢in olusturdugumuz bazdaki elemanlarin keyfi birlegsimleri 7 topoloji-
sini olugturur. Bu durumda, yukarida tammladigimiz B (a,7) dual agik yuvari 75 to-
polojisine gore dual agik ciimledir. D uzayindaki orijin merkezli ve 7 = r +&r* € D™

yarigapl dual agik yuvar

B(0,7) = {x=x+ex"eD|]x|<r xR}

*
U{)‘C:x—i—&‘x* eED| x| =rve i <r*}

]

icin geometrik modellemeleri belirleyelim.

i) |x| < r oldugunu goz oniine alalim. Bu durumda, R uzayinda mutlak deger fonksi-
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yonunun 6zelliginden —r < x < r oldugu aciktir. Burada, x* € R dir.

ii) |x| = r olsun. Boylece, x = r olmast durumunda x* < r* ve x = —r olmasi duru-
munda x* > —r* dir. O halde, (i) ve (ii) durumlar birlikte g6z 6niine alindiginda r*
reel sayismin durumlarma gore dual agik yuvar B (6,7) icin geometrik modellemeler
Sekil 3.1. ile gosterilir [30].

*

X
N

S
> =
%

| s

—m |

r*>0

Sekil 3.1: B (6,7) yuvarmin R? uzayindaki modellemesi

Tanmm 3.2.3. G=a+€a* € D?> ve 7 = r+ &r* € D olmak iizere,

B(a,7) = {X:x+8x*€D2|Hx—aH<r,x*€R2}
_ * %
u{x:x+sx*enzy||x—a||:rve <" H"’x H“><r*}
x—a
= UUl,

ciimlesine D? uzayinda dual acik yuvar denir. Burada, k € I = {1,2,...} icin

c Xx=x+ex* €D? |x= (a1 +rAf,ar+rAf)
k:
ve 7le (x7 —a]k)—f—lé‘ (x}—aj) <r*

seklinde olup
U,=CluCU..UC
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bicimindedir.

Teorem 3.2.4. @ = a+ ea* € D? ve 7 = r+ er* € D olmak iizere,

B(a,r) = {x=x+ex" eD?||x—a| <r x* GRZ}

_ L
U{X:x+£x*€D2|Hx—a||:rve x Ha,x “a><r*}
x—a

= UuCiuGU.. UG
olsun. Bu durumda,
Us={x=x+ex" eD?|x=d m<xi<n x;=ceR, m,n € R}

olup biitiin Uy, Us, Cy, (k € I) ciimlelerinin kolleksiyonu D? iizerinde B bazini olusturur.

Ispat. i)
| JA=D?

oldugu kolaylikla goriilebilir.
ii) AINA; =0 disindaki biitiin AL A€ B icin Aj NA, ciimlesinin E sinifina ait birta-

kim ctimlelerin birlesimi seklinde yazilabilecegini yani,

oldugunu gosterelim. Burada, o7, E sinifinin bazi elemanlarindan olusan bir siiftir.

Simdi,

B, = {)‘c:x+8x*€D2|||x—a1H<r1,x*GR2}
_ * %
USXx=x+ex* €D?|||x—ay||=r ve (x—ai,x a1><ri‘ ,
lx—ail
= UuCiuGU...UCy,
B, = {)_c:x+8x*€D2|||x—a2||<r2,x*€R2}
_ * k%
USx=x+ex* €D?|||x—a|| =r; ve (x—az,x a2><r§ ,
X —az

= UjUCiUC,U...UC,
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U31 = {)‘c:x—l—ex* e D? | x=0b",m; <xj <ny, x; =c1 €R, my,n GR}
ve

U32: {)_c:x—f—ex* e D? |x=0"my <x{ <nmy, x3=c2 €ER, my,ny GR}

olmak iizere, y € A| NA; olsun. O halde, asagidaki durumlar mevcuttur:
1)y € U} NU3 olmak iizere, y = b',my <y} <ny,y5=c1 € Rvey=>"my <y} <na,
y5 = ¢z € Ryazilabilir. Budurumda, y =0 =b" =a,m <y} <nvey;=ci=cr=c¢

denilirse
ANAy={F=x+ex eD?|x=a, m<xj<n x;=ceR}ef

elde edilir. Burada, m = max {m,my} ve n = min{n,n;} dir.

2) ¥ € Uy NUZ olmak iizere,
ly—ai] <ri,y € R?

veE

y=b"my <y <my,y;=c2€R
yazilabilir. Bu durumda,
ANA, = {)‘c=x+8x* eD? | x=0"my <xj <no, x’Q‘:czeR} ep

bulunur.

3)ye G N U32 olsun. 0 <t < 27 olmak iizere, ¢ nin her bir degeri i¢in

yi1 = da}+ricost,

" .
Y2 = aj-+rpsint,

ve
. "
cost (y] —a}’) +sint <y§ - a1*> <r

denklemlerinin ¢oziimlerinden elde edecegimiz her bir Cy, ciimlelerinin B smifina ait

45



oldugunu biliyoruz. Simdi,
2 f=_ * 2 g * _ =
Us = {x—x+8x eD” | x=Db"my <x]{ <mp, x; =c2 €R, mz,nzeR}

olmak iizere, asagidaki durumlari inceleyelim:

a) t =0 olsun. Bu durumda, y; =d} +r, y2 = a/l/ vey; <dj +r},y; € Rdir.
V1 :a'1+r1 :bI{:bl,

" 1
y2=ay=by=0b

veE

my <yj <np,y,=c ER

olup
Zlﬂzzz{X:x+8x*€D2\x:b:(b1,b2), my < x} <n, xﬁzczeR}EE

dir. Burada, n = min{a}* + rj,ny} dir.

b)0<t< g olsun. Bu durumda,

/ 2
y = al—i-F])Ll,

Y2 = 4 +r12227
AR (vi—ai)+ 23 (vi-ar) <ri
seklindedir. Burada, cost = A2, sint = A7 ve 0 < 41,4, < 1 dir.

V1 :all —|—I’1)»12:b/1/:b1,

y2:a1—|—r1)\/22:b2:b2

denilirse ve my <y} < np,y5 = ¢ € R oldugundan, yukaridaki bilgiler goz oniine

alinirsa her bir Aj, A, degerleri igin

ZIHZZ:{)_c:x+8x*€D2|x:b:(b1,b2), my < xj <n, xizczeR}GB
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elde edilir. Burada, n’ < n, dir.

T " "
c)t= 5 olsun. Bu durumda, y; = a}, y2 = a; +ri, y3 < a,;" +r] ve y; € R olur. O
halde,

y1 =dy =b{ = by,
" "
y2=a;+ri=by=b;
denilirse ve my < y] < np, y5 = c2 € R oldugundan

31022:{)_c:x+£x*€D2|x:b:(b1,b2), my <xT<n2, x;:CQGR} EE

bulunur. Burada, ¢; < a/]/* + r} oldugu aciktir.

Y/
d) 5 <t<m olsun. Bu durumda,

! 2
yi = al_rl}t’lv

V2 = al—i-r]?th

ve
—A (i —a) + 23 (i-d)) <7t

olur. Burada, cost = —112, sint = /’Lz2 ve 0 < A1, A < 1 dir.
y1=d} —rllf:b'{:bh

yzzal—i—rlﬁqzzbz:bz

denilirse ve my <y} < na, y5 = ¢ € R oldugundan, her bir A;, A, degerleri i¢in
ANA, = {)‘c:x+8x* eD? |x=b=(b1,by), m <x| <ny, xs =02 GR} ]

elde edilir. Burada, m’ > m, dir.

O halde, ¢ parametresinin kalan diger durumlarina gore incelemeye devam edilirse
A1 NA; climlesinin E sinifina ait birtakim ciimlelerin birlesimi seklinde yazilabileceg8i
aciktir.

4)y € U;NU, olmak iizere, ||y —ai|| < ri, y* € R? ve ||y —az|| < r2, y* € R? yazila-
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bilir. Bu durumda, A; N A, ciimlesi
U ={x=x+ex"e D? | ||x—a| <rx*e ]RZ}

bicimindeki B sinifina ait birtakim ciimlelerin keyfi birlesimleri seklinde yazilabilir.
Yani,

A ﬂZzZUUf

icl
elde edilir.
5) ¥ € U;NC, olsun. Bu durumda, her C, € B igin U; NC, = C, oldugundan

A 1 ﬂZz € B
elde edilir.

6) y € CxNCj olsun. 0 < 11,1, < 27 olmak iizere, ¢;ve 1 nin her bir degeri igin

yr = a’l + rpcosty,

"

Y2 = a;+rpsinty,

% "

costy (y} —al") +sinty (yz —a1*> <r

Ve

vy = a/2 + rpcosty,

" .
Y2 = ap+rsinfy,

. I
costy (y] —a5’) +sint, <y§ — a2*> <r

denklemlerinin ¢6ziimlerinden elde edecegimiz her bir Cy ve C; ciimlelerinin B simifina
ait oldugunu biliyoruz. Simdi, asagidaki durumlar1 inceleyelim.

a) t; = tp = 0 olsun. Bu durumda,

/ /
yi=aj+r=a,+r=by,

"

"
y2=a; =a = by,
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* I£3 *
1 <ay +ry,
* % *
1 <ay +rny,

\(

¥ €R

olup
ANAy={F=x+ex" eD?|x=b=(b,by), xj <a*+r*, x5 eR} € B

elde edilir. Burada, a* + r* = min{a}" +r{, a5 +r}} dir.

T
b)11=0,0<1 < 5 olsun. Bu durumda,
y1=d|+r :a/g-l—rz/l]z = by,

Yo = alll =4 alzl +r2222 = by,
yi<di+r{,y5€R
ve
2R (vi—ds) + 23 (vi—ar') <73
bi¢iminde elde edilir. Burada, cost, = 112, sint, = 122 ve 0 < A1,A, < 1 dir. Bu du-
rumda, her bir A; ve A, degerleri icin A; N A, ciimlesi

Us={F=x+ex* €D?|x=b=(by,by), m<x{ <n, x5 =ccRmneR}

bicimindeki B smifina ait birtakim ciimlelerin keyfi birlesimleri seklinde yazilabilir.
Yani,

Zl ﬂZz = UU;’
iel

elde edilir. Burada, / = {1,2,3,...} dir.

T
)1 =0, = 5 olsun. Bu durumda,

/ /
Y1 =aj+ry=da,=by,
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" "
Ya=a; =a,+r =by,
yi <af +r,
» €R,

\

ys <dy 413,
Yy €ER

elde edilir. Bu durumda, A} N A, ciimlesi Us bigimindeki ciimlelerin keyfi birlesimi
olarak yazilabilir. Yani,
A 1 HZQ = U U3i
icl
elde edilir.
Bu 6nciil igin toplam 64 durum séz konusudur. Her bir durum igin A} N A, ciimlesi 8
sinifina ait bir takim climlelerinin keyfi birlesimleri biciminde yazilabilecegi agiktir.
Sonug olarak, A; NA, # @ olacak sekildeki VA[,A, € B icinAjNA,= | Adir
4 AcdCB
(i) ve (ii) sartlari saglandigindan dolay1 B sinifi, D? iizerinde bir bazdir. O

Teorem 3.2.5. a =a+¢ea* € D" ve 7 = r+ &r* € DT olmak iizere,

B(a,r) = {x=x+ex"eD"||x—da| <r,x" €R"}

_ * k%
U{J‘c:x+8x* D" |Jx—dl|=rve & H"’x H“ ) <r*}
X—da

= U,Ul,
= UjuCiu...uaq, (ZGI)
olsun. Bu durumda,

Us={x=x+ex* eD" |x=d ,m<xj <n, X =cj ER, m,n € R}

seklinde olup biitiin U;,Us,C; (I € I) ctimlelerinin kolleksiyonu D" iizerinde bir baz

olusturur. Burada, 1 < j <n—1 dir.

Aciklama 5. Yukaridaki teoremde verilen B sinifina D" {izerinde dual baz ad1 verilir.
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Bu bazdan elde edilen topoloji 75 ile gosterilir ve bu topolojinin her bir eleman: dual

acik ciimle olarak adlandirilir.

Simdi, D? uzayindaki orijin merkezli ve 7 = r + &r* € DT yaricapli dual acik yuvar

B(0,7) = {¥=x+ex*eD?||x|| <r x* €R?}
U{X:x—l—ex* eD?||x]| =rve % < r*}

icin geometrik modellemeleri insa edelim.

(i) ||x|]| < r alalm. Bu esitsizligin ¢6ztim kiimesi r yaricapli gemberin i¢ bolgesidir.
Burada, x* € R? dir.

(ii) ||x|| = r olsun. x = (x1,x2),x* = (x},x3) € R? olup bunlar arasindaki ag1 6 ol-
mak iizere, ||x*||.cos 6 < r* oldugu agiktir. B (0,7) dual agtk yuvarinin R? uzayindaki
modellemelerini gormek i¢in x* = (x7,0) kabul edelim. Bu durumda, |x}|.cos@ < r*

yazilabilir. —1 < cos @ < 1 oldugundan dolay1 asagidaki esitlikler mevcuttur:

—A% —1<cosB<0
cos@ =< A% 0O<cosf<1

0 ,cos0 =0.

Burada, 0 < A < 1 dir. r* ve cos8 sayilarinin durumlarina gore, B (0,7) yuvarinn
geometrik modellemeleri incelenmelidir. Bu yontem D” uzayinda x* noktalarini belir-
lemek i¢in kullanilabilecek bir yontem olmasina ragmen bu yolla x* noktalarini belir-
lemek oldukc¢a zahmetlidir.

D? uzayinda x* noktalarini belirlemek icin daha kolay bir yol mevcuttur. Bu yéntemle
¢cOziim kiimesini insa edelim ve bir 6zel ¢6ziim i¢in geometrik modellemeleri olustu-

ralim. Oncelikle, bahsettigimiz yontemle

B(0,7) = {x=x+ex"eD?||]x|| <r x* €R?}

*
U{)_c:x—I—ex* eD?||x]| =rve ()|c|,xH> < r*}
x

dual ag¢ik yuvarinin ¢6ziim kiimesini belirleyelim.

(1) ||x|| < r oldugunu farzedelim. Bu durum i¢in gerekli hesaplamalar yapilirsa ¢6ziim
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kiimesi

Bi={F=x+ex €D’ |[x}+23 < x" € R?}

elde edilir.
(2) ||x|| = r olsun. Bu durumda, 0 <t < 27 olmak iizere, x| = rcost ve x, = rsint

yazilabilir. O halde,

(x,x*) _ xpx]+xox5  rcostx] 4 rsintx; <

Il r

dir. Boylece, asagidaki esitsizligi ifade etmek miimkiindiir:
x] cost +x;sint < r. (3.2.1)

Simdi, ¢ acisina gore (3.2.1)) esitsizliginin ¢6ziim kiimesini bulalim.

(i) t = 0 oldugunu farzedelim. Bu durum i¢in ¢6ziim kiimesi
B, = {sz—l—é‘x* e D? lx1=rx=0,x]<r" x E]R}

olur.

(it) 0 < t < & durumunu inceleyelim. cos? > 0 ve sint > 0 oldugundan dolay1 cost =
llz ve sint = 122 esitliklerini yazmak miimkiindiir. Burada, 0 < A;,4; < 1 dir. Bu du-
rumun ¢6ziim kiimesi asagidaki gibidir:

r*—Al/'Lz2

- - 2 2 2
B3:{x:x+8x*€D | x1 =rAf, xa=rAy, x] < 22

, x§ =A| € R} .
(iii) t = 5 oldugunu farzedelim. Bu durum i¢in ¢ziim kiimesi

By={¥=x+ex" €D’ |x; =0, 2=r,x5 <r*, x] €R}

seklindedir.
(iv) % <t < 7 durumunu inceleyelim. O halde, cost < 0 ve sint > 0 oldugunu biliyo-

ruz. Boylece, 0 < A1, A, < 1 olmak iizere,
cost = —A? <0 ve sint =A7 >0
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yazmak miimkiindiir. Bu durum i¢in ¢oziim kiimesi asagidaki gibi ifade edilir:

7] * 2 2 2 % A7‘22_r* *
Bs=<{X=x+¢ex €D \xlz—rll,xzzrﬂg,xl>T,x2:A2€R :
1

(v) t = m oldugunu farzedelim. O halde, asagidaki ¢6ziim kiimesi elde edilir:
§6 = {f:X—FSx* €D2 |X1 =—r,x=0, x’i‘ > _r*’ )C; ER}

(vi)m<t< 37” durumunu inceleyelim. cost < 0 ve sint < 0 oldugundan dolay1 0 <
A, A» < 1 olmak iizere, cost = —112 < 0 ve sint = —7[22 < 0 yazilabilir. Bu durumun

¢Oziim kiimesi

—A32,22 —r*

) — 2 2 2
B7:{x:x+8x*€D | x1 = —rA{, xo = —rAy, x] > 2

,x§:A3€R}

elde edilir.

(vii) t = 37” durumunu inceleyelim. Coziim kiimesi
By ={x=x+ex" eD?|x1=0,x=—rx3>—r" xj€ R}

bulunur.

(viii) 37” <t < 27 oldugunu farzedelim. 0 < A1, A, < 1 olmak iizere, cost = A2 > 0 ve

sint = —222 < 0 oldugundan dolay1 bu durum i¢in ¢6ziim kiimesi
. A /12 *
By = {X:x—f—ex* eD?|x; =}, ;o=—rA}, x} < 4;—?, X, =A4 € R}
1

biciminde ifade edilir. Biitiin durumlar g6z 6niine alindiginda yukarida verilen yuvarin

¢Oziim kiimesi elde edilir. Bdylece, B (0,7) yuvarinin ¢dziim kiimesi
B(0,7) =BjUB,U...UB3UByg

seklinde bulunur.
Simdi, X = x + ex* € D? dual noktalar igin x = (x1,x2),x* = (x},0) oldugunu far-
zedelim. B (6, 7) climlesinin bir 6zel ¢oziimiinii bulalim ve bu ¢oziime karsilik gelen

geometrik modellemeleri inceleyelim.
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1. ||x|| < r oldugunu farzedelim. Bu durum igin, B (0,7) nin ¢dziim kiimesi B dir.

2. ||x|] = r durumunu inceleyelim. O halde, asagidaki esitsizligi yazmak miimkiindiir:
xjcost < r. (3.2.2)

Burada 0 <7 < 27 dir. r* reel sayisinin durumlarina gore (3.2.2)) esitsizligini incele-
yelim.

i) r* > 0 oldugunu farzedelim. € R olmak iizere r* = azilabilir. §t<z
0 oldug farzedelim. 0 # u € R olmak ,u2y1b10 7

3n
ve — <t < 27 igin cost > 0 oldugu aciktir. 0 < A < 1 olmak iizere, cost = A2
denilirse asagidaki esitsizlik yazilabilir:

2
MU
XT<ﬁ

T 3r
Simdi, B <t<mvemw<t< > icin cost = —)2 yazmak miimkiindiir. Boylece,

2

2T

elde edilir. Eger r = g vet = 37” oldugu g6z oniine alinirsa biitiin x7 € R igin (3.2.2)
esitsizligi saglanir. Bu Onciil i¢in geometrik modelleme sekil 3.2.A. ile verilir.

(ii) r* < 0 oldugunu farzedelim. 0 # y € R olmak iizere, r* = —u? esitligini yazabi-
liriz. 0 <t < g ve 37% <t < 27 igin cost > 0 oldugu kolayca goriilebilir. 0 < A < 1

olmak iizere, cost = A esitligi goz oniine alinirsa asagidaki esitsizlik yazilabilir:

2

X1 < —ﬁ

/3 3
Simdi, 5 <t<mvem<t< > icin 0 < A < 1 olmak iizere, cost = —A? yazilabile-

ceginden dolay1

esitsizligi elde edilir. r = > vet = > durumlari incelenirse bu durumlar i¢in ¢oziim
kiimesinin bosg oldugu sonucuna varilir. 7* < 0 durumu ig¢in biitiin ¢ agilar1 géz 6niine

alindiginda bu 6nciil i¢in geometrik modelleme sekil 3.2.B. ile gosterilir.
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(iii) #* = 0 oldugunu farzedelim. 0 < f < g ve 37” <1 <2micin 0 <A <1 olmak
iizere, cost = A? yazilabileceginden dolay1 ([3.2.2) esitsizliginin ¢oziim kiimesi x; <0
dir. g <t<mvemw<t< 3771: icin 0 < A < 1 olmak iizere, cost = -2 oldugundan
dolay1 ([3.2.2) esitsizli§inin ¢oziim kiimesi x7 > 0 dir. t = g ve t = 3; durumlari
incelenirse ¢6ziim kiimesinin bos oldugu goriiliir. 7* = 0 durumu icin biitiin 7 acilar

g0z Oniine alindiginda geometrik modelleme sekil 3.2.C. deki gibidir.

X3 xq .
x
A .
1 1
1 1
[ = ~
< -
1 C._._*ll
.‘.ﬁ\l 1
L2~ 1
1
=} T _d e !
X1 th ‘:T "
P =TT
Xy r’_. ﬁ\ :
N '-51)
= X, 1
- .
’~= I\___,/
! 1
A B C

Sekil 3.2: B (6,7) yuvarinin R? uzayindaki modellemesi
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4 . DUAL UZAYDA YUZEYLER TEORISI

4.1. Dual Uzayda Yiizey

Dual uzayda diferensiyel geometri yapabilmemiz i¢in bu uzayda yiizey kavramini ve
ozelliklerini detayl bir bicimde incelememiz gerekmektedir. 11k olarak, dual yiizeyler

teorisinde sik¢a kullanacagimiz bazi temel kavramlari tanimlayalim.

Ag¢iklama 6. Bu boliimde 3. boliimde tanimlanan 7 topolojisindeki
U={x=x+ex" eD"||x—a| <rx" €R"}

climlelerinden olusan El smifini ele alacagiz. 31 sinift D” {izerinde bir baz olusturur.
Bu bazdan elde edilen topoloji 7 ile gosterilirse T C T oldugu agiktir. T topolojisinin
ciimleleri dual analitik fonksiyonlarin dual analitik bolgeleridir. Ayrica, f: U C D" —

D dual analitik bir fonksiyon olsun. Bu durumda,

fx) =f(x1ye,x0)+€ <zn:xfi—f (X1yeeyXn) +]7(x1,...,xn)>
i=1 l

bicimindedir ve bu fonksiyonun X = p noktasindaki degeri

f(p) = Fx(P)s s (p))
+e (i‘{xl’-‘ (P) i—f (51 (P) s wees (P)) A f (21 (P) % (fﬂ))

noo9 N
ij—f (pla'“’pn)+f(p17"'7pﬂ)>

i=1 l

= f(plv"'7pﬂ)+8<

seklinde olup f ve ffonksiyonlarl U C R" den R ye tanimli C”—siifindan fonksi-

yonlara indirgenebilmektedir.
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Tamm 4.1.1. 7: U CD — D, (%) = f(x) + ¢ (x* (%) +f(x)) bir dual analitik
fonksiyon ve Vx € U C R igin f’(x) # 0 olsun. Vx;,X, € U C D igin f(x;) = f(%)

esitligi X; = X, esitligini gerektiriyorsa f fonksiyonuna birebir fonksiyon denir.

Teorem 4.12. 7: U CD — D, () = f(x) + ¢ (x* 7(x) +f(x)) bir dual analitik
fonksiyon ve Vx € U C R i¢in f’(x) # 0 olsun. Bu durumda, f fonksiyonunun birebir
olmasi igin gerek ve yeter sart f dual fonksiyonunun birebir olmasidir.

Ispat. Kabul edelim ki f birebir bir fonksiyon olsun. f dual fonksiyonunun birebir ol-
dugunu gostermek igin, Vx;,%, € U C Digin f(X1) = f(X,) esitliginin X; = X, esitligini
gerektirdigini gostermeliyiz. Bunun icin 6ncelikle kabul edelim ki Vx,%, € U C D i¢in

f(x1) = f(%) olsun. Bu durumda,

FE@) = fn)+ (xif )+ Fx)) = fln) +€ (531(0) + Fx)) = F (%)

elde edilir. Dual sayilarda esitlik tanimindan

fn) = f(x2)

\

X f () + fx) = x5 f () + f(x2)

esitlikleri yazilabilir. Hipotezden, f birebir bir fonksiyon oldugundan x; = x; dir. Diger
taraftan, f bir fonksiyon olup iyi tammliliktan f(x;) = f(x») elde edilir. O halde, Vx €

U C Rigin f'(x) # 0 ve f(x1) = f(x) oldugundan
X1 f (x) = x5 f'(x2)

seklinde olup, x; = x4 elde edilir. Yani, X¥; = X, esitligi mevcuttur. O halde, f birebir
bir fonksiyondur.

Tersine, teoremin bu kisminin ispatin1 olmayana ergi metodu ile gosterelim. Kabul
edelim ki f birebir bir fonksiyon olmasin. Yani, 3x;,x, € U C R i¢in f(x;) = f (x2)
esitligi x| # x» ifadesini gerektirir. f dual analitik fonksiyonunun birebir bir fonksiyon
olmadigim gostermeliyiz. Yani, 3%,%; € U C D i¢in (%) = f(%2) esitligi X; # X,

ifadesini gerektirmelidir. Kabul edelim ki 3%;,%, € U C D icin f(¥;) = f(%,) esitligi
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mevcut olsun. O halde,

FE@) = fln) e (xif () + 7)) = fln) +& (6 () + fx)) = F (%)

esitligi yani,
fx) = f(x)

veE

xif () + fxn) = x5 (x2) + f(x2)

esitlikleri mevcuttur. Bu durumda, f birebir bir fonksiyon olmadigindan 3x,x, € U C
R igin f(x1) = f(x2) esitligi mevcut oldugunda x| # x, dir. Boylece, 3x1,X, € U C D
icin £(x) = f(x) esitligi X # X, ifadesini gerektirir. Yani, f dual analitik fonksiyonu

birebir bir fonksiyon degildir. Boylece, ispat tamamlanir. [

Tamm4.13. f:UCD —VCD, f(x) = f(x) +¢ (x*f’ (x) + f(x)) bir dual analitik

fonksiyon ve Vx € U C R igin f’(x) # 0 olsun. Bu durumda, Vy = y+ey* € D i¢in y =

f(X) olacak sekilde 3% = x + ex* € U C D mevcut ise f dual analitik fonksiyonuna
Y- f)

ortendir denir. Buradan goriilmektedir ki f fonksiyonu orten ve x* = W olacak
X

sekilde x* € R varsa f dual analitik fonksiyonuna 6rtendir denir.

Sonuc4.1.1. F:UCD —VCD, () = f(x) + & <x* (%) +f(x)) bir dual analitik

fonksiyon ve Vx € U C R icin f’(x) # 0 olsun. f dual analitik fonksiyonu drten olmast

durumunda f fonksiyonu ortendir.

Tanm4.14. f:UCD —VCD, f(x) = f(x) +¢ (x*f’ (x) + f(x)) bir dual analitik
fonksiyon ve Vx € U C R icin f/(x) # 0 olsun. f fonksiyonu birebir ve 6rten ise
(gof) (x) =1(x) ve (fog) (y) =1 () birim fonksiyonlar olacak sekilde bir tek g :
V €D — U C D dual fonksiyonu vardir. Bu g fonksiyonuna f dual fonksiyonunun

. R L
ters fonksiyonu denir ve g = f  ile gosterilir.

Teorem 4.1.5. 7: U CD — 7 (U) CD, F(x) = f(x) + <x* 7(%) +f(x)) bir dual
analitik fonksiyon ve Vx € U C R igin f’(x) # 0 olsun. Bu durumda, f dual fonksiyo-

nunun tersi var ise



biciminde ifade edilir. Burada, f~!, f fonksiyonunun tersidir.

Ispat. f dual analitik fonksiyonunun tersi var olsun. Bu durumda, f fonksiyonu bire-
bir ve orten oldugundan f fonksiyonu birebir ve 6rtendir. O halde, f~! mevcuttur ve
ayrica, y = f(x) i¢in x = f~' (y) ve Vx € U C Rigin f'(x) # 0 oldugundan (f_] ()

/

mevcuttur. Diger yandan, birim dual analitik fonksiyon

I D—D

— I(X)=x+¢&(x" (x) +0(x)) =x+ex"

=I

biciminde olup gostermeliyiz ki
=1 2\ o o
(7'e7) @ =1()

(Fo7 ")) =10

dir. Simdi, bu iki esitligin varlifinm gosterelim.

(7'e7)® = 7' (W)
= 7 (f0+e(x 0+ 7))
= (f'of) ()

/

e ( (o f) @) + £ (1) (f(x) )
—F () - (Y ()

olup (f~'o f) (x) = I(x) oldugundan

(F'o7)® = 1+e ( . “(’i”'*f

—fUIX)- (f71) (f(x)
= xve (5 @ () (F0) - T () (1)
= x+éex
= I(x)
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elde edilir. Benzer sekilde,

(Fo7 o) = 7' 0+e(y (7'0) = For - (')
v () ()
= (form+e| —(For ) e.0) (1)
+(For™)m

seklinde olup (fo f~1) (y) = I(y) oldugundan

(7o) ®) = y+e(yuo) = (For™) 0)-00) +(For') )
= yte(y = (For ) o)+ (For™)m)

= y+ey'
= y=1()
1
elde edilir. Burada, Vx € U C R i¢in f'(x) # 0 oldugundan ( o1 (y))/ = m # 0 dir.
X
O halde, ispat tamamlanur. 0

Sonu¢ 4.1.2. F: U CD — 7(U) C D, (%) = f(x) + & (x* (%) +f(x)) bir dual

analitik fonksiyonunun tersi var ise

—1 ,_ _ % [ o, / ~ _ /
Fr@=rwre (v (@) = ForHw. (r'))
biciminde olan bir dual analitik fonksiyondur. Bu fonksiyonun X dual degiskenine gore

tirevi

"

agt () = (For M) (f' )"
—=(f(x) + ~ /
a ~ ) 8( 7 (W)

biciminde ifade edilir.

Tanim 4.1.6.

f : UCD'"—VCD"

X o= (%1% X%) — f@) = (/1 @), /&), (D)
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dual analitik fonksiyonunu ele alalim. Burada,

@ = (@07, ®)
= (W) i ((2 W af") (7. ,fn<>)>

-t >+s<2 w5l f(x))

bicimindedir. Eger 7_] mevcut ve dual analitik bir fonksiyon ise f dual fonksiyonuna

dual diffeomorfizm ad1 verilir.

Teorem 4.1.7.

D' — D"

|

— @)= (/1@ /23, fn @) =f(x)+e (iﬂg—xf] +f(X)>

=l

dual analitik bir fonksiyon olsun. Eger g = g + €¢* € D" ve U, R" uzayinin standart
topolojisine gore agik olmak iizere, Vg € U i¢in rankJ (f,q) = nise D" uzayinda g € D"
noktasini kapsayan en az bir U € T dual agig1 vardir 8yle ki f |[;: U — f (U) dual

diffeomorfizmdir.

Ispat. f: D" — D" dual fonksiyonu dual analitik bir fonksiyon ve Vg € U igin
rankJ (f,q) = n olsun.

f : D'—D"

I
l
g
=
/—\
T M:
QJ‘\
v

biciminde olup

) =(fi(x), f2(x), 0 fu (%))

ve

F) = (i (). o () o ()

fonksiyonlarinin R" den R” ye tanimli C*—sinifindan fonksiyonlara indirgenebildik-

lerini biliyoruz. O halde, f : R" — R" fonksiyonu C*—sinifindan bir fonksiyon ve
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Vq € U igin rankJ (f,q) = n oldugundan invers fonksiyon teoremine gore f |y: U —
f(U) bir diffeomorfizmdir.

i) f |7 dual analitik fonksiyonunun birebirligini arastiralim.

Vp,geU CD" (p,q €U CR") igin f(p) = f(g) olsun. Bu durumda,

f(p)+e (ip}fg—g(p)#(p)) =flg)+e (Zn‘, C1}fg—£(q)+f@>
= =

olmak tlizere,

ve
; i ax] ; ax +1(q) (4.1.1)

J

elde edilir. f |y birebir oldugundan p = g olur. Yani,

(pl,pZ,---,pn) = (6]1,Q2,---,6]n>

elde edilir. f, R” den R ye tanimli bir fonksiyon olup iyi tanimliliktan f ( p)=f(q)
dur. Bu durumda, (4.1.1)) denkleminden

i O o Of . o Of
(Pl _ql)a_xl—i_(pZ_qZ)a_xZ—i_—’—(pn_Qn) axn - (0707,0)
of af  af

esitligi yazilir. Ayrica, { } climlesi lineer bagimsiz oldugundan 1 <

a—XI, a—xz, ceey a—xn
i <nigin p! = g7 elde edilir. Yani, p* = ¢* dir. O halde,

P=pt+ep =q+eq =7

olur. Sonug olarak, f |7 dual analitik fonksiyonu birebirdir.

ii) f |z dual analitik fonksiyonunun ortenligini aragtiralim.

Vpef (U) C D" igin p = f(g) olacak sekilde en az bir g € U C D" dual noktasmin

mevcut oldugunu gosterelim.
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vpe f(U)CD" (pe f(U)CR")igin p = f(g) olsun. Bu durumda,

p=1(q)

ve

1 d
pF= qua—)i;(qwf(q) (4.1.2)

yazilabilir. f |y birebir ve orten oldugundan g = f~! (p) € U C R" mevcuttur. (#.1.2))

denklemi acilirsa

d d d ~
G2 @+aI @it @) = PRl

Gige @Fa50 @+ +a50 @) = Py~ fa(q)

8x2

lineer denklem sisteminin elde edilecegi kolaylikla goriilebilir. Bu denklem sisteminin

matris formu

J J J ] . s
) @ . || g pi—f1(9)
d d d * x 7
L@ @ . 2e ||l s~ fa(q)
dfu 9 fn A fn * x 7
@) 2@ @ el | p-h
af; -
seklindedir. [A],, , = {a—fl (q)} ve [B], | = [pf —fi (q)} ~ denilirse yuka-
Xj 1<i,j<n 1<i<n
ridaki matris formu
[Alnsn - [@7]ux1 = [Bluxi (4.1.3)

biciminde yazilabilir. Ayrica, Vg € U igin rankJ (f,q) = n oldugundan [A], . , matri-
sinin tersi vardir ve (4.1.3) denkleminin her iki tarafi soldan [A],, , matrisinin tersi
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ile carpilirsa [g*] [A*I]nxn. [B],,».; elde edilir. O halde, § = g+ €q* € U C D"

nx1 —
mevecuttur. Yani, f |7 dual analitik fonksiyonu értendir.
Sonug olarak, (i) ve (ii) 6nciillerinden f |7 dual analitik fonksiyonunun tersi vardir ve

bu fonksiyonun tersi

¢ : FU)CD —TCD

- — =\ __ a *ag ~ . 0

y — g =g0)+e Zyja—y_+g(y) —g+eg
j=1 j

bigimindedir. Burada, g (y) = (f [v) ' (v) ve 1 <i<niging; (v) = < —f(g(»), Vg (y)>
dir. Gergekten,

(flzog) ) =flzy (g () +e (jéyjfg—fj +§(y)>>

dg; 0 dg, 0
i (rﬁ;a—)ﬁ(g(y))fﬁa—ila—ﬁ(g(y)))
dgy d dg, 0
oty (322 () + o+ 525 (2 0))

Q|

= (fluog)(y)+e

Yn
+810) 3L (@) + - +8 () 3L (2 ()
+£(g()
seklinde olup 1 <i < nicin
Jd(fluog) dg1df dgn df
oldugundan
_f 981 _
+9L (g () f_ljigéy? ;)ylagl )
Flod)®) = (Floog)l)+e b
of —f1(g) 53 —
+o At 5 (8 () - 56
—fn(8 () 55
+f(g(v))
yTa%f—;g)Jr...er;‘,—ag;Zg)
= (fluog) () +e| —fi(e() 258 ..~ fu(s(y) 242
+f(g(y)
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olur.

(fluog) ) =1()=y=(1,-Yn)

oldugundan

yi(1,0,...,0) 4 ...+ (0,0,...,1)
(7 |U Og) (y) = yt+e _fl (g<y)) (1,0,...,0) T _ﬁl(g(y)) (0707“'71)
+f(g(»)

elde edilir.
Benzer sekilde, (go f |;7) (x) = (x) oldugu gosterilebilir. Diger yandan, 1 <i < nigin
d dg’ 9 _ -

i =0, g* A+ ve g ile g fonksiyonlar1 C*—sinifindan oldugundan g = ( f |U)
ay i ayi ) Yi .
dual fonksiyonu dual analitik bir fonksiyondur. O halde, f |;; dual diffeomorfizmdir.

-1

Boylece ispat tamamlanir. [

Tanmm 4.1.8. M C D3 olmak iizere,
Ty={MnNV|VeT}

siifina (D3,?) dual topolojik uzayindan indirgenen dual alt ciimle topolojisi (dual
relatif topoloji) denir. Eger M ciimlesindeki Ty; topolojisine gore dual agiklar D’ uza-
yindaki dual aciklara dual diffeomorf oluyorsa M ciimlesine D uzayinda bir dual basit
ylizey denir.

Buna gore yiizey tanimi agagidaki sekilde verilebilir:

M, D? uzayinn bir alt ciimlesi olsun. Vp € M noktasinin (D?,7) topolojik uzayimndaki
bir komsulugu V olsun. p noktasinin (M, Ty;) alt uzayindaki komsulugu M NV olmak
iizere M NV ile (D?,7) uzayindaki bir U dual agi81 arasinda bir F dual diffeomorfizmi

mevcut ise yani;

F : UCD)*—sMNnVCMcCD?

(@, ) — F(ur,i) = (fy (@, m2), fo (i1,12) , f3 (U1,702))
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bir dual diffeomorfizmi mevcut ise M ciimlesine D> uzayinda bir dual basit yiizey

denir. Burada, 1 <i <3 i¢in

2
fi(@y, ) = fi(ur,u2) (Z +fz Ml;”z))

biciminde olup

F(u,i) = (f) @,m), [ ,1), f3(@,1))
= (fi(ur,u2), fo(ur,u2), f3 (u1,u2))
2 2
Z Jgf + fi (ur,u2), Z ]zf + fa (ur,uz)
+€ 2 Ify
Z af + f3 (11, 112)

= F(uj,up)+¢ (MlFu, +u3Fy, +ﬁ(u1,u2)> =F+¢eF°

elde edilir. Bu durumda, (F,U) ikilisine veya kisaca F doniisiimiine M dual yiizeyi
icin bir parametrizasyon adi verilir. %y = uy + €uj ve Uy = up + €u;, D2 uzayinin dual

koordinat fonksiyonlari olsun. O halde, g € D? icin bu dual koordinat fonksiyonlarinin

# : D*—D

g — u(q) =ui(q)+euj(q) =q1+eq) =7,

75 : D> —D

g — m}(q) =ux(q)+euy(q) =qp+€q5 =7

seklinde ifade edildigini biliyoruz. Bu durumda,

Fl@ = Fu(@mn@)
e (7 (@) Fuy (1 (@) 12 (@) + 15 (@) Fuy (1 (@) 102 (@) + F (11 (@) 02 ()))
= F(g)+¢(4iFu (9)+43F (9)+ F (q)
= ptep’

=7p
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olacak sekilde bir § = g+ &¢* € U vardir. Burada, F = F (uy,u) bigiminde olup

F : UCR>—FU)CR?

q — F(q)=F(u(q),u2(q))

sekline de indirgenebilecegi kolaylikla goriilmektedir.

Aciklama 7. Bu calisma boyunca M dual basit yiizeyi dual yiizey olarak adlandirila-

caktir.

Simdi, (F,U) parametrizasyonuna sahip M dual yiizeyini ele alalim. g € U i¢in F (g) =
polsun. { @5, €24} ciimlesi, g € U C D? noktasindaki dual tanjant uzaymin standart
bazi, F (g) = p € D? noktasindaki dual tanjant uzayinin standart bazi {71p, 72@ ?g}

olmak iizere, F*q lineer doniisiimiine karsilik gelen matrisi belirleyelim.

F = (71772773)
= (fi+efl prefd fitef))

= <f17f27f3)+8 (flo’fzo’fé))
— F4eFY

olmak tlizere,

T;D* — Tr D’

g — Fq(@ig) = (Ciglfi], @ig[f2] . @1q[F3]) lprer =

DU
s

lineer doniisiimiiniin F dual analitik fonksiyonun g € U C D? dual noktasindaki dual
tiirev doniisiimii oldugunu biliyoruz. Simdi, dual tiirev doniisiimii ve dual yone gore

tirev tanimlar1 kullanilirsa

F*ﬁ (?15) = <?17 []_Cl} ’?15 [?2] 7?16 Fﬂ) ’p+8p*:ﬁ
= (iglhi+ten)], @glhte)] @il +efs]) prer-s
(C151A), @ 1510), € i1h])

= — ’p+z-:p*:ﬁ

+e(@g[1]. ¢ (], ¢ (R))
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olup 1 <i<3ig¢in

Ciglfi] = glfl+edig [
al a ; a 0 a 0
_ ( f‘q 1+_f’,qv‘())_|_g( i G- 1+ 5" fi F O)

duy duy duy
ofi E I B
8u1 1 8u1 1
[ 0 2 afz e .
elde edilir. Burada, f; = fi (u1,u2) ve fi' = ¥ uj 5  (u1,up) dir. O halde,
j=1 J
- B 7
Fiq(Pig) = (Ciq[h], @iglfa] @ig[fa)) lprer—s
_ (9h IfY  ofa ofy 9f3 2fy
- ( G 14530 3017+ 30 5 i)
09, 0 G, © 9u 'O 9u, 1
= Fy Iq +8FO |q

bulunur. Diger yandan, dual ylizey kavramindan

f(ﬁl,ﬁz) = F(ul,uz) + &€ (uTFul +u§Fu2 +f(u1,u2)>

= F+eF®

esitliginin var oldugunu biliyoruz. Bu esitligin %; dual degiskene gore kismi tiirevi

JdF oF dFY

P ~ e
ouy |q duy |q+ duy

0
’67: Fy, |q +eF, |q
bulunur. Bu durumda,

F.g (?lﬁ) = Fu |z +€FO F

_or
o0l a
elde edilir. Benzer sekilde,
F*q . T*I)2 — TF(—)D3
@ — Fiq(Pn) = (@nlfi] . @x5fa]. @5 [Fs]) lprer—p
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Fiq(@) = (@oqfi]. @2fa]. @2 f3]) lprep—
= ( €2g [f1+3f1} ?2q[2+€f2} €2 [f3+8f30})|P+£p*:ﬁ

_ (@211l @z o] €aglfs]) eers
re (T[] Tl e A )

olup 1 <i<3ig¢in

Cylfi] = Cyulfl+edy(f]
a 1 a 1 & 10 a lO
(f\qo+ i ) (f 0+ . )
of; 2!
o, 1€, la

elde edilir. O halde,

Fiq(@ag) = (€xlfi].@ulfa] . @x(f3)) Iprep=p
<3f1 9f?‘ o, afzo 00 +88f3° ‘N)
q’ a q I/l q’ au q q

Juy q’&uz 9 Juy q’auz T Ju, 1

= M2 ’(] +8 U |q

bulunur. Diger yandan,

F(ﬁl,ﬁz) = F(ul,u2)+£ (u’fFul +u§Fu2 —i—ﬁ(ul,uz))

= F+eF°

dual analitik fonksiyonunun %, dual degiskene gore kismi tiirevi

oF = OF |~+88F0 -
i) - uy 1 Jusy -

Fy, |7 +eF, o ) lg
seklindedir. Bu durumda,

F.g (?26) = Fulz +€FO 7
oF .
diy q

69



bulunur. F .z lineer doniigiimiine karsilik gelen matris

J(Fa) = [Fq(@y) Faq(x) |

Fu lg Fu2|q~]+8[FO 7 Fuoz|c7]

i | aff A
duy |q duy |q duy “] duy ’Cl
— % o 22 | +e o | 9f B
up '9  duy 19 duy 19 Ju, 14
s | 2L 2\ 9f3 E
du; '4  Jduy 4 du; '4  Jdup 4

= (J(F)+eJ(F) |

bicimindedir. Burada, 1 <i <3 icin

Off _ whi, 1w P +aﬁ7
8u1 18 2 M28u18u2 8141

olup

0 24 2f;
@) = i@ 5 0 @) 0 @) 15 (D) 5 (11 (0) )

90 @)@

82ﬁ . 9% f;
=5 P (Q)+Q2au18u2 (q +8u1 (9)

bulunur. Benzer sekilde, 1 <i <3 i¢in

0 2 2
3itflz @ = ui(@ 83 gu (u1(q), “2@)+uz(~)§ (u1(q) ,u2(q))

2811 @) .00 @)

) 82fi L9%f; dfi
= Q1W(Q)+42a—u%(4)+8u2(6])

elde edilir. Bu J (F,g) matrisi F doniisiimiiniin g dual noktasindaki dual jakobiyen

matrisidir.
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Teorem 4.1.9.
F:D>—D°

F(ﬁ) Zf(ﬁl,ﬁz) = F(ul,uz) + £ (u’fFul +u§Fu2 +ﬁ(u1,u2)>

bir dual analitik fonksiyon olsun. Eger § = g + £4* € D? ve U, R? uzaymin standart
topolojisine gore a1k olmak iizere, Vg € U icin rankJ (F,q) = 2 ise D? uzayinda g € D?
noktasini kapsayan en az bir U € T dual ag181 vardir dyle ki F [7: U — F(U) bir dual
diffeomorfizmdir.
Ispat.

F:D*> —D’

F (ﬁl,ﬁz> =F (Ml,uz) + &£ <MTFM1 —{-M;Fuz —l—ﬁ(ul,u2)>

dual analitik bir fonksiyon ve Vg € U i¢in rankJ (F,q) = 2 olsun. Burada, F ve F
fonksiyonlarinin R? den R? e tammli C*—sinifindan fonksiyonlara indirgenebildi-
gini biliyoruz. O halde, F : R> — R3 fonksiyonu C*—smifindan bir fonksiyon ve
Vg € U i¢in rankJ (F,q) = 2 oldugundan invers fonksiyon teoreminden biliyoruz ki
F |y: U —s F(U) bir diffeomorfizmdir. Yani, (F |/)~" mevcut ve C*—smifindandr.
Simdi, F |z U — F(U) bir dual diffeomorfizm oldugunu gostermek icin (F |g) -
dual fonksiyonunun mevcut ve dual analitik bir fonksiyon oldugunu gostermek ye-
terlidir. Teorem 4.1.7. den F |7 dual analitik fonksiyonunun birebir ve 6rten oldugu
kolaylikla gériilebilir. O halde, F |; dual analitik fonksiyonunun tersi mevcuttur. Ko-

laylik olmasi i¢in bu fonksiyonun tersini (F |f7) ~! = Gile gosterelim. Bu durumda, G

dual fonksiyonu

G FU)CD’—UCD?

X = (X1,%,%3) — G(x1,%2,%3) = (G (¥1,%2,%3), G2 (X1,%2,X3))

biciminde tanimlanir ve bu fonksiyon

G(TC) = G(TC],)_CQ,X3)
= G(x1,x2,x3)+€ (x’fo1 +x5Gy, + %3Gy, +é(x1,x2,x3))

= G+eG’
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seklindedir. Burada,

(F lv)”" (x) = G(x) = G (x1,%2,x3) = (G1 (x1,%2,%3) , G2 (x1,%2,%3))

veE

G(X1 )C2,)C3) (61 (xl,)Cz,X3),62 (xl,XQ,)C3)>
- ( VGI> < ﬁ(G(x)),VGZ>>

—f1(G(x)) Gix, — f2(G(x)) 1, — f3(G(x)) Gy,
—f1(G(x)) Gay, — 2 (G(x)) Gax, — 3 (G(x)) Gax,

bi¢iminde ifade edilir. Gergekten, G, F |7 dual analitik fonksiyonunun tersidir. Bunu

gormek igin,

(F |7 0G) (%) =F |7 (G(x)) =F |7 (G(x1,%2,%3)) =1 (X1, %,%3) = (X1,%2,X3) =X

vE

esitliklerinin varligini gostermek yeterlidir. Simdi, bu esitliklerin varligin1 gosterelim.

Ik esitlik icin,

(FlgoG)(x) = Fly (G(xl,xz,x3)+£ (x’fo, +x§GXQ+x§Gx3+(~?(x1,x2,x3)>)
= (F|u oG) (x1,x2,x3)

X1 (Gix Fuy (G (%)) + Gox Fuy (G (%))

+%3 (G Fuy (G (%)) + Gax, Fuy (G ()

23 (G ey Fiuy (G (%)) + Goy Fuy (G (x)

+Fy, (G(x))G1(x) + Fiy (G(x))Ga(x) + F (G(x))

)
x)))

)
)
)
(

oldugu kolaylikla goriilebilir. Bu durumda,

(F |u oG) (x1,x2,x3) =1 (x1,%2,X3)
oldugundan yukaridaki ifade icin gerekli diizenlemeler yapilirsa asagidaki esitligin
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elde edilecegi aciktir:

(F lgoG) (x) = I(x1,x2,x3)

) | x9(FoG)
'xl aX] +X2 8x2 +X3 8x3

e | —Fi(G(x) 2522 — F (Glx)) 2522

X2

Ikinci esitlik,

(GoFly) @) = E(F v (1, u0) + € (Lf;Ful +ulF,, +F(u1,u2)))

G(F |v (u1,u2))

( 6 fray + U fru, + fi (1,12 >Gx] (u1,uz))

( 16} fouy 13 fouy + fo (u1, 1 2)> Gy, (F (u1,u2))

<u1f3u1+u2f3u2+f3(u1, 1)) G (F (11,11))
+G (F (u1, 1))

+€

olmak iizere, (GoF |y) (uy,up) = I (u,uz) oldugundan

d(GoF) (GoF)

L )
(CoF |p) (@) = I(uru)+e 1 +”i z
G(F (u1,u2)) + G (F (u1,u2))
= (u1,uz) +€(uj (1,0) +u5(0,1))

= (ur,uz)+€(uj,u;)

= (up,mp)=1u
biciminde hesaplanir. Burada,

G(F (u1,up)) = <—F~(u1,u2) valr (ulauz))>7
<—F(u1,uz) , VG (F (ulauz))>

oG 9dG 9G°
dir. Ayrica, 1 <i<3i¢in 5=— =0, =— =
ox} dx; ox}

1

ve Gile 6, C” —smifindan fonksiyonlar
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oldugundan (F |g) ~! = G dual analitik bir fonksiyondur. Boylece ispat tamamlanr.

[
Sonug 4.1.3. M, D? uzayinda bir dual yiizey ve (F,U) ikilisi bu dual yiizey igin bir

parametrizasyon olsun. O halde, dual yiizey tanimina gore

F (@) = F (@, ) = F (ur,u2) + & (w6 Fuy +13Fy + F (11,00) ) = F + eF°

doniisiimiiniin bir dual diffeomorfizm oldugunu biliyoruz. Yani, F ve F ! birer dual
analitik fonksiyonlardir. O halde, {Fg,,Fg, } ciimlesi lineer bagimsizdir. Yani, Fz, Xp

Fy, #0 dir.

Teorem 4.1.10. U C D? dual agik ciimle ve f : U — D bir dual analitik fonksiyon

olsun. Bu durumda,

M={(21,%.f@.%)) | (@1,9,) €U}

ciimlesi D? uzayinda bir dual yiizeydir.
ispat. Uy = uj +Euj ve Uy = uy + €us, D2 uzayinin dual koordinat fonksiyonlart olsun.

Oncelikle, M ciimlesi icin bir parametrizasyon belirleyecegiz.

F : U—FO) =McD’

9 = @1.90) —F@) =391 (4.92))

F@ = F@(@).5:)=(9%./(@%)) = (@ (@).0@).f (@ @),5))
= (W, f (11, 12)) (7)
bulunur. Vg € U C D? i¢in F (u1,1) () = (@152, f (41,2)) (¢) oldugundan fonk-

siyon esitligi tanimindan F (u1,u) = (uy, %, f (1,2)) dual fonksiyonu elde edilir.

Simdi, F fonksiyonunun bir dual diffeomorfizm oldugunu gosterelim.

F(uy,m) = (f) (w1, m2) , fr (W1, m2) , f35 (1, 2)) = (1,12, f (u1,12)) =F +¢F°

olmak iizere, F fonksiyonunun dual analitik ve Vq € U igin rankJ(F,q) = 2 oldugunu

74



gostermek yeterlidir.

F fonksiyonunun dual analitikligi:

F (i1, u) = (f) (@1, w2), fo (W1, 1) , f3 (@1,12)) = (1,1, f (@1,42)) olup

71 : U§D2—>D
Uy, u 0
(@) — fy (i) =1 =y + €uj = fl(ul,uz)+8< 82+ 2a£>’
72 : U§D2—>D
LOf 0
(@, i) — fo(u1,m) =1 = M2+€u2—f2(u1,u2)+g( &f i 2352)

\

fi : UCD>—D

(1,) —  f3(U,m) = f(u1,u)

yazilabilir. Bu durumda, 1 < i < 3 i¢in f; doniisiimlerinin dual analitik oldugu agiktir.

O halde, F déniisiimii dual analitiktir.

Ayrica,
[ o an | [ o 9]
duy duy 8;{1} au%
T(F o f ) af
J(F) = g te| 3 aR
s Ifs a8 IR
| 8u1 8u2 | L 8141 (91,42 _
1 0 0 0
= 0 1 + & 0 0
s I If} A
| Jdu;  Jdup | | du;  Jdup |
_ 0
= J(F)+SJ(F)

olmak iizere, Vg € U igin rankJ(F,q) = 2 oldugu agiktir. Teorem 4.1.9. dikkate alindi-
ginda F bir dual diffeomorfizmdir. Buradan, F (U) = M ciimlesi D? uzayinda bir dual
yiizeydir. Burada, rankJ (F,g) = 2 oldugu kolaylikla gériilebilir. O

Kval
I

Teorem 4.1.11. U, D? uzayini bir dual acik alt ciimlesi olmak iizere, f : U —
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f + &/ dual analitik bir fonksiyon olsun. ¢ € R noktas1 f fonksiyonunun bir regiiler

degeri ise 7_] {¢} ciimlesi D? uzayinda bir dual yiizeydir. Burada, ¢ = ¢+ &c* € D dir.

Tamm 4.1.12. M, D? uzayinda bir dual yiizey ve (F,U) ikilisi bu dual yiizey i¢in bir

parametrizasyon olsun. Bu durumda,

UCD* —F{U)CMcCD’

F

(ﬁl,ﬁz) — F(ﬁl,ﬁz) = F(ul,uz) +£ (uTFM] +u§Fu2 +ﬁ(u1,u2)>

oldugunu biliyoruz. (uy,,u>,) € U bir dual sabit olsun. F (uy,i2,), M dual yiizeyi iize-

rinde bir egri tanimlar.

F(uy,i2) = F(ur,uz)+e

/N

3 Fuy (1) 163, Foy (1103, + F (1110 )
= a(u))+e (u]k(x' (1) + & (u1))

= a(u)

egrisine M dual yiizeyinin ip, = up, + €uy, € D ile elde edilen % —dual parametre
egrisi denir. Diger yandan, F (u,,u,) dual fonksiyonu da M dual yiizeyi iizerinde bir

egri tanimlar.

F(ﬁloaﬁz) = F(”107”2)+£(”T0Fu1 (u107”2)+”§FM2 (”107”2)+ﬁ(”107”2)>
= Blux)+e (B (w)+B (w))

= B(m)

egrisine M dual yiizeyinin uy, = uj, + euj, € D ile elde edilen u,—dual parametre
egrisi denir. & ve B dual egrileri D? uzayinda birer egridir. Bu egrilere dual yiizey
tizerindeki dual sebeke egrileri de denir. 7] —parametre egrisinin hiz vektor alan
da
du

I
Qle

(1)
- Fﬁl (ﬁlaﬁZO)
= Iy (ul,uZO) +€ (uTFulul (ul’u2o) + MéoFuzul (”17”20) +ful (u17u20)>

= o () + € (" () + & (u))

76



ve up—parametre egrisinin hiz vektor alani

dp s
E = P (u2)
= Fﬁz (ﬁl()?ﬁZ)
= Fuy (t152) £ (], Fuyuy (10 2) + 65 Fopa (010,102) + Foy (1, 12)
= B () e (8B (w) + B (w2))
bicimindedir.

Ornek 4.1.13.

F : UCD*—F{U)=McD’

(uy,up) — F (uy,up) = (Fcosupcosuy,7cosy siniy, 7siniy)
orijin merkezli ve 7 dual yaricapli dual kiirenin bir parametrizasyonudur. Burada, u; =
u) + €U} ve iy = u + €uj olmak tizere, - <uy < ,—F <uy < J,uj,us € Rver=
r+&r* € DT dir. Simdi, F (U) = M ciimlesinin D® uzayinda bir dual yiizey oldugunu

gosterelim.

F (u;,up) = (Fcosupcosiy,Fcosiysinuy,7siniy)
= (rcosupcosuy,rcosuysinuy, rsinuy)
uj (—rcosupsinuy, rcosuy cosuy,0)
+& | +ub(—rsinupcosuy, —rsinuysinuy,rcosuy)

+ (r* cosup cosuy,r*cosup sinuy, r* sinuy)
= F(u,up)+e <MTFu1 +usFy, +Fv(u1,uz)>
= F+eF’=(fi, 1. f5) +€ (. 5. 5)

olmak iizere, F fonksiyonunun bir dual diffeomorfizm oldugunu gosterelim.

Ik olarak, F fonksiyonunun bir dual analitik fonksiyon oldugunu gosterelim.

F () = (fy (d1,m), f, (@,%2) , f5 (#1,%2))

olmak iizere, 1 <i < 3 icin f; dual fonksiyonlar1 genisletilirse asagidaki ifadeler elde
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edilir.

7] : U - D2 —D
(uy,uy) — fy(u1,m) = rcosuycosu;
+& (—ujrcosup sinuy — uyrsinuy cosuy + r* cosuy cosuy)

= fi(u,u2) +¢ (MT(;—QJF 851 +fi (”171/‘2))

f, : UCD>*—D
(uy,up) — fo(uy,u) = rcosuy sinuy
+& (ujrcosuycosuy — uyrsinup sinuy + r* cosup sinuy )

= fH (ul,u2)+8< 8f? + zafz + fo(u1, u2)>

fi : UCD*—D

>

3 (@1, 12) = rsinug + € (uyrcosus +r* sinuy)

) e (52 11550 4 )

(alvﬁ2)

bigiminde elde edilir. Bu durumda, 1 < i < 3 icin f; doniisiimlerinin dual analitik ol-

dugu agiktir. O halde, F donu§umu dual analitiktir. Diger yandan,

)= | o oh | 4| 2 o
Ju;  Jdun Jdu;  Jdup
s 9 a3 I

L 81,{1 auz 8u1 auz

—rcosSupsinu; —rsinuy cosuy

= rcosupcosuy  —rsinup sinug
0 rcosuy
[ —U ¥ COS U COS U] ujrsinuy sinug ]
+usrsinuy sinug — r* cosuy sinug —U5FCOS U COSUT — I SiNU COS U
+€ —ujrcosuy sinug —ujrsinuy cos uj
—u5rsinuy cosuy + r* cosuy cos uy —usrcosuy sinuy — r*sinuy sinug
0 —u5rsinuy +r* cosuy
— J(F)+¢J (F°) ]
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seklinde olup Vg € U igin rankJ(F,q) = 2 dir. O halde, teorem 4.1.9. dikkate alindi-
ginda F fonksiyonu bir dual diffeomorfizmdir. Yani, F (U) = M ciimlesi D* uzayinda

bir dual yiizeydir. Diger taraftan,

M={(F,%,%) €D’ |H+HB+33 =7}

bu dual yiizeyin nokta ciimlesidir.

Ornek 4.1.14.

el
S
IN

D> —F{U)=McD’

(ﬁl,ﬁz) — F(ﬁl,ﬁz) = (7008%1,7’Sinﬁ1,ﬁ2)

olmak iizere (F,U) ikilisi F (U) = M dual yiizeyi i¢in bir parametrizasyondur. Burada,

0<u <27, up,ui,uy ERver=r+er* € DT dir.

F (u;,up) = (Fcosuy,Fsinuy,us)
= (rcosuy,rsinuy,uy)

uj (—rsinuy,rcosuy,0)
+€
+u3(0,0,1) 4 (r* cosuy, r* sinuy,0)

= F(uj,up)+e¢ (u’{Fu1 +urFy, +f(u1,u2)>

— F+eF’=(f1,5. ) +e (0 12, 1)

olmak iizere, F fonksiyonunun bir dual diffeomorfizm oldugunu gosterelim.

IIk olarak, F fonksiyonunun bir dual analitik fonksiyon oldugunu gosterelim.

F(ay,m2) = (fy (@1, m2), f5 (w1, m2) , f5 (#01,12))
olmak tlizere,

fi : UCD>*—D
(uy,up) — fy(uy,up) = rcosuy + & (—ujrsinu; +r* cosuy)

0 0 ~
= fi(u,ua)+e€ (ufa—iZJruEa—Q + fi (ul,uz)) ,
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?2 : UQDZ —D
(uy, ) — fo(uy,up) = rsinuy + € (ujrcosuy +r*sinu;)

0 0 ~
= fr(u,uz)+€ (MT8_£ +u§a—iZ + /> (ul,uz)) 7

0 0 ~
= fa(uj,up)+e€ <MTT£+M§a—£ + f3 (ul,uz)>

biciminde elde edilir. Bu durumda, 1 <i < 3 icin 71‘ doniistimlerinin dual analitik ol-

dugu aciktir. O halde, F doniisiimii dual analitiktir. Diger yandan,

[ of on I O
Ju;  Jdup B}u(é 814(2)
J(F) = afs  dfs afy  dfy
J(F) el B B s
s I I}
| Jdu;  Jdup du;  dup
—rsinu; 0 —ujrcosuy —r*sinu; 0
= rcosu; 0 [ +&€| —ujrsinu;+r*cosu; 0
0 1 0 0
= J(F)+¢J (F°)

olmak iizere, Vg € U igin rankJ(F,q) = 2 oldugu aciktir. Teorem 4.1.9. dikkate alin-
diginda F doniisiimii bir dual diffeomorfizmdir. O halde, M ciimlesi D3 uzayinda bir
dual yiizeydir. Diger taraftan, M = {(x1,X%,,X3) € D* | ¥ +X3 =7} bu dual yiizeyin

nokta ciimlesidir.

4.2. Bir Dual Yiizey Uzerinde Dual Analitik Fonksiyonlar

Calismanin bu kisminda diger boliimlerde kullanilacak olan dual yiizey iizerinde dual
analitik fonksiyon kavrami ayrintili bir bi¢imde incelenecektir. Ayrica, dual yiizey iize-
rindeki dual koordinat fonksiyonlarinin yapisi olusturulup boliim sonunda yiizey iize-

rindeki dual analitik fonksiyon ve koordinat fonksiyonuna iligkin bir 6rnek verilecektir.
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M, D? uzayinda bir dual yiizey,

F : UCD* —F({U)CcMcD’

(ﬁlaﬁz) — F(ﬁlvﬁz):(71(ﬁ17ﬁ2)7f2(ﬁ17ﬁ2)7f3(ﬁ17ﬂ2))

F(u,up) = F(u,uz)+e (MTFM1 +usFy, +ﬁ(u1,u2)>

— F+eF°

doniisiimii M dual yiizeyi i¢in bir parametrizasyon ve p € F (U) C V Cyeix M olmak

iizere f : V. C M — D bir fonksiyon ve

F(g) = F(q)+eF’(q)
= F(u1(q),u2(9))
ui (q) Fu, (u1(q) ,u2(q)) +u3 (q) Fu, (11 (q) ,u2(q))
+F (u1(q) ,u2(q))
- H (61)+6(6ffFu1 (@) +5Fu, (@) +F (Q)>

= p+tep’

+&

=D

olsun. Burada,

(6_11 7‘_12)

e
|

= (q1+&q1,92+€q5)
= (q1,92) +€(q1,9>)
= g+eqtcUCD?

bir dual nokta ve #y,up; U C D? iizerindeki dual koordinat fonksiyonlar1 olmak iizere,

1 <i<2icin
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elde edilir. Diger yandan,

]
N
s
8]
e
Ui
SI
N
<l
N
=l

>
I
&...’
o
]
I

Sekil 4.1: F ile f fonksiyonlarinin bileskesi

diyagram olusturulabilir. Burada,

=

— foF:UCD?—D

— h(@) = (foF)(@) =/ (F(@)=f(®)

N

dir. Eger h = foF dual fonksiyonu g = (i1, #a,) = (u1,,u2,) + € (”107 7 > dual nok-

tasinda dual analitik bir fonksiyon oluyorsa f fonksiyonuna p dual noktasinda dual

analitik fonksiyondur denir. Eger Vp € V Cagik M noktasinda f dual analitik bir fonk-

siyon ise f fonksiyonuna V ciimlesi iizerinde dual analitik fonksiyondur denir.

Ayrica, F bir dual diffeomorfizm oldugundan F ' mevecut ve dual analitiktir. Gercek-

ten, eger 4 dual fonksiyonu dual analitik bir fonksiyon ise f dual fonksiyonu da dual

analitik bir fonksiyondur. $imdi bunu gorelim:

F (x) = GEX) =G(x1,%,%3)

= G(x1,x,x3)+€ (x’fol (x) +x3Gy, (x) +x3Gy, (x) + é(xl,xz,x3)>

oldugunu biliyoruz. Burada,

G(x) = (G1 (xl,XQ,X3) ,Go (xl,XQ,X3)) =F! (x)

veE

G(x) = G(x1,x2,x3) (51 (x1,x27x3)>52(x1,x2,x3)>

X)) Gy, (x) = f2(G(x)) G, (x) — f3(G(x)) G, ()
%)) Gay, (¥) = f2(G(%)) G, (%) = f3 (G(x)) Gany (%)
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biciminde ifade edilir. Sekil 4.1 gbz oniine alindiginda

=1 (G(x)+€ (¥[Gyy + XG0, +35G + G () )
71 (G109 51 (G + Gy () 510 (612 )
53 (Gt () (G0 + Gy () 30 (G
=(hoG)(x)+&| +xi( Gy, (v) ;—h (G(x)) + Gax (%) 8‘9 " (6()
461 () S (6(2)

+
Ja

= (hoG) (1) -2 (2557 + 2522 4y 20
=f+ef?
elde edilir. G ve h fonksiyonlar1 C*°— sinifindan oldugundan 4 o G fonksiyonu da C*—
sinifindandir. Ayrica; G, Gveh fonksiyonlar1 C*— sinifindan oldugundan K fonksi-
yonu da C*— sinifindandir. Diger yandan, 1 <i < 3 i¢in

of _af _af
oxf  dx; Jx}

1

ve hoGile K fonksiyonlart C*— simifindan oldugundan f dual fonksiyonu dual analitik
bir fonksiyondur.
Tersine, f dual fonksiyonu dual analitik bir fonksiyon ise / dual fonksiyonunun da

dual analitik bir fonksiyon oldugunu gosterelim.

F : UCD*—F{U)CcMcD’

(@, ) — F(u1,u2) = (fy (@1,m), f5 (@, %), f3 (U1,02))

F (uy,u) = F (uj,up) + € (szFMl +uyFy, +ﬁ(u1,u2)>
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biciminde ifade edildigini biliyoruz. 7 = f o F olmak iizere,

h(u, ) = (foF) (u1,u)
= ( ul,uz )
< uy, uy +£(ulFu1+u2Fu2+F(M1,M2))>

foF)(ui,u)
(Wfflul 1 fruy + 1 (Ml,uz)) ng
(s 3 o)) L (1,0)

X
o (05 o+ 03+ 3 (01,02) ) 9 (F (ar,02))

+f(F (u1,u2))

[
o =l

(F (u17u2))

s

[\S}

+&

QO
~

(O8]

oldugundan yukaridaki ifade diizenlenirse

E(ﬁl,ﬁz) = (fOF) (ul,uz) +é& < (gu]F) —i—uZa %C:ZF) +ﬁ(u1,u2)>
= h(u1,u2)+8< aahlJruzaahz H (u1,ur)

— htelld

elde edilir. F ve f fonksiyonlar1 C*— sinifindan oldugundan f o F' fonksiyonu da C*—

sinifindandir. Ayrica; ]7, FveF fonksiyonlar1 C*— sinifindan oldugundan H fonk-
oh _ oh ahO
du - 8u,~ du;

hile H fonksiyonlar1 C*—smifindan oldugundan % dual fonksiyonu dual anahtlk bir

siyonu da C*— sinifindandir. Diger yandan, 1 <i < 2 i¢in

fonksiyondur.

Sonug olarak, f dual fonksiyonu dual analitik bir fonksiyondur.<=> & dual fonksiyonu
dual analitik bir fonksiyondur.

#; ve i, koordinatlarimin U C D? iizerinde dual koordinat fonksiyonlar1 oldugunu bi-
liyoruz. Simdi, F (U) cVv Cagik M iizerindeki dual koordinat fonksiyonlarini bulalim.
O halde,

F{U)CMcD’—D
w(p) = (moF ) () =m (F (7)) =m@=a

|

l
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Sekil 4.2: M dual yiizeyinin birinci dual koordinat fonksiyonunun diyagrami

ve
v F(U)CMcD*—D
— — (= =\ e = (1 — =y =
p— 0)= (moF ) ) =%(F () =n@ =2
Sekil 4.3: M dual yiizeyinin ikinci dual koordinat fonksiyonunun diyagrami
elde edilir.

u,v:F (U) € M — D dual fonksiyonlarma M dual yiizeyi iizerinde (F,U) paramet-

rizasyonuna gore elde edilen dual koordinat fonksiyonlar1 denir.

Ornek 4.2.1.

|

D° —F(D)=McCD’

(w1, u2) —> F (uy,up) = (1,02, u.u)

parametrizasyonuna sahip M dual yiizeyi verilsin. D? uzayinin dual koordinat fonksi-

yonlar1 uy = uj + €uj ve up = up + €u; seklinde oldugundan

F(ﬁ],ﬁz) = (ul,uz,ul.uz)—i—£(u>f(1,0,u2)+u§((),l,ul))

= F(u1,u2) +€ujF, +usFy,)
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elde edilir. Simdi,

|
<l
|

o

bi¢iminde tanimli dual fonksiyonunun M iizerinde dual analitik bir fonksiyon oldu-
gunu gosterelim.

M C D’ oldugundan

(P1,P2,P3)

Sl
I

= (p1,p2,p3)+€(p}.ph.ps) EMCD’

noktas1 D3 uzaymin dual koordinat fonksiyonlari cinsinden yazilabilir. O halde, p dual

noktasinin agagidaki gibi ifade edilebilecegi agiktir:

P1s Pz;P3)

S
I

x1(P) +&x1(p) %2 (p) +&x3 (P),x3(P) + €x3(P))

(P

= (p1,p2,p3) +€(p1,P3:P3)
(
(x1(P), %2 (P), X3 (P))

olmak tuizere,

F(B) = 2paps—4p1+5+€(—4p; +2p3ps+2pap3)
= 2(p)x2(p)x3(p) —4(p)x1 (P) +5(p)
+&(—4(p)x1 (P) +2(p)x3 (P)x2 (P) +2(P) x2(P) 3 (P))
= ((2xpx3 —4x1 +5) + € (—4x] +2x3x; + 2x2x3) ) (D)

elde edilir. Fonksiyon esitliginden

= ((2xpx3 —4x1 +5) + & (—4x] +2x3%5 +2x0x3))
= sere(udt
- i:1Xi dxj
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bulunur. Sekil 4.1 dikkate alindiginda

h

= FfoF:D*—D

(@, 1) — h(w,m) = (foF) (u,m) = f (F (u1,u2))

biciminde olup

h(uy,u)

(ulvuZ) +€ (MTFMI + ”SFuz))

/| =l
B!

(g, up,uy.up)+ € (uj (1,0,un) +us (0,1,u1)))
2usuy —duy +5+¢€ (u] (ZM% —4) +4duyuru)

h(up,up)+ € (uihy, +ushy,)

dual fonksiyonu Vg € D? dual noktasinda dual analitik bir fonksiyondur. O halde, f

dual fonksiyonu bu dual yiizey iizerinde dual analitik bir fonksiyondur.

Simdi, yukarida tanimlanan f dual analitik fonksiyonunu M dual yiizeyi iizerindeki

koordinatlar cinsinden ifade edelim.

#,v: M C D> — D koordinat fonksiyonlar1 M dual yiizeyinin koordinatlar1 olmak

lizere,

u(p) = < uio )
q) = u1(q) +euy (q)

= ql""gcfi< :qla

I
=l

v(p) = (moF ') ()
= (1771(1_?)>
= 2 (q) =u2(q) +&uz (q)

= @tep =9,
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seklinde olup

= f(91,92:91-9>)
= 243q, — 4G, +5
= 2v*(p)u(p) —4u(p) +5(p)

= (2v’a—4a+5)(p)

bulunur. Fonksiyon esitliginden f = 2v2% — 4i + 5 elde edilir.

4.3. Bir Dual Yiizeyin Tanjant Uzay1

Tamim 4.3.1. D3 dual uzayinda bir egri

a : I1C,uD—D?

l

af)=a)+e ("o (1) +a(r))

seklinde ifade edilir. M C D? bir dual yiizey olmak iizere, V7 € I icin @ (7) € M ise @

egrisine ylizey lizerindedir denir ve

~l

o CD—M

l

af)=al)+e(ta () +a() =a+ea’

biciminde yazilir.

M bir dual yiizey olmak iizere,

UCD* —F{U)CMcD’

F

(ﬁl,ﬁz) — F(ﬁl,ﬁz) = F(ul,uz) +& <MTFMI +u§Fu2 -l-f(ul,uz)) = F+8F0
dual diffeomorfizminin mevcut oldugunu biliyoruz. Vp = p + ep* € M C D3 icin M
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dual yiizeyi iizerinde bulunan ve p = p + €p* dual noktasindan gegen en az bir egri

vardir. En azindan dual parametre egrileri (dual sebeke egrileri) vardir. Diger yandan,

a:foﬁ
olacak sekilde bir
B ICD—UCD?
i — BO=B0O)+e(rBO+B0),

BM = B0)+e(rB(n)+B0))
= (Bi(1).Ba (1)) (Bl (1) + B (1) "B (1) + o (1))

egrisi vardir. Bu durumda,

af) = (hﬁ) (7)

t* (FoB) (t)+Bi (t) (Fu, 0 B) (¢)
+B2 (1) (Fiy 0 B) (1) + (Fo B) (1)
= a@)+e(o (1) +a(r))

= (FoB)(t)+¢

seklinde yazilir. Burada, B tek olarak belli iken @, @ tek olarak belli iken B tek olarak
bellidir.

7 .=

Tamm 4.3.2. M, D? uzayinda bir dual yiizey ve p = p + £p* € M icin V= 7}—1—
= —

87}% € TT,D3 olsun. V 5 dual tanjant vektorii p noktasindan gecen ve M iizerinde bulu-
= —

nan bir egrinin hiz vektdrii olarak yazilabiliyorsa, V 5 dual vektoriine M dual yiizeyinin

P = p+ €p* € M dual noktasindaki dual tanjant vektoriidiir denir.

Aciklama 8. M dual yiizeyinin p = p +€p* € M noktasindaki tiim dual tanjant vektor-

lerinin ciimlesi T5M ile gosterilir ve M yiizeyinin p noktasindaki tanjant uzay: olarak
= — -

adlandirilir. Bu durumda, V 5 = 7 5+ 8?% € TM olmasi i¢in gerek ve yeter sart / C D

bir dual agik ciimle olmak iizere, 3ot : I C D — M egrisi i¢in J7g =to+ €15 €1 C D
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vardir dyle ki

a(fo) = a(t(n))+e( () (t(o))+a(t(w)))
= () +e(tga (to)+al(rn))

= ptep'=peM

\

. " =
G(io) = o (10) + € (150" (10) + & (1) = V s+ €V 5=V
olmasidir.

Teorem 4.3.3. M, D? uzayinda bir dual yiizey, (F,U), M dual yiizeyi icin bir para-

metrizasyon ve § = g+ €q* = (uy,,uz,) + € (”1 7”20) € U olmak iizere,

F(g) = F(q)+eF’(q)
= F(q)+¢(ui,Fu (9)+u5,F (4)+ F (q)
= p+t+ep*

=P

olsun. Bu durumda,

= = . = a
V,7=75+€7;5€ TﬁM<:> VﬁG Sp{Fﬁl (6)7Fﬁz (5)}

dir. Burada,
Fﬁl =Fy, +¢€ (”TFMIMI +I"EFM2M1 +f‘”l> )
Fu, @) = Fuy (9)+ € (4, Fuvu (0) + 163, Fou (9) + Fuy (9))
Fﬁz =F,+€ (”TFMIMZ + ”éFuzuz +ﬁu2> )

Py (@) = Fuy (4) + (1, Furas (9) + 165, Fasa (@) + s (a)

dir.

Ispat. F:U CD?—F (U) C M C D? bir dual diffeomorfizm oldugundan gostermistik
ki {fﬁl ,fﬁz} ciimlesi lineer bagimsizdir. g = g+ €q* = (uy,,uz,)+€ (uTO, u§0> olmak
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uzere,

F(qg)=F(q)+eF’(q)=p+ep" =P

olup p noktasindan gegen u; ve u, dual parametre egrileri F (uy,u,) ve F (uy,,42)
seklindedir ve Fy, (), Fz, (§) € T;M dir.

= _
Simdi, kabul edelim ki V 5 = Vs+ 8V§ € T3M olsun. Bu durumda,

@) = a(i(0))ve(" (0) () +a(:(0)))
= a(0)+ea(0)=p+ep"=p

Ve

a(0) = w(0+€0) = o'(0)+ed (0)

A

|

olacak sekilde M dual yiizeyi iizerinde bir

B® = Bo)+e(rB0+B)
= (Bi(1), Ba(r)) +& (¢ Bi(0) + B (1) " Bo(1) + B (1))
= B+ep°

N———

bir egri olmak iizere,

af) = (F OB) )
t*(FoB) (1) +Bi () (Fuy o B) (1)
+B> (1) (Fuy o B) (1) + (Fo ) (1)
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biciminde yazilir. f = 0+ 0€ icin

olup
iy = B1(0),u2, = Bo(0), 15, = P1 (0) ve us, = B2 (0)

dir. Bu durumda, F = F (u;,uy) olup

(Fop)(0)=F(B(0))=F(q)

seklindedir ve buradan

a(0) = Fla)+e(ui,Fu (0)+55,F (@) +F (q))
= p+tep’

=P

elde edilir. Diger yandan, yukarida ifade ettigimiz o = <7 o B) egrisinin ¢ dual degis-

kenine gore tiirevi

”g = Fuy (B()) B () +Fu (B(1)) B5 (1)

+£
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do - =
bicimindedir. Bu durumda, T ifadesinin f = 0 noktasindaki degeri

(Fuy o B) (0)

do ~ ”TO( uu ©B)(0)

a0 = | i oB)O) {6110 +eBi0)
+(FuoB)(0)
(i, B) (0

”TO( uwu, © B) (0)
" )

+€ +”20( o, © ) (0)
+(FoB) (0)

(B10)+ B3 (0))

dir. Burada, F,, = Fy, (u1,uz) ve F,, = F,, (u1,uz) dir. Bu durumda,
( u1oﬁ)( )= Fy, (”107”20) Fy, (9)

(Fup 0 B) (0) = Fy, (14, u2,) = Fu, (q)
olur. Boylece, c; = B (0), ¢} = El’ (0),c2=P,(0) ve c5 = Eé (0) € R denilirse

a0) = (c1+ec)) (FM1 (q)+s(u’foFu1ul (9) + 3, Fipu, (q) + Fuy (q)))

+ (e +ec3) (Fin () & (i, Furae (@) + 13, e (9) + Fo (4) ) )

= ElFﬁl (ﬁ) +E2Fﬁz (5)

elde edilir. O halde,

dir.

olacak sekilde ¢;,¢, € D vardir. Simdi, M dual yiizeyi iizerinde @(0) = p ve @(0) =
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= - —
V 5 olacak sekilde bira : I C D — M C D’ egrisi belirleyelim.
a:ICD—-McCD’

() = F (uy, +1c1,un, +1c2)

olmak izere, uy, +tc1 = Pi(t), uzy +tco = Po(t), uj, +1cj = El (t) veus +tc; = Ez(t)

denilirse,

af) = <F03> 7)
t*(FoB) (1) +Bi (t) (Fuy o B) (1)
= (FoP)(t)+ N -
P 8(+ﬁz(t)(Fu20B)(t)+<FOﬁ)(t))
= a@)+e(t"ao'(t)+a(r))

elde edilir. Bu durumda,

B1 (0) (Fyy 0 B) (0) + B2 (0) (Fiy 0 B) (0)
+(FoB) (0) )

= F(B(0)+&(Bi(0)Fy, (B(0)+B2(0) Fuy (B(0)+F (B (0)))

= F (u1g,02,) + & (5, iy (101 102) 163, Foy (119502, + F (u1,103,) )

- (FOﬁ)(0)+8(

bigimindedir ve biliyoruz ki
(FoB)(0)=F(B(0)) =F (u1y,u2) = F(q)
dir. Benzer gekilde,
(Fiy ©B)(0) = Fiyy (q) ve (FuyoB)(0) = Fuy (q)

dir. Bu durumda, yukarida buldugumuz esitlikler géz oniine alindiginda & egrisinin
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f = 0 noktasindaki degeri asagidaki gibidir:

@0) = Fla)+e(ui,Fu (@) +u3,F () +F(0))

= F(q)=p+ep =p.

Simdi, & egrisinin 7 dual degiskenine gore tiirevi alinirsa,

Ci,—? = (FyoB)(@)Br (1) + (FyoB) (1)-B2 (1)
£ (FoB)" (1) +B{ () (Fuy o B) (1)
+B1 (1) (Fuyuy © B) (@) By (8) + (Fuyuy © B) (1) B3 (1))

T B 0) (FaoB) 0+ Ba) ( a4 ( ()> )
2

H(Funiy 0 B) (1) B3 1
+(FuoB) 0B (0)+ (FuoB) ()83 ()

olur. ¢ = B/ (0), ¢; = B/ (0), c2 = B, (0) ve ¢ = B (0) € R olup

i (0) = (Fu,oB)(0).c1+(Fiy0PB)(0).c2

ci (Fu, ©B) (0) + 1 (Fuyuy © B)(0)-c1 + (Fuyu, 0 B)(0).c2)
+e| 463 ( o B)(0) + uz, ((Fiyu, © B)(0).c1 4 (Fupup © B)(0).c2)
+ (ﬁul oB) (0).c1+ (ﬁ,,,z oﬁ) (0).c2

elde edilir. Bu durumda,

«0) = @)

= (e1+2¢}) (Fu (@) +2 (4], Far (@) + 5, Fasas (@) + Fua () )
o+ (ca+265) (Fuy (0) & (4, Faras (@) + 13, P (4) + Fo (a) ) )
= C1Fg (@) +c2F% (9

=
=V,

. — —
bulunur. Sonug olarak, &(0) = V5 = 754— 87}; € T;M elde edilir. Boylece ispat

tamamlanir. O]

Ornek 4.3.4. Orijin merkezli birim dual kiireyi ele alalim. Bu kiirenin bir parametri-
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zasyonu

F:UCD*>F(U)=McD’

F (uy,u) = (cosupcosuy,cosupsinuy,sinuy)
e uj (—cosupsinuy,cosuycosuy,0)
+u} (—sinup cosuy, — sinuy sinuy, cosuy)

= F(uy,u2)+€ujF, +usFy,)

= F+eF°

seklinde yazilir. uy, = 5, upy = 7, uj =1, U5, = 2 igin uy, + €uj, = Zreveuy +
eus, = % +2¢ olmak iizere, § = (

F(g) = F(q)+eF°(q)

elde edilir. Diger yandan,

Fu, = (—cosupsinuy,cosu;cosui,0)
uj (—cosupcosuy,—cosupsinuy,0)
+&
+u (sinuyp sinuy, — sinup cosuy, 0)
ve
Fu, = (—sinupcosuy,—sinuysinuy,cosuy)
e uj (sinup sinuy, —sinup cosuy,0)
9

+u3 (—cosup cosuy, —cosup sinuy, —sinuy)

olup bu ifadelerin g dual noktasindaki degerleri sirasiyla

Fn (@) = (—?,0,0)%(@,—?,0)

= Fu () +eF, (q)
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veE

5

— V2 V2 V2
n (@) = (07—7,7>+8(7,—\/§,—\/§>

= Fi,(q)+eF,(q)

biciminde bulunur. Ayrica, burada

(Fu (@) Fa, @)y = (Fu (@) +€F, (@),Fiy (@) +€F Q)
(Fu (@), F) (2))

= (Fuy (q),Fi, (9)) + €
+(Fo (@), Fi, (@)

= 0+4+0e¢
=0

dir. O halde, Fy, (¢) Lp Fu, (q) elde edilir.

Simdi, p=p+e¢ep* = (O, @, \/7§> + £ <—\/T§, A \/5) noktasinda bir dual tanjant
vektor belirleyelim. Teoremde gosterdik ki V4 € ToM = Sp {Fg, (¢),Fz, (9)} oldu-
gundan ﬁp = C1Fg, () +¢2F%, (q) olacak sekilde ¢; = ¢+ &cf, ¢ =2+ &c5 €D
vardir. Bu durumda, c; = 1,¢] =2, co = —1,¢; =licinc; = 1+2evecr = —1+¢

secilirse

<l

o V2 V2 V2 V2 3V2
U N A U R
= 75+e7};

bulunur. Simdi,
P
olacak sekilde @ : 7 C D — M C D3 egrisi belirleyelim. 7 C D bir dual acik ciimle

olmak tlizere,

a:ICD—-McD?

() = F (uy, +1c1,un, +1c2)
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up, + 1ch

denilirse,

B
egrisi vardir. Bu durumda,

(Fop)(r)

e

T
~—t

X

T T
)cos (5 —|—t> ,cos(

uy, +euj, + (t+et”) (c) +&cy)
Uy, +tcr+¢€ (t*cl +uj, —HCT)
Bi(e)+& (1Bl +Bi (1)),

up, + €us + (t+€t”) (e +&c3)
U, +ter+ € (t'co +us, +1c5)

Ba(t) +e (1*By(r)+ B (1))

)+ (B +B<))
o
)+e

7 42, —t" +241)
T
4

—t (L=1)+(1+42t,2+1))

" (FoB)' (1) + B () (Fiy
+B2 (1) (Fiy 0 B) (1) + (FoB) (¢

~—t

)s'n( +t sn<7r
1 1
2 )

= —t

4 4 4
sin (§ —1)cos (5 +1) —cos (¥ —t)sin(§ +1),
t* | sin(§ —1)sin (5 +1) +cos (¥ —1)cos (5 +1),
—cos (§—1)
t+e +(1+21) ( meos (G )sin(3 ), )
cos (% —1)cos (5 +1),
—sin (£ —1)cos (5 +1),
+@2+1) | —sin(Z—1)sin(§+1),
cos (¥ —1)
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bi¢iminde bir egri elde edilir. Burada,{ct(r), a(t)) = 1 ve (a(t),o(z)) = 0 seklinde

olup & birim dual kiirenin iizerindedir. Ayrica,

a(0) = @ (0+0¢)= (o,ﬁ ﬁ) +e (—?,—ﬁ,ﬂ)

elde edilir. Diger yandan; @ egrisinin ¢ dual degiskenine gore tiirevi alinirsa

d_? _ ( sm( ) s( +t)—sin(§+t)cos(%—t),
dt sin (§ —1)sin (5 +1) 4+cos (§ —1)cos (5 +1),—cos (§ —1)
sin (§ —t) cos (5 +1) —cos (§ —1)sin (5 +1),
| sin(§ —1)sin (5 +1) +cos (§ —1)cos (5
—cos (§ —1)
+2. (—cos (¥ —1)sin (5 +1) ,cos (

+(1+21)
t+e '(sm(%) n(%41) - cos(%t)cos(l—i-t),)
sin (§ —1)cos (5 +1) —sin (5 +1)cos (¥ —1),0
+ (—sin(§ —1)cos (5 +1),—sin (¥ —1)sin (5 +1),cos (§ —1))
+(241)

da VIVl V2 V2, 32
a0 <‘7’7’—7)+ (‘7‘*7)
= VreVi=5

elde edilir.
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Sonu¢ 4.3.1. (F,U), M dual yiizeyi i¢in bir parametrizasyon olsun. O halde,

F : UCD*—F({U)CcMcCD’

(@i1,70) — F(@,m) =F (u1,u2) + € (uTFul +uiF,, + F (u, u2)> — F+eF"
dual diffeomorfizmi mevcuttur.

Z] (ul()?’/lZO) (M107u20>+6(u]07u20) _q+8q
olmak tlizere,
F(q)=F(q)+eF°(q)=p+ep" =D

M dual yiizeyi lizerinde bir dual nokta olsun. O halde, {Fy, (¢),Fz, (g) } climlesi lineer

bagimsiz ve

TﬁM =3 Sp {Fﬁl (a) 7Fﬁ2 (C_I)}
oldugundan {Fg, (q),Fz, (q)} ciimlesi TsM dual tanjant uzayinin bir bazidur.

Tamim 4.3.5. M, D3 uzayinda bir dual yiizey olsun. Bir

X : M—TD?

S|
e
S
Il
s
Il
o
-
<

7 =
doniistimiine M dual yiizeyi iizerinde bir dual vektor alani denir. Vp € M icin X

— = —
T5M ise X vektor alanina M dual yiizeyi lizerinde dual tanjant vektor alani denir.

— = — = —
VpEMicin X5 € (TﬁM ) Dise X Vektor alanina M dual yiizeyi iizerinde dual normal

vektor alam1 denir. Bu durumda, T = Z dual vektor alanina M dual yiizeyinin

birim dual normal vektor alani denir. Yam
= _ - _
Xp=Xp+eXye (TM)'? =¥V e TM icin (

Aciklama 9. Bir M dual yiizeyinin dual tanjant vektor alanlarmn ciimlesi x (M) ile
dual normal vektor alanlarinin ciimlesi y (M) D ile gosterilecektir.

Tamim 4.3.6. M, D3 uzayimnda bir dual yiizey, p = p + €p* € M bir dual nokta ve
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—

Wp= Wﬁ+ SW;% € T5M olsun.

a : ICD—McD?

@) = a(t,t*)+ea® (t,t*) = a(t) +e ("' (1) + a(r))

l
Ql

bir egri olmak iizere,
@ (0) = a(0)+£a(0)=p+ep =p

Ve

—_:&(E) =d/(r)+e(r*a" (1) +a (1))

olup

a(0) = o'(0)+e(0.a"(0)+& (0)
= a'(0)+& (o' (0))

— V_V)i;-i- EW%
=
= W5
olsun. Diger yandan,
7 McD?>—D
P — () =r(p)+ef’(p)

_ 3 f
f(p)= Z 8_ f(p)
. ) -2 .
bi¢iminde bir dual analitik fonksiyon olmak iizere, bu fonksiyonunun W yoniindeki

tiirevi

d _
slf] = E(foo‘) =0

=\
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seklinde tanimlanir. Burada,

(Fow) (@) = (fom)(n)+e =

= B)+e(rB1+BW)

bir dual analitik fonksiyondur.

= —
Aciklama 10. W € T;M dual tanjant vektorii bir operatdr olarak asagidaki gibi ta-

nimlanir:

Burada, U C M bir dual acik ve
C(UCM,D)={f|f:UCM— D dual analitik fonksiyon }

seklindedir.

=
Asagidaki teoremde W dual tanjant vektOriiniin bir operator olarak lineer oldugunu

ve Leibniz kuralin1 sagladigini gosterecegiz.

Teorem 4.3.7. M, D uzayinda bir dual yiizey, p = p + €p* € M bir dual nokta, M
— — = —
nin p € M noktasini igeren U dual agik alt ciimlesi ve W5 = W 7t SW% € T3M olsun.
f.gecC (U cM D) dual analitik fonksiyonlar olmak iizere,
= _
) Wy[f+zg| = fj+W
— =
)V?L l—f—sl*EDlgan lf] =AW5|f].
_ :>
imw[ g = [Tg p) W53l

esitlikleri mevcuttur.

l_|

Ispat.

a : ICD—McCD’
i — a)=a(t)+eat,t*)=al)+e(t* (1) +a(r))
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bir egri olmak iizere,

o (0) =a(0)+ea(0)=p+ep*=p
ve
—=a)=a( )—i—e(t*oc”( )—i—&’(t))

olup
° _ =
a(0)=Wy+eWs =W,
olsun. f,g € C (U - M,D) dual analitik fonksiyonlarinin D3 uzaymin dual koordinat
fonksiyonlar1 cinsinden yazilimi
3

f(® = +8<2xa—f ) f+ef?

i=1

3
g(®) =gx)+e (Zx g—g+g( )) =g+eg’
bicimindedir.
i)Vf,g€C(UCM,D) igin,
(f+3)® = fF®+2®
— (o)W e (

-
QU
N
2+
o
_|_
Vo
)
_|_
[0,¢)
N———
~__

seklinde tanimlanir. Bu durumda,

WyFrg] = (f+g)oa) (0
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oldugundan

i3 = oarone| (70
+

elde edilir.
ii) Vf € C(U C M,D) ve VA = A +€A* € D igin,

(T7)® = 17
= (Af)()+e <ix}"ag;lf) + (A7 +27f) (x))

biciminde hesaplanir. Bu durumda,

B 3
Wa[77] - <<zf>oa>’<o>+e( (@0, 5 (%)) (ff'?i> (O))

- 3
- l-(foa>’<o>+s(”<°‘(I>’,~Zl)( ;

olup bu ifade diizenlenirse

) (0)
W, 17| = (+ern. ( +8( <&(z),i§1 (%)0a) (r).?i>,(0) ) )

dir. Sonug olarak,



iii) Vf,g € C (U € M,D) igin,

(fo@® = f@®3@

bicimindedir. Bu durumda,

=
W5[fg = ((fg)oa)(0)

oldugundan

Wy[Fg = (Foa) (0).(g0m)(0)+(foa)(0).(s0m) (0)

3
Le +<a(r),i§1 foa)(t).

3 ' N
W,[Fa - [(foa>/<o>+e <<&<z>,z (5 00) <r>.?,-> 0)+ (Fou) <o>)]

~.
—_




olarak hesaplanir. Diger yandan,

3 ~
fx) = f(X)+€<ZX?§—£+f(X)>

i=1

= f+ef’

ve

dual analitik fonksiyonlari icin

f=f(x1,x2,x3) ve g = g (x1,X2,x3)

biciminde olup

f(p) = f(a(0)) = (foa)(0)

veE

g(p) =g (a(0)) = (goa)(0)

dir. Benzer sekilde, bu dual analitik fonksiyonlarin dual kisimlari
309 ~
/= Zx,’-‘a—){ (x1,%2,%3) + f (x1,%2,%3)
1 l

olmak iizere,
ve \
& (7) = Y. (0) (j—g 0 a) (0)+ (@0 ) (0)

olarak hesaplanir. O halde, yukarida buldugumuz esitlikler (4.3.1)) denkleminde yerine
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yazilirsa

(foa) (0)
= - ~ 3 (ar - ! 0
Wolrg] = | [ (@0 L (Fea) @) ©0) ) |-(s?)+ee’ )
+(foa) (0)
(goa) (0)
0 TR —>.>/
cU@rer®) | (0.5 (o) 0.2) 0
+(goa)'(0)
= — =
= W5[f].3()+f () Wslz]
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. [
4.4. Bir Dual Yiizeyin Sekil Operatorii
=
V € x (D?) olsun. Bu durumda,
Vv : D'—r1D?
P — V(p)= ﬁﬁ: 7;,;+ 87; € T,D’

=
biciminde ifade edilir. Burada, V = (¥1,7,v3) olup X1, %,,%3; D? uzaymin dual koor-

dinat fonksiyonlar1 olmak iizere, 1 <i < 3 i¢in

seklinde tanimli dual analitik fonksiyonlardir.

Diger yandan, D dual kovaryant tiirev operatorii olmak iizere,
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ve p € D? icin

olup
D= W = Dy W—k D+ W0+D7 W
1% P £ P 5

3
- DV,;W +& <Z’1 ijvﬁij +D7‘5§ +DV>I§W>>
j:

biciminde ifade edilir.

_ = il
Ayrica, M, D? uzayinda bir dual yiizey ve W € y (M) olmak iizere,

a : ICD—McD?

~I
]

S

I

3
+
(¢0)
9\
+
Q

d _ _ d _ _ d . _
— (o g R0 g 5 (20T b )
biciminde ifade edilir. Burada, 1 <i <3 i¢in

L mow) | y=0wioa)(0)

esitligi mevcuttur.

=
S
Jox]
[¢°]
=
.l;
.lk
)—t
N
S
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[W jH <5;j>,%@>>])+ P53 7).

e§1t11kler1 mevcuttur.

Aciklama 11. M, D3 uzayinda bir dual yiizey ve bu yiizeyin birim dual normal vektor

= =
alan1 Z olsun. Burada, Z = 7 + 870 olup

2.7
d

=140¢

71, = 12[+e> 57~

bicimindedir. Buradan goriilmektedir ki H?H =1ve <7, 70> = 0 dir. Bu durumda,

<?,%>>D = <7 +eZ% 7 + 870>D
(77 +2(7,7%)

= 1+0¢

= all
elde edilir. Ayrica, V'V ; € T;M igin

(@

NI
NI

)] = Vo [1+0¢]

— V[1]+e V5[] =040e =0

bulunur. Diger yandan, yukaridaki teoremden biliyoruz ki

oldugundan

yani,

=2 o - .
dir. Z = 7 + 870 bu yiizeyin birim dual normal vektor alan1 oldugundan Vp € M i¢in
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= —\lp .. —. = — .
Z |p€ (TﬁM ) dir. O halde, Vp € M i¢in D$ Z € TzM elde edilir.
i

= _
Diger yandan, Z € (x (M))lD ve

=
/Z = 7+870
(z1,22,23)
= (z+ed,z0+e3,23+€23)

= (z1,22,23) +€(2),2,23)
olup 1 <i<3igin

Z : D’—D

3 07:
— zi(x)=z(x)+¢€ (ijg—zl ~|—Z-(x)) =z + €2
=1 9]

=l

seklinde tamimli dual analitik fonksiyonlardir. Buradan goriilmektedir ki Vp € M igin
= — = — AN _
Dy Z = (D37 (p) € M olup D3 Z € x (M) dir

Buna gore asagidaki tanim verilebilir.

Tamim 4.4.2. M, D3 uzayinda bir dual yiizey ve bu yiizeyin birim dual normal vektor

=
alan1 Z olsun. Bu durumda,

x (M) — x (M)
— S(?) :5;? :DY?—FS (Dy7O+D7*7) ,

> el

3(?) :Dyﬁ%—e <]:ixj (D?7>xj +D7§> +D§>7> =S+es?

doniisiimiine M dual yiizeyinin dual sekil operatérii denir. Bu durumda, Vp = p+€ep* €

M igin

<
T
SR

>l
~|
%1}
~|
Ve
S
|
N—
I
ol
]

doniisiimiine M dual yiizeyinin p = p + €p* € M noktasindaki dual sekil operatorii
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denir. Burada,

_ = —
Dy Z = Dy % (7 + 370)
= (D?~7 +€ (D?~70 —I—D?i?) )
3 =
= D75? + € <Z’1 ijyﬁ?xj -I-DY[7 Z +D§>[§7>
j:

bicimindedir.

Teorem 4.4.3. M, D3 uzayinda bir dual yiizey ve M dual yiizeyinin dual sekil operatérii

S olsun. ¥p € M igin S5 doniigiimii bir lineer doniisiimdiir.

. — = =

Ispat. Va,b € D ve VX 5, Y 5 € T;M igin
_ = = _ =

S5 <(1Xﬁ+bYﬁ> :Dﬁ?ﬁi? Z

a+8a (? +e? ) +(b+eb* (7 +87 )7+870

=D R b7 (XX bV 5 Y )7 +eZ!
VA

= (D 47.Z)+¢ ( o7 -

+<Da?[§+a*?,;+b7;+b*7,7 )

oldugundan

seklinde olup bu ifade diizenlenirse

S5 (ai, +E?>p> = (a+e€a*) <D7p7 +e (D? 70+ D+, 7) )
Z+e (D7ﬁ?° +Dy. 7) >



elde edilir. O halde, Vp € M dual noktasinda S lineer oldugundan S lineerdir. ]
Simdi,

ICD—McCD’®

gl

~|

— af)=a@)+e(td O)+a()),

o]

NI

I
/_\

N

o

=]
NG

=
X

Sl

olup 1 <i<3igin

%(Zioa) | 0= (Gio®)(0)

. 3 8z,~
+e <<oc(t),j:21 (a_xjoo‘) (t).?,~> 0)+ Zioa)’ )
=

_>
bi¢imindedir. O halde, M dual yiizeyinin Z birim dual normal vektor alaninin X 5 dual

tanjant vektoriine gore dual kovaryant tiirevi

_ = d /=
Dy Z = E(zOoc) -
d d
— (@@ G @0 g 5 G0 )

+€

seklinde elde edilir.
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Aciklama 12. (F,U), M dual yiizeyi i¢in bir parametrizasyon olsun. O halde,

UCD* —F{U)CMcD’

F

(@i1,70) — F(@,m) =F (u1,u2) + € (MTFMI +uiF, +f(u1,u2)) — F+¢eF°

dual diffeomorfizmi mevcuttur. 1 <i <2 i¢in

g—; =Fg =F, (uj,u2)+ € (MTFulu,« + s Frys + By, (ul,uz)> =F, +¢F)
biciminde olup o
S (Fz) _DFMI? = Z_ﬁZl
ve -
S (Fa,) = DFMZ? = g—ﬁzz

? _ Fﬁl XDFﬁz
r _ |z, XD£ﬁ2HD
seklinde tanimlidir. Gergekten, (%, #2,) € U bir dual sabit olsun. F (%;,%,,) , M dual

elde edilir. Burada, dual yiizeyin birim dual normal vektor alani

yiizeyi lizerinde bir egri tanimlar.

F (ty,up,) = F(ui,up)+e (u’fFul (w1, u2y) + s Fuy (11, 12,) +ﬁ(u1,u20)>
= o(ur)+e(uja (ur)+a(ur))
(1)

|
Q

egrisi M dual yiizeyinin up, = up, + €up, € D ile elde edilen egrisidir. Diger yandan,

F (ﬁlovﬁz) = F (”107”2) +é& (”TOFIM (ul(w uz) + ”éFuz (”107”2) +ﬁ(”107”2)>
= Bw)+e (B (w)+P ()

= B(w)

egrisi M dual yiizeyinin uy, = uy, + €uy, € D ile elde edilen egrisidir. Bu durumda,

elde edilen bu egrilerin u; ve up dual degiskenlere gore tiirevleri sirasiyla

— da " ~
Fﬁl (ﬁ],ﬁzo) = ﬁ =ao (Lt]) + € (ul(X” (u]) + o (M]))
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veE

_ dB . ~
Fup (10:72) = 5= B )+ & (15" (1) + ' 1)
bulunur. O halde, _
_ _ = 0Z
Fz)=D. 7 =—
S (Fm) e Ju;
\Y& N
_ _ = 90Z
N (Fﬁg) =L Z ==
B (@) itz
elde edilir.

Simdi, bir dual yiizeyin birim dual normal vektér alanin1 daha ayrintili inceleyelim.

(F,U), M dual yiizeyi i¢in bir parametrizasyon olsun. O halde,

UCD*—F({U)CMcD’

F

(ﬁl,ﬁz) — F(ﬁl,ﬁz) :F(ul,uz)-i-é‘ (uTFul +u§Fuz+ﬁ(u1,u2)) :F+8F0

dual diffeomorfizminin mevcut oldugunu biliyoruz. (H) uzayinin bir bazi {fgl Fa, }
dir. Ayrica,
Fﬁl = Fu1 + & (uTFulul + MEFugul +El> )

Fay,=F,+¢€ (uTFuluz _H’t;FMzuz +ﬁu2)

olup

Fﬁl XDFﬁz = Ful XFuz

d(F,, xF, d(F,, xF,

+ (Ful X F‘uz +ﬁu1 X Fuz)

+£

bi¢iminde hesaplanir. Burada, F,,, = F,,,, dir. Dier yandan,

Hfﬁl XDF@HD = ”Ful XFqu

8(Fu1 ><Fu2) i a(Ful ><Fu2)

Fuy X Fuy i ==+ =5,

+e ([ Fuy % Fu ||
(Fuy % Fuy Fuy X Fuy +Fuy X Fuy )

[ Fuy % Foy |
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oldugundan
? Ful XD Fug

HFM XDFquD
Fy, < Fy,

[ Fuy X Fuy |

o (R \ o (Fuxy | (g <E
uy duy (HFulequ> +u28u2 < > +
+€

uy+Fuy XFuy )
”F”] XF“z”

HFMXF“zH
(R, ><Fu2)< | X Fyy Fuy X Fyy+Fyy XFyy )
1

||F“1 xFu, ||

—=
biciminde ifade edilir. Buradan goriilmektedir ki Z dual analitik vektor alanidir. Yani,

7(1/!1 uz): FMIXFHZ

[ Fuy X Fi |
ve

—

(FM1 X I:“;z —H:“;l1 X FM2>
Z (l/l],l/tz) —

| Fuy X Fu ||

(Fuy X Fuy,Fuy % Fiy + Fuy X Foy )
- (Fm X Fuz)

1By X Fool
=
seklinde olup 7 ve Z , C”—simifindan oldugundan

biciminde taniml1 bir dual analitik vektor alanidir. Ayrica

7,70
7, - 17 <220

17
olup

2] - el -
HFMI XFMzH
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veE

FmXFuz ut 9 9 <F ><F )
(229 = { T Bl i \TF Al >

Fy xFy,
[y ) + 2 (o

= <7 ula? +u§g—z+§>>

- u>{<7,g—z>+u§<7,g—z>+<7,§> 4.4.1)

bulunur. Simdi, <7, 70> = 0 oldugunu gosterelim. 7 vektor alaninin u; ve up degis-

* 0
+u2(9_u2

kenlerine gore kismi tiirevleri

ﬁ _ (Fuyuy X Fuy + Fuy X Fiyu)
duy [Fuy X B ||
(B, X Fup) (Fuy X Fuy, Fuyuy X Fuy + Fuy X Fupuy)
1Fy X Fi |
ve
ﬁ _ (Fuyuy X Fuy + Fuy X Fiyuy)
dup [[Fuy X Fy |
(B, X Fuy) (Fuy X Fuy, Fuyuy X Fuy + Fuy X Fupuy )
| Fu, XFM2||3

seklindedir ve burada agiktir ki

07 07
(250)-(250)~

dir. Ayrica,
Fy, X Fy,
— T o - [
<7 Z> — o ||FM1><FM2|| o
; (Fuy ¥ Fuy +Fuy <Fuy) (Fu % Fiy) (Fuy X Fuy Fuy X Fuy+Fyy XFiy )

||F"1XF"

2” FM1XFM2H

oldugundan yukarida buldugumuz ifadeler (4.4.1)) denkleminde yerine yazilirsa asagi-
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daki esitlik elde edilir:

<7,7o>:uT<7,g_f>+u;<zg_z>+<ﬁ>:

=1ve <7,70> = 0 oldugundan

elde edilir. Sonug olarak,

\Z.2%)

H o =1Z]+e>=p 7]

=14+0e=1

—= — _ —= _
olup Z birim dual analitik vektor alamdir. F ,Fy, € X (M ) ve Z € ( X (M ))LD oldu-
_ = — _
gundan <F a5, Z >D =0ve <F 0y Z > = 0 dir. Simdi, bu esitliklerin varligin1 gostere-

lim. Gergekten, biliyoruz ki
Fﬁl =F, +e€ (”TFIMM + ”;Fuzul +ﬁul>

veE

07 07 = )

(dy,u2) = ?(ulau2)+g (“Ta—m+u§&—b&+ Z (uy,uz)

biciminde olmak iizere

<_ ﬁ Fu1+£< *Fulul‘f’u;Fuzul‘f’ﬁ;l)
Fﬁ,z> -
I D 7(141 u)+€ (u}‘g? +u§§z + Z (uy, u2)>

6 ((Fur 32 ) + (o Z )
_ <Fu1,7>+s +u§(<Fu1735> <“1“2’ >>

¥ <Fu1,§>> n <Ful,7>

olup

[t
>D - <F”" >+8 +<Fu17§>>+<ﬁul7?>

N

< uy»

Fy, < Fy,

—————=— oldugundan kolayca goriilmektedir ki <F ,7> =
[Py X Bl e "

biciminde hesaplanir. 7 =
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0 dir. Ayrica,

= ~ 1 ~
<Fu17z>+<Fu177> = —<Fu1aFu1><Fu2>

[ Fuy X Fyy ||
Lo
[ Fuy X F, ||

(Fuy, Fuy % Fy) <Ful % Fyy, Fyy % Fyy + Fyy % Fu2>

(FupsFuy % Fuy)

| Fuy % Fuz||3

1 _
<FM1,Fu1 X Fu2>

+—
[Fuy X Fu |

seklindedir ve bu ifade diizenlenirse,
- -
<Fu1, z>+ <Fu1,7> —0

A — — = — =
bulunur. O halde, <F @, Z >D = 0yani, Fz, Lp Z dir. Benzer sekilde, 'z, Lp Z yani,
Fﬁ] XDFﬁz
— ”Fﬁl ><DFﬁzHD

M dual yiizeyinin birim normal dual analitik vektor alanidir.

P — =
<F A >D = 0 oldugu gosterilir. Sonug olarak, Z = dual vektor alani

Simdi, bir dual yiizeyin sekil operatoriiniin matris formunu elde edelim.

F UCD*—F({U)CcMcD’

(fi1,70) — F(@y,0) = F (u1,u2) + € <u]kFul +uiF,, —}—ﬁ(u],uz)) _ F4+eF°,

M dual yiizeyi i¢in bir parametrizasyon olsun. x (M) uzayinin bir bazimin {Fy,,Fy, }
oldugunu biliyoruz. S : (A_/I) —X (M) doniisiimii lineer oldugundan bu lineer donii-

slime {Fgl ,Fﬁz} bazina gore bir matris kargilik gelir. Dual yiizeyin dual normal vektor
fm XD Fﬁz

B ||Fﬁ1 XD Fﬁz

dir. Yukaridaki bilgiler goz oniine alindiginda S dual sekil operatoriiniin

=
alam Fy xpFg, oldugundan birim dual normal vektor alam Z = H
D

S x(M)— x(M)

_ - - =z =
Fu, — S(Ful):Dfﬁlz:zﬁl,
_ - =z =
Fa, — S(Fﬁz):DFEZZ:Zﬁz,

seklinde tanimlandigini biliyoruz. Bu ifadeleri genisletir ve bu kisimda bahsedilen di-
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ger bilgileri goz Oniine alirsak

= = _ . a

Zﬁl = 71,{[ + € (MT7u1u1 "‘u;?uzul + Z”l) :aFﬁl +bFﬁ2 = E
ve

- = _ . Cc

Zuy= Z,z +€ (u}*?wz +u§7um + zu2> =cFy +dFy, = .

olacak sekilde @,b,¢,d dual degerleri vardir. Burada,

%
_ = 0Z =
S (Fﬁl) = ZLg=—= ?m +E€ (MT7M1M1 +u§7”2”1 + Zul)

=
= S(F,)+e (u’{a <S()<ZZ”‘)) +u§a(%(bz”l>) + Zul)

veE

yr = 0 -
S(Fﬁz) = Zy= _2 = 7142 +E <”T7u1u2 ‘H";?Mzuz + ZMz)

O (S(Fy)) | I(S(F,)  Z
8u1 +u2 8u2 +Zu2)

seklinde olup S: x (M) — x (M) lineer dniisiimiine (dual sekil operatoriine) {Fy, ,F, }

bazina gore karsilik gelen dual matris

0=|5(F) S(Fa) |,

<IL e

|

el
=3

I

o]

I

Ql
ol

yazilabilir. Burada, Q = [ S(Fz) S(Fa) } = . matrisi S sekil ope-
o 2x2 o
ratoriiniin {F a F gz} dual bazina gore karsilik gelen dual matrisidir. Sp {F i F g2} =
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= _ — _
X = AFy, +MiFy, olacak sekilde A, 71 € C (M, D)

— = —
X (M) oldugundan, VX €y (M) icin
= —
vardur. O halde, VX € x (M) i¢in

§<§>> _ax_l@c Al | ad+em
7 |eval gl |ma+am
— (aI+Eﬁ,BI+Eﬁ> = (EI+EH) Fa, + (EIJrEu) Fu,
bulunur.
Ornek 4.4.4.

el
=
N
=
S}
|
3
I
<
N
2

(uy,up) — F(uy,up) = (Fcosupcosuy,rcosuy siniy, 7siniiy)

parametrizasyonu ile verilen M dual yiizeyinin sekil operatoriiniin matris formunu elde

edelim.

F (uy,up) = (Fcosiiycosiiy,7cosip siniy,7siniy)
= (rcosupcosuj,rcosuysinuy,rsinuy)
u (—rcosuysinuy, rcosuycosuy,0)
+& | +ub(—rsinupcosuy, —rsinuysinuy,rcosuy)
+ (r*cosup cosuy, r* cosuy sinuy, r* sinuy)

= F(u17u2)+8<u>{FM1+M§Fuz+ﬁ(ulvu2)>

olmak iizere, F (i, ) fonksiyonunun % ve u, dual degiskenlere gore kismi tiirevleri

sirasiyla

Fgy = F, +¢& <u>1kFu1M1 + U3 Fuyuy +FV141>
= (—rcosupsinuy,rcosupcosup,0)
uj (—rcosupcosuy, —rcosupsinug,0)
+€e | +u (rsinuysinug, —rsinus cosuy,0)

+ (—r*cosup sinuy, r* cosuy cosuy,0)
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veE

Fg, = FM2+8<”TFM1M2+M§FM2M2+E42>
= (—rsinupcosuy,—rsinuysinuy, rcosuy)
uj (rsinupsinuy, —rsinuy cosuy,0)
+€ | +4ul(—rcosuycosuy, —rcosuysinuy, —rsinuy)

+ (—r*sinup cosuy, —r* sinup sinuy, r* cosuy)

elde edilir. M dual yiizeyinin birim dual normal vektor alani

uTaa ( Fuy <Py )
= F, xXF 0 T
Z (uy,my) = #—1—8 HQ ;2”
” up X qu —I—u*i FuxFy
2 du, ||Fu1><Fu2||
(Fu, Xfuﬁ‘Ful ><Fu2)
I
+€ Ry %F, )<Ful><Fu2,Fu1><Fu2+[«’ul><Fu2>
uj up ||Fu1><Fu2||3
87 =
= 7 (u,m)+e ul& +u28u2 Z (1, u2)

oldugunu biliyoruz. Buna gore,
Fy, X Fy, = (r* cos®up cosuy, r* cos® up sinuy, r* cos ua sinuy )

biciminde olup

Fy, x Fy,
([ Fuy X Fuy ||
= (cosupcosuy,cosuysinuy,sinuy)

7(111,112) =

bulunur. Ayrica,

F, xF, = (rr* cos?uy cosuy, rr cos® uy sinuy, rr cos uy sin uz)

veE

F, xF, = (rr* cos” up cosuy, rr cos® up sinuy, rr cos uy sin uz)
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olmak tizere,

F,, X I'FM2 —{—ﬁul X Fy, (Zr* 2r* 2r* )
r

——COSUp COSU|, — COSUp SinuU|, — Sinuy
[ Fuy X Fu | r r

veE

Fy, % Fy, Fy X Fyy,  Fy X Fyy+Fyy X Fy
HFMIXFM ||F141><F142||7 ||FM1XFM2”

ol

2r* 2r* . 2rc .
= —— COSUp COSU|, — COSUp Sinu, — Sinuy
r r r

bulunur. O halde, M dual yiizeyinin birim dual normal vektor alani
= . ’

Z (uy,up) = (cosupcosuy,cosupsinuy,sinuy)
uj (—cosupsinuy,cosuycosuy,0)

+€
+u (—sinup cosuy, — sinuy sinuy, cosuy)

—=
biciminde elde edilir. Z (u;,u;) dual vektor alaninin u; ve u, dual degiskenlere gore

kismi tiirevleri sirasiyla

- YA
Ui
= (—cosupsinuy,cosuycosuy,0)

uj (—cosupcosuy, —cosupsinug,0)
+&
+u; (sinup sinuy, —sinup cosuy, 0)

Ve

¥

= (—sinupcosu;,—sinupsinuy,cosuy)

NI

uj (sinup sinuy, —sinuy cosuy,0)
+€
+u’ (—cosup cosuy, —cosup sinuy, —sinuy)
biciminde bulunur. Bu durumda, yukarida elde ettigimiz bilgileri kullanarak orijin mer-

=
kezli 7 dual yaricaph kiirenin sekil operatorii ve dual yiizeyin Z birim dual normal

vektor alaninin % ve up dual degiskenlere gore kismi tiirevleri sirasiyla agsagidaki gibi
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olmak tizere,

S x (M) — x (M)
_ _ = =
Fgy, — S( ﬁl):Df7lz:ZE17
_ _ = =
Fygy — S( ﬁz) _Dfuzz = Zuy,

- —= . a

Zy = 7,,1 +¢ (u*{?ulul +u§7u2ul + Zul) =aFy, +bFy, = .
A~

— —= L ¢

Za = 7@ +€ (u}“?wz +u§7um + zuz) =cFy +dFy, = .

olacak sekilde @,b,¢,d dual degerlerinin var oldugunu biliyoruz. Simdi, bu dual de-

gerleri belirleyelim ve bu degerler yardimiyla dual kiirenin sekil operatoriinii bulalim.

(4.4.2)) ve (4.4.3)) esitlikleri goz oniine alindiginda
_ A = 1 rt — -
S(Fm):Zﬁl: > - (G 2 Fa, +(0+0¢) Fg,

veE

biciminde olup

Sl
I
o
_|_
o
®

ol
Il
—_ O
_|_
o
m

Q|
I

~ |

+

[¢5}
/l\
\|x
[\ *
~_

elde edilir. O halde,

05
&
5
|
P
&

|
%1}

Ll
Il
o)
|



doniisiimii bir lineer doniisiim olmak iizere, M dual yiizeyinin S dual sekil operatorii-

niin matris formu

1 rr _
- i ;—i-e(—r—z) 04 0e % 0
b d 0+ 0¢ ;H(__) 0 !
r
dir.
Ornek 4.4.5.
F : UCD* —F{U)=McCD’

(ﬁl,ﬁz) — F(ﬂl,ﬂz) = (7COSﬁ1,7Sinﬁ1,ﬁ2)

parametrizasyonuyla verilen M dual yiizeyinin sekil operatdriiniin matris formunu elde

edelim.

F(ﬁl,ﬁz) = (Tcosﬁl,fsinﬁl,ﬁz)
= (rcosup,rsinuj,up)

e uj (—rsinuy,rcosuy,0)+u;(0,0,1)
+ (r*cosup,r*sinuy,0)

= F(u,up)+e (LffFu1 +usFy, +ﬁ(u1,uz)>

olmak iizere, F (i) ,1) fonksiyonunun u; ve i, dual degiskenlere gore kismi tiirevleri

sirastyla

uj (—rcosuy,—rsinuy,0)

Fg, = (—rsinu,rcosu;,0)+¢€
+u3(0,0,0) 4 (—r* sinuy, r* cosuy,0)
= Fy,+¢ (”TFulul +u3 Fupuy +ﬁu1>

veE

Fa, = (0,0,1)+€(u;(0,0,0) +u5(0,0,0))

= F,+e (MTFMWZ + L‘;Fuzuz +ﬁuz)
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elde edilir. Ayrica, M dual yiizeyinin birim dual normal vektor alani

Z i) = #-{—8(14* ! 2 ut I 2
( ’ ) ”Ful XFMz” 18u1 ||FM1 XFMz” Zauz |
(Fu] XE”Z_‘—E] ><Fu2)
||F”1><F”2|| o
+8 _ (F XF ) <Fu1 XEI27Fu1 XE‘2+F’41><FM2>
uj up

HF”1 xFy, ||3

07 =

YA
— 7(u1,u2)+8 (ula—ul—I—uz&—uz-l— Z (uy,uz)

oldugunu biliyoruz. Buna gore,
F,, x F,, = (rcosuy,rsinuy,0)

oldugundan

F, xF
7(u1,u2) = M = (cosuy,sinuy,0)
ui un

bulunur. Diger yandan,

F, x F,, = (0,0,0)

veE

F,, x F,, = (r*cosuy,r*sinu;,0)

olmak {izere,

<Fu1 xﬁ,2+ﬁu1 ><Fu2> 7
= — (cosup,sinug,0)
[Fuy X Fp || r

veE

FMIXFMZ FMIXFMZ Fulxéz‘i‘ElXFuz
1Fuy X Fipll \ I1Fuy X Fill” [ Fy X Fi |

r*

= 7(cosu1,sinu1,0)

elde edilir. Buna gore, M dual yiizeyinin birim dual normal vektor alani

07 07 = )

-
Z (uy,mp) = 7(”1,M2)+8 (“7—4‘”33—“24- Z (u1,u)

8u1

= (cosuy,sinuy,0)+ € (u] (—sinuy,cosuy,0) +u5(0,0,0))
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g
dir. Z (uy,up) dual vektor alaninin #; ve up dual degiskenlere gore kismi tiirevleri

sirastyla
Y
Za = 5= (—sinuy,cosuy,0) + € (u} (—cosuy, —sinuy,0) +u3 (0,0,0)) (4.4.4)
Ui
ve _
= 0Z
Zy, = Fr = (0,0,0) + € (u7 (0,0,0) +u5 (0,0,0)) (4.4.5)
seklindedir. O halde,
S x (M) — x (M)
_ = =
Fgy — S( ﬁl) :ngl Z = Zuy,
_ il =2 =
Fgy — S( ﬂz) _Df@Z = Zu,,
= =
Zﬁl — uy +é& (MT7u1u1 "‘u;?uzul + Zul)
. i a
= ﬁFgl —I—bFﬁz -
ve
= =
Zy = u + € (”T7uluz + ”‘;7“2'42 + Zuz)
_ _ c
== EFEI —|—ng2 ==

olacak sekilde @, b, ¢ ve d dual degerlerinin var oldugunu biliyoruz. Simdi, bu dual de-
gerleri belirleyelim ve bu degerler yardimiyla sekil operatoriinii hesaplayalim. (4.4.4))

ve (4.4.5)) esitlikleri g6z oniine alindiginda

veE
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biciminde olup

Q
[l
N | =
+
oM
/l\
~.|\
[N *
~_

b = 0+40e,
¢ = 0+40e,
d = 0+0¢
elde edilir. Bu durumda,
S x (M) — x (M)
= _ /= _ =
X — S(X):QX

olmak iizere, S sekil operatériiniin dual matris formu

Ol

Q|
ol

1 r

0+0¢ 0+0e

Q=

S|
Q
S Sl—
<l

bi¢imindedir.

Ornek 4.4.6. M = {(x,y, )eD’ | ax+by+cz+d= 6} dual diizleminin sekil opera-
toriinii belirleyelim. Burada, a = a+ea*, b=b+eb*, c=c+ec*,d=d+ed* €D
olmak iizere; a, b ve c reel sayilarindan en az biri sifirdan farklidir.

Oncelikle, bu dual diizlemin birim dual normal vektor alanimi bulalim. X = (¥1,¥,,71)
ve Y = (X2,¥,,72) bu dual diizlem iizerinde iki nokta olsun. O halde, bu iki nokta

diizlemin denklemini saglar. Yani,
ax| + by, +cz; +d =0 ve axy +by, + ¢z, +d =0

esitlikleri mevcuttur. Bu esitlikler diizenlenirse

ax| + by, +cz1 +d = ax; +by; +cz1 +d

d(ax|+by|+cz1+d) d(ax;+by|+cz1+d)
* 1+by1+-cz * 1+by1+cz
X1 dx| R dy|

% d(ax1+by +cz1+d)
+e +Zl dz

+a*x1 +b*y +c*z1 +d*

=0+0e
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veE

@)+ by, + 2 +d = axa+byr+cm+d

X d(axy+by,+czo+d) 4y d(axy+by,+czp+d)
) dxy Y2 dys
d(axp+byr+cza+d)
+€ +Z2 922
+a*xy + by, + ' +d”
= 0+0¢

bulunur. Bu iki denklem esitlenirse
ax| +by, +cz1+d =axy +by, +czp+d =0
olup bu ifade genisletilirse

a(x; —x2)+b(y1 —y2)+c(z1—22)
a(xj—x3)+b(y] —y5) +c(z] —23)
+a* (x; —x2) +b* (y1 —y2) + ¢ (z1 — 22)
= 0+0e¢

+&

—= _
elde edilir. Z = (Z1,Z2,Z3) = (Z1,22,23) + € (20,29,29) = 7 + € Z° bu diizlemin
— =

dual normal vektor alani olmak iizere, <ﬁ, Z >D = 0 olmalidir. Bu durumda,

NI

= - — —
<YX5 >D = <()_Cl—)_Cz,yl_y2721—22)7<21722,23)>1)

- < (1 —x2,31 = 2,21 = 22) + € (6] — 3,0 —35,3 — ) >
- (21,22, 23) + € (2}, 23,79)
= (—x)Zi+01—-n)+(z-22)7Z
(¥ =x3) Z1 + (] —¥3) 22+ (2] — 23) Z3
+(x1—x2) 20+ (1 —y2) B+ (1 —22) 23
= 0+0¢

D

+€

bulunur. Yukaridaki bilgilerden

NI

= (Z1,20,73) = (Z1,22,23) + € (20,20.20) = Z + £ Z° = (a,b,c) + £ (a",b" ")
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elde edilir. O halde, bu diizlemin birim dual normal vektor alani

Z 7 0 ?<7,70>

v z e
= _
Iz, 1z Az 2]
_ (a,b,c) +e< (a*,b",c") (a.b.c (aa*-i—bb*-l—cc*))
Varrie \Vairie NPT

— N+4eN®
= —
biciminde elde edilir. VX = ? + 8?* S (M ) icin

5(X) = DN
= Dyﬁ+8(Dyﬁo+DY*ﬁ>

= D?ﬁ#—s (ixj (D?ﬁ>x‘ +D}>ﬁ +D§ﬁ>

seklindedir. Buradan acikca goriilmektedir ki

Dyﬁ :D?ﬁ :D§>ﬁ =(0,0,0) = 0

dir. Bu durumda,

/= _ = _ g
S(X)=DgN =(0.0,0)= 0
X
= — = =
elde edilir. Yani, VX € x (M) icin S (X ) = 0 dir. Ayrica,
x (M) — x (M)

g _ /=
yazmak miimkiindiir. Biitiin bu bilgiler goz oniine alindiginda, VX € x (M) i¢in S (X ) =

-2 = _ _ _
0=0 (X ) seklinde olup fonksiyon esitlizinden S = 0 elde edilir. O halde, S dual se-

kil operatoriiniin matris formu

Ql

_ 0
Q=

<l
o

bicimindedir. Yani, D? uzayinda dual diizlemin sekil operatérii sifirdur.
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— =2 = —
Teorem 4.4.7. M bir dual yiizey ve VX 5, Y 5 € T;M icin

(55(%5) 75), = (X055 (72),

esitligi mevcuttur.

Ispat.

F : UCD*—F({U)CcMcD’

(Mﬁﬁ——>F@MM:FWNM+6@H%+@@ﬁfwh@D:F+ﬁﬂ

M dual yiizeyi icin bir parametrizasyon olsun. F () = p € M olmak iizere, biliyoruz

ki M = Sp{F#, (q),Fu,(q)} dir ve Vp € M i¢in

bir lineer doniisiimdiir. Yani; S: ( ) —X ( ) bir lineer doniisiimdiir. Bir lineer do-
niigiim ile ilgili 6zellikleri baz vektorii iizerinde gostermek yeterlidir. Fi, , F, € x (M)
oldugundan

(S(Fa) Fu)p = (Fu,S (Fs) )p

esitliginin mevcut oldugunu gostermek yeterlidir. Ayrica,

Y

S(Fﬁl) :l_)Ful Z - a_ﬂl

\Y& N
_ = 90Z

S(Fa) =D, 2 = 50

+<n“2>+&;;g

ohy LOh
= hy(u,up)+¢€ ( *8 +Mza ; +hy (ul,uz)) (4.4.6)
= 0+40e¢
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veE

_ =z 7 uy <? Fuz> +”z<§—fu
() = (e T T

ohy dh
= (u],uz) +e ( * a —|—u28 z —|—h2 (ul , uz)) 4.4.7)
= 040

8]
~—

biciminde ifade edilebilir. Burada, hy, by, by ve hy C°—sintfindan fonksiyonlardir. (4.4.6)
denkleminin %, dual degiskene gore kismi tiirevini ve (4.4.7|) denkleminin z; dual de-

giskene gore kismi tiirevini alalim. Bu durumda,

(7 F, ZF,
2(Fu.7) ula§uzazll>+u§ (2 )

(z = 2\ _ ) .
e = o o) )
g
= (Fap?), +(Fai3L )

\

I
<l

olarak hesaplanir. Yani,

_>
— dZ N - =
<Fu1,a—ﬁ2>D = (Fa,3 (Fi) )p = = (Fans Z )

veE

_>
_ 0Z - _ —
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elde edilir. Fz,z, = Fz,z, oldugundan

<§ (Fﬁl) ’Fﬁ2>D - <Fﬁ1 73 (Fﬁ2)>D

- = _
esitligi yazilir. Boylece ispat tamamlanir. Ayrica, VX, Y € x (M ) icin

(5(%).7), = (X3(7)),

= = — - —
oldugunu gosterelim. X ,Y €y (M ) =Sp {F a, F uz} oldugundan

= — —
X :aFgl —|—bFﬁ2

13

Y = Efﬁl +ﬁﬁ2

olacak sekilde @,b,¢,d € C (1\_4, D) vardir. O halde,

(5(%),

~IL

>D — (S(aFy, +bFg,),Fg, +dFa),
= (aS(Fg ) +0bS(Fa,) ,cFg, +dFa,)y
= a(S(Fu) Fu)p+ad(S(Fa).Fa)y,
+5 (S (Fay) . Fay by + 5 (S (Fay) . Fia )y,
= a(S(Fu) Fa)p+ad(S(Fu).Fa)p

+0¢(S (Fu) Fay ) +bd (S (Fuy) . Fny )

seklinde olup bu ifade diizenlenirse

elde edilir.
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— — =2 = —
Tanim 4.4.8. M bir dual yiizey olsun. Vp € M ve VX 5, Y 5 € T;M igin

<§p,?p> = <Y~+8Y*~ ?~+£7i>D
= (X5 Y5)+e((X575)+(X5Y5))

bigiminde tanimlanan I dual fonksiyonuna M dual yiizeyinin birinci dual esas formu,

(o8 23+ 00,227,y (0253

biciminde tanimlanan 77 dual fonksiyonuna M dual yiizeyinin ikinci dual esas formu

veE

_ /=
- S Wﬁ)
W5 P P P
olmak iizere,
m Tﬁ_ X Tﬁ_ —D



((F0) To)y = (po, 7 e (b9, 70409, 7) Vyve;),
_ <Dw>ﬁ7, 7,3>
ve((05,2.75)+ (05, 2°.75)+ (03, 2.75))

bi¢iminde tanimlanan /71 dual fonksiyonuna M dual yiizeyinin iiciincii dual esas formu

ad1 verilir.
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5 . BiR DUAL YUZEY UZERINDE BAZI OZEL EGRILER

5.1. Dual Asli (Asal) Egri

— — _ — = —
Tanim 5.1.1. M bir dual yiizey, M yiizeyinin dual sekil operatorii S, p € M, X 5 € T,M
= = /= = —
ve H XﬁHD = 14-0€ olsun. k (Xﬁ> = <S (Xﬁ> , Xﬁ>D dual sayis1 M dual yiizeyinin
_>

X 5 birim dual tanjant vektdrii dogrultusundaki dual normal egriligi olarak adlandirilur.

Tanmm 5.1.2. M bir dual yiizey ve M yiizeyinin dual sekil operatdrii S olsun. p €
— = ? Y* — Y - .. < (3 T F 113 8
M, X5=X5+¢ 5 € TzM, X 5 # 0 olmak iizere, S <X p) = A.X 5 esitliginden

elde edilen A degerlerine yani, S lineer dniisiimiiniin karakteristik degerlerine M dual
yiizeyinin p dual noktasindaki asli egrilikleri, bu dual asli egriliklere karsilik gelen

dual asli vektorlere de bu yiizeyin p dual noktasindaki dual asli vektorleri adi verilir.

(*.-2) X,=0 (5.1.1)

Simdi, (5.1.1]) denklemi genisletilirse
(AL —Q) X ;+¢ ((;ur2 —Q). X5+ (AL - Q) .75) —0+0¢
seklinde olup

AL-Q).X;=0ve (Ah—Q). X5+ (A Hh-Q").X;=0 (5.1.2)
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elde edilir. Burada, Q = Q + £Q* dir.

Ornek 5.1.3.

F : UCD*—F({U)=McD’

(), ) — F(uy,up) = (Fcosuy,7siniy, i)

parametrizasyonuyla verilen M dual yiizeyinin herhangi bir p € M noktasindaki dual
asli egriliklerini ve bu dual asli egriliklere karsilik gelen dual asli vektorlerini bulalim.

M dual yiizeyinin S dual sekil operatoriiniin matris formunun

_ 10 190 -0
Q=" |[=1"7 +e r =Q+eQ*
0 0 0 0 0 O

= 4 —
oldugunu biliyoruz. X 5 = Y 5t SY;% € M, Y 57 0 olmak iizere,
/= — =

denklemindeki A = A + €A* dual degerlerini belirleyelim. F (§) = p olmak iizere,
= — — —
X5 € oM = {Fg, (9),F, (q)} oldugundan

S
|
|

= (v+ev',u+eu”)

= (v,u)+e(v7,p)

= Yﬁ—F 87}%

yazilabilir. Burada, ©,i € D dir. S doniisiimii M dual yiizeyinin sekil operatorii olup

bu doniisiim lineer oldugundan

|
/N
DIl
|
N—"
I
o]
Il i)
|

[
> >
~| .
[\e)

|
=
S|
N——
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yazilabilir ve buradan

elde edilir. Bu durumda,

A-1 0 ]|w 0
= (5.1.3)
0 A u 0
A—10 v* A*+5 0 v 0
+ r = (5.1.4)
0o 2 u* 0 A* u 0

dir. ((5.1.3)) esitliginde X 57 0 ¢oziimiiniin olabilmesi i¢in det (A, — Q) = 0 olmali-
dir. Bu durumda, A, = % ve A, = 0 bulunur.

)AL= % degerine karsilik gelen vektor i¢in

O NI-
(e}
=
~
=

denklemi g6z oniine alinirsa v =, € R— {0} ve u = 0 elde edilir. Elde ettigimiz

degerler ([5.1.4)) denkleminde yerine yazilirsa

t1<lf+:—;> _ O*
e

*

seklinde olup A = —r—z, u* =0 ve v* =t; € R elde edilecegi agiktir. Sonug olarak,
r

= 1 1
A=—-— gr_z = — dual asli egriligine karsilik gelen dual asli vektor
roor T

p=(0,10) =0F% (q) + iFz, (q) =11Fg (q) +0.Fa, (7) =11 Fz, (q)

bicimindedir.

ii) A, = 0 degerine karsilik gelen vektor igin

S SI=
)
=
=



denklemi g6z oniine alinirsa v =0 ve u =1, € R — {0} elde edilir. Elde ettigimiz

degerler ([5.1.4)) denkleminde yerine yazilirsa

() R
At 0

bi¢iminde olup A =0, v* =0 ve u* =1 € R elde edilir. Sonug olarak, Ay =0+0¢ =

0 dual asli egriligine karsilik gelen dual asli vektor

p= (0, ) =0Fy, (q)+ 1F%, (q) =0.Fg, (q) +12.Fg, (q) = 12F, (9)

=S

seklindedir.

Ornek 5.1.4.

~
=]
N
s
[\
-
S
I
<l
N
<

(ty,up) —> F(uy,up) = (Fcosupcosuy,7cosu siniy, 7siniy)
parametrizasyonuna sahip M dual yiizeyinin herhangi bir p € M noktasindaki dual asli
egriliklerini ve bu asli egriliklere karsilik gelen dual asli vektorlerini bulalim.

M dual yiizeyinin S dual sekil operatoriiniin matris formunun

_ | 1o 1o -5 0
Q= = | TE r .| =Q+eQ”
01 0o ! 0 -5

= — — <(Z\_7%
oldugunu biliyoruz. X 5 = Y;;-l— 8?}} cTmM, ?ﬁ # 0 olmak iizere, S <X ﬁ> =1.Xp
denklemindeki A = A + eA* dual degerlerini belirleyelim. F () = p olmak iizere,
= — — —
X 5 € TsM = {Fy, (q),Fz, (q)} oldugundan

S
|
|

= (v+ev',u+eu)
= (v,u)+e(v*,pu)

= Yﬁ—i- EY};
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yazilabilir. Burada, D, € D dir. M dual yiizeyinin S dual sekil operatérii lineer oldu-

gundan

yazilabilir ve buradan

elde edilir. Bu durumda,

A—1 0 v 0
= (5.1.5)
0 A-1||wn 0
vE
A—1 0 0 v 0
. = (5.1.6)
0 A-1 0 /l*+;—2 u 0

%
dir. ((5.1.5]) esitliginde ? # 0 ¢Oziimiiniin olabilmesi i¢in det (A, — Q) = 0 olmali-
dir. Bu durumda, A = A4, = ; elde edilir.

Simdi, A =4, =4, = % degerine kargilik gelen vektor i¢in

=]
c
[S—
c

O NI=
~ =
=
~
=

denklemi g6z Oniine alinirsa v = € R ve 4 =, € R elde edilir. Burada, 1 <i <2

icin 3¢; # 0 dir. Elde ettigimiz degerler ([5.1.6|) denkleminde yerine yazilirsa

3 (l* + :—;) 0
13 (l* + :—;) 0
seklinde olup A* = —:—2, v* =t € Rve u* =1t; € R elde edilecegi aciktir. Sonug
1 *
olarak, A = — — er_z = — dual asli egriligine karsilik gelen dual asli vektor
ror- T
= _ -
X5 = (D,‘LL)ZU ()"’“Fuz()



bicimindedir.

Ornek 5.1.5. M = {(x,3,2) € D* | ax+ by + ¢z +d = 0} dual diizleminin herhangi bir
P € M noktasindaki dual asli egriliklerini ve bu dual asli egriliklere karsilik gelen dual

asli vektorlerini bulalim.

M dual yiizeyinin S dual sekil operatoriiniin matris formunun

Ol
[e]
o

_ 0 00
Q= = +¢€ =Q+eQf

ol
<l
]
o
o
o

= — /= — =
oldugunu biliyoruz. X 5 = Yﬁ—k 8?}% € M, Yﬁ # 6> olmak iizere, S (Xp> =A.X5
denklemindeki A = A + €A* dual degerlerini belirleyelim. F (§) = p olmak iizere,
= — — —
X5 € TeM = {Fgz, (q),Fz, (9)} oldugundan

=2 _
Xp = V.Fy (@) +1. 72(21)

= (v+ev',u+eu”)

= (v,u)+e(v*,u7)

= ? pTE€ 7%
yazilabilir. Burada, D, [T € D dir. M dual yiizeyinin S sekil operatorii lineer oldugundan
— .\ = _
(Mz—9> X5=0

elde edilir. Bu durumda,

A0 v 0
= (5.1.7)
0 A u 0
A0 v* A0 v 0
+ = (5.1.8)
0 A u* 0 A* u 0
dir. ((5.1.7)) esitliginde X 57 0 ¢oziimiiniin olabilmesi igin det (A, — Q) = 0 olmali-

140



dir. Bu durumda, A; = A, = 0 elde edilir.
Simdi, A = A; = A, = 0 degerine karsilik gelen vektor i¢in

denklemi goz Oniine alinirsa v =1 € R ve 4 =1, € R elde edilir. Burada, 1 <i <2

icin 3¢; # 0 dir. Elde ettigimiz degerler ((5.1.8|) denkleminde yerine yazilirsa

HA* 0
tz)t* 0

seklinde olup A* =0, v* =] € Rve u* =t € R elde edilecegi agiktir. Sonug olarak,

A =0+ 0e = 0 dual asli egriligine karsilik gelen dual asli vektor
= 4 - e _ —
Xp= (0, ) =0Fg, (q) + HFa, (q) = 01F%, (q) +12Fw, ()

bicimindedir.
Tamm 5.1.6. M, D? uzayinda bir dual yiizey ve &, M dual yiizeyi iizerinde bir egri
olsun. @ egrisinin her p noktasindaki dual tanjant vektorii M dual yiizeyinin p nokta-

sindaki dual asli vektorlerinden birine paralel ise & egrisine M dual yiizeyi iizerinde

bir dual asli egri adi1 verilir.

Teorem 5.1.7. @, M dual yiizeyi iizerinde bir dual asli egridir.<=> V7 € I igin @ (f)

vektorii S sekil operatoriiniin @ (7) noktasindaki bir karakteristik vektoriidir.

Ispat. o, M dual yiizeyi iizerinde bir dual asli egri olsun. Bu durumda; @ egrisinin
her p noktasindaki dual tanjant vektorii M dual yiizeyinin p noktasindaki dual asli
vektorlerinden birine paraleldir. ?; ~-X 5+ 87}% € T;M, M dual yiizeyi iizerinde bir
dual asli vektdr olmak iizere, herhangi bir 7 € I icin ?17 = I.& (f) olacak sekilde AeD

vardir.

I
|

= A= (A+er) (o +e(ra”"+a'))
Ao/ +e (" (Aa")+Ad +A1%a)
= Yﬁ—f— 8?}}
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= —
olmak iizere, X~ # 6> oldugundan A # 0 dir. Diger yandan, X 5 € TpM bir dual asli
_>
vektor oldugundan S < 7> = k. X olacak sekilde k € D vardir.

= = —_ (= —— e — [ e _—_ e _ [ _ e
S(Xﬁ) :k.Xp<:>5</l.a) — A0 = 1.5 <a> — kO = S(&) — ko

elde edilir. Bu durumda, a( ), S sekil operatoriiniin p = @ () noktasindaki karakteris-
tik vektoriidiir. Yant, E (f) dual tanjant vektorii M dual yiizeyinin bir asli vektoriidiir.
Tersine V7 € I igin OC( ) vektorii S dual sekil operatoriiniin @ (7) noktasindaki bir ka-

rakteristik vektorii olsun. Bu durumda, herhangi bir 7 € 1 i¢in

5y (& (f)) — (D)

\;

olacak bigimde k € D vardir. X 5 = 0 (7) denilirse

Ii

5(X,) =kX

elde edilir. Yani, X 5, M dual yiizeyinin p = @ (7) noktasindaki dual asli vektorii ve

X 7\ \Doc (7) bulunur. O halde; o, M dual yiizeyi iizerinde bir dual asli egridir. O

Teorem 5.1.8. M, D3 uzayinda bir dual yiizey ve @, M dual yiizeyi iizerinde bir egri

olsun. Bu yiizeyin birim dual normal vekt6r alan1 Z olmak iizere; ®@, M dual yiizeyinin
— e o

bir dual asli egrisidir. <= { (Z O§> ,ﬁ} climlesi lineer bagimlidir.

Ispat. o, M dual yiizeyinin bir dual asli egrisi olsun. O halde, V7 € I icin Oc( ) vektorii

S dual sekil operatoriiniin @ (7) noktasindaki bir karakteristik vektoriidiir. Bu durumda,
S <§ (f)) = A1.0(7)

olacak sekilde A € D vardur. Yani, V7 €1 i¢in {3 (& (f)) , o (1) } ciimlesi lineer bagim-

0.4

_ (e _ - = = ° _ - =
hidir. § <§(I)) =D. Z= (Z oﬁ) () oldugundan V7 € [ i¢in { <Z oﬁ)
a(f)

— o o
climlesi lineer bagimlidir. O halde, (Z oﬁ) ,a ¢ climlesi lineer bagimlidir.
— o o _ [ e (]
Tersine {(Z o&) ,&} climlesi lineer bagimli olsun. Yani, {S (&) ,&} climlesi
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lineer bagimlidir. Bu durumda, V7 € I igin S (ﬁ (f)) — 2.7 (7) olacak sekilde A € D

vardir. V7 € I igin @ (f) vektoril, S lineer doniisiimiiniin @ (7) noktasindaki karakteristik

vektoriidiir. Yani; o, M dual yiizeyi iizerinde bir dual asli egridir. [

@, M dual yiizeyinin bir dual asli egrisi olsun. O halde, V7 € T i¢in S (ﬁ (f)) =A.o(7)

olacak sekilde A € D vardir. Bu durumda,

3 (& (Z)) - B&m? _ (? °a) “H=2a0)

seklinde olup

denklemi elde edilir.

Ornek 5.1.9.

Bl
|
N
=
S}
|
3
I
<
N
2

(ﬁ],ﬁz) — F(ﬁ],ﬁz) = (Fcosﬁzcosﬁl,?cosﬁz smul,rsmu2)
parametrizasyonuna sahip M dual yiizeyi verilsin. o, M dual yiizeyi iizerinde dual
asli egri olsun. @: 1 C D — M, f — 0 (f) egrisinin ne tiir egriye karsilik geldigini

bulalim. Bu dual yiizeyin herhangi bir p € M noktasindaki asli egriliklerinin

:> . e _
oldugunu biliyoruz. O halde, (Z oﬁ) — %E = 0 diferensiyel denklemi mevcuttur.

Simdi, M dual yiizeyinin F parametrizasyonunu genisletelim. O halde,

F (uy,up) = (Fcosupcosiiy,rcosuysiniy,7siniy)
= (rcosupcosuy,rcosuysinuy, rsinuy)
uj (—rcosupsinuy, rcosuycosuy,0)
+& | +ub(—rsinupcosuy, —rsinuysinuy,rcosuy)
+ (r* cosup cosuy, r*cosup sinuy, r* sinuy)

= F(uj,up)+e¢ (LﬁfFu1 +uyFy, +f(u1,u2)>
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olmak iizere, M dual yiizeyinin birim dual normal vektor alam

N

(y,up) = (cosupcosuy,cosupsinuy,sinuy)
uj (—cosupsinuy,cosuy cosuy,0)

+&€
+u (—sinup cosuy, — sinup sinuy, cosuy)

= (cosupcosiy,cosiiysiniiy,siniy)
oldugunu biliyoruz.

M={(x1,%,%) €D* |7 + 5+ 13 =7}

bu dual yiizeyin nokta ciimlesi oldugundan

i _ 4
Z (X1,%2,X3) = <¥,¥,§>
FFT
elde edilir. Bu durumda, V7 € I icin
" B = _
(zm)(z) — Z(@@) (5.1.9)
1_
= —af(f
L

bicimindedir. O halde, (5.1.9)) denkleminin her iki tarafinin 7 dual degigkene gore tiirevi

alinirsa
= _\°® 1e
<Z oa) ==
7

elde edilir. Sonug olarak, dual kiire iizerinde bulunan biitiin egriler birer dual asli egri-

dir.

Ornek 5.1.10.

F : UCD* —F({U)=McCD’

(uy,up) — F (uy,up) = (Fcosuy,rsinuy,uy)

parametrizasyonuna sahip M dual yiizeyi verilsin. @, M dual yiizeyi iizerinde dual asli
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egri olsun.

]
"
)
|

<

~1
l

/Sil

=~

egrisinin ne tiir egriye karsilik geldigini bulalim. Bu dual yiizeyin herhangi bir p € M

_ 1 —_ _
noktasindaki asli egriliklerinin k| = — ve k; = 0 oldugunu biliyoruz. Ayrica,
r

F(ﬁl,ﬁz) = (7COSﬁ1,7Sinﬁ1,ﬁ2)
= (rcosuy,rsinuy,up)
+& (uj (—rsinuy,rcosuy,0) +u5 (0,0,1) + (r* cosuy, r*sinuy,0))

= F(ul,uz) +& (uTFMI +u;FM2 +f(u1,u2))

olmak iizere, F () ,1) fonksiyonunun u; ve i, dual degiskenlere gore kismi tiirevleri

sirastyla
Fz, = (—rsinuy,rcosui,0)
uj (—rcosuy,—rsinu;,0)
+&
+u5(0,0,0) + (—r*sinuy, r*cosup,0)
= F,+e¢ (“TFulul +uzFupuy +ﬁu1>
ve
Fgz, = (0,0,1)+€(u7(0,0,0)+u3(0,0,0) +(0,0,0))
= by, +e <”TFM1M2 + Uz Fuyuy +E2>
elde edilir.

— 1 = _ —
i)k = = asli egriligine kargilik gelen dual asli vektor X = 71 F5, oldugunu biliyoruz.

1Fa, = (—tirsinuy,tyrcosuy,0)

DIl

—uitircosuy — i resinuy —trsinug
1 1 )
+ €

—ujtyrsinuy 4t r* cosuy +tyrcosuy,0
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elde edilir. Burada, #; # 0 olmak lizere, f1 = t; + €t{ dir. Bu durumda, @ egrisi bu
yiizey icin bir dual asli egri oldugundan @ dual tanjant vektor alani bu yiizeyin asli

vektorlerine karsilik gelir. Bu durumda,

Ql
"
o
|

N

u — &(ﬁl):a(u1)+£(u1‘a’(u1)+5c(u1))
bir egri olmak {iizere,

[ ]
a(ﬁl) = a’(u1)+e(uToc”(ul)Jr&’(ul))
= (—arsinuy,arcosuy,0) (5.1.10)
—ujarcosu) —ar*sinu; —a*rsinuy,

+&
—ujarsinuy +ar* cosuy +a*rcosuy,0

olur. Burada, a # 0 olmak tizere @ = a + €a* € D dir. Diger yandan, biliyoruz ki o

egrisi

a(u) = (0 (ur),00n),0su))

= (061 (ul),OCQ (ul),OC3 (M1)> + €

biciminde olup bu ifadenin #; dual degiskene gore tiirevi

a(@m) = (&1 (@) o (@) . s (m)) G111

”T (OC{/ (”1) ) océ’ (”1) ) aél (”1))

= ((X{ (ul),agl(ul)aaé(ul))+8 / / /!
+ (& (u1), 0 (u1), 0 (ur))

bi¢imindedir. Yukarida elde edilen (5.1.10)) ve (5.1.11]) denklemleri birlikte g6z 6niine

alindiginda

ay(u)) = —arsinu,
as(u)) = arcosu,
Oté (ul) =0
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veE

uiaf (w)+aq(u)) = —ujarcosu; —ar*sinuy —a*rsinuy,
uioh (uy) +ab(u)) = —ufarsinu; +ar*cosuy +a*rcosuy,
ujog (w)+03(m) = 0

elde edilir. Bu denklemler ¢oziiliirse

o (u)) = arcosuy+cy,
az(ul) = arsinu| + ¢,

063(141) = C3
ve

oy (uy) = ar*cosu;+a‘rcosu +cj,
o (uy)) = ar'sinu+arsinu; +c3,

~ *

(04! (Lt]) = 3
bulunur. O halde,

o(u;) = (cy+arcosup,cy+arsinuy,cs)
uj (—arsinuy,arcosuy,0)
+€
+(c*f+ar*cosu1+a*rcosu1,c§—|—ar*sinu1+a*rsinu1,c§)

= (¢) +arcosuy,c, +arsiniy,cs) (5.1.12)

egri ailesi elde edilir. Ayrica, bu egriler M dual yiizeyi iizerinde oldugundan ¢; =¢, =0
ve @ = 1+ 0¢ yani, a = F1 ve a* = 0 bulunur. Bu durumda, elde ettigimiz degerler

(5.1.12)) denkleminde yerine yazilirsa & egri ailesi
o (uy) = (Fcosuy,rsiniy,c3)

veya

o (uy) = (—Fcosuy, —rsinuy,c3)
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bicimindedir.
_ _ = —
ii) ky = 0 dual asli egriligine karsilik gelen dual asli vektor X = 7,F7, oldugunu bili-

yoruz. Burada, #; # 0 olmak lizere, > = 1, +- €t; dir. Bu durumda,

=S

= Ezfﬁz
= (n+€1)((0,0,1)+€(0,0,0))

= (0,0,5,)+€(0,0,25)

bulunur. @ egrisi bu yiizey i¢in bir dual asli egri oldugundan & dual tanjant vektor alani

bu yiizeyin asli vektorlerine karsilik gelir. Bu durumda,

o« : ICD—M

l

o) =o(r)+e(t o (1)+a(r))
bir egri olmak iizere,

Q) = o (1) +e(ro (1) + & (1) = (0,0,b) +£(0,0,b") (5.1.13)
elde edilir. Burada, b # 0 olmak iizere b = b+ £b* € D dir. Diger yandan,

a(t) = (o), (f),0s(r))

olmak tizere, bu ifadenin 7 dual degiskene gore tiirevi

) = <a1 (), 002 () , s (Z)) (5.1.14)

= (a1(1),05(t),05(t)) +¢

elde edilir. Yukarida elde edilen (5.1.13]) ve (5.1.14)) denklemleri birlikte g6z Oniine

alindiginda



veE

* 1 /

oy (t)+oy(t) = 0,
oy (1)+ o (t) = 0,

tof () +a5(t) = b
elde edilir. Bu denklemler ¢oziiliirse

061(1‘) = (1,
(Xz(t) = 0,

o3 (l‘) = bt+cs

veE

o (1) = cf,
(1) = o,
a3(t) = b't+dcj

bulunur. O halde,

a(f) = (ci,c2,bt+c3)+€(t*(0,0,b)+ (c],c3,bt +¢3))
= p+tV+e(*V +p +1V)
e 4
= p+tv

==
VD =

egri ailesi elde edilir. Burada, p = (c1,c2,¢3) + € (¢}, ¢5,¢3) , (0,0,b)+€(0,0,b*)

ve (c1 +&ct) 4 (cr +&c3)? =7 dir.
5.2. Dual Asimptotik Egri

_ _ = _ —
Tanim 52_} Ml:>>ir dual yiizey, p 6_1\)/[ ve X;: Yﬁ—k 8?3‘; € IzM, ?ﬁ # 0 olsun.
Eger <§ (75> , Yﬁ>D =0yani, S ()_(ﬁ> 1pX pise X 5 dual tanjant vektoriine M dual

1



yiizeyinin p dual noktasindaki bir dual asimptotik vektorii denir. Burada,

Eﬁ Tﬁ — Tﬁ
o o
Y < (v -n _ 0
X5 — Sp(Xp) = Dy Z= D7ﬁ7 +e (D?Ij +D727)
< — .
bi¢cimindedir. O halde, X 5 = Y 5t 8?} € T3M bir dual asimptotik vektor ise

S
Ll
VS
Pl
|
N——
><l]
|
~——
o
Il
/\ /\
o]
S
NI
s
|
\/
=]

- <D75 p
te (<D?ﬁ7,? > <<D75?0+DY 7) X >)
= 04+0e=0

olup dual sayilarda esitlik tanimindan
Dy Z,Xj) =
< Xz o0 p

ve <D757, ?}‘;> + < <D7570 +D7;7) ,?ﬁ> _0
yazilir.

Teorem 5.2.2. Bir M dual yiizeyinin ikinci dual esas formu sifirdan farkli ise M dual
yiizeyinin bir dual asimptotik vektorii yoktur.

Ispat. p € M olmak iizere,

7 =
dual fonksiyonu M dual yiizeyinin ikinci dual esas formudur. Hipotez geregince, VX =

7 + e? VY 5= 7 + 8? cTy M 1(;1n <§ <j> ’?>D =+ 0 dir. Bu durumda,

—> —
VX € TpM, ? # O icin <S (Xﬁ> > # 0 dir. X 5 € T;M bir dual asimpto-

150



— _ /= = _

tik vektor olsaydi ?ﬁ # 0 icin <S (X ﬁ> , X ﬁ>D = 0 olmasi gerekirdi. Bu durumda,

M dual yiizeyinin hicbir noktasinda bir dual asimptotik vektor yoktur. [
— — =

Teorem 5.2.3. M, D’ uzayinda bir dual yiizey ve 7 € M olmak iizere X 7= Y 5+

8?;‘; € T5M bu dual yiizey iizerinde bir dual asimptotik vektor olsun. Bu durumda,
= — /= =
X € T;M bir dual asli vekiordir. < 5 (X ) = 0 dir

. = — _ =
Ispat Xp= ? + EY* € TzM bir dual asli vektor olsun Bu durumda, § < 7) =

k. X olacak bi¢imde k = k + €k* € D vardir. Ayrica, X 7= Y + SY € TyM dual
Y S 4 =
asimptotik vektor oldugundan <S (X > X ﬁ>D = 0 dir. O halde,

_ ?Y} -
ve (R X2) k(X5 T+ (R X))

olmak {iizere,

ve

k<?ﬁ, Y%> +k<Y;ﬂ}, Yﬁ> +k <Yﬁ, Yﬁ> =0

= —

elde edilir. X 5 = ? 5t 8?}% € T;M bu dual yiizey lizerinde bir dual asimptotik vektor

%
oldugundan X 57 0 dir. O halde, k =0 oldugu agiktir. Bu durumda, k* <7~, ?~> =

_ _ .. — /= -
bulunur. Buradan, k = k+ €k* = 0+ 0¢g = 0 elde edilir. Oyle ise, S (X p) =k X
= g
0.X5= 0 dir.

_>
Tersme ? + SY € M b1r dual asimptotik Vektor olmak iizere, S ( ) =
_>

O olsun. Bu durumda, S ( ) 0. X 7 yazilabilir. O halde, X 7 S dual sekil operato-
riiniin bir karakteristik vektdriidiir. X 5 € T5M dual tanjant vektorii, M dual yiizeyinin

P € M noktasindaki bir dual asli vektoriidiir. O

Tamim 5.2.4. M, D? uzayinda bir dual yiizey ve &, M dual yiizeyi iizerinde bir egri
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olsun. & egrisinin her p noktasindaki dual tanjant vektorii p noktasindaki bir dual
asimptotik vektore paralel ise & egrisine M dual yiizeyinin bir dual asimptotik egrisi

denir.

— — = —

M dual yiizeyinin p € M noktasindaki dual asimptotik vektorii Y 5 € TpM dir<—
= 7 ?* — ? - = = - = = _
VY=V yteY e MY 54 0 igin (S(V5), Y5>D =115 (V5, ¥ 5) =0dir
Buna gore; @, M dual yiizeyinin bir dual asimptotik egrisi olsun. M dual yiizeyinin p €

_ — . — __ e
M noktasindaki bir dual asimptotik vektorii Y ; € T,M olmak iizere, Y 5 = 4.0 (7) |»
olacak sekilde bir A €D vardrr.

(s (?p> ,?p>D = <§ (I& @) 20 (f)>D = <Bx.&(t)%>’x'& (f)>n

oldugundan

<§<?>p>,?>p>n — A (D2, (1))

IAL* (Do 2, (£)) + A2 <Dt*a,,() ()Z o ( >

+A2 (D)2, & (1)) + A2 (Dey(n Z,t* 0" (1 '(1))
Z+8(Dt*a,,() ()Z+D >

o (t)+e(t*a” (1) + o (¢

+€

D
- (AZ+2sm*)< )

D
—

— 2 <5&(z) Z,é(f)>D

-7 <§ (&(E)) ,é(f)>D

_ _ . o _ _ ° = — °
olmak iizere, V7 € I igin <S (a(t)) ,a(r)> —0dir. S (a) —D.Z = (z oa)
D

esitligini goz Oniine alirsak,

I
<l

0, M dual yiizeyinin bir dual asimptotik egrisidir. <=

(3, ~((7-0 ),

= * o _ _
dir. Yani, <<z oa) ,a> — 0 denklemi M dual yiizeyi iizerindeki dual asimptotik
D

egrilerin diferensiyel denklemidir. Bu diferensiyel denklemin ¢oziimii M dual yiizeyi
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tizerindeki dual asimptotik egrileri verir.

Ornek 5.2.5.

F : UCD* —F({U)=McD’

(), ) — F(uy,up) = (Fcoslip costy,FCoSuy sintiy, 7siniiy)

parametrizasyonuna sahip M dual yiizeyi verilsin. Bu dual yiizey iizerinde dual asimp-
totik egri olup olmadigin1 arastiralim. Kabul edelim ki &, M dual yiizeyi iizerinde dual

asimptotik egri olsun. Ayrica,

F (uy,up) = (Fcosupcosiiy,rcosuysiniy,7siniy)
= (rcosupcosuy,rcosuy sinuy,rsinuy)
uj (—rcosupsinuy, rcosuy cosuy,0)
+& | +ub(—rsinupcosuy, —rsinuysinuy,rcosuy)
+ (r*cosuycosuy, r* cosup sinuy, r* sinuy)

= F(uj,up)+e¢ (LffFu1 +uyFy, +f(u1,u2)>

esitligi vardir ve bu esitligin u; ve up dual degiskenlere gore kismi tiirevleri gbz 6niinde
bulunduruldugunda M dual yiizeyinin birim dual normal vektor alani
= . .
Z (uy,up) = (cosupcosuy,cosupsinuy,sinuy)
uj (—cosupsinuy,cosuy cosuy,0)
+€
+u (—sinup cosuy, — sinup sinuy, cosuy)

= (cosupcosiy,cosliysiniiy,siniy)

oldugunu biliyoruz.

M= {(F,%,%) €D’ | +BH+33 =7}

bu dual yiizeyin nokta ciimlesi oldugundan

=
Z

(¥1,%2,%3) = <

~ &
~ S
~ S
~
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elde edilir.

olmak tizere,

<<§>oa>'7&>]) _ <% ?Oa>(2),d?ﬁ(t)>l)
() )

bulunur. o, &, ve o3 birer dual analitik fonksiyon oldugundan yukaridaki ifadeyi ge-

nigletir ve gerekli iglemleri yaparsak

2

(04 (1) +(04.(1)" + (04 (1)) * =0

Ve

t* (o (1) e’ (1) + 0 (1) 0 (1) + 3 (1) 053 (1))

+ag (1) &g (1) + a5 (1) @5 (1) + 05 (1) 05 (1)

elde edilir. O halde,

bulunur. Bu durumda, o (l) =meR, mp (l) =meR, oz (l‘) =mn €eR, 561 (l) =
ki(2), 0 (t) = ka(t) ve a3 (t) = k3(¢) elde edilir. Burada; ki, k, ve k3 C*—smifindan
fonksiyonlardir.

Biitiin bu bilgiler dikkate alindiginda,

a(r) = (o), 0(f),0(1))
= (M +eki(t),na+eka(r),m3 + €ks (1))
egri ailesi elde edilir. O halde, hi¢bir egri dual kiire yiizeyi i¢in dual asimptotik egri
degildir.
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Ornek 5.2.6.

|
S
IN

D’ —F({U)=McD’

(uy,up) — F (uy,up) = (Fcosuy,uy,rsinuy)

paramterizasyonuna sahip M dual yiizeyi verilsin. &, M dual yiizeyi iizerinde dual

asimptotik egri olsun.

]
"
)
!

<

~I
l

/Sil

=~

egrisinin ne tiir egriye karsilik geldigini bulalim.

F (a1, up) = (Fcosuy,up,rsiniy)
= (rcosuy,uy,rsinuy)
e uj (—rsinug,0,rcosuy) +u;(0,1,0)
+ (r*cosuy,0,r* sinu )

= F(uj,ux)+¢€ <MTFu1 +u3Fy, +ﬁ(u1,u2)>

olmak iizere, M dual yiizeyinin birim dual normal vektor alam

07 07 = )

_>
4 — tus—+Z
8u1 +u2 3142 + (uhuz)

= (—cosuy,0,—sinu;) + € (uj (sinuy,0,—cosu;) +u; (0,0,0))

(@0, 70) = 7(u1,u2)+8<uT

= (—cosuj + €uj sinuy,0+0e, —sinu; — €ujcosuy)

= (—cosm,0,—sinm)

elde edilir.

M={(%,%.%)eD’ |xj+53 =7}

bu dual yiizeyin nokta ciimlesi oldugundan



bulunur.

olmak tizere,

T
VS
NI
o
Ql
~—
°
Qle
~_—
o}

Il
T
SN
/N

N
o
|
N—
S
; QL
o | Rl
|~
:AJ
~_—
o}

olarak hesaplanir. Bu ifadeyi genisletirsek,
(o (1) +e (o (1) + @ (1)) + (04 (1) + & ("ef (1)) + & (1))* =0
olmak tiizere,

veE

(" (e (1) o' (1) + o5 (1) 05 (1)) + o (1) @ (1) + 053 (1) @5 (¢)) = O

elde edilir. O halde,

bulunur. Bu durumda, o (1) =y €R, o3 (1) =t € R, a; (1) = g1(¢) ve 03 (1) = ga(2)
elde edilir. Burada, g; ve go C*—sinifindan fonksiyonlardir.

Biitiin bu bilgiler dikkate alindiginda,

at) = (o (r),00(),05())

= (U1 +egi(t), 02 (f), 12+ €g2(1))
egri ailesi elde edilir. Burada,

a : ICD—D

I — )=o) +e(fo()+on(r))

bir dual analitik fonksiyon olmak iizere, o) (¢) # 0 dur.
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5.3. Dual Geodezik Egri

Tanim 5.3.1. M bir dual yiizey ve &, M dual yiizeyi lizerinde bir egri olsun. V& (f) € M
noktasinda @ (7) € (TgeM) P ise @ egrisine M dual yiizeyi iizerinde bir dual geodezik
egri denir.

A:1CD—M,a(f)=at)+e(t*a'(t) + a(t)) bir dual geodezik egridir.<=> V7 € I
igin @ (7) € (T M) ™ dir.

O egrisi M dual yiizeyi iizerinde bir dual geodezik olsun. V7 € I igin é(f) € Ta(;)l\_/[
ve € (7) € (TypM)™ dir. O halde, <&(f) ,%.Z(f)> — 0 yani, % (7) Lp (7) oldugu
D

aciktir. Bu durumda,

%<&(z),é(5)> = () (o () +@ (1), o (1) +e (" (1) + & (1))
D

= [(o'(0), (1)) +2¢ (o' (0), (7" (1) +- &' (1))

oldugundan

%<é<z>,&<z>>,, = (a"(1).e/ (1)) + (e (1), (1))

(o (r)+ o/ (1)), a"(t) + e (rFa” (1) + & (1)))]
)

elde edilir. O halde,

2

ifadesi dual sabittir. Bu du-
D

& (7)

rumda, bir geodezigin her noktasindaki hizi sabittir.

sonucuna vartlir. V7 € I igin <§ () ,ﬁ(f)> =
D

Ayrica; & egrisi M dual yiizeyi iizerinde bir dual geodezik egri ise g : I — D bir dual

analitik fonksiyon olmak iizere V7 € I i¢in

a0 =30). (?oa) @)
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(1) — _
dir. O halde, g (7) = <§ (1), (Z o&) (f)> dir. Vf € I i¢in bu ifade dogru oldugundan
D
asagidaki esitligi yazmak miimkiindiir:

<§,§>oa>D - <é,?oa>;— <&, <?oa>°>D ~3.

Bu durumda; @ egrisi M dual yiizeyi iizerinde bir dual geodezik egri ise

G+ (G (Z0a)) (Zow)-0

diferensiyel denklemi mevcuttur.

Ornek 5.3.2. Bir M dual yiizeyi bir dual dogruyu iizerinde bulunduruyorsa bu dogru
bu dual yiizeyin bir dual geodezigidir. Gergekten; @, M dual yiizeyi iizerinde bir dual

dogru olsun. O halde,

g
=
<|

—

_ -
— o(f) = v,

+1

~I
|

p dual noktasindan gecen ve dogrultmani ? olan dogrudur.

aF) = p+iv
= pHIVHE@V +p +1V)
= a()+e ("o (t)+alr))
olmak iizere, V7 € D icin 0((7) = a/(t) + e ("o (1) + /(1)) = V + e V* = T ve
[ — _ —
af) =0 e (TgpM) D dir. O halde; @ dogrusu M dual yiizeyi iizerinde bir dual

geodeziktir.

Ornek 5.3.3.

ol
<
IN

D’ —F({U)=McCD’

(uy,up) — F (uy,up) = (cosupcosiy,cosuysiniy,siniy)

parametrizasyonuna sahip M dual yiizeyi verilsin. o, M dual yiizeyi iizerinde birim
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hizli dual geodezik egri olsun.

]
"
)
|

<

~1
l

/Sil

=~

egrisinin ne tiir egriye karsilik geldigini bulalim. M dual yiizeyinin birim dual normal

=
vektor alam1 Z olsun.

M= {(%1,%,%) €D’ | ¥+ +% = 1 +0¢}

bu dual yiizeyin nokta ciimlesi olmak iizere,

= L i
Z (X1,%2,X3) = (X1,%2,%3)

elde edilir. V7 € [ icin

olmak tizere,
a+<a,a> a=a+a=0 (5.3.1)
D
diferensiyel denklemi bulunur. O halde, yukaridaki ([5.3.1]) denkleminden
(al + 0, 0o+ U, 03 +ag) @) = (o +on,09 +on, 08 +03) (1)

e * (o + af, 0" + o, 0" + &) (1)
+ (&[’ + 0,05 + 0, aff + &3) (1)

= (0+0¢&,0+0¢,0+0¢)
esitligini yazmak miimkiindiir. Bu durumda,
(af 1)+ (1), 05 (1) + o (), 05 (1) + az (1)) = (0,0,0)

\

(o (1) +ou (1), 05 (t)+ (1), 05 (1) oz (1)) = (0,0,0)
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olup bu denklemler ¢oziiliirse

a(f) = (7)o (), (1))

= (51 cos? + by sin?, ¢ cost + 3 sint,d; cost +do sinf)

egri ailesi elde edilir. Yani; & egrileri birim dual kiire yiizeyi i¢in birer dual geodezik

egridir. Burada; by, b,,¢1,C2,d; ve d, birer dual sabittir. Gergekten, V7 € I icin @ (7) =
=

—a)=— <z oa) (7) dir.

Ornek 5.3.4. M, D’ uzayinda bir dual diizlem olsun. M dual yiizeyinin birim dual
= = —
normal vektor alan1 Z olsun. Z vektor alaninin (dual) sabit oldugunu biliyoruz. o, M

dual yiizeyi lizerinde bir dual geodezik olsun.

o : ICD—M

~I
l

/Q\I

=~

egrisinin ne tiir egriye karsilik geldigini bulalim. ¢, M dual yiizeyi iizerinde bir dual
_ oo = . -
geodezik oldugundan V7 € I i¢in @ (7) \ \pZ dir. Ayrica, @ € x (M) oldugundan

s = _
<§, Z > = 0 oldugu agiktir. Bu ifadenin 7 dual degigkene gore tiirevi alinirsa
D

<é,?>. = (o (r)+e(ra’(r)+a'(r)) Z +870>

=
biciminde olup Z dual sabit vektor alan1 oldugundan

L:) * 1 * n ! -~
<oc,Z>D = ("0, Z)+e(r ("), Z )+ (o). 2°) + ("), 7))
_ <a”(t)+g(t*a"’(z)+&”(z>),7+S7O>D
= < =0 (5.3.2)
D
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- oo = —= —
elde edilir. V7 € I 'i¢in @ (7) \ \p Z oldugundan & = A Z olacak sekilde A dual degeri
vardir. Bu ifade (5.3.2)) denkleminde yerine yazilirsa

<%.23>D _ <ﬁ3>D :I<§>,§>>D _T=0

A 1 e = . -, . e = ..
elde edilir. @ = A Z oldugundan & = O bulunur. Yani, V7 € I i¢in & (7) = 0 dir. O

halde,
() =a"(t)+e(ra" () +a" (1)) = 0 + Oe
oldugundan
o' (1) =0
ve

(t*a///(t) + &//(Z)) il ﬁ

elde edilir. Yukaridaki iki diferensiyel denklem ¢oziildiigiinde (¢) = p+ 1V ve (1)=
p* +17* olacak sekilde p, p* € R> noktalar1 ve 7, V* € R3 vektorleri meveuttur. Bu

durumda,

— M

=

o

<]

i — af)=oa()+e(t*d (1) +a() =p+i

egri ailesi elde edilir. @ egrileri p € D? dual noktasindan gegen ve dogrultmani ? eD’

olan dual dogrulardir. Yani, dual diizlemin dual geodezikleri birer dual dogrudur.
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6 . SONUC

Bu tezde, once dual sayilar sistemi lizerinde bir siralama bagintist tanimlanip bu bagin-
tinin 15181nda dual uzayda baz ve bu bazdan bir topoloji elde edilmistir. Daha sonra dual
analitik fonksiyonlar genisletilerek bu fonksiyonlarin ters fonksiyonlar: incelenmistir.
Bu kavramlar kullanilarak dual uzayda yiizey kavraminin tanimi yapilip 6zellikleri or-

neklerle desteklenerek detayli bir sekilde incelenmistir.
Son olarak, dual yiizey iizerindeki bazi 6zel egrilerin tanimi yapilmistir. Bu egrilerin
diferensiyel denklemleri olusturulup bu denklemlerin ¢oziimlerinden egri aileleri elde

edilmistir.

Ileri bir calisma olarak, bu kavramlar birim dual kiire iizerinde ele almip Study donii-

siimii yardimiyla R? uzayindaki karsiliklari incelenebilir.
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