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Tarif 1.1.6.(Transpoze Matris): Bir A matrisinin satir ve situnla-
rinin yer defistirmesiyle elde edilen yeni matrise; A matrisinin trans-

pozesi denir. At ile gosterilir.

1.2. DETERMINANTLAR
Tarif 1.2.1 (Permiitasyon): Birbirinden farkly n tane elemanin bir
sira lzerinde herhangi bir dizilisine bunlarin bir permitasyonu denir.

n elemanin meydana getirdiii permiitasyonlarin sayis1 p_ ise

L -

P = ni
n

dire
Tarif 1.2.2, (Inversiyon): A= {1.2.....n} cimlesinde her eleman

tabii sayilar sirasina gire yaziladir. Bunu bir permutasyen sirasi ola-

rak diisiinelim.Bu siralamanin disinda her hangi bir siralama varsa bu si-

ralamada en az bir ¢ift vardir ki, tabii sirasinda dedildir, Boyle bir

say1 ¢iftine inversiyon denir.

| Tarif 1.2.3. (Kombinezon): p<n olmak iizere farkla elemanly p- 14

sruplarteskil etme islemine kombinezon denir.

Tarif 1.2.4. (Determinant): n-inci mertebeden bir 4 kare matrisint

pozoniine alalim. Matrisin elemanlarinin satir numaralariny r

numaralarinida sj ile gisterelim. (i,j=1,2 m

t=a e ey

ve siitun

—

Bu satir ve stitunlarin dirilislerine kar

realak 1,2....0 sayileri-
Mn herhangi birer permttasyonlarna Ir' ve bu permitasyonlara tebabiil

eden inversiyon sayilarida I_ olmak tzere :
C&-:S(—I)Ir+Is a_ a -

s r.s .. 8
g | 2°2 r333- rnsn

toplamina A matrisinin determinant: denir. 'Al geklinde gosterilir.

e
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1 ’l g ¢ e 1 1 1
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matrisleri A nin birer alt matrisi olup, A nin tamamlayici minérleridir-

ler.

Tarif 1.3.6. (Cebirsel Tamamlayici):

il+i2+o . +lm+ Jl+j2+- . -+jm :.'p ve

i .+1 cegl 4] - T I " .
mtl T2 +ln+Jm+l+Jm+2+ +_]n q olmak iizere;

e e
1' 27 m
isaretli mindriine
In+1 ' Ime27 *Ja
Tm+l, in2r iy

A

determinantinin cebirsel tamamlayicisi denir. Burada;

j ’j 7"..j
( -1)4 A.m+l m+2 n

: mil’ ‘me2,...4
1saretli mindriide; ’
31.32’---J
1ydgseeedy

determinantinin cebirsel tamamlayicisadar.

Ornek 1.3.1. A= [%i}] matrisini ele alalim.
5x5

Burada;
. . | o - s - P
21 25 = a a a
A%’gl = ve Aivztg 42 43 L4
’ a a ] ’
. A 35 359 2gq 2g,
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5 ,
minérlers birbirinin tamamlayicipidir. Ayrica; 4 Y
15 g iz 2,%,4]
5 5| = = igaretld mindrii . |A
23
determinantinin cebirsel tamamlayicisidir., Denzer sekilde;
’ )
: 14445+ 243+ I7,,,A AZ,;,A
= Loas| 7| 1,4,5
‘isaretli mindrii ise ‘
2,3
determinantinin cebirsel tamamlayicisidir.
1.4 ADJOINT MATRIS
Tarif 1.4.1. (Adjoint Hatris): A*[ 11] matrisinin aij elemanla-
rinin zretli mondrlerini ! . lerle /ostﬂrirsak, bu takdirde elemanlaryi
4.. ler olan matrisin transpozesine A matrisinin adjointi denir.
1]
zdj £ veya A% ile gosterilir.
Yani; f; a a o
-7 11 "12°°° "1n
a Bymeme B
21 22 2n

LI I I A 4

L I I B B B L

nn

anl an2. e d

e B

—_—

“2trisinin adjointi

* =
All AZl...AnI
2
g o 12 TR0
!
_.nln Azn"' AnEJ seklinde olur.

! . . s s -
#1joint matrisin bircok ozellikleri verdir. En Onemlileri sdyle sirala-
nabilir,

1. Ozellik: A A%* =p%A = ,AI E
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L4 ~ il -t re
t Facitihe B - . . ' o gt
3. Czellik: IZer A ve B n-kare natrisler ise L = LEE
Erg~t -0
adj AB = adj B. adj A dir. =
4. Ozellik: A matrisinin adjointinin adjointi A** ile gOsterilir-
ool n-2
se A = A - A dir.
T.4.2. Rir Adjointin Mindrii
reorenm 1.4.2.1.4 = [h_l matrisinin bir m kare minoru
i3
¥ nxn
Jysds sl : : ;
g e : ,In+1,Ime27 7" In
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a s A - e A - - -
1,2 n i o | evee 1
§ el e ' o+l’ "m42,""" 'n
o . e W1 32,0005 o
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T PR, |
1,72, I
.z c s - JJyeda eeedn : _ : "
sdj A da isgal etrigi yer: [Ajl 7= i -im elezanlarinin A da iggal
1 1:'... ol
ettell ver ile avmadar,

JJ1d2cetdn S N0 Ine1, 7042,
'A { P i = (-—l) l.-w.l Al i i
1yigeeely m+l, " m+2," " n olur
(Iy#iteiaet 1+ 4]y g = s dir).
; . - [ . -
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i ‘ " . .
- !-‘.ji‘. "ndjl 1!.01":' "nelja+1 ml g 132‘] l2-:!&'1 injr.ull
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iki tarafin determinantlarini aldigimzda bu esitlik
leﬂz Tt dm m In+1Ims27 7 In
M = |4 A

i i a0 e i 3 3
1 . &
172 0 1m+l m+2 n

(-1)° A

haline gelir.Bdylece teorem ispatlanmis olur.
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2. BOLUM NP

, i Noo, G s
BIR  MATRISIN KARAKTERISTIK DENKLEML %, a0

2.1.Karakteristik Degflerler ve Karakteristik Vektorler

Tarif 2.1.1 (Karakteristik Vektdr): Herhangi bir ¥ cicmi iizerinde
tarif edilen bir T vektdr uzayini yine kendisine d#niigtiiren linecer dinii-
siimi ele alalim. A, nxn tipinde bir matris olmak iizere:

f: X —— AX
olsun. Bu doniisiimde sifirdan farkla oyle vektorler disginelebilirki,bun-
larin gériintiileri yine ayni vektdre paralel kalir.
Soyleki ; A€ K olmak iizere
f f(x)= LY =X (2.1)
| esitligini sajliyan X vel:torlerine A matrisinin karakteristil: veltérle—

ri denir.

Tarif 2.1.Z. (Karakteristik defier): AX =)¥ esitlizini sazliyan

degerlerine A matrisinin karalteristik deserleri denir.

|
|
|
|
l
|

2.2.Xarakteristik Matris ve Farakteristil Polinom

Tarif 2.2.1 (Karakteristik Matris): E birim matris olmak iizere

- AX=MX esitligini;-
' i AX=DEX-
Seklinde yazabiliriz. Buradan;
AEX -AX =0
( ZE =£) ¥=0 ‘ 2.2

elde edilir, (AE-A) matrisine déniisiimin karakteristik matrisi denir.
]

Tarif 2.2.2 (Karakteristik Denklem): Karakteristik matrisi c(N
ile gisterirsek: N -

= E—A = - - -~
C(a) = (AE-A) 291 A-2yp ~2p3 +es =2, (2-3)
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pu durumda (2.2) esitlifi C(X)X=0 haline gelir. Bu ise h\,b%?inmeyen
ST

iles n tane denklem ihtiva eden homojen bir denklem sistemidir. Sistemin

sifirdan farkli ¢oziimiinlin olabilmesi i¢in katsayilar matrisinin determi-

nantinin sifir olmasi gerekir. Boylece; C(A) nin determinantini alip

punu A(A) ile gosterirsek;
(A-a;,) —a;, ceoomag

~a,, A-a,,) ....-a
AN = e o) = 21 22 2n

olur. Bu determinanta A matrisinin karakteristik determinanti denir. De-

terminanti ag¢tigimizda 3 ya bagla

_ AN n-1 n-2 .
ACA)="N +Sl>\ + 5, N +...+Sn_l>x-r8rl 2.5)

polinomu elde edilir. Eu polinom A matrisinin karakteristil polinomudur.

Farakteristik polinomu sifira esitleyerek elde edilen

A= P48 A8, R4 45 w5 =0 (2.6)

polinomuna A matrisinin Lara\terlstlk denklemi denir.

2.3, Karalkteristik penklemin Ozellikleri

s . n . . L
Karakteristik polinomda A -in katsayisi 1 dir. Ciinkii; karakte-
Tlstik matrisin determinantini 00z Oniline alirsak; esas k&segen lizerin-—

deki elemanlarin Garpimi

(%_ajl jl ) (:‘— 832 -]2 )"' (A—' aJr,Jn)

Seklinde olup, bu ¢arpim )F—i ihtiva eder.

A Ponin kuvveti, kdsegen elemanlarinin (n-p)tanesini

(A= ajl jl.'h—ajzjzj,,,J)_aj ; ) ihtiva eden (2.4) determi-

n-p “n-p
na &
I Ntinin elemanlarindan olusur. Bu kosegen elemanlarinin garpimlari

CamScanner ile tarandi




10 K hY
) Eﬂf (7‘ T?i
~ il R (V- §
diclorin: el W /85
1,2,...,n indislerinin (2.4) determinantinda i 1 WS (S-S -‘:-’3"@;?555,-*
. 1-2 A, “3:5 At
- » -4 - - - - .. bx -.‘-‘J"‘
i ip-e- 1p lerin komple bir ciimlesi @lmak lizere prensibal™minorleri
i i L ] i
1%2 1p
i i L I ) i
1M20- 1,

olan xcarpanli serbest terini ile meydana gelir.
0 halde (2.4) -nin aciliminda j1j1"'j ler. 1,2,...,n indisleri-
- 3 > -4 gt .e . o n—
nin (n-p) tanesinin miimkiin olan biitin kombinezonlar: alindiginda
)n—p . Q .1. = . . . S
(= A -nin o katsayisi A matrisinden P— 1ncl mertebeden prensibal
mindrlerin toplami olarak elde edilir.
3; i,.. 1
o 17201
Yani; Ai i p
172" 7p
A metrisinin p kare prensibzl mindrii olmak iizerel SD ratsayisi
, 195 PR | '
B D
s,=-1F S st !
P ii,... 1
VR
seklinde olur. Furada 1,2,... ,n ipdislerinden her seferinde p tane alaral:

elde edilen

'j’= n(n—l)...(n-o+i )

1loZ2esesnp

farkii kombinasyonlar jc¢in ili"' ip yazalar.

2.4. Karakteristik deser ve Karakteristik Vektérlerle ileili bazy

sonuglar,

Sonug 2.4,1. A matrisinin karakteristik dejerleri Al,)q,...xn ise
rS

[}

AME matrisinin karakteristik degerleri de )&fl.>5+1....)h+l dir
Ispat (2.1) denkleminden
Aki=hi Xi

EX.= 1. X,
i i

+

( A+E)¥i=(>|i+1)}{i

elde edilir,
e A —————- e ]
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Sonug 2.4.2. A matrisinin karakteristik degerleri )

1')2[...hn.ve

k#0 bir skaler ise KA nin karakteristik degerleri k)ﬁ,kkzrga 016};
n

Ispat: A=A X idi . Iki tarafi k#0 ile carparsak
i

kAX=k) X
i

elde edilir. Yani kA matrisin karakteristik deserleri k)E olur.

Sonuc 2.4.3.A matrisinin karakteristik degerlerikl,)z ce ise

n
Ak matrisinin karakteristik degerleri,x; ..k;---&\k olur.
.
Ispat:
Ad =A%y
« Ay

2 2 .

/ X = y Y

A <Xl, 17 A1<).l,xl>
A2=>$

elde edilir.

Sonug 2.4.4, A regiiler bir matris olmak iizere A'nin sifirdan farkli

bir karakteristik dederi 7 ise, Al da adj A-nin bir karakteristik

A

degeridir.
Ispat: Her hangi bir A matrisinin karakteristik denklemi
-1 n-2, : _
3+ sl>” + 5y A Theen t S.n—1>' 48 = 0

seklinde idis«Ayrica ; S., (i=1,2,....n—l),(-—l)l kere A matrisinin i-kare
i

Prensibal mintrlerinin toplami idi. Buradan.

- -2 - - :6
Ns) AT 52}\n 1—...1sn_1?\ +(-1) 2|

Yazalir., A nin adjointinin karakteristik polinomunu teskil edersek

| pE-adj & = R 4P F‘J_*Pz Ez-2+...+pn_1t~+(-1>”ladj Al
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.
v,
N
e

j 2 ) . ] g a7 = (k. g
burada Pj(j=¥%-'vn“1)l (-1)7 kere adjAnin j-kare prens;bgl mlnorlerfnln
roplami olacaktir. Si ve Pj nin tariflerinden ayrlca;}nJ _r“. € -

. -1
ladj A) = [A["
esitliginden;
n
Pp=(-1)" S 3
n
p2=(_1) [Al Sn_z

n n-2
Pn_1=(—l) [A] S1
olur, Béylece; ]

. -2 -3 .2
| pE-adj 4l =(—1)n{(‘l)n 1 S P b Sy I8 T e5, AL

W
+Sle[n“2t)L +|Aln_l}

yazilar. Her iki tarafa |4 Bl gne bolersek;
n-1 n
- - " By .. BB ,.}
|A|1 n lﬁg—édj A= (-1) {1+81(l_”7|') +. +Sn_1 ( l:\\) +(-1) (IAI ) A

elde edilir. Esitlipin ikinci tarafi £((!) ile gosterilirse;

£ JAl

‘ . 1
—5 = (D" {1 + S, (3) + oSy ( 2" (-1 (D" IA[}

olup, buradan her iki taraf ;AP ile c¢arpilirsa

n E -1 n o, -~
A f(_)\_,' ) = (-1)° E?-e— S, W Lt Sn_l7\+ (-1) fnl] =0

bulunyr, Boylece Al degeri adj A nin bir karakteristik koki oldusu is-
Patlanms olur, *
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ADJOINT  MATRIS VI v Aravterdasrety pos o . S

4.1, Genel Bapantalar, Hamilton-Cayley Teoremd
A herhangi bir matrln olmnk (izere Ali=Anin nd jolot matrief A,

olsuns Adjoint matrlein tzelliginden;

Aodg A w oadj A= LK)V, (3.1)

yozilabiliyordu. Bu bafiintayi A=t 1le BN ) arasinda yazarsal;

(XE-A). E(A) =A(A) F (2.2)
BCAY (AE=A) =A(A) E (2.3)

bagintrlary elde edilir, Burada 8 (A) E diagonal olup bir polinos rzt-
ristir.Bu bafintilar A (A) E polinom matricinin sapdan ve s0ldan AES

ile kalansiz olarak boliifiebilecefind ghsterir. Puradan;

A(A) E=O
A(M)=0 - (2.4,

oiduiu pcriiliir,

Teorem 3,1.1 ( Hamilton - Cayley ) : Ver kare matris kendi kzrzkte~
ristik polinomunu safilar.
Ispatt Amatrisinin karakteristik denklemi;

A(A) =|AE-4] =0
idi. Burada a verine A yazilirsa;

A(h)= [AE-A | =0

A(t)=[A-1|=0

b .
ulunur ki, bu da denklemin saglandizin1 gdsterir.

3.2, Karakteristik Matrisin Adjointi
AN) ile B(A) adjoint matris arasinda bir bafinti kurabilmek i¢in;

A(A)= »_ Sl 7,‘n-l_ SZ >‘n-2_ . _Sn-l}._ Sn '(3,5)
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r -
Yo X 2 RQFN
o =03 CETRINY  teskil edersek Mu fark (N MY t1a wat
e ¢ -4 Li® Sals ¥
b | -
olerak bolépebilir .

e Me
5 ' N N -6)
A = [
- “ - 5
= % (VP55 Y T4 &, &) R n-J
. 1’ A ( w ‘.‘ = \:‘ “ Poae
P YJ'?': g, - A
- Y - . ' ".n--k.' -‘-:
. 14 2 \ n=-3 b rt—l,

o e ‘ﬂ—:’_ & n=3 g Y LR
\ Iy 2 % o~ t Sl Sp-2 8= S,0y) (3.7)

Uhad 3o {areod B d 1 . |
Y cakl § toe A verine Aj ve M yerine de A matrisini vheLp

icier daslar ¢arpiny vaparsak;

A(AE)-AR) = S(ALL) AL-A) (3.%)
clde edilirn N
Hamilton ~Cayley teoreminden A(A)=0 oldusundan,
A(AL) =S(AE,4) (AE-4) (3.9)
J e
A(A)E=s S(AE,4) (AF-2)
verabilirir. Bu son esitlik daha 5nce elde ettigimiz;
SAD) (A L-4) =M

(2.10)

N

cenkleml ile aymidir, P&limin tekliginden dolaysy;
B (A) = S(AFE,A) (3.12)
- -

':'1:"_ {-i-])( bylu wricy ]
r vuiuvnerkl,bu da karakteristik matrisin ad jointidir,

(3.7) denklerini tekrar ele alirsak ;

SONE,p)e | -] 2 (a2 S
A)m | A +(A=S E) N'7% +(A - §,A-5,E) i T

=3 = -
+(A" o S An 3-5 An h'ooc”sn-j A- Sn_2 E)A

1 2

+(AP-1_¢ ,p-2 n-13
S1A -5, 3.13)

——

—'”-Sn-?A' Sn-l E)
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ceklinde vazabiliriz. Burada; B(A) ad joint matrisini eq oenel Q‘arak

N n -1 n-2 n-3 = .
3(%}:5 : "‘?LA 3 ) +. . -'_B ?‘T‘B l.‘ ‘T’f.- ..'. d
;e"“""“ elc'n ederiz . Burada; < -TT3.-1¢)
= l
'}
P AT A_S F = - Y- ¢ —_ |
DZ_A Sl;w. ‘,2[‘, "\(A Slt.) SZE— ‘!ABl-'SzL
33 Anz— 535
= AR E
= qn—! h-3""n-2"
B _=AR .— £
-1 -2 ="
dir. Buradan asafidaki sonuclar yazilabhilir

Sonug: 1. R =A B, .-S E dir.
; i k-1 "k

Sonu¢: 2. Hamilton-Cayley teoreminden;

AD ____S = finleii e
AB _,-S E 0 dir Sinkii;

-1 -
A(R)=A"-5 A"1-s aA"2_ | -5 a5 E=0

Jd
-..,

Parantez icerisi B l‘e esit oldufundan;
- AR D r_ ) —
AB o PnE—O elde elilir.
Sonug:3, Eger A singiiler degilse
-1
S =(-1)" JA]l dar Ciinkii;

A )=x1_ 5. yn-1 n-2 2
A °1 AT O N S

k . g e o R
arakterigtik polinomunda S-inci katsayi A matrisinin S mertebeden

rensgi . S . .
Prensibal a1t matrisleri determinantlari toplanmi ile (-1)  -in isareti

idj -
t+ 0 halde =S katsayisi [A| ve isaretide (-H"olacagindan

|-
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. ! "" y l\ t'..J ]
-8 (=1)" Ial eI 3

: Ll WAL R
. e N

-1 b et
S o o] n A n "7".[‘," Ry
olur. n ( ) , \ Shld
| 1

Sanuctd. A= Do
HONUE L a i - ) n-1

n

dir. Qinkily A Hn_l—snEmO

~

sonucundan AB wm ST
n-1 n
olur. =
her ikitarafa soldan A © dle garpap

S N

n
]

g LB = A ST
n= n

|

ilki tarafa Sn ile b8lerselk

clde edilir.

) . 7
Ornelkk. 3.2.1 | 2 G

he= |=1 0
1 1 ()
matrisini ele alalam.

Adle =
f A(A)=[AL-A ) =] 1
-1

L,

Yo
1
w O

|
—

AN « N =52 -2 -3

S( W= A0)-AE)
A=t

SOpye X =22 A 3 w2 ko3
-t

SOMR) = NZh( -1y + 02 - -1
BN ) @ §(AE,A)m AZEL(A-E) A + AZ-A-E

BI.A-E Ve B2' AZ_ A-E
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I WA
,_’ 4 2. ‘o m &
] = 1 0 Py s
O 0 2 0 ‘Y (/\a\ ‘-:2 .
B. = 4 _ |0 Ol.|-1 -1 & T, SR 1,75
1 - o 22 S NV N S
l l 0 0 0 I_ 1 _1 .\{',‘, it (24 Q_‘
LN Y
2
1 0 1 2 o 1 0
Bz — —'l O 3 -_ —-l 0 3 — 0
B2= 2 1 0| — |-1 0 2| — 0
O 2 3 1 0o 1

(o)}

0 0 0 2 o0 3 0 6
BOOOXD 1 ofeal1 -1 o +]13 0 -3
0 0 1 1 1 -] 1012
X -3 2™ 6
S CAD I B O B 2 N
A-1 A+ 1 7\2—>\+2

3.3, ™ . . ..
Matrislerin Minimal Polinomlara

Tarj
rif 3.3,1 (Sifarlayan Polinom):
EA)=s, 1, g 02 i
' 1 '7\ T 52 _>\ +.--+Sn_l>\-r Sn
Polinomuny ele alalip
A -

y N~ ka . )
£ nlfe Matris ve E de ayni mertebeden birim matris olmak lizere;
(B)= 4 +51A“‘1+
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N
’- ':: 1Y ._‘
| 13 : o *) B3
Jani f(A)=[0) ise f(Q\) polinomuna A matrisinin si\fg,g i, ;..fﬁom”
- <]
ldenif . f\’?-’a U‘“":rt‘ih&,c'

Tarif 3.3.2.(Minimal Polinom): A- kare matrisinin sifirlayanlari ara-

s1nda derecesi en kiiglik olamina matrisin minimal polinomu denir.

Tarif 3.3.3(Monik Polinom): A-kare matrisinin minimal polinomunun

en biiyiik kuvvetinin katsayisi 1 ise bu polinoma monik polinom denir.

Teorem 3.3.1 Bir matrisin sifirlayan polinomu, minimal polinomu ta-
rafindan kalansiz olarak bolinir.
ispat: A matrisinin sifirlayan polinomu £(A ) ve minimal polinomuda
P(A) olsun. Sifarlayan polinohun derecesi minimal polinomun derecesin-
den biiyliktiir. Bglme zlgoritmasi geregince,
F(A) =P(A) 4(A)-+ T (A)
yahin-. llllIraLia r(A) -nin derecesitf)f)\) nin derecesinden lkiigiiktiir.) yerine A

vazilirsa

£CA) =P(A) q(A) + (&)

elde edilir. sifirlayan polinom tarifinden f(A)=0 oclacafiindan P (A)=0 ve

buradanda r(4)=0 sonucuna varilir.

AR . ’ . - N . —
3.4, Dir A(A) Polinom Matrisinin Yanonik Formu .

A(?\), m x n tipinde bir polinom matris olsur. Birtakim elemdnter is-

lemler yaparag A(A) nin kanonik formunu bulmaya c¢alisalim.

3k (A) elemanlar: arasinda sifir olmayan ve 7\ ya gire derecesi
en kiiclik olanlardan birini secelim. Uygun satir ve siitun defigikligi ile
bu eleman, a (7\) verine getirelim. Sonra a;, (A) ile birinci satirin

dis
ger Elemanlar1 ni bdlelim. :

Ak (M)=2),(A) g (A) + 1, (A)  k=(2,3,...0)

lk (A) # 0 ise birinci siitunu qlk(')\) ile carpip k —-inci

tundan $ikardigimizda a,, (A) elemani yerine r,y, (%)zelmis clur.
g 1k y 1k

-

lk(ﬁ) nin derecesi (7\) nin derecesinden kiiciktir.

Tek )
hrar Uygun. satir ve siitiin 1q1em1f=r1 ile rlk(?\) elemanini sol lst kCse-
e e ——
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Lo getivelizmy Yeni elemana yine :\“\.’\‘a divelim,

a8 Nlme vaparak sonlu savida tekrardan seanra M
ast®
clesamma dizindakl elemanlar safara S=des olur.

Avnl islemler stitiinlar igin de  tekrarlanmar.
s Y ¥ 3 . i > ~ ~
nllkf\\- \ik([\) all\f\)é-xil\j\\ (1=2,3...0)
aafir olmavan elemanlari tekrar sol st kigere getirmek suretivle a,,(A)
dan daska difer elemanlarin hepal safar yvapilar. Rivlece A(A\ ) polires

-—ataey g
. '.h*\-\

e
-

_j
-
-

J

§
\\@‘\‘Q\\.\‘\

. ~ )
LTS »&\\“\:\

-

*

C LY :‘A\"\\-.\_\ L I

T e —

| L I R T T T O I N A T Y .\
1
| \
] LA I I I T T B L L U U U T N N )
| ~ - h Y AY
' U i ~
i ‘A \\_.-\(.-\ \tbtq\\\-\)\\.“\:\
i - ——at
—
Nald ) B
haline gelir,
b
STRNaw o p e \ < v 2 o e ™ w \ Ta ~ 2 an . .
B \.\ [ N e LR R L2023 :«1:\:‘::‘.\:;‘: N & \\“:\1 3‘.K?\\
MR § @
Yig Dalenayy WNEIims
-t cs8HDS A b vama e yeogas > " « . < .
WERASIT ovlunuyorsa,ozamsn bu elemmmy BIirinci satir vers hirined
. At -
~ B a1} . » 2
wid Thi@Yerak . . N ¥ . - 5
UN Ve ¢ahs Mo prany Tann e oy | | ~1 % . :
) HIA& onCe yaprdan islemler tekrarlanerak velsrdaki
- - - N
anvrise \
s '_\ N 3 ;
‘"‘1 K: \ ~ TAY VR Y YRR NN .
- !
H
10 "™\ 1Y \ ~y
F\ t\\\\, h-hn\-\.kx : \\-
' - ﬁ.‘ ’
N S T N S A A A AL SR AR Sy
'
1
' O h M\ A (A
{ L ‘
~*\\. “‘\\“_\‘\‘ |
I o a2 !
—
\‘a\'-l‘ Manoae s
N 1‘\.\ CANnY aiim N v 2 ¥ wy Y - “
1 - % ~ 1 W AW 2 AMOE - N 1
we gonustr JBurada a,(A) , b (A) elemanlarimi Ralansiz ola-
) N -
| b 1 L‘\;c
i <R T Ras \yo»
> TVSET. Denzer sekilde;
|
|
I )
‘ baa(A) Ao (AN
| Sanl SV Ts s e v s nnn e \“\‘
| \ - -

AL T IR T T N R O N N N A A S LN B

R I A N S A S S SN Y

| b '\L:\‘\Q\Q‘\hhb (:\)
b Ra g -4
)

S
o ———
~
’I
s

l-n.a- o

¥ , ————
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crisi isin  ayni islemler tekrarlanirsa;

ma

ral(7\),0.---.-..--.-o---....o

0 az())...................O

0 0

0 0 Cm3(§\) .......Cmﬂ(iﬁ)

elde edilir. Burada da az(jh),

nir. Avni1 islemlere devam edilirse;

033(7\)...........C3n())

.

[a, ), 0, o,

‘lll..."lllliﬂo

0

L I I I I I

PN |

(4)

a,(?ﬁ) tarafindan kalansiz olarak b31ii-

(5)

0 O......as(?\) e B2 st 4l nip U2 e = oll)

L R T T

0 e« = = v o2 & EAEES =8 835 SENEENE) SRR Y O_]

matrisi elde edilir.
Su sonuc¢lar: séyleyebiliriz:

1. a1(7\) , az().) ;--+3 85(A) polinomlari sifirz Gzdes

Puradan

degillerdir

2. 2, (), 23(A),ees, 2g ()
ikalansiz olarzk

ri 6nceki terafindan o0lunebi

3. al(ﬁ), ar(A) ,..., as('}) polinomlari monmikti
VA

Tarif 3.4.1i. (Fanonik diagonal matris)
li]" er- e . . = . . sl
ctklerd Sa8layan A(\) polinom matrisinin indirgenmis sekline

]{an 5 .
onik Giagonai matris denir.
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BOLUM 4. o ey, Figg

VE ADJOINT MATRIS POLINOMLARINING." - ' - e
KATSAYILARI sl i

Mo s i1 1 ] 1
.1. Matrisin Karakteristik Polinonunun Katsayilara

I~

& ] ha o5 - \ L I . .
Her hangi bir A n-kare matrisi verildiginde A matrisini kano-
nik diagona] hale getir . - .
I gonal getirerek Dbunun determinant de3erini 2ldidimizda

elde ecilen polinom A matrisinin karakteristik pelinomu idi. Bu po-—

0
n
o
-]
[
e
(SN
D
)i
[« 7
[N
—~~
-
o)
&)
[
(WA
jou
Q
A
[~
s
=]
s
)
[WH
-
[4V]
re
n
[3Y)
i ]
[
[
3]
8|
-
-
= |
W)
re
la}
[
]
[
o
=
3
U
|
|
2
al
()

T-=
P_katszvis: A metricipir rertet 3
s A2 L3EN i51 A Bztrisican 1. mertebe prens: b?l aT‘- ""?v]oi-,e-r-l
i : == - g i 4 < -
=nnla—a T e a1 —— <
toplam olup; f alt nmatrislerin savisin: gosternek Uzera

U
[
I
—
|
(]
4
'-.l
—
I~
IS
[N
1]
=
9
L)
Re
Il
_—
|
o
!
b |
—
]
i}

P=(~-1)" (a 2t
TCc —~ a-\ - s s
T '1-1 11° 722733 cnn)
T=Ic :,— 1231 :7-.
2 3 .
2 = —1\_ z 'll ] '
z \ z I Y i n
; SRR P 2 () B TR
} 1 74 = ..!(3—2\! -3
1 ')_,- < A ~ -
=92-1,3-1,4...1,n ;2,3—2,-’.....2,::: 3,4-3,5...3n
-«.(n-1)n ’
'
o
12 11 T = & | 13 | 2 2
. - =N Sel il i
l-_,.= & ) El3= E._‘:i
1521 a.?"' 12 24, &-;«“. l:l B . IH..
- - - - - - - e
5 n ' -1 1,0..1
I =(..1)- '_S- !1 2 n f__ ( n T ni .
&

?#_J):’ a’} -oo.---?"‘-

n Fael

a_‘.'.--.....a
¥ — m e P e ———— e
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L2, 1 joint Mt dedn Kernlderistdle Pol fnomunun Kntsayarlars ) 2

Ay e ekl inde bie motrie olmak Uzere Ni-Aknrakte

ad fofntd olan BA) yuv ele alalinm,

27

#
L
/

ristik matrisiniy

fuknradn bir polinom matrisinin kdno-

pikdiagonnl hale petiriligtnt ghroGetile, Denzer dilglince {le BCA) polino
! - e S - 4 m

patr et de kanontlk

kolayen phbrilir,

!

Ingonnl hale po

tirlldipinde baglanpicra ele alinan
A matriainin karalkteriovtlc polfnomunun (n-1) fnecf kuvvetin

¢ eslt oldugy

Yand, BCA ) nin karakterintik polinomunuy A*(A ) 1le pésterirsek

NARY = (A our.

Conkily BCA) y1 elde ederken hunun c¢lemanlarinin birer polinom olduklarim

ve bu polinomlaran en biiyliglinin dereeesinin (n-1) oldusuny pormiistiik
%) 5 & L

Fo durvnda en genel anlamda nxn tipinde bir matris ele Alindiginda.
i 1inda .

A OV ()

]

- —

A O m(n=1)) >

=] =2

'*z! Jll’ ‘
A "z A + +d”_l7\ +3n)

b
K'Y (A" (a, A"t

“n=1

(burada, x4y4z+4...4ten=1 dir.)

1oyl 71 ...t

{ {88 % va o Z
Bu foepya pire (n“~n)=n(n-1) dereceden bir polinon olacaktir, Bu polino-

mun kateayylariny B ) polinom matrisinin elemanlarindan yararlanarak
bulabiliriz,

2oyleld nxn tipinde bir A matrisini ele aldigimizda bunun karakte-

riotik matrisinin adjointl diye tanimladiZzimiz B(A) polinom matrisi;

olup,

F

buradan

a, ~D=1 n-2
216 18,09,
by
N
dtlh

h]

n=j
ﬂnl) b D=2
-

nza

de pdjltr.

h D=1 n=-2
1A ta N tooita,

t..,ea

.

.
*

t,.m

B N7+ B W By Whiu + B

n e

n=1i
2 rreee sk N

n=1
an? e s sk N7

n-=i
.,kllx *k

»

.
.
.

1

2N

n-2 n-1 n-2
*k22>\ f...szn,...,rzl) ESTY W AREES c 2™

a ne=2
1i . - =2 N (! n-2
t2>‘ """atnln-r-'fktlhn 11kt2)n f.-.fktn..-..,!'tl",h '-rt2> "---'rtn

n=-2

nzAN

n-2

1

-

n-i n-2 T
f..-"klnfnscc’rllk fr12} f._-al’ln

ene

n-1 n-2
SRR L RN IS T Y WS

nnJ

S ——— S ——
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23 o .-.J" F?;\\
- _ 3
] ri = jr'{"'/ ““\ -:';"\1-
[T e B
. D, .+eeotk. . +.o4r, .=n dir. R SR N

Burada [ all+ ii ii 11 Vet I’ i _E‘ i \

b ISy ST

. R

. N i
p( N polinom matrisini daha Once gordiidiimiz sekilde kanonik diyagonal

hale getirdifinizde karakteristik denklemin  ya gore n(n-1) inci dere-
ceden bir polinom oldugunu gdrmiistiik,

Bu polinomun katsayilari , yukaridaki B( D) polinom matrisiiizerin-
ge  n(n-1), [n(n-1)-11, [n(p-1)-21 ,...,0(n-1)=[n(n-1)-1] ,n(n-1)-n(n-1)=0
dereceden polinom verecek maksimum dezisik matrislerin d 2terminant

defier-
lerinin toplamindan bulunur.

Ornelc 4. 1.:

1 -1 3
t= |2 0 -2
4 U0

2

matrisini ecle alalim.

|
—

?\ J _-:
ACA)I-N=| -2 N 2
¢ BN

ACN)= W (N -1)-8-(12 22 )

A= R- 10 -3

ACN)I=(A+2) (A-4) (X +1)
karektiristik denklemi elde edilir. Bu ise A ya gbre 3. dereceden Dbir
bolinomdur. by polinorun katsayilarina A matrisinin birinci, ilinci ve

iciineij . . X -
CU mertebe prensibal alt matrislerinden yararlanarak bulzbiliriz.

P_=(-1)1 il 3 31 3.20
== ZEE }Ai/’ 1=1,2,3. P=(}) = 53 &S5 =57
P 11 (1)1 21
1
Pi= (1) (a_1+322+a33) ‘
P,=-(1+0+0)
P = -1
1
5 2 1 1 3, 3l __3.21 3
“9=(-1) :EEAi | 1=1,2,3 P=(, - Tre-2) 2l
P 1 72 A )
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24 AN
.i: X » {"-\\n j“_’,‘
IS
1 -1 RSN IE N
811 alz — = 2 ; all al3 ‘\‘\‘ > !;_"i\'-:%: {“,
ay7 922 2 0 - ¥
31 233 4 0
-2
322 223 ] 0 s
232 433 10 0
9
p2=(-1)_(2—12+0)=—10
i, i, 1
3 1 Y2 '3 . . 3 |
P"z(_.l) A i i 1=lv2i3 = ( ) = 3 |
;;5111 t2 13 ! 3 3733y =1
1 -1 3
I oS B & T B 1 R
Py= a3y 23 83| = [2 0 -2/ =8
a2 Z
®31 %32 %33 4 0 0

3
Py=(-1)7(8)=-8

Simdide ( AE-A) nin adjointi

lim. Bunun ig¢in;

S, )= AN -A(M)

biliminii tegldl edelim, A=
A(M= -0y -8
8. 0)- 7? - ')\2-10'}\—3-[»13+ &2 +10M+ 8
A- N
SOM=Nr (b)) +pZpa0
SO, )= WE +(AE) A+ A24-108

, 1 3] i a4 3 Ju a s
Y= 12 0 2| |2 o0 al=]e 2 6
2 0 o |46 o of |4 -4 12
SO\E,A)=; ° 9 [k 1 3(h o o) ma 5] 3
Loolls o flo1 ofpds = d-]2 o =2|-o 1 o
C 0 4 \4 0 ofoo 1 |s = o B
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0

olan B (A ) vi elde ede-

0

1



aN=E | W o+ |2
0o O % I

B -
M-8 N2_\-12
B(N) = 4N -4

kaxundjoint matris
kanonik diyagonal hale

|.siitunu 2.siitun

2
N 27\7\—8 72\~7\
4N

7. satiri =1 ile

/""SC',

_ 7%
'c! n‘}
2 ”7’ nr.

=N 3A 0 0
\"'V. "HN'” “ /

D 2N +|-8 -12 8
o -A o -4 2

3>\ +2

-27-8

x%\+1

elde edilmis olur $imdlde bu matrisi
getirelim,

a clklersek;

A % + 3N +2
-12 0
-4 2 £ 3N+ 2

carpip L. satira eklersek,

y T R 0
N[22 -8 7?\—7\- 0
i) _4 L4342

1. ile 2. satir yer degistirirse;

2A -8 ~A-12 0
S EEY Y 0
s -4 %+3}+2

2.siitunu Aile garpip 1.

% - #-10» -8

N

2. satiri (A+3) ile garpap 1.

R- % -10) -8
N |0

0

siituna eklersek;

£- 7 -12 0
- +4 0
i 7%-1»3?\ +2

satira cklersek,

0 0
-N +4 0
-l %+3m +2
_44
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yiealbar ) e sartpp Yeomnt o ok Loy s ;

A

]

AT 10N i
N\ 0
]

- F

(ALY (A1) (A-A)

N\ 0
()

J." 1‘1 ‘1,. .

( ()
A 1A ()
() N2
() ()
(AN ()

O (CALDY(AD)

ACNY= (VD) G DX A) (N ) CAI2) (A1)
AN Y=(A=4) ( X= Woul0A =8)( H4A 42)

AR ,\H N 1IN =4 Nl

I N N0 -n)
7

]
AYCN Y= N = N=10N =8) (A 210N -8)
. _ Wl 5 “ \-’1 o ./\] =y ak O ‘| 7| ‘I
AV D)= A= A0 N =B AN N 10N TENHONTIOTN 4, 1y
b "" PRON 04 N'f\f'
) ~ "
AN 1o A N6 AP 60A 404

Nirada elde edilon p.\l bnomun A mat e babntn keavalcver tat 0 denl: Lom ol

ye=DY et kuvvet Eoolduduna diklat

Sedide BON) adjoint matetabmd sdon vararlannrak A" (

satsavalavaman bulalrm,

[
A

B (Nu |2\ -8

0N

-

Aniz -2aa

celdtmel tdir,

~N TN 42 ”

P
wl ReA 47

J1D

HuW' a. )
Mu\

A) pol tnomanun

Fam Ao tn CA) poltnom matrialnde miramiyla blze 6,5..00 Incl

deyee { { i
receden polinomlar veracok maxsimm depdallk matrfalort bulmnmiz pere-

}\i\\'{“ 1K '
AN | I.\‘\ll'if:hl‘-in “-"‘\":““‘ 'In}

2 -]
S_ M
M| 1,.2

ORIy )

N d1linde v

2 41 ‘

ﬁ_ﬂi ‘l_(?-l m) -u)~1) " (1.1:-1))

azrlmea aganydaki prodram verlleblLir,

CamScanner ile tarandi

bulabilivts, Ry formiilden daha kolay faydnlanabd lmemiz 1ein



, . 1
' N
~ !
ol
(]
i
[=
1]

[l

=0

K

Al

r={

N
“

30

|
|
M
il
Yoen
s DL
Y
Mo 1y
Iy D
(Ve IRV
WR——

I~

¥e)

(]

==

(1]

I

(]
)

L1 T S B Q\
[ R | ba
=] =l ©n

]

pre——————
[ I S |

=l el ()
| |
D O
-
=l
|
]
—————
(M el
[

el [ o B o

CamScanner ile tarandi



p— 28

pu matrislerin determinantdeficrlerinin toplam

P1=—l +(-1) +0 = =2 olup 72 in katsayisidar. hy .

iii. 4. dereceden polinom verecek matrislerin sayisi 6 dir

1 0 2 1 00 0 00 1 -1 3 0 -1 0 0 0 3
0 1 8|=2,|0-120/=-12/-8 1 0]=0,(0 -1 -2¢1,{2 -] 0l=2(2 1 -2|--17
0o 02 o-4 4 © o i © o -f 4 o 4 4 o -1

Py=2 + (-12) 40 +1 + 2 + (-12) =-19

4 .
olup , bu deper “A iin katsayisidar,

. 3 .
iV, X iin katsayilarini arastiralim.
B(X) pelinom matrisinde bize 3. derecceden polinom verecek dedisilk

matrislerin sayisi 7 dir.

T =2 103 002 003 000
0-18 (=-2 , |0-12-2 }=4 , (21 & |z-5g |-81 -2/=0,{2-12 Oz0,
0 0 2 0 -4 -1 40 2 00 -1 L -1 1
0-1 0 0-13

8-10 | =-8,|2-1-2 = 18

00! 4 0-1

o

7
&

P3 = -2 +6 4+ (=B) +0+0+(-8) +1!

V. I (A) polinom matrisinde 2. dereceden polinom verecek marrie—

lerin maxsimum sayisy 6 dar.

102 002 UOUJ 0-1 2 0 03] o135
0-12 §=8,|-8 1 §=0, [-6-12 0 < C,(2 -1 3-20 |2 -12 al=gleg 1o a8
042 0az o_“! 40 2| 4-4-1 [poO-1|

P4= 8+0+0+(=20)+120+8 =116

Vi. » min katsayisi igin B(A) matris polinomunda bize 1.

polinon verecek defisik matrislerin sayisi 3. dir.

g 9 2 0 -1 2 0 Q 3
2 -12 S|=80, | -8 -1 g§le-16 |-8 -12 -2| = %6
4 <4 2 0 0 2 0 -4 -1

P5= 80 +(-16)+%6 =100

" J— tegkil et-
vii. B{A) polinom matrisinde A dan bafimsiz elemaniari L

= a - P ise h‘.::(’
tii{ matris sadece 1 tanedir. Bu matrisin determinant €€ eri 1 ’
Polinomun sabit deferini verecektir. tlo 0o 2

. g -
O -4 2

P -
2=k ‘\"'dl‘__ - T
h—." -ﬂh . 4_—4
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[5]
(6]

(71

(8]
[9]
{10]
[11]

(121

[13]
[14)
[15]
(16)
(17]

(18]
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