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The main purpose of this thesis is to investigate the basic properties of these sequences by 
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In the third chapter, the definitions of Fibonacci and Lucas sedenions, Binet formulas, 

exponential generating functions, Catalan, Cassini, d'Ocagne identities and some binomial sum 
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mentioned. And it has been shown that the results obtained from these special cases are  
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BÖLÜM 1

GİRİŞ

1821 doğumlu İngiliz matematikçi Arthur Cayley çoğunlukla cebir alanında çalı̧smalar

yapmı̧s ve grup kavramınımodern bir şekilde tanımlamı̧stır. 1874 doğumlu Amerikalı

matematikçi Leonard Equene Dickson ise soyut cebir ve özellikle sayılar teorisi alanında

çalı̧smı̧stır. Arthur Cayley ve Leonard Equene Dickson adını taşıyan Cayley—Dickson

yapısı"ikiye katlama inşası"olarak adlandırılan hiper kompleks sayılarıinşa etmek için

kullanılan bir yöntemdir. Cayley—Dickson inşası iyi bilinen R, C, H ve O cebirlerini

genelleştiren bir cebirdir. Yani bu yapı tek boyutlu reel sayılara uygulandı̆gında iki

boyutlu kompleks sayıları, kompleks sayılara uygulandı̆gında dört boyutlu kuaterniyon-

ları, kuaterniyonlara uygulandı̆gında sekiz boyutlu oktoniyonları, oktoniyonlara uygu-

landı̆gında ise on altı boyutlu sedeniyonları elde etme i̧slemidir. Bu hiper kompleks

sayıları ve bu sayıların temel özelliklerini elde etmek için Cayley—Dickson inşası güzel

bir yöntemdir.

Reel sayılara Cayley—Dickson i̧slemi uygulandı̆gında elde edilen karmaşık sayılar, reel

sayıların bütün cebirsel özelliklerini sağlamaz. Karmaşık sayılar, reel sayılarda olan

eşleniğin kendisine eşit olma özelliğini kaybeder. Karmaşık sayılara bu i̧slem uygu-

landı̆gında oluşan kuaterniyonlar deği̧sme özelliğini kaybeder. Kuaterniyonlara bu yapı

uygulandı̆gında oluşan oktoniyonlar birleşme özelliğini kaybeder ve oktoniyonlara bu yapı

uygulandı̆gında ise sedeniyonlar bölme özelliğini yitirir. Sonuç olarak sedeniyonlar bir-

leşmeli ve deği̧smeli olmayan cebir yapısına sahip olur. Kuaterniyonlar, oktoniyonlar,

sedeniyonlar matematik ve fizik gibi iki bilim dalının uygulamalarında kullanılır. Ok-

toniyonlar topoloji, kuantum teorisi, Clifford cebirlerinde, sedeniyonlar ise doğrusal yer

çekimi ve elektromanyetik teori gibi birçok bilim alanlarında görülür [1,2,3].
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1.1 AMAÇ VE KAPSAM

Bu tezin temel amacıbileşenleri q—tamsayılarıolan sedeniyonlar tanımlayarak yani Fi-

bonacci ve Lucas sedeniyonların bir q—genellemesi tanımlayarak bu dizilerin temel özellik-

lerini araştırmaktır. Yani q—Fibonacci ve q—Lucas sedeniyonlarınıtanımlayıp, bu sedeniy-

onlar için Binet formüllerini, üstel üreteç fonksiyonlarını, Catalan, Cassini, d’Ocagne

eşitliklerini ve bu sedeniyonlarıiçeren bazıbinomiyel toplam formüllerini araştırmaktır.

Ayrıca q—Fibonacci ve q—Lucas sedeniyonları için α ve q nun özel durumlarıyla ortaya

çıkan Fibonacci sedeniyon, Lucas sedeniyon, k—Fibonacci sedeniyon, k—Lucas sedeniyon,

Pell sedeniyon, Pell—Lucas sedeniyon, k—Pell sedeniyon, k—Pell—Lucas sedeniyon, Jacob-

sthal sedeniyon ve Jacobsthal-Lucas sedeniyonlarıelde edilecektir. Dahasıliteratürde var

olan bu sedeniyonlar için sırasıyla Binet formülleri, üstel üreteç fonksiyonları, Catalan,

Cassini, d’Ocagne eşitlikleri ve bu sedeniyonlarıiçeren bazıtoplam formülleri verilecektir.

1.2 KAYNAK ARAŞTIRMASI

Bu kısımda tez içerisinde kullanılan çalı̧smalar hakkında bilgi verilecektir.

Koshy (2001) "Fibonacci and Lucas numbers with applications" isimli kitabında Fi-

bonacci ve Lucas sayıları hakkında bilinmesi gereken her şeyi en kapsamlı şekilde ele

almı̧stır [4].

Vajda (1989) "Fibonacci and Lucas numbers, and the golden section" isimli kitabında

Fibonacci ve Lucas sayılarının tanımlarınıve çeşitli özelliklerini incelemi̧stir [5].

Falcon ve Plaza (2007) "On the Fibonacci k−numbers" isimli çalı̧smasında Fibonacci

dizisini ve bu diziyi genelleştiren k−Fibonacci dizisini ve bu dizinin bazı özelliklerini

incelemi̧stir [6].

Falcon (2011) "On the k—Lucas numbers" bu çalı̧smasında k—Fibonacci dizisi ile aynı

rekürans bağıntısına sahip fakat başlangıç şartlarıfarklıolan k—Lucas sayılarınıtanım-

lamı̧stır [7].

Horadam (1963) "Complex Fibonacci numbers and Fibonacci quaternions" isimli çalı̧s-

masında bileşenleri Fibonacci ve Lucas sayılarıolan Fibonacci kuaterniyonlarıve Lucas

kuaterniyonlarıtanımlamı̧s ve bu kuaterniyonların bazıözelliklerini vermi̧stir [8].

Horadam (1993) "Quaternion recurence relations" isimli çalı̧smasında Fibonacci kuater-

niyonlarının bazırekürans ili̧skilerini incelemi̧stir [9].
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Iyer (1969) "A note on Fibonacci quaternions" isimli çalı̧smasında Fibonacci ve genelleştir-

ilmi̧s Fibonacci kuaterniyonlarıarasında ki çeşitli ili̧skileri incelemi̧stir [10].

Iyer (1969) "Some results on Fibonacci quaternions" isimli çalı̧smasında Fibonacci ve

Lucas kuaterniyonlarınıFibonacci ve Lucas sayılarıcinsinden elde etmi̧stir [11].

Halici (2012) "On Fibonacci Quaternions" isimli çalı̧smasında Fibonacci ve Lucas kuater-

niyonlarınıincelemi̧s, bu kuaterniyonlar için için üreteç fonksiyonları, Binet formüllerini

ve toplam formülleri elde etmi̧stir [12].

Akkuş ve Kızılaslan (2019) "Quaternions: Quantum calculus approach with applications"

isimli çalı̧smasında bileşenleri q—tamsayılarıolan sırasıyla Fibonacci ve Lucas quaterniy-

onları tanımlamı̧s, bu kuaterniyonların bazı özel durumlarından ve uygulamalarından

bahsetmi̧slerdir [13].

Cimen ve Ipek (2016) "On Pell quaternions and Pell-Lucas quaternions" isimli çalı̧s-

masında bileşenleri Pell ve Pell—Lucas sayılarıolan yeni bir kuaterniyon ailesi tanımlamı̧s

ve bu kuaterniyonların bazıözelliklerini elde etmi̧slerdir [14].

Keçilioğlu ve Akkus (2015) "The Fibonacci Octonions" isimli çalı̧smasında Fibonacci

ve Lucas oktoniyonlarını tanımlamı̧slar ve bu oktoniyonların üreteç fonksiyonu, Binet

formülünü ve bazıcebirsel özelliklerini elde etmi̧slerdir [15].

Kizilates ve Polatlı(2021) "New families of Fibonacci and Lucas octonions with q−integer

components" isimli çalı̧smasında bileşenleri q—tamsayılarıolan q—Fibonacci oktoniyon

ve q—Lucas oktoniyonların tanımlarınıvermi̧sler ve ayrıca Binet formüllerini, üstel üreteç

fonksiyonlarını, toplam formüllerini Cassini, Catalan, d’Ocagne eşitliklerini elde etmi̧slerdir

[16].

Cimen ve Ipek (2017) "On Jacobsthal and Jacobsthal-Lucas octonions" çalı̧smasında

bileşenleri Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas sayılarıolan oktoniyonlar tanımlamı̧s ve bu

oktoniyonların bazıcebirsel özelliklerini vermi̧slerdir [17].

Catarino (2016) "The modified Pell and the modified k−Pell quaternions and octonions"

çalı̧smasında sırasıyla modifiye Pell ve modifiye k—Pell kuaterniyonlarıve oktoniyonları

tanımlamı̧s ve kuaterniyon ve oktoniyonlar için Binet benzeri formüller ve üreteç fonksiy-

onu da dahil olmak üzere bunlarıiçeren bazıözellikler vermi̧stir [18].

Bilgici, Tokeşer ve Ünal (2017) "Fibonacci and Lucas Sedenions" isimli çalı̧smasında

Fibonacci ve Lucas sedeniyonlarınıtanımlamı̧s ve bu sedeniyonlarının birçok özelliklerini

elde etmi̧slerdir [19].
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Catarino (2017) "k—Pell, k—Pell Lucas and modified k—Pell sedenions" isimli çalı̧smasında

k—Pell, k—Pell Lucas ve modifiye k—Pell sedeniyonlarınıtanımlamı̧s ve bu sedeniyonlar için

Binet formülleri, üreteç fonksiyonlarınıve bazıtoplam özelliklerini elde etmi̧stir [20].

Cimen ve Ipek (2017) "On Jacobsthal and the Jacobsthal-Lucas sedenions" isimli çalı̧s-

masında Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas sedeniyonlarınıtanımlamı̧slar ve bu sedeniyon-

lar için birçok özdeşlikleri elde etmi̧slerdir [21].

Soykan (2019) "Tribonacci and Tribonacci-Lucas Sedenions" isimli çalı̧smasında bileşen-

leri tribonacci ve tribonacci Lucas olan sedeniyonları tanımlamı̧s ve bu sedeniyonların

bazıözelliklerini incelemi̧stir [22].
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BÖLÜM 2

ÖN BİLGİLER VE TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde tezimizde kullandı̆gımız temel kavramlar verilecektir. Fibonacci ve Lu-

cas sayılarının tanımları, Horadam dizisinin özellikleri, karmaşık sayıları, kuaterniyon,

oktoniyon, sedeniyon tanımları ve özellikleri verilecek ve ayrıca q-analizin tanımından

bahsedilecektir.

2.1 FIBONACCI VE LUCAS SAYILARI

Tanım 2.1.1 Fn, n. Fibonacci sayısını göstermek üzere, F0 = 0, F1 = 1 başlangıç

koşullarıve her n ≥ 2 dŏgal sayısıiçin Fibonacci sayıları

Fn = Fn−1 + Fn−2,

rekürans băgıntısıile tanımlanır [26].

Fibonacci dizisinin ilk on terimi

0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55

biçimindedir.

Tanım 2.1.2 Ln, n. Lucas sayısınıgöstermek üzere, L0 = 2, L1 = 1 başlangıç koşulları

ve n ≥ 2 dŏgal sayısıiçin Lucas sayıları

Ln = Ln−1 + Ln−2,

rekürans băgıntısıile tanımlanır [26].

Lucas dizisinin ilk on terimi

2, 1, 3, 4, 7, 11, 18, 29, 47, 76, 123

şeklindedir.
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Fibonacci ve Lucas dizileri için çeşitli genelleştirmeler, birçok araştırmacıtarafından in-

celenmi̧stir. Bu genelleştirmelerden biri Horadam tarafından, ikinci mertebeden rekürans

bağıntısıiçin keyfi başlangıç koşullarıve keyfi katsayılar alınarak elde edilmi̧stir [25,26].

Her n > 1 tamsayısıve a, b, p ve q birer tamsayıolmak üzere,W0 = a veW1 = b başlangıç

koşullarıile

Wn = pWn−1 + qWn−2, (2.1)

şeklinde tanımlanmı̧stır [25].

Burada a, b, p ve q nun özel değerlerine göre Fibonacci, Lucas, k—Fibonacci, k—Lucas, Pell,

Pell-Lucas, k-Pell, k-Pell-Lucas, Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas gibi birçok sayıdizileri

elde edilebilir.

Çizelge 2.1 Horadam Dizisinin Özel Durumları

W (p, q; a, b) Dizinin Adı Dizinin Sembolü

W (1, 1; 0, 1) Fibonacci Fn

W (1, 1; 2, 1) Lucas Ln

W (k, 1; 0, 1) k—Fibonacci Fk,n

W (k, 1; 2, 1) k—Lucas Lk,n

W (2, 1; 0, 1) Pell Pn

W (2, 1; 2, 2) Pell-Lucas PLn

W (2, k; 0, 1) k-Pell Pk,n

W (2, k; 2, 2) k—Pell-Lucas PLk,n

W (1, 2; 0, 1) Jacobsthal Jn

W (1, 2; 2, 1) Jacobsthal-Lucas jn

Horadam dizisinin Binet formülü

x2 − px− q = 0,

α = p+
√

∆
2

ve β = p−
√

∆
2

karakteristik polinomun kökleri, A = b−aβ ve B = aα− b olmak

üzere

Wn =
Aαn −Bβn

α− β ,

biçimindedir.
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Horadam dizisinin Üreteç fonksiyonu ise
∞∑
n=0

Wn x
n =

W0 + (W1 − pW0)x

1− px− qx2
,

formundadır.

Tanım 2.1.3 a, b reel sayılar ve i2 = −1 olmak üzere a + ib biçimindeki sayılara kar-

maşık(kompleks) sayılar denir. Kompleks sayıyıgenellikle z ve bu sayıların oluşturdŭgu

kümeyi C ile gösterecĕgiz.

C = {a+ ib | a, b ∈ R, i2 = −1},

dir.

z = a + ib karmaşık sayısında a ya bu sayının reel kısmıdenir ve Re(z) ile gösterilir, b

ye bu sayının sanal kısmıdenir ve Im(z) ile gösterilir. Şimdi karmaşık sayıların sağladı̆gı

bazıbasit aritmetik i̧slemleri özetleyelim.

z1 = a1 + ib1, z2 = a2 + ib2 ve λ bir reel sayıolmak üzere aşağıdaki eşitlikler sağlanır.

z1 + z2 = (a1 + a2) + i(b1 + b2),

z1 − z2 = (a1 − a2) + i(b1 − b2 ),

λz1 = λa1 + i(λb1),

z1z2 = (a1a2 − b1b2) + (a1b2 + b1a2)i,

z nin eşleğini z̄ = a− ib olmak üzere z ve eşleniğinin çarpımı;

zz̄ = a2 + b2,

dir [27].

Yukarıdaki tanımısağlayan tüm kompleks sayıların kümesi C, 2 boyutlu, deği̧smeli, bir-

leşmeli cebir yapısındadır.

Matematiğin en önemli konularından birisi olan kuaterniyonlar ise 1843 yılında İrlandalı

matematikçi William Rowan Hamilton(1805—1865) tarafından karmaşık sayıları4 boyutlu

uzaya taşımak amacıile geli̧stirilmi̧stir [8].

Tanım 2.1.4 Reel bileşenleri q0, q1, q2, q3 ve taban elemanları1, i, j, k olan bir p reel ku-

aterniyonu

p = q0 + q1i+ q2j + q3k,
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formunda bir hiperkompleks sayıolup i, j, k aşağıdaki çarpım kurallarınısağlar;

i2 = j2 = k2 = ijk = −1,

ij = k = −ji, jk = i = −kj, ki = j = −ik.

Dikkat edilirse i, j, k taban elemanlarının kendi aralarındaki çarpımlarıdeği̧sme özelliğini

sağlamaz.

Yukarıdaki tanımı sağlayan tüm reel kuaterniyonların kümesi William Rowan Hamil-

ton’un anısına H ile gösterilir.

Şimdi reel kuaterniyonların sağladı̆gıbazıbasit aritmatik i̧slemleri özetleyelim.

p1 = a1 + b1i+ c1j + d1k,

p2 = a2 + b2i+ c2j + d2k,

ve λ bir reel sayıolmak üzere aşağıdaki eşitlikler sağlanır.

p1 + p2 = (a1 + a2) + (b1 + b2)i+ (c1 + c2)j + (d1 + d2)k,

p1 − p2 = (a1 − a2) + (b1 − b2)i+ (c1 − c2)j + (d1 − d2)k,

λp1 = λa1 + (λb1)i+ (λc1)j + (λd1)k,

p1p2 = (a1a2 − b1b2 − c1c2 − d1d2) + (a1b2 + b1a2 + c1d2 − d1c2)i

+(a1c2 − b1d2 + c1a2 + d1b2)j + (a1d2 + b1c2 − c1b2 + d1a2)k.

Yukarıdaki basit aritmetik i̧slemler göz önüne alınırsa ∀ p1, p2, p3 ∈ H için

1. p1 + p2 = p2 + p1,

2. p1 + (p2 + p3) = (p1 + p2) + p3,

3. p1(p2 + p3) = p1p2 + p1p3,

4. (p1p2)p3 = p1(p2p3).

p nin eşleniği p̄ = q0 − q1i− q2j − q3k olarak tanımlanır. p ve eşleniğinin çarpımı;

p.p̄ = (q0 + q1i+ q2j + q3k)(q0 − q1i− q2j − q3k) = q2
0 + q2

1 + q2
2 + q2

3 = |q|2 ,

dir. Elde edilen |q| reel sayısına q nun normu adıverilir.
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Kuaterniyonlar 4 boyutlu toplama i̧slemine göre birleşmeli, deği̧smeli, çarpma i̧slemine

göre birleşmeli fakat deği̧smeli olmayan cebir yapısındadır [9].

Hamilton’un kuaterniyonlarıkeşfinden kısa bir süre sonra Arthur Cayley, Oktoniyonlar

olarakta adlandırılan Cayley sayılarınıtanımlamı̧stır [1]. Oktoniyolar, 8 boyutlu deği̧smeli

ve birleşmeli olmayan cebir yapısına sahiptir. Oktoniyon yapısınıdetaylıolarak John C.

Baez ele almı̧stır [2]. Şimdi de bir reel oktoniyonunun tanımınıverelim.

Tanım 2.1.5 Reel bileşenleri q0, q1, ..., q7 ve taban elemanlarıe0, e1, ..., e7 olan bir p reel

oktoniyonu için e0 = 1, e1 = i, e2 = j, e3 = k, e4 = e, e5 = ie, e6 = je, e7 = ke olmak

üzere

p =
7∑
s=0

qses,

şeklinde tanımlanır. Bir p reel oktoniyonunu, p = Re(p)+Im(p) biçiminde ifade edebiliriz.

Burada Re(p) = p0’a p reel oktoniyonun reel kısmıve Im(p) =
∑7

s=1 qses ifadesine de p

oktoniyonun sanal kısmıdenir.

Yukarıdaki tanımısağlayan tüm reel oktoniyonların kümesini O ile göstereceğiz.

∀ p, q ∈ O için

p =
7∑
i=0

piei,

ve

q =

7∑
i=0

qiei,

olmak üzere

p+ q =

7∑
i=0

(pi + qi)ei,

p− q =
7∑
i=0

(pi − qi)ei,

dir.

p nin eşleniği p̄ = Re(p)− Im(p) olmak üzere

p.p̄ = p̄.p =
7∑
i=0

p2
i ,
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şeklindedir. Oktoniyonlarda çarpma i̧slemi

p =

7∑
i=0

aiei,

ve

q =

7∑
j=0

bjej,

için

p.q =

(
7∑
i=0

aiei

)(
7∑
j=0

bjej

)
=

7∑
i,j=0

aibj(eiej),

olarak tanımlanır. Oktoniyonların çarpım tablosu

Çizelge 2.2 Oktoniyonlarının Çarpım Tablosu

∗ e0 e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7

e0 e0 e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7

e1 e1 −e0 e3 −e2 e5 −e4 −e7 e6

e2 e2 −e3 −e0 e1 e6 e7 −e4 −e5

e3 e3 e2 −e1 −e0 e7 −e6 e5 −e4

e4 e4 −e5 −e6 −e7 −e0 e1 e2 e3

e5 e5 e4 −e7 e6 −e1 −e0 −e3 e2

e6 e6 e7 e4 −e5 −e2 e3 −e0 −e1

e7 e7 −e6 e5 e4 −e3 −e2 e1 −e0

formundadır [2].

Cayley-Dickson i̧slemi oktoniyonlara uygulandı̆gında 16 boyutlu deği̧smeli ve birleşmeli

olmayan sedeniyonlar yapısıortaya çıkar. Sedeniyonlar, doğrusal yer çekimi ve elektro-

manyetik teori gibi birçok bilim alanında görülür. Sedeniyonlar ayrıntılıolarak Imaeda

K. ve Imaeda M. ve Cariow A. ve Cariowa G. [3,23] tarafından çalı̧sılmı̧stır. Şimdi bir

reel p sedeniyonun tanımınıverelim.

Tanım 2.1.6 Reel bileşenleri q0, q1, ..., q15 ve taban elemanlarıe0, e1, ..., e15 olan bir p reel

sedeniyonu

p =

15∑
i=0

qiei,

şeklinde tanımlanır. Bir p reel sedeniyonunu, p = Re(p)+Im(p) biçiminde ifade edebiliriz.

Bir p sedeniyonu için Re(p) = p0 reel kısım ve Im(p) =
∑15

s=1 qses sanal kısmdır.
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Yukarıdaki tanımısağlayan tüm reel sedeniyonların kümesini S ile göstereceğiz.

∀ p, q ∈ S için

p =

15∑
i=0

piei,

ve

q =

15∑
i=0

qiei,

olmak üzere

p+ q =

15∑
i=0

(pi + qi)ei,

p− q =
15∑
i=0

(pi − qi)ei,

dir.

p nin eşleniği p̄ = Re(p)− Im(p) olmak üzere

p.p̄ = p̄.p =
15∑
i=0

p2
i ,

dir.

Sedeniyonlarda çarpma i̧slemi i, j, k = 1, 2, . . . , 15 için

e0ei = eie0 = ei, (ei)
2 = −e0, (2.2)

eiej = −ejei, i 6= j, (2.3)

ei (ejek) = − (eiej) ek, i 6= j, eiej 6= ±ek, (2.4)

olmak üzere

p =
15∑
i=0

aiei,

ve

q =

15∑
j=0

bjej,

için

p.q =

(
15∑
i=0

aiei

)(
15∑
j=0

bjej

)
=

15∑
i,j=0

aibj(eiej),
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şeklinde tanımlanır [3].

Yukarıdaki tanımısağlayan tüm sedeniyonların kümesi S, 16 boyutlu, toplama i̧slemine

göre deği̧smeli, birleşmeli fakat çarpma i̧slemine göre deği̧smeli ve birleşmeli olmayan ve

sıfır bölene sahip bir cebir yapısındadır. Yani sıfırdan farklıiki sedeniyonun çarpımının

sıfır olmasıdır. Örneğin;

(e3 + e10)(e16 − e15) = 0,

veya

(e2 − e14)(e3 + e15) = 0,

olduğunu kolayca tablodan görebiliriz.

Sedeniyonların diğer cebirsel özellikleri içinde Cawagas, Cariow, Imeada tarafından yayın-

lanan çalı̧smalara bakılabilir [3,23,24].

Şimdi ise q-analizinin önemli tanımlarıve gösterimlerinden söz edelim. Q-tamsayıları,

q-faktöriyelleri ve q-binomiyel katsayılarının tanımlarınıverelim.

Tanım 2.1.7 Bir n gerçel sayısının q-analŏgu (n)q ya da kısacası(n) ile gösterilir ve

(n)q =
1− qn
1− q ,

ile tanımlanır. q 6= 1 için

(n)q =
1− qn
1− q = qn−1 + qn−2 + ...+ 1,

oldŭgundan,

lim
q→1−

(n)q = lim
q→1−

(qn−1 + qn−2 + ...+ 1) = n,

dir, kısacası; q → 1 iken (n)q → n olur [28].

Tanım 2.1.8 Bir pozitif n tamsayısının q-faktoriyeli

(n)q! = (1)q(2)q...(n)q,

ile tanımlanır ve (n)q! ile gösterilir. n = 0 için (0)! = 1 olarak tanımlanmı̧stır [28].

Tanım 2.1.9 n, j negatif olmayan tamsayılar olmak üzere(
n

j

)
q

=
(n)q!

(n− j)q!(j)q!
,

ifadesine q-binomiyel katsayıdenir [28].
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Ayrıca

lim
q→1−

(
n

j

)
q

=

(
n

j

)
,

dir.
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BÖLÜM 3

FIBONACCI VE LUCAS SEDENİYONLARININ YENİ BİR

GENELLEŞTİRMESİ

Bu bölümde sırasıyla q—Fibonacci ve q—Lucas sedeniyonların tanımları, Binet formülleri,

üstel üreteç fonksiyonları, Catalan, Cassini, d’Ocagne eşitliklerini ve bu sedeniyonları

içeren bazıbinomiyel toplam formülleri verilecektir. Bu bölümden itibaren 1− q sıfırdan

farklıbir reel sayıolarak alınacaktır.

3.1 Q—FIBONACCI VE Q—LUCAS SEDENİYONLARI

Tanım 3.1.1 n ≥ 0 tamsayılarıiçin q—Fibonacci sedeniyon SFn(α; q) ve q—Lucas sedeniyon

SLn(α; q)

SFn(α; q) =
15∑
s=0

αn+s−1(n+ s)qes, (3.1)

SLn(α; q) =
15∑
s=0

αn+s (2n+ 2s)q
(n+ s)q

es, (3.2)

biçiminde tanımlanır.

α ve q’nun özel durumlarına göre q—Fibonacci ve q—Lucas sedeniyonlarıaşağıdaki tabloda

verilen sedeniyonlara dönüşmektedir.

Çizelge 3.1 q − Fibonacci ve q − Lucas Sedeniyonların Özel Durumları

α q q−Fibonacci Sedenions q−Lucas sedenions
1+
√

5
2

−1
α2

Fibonacci sedenions SFn Lucas sedenions SLn

1 +
√

2 −1
α2

Pell sedenions SPn Pell-Lucas sedenions SPLn
k+
√
k2+4
2

−1
α2

k−Fibonacci sedenions SFk,n k−Lucas sedenions SLk,n
2 −1

2
Jacobsthal sedenions SJn Jacobsthal-Lucas sedenions Sjn

1 +
√

1 + k −k
α2

k−Pell sedenions SPk,n k−Pell-Lucas sedenions SPLk,n
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Şimdi ise q—Fibonacci sedeniyon ve q—Lucas sedeniyon için Binet formülünü aşağıdaki

teorem ile verelim.

Teorem 3.1.2

α∗ =

15∑
s=0

αses, (3.3)

ve

β∗ =
15∑
s=0

(αq)s es, (3.4)

olmak üzere q—Fibonacci sedeniyon ve q—Lucas sedeniyonlarının Binet formülleri sırasıyla

SFn(α; q) =
α∗αn − β∗(αq)n

α(1− q) , (3.5)

SLn(α; q) = α∗αn + β∗(αq)n, (3.6)

biçimindedir.

İspat. Eş. (3.1) den q—Fibonacci sedeniyonun Binet formülünü elde edelim;

SFn(α; q) =
15∑
s=0

αn+s−1(n+ s)qes,

= αn−1(n)qe0 + αn(n+ 1)qe1 + · · ·+ αn+14(n+ 15)qe15,

= αn−1

(
1− qn
1− q

)
e0 + αn

(
1− qn+1

1− q

)
e1 + · · ·+ αn+14

(
1− qn+15

1− q

)
e15,

= αn
(

1− qn
α(1− q)

)
e0 + αn+1

(
1− qn+1

α(1− q)

)
e1 + · · ·

+ αn+15

(
1− qn+15

α(1− q)

)
e15,

=
1

α(1− q)((αn − (αq)n)e0 + (αn+1 − (αq)n+1)e1 + · · ·

+ (αn+15 − (αq)n+15)e15),

=
1

α(1− q)((αn(e0 + αe1 + · · ·+ α15e15))− ((αq)n(e0 + (αq)e1 + · · ·

+ (αq)15e15)),

=
αnα∗ − (αq)nβ∗

α(1− q) .
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Benzer biçimde Eş. (3.2) den q—Lucas sedeniyonun Binet formülünü elde edelim;

SLn(α; q) =
15∑
s=0

αn+s (2n+ 2s)q
(n+ s)q

es,

= αn
(2n)q
(n)q

e0 + αn+1 (2n+ 2)q
(n+ 1)q

e1 + · · ·+ αn+15 (2n+ 30)q
(n+ 15)q

e15,

= αn
(

1− q2n

1− q

)(
1− q
1− qn

)
e0 + αn+1

(
1− q2n+2

1− q

)(
1− q

1− qn+1

)
e1 + · · ·

+ αn+15

(
1− q2n+30

1− q

)(
1− q

1− qn+15

)
e15,

= αn(1 + qn)e0 + αn+1(1 + qn+1)e1 + · · ·+ αn+15(1 + qn+15)e15,

= (αn + (αq)n)e0 + (αn+1 + (αq)n+1)e1 + · · ·+ (αn+15 + (αq)n+15)e15,

= αn(e0 + αe1 + · · ·+ α15e15) + (αq)n
(
e0 + αqe1 + · · ·+ (αq)15e15

)
,

= α∗αn + β∗(αq)n,

dir.

Teorem 3.1.3 q—Fibonacci ve q—Lucas sedeniyonlarının üstel üreteç fonksiyonu
∞∑
n=0

SFn(α; q)
xn

n!
=
α∗eαx − β∗eαqx

α(1− q) , (3.7)

ve
∞∑
n=0

SLn(α; q)
xn

n!
= α∗eαx + β∗eαqx, (3.8)

şeklindedir.

İspat. q—Fibonacci ve q—Lucas sedeniyonların Binet formülünden dolayı
∞∑
n=0

SFn(α; q)
xn

n!
=

∞∑
n=0

(
αnα∗ − (αq)nβ∗

α(1− q)

)
xn

n!
,

=
α∗

α(1− q)

∞∑
n=0

(
(αx)n

n!

)
− β∗

α(1− q)

∞∑
n=0

(
(αqx)n

n!

)
,

=
α∗eαx − β∗eαqx

α(1− q) ,

ve
∞∑
n=0

SLn(α; q)
xn

n!
=

∞∑
n=0

(αnα∗ + (αq)nβ∗)
xn

n!
,

= α∗
∞∑
n=0

(
(αx)n

n!

)
+ β∗

∞∑
n=0

(
(αqx)n

n!

)
,

= α∗eαx + β∗eαqx,

elde edilir.
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Teorem 3.1.4 (Catalan Eşitlĭgi) n ve r negatif olmayan tamsayılar olmak üzere q—

Fibonacci ve q—Lucas sedeniyonlarıiçin aşăgıdaki eşitlikler săglanır.

SFn+r(α; q) · SFn−r(α; q)− SF2
n(α; q) =

α2n−2qn(1− qr)(β∗α∗ − q−rα∗β∗)
(1− q)2

, (3.9)

ve

SLn+r(α; q) · SLn−r(α; q)− SL2
n(α; q) = α2nqn−r (1− qr) (α∗β∗ − qrβ∗α∗) , (3.10)

dir.

İspat. q—Fibonacci sedeniyonun Binet formülünden faydalanarak Eş. (3.5) den

SFn+r(α; q) · SFn−r(α; q)− SF2
n(α; q)

=

(
α∗αn+r − β∗(αq)n+r

α(1− q)

)(
α∗αn−r − β∗(αq)n−r

α(1− q)

)
−
(
α∗αn − β∗(αq)n

α(1− q)

)(
α∗αn − β∗(αq)n

α(1− q)

)
,

=

α∗α∗α2n − α∗β∗α2nqn−r − β∗α∗α2nqn+r + β∗β∗(αq)2n

−α∗α∗α2n + α∗β∗α2nqn + β∗α∗α2nqn − β∗β∗(αq)2n

α2(1− q)2
,

=
−α∗β∗α2nqn−r − β∗α∗α2nqn+r + α∗β∗α2nqn + β∗α∗α2nqn

α2(1− q)2
,

=
α∗β∗(−α2nqn−r + α2nqn) + β∗α∗(−α2nqn+r + α2nqn)

α2(1− q)2
,

=
α∗β∗(α2nqn(1− q−r)) + β∗α∗(α2nqn(1− qr))

α2(1− q)2
,

=
α2nqn(α∗β∗(1− q−r) + β∗α∗(1− qr))

α2(1− q)2
,

=
α2n−2qn(1− qr)(β∗α∗ − q−rα∗β∗)

(1− q)2
.

elde edilir. Şimdi benzer olarak q—Lucas sedeniyon için Catalan eşitliğini elde edelim.

q—Lucas sedeniyonun Binet formülünden faydalanarak Eş. (3.6) den

SLn+r(α; q) · SLn−r(α; q)− SL2
n(α; q)

= (α∗αn+r + β∗(αq)n+r)(α∗αn−r + β∗(αq)n−r)− (α∗αn + β∗(αq)n)(α∗αn + β∗(αq)n),

= α∗α∗α2n + α∗β∗α2nqn−r + β∗α∗α2nqn+r + β∗β∗(αq)2n−

α∗α∗α2n − α∗β∗α2nqn − β∗α∗α2nqn − β∗β∗(αq)2n,

= α∗β∗(α2nqn−r − α2nqn) + β∗α∗(α2nqn+r − α2nqn),

= α∗β∗(α2nqn−r(1− qr)) + β∗α∗(α2nqn−r(q2r − qr)),

= α2nqn−r (1− qr) (α∗β∗ − qrβ∗α∗) ,
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elde edilir.

Teorem 3.1.5 (Cassini Eşitlĭgi) n negatif olmayan tamsayıolmak üzere q—Fibonacci ve

q—Lucas sedeniyonlarıiçin aşăgıdaki eşitlikler săglanır.

SFn+1(α; q) · SFn−1(α; q)− SF2
n(α; q) =

α2n−2qn(β∗α∗ − q−1α∗β∗)

(1− q) , (3.11)

ve

SLn+1(α; q) · SLn−1(α; q)− SL2
n(α; q) = α2nqn−1(1− q) (α∗β∗ − qβ∗α∗) , (3.12)

dir.

İspat. q—Fibonacci ve q—Lucas sedeniyonlarıiçin Eş.(3.9) ve Eş.(3.10) de r = 1 alındı̆gında

Cassini eşitliği elde edilir.

Teorem 3.1.6 (d’Ocagne Eşitlĭgi) n negatif olmayan tamsayı ve m dŏgal sayı olmak

üzere, m > n+1, q—Fibonacci ve q—Lucas sedeniyonlarıiçin aşăgıdaki eşitlikler săglanır.

SFm(α; q) · SFn+1(α; q)− SFm+1(α; q) · SFn(α; q) =
αm+n−1(qnα∗β∗ − qmβ∗α∗)

(1− q) , (3.13)

ve

SLm(α; q)·SLn+1(α; q)−SLm+1(α; q)·SLn(α; q) = αm+n+1(1−q)(β∗α∗qm−α∗β∗qn), (3.14)

dir.

İspat. q-Fibonacci sedeniyonun Binet formülünden dolayı;

SFm(α; q) · SFn+1(α; q)− SFm+1(α; q) · SFn(α; q)

=

(
α∗αm − β∗(αq)m

α(1− q)

)(
α∗αn+1 − β∗(αq)n+1

α(1− q)

)
−
(
α∗αm+1 − β∗(αq)m+1

α(1− q)

)(
α∗αn − β∗(αq)n

α(1− q)

)
,

=

α∗α∗αm+n+1 − α∗β∗αm+n+1qn+1 − β∗α∗αm+n+1qm + β∗β∗(αq)m+n+1

−α∗α∗αm+n+1 + α∗β∗αm+n+1qn + β∗α∗αm+n+1qm+1 − β∗β∗(αq)m+n+1

α2(1− q)2
,

=
α∗β∗ (−αm+n+1qn+1 + αm+n+1qn) + β∗α∗ (−αm+n+1qm + αm+n+1qm+1)

α2(1− q)2
,

=
α∗β∗ (αm+n+1(qn − qn+1)) + β∗α∗(αm+n+1(qm+1 − qm))

α2(1− q)2
,

=
αm+n+1 (qn(1− q)α∗β∗ + qm(q − 1)β∗α∗)

(1− q)2
,

=
αm+n−1(qnα∗β∗ − qmβ∗α∗)

(1− q) .
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biçiminde elde edilir. Şimdi benzer şekilde q—Lucas sedeniyon için d’Ocagne eşitliğini elde

edelim. q—Lucas sedeniyonun Binet formülünden dolayı;

SLm(α; q) · SLn+1(α; q)− SLm+1(α; q) · SLn(α; q)

= (α∗αm + β∗(αq)m)(α∗αn+1 + β∗(αq)n+1)−

(α∗αm+1 + β∗(αq)m+1)(α∗αn + β∗(αq)n),

= α∗α∗αm+n+1 + α∗β∗αm+n+1qn+1 + β∗α∗αm+n+1qm + β∗β∗(αq)m+n+1

− α∗α∗αm+n+1 − α∗β∗αm+n+1qn − β∗α∗αm+n+1qm+1 − β∗β∗(αq)m+n+1,

= α∗β∗
(
αm+n+1qn+1 − αm+n+1qn

)
+ β∗α∗(αm+n+1qm − αm+n+1qm+1),

= α∗β∗(αm+n+1(qn+1 − qn)) + β∗α∗(αm+n+1(qm − qm+1),

= α∗β∗(αm+n+1(qn(q − 1))) + β∗α∗(αm+n+1qm(1− q)),

= αm+n+1(1− q)(β∗α∗qm − α∗β∗qn),

biçiminde elde edilir.

Şimdi de q—Fibonacci ve q—Lucas sedeniyonlarınıiçeren bazıtoplam özelliklerini verelim.

Teorem 3.1.7 (α−αq) =
√

∆ olmak üzere, q—Fibonacci sedeniyonu ve q—Lucas sedeniy-

onu için aşăgıdaki eşitlikler săglanır.

m∑
n=0

(
m

n

)
(−α2q)m−nSF2n+k(α; q) =

 ∆
m
2 SFm+k(α; q), m çift

∆
m−1
2 SLm+k(α; q), m tek

, (3.15)

ve
m∑
n=0

(
m

n

)
(−α2q)m−nSL2n+k(α; q) =

 ∆
m
2 SLm+k(α; q), m çift

∆
m+1
2 SFm+k(α; q), m tek

, (3.16)

dir.

İspat. q—Fibonacci sedeniyon için toplam özelliğini elde edelim.
m∑
n=0

(
m

n

)
(−α2q)m−nSF2n+k(α; q)

=
m∑
n=0

(
m

n

)
(−α2q)m−n

(
α∗α2n+k − β∗(αq)2n+k

α(1− q)

)
,

=
α∗αk

α(1− q)

m∑
n=0

(
m

n

)
(−α2q)m−nα2n − β∗(αq)k

α(1− q)

m∑
n=0

(
m

n

)
(−α2q)m−n(αq)2n,

=
α∗αk(α2 − α2q)m − β∗(αq)k(α2q2 − α2q)m

α(1− q) ,

=
α∗αk(α(

√
∆))m − β∗(αq)k(−αq(

√
∆))m

α(1− q) .
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Eğer m çift ise;

m∑
n=0

(
m

n

)
(−α2q)m−nSF2n+k(α; q)

=
α∗αm+k(

√
∆)m − β∗(αq)m+k(

√
∆)m

α(1− q) ,

= (
√

∆)m
(
α∗αm+k − β∗(αq)m+k

α(1− q)

)
,

= (
√

∆)mSFm+k(α; q).

Eğer m tek ise;

m∑
n=0

(
m

n

)
(−α2q)m−nSF2n+k(α; q)

=
α∗αm+k(

√
∆)m − β∗(αq)k(−αq)m(

√
∆)m

α(1− q) ,

=
α∗αm+k(

√
∆)m + β∗(αq)m+k(

√
∆)m

α(1− q) ,

=
(
√

∆)m

α(1− q)
(
α∗αm+k + β∗(αq)m+k

)
,

=
(
√

∆)m−1(
√

∆)

(α− αq) · SLm+k(α; q),

= (
√

∆)m−1SLm+k(α; q),

şeklindedir. Benzer biçinde q—Lucas sedeniyon için toplam özelliğini elde edelim.

m∑
n=0

(
m

n

)
(−α2q)m−nSL2n+k(α; q)

=
m∑
n=0

(
m

n

)
(−α2q)m−n(α∗α2n+k + β∗(αq)2n+k),

= α∗αk
m∑
n=0

(
m

n

)
(−α2q)m−nα2n + β∗(αq)k

m∑
n=0

(
m

n

)
(−α2q)m−n(αq)2n,

= α∗αk(α2 − α2q)m + β∗(αq)k(α2q2 − α2q)m,

= α∗αk(α
√

∆)m + β∗(αq)k(−αq
√

∆)m.
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Eğer m çift ise;

m∑
n=0

(
m

n

)
(−α2q)m−nSL2n+k(α; q)

= α∗αm+k(
√

∆)m + β∗(αq)m+k(
√

∆)m,

= (
√

∆)m(α∗αm+k + β∗(αq)m+k),

= (
√

∆)mSLm+k(α; q),

dır. Eğer m tek ise;

m∑
n=0

(
m

n

)
(−α2q)m−nSL2n+k(α; q)

= α∗αm+k(
√

∆)m + β∗(αq)k(−αq)m(
√

∆)m,

= (
√

∆)m(α∗αm+k − β∗(αq)m+k),

=
(
√

∆)m+1

√
∆

(
α∗αm+k − β∗(αq)m+k

)
,

= (
√

∆)m+1SFm+k(α; q),

dır.

Teorem 3.1.8 n, k ≥ 0, q—Fibonacci sedeniyonu ve q—Lucas sedeniyonu için aşăgıdaki

eşitlikler săglanır.

m∑
n=0

(
m

n

)
(−1)n(−α2q)m−nSF2n+k(α; q) = (−α[2]q)

mSFm+k(α; q), (3.17)

ve

m∑
n=0

(
m

n

)
(−1)n(−α2q)m−nSL2n+k(α; q) = (−α[2]q)

mSLm+k(α; q), (3.18)

dir.
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İspat. q—Fibonacci sedeniyon için Binet formülünden faydalanarak;

m∑
n=0

(
m

n

)
(−1)n(−α2q)m−nSF2n+k(α; q)

=
m∑
n=0

(
m

n

)
(−1)n(−α2q)m−n

(
α∗α2n+k − β∗(αq)2n+k

α(1− q)

)
,

=
α∗αk

α(1− q)

m∑
n=0

(
m

n

)
(−1)n(−α2q)m−nα2n − β∗(αq)k

α(1− q)

m∑
n=0

(
m

n

)
(−1)n(−α2q)m−n(αq)2n,

=
α∗αk(−α2q − α2)m − β∗(αq)k(−α2q − α2q2)m

α(1− q) ,

=
α∗αk(−α2(1 + q))m − β∗(αq)k(−α2q(1 + q))m

α(1− q) ,

= (−α(1 + q))m
α∗αkαm − β∗(αq)k(αq)m

α(1− q) ,

= (−α[2]q)
mSFm+k(α; q).

ve q—Lucas sedeniyon için Binet formülünden faydalanarak;

m∑
n=0

(
m

n

)
(−1)n(−α2q)m−nSL2n+k(α; q)

=
m∑
n=0

(
m

n

)
(−1)n(−α2q)m−n(α∗α2n+k + β∗(αq)2n+k),

= α∗αk
m∑
n=0

(
m

n

)
(−1)n(−α2q)m−nα2n + β∗(αq)k

m∑
n=0

(
m

n

)
(−1)n(−α2q)m−n(αq)2n,

= α∗αk(−α2q − α2)m + β∗(αq)k(−α2q − α2q2)m,

= α∗αk(−α2(1 + q))m + β∗(αq)k(−α2q(1 + q))m,

= (−α(1 + q))m(α∗αkαm + β∗(αq)k(αq)m),

= (−α[2]q)
mSLm+k(α; q).

Teorem 3.1.9 q—Fibonacci ve q—Lucas Sedeniyonlarıiçin aşăgıdaki eşitlikler săglanır.

m∑
n=0

(
m

n

)
(α + αq)n(−α2q)m−nSFn(α; q) = SF2m(α; q), (3.19)

ve

m∑
n=0

(
m

n

)
(α + αq)n(−α2q)m−nSLn(α; q) = SL2m(α; q). (3.20)
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İspat. q—Fibonacci sedeniyon için Binet formülünden faydalanarak;
m∑
n=0

(
m

n

)
(α + αq)n(−α2q)m−nSFn(α; q)

=
m∑
n=0

(
m

n

)
(α + αq)n(−α2q)m−n

(
α∗αn − β∗(αq)n

α(1− q)

)
,

=
α∗

α(1− q)

m∑
n=0

(
m

n

)
(α + αq)n(−α2q)m−nαn

− β∗

α(1− q)

m∑
n=0

(
m

n

)
(α + αq)n(−α2q)m−n(αq)n,

=
α∗

α(1− q)

m∑
n=0

(
m

n

)
(α2 + α2q)n(−α2q)m−n

− β∗

α(1− q)

m∑
n=0

(
m

n

)
(α2q + α2q2)n(−α2q)m−n,

=
α∗

α(1− q)(α2 + α2q − α2q)m − β∗

α(1− q)(α2q + α2q2 − α2q)m,

=
α∗α2m − β∗(αq)2m

α(1− q) ,

= SF2m(α; q),

ve q—Lucas sedeniyon için Binet formülünden faydalanarak;

m∑
n=0

(
m

n

)
(α + αq)n(−α2q)m−nSLn(α; q)

=
m∑
n=0

(
m

n

)
(α + αq)n(−α2q)m−n(α∗αn + β∗(αq)n),

= α∗
m∑
n=0

(
m

n

)
(α + αq)n(−α2q)m−nαn

+β∗
m∑
n=0

(
m

n

)
(α + αq)n(−α2q)m−n(αq)n,

= α∗
m∑
n=0

(
m

n

)
(α2 + α2q)n(−α2q)m−n

+β∗
m∑
n=0

(
m

n

)
(α2 + α2q)n(−α2q)m−n,

= α∗(α2 + α2q − α2q)m + β∗(α2 + α2q − α2q)m,

= α∗α2m + β∗(αq)2m,

= SL2m(α; q).
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BÖLÜM 4

Q—FIBONACCI VE Q—LUCAS SEDENİYONLARIN ÖZEL DURUMLARI

Bu bölümde q—Fibonacci ve q—Lucas sedeniyonları için bazıözel durumlar verilecektir.

Özel durumlardan elde edilen sonuçların sırasıyla Fibonacci sedeniyon, Lucas sedeniyon,

k—Fibonacci sedeniyon, k—Lucas sedeniyon, Pell sedeniyon, Pell—Lucas sedeniyon, k—Pell

sedeniyon, k—Pell—Lucas sedeniyon, Jacobsthal sedeniyon ve Jacobsthal-Lucas sedeniy-

ona dönüştüklerini göstereceğiz. Daha sonra yeni elde edilen sedeniyonların sırasıyla

Binet formülleri, üstel üreteç fonksiyonları, Catalan, Cassini, d’Ocagne özellikleri ve bu

sedeniyonlarıiçeren bazıbinomiyel toplam formülleri verilecektir.

4.1 BINET FORMÜLLERİ

Sonuç 4.1.1 Eş. (3.5) ve Eş. (3.6) de α = 1+
√

5
2
, β = −1

α
ve q = −1

α2
seçildĭginde

Fibonacci ve Lucas sedeniyonlarıiçin Binet formulü

α∗ =
15∑
s=0

αses, (4.1)

ve

β∗ =

15∑
s=0

βses, (4.2)

olmak üzere

SFn =
α∗αn − β∗βn

α− β , (4.3)

SLn = α∗αn + β∗βn, (4.4)

biçiminde elde edilir.

Sonuç 4.1.2 Eş.(3.5) ve Eş. (3.6) de α = αk = k+
√
k2+4
2

, β = βk = −1
α
ve q = −1

α2

seçildĭginde k—Fibonacci ve k—Lucas sedeniyonlarıiçin Binet formulü

α∗k =
15∑
s=0

αskes, (4.5)
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ve

β∗k =

15∑
s=0

βskes, (4.6)

olmak üzere

SFk,n =
α∗kα

n
k − β∗kβnk
αk − βk

, (4.7)

SLk,n = α∗kα
n
k + β∗kβ

n
k , (4.8)

biçiminde elde edilir.

Sonuç 4.1.3 Eş. (3.5) ve Eş.(3.6) de α = r1 = 1 +
√

2, β = r2 = −1
α
ve q = −1

α2

seçildĭginde Pell ve Pell—Lucas sedeniyonlarıiçin Binet formülü

r∗1 =
15∑
s=0

rs1es, (4.9)

ve

r∗2 =
15∑
s=0

rs2es, (4.10)

olmak üzere

SPn =
r∗1r

n
1 − r∗2rn2
r1 − r2

, (4.11)

SPLn = r∗1r
n
1 + r∗2r

n
2 , (4.12)

biçinde elde edilir.

Sonuç 4.1.4 Eş. (3.5) ve Eş.(3.6) de α = r1,k = 1 +
√

1 + k, β = r2,k = −k
α
ve q = −k

α2

seçildĭginde k—Pell ve k—Pell—Lucas sedeniyonlarıiçin Binet formülü

r∗1,k =
15∑
s=0

rs1,kes, (4.13)

ve

r∗2,k =

15∑
s=0

rs2,kes, (4.14)

olmak üzere

SPk,n =
r∗1,kr

n
1,k − r∗2,krn2,k
r1,k − r2,k

, (4.15)

SPLk,n = r∗1,kr
n
1,k + r∗2,kr

n
2,k, (4.16)

biçiminde elde edilir.
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Sonuç 4.1.5 Eş. (3.5) ve Eş.(3.6) de α = 2, β = −1 ve q = −1
2
seçildĭginde Jacobsthal

ve Jacobsthal—Lucas sedeniyonlarıiçin Binet formülü

α∗ =

15∑
s=0

αses, (4.17)

ve

β∗ =
15∑
s=0

βses, (4.18)

olmak üzere

SJn =
α∗2n − β∗(−1)n

3
, (4.19)

Sjn = α∗2n + β∗(−1)n, (4.20)

biçiminde elde edilir.

4.2 ÜSTEL ÜRETEÇ FONKSİYONLARI

Sonuç 4.2.1 Eş.(3.7) ve Eş.(3.8) de α = 1+
√

5
2
, β = −1

α
ve q = −1

α2
seçildĭginde Fibonacci

ve Lucas sedeniyonların üstel üreteç fonksiyonu

∞∑
n=0

SFn
xn

n!
=
α∗eαx − β∗eβx

α− β , (4.21)

ve

∞∑
n=0

SLn
xn

n!
= α∗eαx + β∗eβx, (4.22)

formundadır.

Sonuç 4.2.2 Eş.(3.7) ve Eş.(3.8) de α = αk = k+
√
k2+4
2

, β = βk = −1
α
ve q = −1

α2

seçildĭginde k—Fibonacci ve k—Lucas sedeniyonların üstel üreteç fonksiyonu

∞∑
n=0

SFk,n
xn

n!
=
α∗ke

αkx − β∗keβkx
αk − βk

, (4.23)

ve

∞∑
n=0

SLk,n
xn

n!
= α∗ke

αkx + β∗ke
βkx, (4.24)

formundadır.
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Sonuç 4.2.3 Eş.(3.7) ve Eş.(3.8) de α = r1 = 1+
√

2, β = r2 = −1
α
ve q = −1

α2
seçildĭginde

Pell ve Pell—Lucas sedeniyonların üstel üreteç fonksiyonu

∞∑
n=0

SPn
xn

n!
=
r∗1e

r1x − r∗2er2x
r1 − r2

, (4.25)

ve

∞∑
n=0

SPn
xn

n!
= r∗1e

r1x + r∗2e
r2x, (4.26)

formundadır.

Sonuç 4.2.4 Eş.(3.7) ve Eş.(3.8) de α = r1,k = 1 +
√

1 + k, β = r2,k = −k
α
ve q = −k

α2

seçildĭginde k—Pell ve k—Pell—Lucas sedeniyonların üstel üreteç fonksiyonu

∞∑
n=0

SPk,n
xn

n!
=
r∗1,ke

r1,kx − r∗2,ker2,kx

r1,k − r2,k

, (4.27)

ve

∞∑
n=0

SPk,n
xn

n!
= r∗1,ke

r1,kx + r∗2,ke
r2,kx, (4.28)

formundadır.

Sonuç 4.2.5 Eş.(3.7) ve Eş.(3.8) de α = 2, β = −1 ve q = −1
2
seçildĭginde Jacobsthal

ve Jacobsthal—Lucas sedeniyonların üstel üreteç fonksiyonu

∞∑
n=0

SJn
xn

n!
=
α∗e2x − β∗e−x

3
, (4.29)

ve

∞∑
n=0

Sjn
xn

n!
= α∗e2x + β∗e−x, (4.30)

formundadır.

4.3 CATALAN EŞİTLİKLERİ

Sonuç 4.3.1 Eş.(3.9) ve Eş.(3.10) de α = 1+
√

5
2
, β = −1

α
ve q = −1

α2
seçildĭginde, n ve

r negatif olmayan tamsayılar olmak üzere Fibonacci ve Lucas sedeniyonlarıiçin Catalan

eşitlĭgi

SFn+r · SFn−r − SF 2
n =

(−1)n
(
α∗β∗(1− αrβ−r) + β∗α∗(1− βrα−r)

)
(α− β)2

, (4.31)
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ve

SLn+r · SLn−r − SL2
n = (−1)n

(
α∗β∗(αrβ−r − 1) + β∗α∗(βrα−r − 1)

)
, (4.32)

dir.

Sonuç 4.3.2 Eş.(3.9) ve Eş.(3.10) de α = αk = k+
√
k2+4
2

, β = βk = −1
α
ve q = −1

α2

seçildĭginde, n ve r negatif olmayan tamsayılar olmak üzere k—Fibonacci ve k—Lucas

sedeniyonlarıiçin Catalan eşitlĭgi

SFk,n+r · SFk,n−r − SF 2
k,n =

(−1)n
(
α∗kβ

∗
k(1− αrkβ−rk ) + β∗kα

∗
k(1− βrkα−rk )

)
(αk − βk)2

, (4.33)

ve

SLk,n+r · SLk,n−r − SL2
k,n = (−1)n

(
α∗kβ

∗
k(α

r
kβ
−r
k − 1) + β∗kα

∗
k

(
βrkα

−r
k − 1

))
, (4.34)

dir.

Sonuç 4.3.3 Eş.(3.9) ve Eş.(3.10) de α = r1 = 1 +
√

2, β = r2 = −1
α
ve q = −1

α2

seçildĭginde, n ve r negatif olmayan tamsayılar olmak üzere Pell ve Pell—Lucas sedeniy-

onlarıiçin Catalan eşitlĭgi

SPn+r · SPn−r − SP 2
n =

(−1)n
(
r∗1r
∗
2

(
1− rr1r−r2

)
+ r∗2r

∗
1

(
1− rr2r−r1

))
(r1 − r2)2

, (4.35)

ve

SPLn+r · SPLn−r − SPL2
n = (−1)n(r∗1r

∗
2(rr1r

−r
2 − 1) + r∗2r

∗
1(rr2r

−r
1 − 1)), (4.36)

dir.

Sonuç 4.3.4 Eş.(3.9) ve Eş.(3.10) de α = r1,k = 1 +
√

1 + k, β = r2,k = −k
α
ve q =

−k
α2
seçildĭginde, n ve r negatif olmayan tamsayılar olmak üzere k—Pell ve k—Pell—Lucas

sedeniyonlarıiçin Catalan eşitlĭgi

SPk,n+r · SPk,n−r − SP 2
k,n =

(−k)n
(
r∗1,kr

∗
2,k

(
1− rr1,kr−r2,k

)
+ r∗2,kr

∗
1,k

(
1− rr2,kr−r1,k

))
(r1,k − r2,k)2

, (4.37)

ve

SPLk,n+r ·SPLk,n−r−SPL2
k,n = (−k)n(r∗1,kr

∗
2,k(r

r
1,kr

−r
2,k−1) + r∗2,kr

∗
1,k(r

r
2,kr

−r
1,k−1)), (4.38)

dir.
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Sonuç 4.3.5 Eş.(3.9) ve Eş.(3.10) de α = 2, β = −1 ve q = −1
2
seçildĭginde, n ve

r negatif olmayan tamsayılar olmak üzere Jacobsthal ve Jacobsthal—Lucas sedeniyonları

için Catalan eşitlĭgi

SJn+r · SJn−r − SJ2
n = (−2)n

(
α∗β∗(1− (−2)r) + β∗α∗

(
1−

(
−1

2

)r)
9

)
, (4.39)

ve

Sjn+r · Sjn−r − Sj2
n = (−2)n

(
α∗β∗ ((−2)r − 1) + β∗α∗

((
−1

2

)r
− 1

))
, (4.40)

dir.

4.4 CASSINI EŞİTLİKLERİ

Sonuç 4.4.1 Eş.(3.11) ve Eş.(3.12) de α = 1+
√

5
2
, β = −1

α
ve q = −1

α2
seçildĭginde, n

negatif olmayan tamsayıolmak üzere Fibonacci ve Lucas sedeniyonlarıiçin Cassini eşitlĭgi

SFn+1 · SFn−1 − SF 2
n =

(−1)n
(
α∗β∗(1− αβ−1) + β∗α∗(1− βα−1)

)
(α− β)2

, (4.41)

ve

SLn+1 · SLn−1 − SL2
n = (−1)n

(
α∗β∗(αβ−1 − 1) + β∗α∗(βα−1 − 1)

)
, (4.42)

dir.

Sonuç 4.4.2 Eş.(3.11) ve Eş.(3.12) de α = αk = k+
√
k2+4
2

, β = βk = −1
α
ve q = −1

α2

seçildĭginde,n negatif olmayan tamsayıolmak üzere k—Fibonacci ve k—Lucas sedeniyonları

için Cassini eşitlĭgi

SFk,n+1 · SFk,n−1 − SF 2
k,n =

(−1)n
(
α∗kβ

∗
k(1− αkβ−1

k ) + β∗kα
∗
k(1− βkα−1

k )
)

(αk − βk)2
, (4.43)

ve

SLk,n+1 · SLk,n−1 − SL2
k,n = (−1)n

(
α∗kβ

∗
k(αkβ

−1
k − 1) + β∗kα

∗
k(βkα

−1
k − 1)

)
, (4.44)

biçimindedir.

Sonuç 4.4.3 Eş.(3.11) ve Eş.(3.12) de α = r1 = 1 +
√

2, β = βk = −1
α
ve q = −1

α2

seçildĭginde n negatif olmayan tamsayıolmak üzere Pell ve Pell—Lucas sedeniyonlarıiçin

Cassini eşitlĭgi

SPn+1 · SPn−1 − SP 2
n =

(−1)n
(
r∗1r
∗
2

(
1− r1r

−1
2

)
+ r∗2r

∗
1

(
1− r2r

−1
1

))
(r1 − r2)2

, (4.45)
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ve

SPLn+1 · SPLn−1 − SPL2
n = (−1)n(r∗1r

∗
2(r1r

−1
2 − 1) + r∗2r

∗
1(r2r

−1
1 − 1)), (4.46)

biçimindedir.

Sonuç 4.4.4 Eş.(3.11) ve Eş.(3.12) de α = r1,k = 1 +
√

1 + k, β = r2,k = −k
α
ve q = −k

α2

seçildĭginde, n negatif olmayan tamsayıolmak üzere k—Pell ve k—Pell—Lucas sedeniyonları

için Cassini eşitlĭgi

SPk,n+1 · SPk,n−1 − SP 2
k,n =

(−k)n
(
r∗1,kr

∗
2,k

(
1− r1,kr

−1
2,k

)
+ r∗2,kr

∗
1,k

(
1− r2,kr

−1
1,k

))
(r1,k − r2,k)2

, (4.47)

ve

SPLk,n+1 ·SPLk,n−1−SPL2
k,n = (−k)n(r∗1,kr

∗
2,k(r1,kr

−1
2,k−1) + r∗2,kr

∗
1,k(r2,kr

−1
1,k−1)), (4.48)

biçimindedir.

Sonuç 4.4.5 Eş.(3.11) ve Eş.(3.12) de α = 2, β = −1 ve q = −1
2
seçildĭginde, n

negatif olmayan tamsayı olmak üzere ve Jacobsthal ve Jacobsthal—Lucas sedeniyonları

için Cassini eşitlĭgi

SJn+1 · SJn−1 − SJ2
n =

(−2)n

3

(
α∗β∗ +

β∗α∗

2

)
, (4.49)

ve

Sjn+1 · Sjn−1 − Sj2
n = 2n−1(−1)n+1 (6α∗β∗ + 3β∗α∗) , (4.50)

biçimindedir.

4.5 D’OCAGNE EŞİTLİKLERİ

Sonuç 4.5.1 Eş.(3.13) ve Eş.(3.14) de α = 1+
√

5
2
, β = −1

α
ve q = −1

α2
seçildĭginde, n ve r

negatif olmayan tamsayılar olmak üzere Fibonacci ve Lucas sedeniyonlarıiçin d’Ocagne

eşitlĭgi

SFm · SFn+1 − SFm+1 · SFn =
α∗β∗(αmβn)− β∗α∗(αnβm)

(α− β)
, (4.51)

ve

SLm · SLn+1 − SLm+1 · SLn = (α− β) (−α∗β∗(αmβn) + β∗α∗(αnβm)) , (4.52)

dir.
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Sonuç 4.5.2 Eş.(3.13) ve Eş.(3.14) de α = αk = k+
√
k2+4
2

, β = βk = −1
α
ve q = −1

α2

seçildĭginde, n ve r negatif olmayan tamsayılar olmak üzere k—Fibonacci ve k—Lucas

sedeniyonlarıiçin d’Ocagne eşitlĭgi

SFk,m · SFk,n+1 − SFk,m+1 · SFk,n =
α∗kβ

∗
k(α

m
k β

n
k)− β∗kα∗k(αnkβmk )

(αk − βk)
, (4.53)

ve

SLk,m · SLk,n+1 − SLk,m+1 · SLk,n = (αk − βk) (−α∗kβ∗k(αmk βnk) + β∗kα
∗
k(α

n
kβ

m
k )) , (4.54)

dir.

Sonuç 4.5.3 Eş.(3.13) ve Eş.(3.14) de α = r1 = 1 +
√

2, β = r2 = −1
α
ve q = −1

α2

seçildĭginde, n ve r negatif olmayan tamsayılar olmak üzere Pell ve Pell—Lucas sedeniy-

onlarıiçin d’Ocagne eşitlĭgi

SPm · SPn+1 − SPm+1 · SPn =
r∗1r
∗
2(rm1 r

n
2 )− r∗2r∗1(rn1 r

m
2 )

(r1 − r2)
, (4.55)

ve

SPLm · SPLn+1 − SPLm+1 · SPLn = (r1 − r2) (−r∗1r∗2(rm1 r
n
2 ) + r∗2r

∗
1(rn1 r

m
2 )) , (4.56)

dir.

Sonuç 4.5.4 Eş.(3.13) ve Eş.(3.14) de α = r1,k = 1 +
√

1 + k, β = r2,k = −k
α
ve

q = −k
α2
seçildĭginde, n ve r negatif olmayan tamsayılar olmak üzere k—Pell ve k—Pell—

Lucas sedeniyonlarıiçin d’Ocagne eşitlĭgi

SPk,m · SPk,n+1 − SPk,m+1 · SPk,n =
r∗1,kr

∗
2,k(r

m
1,kr

n
2,k)− r∗2,kr∗1,k(rn1,krm2,k)

(r1,k − r2,k)
, (4.57)

ve

SPLk,m·SPLk,n+1−SPLk,m+1·SPLk,n = (r1,k−r2,k)
(
−r∗1,kr∗2,k(rm1,krn2,k) + r∗2,kr

∗
1,k(r

n
1,kr

m
2,k)
)
,

(4.58)

dir.

Sonuç 4.5.5 Eş.(3.13) ve Eş.(3.14) de α = 2, β = −1 ve q = −1
2
seçildĭginde, n ve r

negatif olmayan tamsayılar olmak üzere ve Jacobsthal ve Jacobsthal—Lucas sedeniyonları

için d’Ocagne eşitlĭgi

SJm · SJn+1 − SJm+1 · SJn =
α∗β∗2m(−1)n + β∗α∗2n(−1)m+1

3
, (4.59)
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ve

Sjm · Sjn+1 − Sjm+1 · Sjn = 3
(
α∗β∗2m(−1)n+1 + β∗α∗2n(−1)m

)
, (4.60)

dir.

4.6 TOPLAM FORMÜLLERİ

Sonuç 4.6.1 Eş.(3.15) ve Eş.(3.16) de α = 1+
√

5
2
, β = −1

α
ve q = −1

α2
seçildĭginde,

Fibonacci sedeniyon ve Lucas sedeniyon için toplam özellikleri aşăgıdaki şekilde

m∑
n=0

(
m

n

)
SF2n+k =

 5
m
2 SFm+k, m çift

5
m−1
2 SLm+k, m tek

,

ve

m∑
n=0

(
m

n

)
SL2n+k =

 5
m
2 SLm+k, m çift

5
m+1
2 SFm+k, m tek

,

dir.

Sonuç 4.6.2 Eş.(3.15) ve Eş.(3.16) de α = αk = k+
√
k2+4
2

, β = βk = −1
α
ve q = −1

α2

seçildĭginde, k—Fibonacci ve k—Lucas sedeniyonlarıiçin toplam özellikleri aşăgıdaki şekilde

m∑
n=0

(
m

n

)
SFk,2n+k =

 (k2 + 4)
m
2 SFk,m+k, m çift

(k2 + 4)
m−1
2 SLk,m+k, m tek

,

ve

m∑
n=0

(
m

n

)
SLk,2n+k =

 (k2 + 4)
m
2 SLk,m+k, m çift

(k2 + 4)
m+1
2 SFk,m+k, m tek

,

dir.

Sonuç 4.6.3 Eş.(3.15) ve Eş.(3.16) de α = r1 = 1 +
√

2, β = r2 = −1
α
ve q = −1

α2

seçildĭginde, Pell ve Pell—Lucas sedeniyonlarıiçin toplam özellikleri aşăgıdaki şekilde

m∑
n=0

(
m

n

)
SP2n+k =

 8
m
2 SPm+k, m çift

8
m−1
2 SPLm+k, m tek

,

ve

m∑
n=0

(
m

n

)
SPL2n+k =

 8
m
2 SPLm+k, m çift

8
m+1
2 SPm+k, m tek

,

dir.
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Sonuç 4.6.4 Eş.(3.15) ve Eş.(3.16) de α = r1,k = 1 +
√

1 + k, β = r2,k = −k
α
ve q = −k

α2

seçildĭginde, k—Pell ve k—Pell—Lucas sedeniyonlarıiçin toplam özellikleri aşăgıdaki şekilde

m∑
n=0

(
m

n

)
km−nSPk,2n+k =

 (4 + 4k)
m
2 SPk,m+k, m çift

(4 + 4k)
m−1
2 SPLk,m+k, m tek

,

ve

m∑
n=0

(
m

n

)
km−nSPLk,2n+k =

 (4 + 4k)
m
2 SPLk,m+k, m çift

(4 + 4k)
m+1
2 SPk,m+k, m tek

,

dir.

Sonuç 4.6.5 Eş.(3.15) ve Eş.(3.16) de α = 2, β = −1 ve q = −1
2
seçildĭginde, Jacobsthal

ve Jacobsthal—Lucas sedeniyonlarıiçin toplam özellikleri aşăgıdaki şekilde

m∑
n=0

(
m

n

)
2m−nSJ2n+k =

 9
m
2 SJm+k, m çift

9
m−1
2 Sjm+k, m tek

,

ve

m∑
n=0

(
m

n

)
2m−nSj2n+k =

 9
m
2 Sjm+k, m çift

9
m+1
2 SJm+k, m tek

,

dir.

Sonuç 4.6.6 Eş.(3.17) ve Eş.(3.18) de α = 1+
√

5
2
, β = −1

α
ve q = −1

α2
seçildĭginde,

Fibonacci sedeniyon ve Lucas sedeniyon için toplam özellikleri aşăgıdaki
m∑
n=0

(
m

n

)
(−1)nSF2n+k = (−1)mSFm+k,

ve
m∑
n=0

(
m

n

)
(−1)nSL2n+k = (−1)mSLm+k,

şekildedir.

Sonuç 4.6.7 Eş.(3.17) ve Eş.(3.18) de α = αk = k+
√
k2+4
2

, β = βk = −1
α
ve q = −1

α2

seçildĭginde, k—Fibonacci ve k—Lucas sedeniyonlarıiçin toplam özellikleri aşăgıdaki
m∑
n=0

(
m

n

)
(−1)nSFk,2n+k = (−k)mSFk,m+k,

ve
m∑
n=0

(
m

n

)
(−1)nSLk,2n+k = (−k)mSLk,m+k,

biçimdedir.
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Sonuç 4.6.8 Eş.(3.17) ve Eş.(3.18) de α = r1 = 1 +
√

2, β = r2 = −1
α
ve q = −1

α2

seçildĭginde, Pell ve Pell—Lucas sedeniyonlarıiçin toplam özellikleri aşăgıdaki
m∑
n=0

(
m

n

)
(−1)nSP2n+k = (−2)mSPm+k,

ve
m∑
n=0

(
m

n

)
(−1)nSPL2n+k = (−2)mSPLm+k,

biçimdedir.

Sonuç 4.6.9 Eş.(3.17) ve Eş.(3.18) de α = r1,k = 1 +
√

1 + k, β = r2,k = −k
α
ve q = −k

α2

seçildĭginde, k—Pell ve k—Pell—Lucas sedeniyonlarıiçin toplam özellikleri aşăgıdaki
m∑
n=0

(
m

n

)
(−1)nkm−nSPk,2n+k = (−2)mSPk,m+k,

ve
m∑
n=0

(
m

n

)
(−1)nkm−nSPLk,2n+k = (−2)mSPLk,m+k,

şekildedir.

Sonuç 4.6.10 Eş.(3.17) ve Eş.(3.18) de α = 2, β = −1 ve q = −1
2
seçildĭginde, Jacob-

sthal ve Jacobsthal—Lucas sedeniyonlarıiçin toplam özellikleri aşăgıdaki
m∑
n=0

(
m

n

)
(−1)n2m−nSJ2n+k = (−1)mSJm+k,

ve
m∑
n=0

(
m

n

)
(−1)n2m−nSj2n+k = (−1)mSjm+k,

biçimdedir.

Sonuç 4.6.11 Eş.(3.19) ve Eş.(3.20) de α = 1+
√

5
2
, β = −1

α
ve q = −1

α2
seçildĭginde,

Fibonacci sedeniyon ve Lucas sedeniyon için toplam özellikleri aşăgıdaki
m∑
n=0

(
m

n

)
SFn = SF2m,

ve
m∑
n=0

(
m

n

)
SLn = SL2m.

şekildedir.
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Sonuç 4.6.12 Eş.(3.19) ve Eş.(3.20) de α = αk = k+
√
k2+4
2

, β = βk = −1
α
ve q = −1

α2

seçildĭginde, k—Fibonacci ve k—Lucas sedeniyonlarıiçin toplam özellikleri aşăgıdaki
m∑
n=0

(
m

n

)
knSFk,n = SFk,2m,

ve
m∑
n=0

(
m

n

)
knSLk,n = SLk,2m,

biçimdedir.

Sonuç 4.6.13 Eş.(3.19) ve Eş.(3.20) de α = r1 = 1 +
√

2, β = r2 = −1
α
ve q = −1

α2

seçildĭginde, Pell ve Pell—Lucas sedeniyonlarıiçin toplam özellikleri aşăgıdaki
m∑
n=0

(
m

n

)
2nSPn = SP2m,

ve
m∑
n=0

(
m

n

)
2nSPLn = SPL2m,

biçimdedir.

Sonuç 4.6.14 Eş.(3.19) ve Eş.(3.20) de α = r1,k = 1+
√

1 + k, β = r2,k = −k
α
ve q = −k

α2

seçildĭginde, k—Pell ve k—Pell—Lucas sedeniyonlarıiçeren aşăgıdaki eşitlikler
m∑
n=0

(
m

n

)
2nkm−nSPk,n = SPk,2m,

ve
m∑
n=0

(
m

n

)
2nkm−nSPLk,n = SPLk,2m,

biçiminde elde edilir.

Sonuç 4.6.15 Eş.(3.19) ve Eş.(3.20) de α = 2, β = −1 ve q = −1
2
seçildĭginde, Jacob-

sthal ve Jacobsthal—Lucas sedeniyonlarıiçeren aşăgıdaki eşitlikler
m∑
n=0

(
m

n

)
2m−nSJn = SJ2m,

ve
m∑
n=0

(
m

n

)
2m−nSjn = Sj2m,

biçiminde elde edilir.
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BÖLÜM 5

SONUÇLAR VE ÖNERİLER

Bu tez beş bölümden oluşmaktadır. Bu tezin temel amacıbileşenleri q—tamsayılarıolan

sedeniyonlar tanımlayarak yani Fibonacci ve Lucas sedeniyonların bir q genellemesini

tanımlayarak bu dizilerin temel özelliklerini araştırmaktır. Birinci bölümde, tezin amacın-

dan ve tez içerisinde kullandı̆gımız kaynaklardan bahsedilmi̧stir. İkinci bölümde, tanım

ve temel kavramlardan söz edilmi̧stir. Üçüncü bölümde, q—Fibonacci ve q—Lucas sedeniy-

onların tanımları, Binet formülleri, üstel üreteç fonksiyonları, Catalan, Cassini, d’Ocagne

eşitlikleri ve bu sedeniyonlarıiçeren bazıbinomiyel toplam formülleri verilmi̧stir. Dördüncü

bölümde, q—Fibonacci ve q—Lucas sedeniyonlarıiçin bazıözel durumlardan söz edilmi̧stir.

Bu özel durumlardan elde edilen sonuçların sırasıyla Fibonacci sedeniyon, Lucas sedeniyon,

k—Fibonacci sedeniyon, k—Lucas sedeniyon, Pell sedeniyon, Pell—Lucas sedeniyon, k—Pell

sedeniyon, k—Pell—Lucas sedeniyon, Jacobsthal sedeniyon ve Jacobsthal—Lucas sedeniyona

dönüştükleri gösterilmi̧stir. Daha sonra elde edilen sedeniyonların sırasıyla Binet formül-

leri, üstel üreteç fonksiyonları, Catalan, Cassini, d’Ocagne özellikleri ve bu sedeniyonları

içeren bazıbinomiyel toplam formülleri verilmi̧stir. Bu çalı̧smadan yola çıkarak, otuz iki

ve altmı̧s dört boyutlu cebir yapılarıiçinde bu yöntem uygulanabilir.
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