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Bu tezin temel amaci bilesenleri g —tamsayilari olan sedeniyonlar tanimlayarak yani Fibonacci
ve Lucas sedeniyonlarin bir g —genellemesini tanimlayarak bu dizilerin temel 6zelliklerini

arastirmaktir.

Birinci boliimde, tezin amacindan ve tez igerisinde kullandigimiz kaynaklardan bahsedilmistir

Ikinci béliimde, tez igin gerekli olan tanim ve temel kavramlardan sdz edilmistir.

Ucgiincii boliimde, ¢ —Fibonacci ve g —Lucas sedeniyonlarm tanimlar1, Binet formiilleri, {istel

iiretec fonksiyonlari, Catalan, Cassini, d'Ocagne esitlikleri ve bu sedeniyonlar1 igeren bazi

binomiyel toplam formiilleri verilmistir.



OZET (devam ediyor)

Dordiincii boliimde, ¢ —Fibonacci ve g —Lucas sedeniyonlari igin bazi 6zel durumlardan soz

edilmistir. Ve bu 6zel durumlardan elde edilen sonuglarin sirasiyla Fibonacci sedeniyon, Lucas

sedeniyon, k —Fibonacci sedeniyon, k —Lucas sedeniyon, Pell sedeniyon, Pell —Lucas
sedeniyon, k —Pell sedeniyon, k —Pell—Lucas sedeniyon, Jacobsthal sedeniyon ve Jacobsthal
—Lucas sedeniyona donistiikleri gdsterilmistir. Daha sonra yeni elde edilen sedeniyonlarin

sirasiyla Binet formiilleri, iistel iirete¢ fonksiyonlari, Catalan, Cassini, d'Ocagne 6zdeslikleri ve

bu sedeniyonlar1 igeren bazi binomiyel toplam formiilleri verilmistir

Anahtar Kelimeler: Q —Fibonacci sedeniyon, Q —Lucas sedeniyon, Binet formiilii, Ustel

irete¢ fonksiyonu, Catalan esitligi, Cassini esitligi, D’Ocagne esitligi
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The main purpose of this thesis is to investigate the basic properties of these sequences by

defining sedenions whose components are g —integers, that is, defining a generalization of

Fibonacci and Lucas sedenions.

In the first part, the purpose of the thesis and the references we used in the thesis were

mentioned.

In the second chapter, the definitions and basic concepts required for the thesis are mentioned.

In the third chapter, the definitions of g —Fibonacci and g —Lucas sedenions, Binet formulas,

exponential generating functions, Catalan, Cassini, d'Ocagne identities and some binomial sum

formulas including these sedenions are given.

In the fourth chapter, some special cases for the g —Fibonacci and g —Lucas sedenions are

mentioned. And it has been shown that the results obtained from these special cases are



ABSTRACT (continued)

transformed into Fibonacci sedenion, Lucas sedenion, k —Fibonacci sedenion, k —Lucas
sedenion, Pell sedenion, Pell —Lucas sedenion, k —Pell sedenion, k& —Pell—Lucas sedenion,
Jacobsthal sedenion and Jacobsthal —Lucas sedenion. Then, Binet formulas, exponential

generating functions, Catalan, Cassini, d'Ocagne idenities and some binomial sum formulas

including these sedenions are given respectively.

Key words: Q —Fibonacci sedenion, Q —Lucas sedenion, Binet formula, Exponential

generating function, Catalan identity, Cassini identity, D’Ocagne identity
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BOLUM 1

GIRIS

1821 dogumlu Ingiliz matematikci Arthur Cayley cogunlukla cebir alaninda calismalar
yapmig ve grup kavramini modern bir gekilde tanimlamigtir. 1874 dogumlu Amerikal
matematikci Leonard Equene Dickson ise soyut cebir ve ozellikle sayilar teorisi alaninda
galigmigtir. Arthur Cayley ve Leonard Equene Dickson adini tagiyan Cayley—Dickson
yapist "ikiye katlama ingasi"olarak adlandirilan hiper kompleks sayilari insa etmek igin
kullanilan bir yéntemdir. Cayley—Dickson insasi iyi bilinen R, C, H ve O cebirlerini
genellegtiren bir cebirdir. Yani bu yap1 tek boyutlu reel sayilara uygulandiginda iki
boyutlu kompleks sayilari, kompleks sayilara uygulandiginda dort boyutlu kuaterniyon-
lar1, kuaterniyonlara uygulandiginda sekiz boyutlu oktoniyonlari, oktoniyonlara uygu-
landiginda ise on alt1 boyutlu sedeniyonlar1 elde etme islemidir. Bu hiper kompleks
sayilar1 ve bu sayilarin temel 6zelliklerini elde etmek i¢in Cayley—Dickson ingasi giizel

bir yontemdir.

Reel sayilara Cayley—Dickson igslemi uygulandiginda elde edilen karmagik sayilar, reel
sayllarin biitiin cebirsel ozelliklerini saglamaz. Karmagik sayilar, reel sayilarda olan
eslenigin kendisine esit olma ozelligini kaybeder. Karmagik sayilara bu islem uygu-
landiginda olusan kuaterniyonlar degisme 6zelligini kaybeder. Kuaterniyonlara bu yapi
uygulandiginda olugan oktoniyonlar birlesme 6zelligini kaybeder ve oktoniyonlara bu yap1
uygulandiginda ise sedeniyonlar bolme 6zelligini yitirir. Sonug olarak sedeniyonlar bir-
lesmeli ve degigsmeli olmayan cebir yapisina sahip olur. Kuaterniyonlar, oktoniyonlar,
sedeniyonlar matematik ve fizik gibi iki bilim dalimin uygulamalarinda kullanilir. Ok-
toniyonlar topoloji, kuantum teorisi, Clifford cebirlerinde, sedeniyonlar ise dogrusal yer

¢ekimi ve elektromanyetik teori gibi bir¢ok bilim alanlarinda goriiliir [1,2,3].



1.1 AMAC VE KAPSAM

Bu tezin temel amaci bilegenleri g—tamsayilar1 olan sedeniyonlar tamimlayarak yani Fi-
bonacci ve Lucas sedeniyonlarin bir g—genellemesi tanimlayarak bu dizilerin temel 6zellik-
lerini aragtirmaktir. Yani g—Fibonacci ve g—Lucas sedeniyonlarini1 tanimlayip, bu sedeniy-
onlar i¢in Binet formiillerini, iistel iirete¢ fonksiyonlarini, Catalan, Cassini, d’Ocagne
esitliklerini ve bu sedeniyonlar: iceren bazi binomiyel toplam formiillerini aragtirmaktir.
Ayrica g—Fibonacci ve g—Lucas sedeniyonlar: i¢in « ve ¢ nun 6zel durumlariyla ortaya
¢ikan Fibonacci sedeniyon, Lucas sedeniyon, k—Fibonacci sedeniyon, k—Lucas sedeniyon,
Pell sedeniyon, Pell-Lucas sedeniyon, k—Pell sedeniyon, k—Pell-Lucas sedeniyon, Jacob-
sthal sedeniyon ve Jacobsthal-Lucas sedeniyonlar1 elde edilecektir. Dahasi literatiirde var
olan bu sedeniyonlar i¢in sirasiyla Binet formiilleri, tistel iirete¢ fonksiyonlari, Catalan,

Cassini, d’Ocagne esitlikleri ve bu sedeniyonlar iceren bazi toplam formiilleri verilecektir.

1.2 KAYNAK ARASTIRMASI

Bu kisimda tez igerisinde kullanilan calismalar hakkinda bilgi verilecektir.

Koshy (2001) "Fibonacci and Lucas numbers with applications" isimli kitabinda Fi-
bonacci ve Lucas sayilari hakkinda bilinmesi gereken her seyi en kapsaml sekilde ele
almigtir [4].

Vajda (1989) "Fibonacci and Lucas numbers, and the golden section” isimli kitabinda
Fibonacci ve Lucas sayilarinin tammlarini ve gesitli 6zelliklerini incelemistir [5].

Falcon ve Plaza (2007) "On the Fibonacci k—numbers" isimli ¢alismasinda Fibonacci
dizisini ve bu diziyi genellestiren k—Fibonacci dizisini ve bu dizinin baz 6zelliklerini
incelemistir [6].

Falcon (2011) "On the k—Lucas numbers” bu c¢aligmasinda k—Fibonacci dizisi ile aym
rekiirans bagintisina sahip fakat baglangic sartlar1 farkli olan k—Lucas sayilarini tanim-
lamgtir [7].

Horadam (1963) "Complex Fibonacci numbers and Fibonacci quaternions" isimli ¢alig-
masinda bilesenleri Fibonacci ve Lucas sayilar1 olan Fibonacci kuaterniyonlar: ve Lucas
kuaterniyonlar: tanimlamig ve bu kuaterniyonlarin bazi 6zelliklerini vermistir [8].
Horadam (1993) "Quaternion recurence relations" isimli galigmasinda Fibonacci kuater-

niyonlarmin bazi rekiirans iligkilerini incelemigtir [9].



Iyer (1969) "A note on Fibonacci quaternions ” isimli gahigsmasinda Fibonacci ve genellegtir-
ilmis Fibonacci kuaterniyonlar1 arasinda ki gesitli iligkileri incelemistir [10].
Iyer (1969) "Some results on Fibonacci quaternions” isimli ¢aligmasinda Fibonacci ve

Lucas kuaterniyonlarim Fibonacci ve Lucas sayilari cinsinden elde etmistir [11].

Halici (2012) "On Fibonacci Quaternions ” isimli ¢aligmasinda Fibonacci ve Lucas kuater-
niyonlarini incelemis, bu kuaterniyonlar icin icin iirete¢ fonksiyonlari, Binet formiillerini
ve toplam formiilleri elde etmigtir [12].

Akkus ve Kizilaslan (2019) "Quaternions: Quantum calculus approach with applications"
isimli caligmasinda bilegenleri ¢— tamsayilari olan sirasiyla Fibonacci ve Lucas quaterniy-
onlar1 tanimlamig, bu kuaterniyonlarin bazi 6zel durumlarindan ve uygulamalarindan
bahsetmiglerdir [13].

Cimen ve Ipek (2016) "On Pell quaternions and Pell-Lucas quaternions” isimli ¢alig-
masinda bilesenleri Pell ve Pell-Lucas sayilar1 olan yeni bir kuaterniyon ailesi tanimlamis
ve bu kuaterniyonlarin baz1 zelliklerini elde etmiglerdir [14].

Kegilioglu ve Akkus (2015) "The Fibonacci Octonions" isimli gahigmasinda Fibonacci
ve Lucas oktoniyonlarini tanimlamiglar ve bu oktoniyonlarin iirete¢ fonksiyonu, Binet
formiiliinii ve baz1 cebirsel 6zelliklerini elde etmislerdir [15].

Kizilates ve Polath (2021) "New families of Fibonacci and Lucas octonions with ¢—integer
components " isimli ¢alismasinda bilegenleri ¢— tamsayilar1 olan ¢—Fibonacci oktoniyon
ve g—Lucas oktoniyonlarin tanimlarini vermigler ve ayrica Binet formiillerini, iistel iiretec
fonksiyonlarini, toplam formiillerini Cassini, Catalan, d’Ocagne esitliklerini elde etmislerdir
[16].

Cimen ve Ipek (2017) "On Jacobsthal and Jacobsthal-Lucas octonions" caligmasinda
bilegenleri Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas sayilari olan oktoniyonlar tanimlamig ve bu
oktoniyonlarin bazi cebirsel 6zelliklerini vermiglerdir [17].

Catarino (2016) "The modified Pell and the modified k—Pell quaternions and octonions ”
calismasinda sirasiyla modifiye Pell ve modifiye k—Pell kuaterniyonlar1 ve oktoniyonlari
tanimlamig ve kuaterniyon ve oktoniyonlar i¢in Binet benzeri formiiller ve iireteg fonksiy-
onu da dahil olmak iizere bunlar1 igeren baz zellikler vermigtir [18].

Bilgici, Tokeser ve Unal (2017) "Fibonacci and Lucas Sedenions” isimli ¢aligmasimda
Fibonacci ve Lucas sedeniyonlarini tanimlamis ve bu sedeniyonlarinin bircok 6zelliklerini

elde etmislerdir [19].



Catarino (2017) "k—Pell, k—Pell Lucas and modified k—Pell sedenions " isimli caligmasinda
k—Pell, k—Pell Lucas ve modifiye k—Pell sedeniyonlarini tanimlamis ve bu sedeniyonlar igin
Binet formiilleri, iireteg fonksiyonlarim ve baz toplam 6zelliklerini elde etmistir [20].
Cimen ve Ipek (2017) "On Jacobsthal and the Jacobsthal-Lucas sedenions” isimli galig-
masinda Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas sedeniyonlarini tanimlamiglar ve bu sedeniyon-
lar i¢in bir¢ok ©zdeglikleri elde etmiglerdir [21].

Soykan (2019) "Tribonacci and Tribonacci-Lucas Sedenions " isimli galigmasinda bilegen-
leri tribonacci ve tribonacci Lucas olan sedeniyonlar1 tanimlamis ve bu sedeniyonlarin

baz1 dzelliklerini incelemigtir [22].



BOLUM 2

ON BILGILER VE TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde tezimizde kullandigimiz temel kavramlar verilecektir. Fibonacci ve Lu-
cas sayllarinin tanimlari, Horadam dizisinin o6zellikleri, karmagik sayilari, kuaterniyon,
oktoniyon, sedeniyon tanimlar1 ve ozellikleri verilecek ve ayrica g-analizin tanimindan

bahsedilecektir.

2.1 FIBONACCI VE LUCAS SAYILARI

Tanim 2.1.1 F,,, n. Fibonacci saypsint gostermek dizere, Fy = 0, F; = 1 baslangic

kosullar: ve her n > 2 dogal sayist i¢in Fibonacci sayilar:
Fo=Fnp 1+ Fyo,

rekiirans bagintist ile tanimlaner [26).

Fibonacci dizisinin ilk on terimi

0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55

bicimindedir.

Tanim 2.1.2 L, n. Lucas sayisine gostermek dizere, Ly = 2, L1 = 1 baslangi¢ kosullar:

ve n > 2 dogal sainst i¢in Lucas sayilar:
Ly = Ly1+ Ly,

rekiirans bagintisy ile tanimlanir [26).
Lucas dizisinin ilk on terimi
2,1,3,4,7,11,18,29, 47, 76, 123

seklindedir.



Fibonacci ve Lucas dizileri i¢in cesitli genellestirmeler, bir¢ok arastirmaci tarafindan in-
celenmigtir. Bu genellegtirmelerden biri Horadam tarafindan, ikinci mertebeden rekiirans
bagintist i¢in keyfi baglangig kogullar1 ve keyfi katsayilar alinarak elde edilmigtir [25,26].
Her n > 1 tamsayis1 ve a, b, p ve ¢ birer tamsay1 olmak tizere, Wy = a ve W7 = b baslangig

kosullari ile

Wn = an,1 + an727 (21)

seklinde tanimlanmigtir [25].
Burada a, b, p ve ¢ nun 6zel degerlerine gore Fibonacci, Lucas, k—Fibonacci, k—Lucas, Pell,

Pell-Lucas, k-Pell, k-Pell-Lucas, Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas gibi birgok say1 dizileri

elde edilebilir.

Cizelge 2.1 Horadam Dizisinin Ozel Durumlari

W(p,q;a,b) Dizinin Adi | Dizinin Sembolii
W(1,1;0,1) Fibonacci F,
W(1,1;2,1) Lucas L,
W(k,1;0,1) k-Fibonacci Fin
Wik, 1;2,1) k-Lucas Li.n
W(2,1;0,1) Pell P,
W(2,1;2,2) Pell-Lucas PL,
W(2,k:0,1) J-Pell Pin
W(2,k;2,2) k—Pell-Lucas PLy,
W(1,2;0,1) Jacobsthal I
W(1,2;2,1) | Jacobsthal-Lucas Jn

Horadam dizisinin Binet formiilii

2? —pr—q =0,

o =

lizere

W, =
a—p

bi¢imindedir.

= p“F ve 3 = I%E karakteristik polinomun kokleri, A = b— a5 ve B = ac — b olmak

Aa™ — Bp"




Horadam dizisinin Uretec fonksiyonu ise

Y

> Wo + (W, — pW,
Zann: o+ (W p20>x
— 1—pr—qx

formundadar.

Tamim 2.1.3 a,b reel sayilar ve i> = —1 olmak tizere a + ib bicimindeki saylara kar-

magik(kompleks) sayilar denir. Kompleks sayuy genellikle z ve bu sayilarin olusturdugu

kiimeyi C 1ile gosterecegiz.
C={a+ib|a,becR,i*=—1},
dir.

z = a + ib karmagik sayisinda a ya bu sayinin reel kismi denir ve Re(z) ile gosterilir, b
ye bu saymin sanal kismi denir ve Im(z) ile gosterilir. Simdi karmagik sayilarin sagladig
bazi basit aritmetik iglemleri 6zetleyelim.

21 = ay + 1by, 29 = ag + 1by ve A bir reel say1 olmak iizere agagidaki egitlikler saglanir.
21+ 20 = (a1 +az) +i(by + be),
21 — R = (a1 — CLQ) —+ ’L(bl — b2 ),

)\Zl = )\al + Z()\bl),

2179 = (a1a2 — blbz) -+ (a1b2 + b1a2)i,
z nin eslegini z = a — 1b olmak iizere 2z ve egleniginin ¢arpimi;
22 =a’ + b

dir [27].

Yukaridaki tanimi saglayan tiim kompleks sayilarin kiimesi C, 2 boyutlu, degismeli, bir-
lesmeli cebir yapisindadir.

Matematigin en énemli konularmdan birisi olan kuaterniyonlar ise 1843 yilinda Irlandah
matematik¢i William Rowan Hamilton(1805-1865) tarafindan karmagik sayilar1 4 boyutlu

uzaya tagimak amaci ile geligtirilmigtir [8].

Tanim 2.1.4 Reel bilesenleri qo, q1, q2, q3 ve taban elemanlar: 1,1, 7, k olan bir p reel ku-

aterniyonu

P = qo+ qii + q2J + g3k,



formunda bir hiperkompleks say1 olup i, j, k asagidaki ¢arpim kurallarini saglar;

i = P2=k?=ijk=—1,
k=

ij = k=—ji,jk=1i=—kjki=j=—ik.

Dikkat edilirse 7, j, k taban elemanlarinin kendi aralarindaki ¢arpimlar: degisme 6zelligini
saglamaz.

Yukaridaki tanimi saglayan tiim reel kuaterniyonlarin kiimesi William Rowan Hamil-
ton’un amisina H ile gosterilir.

Simdi reel kuaterniyonlarin sagladigi bazi basit aritmatik iglemleri 6zetleyelim.

p1 = a1 +bii+cj+dik,

P2 = a9 a ng + Czj I dgl{?,
ve A\ bir reel say1 olmak tizere agagidaki esitlikler saglanir.

pr+pe = (a1 +az)+ (by +ba)i+ (c1 +c2)j + (di + d2)k,
pr—p2 = (a1 —ag)+ (by —b)i + (1 — ¢2)j + (di — do)k,
A1 = Aap + (Aby)i+ (Aer)j + (Ady)k,
pipe = (ajag — biby — c1eg — dyds) + (a1bs + bras + c1dy — dics)i

+(ar1ca — bidy + crag + dibe)j + (ards + bycg — c1bg + dyas)k.
Yukaridaki basit aritmetik islemler gz oniine alinirsa V py, p2, ps € H igin
L. p1+p2 =p2+p1,
2. p1+ (p2 +p3) = (p1 +p2) + ps,
3. p1(p2 + p3) = pip2 + pips,
4. (p1p2)ps = p1(pap3).
p nin eslenigi p = qg — 17 — q2J — g3k olarak tanimlanir. p ve egleniginin carpima;

5= (qo+ @i+ qaj + @3k)(qo — i — q2j — qsk) = @ + @ + @ + ¢ = |qf,

dir. Elde edilen |g| reel sayisina ¢ nun normu ad verilir.



Kuaterniyonlar 4 boyutlu toplama islemine gore birlesmeli, degismeli, carpma islemine
gore birlesmeli fakat degismeli olmayan cebir yapisindadir [9].

Hamilton’un kuaterniyonlar1 kesfinden kisa bir siire sonra Arthur Cayley, Oktoniyonlar
olarakta adlandirilan Cayley sayilarini tammlamgtir [1]. Oktoniyolar, 8 boyutlu degigmeli
ve birlesmeli olmayan cebir yapisina sahiptir. Oktoniyon yapisin detayl olarak John C.

Baez ele almigtir [2]. Simdi de bir reel oktoniyonunun tanimini verelim.

Tanim 2.1.5 Reel bilesenleri qq, q1, ..., q7 ve taban elemanlar: eg, eq, ..., e; olan bir p reel
oktoniyonu i¢in eg = 1,e; = i,ey = j,e3 = k,e4 = e,e5 = ie,eg = je,e; = ke olmak

uzere

7
p= Z qs€s,
s=0

seklinde tanimlaner. Bir p reel oktoniyonunu, p = Re(p)+Im(p) bi¢iminde ifade edebiliriz.
Burada Re(p) = po’ a p reel oktoniyonun reel kismi ve Im(p) = ZZ=1 qs€s ifadesine de p

oktoniyonun sanal kisma denir.

Yukaridaki tanimi saglayan tiim reel oktoniyonlarin kiimesini Q ile gosterecegiz.

vV p,q € O igin

7
p= Zpiei,
i=0

ve
7

q= Z qi€i,
i=0

olmak tizere
7

rtq = Z(pz + q)e;,

=0
7

p—q = > (ni—ae,
=0

dir.

p nin eglenigi p = Re(p) — Im(p) olmak iizere

7
pP=Dp= Y 1
=0



seklindedir. Oktoniyonlarda carpma iglemi

7
b= § a;€;,
=0

ve
7
q = Z bjej,
=0
icin
7 7 7
p.q= <Z aiei> <Z bjej) = Z a;b;(ee;),
i=0 j=0 1,j=0

olarak tamimlanir. Oktoniyonlarin ¢arpim tablosu

Cizelge 2.2 Oktoniyonlarinin Carpim Tablosu

* €y | € (SH) €3 €y €5 €g er
€ | € | €1 €2 €3 €4 €5 €6 €7
e e | —€y | €3 —€9 | €5 —€e4 | —€7 | €4
€ | ey | —€3 | —€y | €] €g ey —€e4 | —€5
€3 | €3 | € —€1 | =€ | er —€ | €5 —€4
€4 | €4 | —€5 | —€g | —€7 | —€y | €1 €9 €3
€5 | €5 | €4 —e7 | €g —€1 | —€p | —€3 | ey
€ | € | er €4 —€5 | —€2 | €3 —€ | €1
ey | e7 | —€g | €5 (S71 —e3 | —€9 | €1 —€p

formundadir [2].

Cayley-Dickson iglemi oktoniyonlara uygulandiginda 16 boyutlu degismeli ve birlesmeli
olmayan sedeniyonlar yapisi ortaya cikar. Sedeniyonlar, dogrusal yer cekimi ve elektro-
manyetik teori gibi bir¢ok bilim alaninda goriiliir. Sedeniyonlar ayrintili olarak Imaeda
K. ve Imaeda M. ve Cariow A. ve Cariowa G. [3,23] tarafindan gahgilmigtir. Simdi bir

reel p sedeniyonun tanimini verelim.

Tanim 2.1.6 Reel bilesenleri qq, q1, ..., ¢15 ve taban elemanlar: ey, eq, ..., €15 olan bir p reel

sedeniyonu

15
p= Z q:€;,
i=0

seklinde tanymlanir. Bir p reel sedeniyonunu, p = Re(p)+Im(p) bi¢iminde ifade edebiliriz.

Bir p sedeniyonu i¢in Re(p) = po reel kissm ve Im(p) = Ziil gses sanal kismdar.

10



Yukaridaki tanimi saglayan tiim reel sedeniyonlarin kiimesini S ile gosterecegiz.

YV p,q €S i¢in
15

p= Zpieiu
i=0

ve

15
q = Z q:€;,
i=0

olmak iizere
15

p+q = Y (ni+a)e;
=0
15

b—q = Z(pi_%)eia
=0

dir.
p nin eglenigi p = Re(p) — Im(p) olmak iizere

15
pp=pp=» 1l
=0

dir.
Sedeniyonlarda carpma iglemi 4,7,k =1,2,...,15 i¢cin

2
ee; = ey =¢€;, (e) = —e,
eie; = —e;je;, 1 F J,
€; (ejek) = - (eiej) ey, 17#7], €,€; # *tey,

olmak fizere

15
p= E a;€;,
i=0

ve
15
q= Z bje;,
=0
i¢in
15 15 15
p.q= <Z a,-ei> <Z bjej) = Z a;bj(ee;),
=0 =0 i,j=0

11



seklinde tanimlanir [3].

Yukaridaki tanimi saglayan tiim sedeniyonlarin kiimesi S, 16 boyutlu, toplama islemine
gore degismeli, birlegsmeli fakat carpma iglemine gore degismeli ve birlesmeli olmayan ve
sifir bolene sahip bir cebir yapisindadir. Yani sifirdan farkli iki sedeniyonun carpiminin

sifir olmasidir. Ornegin;

(e3 +e)(es —e5) =0,
veya

(€2 —eis)(es +ei5) =0,

oldugunu kolayca tablodan gorebiliriz.
Sedeniyonlarin diger cebirsel tzellikleri igcinde Cawagas, Cariow, Imeada tarafindan yayin-
lanan ¢aligmalara bakilabilir [3,23,24].
Simdi ise g-analizinin 6nemli tanimlar1 ve gosterimlerinden stz edelim. @Q-tamsayilari,

g-faktoriyelleri ve g-binomiyel katsayilarinin tanimlarini verelim.

Tanim 2.1.7 Bir n gercel sayisimin q-analogu (n), ya da kisacasy (n) ile gosterilir ve

1—¢q’
ile tanamlanar. q # 1 i¢in
1=

n—1 n—2
= = 41
(n)g == PR AR SRR

oldugundan,
lim (n), = lim (¢" ' +¢" 2 +...+1) =n,
=1~ q—1=
dir, kisacasy; ¢ — 1 iken (n), — n olur [28].
Tanim 2.1.8 Bir pozitif n tamsaysinin q-faktoriyeli
(n)q! = (1)q(2)g---(n)q,
ile tansmlanar ve (n),! ile gosterilir. n =0 igin (0)! = 1 olarak tanymlanmastir [28].
Tanim 2.1.9 n, j negatif olmayan tamsayilar olmak tizere
(n> _ (n),!
J q (771_]‘)q!(j)q!7
ifadesine q-binomiyel katsayr denir [28].

12



Ayrica

lim (
q—1-

dir.

J

(

J

)
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BOLUM 3

FIBONACCI VE LUCAS SEDENiYONLARININ YENIi BIR
GENELLESTIRMESI

Bu boliimde sirasiyla ¢—Fibonacci ve ¢—Lucas sedeniyonlarin tanimlari, Binet formiilleri,
iistel iirete¢ fonksiyonlari, Catalan, Cassini, d’Ocagne esitliklerini ve bu sedeniyonlari
iceren bazi binomiyel toplam formiilleri verilecektir. Bu boliimden itibaren 1 — ¢ sifirdan

farkl bir reel say1 olarak alinacaktir.

3.1 Q-FIBONACCI VE Q-LUCAS SEDENIYONLARI

Tanim 3.1.1 n > 0 tamsayular: i¢in q—Fibonacci sedeniyon SF,,(«; q) ve g—Lucas sedeniyon
SLx(a;q)

15

SF.,.(c; q) = Z Q" (n + 5),e, (3.1)

s=0

15
nts (214 25

SL,(cv; q) = Za * —<(n—|—s))q

q

s=0

e, (3.2)

biciminde tanimlanar.

a ve ¢’'nun 6zel durumlarina gore ¢—Fibonacci ve ¢—Lucas sedeniyonlar: asagidaki tabloda

verilen sedeniyonlara doniismektedir.

Cizelge 3.1 ¢ — Fibonacci ve ¢ — Lucas Sedeniyonlarm Ozel Durumlar:

Q q | g—Fibonacci Sedenions q—Lucas sedenions

1+2\/‘F’ ;—% Fibonacci sedenions SF, Lucas sedenions SL,,

1+2 ;—% Pell sedenions SP, Pell-Lucas sedenions SPL,,
’”T’M ;—21 k—Fibonacci sedenions SF},, | k—Lucas sedenions SLy,

2 ’71 Jacobsthal sedenions SJ, Jacobsthal-Lucas sedenions 57,
1+V1+k ;—5 k—Pell sedenions SPy k—Pell-Lucas sedenions SPLy,,

15



Simdi ise ¢—Fibonacci sedeniyon ve g—Lucas sedeniyon ic¢in Binet formiiliinii asagidaki

teorem ile verelim.

Teorem 3.1.2
15

af = Z a’es, (3.3)
s=0

ve

B =Y (ag)e,, (3.4)

s=0

olmak dizere g—Fibonacci sedeniyon ve g—Lucas sedeniyonlarinin Binet formiiller: sirasiyla

Oé*Oén M 5*(aq)n

SF,(c;q) = , 3.5
(o) = (35
SL,(c; q) = a™a™ + B (aq)", (3.6)
bicimindedir.

Ispat. Es. (3.1) den g—Fibonacci sedeniyonun Binet formiiliinii elde edelim;

15

SF,.(c; q) = Z Q" n + 5),e,

s=0

= a7 (n)geo +a"(n+ 1)ger + -+ +a" (0 + 15)e15,

1—qag" 1— n—+1 1— n+15
=a"! TV ep+am [ —L—)er+ - +amM (=L ey,
l1—q 1—¢q 1—g¢q
. 1— qn ) it (1 _ qn+1)
= —— | e+« — e+
<a(1 —q) a(l—q)

NEPNASE 1— gt eld
a(l —q) ’

! " " ntl n+1
— m((a — (aq)")eg + (a1 = (ag)" ey + - -
+ (an+15 . (aq)n—i-15>el5)7
! " 15 n
= m((@ (eo +ae; + -+« 615)) - ((aq) (eo + (aq)el 4.

+ (0q)e1s)),
_ ama” — (aq)"f”
a(l—q)

16



Benzer bicimde Es. (3.2) den ¢—Lucas sedeniyonun Binet formiiliinii elde edelim;
15

(2n + 2s),
SLy(a;q) =) a"tP——2
SZ; (n+s),

— " (Qn)qe n+1 (2n + 2)(1

(n)q o (n+1),

S

ni1s (21 +30),

! (n+15),

€15,

1 — 2n 1 — 1 — 2n+2 1—
= a" 1 L) eg + amt! a T ) et
1—g¢q 1—qgn 1—¢q 1— gt

1— q2n+30 1— q
n+15
+ o ( 1_q 1_qn+15 €15,

— a"(1 4 ¢")eo + "1+ ¢ Ver + - + ™ (1 £ ¢ ey,
= (@" + (aq)")eg + ("™ + (ag)" ey + - - + (" + (ag)" ey,
= a"(eg + ae; + -+ -+ a'’ey5) + ()" (eo + ager + - - - + (ag)ess)
—*a” 1 B (aq)",

dir. m

Teorem 3.1.3 ¢—Fibonacci ve g—Lucas sedeniyonlarinin tstel direte¢ fonksiyonu

0 " afet® — 6*€aqx

Z S]Fn(aa Q)_ = )
| _al

s n! a(l —q)

ve

> SLa(aiq) = = a’e + F'e,
n!

n=0

seklindedir.

Ispat. ¢ Fibonacci ve ¢-Lucas sedeniyonlarin Binet formiiliinden dolay:

= 2t s [t = (ag)"BT a”
;Swn(a,q)m = Z( =0 )H’

R S (C ey ()
e

%S}an; 0 = ni;(ana* a8,
_ *g((ﬁ)n>+5*§((a?n>’

elde edilir. =

17



Teorem 3.1.4 (Catalan FEsitligi) n ve r negatif olmayan tamsaylar olmak tzere q—

Fibonacci ve q—Lucas sedeniyonlar: i¢in asagqidaki esitlikler saﬁlamr.

" 2q" (L — ") (B — """ B)

SFpsr(@; q) - SF (@ ) — SFa (a3 q) = (1 ) : (3.9)
ve

SLin (3 q) - SLy—r (@3 q) — SLE (@ ¢) = o"q" " (1 — ¢") (" B* — ¢ "), (3.10)
dir.

Ispat. ¢ Fibonacci sedeniyonun Binet formiiliinden faydalanarak Es. (3.5) den

SFn+r(a; q) : Sanr<a; Q> - SF%(CX, Q)

_ (a*a”“ (— ﬁ*(aq)”“) <a*a”‘r(— B*(OzQ)”‘T> B <a*a” (— ﬁ*(aq)”) (a*o/‘ — B (aq)"

a(l—q) a(l—q) a(l—q) a(l—q)
CK*Oé* 2n — B* 2n —r —B*Oé*Oéann+T+ﬂ*ﬂ*<C‘éQ)2n

—a*a* 2n+a ﬁ* ann_’_ﬁ*a*aann B*B*(aq)Qn

a?(1 — q)? ’
B —aFBragt T — Brata gt 4 o Bra?iq + Brara?ig”
a a?(1—q)? ’
A B (=a®g" T+ a?q") + Brat (=o' + o)
Bl a?(1— g)? ’
_ o' B (a®q"(1—q ")) + B (a®q" (1 - ¢"))
(1 —q)? ’

_ oo B (1 —q") + Bt (1 —q"))

a?(1— Q)2 ’

o 2q"(1 = ¢") (B —q "B )

(1- q)
elde edilir. Simdi benzer olarak g—Lucas sedeniyon icin Catalan esitligini elde edelim.
g—Lucas sedeniyonun Binet formiiliinden faydalanarak Es. (3.6) den
SLusr(e; @) - SLuy—r(; ) — SLE (a5 q)
= (a"a™"" + 5" (aq)"") (""" + 57 (aq)" ") — (e + 57(aq)") (@ + 57 (aq)"),
— afara? + ot fratg T + Frafa? gt 4 BB (ag)?—
arata? — o fra gt — Brara?q" — BB (ag)?™,
=a"B"(a™¢"" — a®¢") + ot (0" — a®'q"),
= QB @ (= )+ B0 (@ (¢ = )

=" (1-q") (B — ¢ B*a"),

18
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elde edilir. m

Teorem 3.1.5 (Cassini FEsitligi) n negatif olmayan tamsay: olmak tzere q—Fibonacci ve

q—Lucas sedeniyonlar: i¢in asaqidaki egitlikler saglanar.

a2n—2qn(5*a* o q_l()é*ﬁ*)

SFo41(a; q) - SFy 1 (a5 ¢) — SFo (0 ¢) = 19 : (3.11)
ve

SLint1(e; q) - SLu—1(; q) — SL2 (5 ¢) = o*"¢" (1 — q) (" " — gB"a"), (3.12)
dir.

Ispat. ¢-Fibonacci ve ¢-Lucas sedeniyonlari icin Es.(3.9) ve Es.(3.10) de r = 1 alindiginda

Cassini esitligi elde edilir. m

Teorem 3.1.6 (d’Ocagne Esitligi) n negatif olmayan tamsayr ve m dogal sayr olmak

tizere, m > n—+1, q—Fibonacci ve g—Lucas sedeniyonlar: i¢in asaqidaki esitlikler saglanar.

a/ernfl (qna*ﬁ* _ qmﬂ*oz*)

SFo(c; ) - SFy1(c; q) — SFoqa(a; q) - SF(as q) = (1—9q) ’

(3.13)

ve
SLin (@ ¢)-SLin1(c; @) =SLim 11 (s @)-SLin (s q) = ™" (1=q) (B* ¢ —a*5*¢"), (3.14)
dir.

Ispat. ¢-Fibonacci sedeniyonun Binet formiiliinden dolayi;

SFn(c; q) - SFpt1(a; q) — SFpta(a; q) - SFu(as q)

(e ey (e e (et e (e e

a(l—q) a(l—q) a(l—q) a(l—q)

a*a*am+n+1 *6* m+n+1 n+1 ﬂ* * m+n+1qm + 6*6*(aq)m+n+1

—a &*am+n+1 + « B* m+n+1qn + 6* * m+n+1 m+1 ﬂ B (aq)m—i-n—l-l
- a?(1—q)? ’
_ o (o™t 4 o™ 4 Bt (o™ 4 o™ )

a?(1—q)? ’
_arpr (@Mt (g = ¢"th) + Bra (@ (g — ™)
a?(1—q)? ’
™ (g (1 = q)a* " + ¢ (¢ — 1))

(1—q)? ’
Oém+n_1(qn0é*ﬁ* o qu*Oé*)
(1—-4q) '

19
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bigiminde elde edilir. Simdi benzer sekilde g—Lucas sedeniyon igin d’Ocagne esitligini elde
edelim. ¢—Lucas sedeniyonun Binet formiiliinden dolayz;

SLin(es; q) - SLnta (e q) — SLinga (s q) - SLn(a; q)

= (a"a™ + " (aq)™) (@ a™ ! + 5" (aq)" ) -

("™ + 7 (ag)™ ) (o + B (aq)"),

= a*a* o™t 4 @ Bramm gl | Braramntlgm | 8 3% (aq)

_afaramtl R gramntlgn _ g amntlgmtl g ge g gymtntd

— 06*6* (am+n+1qn+1 . am+n+1qn) 4 ﬁ*a*(am+n+1qm o am+n+1qm+1)

— a*ﬂ*(am+n+1 (qn+1 _ qn>) i B*a*(aernJrl(qm o qm+1>7
= " F ("¢ (g — 1)) + BTt (@ (L - q)),
m+n+1( )(5* * m a*ﬂ*q"),

biciminde elde edilir. =

Simdi de ¢—Fibonacci ve ¢—Lucas sedeniyonlarini iceren bazi toplam ¢zelliklerini verelim.

Teorem 3.1.7 (a—aq) = VA olmak iizere, g—Fibonacci sedeniyonu ve g—Lucas sedeniy-

onu i¢in asagidaki esitlikler saglanar.

“ AZSFpir(a;q),  m ¢ift

Z( ) TSFonk(v;q) = o * , (3.15)
n=0 ATSLm+k(a7 Q), m tek

ve

“ A2 SLpyr(asq), m gift

Z ( ) —a?q)" "SLay i (; q) = - i , (3.16)
n—0 A7z SF, k(o q), m tek

dir.

Ispat. ¢—Fibonacci sedeniyon icin toplam 6zelligini elde edelim.

i <7:> (—a?q)" "SFan k(s q)

n=0

S (i),

n=0

_ Oz*Oék< 2q)m . 6*(aq)k(a2q2 — Q) B
a(l—q) ’
_ @t a(VA)" - 5 (ag)*(—ag(vA)"
a(l—q) '

20



Eger m ¢ift ise;

i (:) (—a?q)™ "SFansk(a; q)

__oz*oszrk(\/Z)m _ ﬁ*(aq)erk(\/Z)m
a(l—q) ’

_ a*aerk B (aq)erk

= (VA ( a(l —q) > ’

= (VA)"SF,, i (a; q).

Eger m tek ise;

i( ) —a?q)"™ "SFa11(a; )

_ara™E (VA — B (ag)k (—ag)™ (VA)™
a(l—q) :

_ ara™ VA" + B (ag) " (VAT

a(l—q) ’

- O%Z—) q) (a* ™ + B*(ag)™ ),
_ (VA)"H(VA)
(a — aq)

= (VA)" 'SLyyk(e; q),

: SLm+k (@7 q)7

seklindedir. Benzer bicinde ¢—Lucas sedeniyon i¢in toplam 6zelligini elde edelim.

=) <m) (=)™ " (@t + 5% (ag) "),

— a3 (M) et gy (1) ot an
= a*af(a? = %)™ + B ()" (oP¢® — a’q)™,

= a’oF(aVA)" + B (ag)f(—agqVA)"
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Eger m ¢ift ise;

(r:) (—a2q)™ "SLon+x(c; @)

i1:

oo (WA + 5 (ag) " (VA"
(VA"(@"a™ + 5 ag)"™ ),

(\/K)mSLm+k(O‘5 C]),

dir. Eger m tek ise;

NE

m
( n) (—a?q)™ "SLap+ i (cv; )
n=0

= ™ H(VA)" + B (aq)F(—ag)™ (VA)™,

*am+k . B*(aq)m+k),

I
B
=
S

o (&*&m+k o 6*<OZQ)m+k) ,

= (VA" 'SFom k(3 9),

dir. =

Teorem 3.1.8 n,k > 0, g—Fibonacci sedeniyonu ve q—Lucas sedeniyonu i¢in asagidaki

egitlikler saglanar.

5 ()10t S Faataia) = (~al2)"SFosa(as ), (3.17)

n=0

> (7:) (=1)"(=a?q)™ "SLanir(a; q) = (—a[2])"SLun k(s q), (3.18)

n=0
dir.
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Ispat. ¢—Fibonacci sedeniyon icin Binet formiiliinden faydalanarak;
m m .
> (7)1 et S Ea i)
=0
m m . a*a2n+k 6* aq 2n+k
=3 () vre-atr ™y,

i

o a(l—q
= ag*fkq) nf:_o (7:)(—1) (—atqynraze — 2 )qk) é ( ) a’q)"”
_ arak(—a%q — a?)" = B*(aq)*(—a%q — o%g ) _

a(l —q) ’
araf(—a?(1+ q))™ — B*(aq)*(—aq(1 + q))™
a(l —q) ’
_ a*afa™ — (o) (ag)™
= (—a(l+q)" ol —q) )

= (—a[2]y)"SF 1k (a; q).

ve g—Lucas sedeniyon i¢in Binet formiiliinden faydalanarak;

-3 <m)<—1> (—a2q)™ " (@ + 5 (o)),

m

"(g)™"

-0t Y () ety et Y () (ot o

= a*a’(—a’q — )" + *(ag)*(—a?q — )™,

(—a*(1+q))™ + B*(aq)* (—a®q(1 + q))™,
= (—a(1+q)"(e*a*a™ + " (aq)* (aq)™),
(—af2]y)"SLip+k(e; q).

Teorem 3.1.9 g—Fibonacci ve g—Lucas Sedeniyonlar i¢in asagidaki egitlikler saglanar.

m

> () @+ a0 (-2 "8, (a:0) = Fan e

n=0

ve

Em: ( ) o +ag)"(=a’q)" "SL(a;¢) = SLan(a; q).

n=0
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Ispat. ¢—Fibonacci sedeniyon icin Binet formiiliinden faydalanarak;

i (7:) (o + aq)"(—a’q)"™ "SF, (e )

n=0

B (5

B* :m m 2 _\ym—n
_a(l—q);(n)(a+a® (—a’q)™ " (aq)",
= a(l—q)%(n)m +aq)"(—atq)" "
B = (m 2 2 2
_a(l—Q);(n)(aHa(JH )
o 9 9 2 \m B 2
= o= )(a + a*q — a“q) _a(l— )(OMH‘OHZ —a’q)
_aa? — B (ag)*"
a(l —q) 7
= SFam(;9),

ve ¢—Lucas sedeniyon i¢in Binet formiiliinden faydalanarak;

Ms

()@ + a0 "SLyfasa

0

n

— nZ:% 7:) a+ aq)"(—a?q)™ " (a*a™ + B*(aq)™),
_ CM*Z<7:>C¥+&Q ( q)mnn
+6°) (7:) a+aq)"(—a’q)" " (ag)",

_ a*é Z)Oz—f-aq "(—a?q)™"
+B§:(Zl> (@® +a?q)"(—a’q)™"

= o (0’ +a’g—a’q)" + B (a® + a’q — P,
— Oé*Oé2m +6*<aq)2m

= S}LZm(O@ Q)
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BOLUM 4

Q-FIBONACCI VE (Q-LUCAS SEDENIYONLARIN OZEL DURUMLARI

Bu boliimde ¢-Fibonacci ve ¢—Lucas sedeniyonlari igin bazi 6zel durumlar verilecektir.
Ozel durumlardan elde edilen sonuclarin sirasiyla Fibonacci sedeniyon, Lucas sedeniyon,
k—Fibonacci sedeniyon, k—Lucas sedeniyon, Pell sedeniyon, Pell-Lucas sedeniyon, k—Pell
sedeniyon, k—Pell-Lucas sedeniyon, Jacobsthal sedeniyon ve Jacobsthal-Lucas sedeniy-
ona dontigtiiklerini gosterecegiz. Daha sonra yeni elde edilen sedeniyonlarin sirasiyla
Binet formiilleri, tistel iirete¢ fonksiyonlari, Catalan, Cassini, d’Ocagne 6zellikleri ve bu

sedeniyonlar1 igeren bazi1 binomiyel toplam formiilleri verilecektir.

4.1 BINET FORMULLERI

Sonug 4.1.1 Fs. (3.5) ve Es. (3.6) de a = 1+2\/5, f==Lyeq= ;—21 secildiginde

Fibonacci ve Lucas sedeniyonlar: i¢in Binet formuli

15
af = Z a’es, (4.1)
s=0

ve
15
g =3 pe, (12)
s=0
olmak “izere
SF,=——""—, 4.3
— (143)
SL, =a*a™ + %", (4.4)

biciminde elde edilir.

Sonug 4.1.2 Fs.(3.5) ve Fs. (3.6) de o = o = HTM, B=p,==2veqg= =

o a?

secildiginde k—Fibonacci ve k—Lucas sedeniyonlar, i¢in Binet formulii

15
ay = Z ajes, (4.5)

s=0
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ve
15

By = Bies, (4.6)
s=0

olmak tizere

azay — By By
SF,, = &% Brbr
a — By

SLin = afaf + LB}, (48)

: (4.7)

biciminde elde edilir.

Sonug 4.1.3 Es. (3.5) ve Fs.(3.6) dea =1 = 1 +V2, B =1y = =L veq = =2

se¢ildiginde Pell ve Pell-Lucas sedeniyonlar: i¢in Binet formdilii

s = Z rie,, (4.10)

olmak tizere

SP, = M7 (4.11)

r — T2

SPL, =rir] +rary, (4.12)

bicinde elde edilir.

Sonug 4.1.4 Es. (3.5) ve Es.(3.6) de a =11y = 1+V1+k, 8=rop = Lveq==%

a?

secildiginde k—Pell ve k—Pell-Lucas sedeniyonlar: i¢in Binet formilii

15

* _ S

Tk = E (SWEE (4.13)
s=0

ve
15

* _ S

Tok = E 72,1€s: (4.14)
s=0

olmak tizere

* n * n
ry.T — Ty 1T
1,k' 1,k 2.k" 2.k
SPin = : (4.15)

e —Tok

SPLyy, = rikrik + T;,krg,ka (4.16)

biciminde elde edilir.
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Sonug 4.1.5 Es. (3.5) ve Es.(3.6) de a =2, f = —1 ve q = _71 secildiginde Jacobsthal

ve Jacobsthal-Lucas sedeniyonlar: i¢in Binet formdilii

15
o' => a'e, (4.17)
s=0

ve
15

B* _ Zﬁse& (418)
5=0

olmak tizere

s, = 2 _5 (=" (4.19)

Sjp = a*2" + B (=1)", (4.20)

biciminde elde edilir.

4.2 USTEL URETEC FONKSIYONLARI

Sonug 4.2.1 Es.(3.7) ve E5.(3.8) de a = HZ*/E, B = 71 ve q = ;—21 segildiginde Fibonacci

ve Lucas sedeniyonlarin tstel tireteg fonksiyonu

" et _ ﬁ*eﬁx

Z nT a—_ﬁ, (4.21)
Zz * _Qur * _Bx

ZSL”E =a'e™ + e, (4.22)

formundadar.

Sonug 4.2.2 Es.(3.7) ve Es.(3.8) de o = o = H—”f“, B=0==veq==

secildiginde k—Fibonacci ve k—Lucas sedeniyonlarin tistel tirete¢ fonksiyonu

[eS) " B Ckzeakm _ Bzeﬁkx

Z:AS*F,Wm === (4.23)
ve

- "

> SLkn—y = aje™ + Brefre, (4.24)
formundadar.

27



Sonug 4.2.3 Fs.(3.7) ve Es.(8.8) dea =1, = 14+v/2, f =1y = _?1 veq = ;—% secildiginde
Pell ve Pell-Lucas sedeniyonlarin tistel tirete¢ fonksiyonu

" * T1T * ToT

Z SPa— SR S (4.25)
=T

ve

- " * o1 * 7 x

Z SPy— = r1e"" 4+ rye’ (4.26)

— n!

formundadar.

Sonug 4.2.4 E5.(5.7) ve Es.(3.8) de v =1, = 1+ 14k, =1y = =2 veq= =%

sec¢ildiginde k—Pell ve k—Pell-Lucas sedeniyonlarin tstel trete¢ fonksiyonu

o0 n * 71 kT * T2 T
€T Tl k,e Y — 7“2 ke ’
> SPin— = — : , (4.27)
0 n: 1k — T2k
ve
E Spk n Tl 67’1 kT L T 7"2 kl‘, (428)
formundadar.

Sonug 4.2.5 Fs.(3.7) ve F3.(3.8) de o = 2, f = —1 ve ¢ = _71 secildiginde Jacobsthal

ve Jacobsthal-Lucas sedeniyonlarin tstel tirete¢ fonksiyonu

e n x 20 %, —x
S50 = aer—fer (4.29)

n! 3

E Sjn—x' =a*e® + Bre", (4.30)
n!
n=0

formundadar.

4.3 CATALAN ESITLIKLERI

Sonug 4.3.1 Es.(3.9) ve F5.(3.10) de a = 1+2\/37 8= _71 ve ¢ = ;—21 segildiginde, n ve
r negatif olmayan tamsaylar olmak tizere Fibonacci ve Lucas sedeniyonlar: i¢in Catalan
egitligi

(D)™ ("B (1 —a’87") + fra*(1 = B'a’"))

SFyir-SE,_, — SF? = ;
i (a—B)?

(4.31)
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ve
SLysr - SLyp—y — SLE = (1) (B (/B = 1) + B*a*(B'a" = 1)), (4.32)
dir.

Sonug 4.3.2 FEs.(3.9) ve Fs.(3.10) de o« = oy, = H—Vf“, B=Pp="Z2veq=2}

se¢ildiginde, n ve r negatif olmayan tamsayilar olmak tizere k—Fibonacci ve k—Lucas

sedeniyonlary i¢in Catalan esitligi

(=" (0B (1 — aB") + Brog(l — Bray."))

SFinir - SFop—r — SFL, = (ar— 5. : (4.33)
ve

SLinir - SLip—r — SLi,, = (=1)" (B (81" — 1) + Breg; (Breg” — 1)), (4.34)
dir.

Sonug 4.3.3 Fs.(3.9) ve Es5.(3.10) de o« = 1, = 1+ 2, f = ry = _?1 ve ¢ = ;—21

se¢ildiginde, n ve r negatif olmayan tamsaiylar olmak tizere Pell ve Pell-Lucas sedeniy-

onlary i¢in Catalan egitligi

(=)™ (r}‘r’g (1 — r{r;’”) +riry (1 - rgrl_r))

SP,.,-SP,_, — SP? = , 4.35
+ (Tl — 7"2)2 ( )
ve

SPLyyy - SPL,_, — SPL? = (=1)*(riry(riry" — 1) + riri(riry” — 1)), (4.36)
dir.

Sonug 4.3.4 F5.(5.9) ve Es.(3.10) de a = 11, = 14+ V1+k, B =1y = =X veq =

;—5 sec¢ildiginde, n ve r negatif olmayan tamsayilar olmak tizere k—Pell ve k—Pell-Lucas

sedeniyonlar: i¢in Catalan esgitligi

k) (r* ok (L—r" o) e orf (L =1 r)
SPynir- SPonr — SPan _ (—k) ( 1,k 2,k< 1,k 2,k> 22,k 1,k( 2.k 1,1@))7 (4.37)
’ (h,k - ”'“2,k;)

ve
SPLgnir  SPLyy—r— SPLZ,n = (—k)”(ri‘,krék,k(ﬂ,ﬂi;’; -1)+ T‘S,kri‘,k(réﬂii —1)), (4.38)
dir.
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Sonug 4.3.5 Es.(3.9) ve Es.(3.10) de a« = 2, B = —1 ve ¢ = _71 segildiginde, n wve
r negatif olmayan tamsayilar olmak tizere Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas sedeniyonlar:

i¢in Catalan esitligi

(4.39)

STnir - STy — T2 = (=2)" (O‘*ﬁ*“ —(=2)) +95*0‘* (1- (—%)T)> |

ve

SiverSier = 532 = (-2 (5 (-2 = )+ e ((—%) 1)), (1.40)

dir.
4.4 CASSINI ESITLIKLERI

Sonug 4.4.1 FEs.(3.11) ve Fs.(3.12) de o« = %5, B==Lyegq= ;—21 segildiginde, n

[0}

negatif olmayan tamsayiolmak tizere Fibonacci ve Lucas sedeniyonlary igin Cassini egitligi

(=D)" (" B' AL —ap™) + 5o’ (1 = Bah))

SFyi1-SF, ,— SF? = CEE : (4.41)
ve

SLys1 - SLypy — SL2 = (=1)" (a*B*(aB™! = 1) + B*a*(Ba™" — 1)), (4.42)
dir.

Sonug 4.4.2 Es.(3.11) ve Fs.(3.12) de a = o = “—Vf““, B=p8==2veq= ;—21

se¢ildiginde,n negatif olmayan tamsayr olmak tizere k—Fibonacci ve k—Lucas sedeniyonlar:
i¢in Cassini esitligi

(=D)" (aiBr(1 — awBy ) + Braj(1 — Brag ')

SFini1 - SFep— SF, = (4.43)

(o — B,)? 7
ve
SLipir - SLign-1 — SLi, = (=1)" (i fr(enfy’ — 1) + Brog(Bros — 1)) (4.44)
bicimindedar.

Sonug 4.4.3 Es.(5.11) ve Es.(3.12) de a =1 = 14+ V2, B = B, = =L ve q = =}

«

se¢ildiginde n negatif olmayan tamsayr olmak tizere Pell ve Pell-Lucas sedeniyonlar: i¢in
Cassini egitligi
(=1 (riry (L= rirg ') + 730 (1= rory )

Spn+1‘spn,1—SP3: 2
(r1—172)

, (4.45)
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ve
SPLyy1-SPL,_y — SPL? = (—1)"(rirs(riry b — 1) + 13t (rery — 1)), (4.46)
bicimindedar.

Sonug 4.4.4 Es.(5.11) ve Es.(3.12) de v =11, =1+ V1+k, B=rop ==L veq==%

[0}

secildiginde, n negatif olmayan tamsayr olmak tizere k—Pell ve k—Pell-Lucas sedeniyonlar
i¢in Cassini esitligi

—B) (r*orx (1= riers ) + o, (1 — g pri
SPini1 - SPin1— SPL, = R (it (1= raara) 2k e (1= o 1”“)), (4.47)
(Tl,k - 7“2,k;)

ve
SPLypy1-SPLyp 1 — SPLi,n = (—k)”(r;kr;k(rl,kr;; —-1)+ r;kr;k(rz,kr;; —1)), (4.48)
bicimindedar.

Sonug 4.4.5 Es.(3.11) ve Es.(3.12) de o = 2, f = —1 ve ¢ = 5 segildiginde, n
negatif olmayan tamsay: olmak tizere ve Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas sedeniyonlar:

i¢in Cassini esitligi

STpsr - STy —SJ? = <_;)n (a*ﬁ* + BTO‘) : (4.49)
ve

Sjnt1 - Shn-1 — Sji = 2" H(=1)" (6" 5" + 35" a"), (4.50)
bi¢imindedir.

4.5 D’0OCAGNE ESITLIKLERI

Sonug 4.5.1 FEs.(3.13) ve Fs.(3.14) de oo = %g, B==Lveq= ;—21 segildiginde, n ve r

negatif olmayan tamsayilar olmak tizere Fibonacci ve Lucas sedeniyonlar: i¢in d’Ocagne
esitligi

SE,, - SF,41 — SFpi1-SF, = @ 7) , (4.51)
ve

SLyp - SLyt1 = SLypyr - SLy = (= B) (=B (™ B") + fra™ (" 5™)) (4.52)
dir.
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Sonug 4.5.2 FEs.(3.13) ve Es.(3.14) de o = oy = H—Vfrz“, B =P, ="2veq= ;—21

secildiginde, n ve r mnegatif olmayan tamsayilar olmak iizere k—Fibonacci ve k—Lucas
sedeniyonlar: i¢in d’Ocagne esitlige
a0y (o' i) — Brog(aiBi’)

(ar — By) ’

SFk,m : SFk,nJrl - SFk,erl : SFk,n = (453)

ve

SLim - SLins1 — SLgmyr - SLin = (g — By) (—ag B0y Br) + Brag(ai8y)),  (4.54)
dir.

Sonug 4.5.3 Fs.(3.13) ve Fs.(3.14) de « = 11 = 1+ /2, f = 1y = L veq =
secildiginde, n ve r negatif olmayan tamsaylar olmak tizere Pell ve Pell-Lucas sedeniy-
onlar i¢in d’Ocagne egitligi

rirs(ri'ry) = r3ri(rirs’)

SP,-SP,;1—SPy,.1-SP, = , (4.55)
(r1 —12)

ve

SPL,,-SPLyy1 —SPLy,1-SPL, = (r1 — o) (—=rirs(ri'ry) + rari(riry’)), (4.56)

dir.

Sonug 4.5.4 E5.(5.13) ve Es.(3.14) de a = 11y = 1+ V1+k, B = rop = =£ wve

q = ;—5 secildiginde, n ve r negatif olmayan tamsaylar olmak tizere k—Pell ve k—Pell-

Lucas sedeniyonlar i¢in d’Ocagne esitligi

rEors (r'mord ) —riorr  (rt rht
SPym - SPenst — SPomst - SPon = 1,k 2,k( 1,k 2,k) 2.k l,k( 1k 2,k)7 (4.57)
(7“1,k - Tz,k)

ve

SP Ly SPLpjs1r—SPLni1-SP Ly = (rie—ra2n) (=75 6751175 0) + 75107 1 (F1675%)) 5

(4.58)
dir.

Sonug 4.5.5 Es.(3.18) ve FEs.(8.1}) de « = 2, f = —1 ve q = _71 secildiginde, n ve r
negatif olmayan tamsayilar olmak tizere ve Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas sedeniyonlar:
i¢in d’Ocagne esitlign

a*fF2m(—=1)" + Brar2n(—1)mt!

SJm'SJn+1—SJm+1'SJn: 3 )

(4.59)
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ve
S]m . Sjn+1 — Sjerl . S]n =3 (a*6*2m(_1)n+1 + ﬂ*a*2n<—1)m) 7 (460)

dir.

4.6 TOPLAM FORMULLERI

Sonug 4.6.1 Es.(3.15) ve F5.(3.16) de a = Vs 3 = =1 e g = ;—% secildiginde,

2 a

Fibonacci sedeniyon ve Lucas sedeniyon i¢in toplam ozellikler: asagidaki sekilde

> ()sru=d L ,
n 52 SLyir, mtek

n=0
ve
z( )SL2n+k: ,
o \ T 572 SF,ix, mtek
dir.

Sonug 4.6.2 FEs.(3.15) ve Es.(3.16) de o = oy = H—sz“, B =By ="2wveq= ;—21

[0}

se¢ildiginde, k—Fibonacci ve k—Lucas sedeniyonlar: i¢in toplam 6zellikleri asagidaki sekilde

" /m (K2 +4)%2 SFymir,  m cift
Z SFyonr = . :
n (/{2 + 4)TSLk7m+k, m tek

n=0

ve

" /'m (k? + 4)%8Lk7m+k7 m ¢ift
Z SLgantk = - ;
n=0 n (kQ + 4)TSFk’m+k, m tek
dir.

Sonug 4.6.3 Es.(5.15) ve Es.(3.16) de o =11 = 1+ V2, B =1, = = ve q = =3

(67

se¢ildiginde, Pell ve Pell-Lucas sedeniyonlar: icin toplam ézellikleri asagidaki sekilde

> ()srs=1 o ,
n 82 SPLir, m tek

n=0

ve

" m 82 SPLyr, m ¢ift
> ( )SPL2n+k =93 ma :
n=0 n 8TSPm+k, m tek
dir.
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Sonug 4.6.4 Es.(3.15) ve Fs.(3.16) dea =11 =1+ V1+k, f=19) = %k ve q = ;—f
se¢ildiginde, k—Pell ve k—Pell-Lucas sedeniyonlar: i¢in toplam éozellikler: asagidaki sekilde

" /'m
g ( ) E™ S Py ok =
n

n=0

(44 4k)% SPymi,  m gift
(4+4k)"2 SPLg i, m tek

Y

ve

m 4+ 4k)Y2 SPLj i, m cift
Z(m)km—nsmk,wz (A TSP L m it
n m

n=0 (4 + 4]{7)TSP]€7m+k, m tek
dar.

Sonug 4.6.5 Es.(3.15) ve Fs.(3.16) dea =2, f = —1 ve q = _71 segildiginde, Jacobsthal

ve Jacobsthal-Lucas sedeniyonlary i¢in toplam ézellikleri asagqdaki sekilde

e 92 SJpmik, M Ci
Z (m)2mnSJ2n+k: * gft )

n=>0 n 9mT715jm+k7 m tek
ve

YN e 9% Sjpar, m ¢ift
) ( )2 STontk =\ ,
n—o \' 9% SJpik, m tek
dir.

Sonug 4.6.6 Es.(3.17) ve F5.(3.18) de a = s 3 = =1 ge g = ;—% secildiginde,

2 a

Fibonacci sedeniyon ve Lucas sedeniyon i¢in toplam dzelliklert asagidak:

e m
Z (n) (_1)nSF2n+k = (_1>mSFm+ka
n=0

ve

“ m
> () 1S Lares = (1S Lo
n=0

sekildedir.

Sonug 4.6.7 Fs5.(3.17) ve E5.(3.18) de a = o = ’”—VQI“Z)H, B=0="veq= =

[0}

sec¢ildiginde, k—Fibonacci ve k—Lucas sedeniyonlar: icin toplam ozellikleri asagidak:

> (7)1 S Fuanin = (0" S F
n=0

ve

> () 1S Luen = (RS Lagna
n=0

bicimdedir.
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Sonug 4.6.8 Fs.(3.17) ve Es.(3.18) de « = 11 = 14+ 2, B = ry = _?1 ve ¢ = =&

«

sec¢ildiginde, Pell ve Pell-Lucas sedeniyonlar: i¢in toplam ézellikleri asagidaki

i (m) (=1)"SPanin = (—=2)" S P,

n
n=0

ve
= m n m
Z( )(—1) SPLypi, = (—=2)™SPLys,

n
n=0

bicimdedir.

Sonug 4.6.9 Es.(3.17) ve Fs.(3.18) de a =r1, =1+ V1 +k, B =1y = %’“ ve q = ;—5

se¢ildiginde, k—Pell ve k—Pell-Lucas sedeniyonlar: i¢in toplam ézellikler: asagdaki

n

3 (m) (—1)" K™ S Py gy = (—2)"S P,

n=0

ve

n

" m
2. ( ><_1)”km"SPLk,2n+k = (=2)"SPLymik,

n=0
sekildedir.
Sonug 4.6.10 Es.(3.17) ve Es.(3.18) de o = 2, 3 = —1 ve ¢ = 3 segildiginde, Jacob-

sthal ve Jacobsthal-Lucas sedeniyonlar: i¢in toplam ozelliklert asagidaki

" ’m
Z (n) (=" 2" S T = (= 1) ST
n=0

ve
" /m . .
3 ( )(—1>"2m-”532n+k (1) S

n
n=0

bicimdedir.

Sonug 4.6.11 Es.(3.19) ve Es.(3.20) de o = 1+2‘/5, 8 = _?1 ve q = ;—21 secildiginde,

Fibonacci sedeniyon ve Lucas sedeniyon i¢in toplam ézelliklert asagidaki

in: (TZ)SFn = SF2m7

n=0

ve

i (7:) SLy = SLop.

n=0

sekildedir.
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Sonug 4.6.12 FEs.(3.19) ve Es.(3.20) de o« = oy, = ’”—V;QH, B=0,==veq= =

(e}

se¢ildiginde, k—Fibonacct ve k—Lucas sedeniyonlar: i¢in toplam ozellikleri asagidaki

3 (7:) kS Fon = SFram,

n=0
ve

m

3 (m) k"SLin = SLiom,
n

n=0

bicimdedir.

Sonug 4.6.13 F5.(3.19) ve F5.(3.20) de o = 7, = 1+ /2, 8 = 1y = _?1 ve ¢ = =

«

sec¢ildiginde, Pell ve Pell-Lucas sedeniyonlar: i¢in toplam ézellikleri asagidaki

i (7:) 9"SP, = §Psm,

n=0
ve

m

3 (m) 2"SPL, = SPLoyn,
n

n=0

bicimdedir.

Sonug 4.6.14 Fs.(3.19) ve Es.(3.20) de o =11 =14+V1+k, f=ro) = _7’“ ve q = ;—§
sec¢ildiginde, k—Pell ve k—Pell-Lucas sedeniyonlar: iceren asagidaki egitlikler

3 (TZ) 2"k S Py = S Phom,

n=0

ve

Z (m) znkm_nSPLk,n = SPLk,Qm?
n

n=0

biciminde elde edilir.
Sonug 4.6.15 Es.(3.19) ve Es.(3.20) de « =2, f = —1 ve g = ’71 secildiginde, Jacob-

sthal ve Jacobsthal-Lucas sedeniyonlar: iceren asagqdaki esitlikler

i (7:) MG T = STy,

n=0
ve

m

3 (7:) 2" = S o,

n=0

biciminde elde edilir.
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BOLUM 5
SONUCLAR VE ONERILER

Bu tez bes boliimden olugsmaktadir. Bu tezin temel amaci bilegenleri g—tamsayilar1 olan
sedeniyonlar tanimlayarak yani Fibonacci ve Lucas sedeniyonlarin bir ¢ genellemesini
tanimlayarak bu dizilerin temel 6zelliklerini aragtirmaktir. Birinci boliimde, tezin amacin-
dan ve tez icerisinde kullandigimiz kaynaklardan bahsedilmistir. Ikinci boliimde, tanim
ve temel kavramlardan soz edilmistir. Ugtincii boliimde, ¢-Fibonacci ve ¢-Lucas sedeniy-
onlarin tanimlari, Binet formiilleri, iistel iiretec fonksiyonlari, Catalan, Cassini, d’Ocagne
esitlikleri ve bu sedeniyonlari iceren bazi binomiyel toplam formiilleri verilmistir. Doérdiincii
boliimde, g—Fibonacci ve g—Lucas sedeniyonlari i¢in bazi 6zel durumlardan s6z edilmigtir.
Bu 6zel durumlardan elde edilen sonuglarin sirasiyla Fibonacci sedeniyon, Lucas sedeniyon,
k—Fibonacci sedeniyon, k—Lucas sedeniyon, Pell sedeniyon, Pell-Lucas sedeniyon, k—Pell
sedeniyon, k—Pell-Lucas sedeniyon, Jacobsthal sedeniyon ve Jacobsthal-Lucas sedeniyona
donitistiikleri gosterilmistir. Daha sonra elde edilen sedeniyonlarin sirasiyla Binet formiil-
leri, iistel irete¢ fonksiyonlari, Catalan, Cassini, d’Ocagne 6zellikleri ve bu sedeniyonlar:
igeren baz1 binomiyel toplam formiilleri verilmigtir. Bu ¢alismadan yola ¢ikarak, otuz iki

ve altmis dort boyutlu cebir yapilar: i¢cinde bu yontem uygulanabilir.
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