T.C.
MANISA CELAL BAYAR UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

YUKSEK LiSANS TEZI
YAZILIM MUHENDISLIGi ANABILIM DALI
YAZILIM MUHENDISLIGIi BILiM DALI

AGLARDA GUVENLIK iCIN KOMSU ZEDELENEBILIRLIK
OLCUMLERI UZERINE

Mehmet Aykut TOSUN

Damisman
Dog. Dr. Ersin ASLAN

/

MANISA-2021



Mehmet
Aykut
TOSUN

AGLARDA GUVENLIK iCiN KOMSU ZEDELENEBILIRLIK OLCUMLERIi UZERINE

2021




TEZ ONAYI

Mehmet Aykut TOSUN tarafindan hazirlanan “Aglarda Giivenlik i¢cin Komsu
Zedelenebilirlik Olciimleri Uzerine” adli tez calismasi 19/01/2021 tarihinde
asagidaki jiiri iiyeleri 6niinde Manisa Celal Bayar Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Yazilim Miihendisligi Anabilim Dali'nda YUKSEK LISANS TEZI olarak basari
ile savunulmustur.

Danigsman Dog. Dr. Ersin ASLAN
Manisa Celal Bayar Universitesi

Jiiri Uyesi Prof. Dr. Alpay KIRLANGIC
Ege Universitesi

Jiiri Uyesi Dr. Ogr. Uyesi Emin BORANDAG
Manisa Celal Bayar Universitesi



TAAHHUTNAME

Bu tezin Manisa Celal Bayar Universitesi Hasan Ferdi Turgutlu Teknoloji Fakiiltesi
Yazilim Miihendisligi Bolimii’nde, akademik ve etik kurallara uygun olarak
yazildigin1 ve kullanilan tiim literatiir bilgilerinin referans gosterilerek tezde yer
aldigini beyan ederim.

Mehmet Aykut TOSUN



ICINDEKILER

Sayfa
ICINDEKILER .....cocviiiviiicieicie ettt I
SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI .......cccooiiniiiiinisceieeeeene, Il
SEKILLER DIZINI......ooiiiiieiiiiiice et v
TESEKKUR ...ttt en sttt n e sn e V
OZET oottt VI
ABSTRACT .. bbb Vil
1. GIRIS 1 1
2. GENEL TANIMLAR . ... 4
3. KOMSU IZOLE MUKAVEMET VE KOMSU iZOLE KOPMA DERECESI
............................................................................................................................. 11
3.1, Tanim Ve TeOTEMICT ......cccuveiieiiieiiiie e 11
3.1.1. Komsu 1zole MUKAVEMEL..........ccveveereieeieiiececieeee et 11
3.1.1.1. Interval Graflarin Komsu izole Mukavemeti................c.c........ 12
3.1.2. Komsu {zole KOPMa DEreCesi......c..cueviriveirererriecreiiseissicsesesssesenn, 16
3.1.2.1. Interval Graflarin Komsu izole Kopma Derecesi .................... 19
3.2. Baz1 Ozel Graflarin Zedelenebilirlik Hesaplamalari...............c..cccuunee... 21
3.2.1. Baz1 Ozel Graflarin Komsu Izole Mukavemeti..............c.cccccvevuenee. 21
3.2.2. Baz1 Ozel Graflarin Komsu izole Kopma Derecesi ........................ 22
3.3. Interval Graflar I¢in Zedelenebilirlik Parametrelerinin Algoritmalari.... 25
3.3.1. Interval Graflarin Komsu izole Mukavemet Algoritmasi ............... 26
3.3.2. Interval Graflarm Komsu Izole Kopma Derecesi Algoritmasit........ 30
4. AGIRLIKLI KOMSU iZOLE MUKAVEMET VE AGIRLIKLI KOMSU iZOLE
KOPMA DERECESI .........ciiiiiiiiiiiiisissessese s 34
4.1, Tanim Ve TEOTEMICT ......cccuiiiiiiiieeiiie et 34
4.1.1. Agirlikli Komgu Izole MUKQVEMEL............cceveveviirceeieieeeceiee e 34
4.1.1.1. Interval Graflarm Agirlikli Komsu izole Mukavemeti............ 39
4.1.2. Agirlikli Komsu izole KOpma Derecesi..........covvvreverrirersicreiinennns 40
4.1.2.1. Interval Graflarin Agirlikli Komsu Izole Kopma Derecesi ..... 44
4.2. Interval Graflar I¢in Agirlikli Zedelenebilirlik Parametrelerinin Algoritmalar
45

4.2.1. Interval Graflarin Agirlikli Komsu izole Mukavemet Algoritmasi. 45
4.2.2. Interval Graflarin Agirlikli Komsu Izole Kopma Derecesi Algoritmasi

................................................................................................................... 49
ST 6 TR 53
SN 2 I = T 54
(046 ) 10)1Y 1 1R 56



SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

G

Oo(n)

£
w(G/X)
c(G/X)
i(G/X)
c,(G/X)
i,(G/X)
c(G—-X)
i(G-X)
w(G—-X)
G—-X
I,(G)
NIR,,(G)
NIT,,(G)
NIS, (G)
A(G)
Avp(G)
ENR(G)
ENS(G)
E(G)
T'(G)
es(@)
a(G)
k(G)
NC(G)
NIR(G)
NIT(G)
NIS(G)
Nr(G)
r(G)
6(G)

Baglantil1 G grafi

Bir algoritmanin n degiskenli zaman karmagikligt
Bir grafin interval gosterimi

Etkilenmis G grafindaki bilesen sayisi
Etkilenmis G grafindaki en biiylik boyutlu bilesenin tepe sayisi
Etkilenmis G grafindaki izole tepe sayisi
Etkilenmis G grafinin toplam agirlig1 en yiiksek bilesenin agirlig
Etkilenmis G grafinin toplam izole tepe agirligi
G grafindaki en biiyiik boyutlu bilesenin tepe sayisi
G grafindaki izole tepe sayisi

G grafindaki toplam bilesen sayisi

G grafindan kesim kiimesi ¢ikarilmig hali

G grafinin agirlikli biitlinliik sayist

G grafinin agirlikli komsu izole kopma derecesi
G grafinin agirlikli komsu izole mukavemeti

G grafinin agirlikli komsu izole sagilim sayisi

G grafinin ayrit baglantililik sayisi

G grafinin ayrit komsu baglantililik say1s1

G grafinin ayrit komsu kopma derecesi

G grafinin ayrit komsu sagilim sayist

G grafinin ayrit kiimesi

G grafinin ayrit mukavemeti

G grafinin ayrit sagilim sayist

G grafinin bagimsizlik sayisi

G grafinin baglantililik sayis1

G grafinin komsu baglantililik sayisi

G grafinin komsu izole kopma derecesi

G grafinin komsu izole mukavemeti

G grafinin komsu izole sagilim sayisi

G grafinin komsu kopma derecesi

G grafinin kopma derecesi

G grafinin minimum tepe derecesi



T(G)
V(6)

c,(G—X)
sc(G)
G/X

e

v

C(a)
comp(, j)
isol(i,j)
X

|X]

w(X)

deg(v)

sc(X)
Ge,

G grafinin mukavemeti

G grafinin tepe kiimesi

G grafinin tepe sayisina bagli seviyesi

G grafinin toplam agirlig1 en yiiksek bilesenin agirligi
G grafinin sacilim sayisi

G grafinin subversion stratejisi atilmis hali

Grafin ayrit1

Grafin tepesi

Interval grafin asgari subversion stratejisi

i ve j intervalinde bulunan bilesenler

i ve j intervalinde bulunan izole tepeler

Kesim kiimesi/Subversion stratejisi

Kesim kiimesinin eleman sayisi/Subversion stratejisinin eleman sayisi
Kesim kiimesinin veya Subversion stratejisinin toplam agirligi
n tepeli ¢evre graf

n tepeli yol graf

n+1 tepeli tekerlek graf

n+1 tepeli yildiz graf

v tepesinin agik komsulugu

V tepesinin agirligt

v tepesinin derecesi

v tepesinin kapali komsulugu

X ayrit kesim kiimesinin sagilim sayis1

2n+1 tepeli gear graf



SEKILLER DiZINi

Sayfa
Sekil 2.1. G1 V& Gy Zraflari.......ccccoiiiiiiiiiiiiii e 4
Sekil 3.1.1.1.1. Achieving subversion stratejisi ve achieving bileseni 6rnegi.... 13
Sekil 3.1.1.1.2. Interval graf ve bunun asgari stratejisi i¢in bir 6rnek ............... 15
Sekil 3.1.2.1. G V& Gy Graflari........ccccceeiiiiiiiiiiiciiieee e 17
Sekil 4.1.1.1. Baglantilt bir G @rafi .........ccccceviiiiiiiiiii e 35
Sekil 4.1.2.1. Baglantili bir G grafl .......cccoceoiiiiiiiiiii e 40



TESEKKUR

Calismamin her agamasinda bana destek olan, bilgi ve deneyimleri ile yol
gosteren, lisansiistii 6grenim hayatimin tiim zorlu asamalarinda maddi manevi her
yonden yardimet olan, tecriibeleri ile beni aydinlatan ve destegini hi¢ eksik etmeyen,
kendisini tanimaktan biiyiik onur duydugum danisman hocam Sayin Dog. Dr. Ersin
ASLAN’a, 6grenim hayatim boyunca beni maddi ve manevi olarak destekleyen ve hep
yanimda olan aileme ytlirekten tesekkiir ederim.

Mehmet Aykut TOSUN
Manisa, 2021



OZET
Yiiksek Lisans Tezi
Aglarda Giivenlik I¢in Komsu Zedelenebilirlik Olgiimleri Uzerine
Mehmet Aykut TOSUN

Manisa Celal Bayar Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Yazihim Miihendisligi Anabilim Dah

Damsman: Dog. Dr. Ersin ASLAN

Ag giivenligi bilgi islem alaninda 6nemli bir konudur. Zedelenebilirlik, bir
agda bulunan cihazlarin veya baglantilarin zarar gérmesi durumunda iletigimlerinin
kopana kadar gosterdikleri dayanma giiciine denir. Bu zedelenebilirlik 6lglimiiniin
yapilabilmesi igin Oncelikle agmn, cihazlar tepelerle, baglantilar ayritlarla ifade
edilecek sekilde graflarla modellenmesi gereklidir.

Bu tezde, casus aglar konusunda yaygin olarak kullanilan komsuluklu
zedelenebilirlik 6lgiim parametrelerinden komsu izole mukavemet ve komsu izole
kopma derecesi ele alinmistir. Her bir tepenin esit olarak kabul edildigi agirliksiz
graflar i¢in ve her tepenin 6nemine gore agirlik degeri verildigi agirlikli graflar icin bu
zedelenebilirlik Olglim parametreleri incelenmistir. Ek olarak, ele alman bu dort
parametreye ait, milkemmel (perfect) graflarin 6nemli bir alt sinifi olan interval graflar
icin polinom zaman algoritmalar1 verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Graf Teorisi, Zedelenebilirlik, Graf Algoritmalari, Interval
Graflar, Komsu Izole Mukavemet, Komsu Izole Kopma Derecesi
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ABSTRACT
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On Neighbor Vulnerability Measures for Network Security
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Network security is an important issue in the computing. Vulnerability is called
the resistance of the devices or connections in a network until their communication is
over in case of damage. To be able to measure the vulnerability, the network must be
modeled with graphs so that the devices are expressed with vertices and connections
with edges.

In this thesis, the neighbor isolated tenacity and neighbor isolated rupture
degree from neighbor vulnerability measurement parameters, which are commonly
used in spy networks, are discussed. These vulnerability measurement parameters
were examined for unwieghted graphs that each vertex is considered equal, and for
weighted graphs that weight value is given according to the importance of each vertex.
In addition, we gave polynomial time algorithms for interval graphs, an important
subclass of perfect graphs of these four vulnerability parameters.

Keywords: Graph Theory, Vulnerability, Graph Algorithms, Interval Graphs,
Neighbor Isolated Tenacity, Neighbor Isolated Rupture Degree
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1. GIRiS

Milenyumun gelmesiyle birlikte baslayan bilgisayar ve internet ¢agi
beraberinde gilivenlik sorunlarin1i da getirmistir. Yasamin her alaninda hem
bilgisayarlarin hem de internetin kullaniminda biiyiik artis olmustur. Bu artis, aglarda
glivenlik sorunlarina ve bu sorunlarla miicadele yollarmin arastirilmasina sebep

olmustur.

Bu baglamda giivenlik duvarlari, saldirt nleme sistemleri, Saldir1 algilama
sistemleri, anti viriis sistemleri ve daha birgok sistem ve cihaz gibi bir dizi savunma
giivenlik cihazini ve ag sistemini ornek olarak verebiliriz. Bu aygitlardan bazilari,
izinsiz giris etkinligini algilayarak ve ag giivenlik sistemlerinin s6z konusu kotii amach
trafigin hedeflerine erismesini engellemesini saglayan uyarilari tetikleyerek koti

amagch ag trafiginin agin i¢inden ve disindan erisilmesini 6nlemek i¢in tasarlanmistir.

Bilgisayar aglar1 gibi herhangi bir ag, iletim yollar1 ile birbirine bagl merkezler
dizisidir. Bu aglar, merkezleri tepelere ve baglantilart ayritlara denk gelecek sekilde
graflarla modellenir. Aglar tasarlanirken graflarla modellendiginde giivenlik agiklar
Olciilebilir ve maliyet hesaplamasi yapilabilir. Bahsedilen donanimsal ve yazilimsal ag
giivenlik onlemlerinin yaninda heniiz ag tasarim asamasinda giivenlik zaafiyetlerini
tespit etmek ve dnlemek amaciyla, ayrica ag maliyetini de hesaba katarak daha hesapl
ve giivenli aglarin tasarlanmasi icin gelistirilmis baz1 zedelenebilirlik 6l¢iim

parametreleri bulunmaktadir.

Bir agin merkezleri ya da baglanti hatlar1 hasar gordiigiinde bu agda iletisim
sorunlari olusur. Bir agda iletisim kesilene kadar agin ne kadar ve nasil dayanacagi
sorusuna cevap verebilmek amaciyla zedelenebilirlik dl¢timleri yapilmaktadir. Kisaca
zedelenebilirlik, bir agin iletisimi sonlanana kadar gdsterdigi dayanma giiciliniin
Olgtimiidiir. Zedelenebilirlik yardimiyla, bir grafin herhangi bir miidahale (etki) altinda
veya miidahale ile karsilasmadan Once gosterdigi davranisi inceleyerek, bu graf

yapisinin ne kadar dayanikli, hassas ve dagilabilir oldugunu saptayabiliriz.

Graf teorisinde zedelenebilirlik degerlerini 6l¢mek igin gesitli parametreler

bulunmaktadir. Bunlarin en yayginlari; baglantililik sayisi (connectivity) [1],



mukavemet (tenacity) [2,3], sacilim sayist (scattering number) [4] ve kopma

derecesidir (rupture degree) [5].

Casus aglarda bir merkezin (ajan) baglant1 sifresi kirildiginda bu merkez ile
direkt iletisim halinde olan komsular1 da tehdit altina girerler. Bu yiizden haberlesme
hasara ugrayacaktir. Dolayisiyla casus aglarda desifre olan bir merkezin komsulari da
desifre olmus olurlardir [6-8]. Bu aglara benzer aglarin zedelenebilirlik degerlerini
incelemek i¢in komsu zedelenebilirlik parametreleri ele alinmaktadir. Komsu
zedelenebilirlik parametreleri graftaki en hassas merkezler zarara ugradiginda ve bu
merkezlere direkt bagli merkezlerin de zarar gorecegi hesaba alinarak, geriye kalan
agin son durumu 6nceden goriilebilmektedir. Komsu zedelenebilirlik dl¢timlerinden
komsu baglantililik sayis1 (neighbor connectivity) [9], komsuluk kopma derecesi
(neighbor rupture degree) [10], ayrit komsuluk baglantililik sayisi (edge neighbor
connectivity) [11], ayrit komsuluk kopma derecesi (edge neighbor rupture degree) [12]
ve ayrit komsuluk sagilma sayisi (edge neighbor scattering number) [13] gibi

parametreler tanimlanmistir.

Komsuluk ve izole kavramlarimi bir arada kullanan zedelenebilirlik
parametreleri de bulunmaktadir. Bunlarin arasinda komsu izole sagilim sayisi
(neighbor isolated scattering number) [14] ve komsu izole mukavemet (neighbor
isolated tenacity) [15] gibi Onemli zedelenebilirlik parametreleri bulunmaktadir.
Ayrica bu parametrelerin disinda bizim 6nerdigimiz komsu izole kopma derecesi

(neighbor isolated rupture degree) de bu konuya dahil edilebilir.

Oncelikle izole ve komsuluk kavramlarini agiklamak gerekirse; bir G grafinda

V(G) tepeler kiimesi, E(G) ayritlar kiimesi, deg (v) v tepesinin derecesi olmak iizere

N@w) ={u,v e V(G)|u # v;uile v komsu}

kiimesine Vv tepesinin agik komsulugu ve N[v] = N(v) U {v} kiimesine v tepesinin
kapali komsulugu denir. Komsusu bulunmayan v tepesinin derecesi 0 (deg(v) = 0)
olur ve izole tepe olarak adlandirilir [16]. N[v] kiimesinde graftan atilan v tepesine
subverted tepe ve tiim tepeleri subverted olan X = {v,, vy, ..., 1, } kiimesine G

grafinin subversion stratejisi denir. X kiimesinin tiim tepeleri graftan atildiginda geriye

2



kalan G /X grafinin bilesen sayist w (G /X) ve en biiyiik boyutlu bileseninin tepe sayisi
c(G/X) ile gosterilir.

Aglar ve hatlar, merkezlerin veya baglantilarin 6nemine ve kapasitesine gore
agirlik degerleri verilerek ifade edilmesiyle olusturulan graflar agirlikli graflar olarak
tanimlanir. Agirlikli  graflarin - zedelenebilirlik  6lgiimleri konusu giiniimiizde
yayginlagmaya baslamis bir arastirma konusudur. Agirlikli graflar ve bunlarin
zedelenebilirlik dl¢timleri ile heniiz planlama asamasinda aglarin giivenligi en {iist
diizeyde tasarlanabilir ve ayrica maliyeti diisiirmeye de etkisi olur. Agirlikli biitiinliik
say1s1 (weighted integrity) [17] parametresi bu konudaki iyi 6rneklerdendir. Bu konuya
ek olarak bu yazida, komsu izole mukavemete agirlikli doniisiimii uygulanip yeniden
tanimlanacak ve oOnermis oldugumuz agirlikli komsu izole kopma derecesi ile

karsilastirmasi yapilacaktir.

Biitin bu zedelenebilirlik parametrelerinin  hesaplanabilir  algoritmik
performanslari da incelenmelidir. Genel olarak agirlikli biitiinliik (weighted integrity)
parametresi NP-tam smifindadir ve bu konudaki en bilinen 6rnek “diizlemsel graflarin
biitiinlik problemi NP-tamdir” [18] calismasi olacaktir, fakat biitiinliik degeri de
polinom (P) zamanda bulunabilen bir graf smifi bulunmaktadir [19]. Bu graf sinifi
interval graftir [20] ve yazinin devaminda agiklanmistir. Ayrica sagilim sayist genelde
NP-zor sinifinda [21] iken interval graflar i¢in polinom zamanda hesaplanabilir [22].
Bu yazida interval graflar igin olusturmus oldugumuz komsu izole mukavemet ve

komsu izole kopma derecesi algoritmalari verilecektir.

2. bolimde bahsettigimiz paremetrelerin ve terimlerin tanimlarina yer

verilmistir.



2. GENEL TANIMLAR

Yukarida bahsetmis oldugumuz zedelenebilirlik 6l¢iim parametrelerinin

tanimlar1 ve gerekli agiklamalarini asagida verelim.
Tamim 2.1. [1] Baglantili bir G grafin1 baglantisiz bir hale getirebilmek igin graftan
atilmasi gereken en az tepe sayisina baglantililik sayisi denir ve k(G) ile gosterilir. X,

G grafinin tepe kesim kiimesi olmak iizere

k(G) = XE‘J{‘G){IX'}

seklinde tanimlanir.

Tamim 2.2. [3] Baglantili bir G grafinin mukavemeti T'(G) ile gosterilir.

T(G) = min{IXI +c(G —X)}
w(G —X)

X, G grafinin tepe kesim kiimesini, G — X kesim kiimesi atildiktan sonra kalan grafi,

c(G — X) grafin en biiyiik boyutlu bilesenindeki tepe sayisim1 ve w(G — X) toplam

bilesen sayisini ifade etmektedir. Fakat burada tanimlanan parametrelerin graflarin

zedelenebilirlik 6l¢timleri konusunda yeterli olup olmadig1 sorusu sorulabilir. Asagida

vermis oldugumuz ornekte zedelenebilirlik parametrelerinin bazi graflarda yetersiz

kalabilecegi gosterilmistir. Sekil 2.1°de G, ve G, graflarin ele alalim.

X



Sekil 2.1. G; ve G, graflan

k(G;) = k(G,) = 1 sonucu elde edildigi gorilmektedir. Her iki graf da farkli yapida
olmalarina ragmen baglantililik sayilar1 esit oldugu icin bu iki graf arasinda ayirt edici
bir sonug elde edilemeyecektir. Fakat aymi graflarin mukavemetini inceledigimizde
T(G,) =1/2 ve T(G,) = 4/3 sonuglar1 elde edilir. Bu ylizden bu graflar icin
mukavemet, baglantililik sayisindan daha ayirt edicidir diyebiliriz. Ornekte de
goriildiigli gibi baz1 durumlarda bazi zedelenebilirlik 6l¢iim parametreleri ayirt edici
sonuclar veremezken bazi parametreler daha ayirt edici sonuglar verebilmektedir. Bu
baglamda yeni zedelenebilirlik 6l¢iim parametreleri olusturulmustur ve giiniimiizde

yine farkli parametreler olusturulmaya devam etmektedir.

Tanmim 2.3. [4] Baglantili bir G grafinda sagilim sayis1 sc(G) ile gosterilir ve agsagidaki

sekilde tanimlanir

sc(G) = Xrgn‘}aé){w(G - X)—|X|:w(G—-X)>1}

X, G grafinin tepe kesim kiimesini, G — X kesim kiimesi atildiktan sonra kalan grafi

ve w(G — X) graftaki toplam bilesen sayisini ifade etmektedir.

Tanmmm 2.4. [5] Baglantili bir G grafinda kopma derecesi r(G) ile gosterilir ve

asagidaki gibi tanimlanir

r(G) = Xrél‘}aé){a)(G - X)—1X|—¢c(G-X):w(G—-X)>1}

G grafinin tepe kesim kiimesi X, kesim kiimesi atildiginda geriye kalan G — X grafinin
bilesen sayist w(G — X) ve en biiyiik boyutlu bilesenin tepe sayisi c(G — X) olarak

ifade edilir.

Buraya kadar vermis oldugumuz tanimlar tepe zedelenebilirlik tanimlariydi.
Ayrica ayrit zedelenebilirlik dlglimleri de bulunmaktadir. Bunlardan bazilar asagida

verilmistir.



Tamim 2.5. [23] Baglantili bir G grafin1 baglantisiz bir hale getirebilmek i¢in graftan
atilmas1 gereken en az ayrit sayisina ayrit baglantililik sayist denir ve A(G) ile

gosterilir. X, G grafinin ayrit kesim kiimesi olmak iizere
AG) = Xrgrg(rlc){IXI}

seklinde tanimlanir.

Tanim 2.6. [24] Baglantili bir G grafinin ayrit mukavemeti T'(G) = min {sc(X)} ile

gosterilir.
sc(X) = [1X] + (G = X)]/[w(CG - X)]

X, G grafinin ayrit kesim kiimesini, G — X kesim kiimesi atildiktan sonra kalan grafi,
c(G — X) grafin en biliyiik boyutlu bilesenindeki ayrit sayisin1 ve w(G — X) toplam

bilesen sayisini ifade etmektedir.

Tamim 2.7. [25] Baglantili bir G grafinda ayrit sagilim sayisi es(G) ile gosterilir ve

asagidaki sekilde tanimlanir

es(G) = Xrgl?é){a)(G - X)—|X|:w(G—-X)>1}

X, G grafinin ayrit kesim kiimesini, G — X kesim kiimesi atildiktan sonra kalan grafi

ve w(G — X) graftaki toplam bilesen sayisini ifade etmektedir.

Tepe ve ayrit zedelenebilirlik parametrelerinden sonra komsuluk kavramini
iceren zedelenebilirlik Ol¢lim parametreleri de bulunmaktadir. Asagida komsuluk

kavrami ve buna bagli zedelenebilirlik dl¢timleri yer almaktadir.

Tamim 2.8. [9] Baglantili bir G grafin1 baglantisiz bir hale getirebilmek i¢in graftan
atilmas1 gereken en az tepe sayisina komsu baglantililik sayisi denir. X, G grafinin

subversion stratejisi olmak iizere



NC(6) = XrCnVi(r};){le}

seklinde tanimlanir.

Tamm 2.9. [10] Baglantili bir G grafinda komsuluk kopma derecesi Nr(G) ile

gosterilir ve agsagidaki gibi tanimlanir

Nr(G) = Xg;’;\()é){w(G/X) —|X|—¢c(G/X) : w(G/X) =1}

G grafinin tepe subversion stratejisi X, G/X grafinin bilesen sayist w(G/X) ve en

biiyiik boyutlu bilesenin tepe sayist ¢(G/X) olarak ifade edilir.

Tanmim 2.10. [11] Baglantili bir G grafin1 baglantisiz bir hale getirebilmek i¢in graftan
atilmast gereken en az ayrit sayisina ayrit komsuluk baglantililik sayisi denir ve

Ang(G) ile gosterilir. X, G grafinin ayrit subversion stratejisi olmak iizere

Ayp(G) = min {|X[}

XSE(G)
seklinde tanimlanir.

Tammm 2.11. [13] Baglantili bir G grafinda ayrit komsu sacilim sayist ENS(G) ile

gosterilir ve asagidaki sekilde tanimlanir

ENS(G) = Xgl&)é){a)(G/X) —X|: w(G/X) > 1}

X, G grafinin ayrit subversion stratejisini, G /X grafindaki toplam bilesen sayisini

w (G /X) ifade etmektedir.

Tamim 2.12. [12] Baglantili bir G grafinda ayrit komsuluk kopma derecesi ENR(G)

ile gosterilir ve asagidaki gibi tanimlanir

ENR(G) = Xgl&)é){w(G/X) — Xl —¢c(G/X) : w(G/X) = 1}
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G grafinin ayrit subversion stratejisi X, G/X grafinin bilesen sayist w(G/X) ve en
biiyiik boyutlu bilesenin tepe sayist ¢(G/X) olarak ifade edilir.

Daha o6nce vermis oldugumuz komsuluk ve izole kavramlari bir arada
kullanan zedelenebilirlik 6lglim parametrelerinden komsu izole sagilim sayisi [14]

tanimi1 asagida verilmistir.

Tamm 2.13. [14] Baglantili bir G grafinin komsu izole sagilim sayisi1 asagidaki gibi

tanimlanir

NIS(G) = max{i(G/X) — |X|: i(G/X) = 1}

X, G grafinin tepe subversion stratejisini, G /X grafindaki izole tepe sayisini i(G/X)
ifade etmektedir. Eger NIS(G) = i(G/X) — |X] ise X < V(G) kiimesine G grafinin NIS

kiimesi denilebilir.

Daha once bahsetmis oldugumuz gibi agirlikli zedelenebilirlik 6l¢iim
parametreleri de bulunmaktadir ve asagida agirlikl biitiinliikk (weighted integrity) [17]

tanimi1 verilmistir.

Tamim 2.16 [17] Baglantili bir G grafinda agirlikli biitiinligii (weighted integrity)

I,,(G) ile gosterilir ve asagidaki sekilde tanimlanir
I,,(G) = Xrgn‘}(ré){W(X) + ey (G — X)}

w:V = R > 0 tepe agirlik fonksiyonu, G grafinin tepe kesim kiimesinin toplam
agirhiginmi w(X) = Y,exw(v), G — X kesim kiimesi atildiktan sonra kalan grafi ve
cw(G — X) graftaki bilesenlerin agirligi en biiyiik olan bilesenin agirhgini ifade
etmektedir.

Tanimlamis oldugumuz ve yazinin devaminda agiklamalarini verdigimiz bu

agirlikli zedelenebilirlik 6l¢lim parametreleri aglardaki merkezlerin 6nem derecesine
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gdre Olclim yapabilecegi i¢in en iyi sonucglart verecektir. Fakat, daha Once de
bahsettigimiz gibi bazi graflarda bazi parametreler ayirt edici sonuglar veremezken
bazi1 parametreler veya yeni tanimlanmis parametreler daha net ve ayirt edici sonuglar
verebilmektedir. Bu tezde bu konuya istinaden yeni bir parametre olarak komsu izole
kopma derecesi tanimlanmis ve komsu izole mukavemet ile karsilagtiritlmistir. Ayrica
bu parametrelerin interval graflar igin algoritmalar1 olusturularak incelemeleri

yapilmastir.

Ek olarak bu yazida kullanilan bazi1 6zel graflarin tanimlarini verelim.

Tamim 2.18. [16] P, seklinde gosterilen yol graflarin baslangi¢ ve bitis tepelerinin
dereceleri 1 ve diger tepelerinin dereceleri 2 olan graflardir. Burada n bir tam sayidir

ve yol grafin toplam tepe sayisina esittir.

Tamm 2.19. [16] C,, seklinde gosterilen gevre graflarin biitiin tepelerinin dereceleri 2

olan graflardir. Burada n bir tam sayidir ve ¢evre grafin toplam tepe sayisina esittir.

Tanim 2.20. [16] K, ,, seklinde gosterilen y1ldiz graflarin n adet tepesinin dereceleri 1
ve merkezindeki tepenin derecesi n olan graflardir. Burada n bir tam sayidir ve yildiz

grafin toplam tepe sayis1 n + 1’e esittir.

Tamm 2.21. [16] W, , seklinde gosterilen tekerlek graflar n tepeli g¢evre grafin
merkezine her tepeye komsu olacak sekilde yeni bir tepe eklenmesiyle olusur. Burada

n bir tam sayidir ve tekerlek grafin toplam tepe sayisi n + 1’e esittir.

Tamim 2.22. [26] Ge,, seklinde gosterilen gear graflar n + 1 tepeli tekerlek grafin
disindaki, merkeze komsu tepeler arasinda bulunan ayritlara 1’er tepe eklenmesiyle
olusur. Burada n bir tam sayidir ve gear grafin toplam tepe sayis1 2n + 1’e ve ayrit

say1s1 3n’ye esittir.

Son olarak interval graf ve ilgili tanimlarin1 verelim.



Tamim 2.23. [20] Tepelerin dogrusal bir ¢izgi gibi ifade edildigi, ve bu kiimenin
yalnizca araliklarmma (interval) karsilik gelen ve araliklarinin bos olmayan bir
kesismesi olmast durumunda, bir ayritla birlestirilecek sekilde bire bir
gosterilebiliyorsa, bu grafa interval graf denir. £, bir grafin interval gosterimini ifade

eder.

Interval graflar en ¢ok kullanilan miikemmel (perfect) graf yapisidir [20,27].
Herhangi bir interval graftan ayrilmis bir altgraf da interval graftir [20]. n tepeli ve m
ayrith bir interval graflarin sagilim sayis1 hesaplamasi i¢in olusturulmus algoritmanin

zaman karmagikligr O(n + m) olarak verilmistir [28].

Yazinin devaminda zedelenebilirlik parametrelerinin tanimlarinin yaninda

interval graflar i¢in gerekli diger tanim ve kurallar verilecektir.
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3. KOMSU iZOLE MUKAVEMET VE KOMSU IZOLE KOPMA DERECESI

Bu bolimde komsu izole mukavemet [15], bizim tanimlamis oldugumuz
komsu izole kopma derecesi ve bunlarin interval graflar i¢in tanimlar1 ve kurallari
verilmistir. Ayrica bazi temel teoremler ve bazi 6zel graflar i¢in komsu izole
mukavemet ve komsu izole kopma derecesi hesaplamalari verilmistir. Ek olarak bu
zedelenebilirlik 6l¢lim parametrelerinin interval graflar i¢in algoritma ve karmasiklari

verilmigtir.
3.1. Tanim ve Teoremler

3.1.1. Komsu izole Mukavemet

Bu kisimda komsu izole mukavemet tanimi ve bazi teoremler verilmistir.

Tamm 3.1.1.1. [15] Baglantili bir G grafinin komsu izole mukavemeti asagidaki gibi

tanimlanir

1X| + c(G/X)

NIT(G):min{ T .i(G/X)zl}

X, G grafinin tepe subversion stratejisini, G /X grafindaki izole tepe sayisini1 i(G/X)
ve en biiyiik boyutlu bilesendeki toplam tepe sayisin1 c¢(G/X) ifade etmektedir. Eger

NIT(G) = % ise X < V(G) kiimesine G grafinin NIT kiimesi denilebilir.

Yazinin devaminda komsu izole mukavemet ile ilgili bazi temel teoremlere yer

verilmistir.
Teorem 3.1.1.1. [15] G, n tepeli bir graf olmak tizere

NC(G) + 1

NIT(G) = n—N—C(G)

esitsizligi saglanir.
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Teorem 3.1.1.2. [15] G, n tepeli bir graf ve 6(G) minimum tepe derecesi olmak tizere

6(G)+2
n—NC(G)(6(G)+1)

NIT(G) =

esitsizligi saglanmis olur.
Teorem 3.1.1.3. [15] G, n tepeli bir graf ve a(G) bagimsizlik sayis1 olmak tizere

NC(G) +1

NIT(G) 2 — &

esitsizligi saglanir.

Teorem 3.1.1.4. [15] G, n tepeli baglantili bir graf olmak iizere

2
NIT(G) = ——
n—2

esitsizligi saglanmis olur.

3.1.1.1. Interval Graflarin Komsu izole Mukavemeti
Bu kisimda yukarida tanimi verilmis olan komsu izole mukavemetin interval

graflarda uygulanisi ile ilgili tanimlar ve kurallar verilmistir.

Tamim 3.1.1.1.1. Bir G grafii¢in X € V(G) achieving tepe subversion stratejisi olarak

|X|+c(G/X)

adlandirilir. Bunun i¢in Ornegin komsu izole mukavemet NIT(G) = /%)

olmalidir.

Diger bir ifadeyle elde edilen achieving tepe subversion stratejisi ile komsu

izole mukavemet 6l¢limiine ulasilir.
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Tammm 3.1.1.1.2. Achieving tepe subversion stratejisi X olan bir G grafi ig¢in G/X
etkilenmis graflarinin baglantili bilesenlerinden en fazla tepesi olan bilesen achieving

bileseni olarak adlandirilir.

Boylece, achieving subversion stratejisi X olan bir G; achieving bileseni igin
toplam izole tepe sayisin1 i(G/X) ve en fazla tepesi olan bilesenin tepe sayisini
c(G/X) ifade eder. Achieving subversion stratejisi veya achieving bilesenin benzersiz
olmasina ihtiyag yoktur [17]. Sekil 3.1.1.1.1 iizerinde gosterildigi gibi {u} achieving

bilesenini ve {v} achieving subversion stratejisini belirtmektedir.

Bir graf igin olas1 tepe subversion strateji sayisi iistel olarak biiyiik olabilir. Bu
nedenle, muhtemelen hi¢bir numaralandirma semasi bir polinom zaman algoritmasiyla
hesaplanamaz [17]. Buna ragmen interval graflarda zedelenebilirlik hesab1 i¢in tepe
subversion stratejilerinin ayrintili olarak ele alinmasi gerekmez [29]. Asagida

belirtilen tanimlar bu inceleme alaninin azaltilmasina yardimci olur.

W—O——=C

Sekil 3.1.1.1.1. Achieving subversion stratejisi ve achieving bileseni 6rnegi

Tammm 3.1.1.1.3. [29] G grafin1 baglantisiz bir clique hale getiren X c V(G) alt
kiimesi bir subversion stratejisidir ve etkilenmis graf G /X olarak ifade edilir. X
kiimesinin uygun bir alt kiimesi G grafinin bir subversion stratejisi degilse, X’e G

grafinin asgari tepe subversion stratejisi denir.

Yukaridaki tanimdan hareketle; eger G grafinin asgari tepe subversion stratejisi
X ise herhangi bir X’ c X kiimesinin kapali komsulugunun graftan ¢ikarilmasi ne G
grafinin baglantisini keser ne de kalan alt grafin bir clique degeri olmasina neden olur

[29].
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Yazimin devaminda asgari tepe subversion stratejisinden asgari strateji olarak
bahsedilecektir. Asagida bulunan Sekil 3.1.1.1.2 iizerinde interval graf ve bunun asgari

stratejisi gosterilmistir.

Asgari strateji degerleri

0
® & b C(0.5)={f}

Ciol={e d}

01234567809 1011 1213 14 15 16

Y

f e b
d a
Cc
Sekil 3.1.1.1.2. Interval graf ve bunun asgari stratejisi i¢in bir drnek

Tamm 3.1.1.1.4. Bir G grafi igin X € V(G) kuvvetle asgari tepe subversion stratejisi
olarak adlandirilir. Bunun i¢in G /X etkilenmis grafinin baglantili bilesenlerinin sayisi
kesinlikle biitiin Y c X kiimeleri i¢in G /Y etkilenmis grafinin baglantili bilesenlerinin

sayisindan daha fazla olmalidir.

Kuvvetle asgari tepe subversion stratejisi ile asgari tepe subversion stratejisi
[29] birbirinden farklilardir. Kuvvetle asgari tepe subversion stratejisinin bir alt
kiimesi tepe subverison stratejisi olarak kalabilir fakat baglantili bilesen sayisi daha
azdir. Yazinin devaminda kuvvetle asgari tepe subversion stratejisinden gii¢lii strateji
olarak bahsedilecektir. Asagida verilen lemma herhangi bir grafin achieving kesiminin

oldugunu belirten ifadeden [17] yola ¢ikarak olusturulmustur.

Lemma 3.1.1.1.5. Herhangi bir G grafi i¢in gii¢lii stratejisinin X oldugu bir X € V(G)

achieving subversion stratejisi vardir.
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Ispat 3.1.1.1.5. Y, bir G grafi icin achieving subversion stratejisi olsun, fakat bu bir
giicli strateji degildir. u €Y, G/Y 'deki bagh bilesenlerin sayisinin G/X + {u}
icindeki bagli bilesenlerin sayisiyla ayni olacagi bir tepe olsun. Ayrica ¥; =Y — {u}
olsun. Ek olarak c(G/Y;) <c(G/Y)+ |ul ve |Yi|+ |u|l =|Y| degerleri ele
alindiginda |Y| + ¢(G/Y) = |Y;| + ¢(G/Y;) sonucuna ulastlir.

Eger Y, giiclii strateji olursa ispat tamamlanmis olur. Aksi takdirde, ayni yap1
giicli strateji elde edilene kadar Y; iizerinde tekrarlanabilir. Gliglii strateji elde
edilmesi garanti edilir, ¢linkii bir tepeden olusan herhangi bir tepe subversion stratejisi

gliclii stratejidir.

Asgari stratejilerin G grafinin belirli interval gosterimlerine bagli olmadigi
unutulmamalidir. Bununla birlikte, bu gergegin bizim problemimiz tizerinde bir etkisi
yoktur. Interval graflarin gii¢lii kesimlerinin asgari yerel kesimlerin birlesimi

ifadesinden [17] yola ¢ikarak tiretilen asagidaki lemma ve tartisma bunu gosterecektir.

Lemma 3.1.1.1.6. Interval graf i¢in herhangi bir giiglii strateji, asgari stratejilerin

bilesimi olarak ifade edilebilir.

Ispat 3.1.1.1.6. C asgari strateji olsun ve v, € C diyelim. G/C’nin farkl bilesenlerine
ait v, tepesine komsu v; ve v; vardir. Genelligi kaybetmeden, (b;, a;) ile kesisen tiim

intervallerin C’ye ait oldugu varsayilabilir. v, ve v, segilirse;

1. v, vev, yav; vev;’dir yada (b;, a;) ile kesisim i¢indedir.

2. (bp,ay) ile baslayan veya biten interval yoktur.
(by, ag) ile kesisen intervallerler temsil edilen tepeleri alarak bir C; stratejisi

olusturur. Ayrica Cy, vs ’yi igerir ve gliglii stratejidir. € = Ugee € oldugu

unutulmamalidir.
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G grafinin tepe kiimelerinin olas1 biitiin altkiimelerinin smifina C¢ diyelim. G

grafinin komsu izole mukavemetinin, % hesabia gore X’in C{’ye ait oldugu

minimum deger oldugunu unutmayalim. G’nin biitiin asgari stratejilerine C5 diyelim.

G interval grafinin biitiin asgari stratejilerinin siifi C¢ olsun. C§, asgari
stratejilerin birlesimi olarak ifade edilebilen biitiin tepe subversion stratejilerinin sinifi
ve C$, Gnin olasi biitiin tepe subversion stratejilerinin smifi olsun. Lemma
3.1.1.1.6’de goriildiigii gibi Cf € C¥ < C¢ olur. Ayrica, Lemma 3.1.1.1.4’ten yola
¢ikarak

m1n{|X|+C(G/X)}— . {IX|+C(G/X)}
xect U i(G/X) ) xect U i(G/X)

oldugu goriiliir. Boylece,

v {IXI + c(G/X)} y A {IXI + c(G/X)}
xect U i(G/X) ) xect U i(G/X)

sonucuna ulasilir. Bu sayede min

{IXI+C(G/X)
xecy

iG/X) } degerini hesaplamak miimkiin

olacaktir.
3.1.2. Komsu izole Kopma Derecesi
Bu kisimda tanimlar1 verilen zedelenebilirlik 6l¢glim parametrelerine ek olarak

bizim 6nerdigimiz komsu izole kopma derecesi tanim1 asagida verilmistir.

Tanmm 3.1.2.1. Baglantili bir G grafinin komsu izole kopma derecesi asagidaki gibi

tanimlanir

NIR(G) = max{i(G/X) — |X| —c(G/X):i(G/X) = 1}

X, G grafinin tepe subversion stratejisini, G /X grafindaki izole tepe sayisini i(G/X)
ve en bilyiik boyutlu bilesendeki toplam tepe sayisini ¢(G/X) ifade etmektedir. Eger
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NIR(G) =i(G/X) — |X]| —c(G/X) ise X < V(G) kiimesine G grafinin NIR kiimesi

denilebilir.

Komsu izole kopma derecesi, komsu izole mukavemetinin sabit degerler
verdigi graflarda farkli sonuglar verdigi i¢in zedelenebilirlik 6l¢timii i¢in kullanmak
daha avantajli olacaktir. Yine bir 6rnekle agiklamak gerekirse, asagida komsu izole
mukavemet ve komsu izole kopma derecesinin karsilastirilmasina yer verilmistir.
Asagida bulunan Sekil 3.1.2.1’deki 14 tepeli G; ve G, graflar1 ele alindiginda
NIT(G,) = NIT(G,) = 2 sonucu elde edildigi goriilmektedir. Her iki graf da farkli
yapida olmalarina ragmen komsu izole mukavemetleri esit oldugu i¢in bu iki graf
arasinda ayirt edici bir sonug elde edilemeyecektir. Fakat ayn1 graflarin komsu izole
kopma derecesini inceledigimizde NIR(G;) = —2 ve NIR(G,) = —1 sonuglar elde
edilir. Bu ylizden komsu izole kopma derecesi komsu izole mukavemetten daha ayirt

edicidir diyebiliriz.

—r

Gy

Sekil 3.1.2.1. G; ve G, graflar
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Yazinin devaminda komsu izole kopma derecesi ile ilgili bazi temel teoremlere

yer verilmistir.

Teorem 3.1.2.1. G, n tepeli bir graf olmak tizere

NIR(G) =n—2NC(G) — 1

esitsizligi saglanir.

Ispat 3.1.2.1. X, G grafinin subversion stratejisi olsun. NC(G) < |X| < |[N(X)|,
i(G/X) <n—|N(X)| ve c(G/X) = 1 oldugunu biliyoruz. Boylece,

i(G/X) = 1X] —c(G/X) 2n— [N(X)| - |X] =1 1)

esitsizligi elde edilir. Bu nedenle, her iki tarafin en diistik degerini aldigimizda

NIR(G) 2n—NC(X)—NC(X)—1=n—-2NC(X) -1 2
sonucunu elde etmis oluruz.
Teorem 3.1.2.2. G, n tepeli bir graf ve 6(G) minimum tepe derecesi olmak tizere

NIR(G) 2n—NC(G)(5(G)+1)—-456(G)—2

esitsizligi saglanmis olur.
Ispat 3.1.2.2. X, G grafinin subversion stratejisi olsun. NC(G) < |X| ve herhangi bir
veV(G) igin N(v) = 6(G)+1 oldugunu biliyoruz, ayrica i(G/X)<n-—
NC(G)(6(G)+1) ve c(G/X) =1 degerleri de vardir. Komsu izole kopma

derecesinin tanimina gore

NIR(G) =n— NC(G)(8(G) +1) —8(G)—1—1

3)
=1n—NC(G)(S(G) +1) — 8(G) — 2
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esitsizligi elde edilir.

Teorem 3.1.2.3. G, n tepeli bir graf ve a(G) bagimsizlik sayisi olmak {izere

NIR(G) =2 a(G) = NC(G) -1

esitsizligi saglanir.

Ispat 3.1.2.3. X, G grafinin subversion stratejisi olsun. NC(G) < |X|, i(G/X) < a(G)
ve c¢(G/X) = 1 oldugunu biliyoruz. Buradan hareketle,

NIR(G) = a(G) — NC(G) — 1 (4)

degerini elde etmis oluruz.

Teorem 3.1.2.4. G, n tepeli baglantili bir graf olmak iizere

NIR(G) =2 —n

esitsizligi saglanmis olur.

Ispat 3.1.2.4. X, G grafinin subversion stratejisi olsun. [X| > 1 ve |N[X]| =2

oldugundan Teorem 3.1.2.1°e gdre sonug tutmaktadir.

3.1.2.1. Interval Graflarin Komsu izole Kopma Derecesi

Bu kisimda yukarida tanimi verilmis olan komsu izole kopma derecesinin
interval graflarda uygulanis1 ile ilgili tanim ve kurallara deginilmistir. Asagida
achieving tepe subversion stratejisinin komsu izole kopma derecesi ile ilgili tanimin

verelim.

19



Tamim 3.1.2.1.1. Bir G grafii¢in X € V(G) achieving tepe subversion stratejisi olarak
adlandirilir. Bunun i¢in komsu izole kopma derecesi NIR(G) = i(G/X) — |X| —
¢(G/X) olmalhdar.

Diger bir ifadeyle elde edilen achieving tepe subversion stratejisi ile komsu

izole kopma derecesinin dl¢iimiine ulasilir.

Interval graflarin komsu izole mukavemeti kismminda vermis oldugumuz
tanimlar ve kurallar burada da gecerlidir. Komsu izole kopma derecesi 6zelinde
asagida bir lemma’nin detayr verilmistir. Lemma 3.1.1.1.6’da oldugu gibi giiglii

kesmin asgari yerel kesimlerin birlesimi ifadesinden [17] iiretilmistir.

Lemma 3.1.2.1.2. Interval graf icin herhangi bir giiclii strateji, asgari stratejilerin

bilesimi olarak ifade edilebilir.

Ispat 3.1.2.1.2. C asgari strateji olsun ve v, € C diyelim. G/C’nin farkl1 bilesenlerine
ait v, tepesine komsu v; ve v; vardir. Genelligi kaybetmeden, (b;, a;) ile kesisen tiim

intervallerin C’ye ait oldugu varsayilabilir. v, ve v, segilirse;

1. v, vev, yav; ve v;’dir yada (b;, a;) ile kesisim i¢indedir.

2. (bp,ay) ile baslayan veya biten interval yoktur.

(bp, ay) ile kesisen intervallerler temsil edilen tepeleri alarak bir C; stratejisi
olusturur. Ayrica Cs, v ’yi igerir ve gii¢li stratejidir. € = Ugec Cs  oldugu

unutulmamalidir.

G grafinin tepe kiimelerinin olas1 biitiin altkiimelerinin smifina C¢ diyelim. G
grafinin komsu izole kopma derecesinin, i(G/X) — |X| — ¢(G/X) hesabina gore X’in
C{ ye ait oldugu maksimum deger oldugunu unutmayalim. G’nin biitiin asgari

stratejilerine C$ diyelim.

G interval grafinin biitiin asgari stratejilerinin siifi C¢ olsun. C§, asgari

stratejilerin birlesimi olarak ifade edilebilen biitiin tepe subversion stratejilerinin sinifi
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ve C$, G’nin olasi biitiin tepe subversion stratejilerinin siifi olsun. Lemma
3.1.2.1.2°de goriildiigii gibi CF € C¢ € C§ olur. Ayrica, Lemma 3.1.1.1.4’ten yola
cikarak

max{i(G/X) — |X] — c(6/X)} = max{i(G/X) — |X| — c(G/X)}

oldugu goriiliir. Boylece,

max{i(G/X) — [X| — c(6/X)} = max{i(G/X) — |X| — c(G/X)}
Xecs X€l3

sonucuna ulagihr. Bu sayede max{i(G/X) — |X| — c(G/X)} degerini hesaplamak
X€CS
miimkiin olacaktir.

3.2. Baz1 Ozel Graflarin Zedelenebilirlik Hesaplamalar

3.2.1. Baz1 Ozel Graflarin Komsu izole Mukavemeti

Bu kisimda, baz1 6zel graflarin komsu izole mukavemeti verilmistir.
Teorem 3.2.1.1. [15] B,, n tepeli bir yol graf ve n > 6 olmak tizere

1, n(mod4) =1
NIT(R) =<{[n/4] +1

/Al n(mod4) # 1

esitligi saglanir.

Teorem 3.2.1.2. [15] C,,, n tepeli bir gevre graf ve n = 4 olmak ilizere

[n/4] + 1

W, n(m0d4) =0
NIT(Cn) = [n/4] + 1 =0

m, n(mo ) *
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esitligi saglanir.

Teorem 3.2.1.3. [15] K; ,,, 1 merkezli ve n merkeze bagli tepeli bir y1ldiz graf olmak

uzere

2
NIT(Ky,) = —

esitligi saglanir.

Teorem 3.2.1.4. [15] Ge,, 2n + 1 tepeli bir gear graf olmak iizere
2
NIT(Ge,) = —
n

esitligi saglanir.

3.2.2. Baz1 Ozel Graflarin Komsu izole Kopma Derecesi

Bu kisimda, baz1 6zel graflarin komsu izole kopma derecesi verilmistir.
Teorem 3.2.2.1. P, n tepeli bir yol graf ve n > 5 olmak iizere

0, n(mod4) =1
NIR(P,) =13 —2, n(mod4) = 2
-1, n(mod4) = 0,3

esitligi saglanir.

Ispat 3.2.2.1. X, P, grafinin subversion stratejisi ve |[X| = r olsun. Bunu ii¢ durumda
inceleriz.

Durum 1: n(mod4) = 1’i ele alalim.

Eger r <™/, olursa i(P,/X) <7 +1 ve c¢(P,/X) = 1 olur. Boylece, f(r) =7+
1 —r — 1 fonksiyonu elde edilir, bu artan bir fonksiyondur ve minimum degeri r =

n/ 4 1¢1n asagidaki esitsizlik 5 elde edilir.
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i(B/X) = X = c(Po/X) 2Ty +1 =Ty =1 (®)

Durum 2: n(mod4) = 2’yi ele alalim.
Eger r < n/4 olursa i(P,/X) < r ve c(P,/X) = 2 olur. Boylece, f(r)=r—r—2
fonksiyonu elde edilir, bu artan bir fonksiyondur ve minimum degeri r = n/ 4 i¢in

asagidaki esitsizlik 6 elde edilir.
i(P/X) = IXI = c(P/X) 2Ty =Ty —2 (6)

Durum 3: n(mod4) = 0,31 ele alalim.
Altdurum 1: n(mod4) = 0 igin eger r <™/, olursa i(P,/X) < ve c(P,/X) = 1
olur. Boylece, f(r) = r — r — 1 fonksiyonu elde edilir, bu artan bir fonksiyondur ve

minimum degeri r = "/ 4 1¢in asagidaki esitsizlik 7 elde edilir.
((Po/X) = X = c(Po/X) 2T/ =T/ — 1 @)

Altdurum 2: n(mod4) = 3 i¢in eger r < nTH olursa i(P,/X) <rvec(B,/X) =1
olur. Boylece, f(r) = r —r — 1 fonksiyonu elde edilir, bu artan bir fonksiyondur ve

minimum degeri r = nTH icin asagidaki esitsizlik 8 elde edilir.

n+1 n+1

; ©

{(P/X) = X = c(Ph/X) 2

Esitsizlik 5, 6, 7 ve 8 i¢in

0, n(mod4) =1
NIR(P,) =< —2, n(mod4) = 2
-1, n(mod4) = 0,3

saglanmis olur.

Teorem 3.2.2.2. C,,, n tepeli bir ¢evre graf ve n > 6 olmak iizere
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-1, n(mod4) =0
NIR(C,) =4 -3, n(mod4) =1
-2, n(mod4) = 2,3

esitligi saglanir.
Ispat 3.2.2.2. Teorem 3.2.2.1’in ispati ile benzerdir.
Teorem 3.2.2.3. K, ,, 1 merkezli ve merkeze bagli n tepeli bir y1ldiz graf olmak lizere
NIR(Ky,) =n—3
esitligi saglanir.
Ispat 3.2.2.3. Yalnizca aym kararli kiimenin tepelerini X subversion stratejisi olarak
secebiliriz. Acik bir ifadeyle maksimum NIR, |X| =1, c(Ky,/X) =1 ve i(Ky,/
X) = n—1ile X’in par¢asi olacak maksimum kararli kiime n’nin yalnizca bir tepesi
secilerek elde edilecektir. Bdylece sonug tutar.
Teorem 3.2.2.4. Ge,, 2n + 1 tepeli bir gear graf olmak {izere
NIR(Ge,) =n—2

esitligi saglanir.

Ispat 3.2.2.4. X, Gej, grafinin subversion stratejisi olsun. |X| =7 ve deg(u) = k
oldugunda r > 1 i¢in i(Ge, /X) < k ve c(Ge,/X) = 1 olur. Boylece,

i(Ge/X)— |X| —c(Gep/X) =k —1r—1 9)

f(r) = k —r — 1 fonksiyonu artan bir fonksiyondur ve minimum degeri r = 1 i¢in
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NIR(Gey) = k — 2 (10)

olur. Gey, grafinin X* = {u} olan bir subversion stratejisi X* vardir ve i(Ge,/X) = k
ve c(Ge,/X) = 1 oldugu aciktir. Boylece,

NIR(Gey) = k — 2 (11)
olur.

3.3. Intervel Graflar icin Zedelenebilirlik Parametrelerinin Algoritmalari
Bu kisimda, interval graf algoritmalarinin ortak olarak kullandig1 asgari strateji
algoritmasi Algoritma 3.3.1°de verilmistir. Devaminda ayr1 ayr1 bu parametrelerin
interval graflar i¢in algoritmalar1 verilmistir. Asgari strateji algoritmasi temel olarak
interval graflarm yerel kesim algortimasim almaktadir ve karmasiklar1 O(n?) olarak

ispatlanmustir [17].

Algoritma 3.3.1. Grafin Asgari Tepe Subversion Stratejileri Algoritmasi
Girdi: Interval gosteriminde G interval grafi.
v; ileV(G) = {vq, ..., v }'nin i = 1, ..., n igin [a;, b;] tarafindan timsali, Ayrica, a; ve
b; birbirinden farkhdir.
Cikti: Asgari Stratejiler C(ay), ..., C(ay)
Veri Yapist: Iki alan igeren kayit tiiriiniin ug noktalar,
deger: tepe ve 0z € {sol, sag}
Basla
I x4, ..., Xon u¢ noktalarimin kayitlarimin olusturulmasi
fori=1,..,n
X,i_1.deger = q; X5i_1.0Z =sol
x,;.deger = b; X,;.0Z =sag
end for
X1, -, X2n, deger olarak anahtar kullanan azalmayan sirada siralanir ve
V1, -, Von seklinde kullanilmak tizere hazirlanir.
k=0 [ =miny, s;=sa5 J v = y;.deger

fori = 2’den 2n’ye
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if (y;.6z =sag) ve (y;_1.0z = sol) ve (y;.deger > V)
k=k+1

__ yideger+y;_;.deger
- 2

Clay) = {vp|yi. deger € (ap,bp]}
end if

end for

Son

3.3.1. Interval Graflarin Komsu izole Mukavemet Algoritmasi
G interval grafinin komsu izole mukavemetinin bulunmasi problemini,

subversion stratejisi X’i bulmaya indirgeyecek sekilde;

1. X, Algoritma 3.3.1 tarafindan iiretilen asgari stratejilerin birlesimi olarak ifade
edilebilir

2. %, 1. maddenin sagladig1 sekilde G’nin tiim subversion stratejileri arasinda

en azidir.

Algoritma 3.3.1'in hesapladig1 asgari stratejiler arasinda dogrusal bir diizen
olusturduguna dikkat edilmelidir. Bu diizen Onemlidir ve daha sonra

algoritmalarimizda kullanilacaktir.

Olusturulan asgari stratejiler Algoritma 3.3.1°den olusturulan sirayla
C(ay),...,C(ay) olsun. a; ’lerin azalmayan sirayla siralandigi unutulmamalidir.
comp(i,j) = {vp|ap > a;, b, < aj} tanimi1 su sekildedir; bazi i,j sayilar1 igin
comp(i,j) seklinde tanimlanabilen C(a;), ..., C(@y) ’lerin bazilarinin birlegsimi bir
subversion stratejisi tarafindan olusturulan herhangi bir baglantili bilesen olarak
tanimlanabilir. Yani comp(i, j), G interval grafinin bir pargasidir, en fazla tepe iceren
bileseni tespit etmek i¢in kullanilir ve interval graflarin yapisi geregi G[comp(i, j)] de
bir interval graftir. Ayrica biitiin i, j, k degerleri i¢in C(a;) — C(a;1r) = C(a;) —
(C(aipi) U C(ayy i+ x)) olacaktir. Diger yandan, buna benzer olarak belirlenmis olan
interval’da  bulunan  izole tepeleri ifade etmek igin  isol(i,j) =

{vp|ap > a;, b, < aj, deg(vp) = 0} kullanilir.
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Komsu izole mukavemet problemini ¢bzebilmek igin Oncelikle asagidaki

problemi ¢cozmemiz gerekmektedir.

Tamm 3.3.1.1. Kisith Komsu Izole Mukavemet; verilen G interval grafi, Algoritma
3.3.1 tarafindan olusturulan asgari stratejiler C(ay),...,C(ay) ve @; ER = 0:i =

1, ..., k. G’nin bir subversion stratejisi X’1 bulmak su sekildedir;

X, C(ay), ..., C(ay) nin bazilarinin birlesimi olarak ifade edilebilir
c(G/X) <K
1<i(G/X) <K

> L b

1, 2 ve 3’1 saglayan herhangi bir X’ i¢in |X| < |X’|

Iki asgari stratejinin C(a;) ve C (aj) oldugunu diistinelim. Baglantili bir grafta
biitiin intervaller @;’den 6nce basliyor ve a;’den dnce bitiyor olsun. Bu baglantil
grafin toplam tepe sayis1 K degerini asarsa C(@;.q),...,C (aj_l)’lerin en az biri X
subversion stratejisinin alt kiimesi olmahdir. 4;; = {C(@;41), ..., C (aj_l)} olsun.

Eger A; j € A;, j, ise A; j’nin elemanlarindan herhangi bir asgari strateji 4;, ;,’ne de

1j
aittir. Boylece, baska herhangi bir kiimenin alt kiimesi olmayan A; ;’ye ihtiyacimiz
oldugunu diistinmeliyiz. Ag¢ik bir ifadeyle, zaman karmagsikligi yalnizca O(n) olan
A; j’ler vardir. Ayrica, en fazla bir 4; ; C(a;) ile baslar, bu yiizden 4; ;’yi tanimlamaya

ihtiyactmuz yoktur. 4; ;’yi A; ile ifade etmekteyiz.

Acikca ifade etmek gerekirse, X achieving subversion stratejisi su sekildedir;
her A;’deki en az bir asgari strateji X’in alt kiimelerinden biri olmali ve X’in eleman
sayis1 en az olmalidir. Problem su sekilde tanimlanir; verilen V tepe kiimesi, V’nin alt
kiimeleri C(a;), ..., C(a;), C(ay), ..., C(a,) kiimelerinin simiflar1 A4, ..., Ay, A’nin en
az eleman sayisina sahip olan kiimeye ait olan ve A N 4; # @ olan C(a;), ..., C(a;)
kiimelerinin bir A siifit bulunur. Bu problemin ¢6ziimii i¢in gelistirilmis ve zaman
karmasikligi O(n®) olan NGWHSP algoritmast [17] Algoritma 3.3.1.1°de
kullanilmigtir. NGWHSP algoritmast agirlikli graflar i¢in gelistirilmis olsa da biitiin

tepe agirliklart 1 olarak algoritmaya verildiginde agirliksiz graflar i¢in sonuca
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ulasilmis olacaktir. Asagida verilen Algoritma 3.3.1.1 kisith komsu izole

mukavemetin ¢oziimii i¢in gelistirilmistir.

Algoritma 3.3.1.1. Kisith Komsu Izole Mukavemet (rNIT) Algoritmasi
Girdi: G interval grafi. Algoritma 3.3.1’in olusturdugu C(a;), ..., C(a;) stratejileri.
K=0 ilk esik degeri.

Cikti: C € V(G), kisith komsu izole mukavemet probleminin ¢dzimii

Basla
Qo = —© Ag41 = P
Clag) =0 C(axs1) =0
p=0

fori = 1’den k’ye
forj = i’den k’ye
for p’ = i’den j’ye
if C(ap,) c C(a;_1) VU C(aj+1)
break
end if
end for

if (lcomp(i—1,j+1)| >K)ve((lJisoli—1,j+1)|=1)

p=p+1
A, ={C(ap),...,C(aj)}
break
end if
end for
end for
return NGWHSP(Cy, ..., Cx, Ay, ..., 4p, 1)

son
Teorem 3.3.1.1. Algoritma 3.3.1.1’in zaman karmasiklik degeri O(n* logn)’dir.

Ispat 3.3.1.1. Algoritma 3.3.1.1’in ilk for déngiisiinden 6nce yapilan atamalar O (1)
zamaninda hesaplanabilir. En i¢te bulunan 3. déngiiniin maliyeti O(n*logn)’dir. 2.

dongii iginde bulunan if sorgusunun toplam maliyeti O(n3)’tiir. Algoritma ¢iktisini
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tireten NGWHSP de 0(n®) zamaninda hesaplama yapmaktadir. Bdylece Algoritma

3.3.1.1’in zaman karmagiklig1 O (n* log n) olarak ispatlanmis olur.

Komsu izole mukavemetin bulunmasi igin olasi tiim comp(i, j)’ler, olas1 bir
achieving bileseni olarak kabul edilir. Daha sonra, kisitli komsu izole mukavemet
algoritmasi, belirli comp(i, j) en fazla elemanl bilesen olacak sekilde minimum bir

subversion stratejisini bulmak i¢in kullanilir.

Algoritma 3.3.1.2. Komsu izole Mukavemet (NIT) Algoritmasi
Girdi: G interval grafi. Algoritma 3.3.1’in olusturdugu C(a;), ..., C(ay) asgari
stratejileri.
Cikti: Komsu Izole Mukavemet
Basla
A_strateji=C; U ...U C;
max_c = c(G /A_strateji)
izole_v = i(G /A_strateji)

|A_strateji|+max_c

NIT =

izole_v
Qo = =X Ap+1 = ©
Clag) =0 Claxs1) =9
fori = 0’den k’ye
forj=i+1denk + 1’¢
forp=i+1denj— 1’
if C(ap) cC(a;)V C(aj)
break
end if
end for
if |comp(i—1,j + 1)] > max_c
temp_A_starteji = C; U (; U
(rNIT(G[—o0, a;], (C(a1)/C (), ..., C(@i-1)/ C(@;)), [comp(i, j)] ) U
(rNIT(G|a;, 0], (C(@j41)/C (@), -, C (@) /C (@), |comp (i, 1))

i |temp_A_starteji|+|comp(i—1,j+1)]
lisol(i—1,j+1)|

< NIT

A_strateji = temp_A_starteji
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|[temp_A_starteji|+|comp(i—1,j+1)]
lisol(i—1,j+1)|

NIT =

end if
end if
end for
end for

son

Teorem 3.3.1.2. Algoritma 3.3.1.2 komsu izole mukavemet hesaplamasini

0(n®logn) zaman karmasikliginda sonuglandirmaktadir.

Ispat 3.3.1.2. Algoritma 3.3.1.2’in ilk for dongiisiinden dnce yapilan atamalar O (1)
zamaninda hesaplanabilir. En icte bulunan 3. dongiiniin maliyeti O(n*logn)’dir. 2.
dongii i¢inde bulunan if sorgusunun toplam maliyeti O(n®logn) *dir. Bdylece

Algoritma 3.3.1.2°in zaman karmasiklig1 O(n®logn) olarak ispatlanmis olur.

3.3.2. Interval Graflarin Komsu izole Kopma Derecesi Algoritmasi
Daha 6nceki interval graflarin komsu izole mukavemet algoritmasi kisminda
verilen bazi tanimlar ve kurallar interval graflarin komsu izole kopma derecesi

algoritmasi icin de gecerli olacaktir.

G interval grafinin komsu izole kopma derecesinin bulunmasi problemini,

subversion stratejisi X’i bulmaya indirgeyecek sekilde;

1. X, Algoritma 3.3.1 tarafindan {iiretilen asgari stratejilerin birlesimi olarak ifade
edilebilir
2. i(G/X)—|X|—c(G/X), 1. maddenin sagladig1 sekilde G’nin tiim subversion

stratejileri arasinda en fazlasidir.

Komsu izole kopma derecesi problemini ¢ozebilmek i¢in oncelikle asagidaki

problemi ¢6zmemiz gerekmektedir.
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Tamm 3.3.2.1. Kisith Komsu izole Kopma Derecesi; verilen G interval grafi,
Algoritma 3.3.1 tarafindan olusturulan asgari stratejiler C(a,), ..., C(a;) ve @; € R =

0:i = 1, ..., k. G’nin bir subversion stratejisi X’i bulmak su sekildedir;

X, C(ay), ..., C(ay)’nin bazilarinin birlesimi olarak ifade edilebilir
c(G/X) <K

1<i(G/X) <K

1, 2 ve 3’1 saglayan herhangi bir X’ i¢in |X| < |X’|

R

Asagida verilen Algoritma 3.3.2.1, Algoritma 3.3.1.1 ile benzer sekilde kisith

komsu izole kopma derecesinin ¢oziimii i¢in gelistirilmistir.

Algoritma 3.3.2.1. Kisith Komsu Izole Kopma Derecesi (rNIR) Algoritmas1
Girdi: G interval grafi. Algoritma 3.3.1’in olusturdugu C(a;), ..., C(a;) stratejileri.
K=0 ilk esik degeri.
Cukti: C € V(G), kisith komsu izole kopma derecesi probleminin ¢éziimii
Basla
(g = —X Ag+1 = X
Clap) =0 C(ag41) =0
p=20
fori = 1’den k’ye
forj =i’den k’ye
for p’ = i’den j’ye
if C(a:p,) c C(aj_1) U C(aj+1)
break
end if
end for
if (Jcomp(i—1,j+1)| >K)ve ((Jisol(i —1,j + 1)| = 1)
p=p+1
Ay ={C(ay),...,C(a)}
break
end if

end for
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end for
return NGWHSP(Cy, ..., Cy, 4y, ..., Ap, 1)

son
Teorem 3.3.2.1. Algoritma 3.3.2.1°in zaman karmasiklik degeri O (n* logn)’dir.
Ispat 3.3.2.1. Teorem 3.3.1.1’in ispat1 ile benzerdir.

Komsu izole kopma derecesinin bulunmasi igin olas1 tiim comp (i, j)’ler, olasi
bir achieving bileseni olarak kabul edilir. Daha sonra, kisitli komsu izole kopma
derecesi algoritmasi, belirli comp(i,j) en fazla elemanl bilesen olacak sekilde

minimum bir subversion stratejisini bulmak i¢in kullanilir.

Algoritma 3.3.2.2. Komsu izole Kopma Derecesi (NIR) Algoritmasi
Girdi: G interval grafi. Algoritma 3.3.1’in olusturdugu C(a;),...,C(a;) asgari
stratejileri.
Cikti: Komsu Izole Kopma Derecesi
Basla
A_strateji = C; U ...U C},
max_c = c(G /A_strateji)
izole_v = i(G /A_strateji)
NIR = izole_v — |A_strateji| — max_c
@p = =X Ag+1 = X
Clag) =0 Claxs1) =9
fori = 0’den k’ye
forj=i+1denk + 1’¢
forp=i+1’denj—1’¢
if C(a:p) c C(a;) U C(aj)
break
end if
end for
if |comp(i—1,j +1)| > max_c
temp_A_starteji = C; U C; U
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(rNIR(G[—o0, o], (C(a1)/C (@), .., C(@i-1)/C (@), |comp(i, j)| )) U
(rNIR(G|aj, |, (C(@j41)/C(a)), ..., C(ax) /C (), |comp (i, )|))
if (lisol(i —1,j + 1)| — |temp_A_starteji| —
|comp(i—1,j + 1)|) > NIR
A_strateji = temp_A_starteji
NIR = |isol(i —1,j + 1)| —
|temp_A_starteji| — |[comp(i — 1,j + 1)]
end if
end if
end for
end for

son

Teorem 3.3.2.2. Algoritma 3.3.2.2 komsu izole kopma derecesi hesaplamasini

0(n®logn) zaman karmasikliginda sonuglandirmaktadir.

Ispat 3.3.2.2. Teorem 3.3.1.2’in ispatiyla benzerdir.
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4. AGIRLIKLI KOMSU iZOLE MUKAVEMET VE AGIRLIKLI KOMSU
iZOLE KOPMA DERECESI

Bu béliimde agirlikli komsu izole mukavemet ve agirlikli komsu izole kopma
derecesi tanimlari, 6rnek ¢oziim sekli ve bu parametrelerin interval graflar igin

olusturulmus algoritmalariyla birlikte algoritma karmasikliklar1 verilmistir.

4.1. Tamim ve Teoremler
Agirlikl biitiinlik [17] tanimindan yola ¢ikarak komsu izole sagilim sayisini
bu kisimda, ilerleyen kisimlarda da komsu izole mukavemet ve komsu izole kopma

derecesinin agirlikli dontistimlerinin uygulanmis tanimlarini verelim.

Tamm 4.1.1. Baglantili bir G grafinda w: V — R > 0 agirlik fonksiyonu olmak tizere
agirlikli komsu izole sagilim sayisi NIS,,(G) ile gosterilir ve asagidaki sekilde

tanimlanir

NIS,,(G) = max{i, (G/X) —w(X):i(G/X) = 1}

w(X) = Ypexw(v), G grafinin tepe subversion stratejesinin toplam agirhigini, G /X

grafindaki izole tepelerin toplam agirligini i, (G /X) ifade etmektedir.

4.1.1. Agirhklh Komsu izole Mukavemet

Bu kisimda agirlikli komsu izole mukavemet tanimi ve bir 6rnek verilmistir.

Tammm 4.1.1.1. Baglantili bir G grafinda w:V — R > 0 agirlik fonksiyonu olmak
tizere agirlikli komsu izole mukavemet NIT,,(G) ile gosterilir ve asagidaki sekilde

tanimlanir

w(X) + ¢, (G/X)
i (G/X) i(G/X) = 1}

NIT,(G) = min{

w(X) = Y,exw(v), G grafinin tepe subversion stratejesinin toplam agirligini, G /X
grafindaki izole tepelerin toplam agirligini i,,(G/X) ve toplam agirligi en yiiksek
bilesenin agirligini c,, (G /X) ifade etmektedir.
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Ornek 4.1.1.1. Sekil 4.1.1.1°de gosterilen G grafimin agirhkhi komsu izole

mukavemetini hesaplayalim. X, G grafinin bir tepe subversion stratejisi olsun. Bu

durumda,

Sekil 4.1.1.1. Baglantil1 bir G grafi

Oncelikle tepelerin agirliklarini belirtmek gerekirse, her tepenin agirlig tepe admin 10

kat1 olsun, 6rnegin w(2) = 2 * 10 = 20 seklinde.

|X| = 1 olsun. X kiimeleri

X, ={1} ise w(X,) =10, c,(G/X,) =150 , i,(G/X;) =20

NIT,,, (G) = <=2 = 8 bulunur.

X, ={2} ise w(Xy) =20, c,(G/Xy) =150 , i,(G/X,) =10

NIT,,,(G) = 20;350 = 17 bulunur.

Xs={3} ise w(X3) =30, c,(G/X3) =60, i,(G/X3)=110
30+60

NIT,, (G) = o = 0,82 bulunur.

X, ={4} ise w(X,) =40 , ¢,(G/X,) =20 , i,(G/X,) =30

40+20
30

NIT,,(G) = = 2 bulunur.

Xs = {5} ise wXs) =50 , c¢,(G/Xs) =60, i,(G/Xs)=60

NIT,,(G) = % = 1,83 bulunur.

Xe =16} ise w(Xg) =60 , c,(G/Xs) =60 , i,(G/Xes) =050
60+60
50

NIT,, (G) = = 2,4 bulunur.

|X| = 2 olsun. X kiimeleri

X; ={1,2}ise i(G/X;) = @ oldugundan NIT,, (G) = @ olur.
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Xg = {1,3} ise w(Xg) =40, c,(G/Xg) =60, i,(G/Xg) =110 olur

NIT,,, (G) = === = 0,91 bulunur.

110

Xo ={1,4} ise w(Xo) =50 , c,(G/X9) =20, i,(G/Xo) =20 olur

50+20

NIT,, (G) = Y 3,5 bulunur.

XlO = {1,5} ISE W(XIO) = 60 y CW(G/XI()) = 60 y I'W(G/Xlo) = 80
60+60

NIT,, (G) = 0 1,5 bulunur.

X11 = {1,6} ISG W(Xll) = 70 y CW(G/Xll) = 50 y I'W(G/Xll) = 70
70450

NIT,, (G) = e 1,71 bulunur.

X12 = {2,3} ISG W(Xlz) = 50 y CW(G/Xlz) = 60 y I'W(G/Xlz) = 110
50+60

NIT,, ,(G) = e 1 bulunur.

X13 = {2,4‘} ISE W(X13) =60 y CW(G/X13) =10 y lW(G/X13) =10
60+10

NIT,, .(G) = TR 7 bulunur.

X14_ = {2,5} ISG W(X14,) — 70 y CW(G/X14_) = 60 o lW(G/X14_) = 70
70+60

NIT,, ,(G) = — 1,86 bulunur.

X15 = {2,6} ise W(XIS) = 80 , CW(G/XIS) =50 : LW(G/XIS) = 60
80+50

NIT,, (G) = o~ 2,17 bulunur.

X16 = {3,4} |Se l(G/X16) = @ Oldugundan NITWlG(G) = g OIUr

Xy7 ={3,5} ise w(X;;) =80, c¢,(G/X17) =60, i,,(G/X;7) =60
80+60
60

NIT,, (G) = = 2,3 bulunur.

X18 = {3,6} |Se W(Xlg) = 90 y CW(G/Xlg) = 50 y LW(G/X18) = 50

90+50
50

NIT,, (G) = = 2,8 bulunur.

X19 = {4,5} ISE W(Xlg) = 90 y CW(G/Xlg) = 20 y lW(G/Xlg) = 30
90+20
30

NIT,,  (G) = = 3,7 bulunur.

Xz0 = {4,6} ise w(Xz) =90, ¢y (G/X30) =20, i, (G/X30) =30

90+20
30

Xy, = {5,6} ise i(G/X3;) = @ oldugundan NIT,,, (G) = @ olur.

NIT,,, (G) =

= 3,7 bulunur.

|X| = 3 olsun. X kiimeleri
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X22 = {1,2,3} ISG W(Xzz) = 60, CW(G/XZZ) = 60, lW(G/XZZ) =110 O|Llr
NIT,, (G) = 6‘;;3" = 1,09 bulunur.

Xp3 ={1,2,4} ise i(G/X,3) = @ oldugundan NIT,,,(G) = @ olur.

X,4 = {1,2,5} ise w(Xp,) =80, ¢, (G/X54) =60, i, (G/X54) = 60 olur
NIT,, . (G) = 8°6+06° = 2,3 bulunur.
X,5 = {1,2,6} ise w(X5) =90, ,y(G/Xs5) =50, iy, (G/X55) =50 olur
NIT,,,(G) = 222 = 2,8 bulunur.

X6 = {1,3,4} ise i(G/X36) = @ oldugundan NIT,, (G) = @ olur.

X, ={1,3,5} ise w(X;,) =90, ¢, (G/X5;) =60, i,(G/X,;) =60 olur
NIT,, (G) = 9"6*060 = 2,83 bulunur.

Xos = {1,3,6} ise w(X,g) = 100, ¢, (G/X35) = 50, i,,(G/X5g) = 50 olur
NIT,, (G) = 10(;;50 = 3 bulunur.

Xo0 = {1,4,5} ise w(Xy9) = 100, ¢, (G/X50) = 20, i\, (G/X59) = 20 olur
NIT,,,,(6) = == = 6 bulunur.

X0 = {1,4,6} ise w(X3) = 110, ¢, (G/X30) = 20, i,,(G/X30) = 20 olur
NIT,, (G) = 112;20 = 7,5 bulunur.

X3, = {1,5,6} ise w(X3,) =120, ¢, (G/X3,) =20, i,(G/X31) = 20 olur
NIT,,, (G) = 122320 = 7 bulunur.

X32 = {2,3,4} |Se l(G/X32) = @ Oldugundan NITW32 (G) = g OIUr

Xas = {2,3,5} ise w(Xs3) = 100, ¢,,(G/Xs3) = 60, i,,(G/Xs3) = 60 olur
NIT,, (G) = 10‘;60 = 2,7 bulunur.
Xas = {2,3,6} ise w(Xsy) = 110, ¢,y (G/X34) = 50, iy, (G/X34) = 50 olur
NIT,,,(G) = “‘;;50 = 3,2 bulunur.
Xas = {2,4,5} ise w(Xss) = 110, ¢,,(G/Xs5) = 10, i,,(G/X35) = 10 olur
NIT,, (G) = 112;10 = 12 bulunur.
Xag = {2,4,6} ise w(Xsg) = 120, ¢,y (G/Xsg) = 10, iy, (G/X36) = 10 olur
NIT,,, (G) = =222 = 13 bulunur,
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X37 = {2,5,6} ISG W(X37) = 130, CW(G/X37) = 10, lW(G/X37) =10 O|UI’ Ve

130+10
10

= 14 bulunur.

NITW37(G) =
X3 = {3,4,5} ise i(G/X3g) = @ oldugundan NIT,, (G) = @ olur.
X39 = {3,4,6} ise i(G/X39) = @ oldugundan NIT,,  (G) = @ olur.
X40 = {3,5,6} ise i(G/X4) = @ oldugundan NIT,, (G) = @ olur.
X41 = {4,5,6} ise w(X,;) =150, ¢,,(G/X41) =20, i,,(G/X41) = 30 olur ve

150+20

NIT,,,(G) = ==

= 5,7 bulunur.

|X| = 4 olsun. X kiimeleri

X4y ={1,2,3,4} ise i(G/X,;) = @ oldugundan NIT,, ,(G) = @ olur.

X4_3 = {1,2,3,5} ISE W(X4_3) - 110, CW(G/X43) — 60, lW(G/X43) = 60 O|UI’ ve
110+60

NIT,,,(G) = —=

= 2,83 bulunur.

X4_4_ = {1,2,3,6} ISG W(X4_4,) = 120, CW(G/X44_) = 50, lW(G/X4_4) = 50 0|UI’ ve

120+50
50

NIT,,,(G) = = 3,4 bulunur.

X45 ={1,2,4,5}ise i(G/X,4s5) = @ oldugundan NIT,,, (G) = @ olur.
X46 = {1,2/4,6} ise i(G/X46) = @ oldugundan NIT,,, (G) = @ olur.
X47 ={1,2,5,6} ise i(G/X47) = @ oldugundan NIT,,,_(G) = @ olur.
X4g = {1,3,4,5} ise i(G/X,4g) = @ oldugundan NIT,,, (G) = @ olur.
X490 = {1,3,4,6} ise i(G/X4) = @ oldugundan NIT,, (G) = @ olur.
Xs0 = {1,3,5,6} ise i(G/X5o) = @ oldugundan NIT,,  (G) = @ olur.

X5, = {1,4,5,6} ise w(Xs5,) = 160, ¢, (G/Xs1) = 20, i,,(G/Xs1) = 20 olur ve
160+20
20

Xs, =1{2,3,4,5} ise i(G/Xs;) = @ oldugundan NIT,,_,(G) = @ olur.

NIT,,  (G) = = 9 bulunur.

Xss = {2,3,4,6} ise i(G/Xs3) = @ oldugundan NIT,,__(G) = @ olur.
Xsq4 ={2,3,5,6} ise i(G/Xs4) = @ oldugundan NIT,,_, (G) = @ olur.

X55 = {2,4,5,6} ise W(X35) = 170, CW(G/XSS) = 10, lW(G/XSS) = 10 olur ve
170+10

NIT,,  (G) = = 18 bulunur.

Xs6 = {3,4,5,6} ise i(G/Xs¢) = @ oldugundan NIT,,  (G) = @ olur.
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|X| = 5 oldugunda her X kiimesi i¢in i(G/X) = @ oldugundan agirlikli komsu izole

mukavemet hesaplanamaz.

|X| = 6 oldugunda her X kiimesi i¢in i(G/X) = @ oldugundan agirlikli komsu izole

mukavemet hesaplanamaz.

Sonug olarak agirlikli komsu izole mukavemet tanimindan hareketle

(8,17,0.82,2,1.83,2.4,0,0.91,
3.5,1.5,1.71,1,7,1.86,2.17, @,
2.3,2.8,3.7,3.7,0,1.09, 0, 2.3

NIT,(G) = min{ 2.8,8,2.83,3,6,7.5,7,8, =0.82

2.7,3.2,12,13,14,0, 0, @,
5.7,0,2.83,3.4,0,0,0,0,

\ 0,0,9,0,0,0,18,0,0,0 /

olarak bulunur.

4.1.1.1. Interval Graflarin Agirhkl Komsu izole Mukavemeti
Bu kisimda yukarida tanimi verilmis olan agirlikli komsu izole mukavemetin

interval graflarda uygulanisi ile ilgili tanimlar ve kurallar verilmistir.

Tanmm 4.1.1.1.1. Bir G grafi ve w:V - R > 0 agirlik fonksiyonu i¢in X € V(G)

achieving tepe subversion stratejisi olarak adlandirilir. Bunun i¢in 6rnegin komsu

w(X)+cy (G/X)

L0 G/ olmalidir.

izole mukavemet NIT,,(G) =

Diger bir ifadeyle elde edilen achieving tepe subversion stratejisi ile agirlikli

komsu izole mukavemet dlgiimiine ulagilir.

Tanimdan da goriildiigii gibi 3.1.1.1 numarali kisimda bulunan komsu izole
mukavemet icin verilen interval graf tanim ve kurallarina agirlik doniisimleri
uygulandiginda ayni kurallar interval graflarin agirlikli komsu izole mukavemeti igin
de gecerli olacaktir. Bu doniistimleri agiklamak gerekirse ve w:V — R > 0 agirlik
fonksiyonu olmak {izere; |X| asgari stratejilerin sayisi yerine asgari stratejilerin agirlik

toplami i¢in w(X) = Y,exw(v), ¢(G/X) en biiyiikk boyutlu bilesenin tepe sayisi
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yerine bilesenlerin agirligt en fazla olanin agirhigi igin ¢, (G/X), i(G/X) izole

tepelerin sayis1 yerine izole tepelerin toplam agirligi icin i), (G /X) kullanilir.

4.1.2. Agirhkl Komsu izole Kopma Derecesi
Bu kisimda agirlikli komsu izole kopma derecesi tanimi ve bir O6rnek

verilmistir.

Tamm 4.1.2.1. Baglantili bir G grafinda w:V — R > 0 agirlik fonksiyonu olmak
tizere agirlikli komsu izole kopma derecesi NIR,, (G) ile gosterilir ve asagidaki sekilde

tanimlanir

NIR,,(G) = max{i, (G/X) —wX) — ¢, (G/X):i(G/X) = 1}

w(X) = Ypexw(v), G grafinin tepe subversion stratejesinin toplam agirhigini, G /X
grafindaki izole tepelerin toplam agirliginm i,,(G/X) ve toplam agirlig1 en yiiksek
bilesenin agirligini c,, (G/X) ifade etmektedir.

Ornek 4.1.2.1. Sekil 4.1.2.1°de gosterilen G grafimin agirlikli komsu izole kopma
derecesini hesaplayalim. X, G grafinin bir tepe subversion stratejisi olsun. Bu

durumda,

Sekil 4.1.2.1. Baglantili bir G grafi

Oncelikle tepelerin agirliklarini belirtmek gerekirse, her tepenin agirligi tepe adinin 10

kat1 olsun, 6rnegin w(2) = 2 * 10 = 20 seklinde.

|X| = 1 olsun. X kiimeleri
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X; ={1} ise w(X;)=10, c,(G/X;) =150, i,(G/X;) =20 olur
NIRWl(G) =20 —10 — 150 = —140 bulunur.

X, =1{2} ise w(X,)=20, c,(G/X,)=150, i,(G/X,) =10 olur
NIRWZ(G) =10 — 20 — 150 = —160 bulunur.

X; ={3} ise w(X3) =30, ¢,(G/X3) =60, i,(G/X3) =110 olur
NIR,,, (G) =110 — 30 — 60 = 20 bulunur.

X, =1{4} ise w(X,) =40 , c,(G/Xy) =20, i,(G/X,) =30 olur
NIR,,,(G) = 30 — 40 — 20 = —30 bulunur.

Xs; =1{5} ise wXs) =50, c¢,(G/Xs)=60 , i,(G/Xs)=60 olur
NIR,, (G) = 60 — 50 — 60 = —50 bulunur.

X, =1{6} ise w(Xgz) =60 , c,(G/Xs) =60 , i,(G/Xs) =50 olur
NIR,, (G) = 50 — 60 — 60 = —70 bulunur.

|X| = 2 olsun. X kiimeleri

X; ={1,2}ise i(G/X;) = @ oldugundan NIR,, (G) = @ olur.

Xg ={1,3} ise w(Xg) =40 , ¢, (G/Xg) =60 , i,(G/Xg) =110 olur
NIR,, (G) = 110 — 40 — 60 = 10 bulunur.

Xy =1{1,4} ise w(Xy) =50, ¢,(G/Xy) =20, i,(G/Xy) =20 olur
NIR,,,(G) = 20 — 50 — 20 = —50 bulunur.

X10 = {1,5} ise w(X10) =60, c,,(G/X10) =60, iy, (G/X10) =80 olur
NIR,,,, (G) =80 — 60 — 60 = —40 bulunur.

X1 ={1,6} ise w(X11) =70, ¢,(G/X11) =50, i, (G/X11) =70 olur
NIR,, (G) =70—70—50 = —50 bulunur.

X1, = {2,3} ise w(Xy1,) =50, ¢,(G/X12) =60, i,(G/X1;) =110 olur
NIR,, ,(G) = 110 — 50 — 60 = 0 bulunur.

X13 = {24} ise w(X13) =60, c,(G/X13) =10, i, (G/Xy3) = 10 olur
NIR,, .(G) = 10 — 60 — 10 = —60 bulunur.

X14 = {2,5} ise w(X14) =70, ¢,(G/X14) =60, i,(G/X14) =70 olur
NIR,, . (G) =70 —70— 60 = —60 bulunur.

Wis
X5 ={2,6} ise w(X;5) =80, ¢,(G/X:5) =50, i,(G/X5) =60 olur
NIR,, . (G) = 60 —80 — 50 = —70 bulunur.
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X6 = {3,4}ise i(G/X,6) = @ oldugundan NIR,,  (G) = @ olur.

X1, ={3,5} ise w(X;;) =80, ¢, (G/Xy;) =60, i,(G/X;,) =60 olur
NIR,,, (G) = 60 — 80 — 60 = —80 bulunur.

X1g = {3,6} ise w(X15) =90, ¢, (G/X1g) =50, i,(G/X1g) =50 olur
NIR,, .(G) = 50 — 90 — 50 = —90 bulunur.

Xio = {4,5} ise w(X19) =90, ¢, (G/X19) =20, i,(G/X19) =30 olur
NIR,, ,(G) = 30 — 90 — 20 = —80 bulunur.

Xy0 = {4,6} ise w(Xy0) =90, ¢, (G/X5) =20, i,(G/X5) =30 olur
NIR,,, (G) = 30 — 90 — 20 = —80 bulunur.

Xy, = {5,6} ise i(G/X5;) = @ oldugundan NIR,,, (G) = @ olur.

|X] = 3 olsun. X kiimeleri

X, = {1,2,3} ise w(Xy,) = 60, ¢, (G/X4,) =60, i,,(G/X5;) = 110 olur
NIR,,,(G) = 110 — 60 — 60 = —10 bulunur.

X3 ={1,2,4} ise i(G/X,3) = @ oldugundan NIR,,,.(G) = @ olur.

Xo, = {1,2,5} ise w(X,,) =80, ¢,(G/X34) =60, i,,(G/X54) = 60 olur
NIR,,,(G) = 60 — 80 — 60 = —80 bulunur.

Xo5 = {1,2,6} ise w(Xy5) =90, ¢,(G/X55) =50, i,,(G/X55) = 50 olur
NIRWZS(G) =50 —-90 — 50 = —90 bulunur.

Xy6 = {1,3,4} ise i(G/X36) = @ oldugundan NIR,,, (G) = @ olur.

Xy7 ={1,3,5} ise w(X,,) =90, ¢,(G/X57) =60, i,,(G/X,7) = 60 olur
NIR,,, (G) = 60 — 90 — 60 = —90 bulunur.

X,8 = {1,3,6} ise w(X,g) = 100, ¢,,(G/X55) =50, i, (G/X5g) = 50 olur
NIR,,,, (6) =50—-100 —50 = —100 bulunur.

Xo9 = {1,4,5} ise w(Xy9) = 100, ¢, (G/Xo9) = 20, i,,(G/X59) = 20 olur
NIR,,,,(G) = 20 — 100 — 20 = —100 bulunur.

X0 = {1,4,6} ise w(X30) = 110, ¢,,(G/X30) = 20, iy, (G/X30) = 20 olur
NIR,, (G) = 20 — 110 — 20 = —110 bulunur.

X3, = {1,5,6} ise w(X31) = 120, ¢,,(G/X31) = 20, i, (G/X3,) = 20 olur
NIR,,, (G) = 20 — 120 — 20 = —120 bulunur.

X3, = {2,3,4} ise i(G/X3;) = @ oldugundan NIR,,,,(G) = @ olur.
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X33 = {2,3,5} ise w(X33) =100, ¢, (G/X33) =60, i,(G/X33) = 60 olur ve
NIRW33(G) =60 — 100 — 60 = —100 bulunur.

X34 = {2,3,6} ise w(X3,) =110, ¢, (G/X34) =50, i,,(G/X34) = 50 olur ve
NIR,,,,(G) = 50 — 110 — 50 = —110 bulunur.

X35 = {2,4,5} ise w(X35) = 110, ¢,,(G/X35) = 10, i, (G/X35) = 10 olur ve
NIR,,,.(G) =10 — 110 — 10 = —110 bulunur.

X36 = {2,4,6} ise w(X34) = 120, ¢,,(G/X36) = 10, i,,(G/X36) = 10 olur ve
NIRW36(G) =10—-120 — 10 = —120 bulunur.

X3, = {2,5,6} ise w(Xs,) = 130, ¢,,(G/X3,) = 10, i,,(G/X5,) = 10 olur ve
NIRW37(G) =10— 130 — 10 = —130 bulunur.

X35 = {3,4,5} ise i(G/X3g) = @ oldugundan NIR,,,.(G) = @ olur.

X39 = {3,4,6} ise i(G/X39) = @ oldugundan NIR,,., (G) = @ olur.

X40 = {3,5,6} ise i(G/X4) = @ oldugundan NIR,,, (G) = @ olur.

X4, = {4,5,6} ise w(X,,) =150, ¢, (G/X4) = 20, i,(G/X41) = 30 olur ve
NIR,,. (G) = 30 — 150 — 20 = —140 bulunur.

|X| = 4 olsun. X kiimeleri

X4p ={1,2,3,4} ise i(G/X,2) = @ oldugundan NIR,,,,(G) = @ olur.

X435 =1{1,2,3,5} ise w(X,3) = 110, ¢, (G/X43) = 60, i, (G/X43) = 60 olur ve
NIR,,,,(G) = 60 — 110 — 60 = —110 bulunur.

X4 ={1,2,3,6} ise w(X,y) = 120, ¢, (G/X44) = 50, i, (G/X44) = 50 olur ve
NIR,,,,(G) = 50 — 120 — 50 = —120 bulunur.

X45 ={1,2,4,5} ise i(G/X,s) = @ oldugundan NIR,,, (G) = @ olur.

X46 = {1,2,4,6} ise i(G/X46) = @ oldugundan NIR,,, (G) = @ olur.

X47 ={1,2,5,6} ise i(G/X,7) = @ oldugundan NIR,, (G) = @ olur.

X4 = {1,3,4,5} ise i(G/X4g) = @ oldugundan NIR,,, (G) = @ olur.

X49 = {1,3,4,6} ise i(G/X,9) = @ oldugundan NIR,,  (G) = @ olur.

Xs0 = {1,3,5,6} ise i(G/Xs0) = @ oldugundan NIR,,_ (G) = @ olur.

Xsq = {1,4,5,6} ise w(Xs;) = 160, ¢,,(G/Xs1) = 20, i,,(G/Xs1) = 20 olur ve
NIR,,, (G) = 20 — 160 — 20 = —160 bulunur.

X52 = {2,3,4,5} ise l(G/st) = @ Oldugundan NIRWSZ (G) = ﬂ olur.
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e Xs3=1{2,34,6}ise i(G/Xs3) = @ oldugundan NIR,,_. (G) = @ olur.

e Xs4 =1{23,5,6}ise i(G/Xs4) = @ oldugundan NIR,,_, (G) = @ olur.

o X5 ={2,456}ise w(X35) = 170, ¢, (G/Xss) = 10, i,,(G/Xss) = 10 olur ve
NIRWSS(G) =10—-170 — 10 = —170 bulunur.

* Xs6=1{34,56}ise i(G/Xs¢) = @ oldugundan NIR,,_ (G) = @ olur.

|X| = 5 oldugunda her X kiimesi i¢in i(G/X) = @ oldugundan agirlikli komsu izole

kopma derecesi hesaplanamaz.

|X| = 6 oldugunda her X kiimesi i¢in i(G/X) = @ oldugundan agirlikli komsu izole

kopma derecesi hesaplanamaz.

Sonug olarak agirlikli komsu izole kopma derecesi tanimindan hareketle

( —140,-160, 20, —30,—50,—70,, 10,

—50,—40,—50, 0, —60, —60, —70, &,

—80,—90, —80, —80, @, —10, ¥, —80,

NIR,,(G) = max{ —90,d,—90,—100,—100,—110,—120, p = 20

@,—100,—110,—110,—120,—130, &,
@,0,—140,8,—110,—120,0, 3, @

\ ¢,0,08,-160,0,9,0,—170,0,8,8

olarak bulunur.

4.1.2.1. Interval Graflarin Agirhkli Komsu izole Kopma Derecesi
Bu kisimda yukarida tanimi verilmis olan agirlikli komsu izole kopma

derecesinin interval graflarda uygulanisi ile ilgili tanimlar ve kurallara deginilmistir.
Tammm 4.1.2.1.1. Bir G grafi ve w:V —» R > 0 agirlik fonksiyonu i¢in X € V(G)
achieving tepe subversion stratejisi olarak adlandirilir. Bunun i¢in 6rnegin komsu

izole kopma derecesi NIR,,(G) = i,,(G/X) — w(X) — c,,(G/X) olmalidir.

Diger bir ifadeyle elde edilen achieving tepe subversion stratejisi ile agirlikli

komsu izole kopma derecesi 6l¢timiine ulasilir.
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Tanimdan da goriildigi gibi 3.1.2.1 numarali kisimda bulunan komsu izole
kopma derecesi i¢in verilen interval graf tanim ve kurallarina agirlik doniisiimleri
uygulandiginda ayni kurallar interval graflarin agirlikli komsu izole kopma derecesi
icin de gecerli olacaktir. Bu doniisiimlerin agiklamasi daha 6nce 4.1.1.1 numarali

kisimda verilmistir.

4.2. Interval Graflar I¢cin Agirhkh Zedelenebilirlik Parametrelerinin
Algoritmalari

Interval graf algoritmalarinin ortak olarak kullandig1 asgari strateji algoritmasi
Algoritma 3.3.1°de verilmistir. Bu kisimda, agirlikli komsu izole mukavemet ve
agirhikli komsu izole kopma derecesi parametrelerinin interval graflar icin

olusturulmus olan algoritmalar1 verilmistir.

4.2.1. Interval Graflarin Agirhklh Komsu izole Mukavemet Algoritmasi
G interval grafinin komsu izole mukavemetinin bulunmasi problemini,

subversion stratejisi X’i bulmaya indirgeyecek sekilde;

1. X, Algoritma 3.3.1 tarafindan iiretilen asgari stratejilerin birlesimi olarak ifade
edilebilir
w(X)+cw(G/X)

N 1. maddenin sagladig1 sekilde G’nin tiim subversion Stratejileri

arasinda en azidir.

Olusturulan asgari stratejiler Algoritma 3.3.1°den olusturulan sirayla
C(ay),...,C(ay) olsun. a; ’lerin azalmayan sirayla siralandigi unutulmamalidir.
comp(i,j) = {vp|ap > a;, by < a:j} tanimi su sekildedir; bazi i,j sayilart igin
comp(i,j) seklinde tanimlanabilen C(a;), ..., C(@y) ’lerin bazilarinin birlesimi bir
subversion stratejisi tarafindan olusturulan herhangi bir baglantili bilesen olarak
tanimlanabilir. Yani comp(i, j), G interval grafinin bir pargasidir ve interval graflarin
yapisi geregi G[comp(i, j)] de bir interval graftir. Ayrica biitiin i, j, k degerleri i¢in
C(a;) — C(ajpr) = C(a;) — (C(ajix) U C(ai+j+k)) olacaktir. Diger yandan, buna
benzer olarak belirlenmis olan interval’da bulunan izole tepeleri ifade etmek icin

isol(i,j) = {vp|ap > a;, by < @, deg(vp) = O} kullanilir.
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Agirlikli komsu izole mukavemet problemini ¢6zebilmek igin Oncelikle

asagidaki problemi ¢6zmemiz gerekmektedir.

Tamm 4.2.1.1. Kisith Agirhikli Komsu Izole Mukavemet; verilen G interval grafi,
Algoritma 3.3.1 tarafindan olusturulan asgari stratejiler C(a;), ..., C(ay), agirhik
fonksiyonuw:V - R>0vea; ER = 0:i =1, ..., k. G’nin bir subversion stratejisi
X’1 bulmak su sekildedir;

X, C(ay), ..., C(ay) nin bazilarinin birlesimi olarak ifade edilebilir
cw(G/X) <K
1<i(G/X)

> L b

1, 2 ve 37l saglayan herhangi bir X" icin w(X) < w(X")

Iki asgari stratejinin C(a;) ve C (aj) oldugunu diisiinelim. Baglantili bir grafta
butiin intervaller a;’den once basliyor ve @;’den 6nce bitiyor olsun. Bu baglantili
grafin toplam agirlign K degerini asarsa C(a;41),...,C (aj_l) ’lerin en az biri X
subversion stratejisinin alt kiimesi olmahdir. 4;; = {C(@;41), ..., C (aj_l)} olsun.

Eger A; j € A;, j, ise A; j’nin elemanlarindan herhangi bir asgari strateji 4;, ;,’ne de

1j
aittir. Boylece, bagka herhangi bir kiimenin alt kiimesi olmayan 4; ;’ye ihtiyacimiz
oldugunu diisinmeliyiz. Ag¢ik bir ifadeyle, zaman karmagikligi yalnizca O(n) olan
A; j’ler vardir. Ayrica, en fazla bir 4; ; C(a;) ile baslar, bu yiizden 4; ;’yi tanimlamaya

ihtiyactmuz yoktur. 4; ;’yi A; ile ifade etmekteyiz.

Acikca ifade etmek gerekirse, X achieving subversion stratejisi su sekildedir;
her A;’deki en az bir asgari strateji X’in alt kiimelerinden biri olmali ve X’in eleman
sayis1 en az olmalidir. Problem su sekilde tanimlanir; verilen V tepe kiimesi, V’nin alt
kiimeleri C(a;), ..., C(a;), C(ay), ..., C(a,) kiimelerinin simiflar1 A4, ..., Ay, A’nin en
az eleman sayisina sahip olan kiimeye ait olan ve A N 4; # @ olan C(a;), ..., C(a;)
kiimelerinin bir A sinifit bulunur. Bu problemin ¢6ziimii i¢in gelistirilmis ve zaman
karmagikhigt O(n®) olan NGWHSP algoritmas1 [17] Algoritma 4.2.1.1°de
kullanilmistir. Asagida verilen Algoritma 4.2.1.1 kisith agirlikli komsu izole

mukavemetin ¢éziimii i¢in gelistirilmistir.
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Algoritma 4.2.1.1. Kisith Agirlikli Komsu Izole Mukavemet (rNITw) Algoritmasi
Girdi: G interval grafi. Algoritma 3.3.1’in olusturdugu C(a;), ..., C(a;) stratejileri.
K=0 ilk esik degeri. w agirlik fonksiyonu.

Ciktr: C € V(G), kisith agirlikli komsu izole mukavemet probleminin ¢oziimii

Basla
Qg = —® A1 = PO
Clag) =0 C(axs1) =0
p=20
fori = 1’den k’ye
forj = i’den k’ye
for p’ = i’den j’ye
if C(ap,) cC(a;_1) VU C(aj+1)
break
end if
end for
if (W(comp(i—1,j+1)) >K)ve ((Jisol(i —1,j +1)| = 1)
p=p+1
A, ={C(a), ..., C(a;)}
break
end if
end for
end for
return NGWHSP(Cy, ..., Cy, Aq, ..., Ap, W)
son

Teorem 4.2.1.1. Algoritma 4.2.1.1’in zaman karmagiklik degeri O (n* logn)’dir.

Ispat 4.2.1.1. Algoritma 4.2.1.1’in ilk for déngiisiinden 6nce yapilan atamalar O (1)
zamaninda hesaplanabilir. En i¢te bulunan 3. dongiiniin maliyeti O(n*logn)’dir. 2.
dongii i¢inde bulunan if sorgusunun toplam maliyeti O(n3) tiir. Algoritma giktisini
tireten NGWHSP de 0(n?®) zamaninda hesaplama yapmaktadir. Boylece Algoritma

4.2.1.1’in zaman karmasiklig1 O (n* log n) olarak ispatlanmus olur.
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Agirlikli komsu izole mukavemetin bulunmasi i¢in olasi tim comp(i, j)’ler,
olas1 bir achieving bileseni olarak kabul edilir. Daha sonra, kisitli agirlikli komsu izole
mukavemet algoritmasi, belirli comp(i,j) agirh@ en fazla bilesen olacak sekilde
minimum bir subversion stratejisini bulmak i¢in kullanilir.

Algoritma 4.2.1.2. Agirlikli Komsu izole Mukavemet (NITw) Algoritmasi
Girdi: G interval grafi. Algoritma 3.3.1’in olusturdugu C(a;), ..., C(ay) asgari
stratejileri.
Ciktr: Agirlikli Komsu izole Mukavemet
Basla
A_strateji=C; U ...U Cy
max_c = c,,(G/A_strateji)
izole_v = i,,(G /A_strateji)

w(A_strateji)+max_c

NITw =

izole_v
@p = =X Ag+1 = X
Clag) =90 C(axs1) =0
fori = 0’den k’ye
forj=i+1denk + 1’¢
forp=i+4+1’denj—1’¢
if C(a:p) cC(a;) U C(aj)
break
end if
end for
if wicomp(i—1,j + 1)) > max_c
temp_A_starteji = C; U C; U
(rNITw(G[—00, a;], (C(a1)/C(@;), ..., Ca;-1)/C (@), w(comp(i,j)) )) U
(rNITw(G|aj, 0|, (C(aj+1)/C()), ..., C(ar)/C(a))), w(comp(i, j))))

if w(temp_A_starteji)+w(comp(i—1,j+1))
w(isol(i—1,j+1))

< NITw

A_strateji = temp_A_starteji

__ w(temp_A _starteji)+w(comp(i—1,j+1))
NITw = w(isol(i—1,j+1))

end if
end if
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end for
end for

son

Teorem 4.2.1.2. Algoritma 4.2.1.2 komsu izole mukavemet hesaplamasini

0(n®logn) zaman karmasikliginda sonuglandirmaktadir.

Ispat 4.2.1.2. Algoritma 4.2.1.2’in ilk for déngiisiinden 6nce yapilan atamalar O (1)
zamaninda hesaplanabilir. En icte bulunan 3. dongiiniin maliyeti O(n*logn)’dir. 2.
dongii i¢inde bulunan if sorgusunun toplam maliyeti O(n®logn) *dir. Bdylece

Algoritma 4.2.1.2’in zaman karmasiklig1 O (n® log n) olarak ispatlanmus olur.

4.2.2. Interval Graflarm Agirhkh Komsu Izole Kopma Derecesi
Algoritmasi

Daha onceki interval graflarin agirlikli komsu izole mukavemet algoritmasi
kisminda verilen bazi tanimlar ve kurallar interval graflarin agirlikli komsu izole

kopma derecesi algoritmasi i¢in de gegerli olacaktir.

G interval grafinin agirlikli komsu izole kopma derecesinin bulunmasi

problemini, subversion stratejisi X’i bulmaya indirgeyecek sekilde;

1. X, Algoritma 3.3.1 tarafindan {iiretilen asgari stratejilerin birlesimi olarak ifade
edilebilir
2. i,(G/X)—wX)—c,(G/X), 1. maddenin sagladigi sekilde G’nin tiim

subversion stratejileri arasinda en fazlasidir.

Komsu izole kopma derecesi problemini ¢ozebilmek i¢in dncelikle asagidaki

problemi ¢6zmemiz gerekmektedir.

Tamm 4.2.2.1. Kisith Komsu izole Kopma Derecesi; verilen G interval grafi,
Algoritma 3.3.1 tarafindan olusturulan asgari stratejiler C(a;), ..., C(ay), agirhik
fpnksiyonuw:V - R >0vea; ER > 0:i =1, ..., k. G’nin bir subversion stratejisi
X1 bulmak su sekildedir;
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X, C(ay), ..., C(ay) nin bazilarinin birlesimi olarak ifade edilebilir
cw(G/X) <K
1<i(G/X)

A w0 bd -

1, 2 ve 37l saglayan herhangi bir X" icin w(X) < w(X")

Asagida verilen Algoritma 4.2.2.1, Algoritma 4.2.1.1 ile benzer sekilde kisith

agirlikli komsu izole kopma derecesinin ¢oziimii i¢in gelistirilmistir.

Algoritma 4.2.2.1. Kisith Agirlhikli Komsu izole Kopma Derecesi (rNIRw)
Algoritmasi
Girdi: G interval grafi. Algoritma 3.3.1’in olusturdugu C(a;), ..., C(ay) stratejileri.
K=0 ilk esik degeri. w agirlik fonksiyonu.
Cikti: C € V(G), kisith agirlikli komsu izole kopma derecesi probleminin ¢éziimii
Basla
o = —X Ag+1 = X
Clag) =0  C(ags1) =0
p=0
fori = 1’den k’ye
for j =i’den k’ye
for p’ = i’den j’ye
if C(a:p,) c C(aj_1) U C(aj+1)
break
end if
end for
if (w(comp(i—1,j +1)) > K) ve ((Jisol(i —1,j +1)| = 1)

p=ptl
A, = {C(a), ..., C(a;)}
break
end if
end for
end for
return NGWHSP(Cy, ..., Cy, Aq, ..., Ap, W)
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son
Teorem 4.2.2.1. Algoritma 4.2.2.1°in zaman karmasiklik degeri O(n* logn)’dir.
Ispat 4.2.2.1. Teorem 4.2.1.1”in ispat1 ile benzerdir.

Agirlikli komsu izole kopma derecesinin bulunmasi igin olasi tiim
comp(i, j)’ler, olas1 bir achieving bileseni olarak kabul edilir. Daha sonra, kisitli
agirlikli komsu izole kopma derecesi algoritmasi, belirli comp(i, j) agirhg: en fazla

bilesen olacak sekilde minimum bir subversion stratejisini bulmak i¢in kullanilir.

Algoritma 4.2.2.2. Agirlikli Komsu Izole Kopma Derecesi (NIRW) Algoritmasi
Girdi: G interval grafi. Algoritma 3.3.1’in olusturdugu C(a;), ..., C(a;) asgari
stratejileri.
Ciktr: Agirlikli Komsu izole Kopma Derecesi
Basla
A _strateji = C; U ..U C},
max_c = c,,(G/A_strateji)
izole_v = i,,(G /A_strateji)
NIR = izole_v — w(A_strateji) — max_c
@p = =X Ag+1 = X
Clag) =0 Claxs1) =9
fori = 0’den k’ye
forj=i+1denk + 1’¢
forp=i+1’denj— 1’
if C(a:p) c C(a;) U C(aj)
break
end if
end for
if w(icomp(i—1,j+ 1)) > max_c
temp_A_starteji = C; U C; U
(rNIRw(G[—o0, a;], (C(a1)/C (@), .., C(ai-1) / C(@;)), w(comp(i, j)) )) U
(rNIRw(G|a;, |, (C(a;41)/C(@)), ..., C(ax) /C(@)), w(comp(i, j))))

51



if (w(isol(i—1,j + 1)) — w(temp_A_starteji) —
w(comp(i —1,j + 1))) > NIRw
A_strateji = temp_A_starteji
NIRw = w(isol(i—1,j + 1)) —
w(temp_A_starteji) — w(comp(i — 1,j + 1))
end if
end if
end for
end for

son

Teorem 4.2.2.2. Algoritma 4.2.2.2 agirhikli komsu izole kopma derecesi

hesaplamasini 0 (n® log n) zaman karmasikliginda sonuglandirmaktadir.

Ispat 4.2.2.2. Teorem 4.2.1.2’in ispatiyla benzerdir.
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5. SONUC

Bu tezin amact; komsu izole mukavemet karsisinda daha gii¢lii olabilen bir
zedelenebilirlik  Ol¢glim parametresi olarak komsu izole kopma derecesinin
tanimlanmasi, bu iki parametrenin agirlikli graflar icin zedelenebilirlik 6l¢iimii
tanimlariin verilmesi ve bu ortaya ¢ikan dort zedelenebilirlik 6l¢iim parametrelerinin
interval graflar i¢in birer polinom zaman algoritmasi olusturulmasidir. Algoritmalarin
gercek hayattaki aglarda giivenlik agiginin dl¢iilmesi i¢in nasil kullanilabilecegi ve

verilen bu zedelenebilirlik parametrelerinin nasil yararl olabilecegi belirtilmistir.

Aglarin tasariminda giivenilirlik ve verimlilik 6nemli kriterlerdir. Bir ag
tasarlamak istendiginde, miimkiin oldugunca kararli olmasi beklenir. Graflarla
modellenmis aglardan ayni diizene ve boyuta sahip graflar arasinda en kararli olani
se¢mek ic¢in komsu izole mukavemet kullanilmasi 6nerilir fakat baz1 durumlarda ve
biiylik boyutlu graflarda komsu izole kopma derecesinin ayirt edici olacagi yazida

gosterilmistir.

Sistem yoneticileri her sistemin giivenilirligi hakkinda fikir sahibi olabilirler
fakat net bir 6lglimle hatalarin belirtilmesini géz ardi edebilirler. Bununla birlikte,
zedelenebilirlik tizerine yapilan klasik aragtirmalarin ¢gogu birbirinden ayr1 tepelerin
basarisizlik olasiliklarina dayanmaktadir. Ancak, bu alanda ¢ok daha fazla ¢alisma
yapilmas1 gerekmektedir. Ayrica yaygin olarak bilinen ag topolojilerinin
zedelenebilirlik Olglimleri NP-tam sinifindadir. Buna ragmen bazi yaygin ag
topolojileri i¢in durum boyle degildir. Bu nedenle, yaklasim algoritmasini bulmak
onemlidir. Boylece bu 6zel graf siniflari i¢in polinom zaman algoritmalar1 gelistirmek

mumkin olabilir.

Bu arastirma konular1 graf teorisinde interval graflar i¢in yapilabilir. Bolim
2’de aciklamalar1 verilen ve Boliim 3’te agirliksiz graflar i¢in, Bolim 4’te agirlikh
graflar i¢in olacak sekilde komsu izole mukavemet ve komsu izole kopma derecesi
tanimlarina gore interval graflarda bu parametrelerin polinom zamanda ¢oziilebilecegi

algoritmalart ile birlikte gosterilmistir.
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