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OZET

Yiiksek Lisans Tezi
NOTROSOFIiK TAMSAYILAR HALKASININ BAZI OZELLIKLERI
Serife Sultan TEKIN

Siileyman Demirel Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Prof. Dr. Yilmaz CEVEN

Bu tez c¢alismasi, notrosofik halkalardan biri olan ndtrosofik tamsayilar halkasi
tizerinedir. NoOtrosofik tamsayilarin yapisi, Gauss tamsayilart ile benzerlik
gostermektedir. Bu sebeple bu tezin amaci Gauss tamsayilar tlizerine yapilan bazi
calismalarin ndtrosofik tamsayilar i¢in karsiliklarini aragtirmaktir.

Bu tez ¢alismasinda 6ncelikle Gauss tamsayilari ve baz1 6zellikleri verilecektir. Daha
sonra notrosofik grup, nétrosofik halka kavramlart ile ilgili temel bilgiler
Ozetlenmistir.

Tezin son kisminda ise, Gauss tamsayilarimin o6zelliklerinin, notrosofik
tamsayilardaki karsiliklari incelenmistir. Bu amagla noétrosofik tamsayilarda norm
tanim1 verilmis, normun &zellikleri incelenmistir. Notrosofik tamsayilarda tersinir
elemanlar, bunlarin normla iliskisi, notrosofik asal ve bilesik sayilar incelenmistir.
Notrosofik tamsayilar i¢in bolme algoritmasi verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Notrosofik grup, notrosofik halka, notrosofik tamsayi.

2020, 40 sayfa



ABSTRACT

M.Sc. Thesis
SOME PROPERTIES OF NEUTROSOPHIC INTEGERS RING
Serife Sultan TEKIN

Siileyman Demirel University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Yilmaz CEVEN

In this thesis, we investigated the properties of the neutrosophic integers ring which
Is one of the neutrosophic rings.

The structure of the neutrosophic integers are similar with Gaussian integers. So, the
purpose of this thesis is to research the equivalents of the properties given in
Gaussian integers for the neutrosophic integers.

Firstly, some properties of Gaussian integers will be given and then the basic
concepts on neutrosophic groups and rings will be summarized.

In the last section, some of the studies done for Gauss integers are given the
equivalents in neutrosophic integers. For this purpose, the definition of the norm of a
neutrosophic integer and the properties of the norm are given. The unit elemants in
the set of neutrosophic integers and their relationship with the norm, neutrosophic
prime numbers are examined. Furthermore, the division algorithm for the
neutrosophic integers is given.

Keywords: Neutrosophic group, neutrosophic ring, neutrosophic integer.

2020, 40 pages
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

acA
agA
alb
atb

a
C
C[I]

C(G)
G[I]
(G,*)
((Gul),*)
Hom(A,B)

I
Kerg

Moo [1]

a, A kiimesinin elemanidir
a, A kiimesinin eleman1 degildir

asayist b sayisini boler
a sayis1 b sayisini bolmez

a sayisinin eslenigi
kompleks sayilar kiimesi
notrosofik kompleks sayilar halkasi

G grubunun merkezi

notrosofik grup

ikili islemi * olan G grubu

G ve | ile iiretilen nétrosofik grup

A dan B ye homomorfizmler kiimesi

Notrosofik bilinmeyen
Cekirdek

2X2 matrislerinin notrosofik halkasi

N(a)=a.a= (a + bi)(a —@is}Wl@lznhprzlormu

N(G)=(CI1.~*)

R
R[I]

R[1]

Notrosofik Grup

reel sayilar kiimesi
noétrosofik reel sayilar halkasi

Notrosofik Halka

R[I] /P ={r+P:reR[IRstrosofik Boliim Halkas

Z
Z+
2]

z(1]

tamsayilar kiimesi

pozitif tamsayilar kiimesi
Gauss Tamsayilar kiimesi

ndtrosofik tamsayilar halkasi
rasyonel sayilar kiimesi
notrosofik rasyonel sayilar halkasi

Izomorfizm



1.GIRIS

Notrosofi 1980 yilinda Florantin Smarandache tarafindan ortaya konulan bir felsefe
dalidir. Notro-sophy terimi tarafsiz diisiince anlamina gelir ve notr kelimesi bulanik
(fuzzy) ve sezgisel bulanik (intuitionistic fuaay) kiimeler arasindaki ana ayrimi
temsil eder. Notrosofi, notrosofik mantik, notrosofik olasilik, notrosofik kiime,
notrosofik istatistik gibi birgok konunun temelini olusturur. Notrosofik mantik,
bulanik mantigin ve Ozellikle de sezgisel bulanik mantigin bir genislemesi gibi
goriilebilir. Notrosofik mantiktaki her énermenin, bir T alt kiimesindeki dogruluk
yiizdesi, bir | alt kiimesindeki belirsizlik yilizdesine ve bir F alt kiimesindeki

yanliglik ylizdesine sahip olacagi tahmin edilmektedir.

Notrosofi, bulanik mantig1 genellestiren notrosofik mantigin, bulanik kiimeyi
genellestiren notrosofik kiimenin ve sirasiyla klasik ve kesin olmayan olasilik ve
istatistikleri genellestiren notrosofik olasilik ve nétrosofik istatistiklerin temelidir. Bu
matematiksel arag, belirsizlik, tutarsizlik, eksiklik ve yanlislik igeren problemleri ele
almak i¢in kullanilir. Diinya belirsizliklerle dolu oldugundan, hukuk, tip, sosyoloji
psikoloji, siyaset, mithendislik, endiistri, ekonomi, finans, yapayzeka ve bunun gibi

belirsizlik i¢eren bir¢ok gercek diinya sorunu notrosofik mantikla ¢oziilebilir.

Notrosofi teorisi kullanarak notrosofik cebirsel yapilar ortaya ¢ikmistir. Bu cebirsel
yapilardan bir kism1 sunlardir: nétrosofik cisim, nétrosofik vektdr uzayi, nétrosofik

grup, notrosofik halka, ndtrosofik yarigrup, ndtrosofik polinom.

‘GI 2

Cebirsel yapiya belirsiz bir Ogesi ekleyerek ve ardindan | ‘y1 bir ikili islemle
yapmin her bir dgesi ile birlestirerek, notrosofik cebirsel yapilar ortaya ¢ikmustir.
Ornegin; (G,*) herhangi bir grup ve (GU1)={a+bl :a,beG} olsun. ((GUI),*)
kiimesine * ikili islemi altinda G ve | ile firetilen bir notrosofik grup denir.

Buradaki | elemania nétrosofik eleman denir ve 12 = | 6zelligini saglamaktadr.



2. KAYNAK OZETLERI

Notrosofi, 1980 yilinda F. Smarandache tarafindan ortaya atilan bir felsefe dalidir.

Zadeh (1965), bulanik (fuzzy) kiime kavramimi ve iyelik / dogruluk derecesini
tanimlamigtir. Atanassov (1986), sezgisel bulanik kiime (intuitionistic fuzzy set)

kavramini ve iiye olmama / yanliglik derecesini tanimlamistir.

Smarandache (1998), nétrosofik kiime kavramini ve belirsizlik / nétrality derecesini
tamimlamigtir. Kandasamy ve Smarandache (2003), c¢alismalarinda | bilinmeyen
olmak iizere a+Dbl tipindeki nétrosofik sayilari ve ndtrosofik grup, ndtrosofik halka,

notrosofik uzay gibi cebirsel yapilari tanitmiglardir.

Bu calismadan sonra, ndtrosofik yapilar iizerine yiizlerce ¢alisma yapilmis ve halen

yapilmaktadir.

Kandasamy ve Smarandache (2006), notrosofik grup, nétrosofik halka, nétrosofik

grup halkalarini1 tanimlamislar ve bunlarin bir¢ok 6zelliklerini vermislerdir.

Agboola vd. (2012), nétrosofik gruplar ve notrosofik alt gruplar tizerine ¢alismislar,
bir degismeli notrosofik grubun bir nétrosofik alt grubu ile bir pseudo nétrosofik alt

grubunun ¢arpiminin da bir nétrosofik altgrup oldugunu gostermislerdir.

Agboola vd. (2011,2012), ¢alismalarinda nétrosofik halkalarin ve nétrosofik polinom
halkalarinin bazi temel 6zelliklerini vermislerdir. Notrosofik polinom halkalarinda
temel ideal, asal ideal, carpanlara ayirma, nétrosofik bolim halkasi gibi konulari

incelemislerdir.

Gauss tamsayilarinin 6zellikleri Conrad (2013), Murply (2015), Ho (2016) gibi bazi

calismalarda ele alinmistir. Bu c¢alismalar da Z[i] = {a+bi ‘a,be Z} olarak bilinen

Gauss tamsayilar kiimesinde, norm bdliinebilme, bdlme algoritmasi, Eulid
algoritmasi, Bezoud teoremi, tek g¢arpanlama, modiiler arimetik, asal sayilar vb.

konular incelenmistir.

Ceven ve Tekin (2020), calismalarinda yapisal olarak Z[i] halkasina benzerlik

gosteren <ZU |> notrosofik tamsayilar halkasim1 ele almiglar ve bu halkada,

notrosofik tamsayilarin normunu, normun 6zelliklerini, boliinebilirlik 6zelliklerini



notrosofik asal sayr kavramini ve nétrosofik tamsayilar icin boélme algoritmasini

vermislerdir.



3. GAUSS TAM SAYILARI, NOTROSOFIK GRUP VE HALKALAR

Bu béliimde, Gauss tam sayilari, nétrosofik grup ve notrosofik halka kavramlar ele

alinacak ve temel Ozelliklerinden bahsedilecektir.

3.1. Gauss Tam Sayilari

Tezin bu kisminda, Gauss tam sayilar1 ve bazi 6zellikleri verilecektir. Burada
verilecek bilgiler Condrad (2013), Murphy (2016), Ho (2016) kaynaklarindan
alimmustir. Gauss tam sayilar kiimesi

Zlil={a+bi:a,beZ}
biciminde gosterilir. Boyutu o6lgmek icin, tam sayilar kiimesi olan 7Z ’de mutlak

deger, gauss tam sayilar kiimesi olan Z[i]’de ise norm kullanilir.

Tanmm 3.1.1 (Norm tanim1) « = a+bi Gauss tam sayisinin normu
N(e) = a.a =(a+bi)(a—bi)=a*+b’

olarak tanimlanir.

Ornek 3.1.1 N(2+71)=22+72=53, meZ icin N(m)=m* ve ozellikle,

N (1) =1'dir.

Bilindigi gibi, a+bi sayis1 bir karmasik say1 olarak diistiniiliirse, onun normu mutlak

degerinin karesidir. |a-+bi|= va?+b? olmak iizere N (a+bi)=a’+b* =|a+ bi|2
dir. Z[i] ’deki mutlak degerler yerine Z[i] ’deki normlarla ugrasilmasimin nedeni,
normlarin tamsayilar olmasidir. Z ‘deki normlarin boliinebilme 6zellikleri, Z[i]’ deki

boliinebilme 6zellikleri hakkinda 6nemli bilgiler saglar.

Teorem 3.1.1 Norm ¢arpimsaldir. Yani her «, £ € Z[i] i¢in
N(aB) = N(a).N(p)
dir.



Ispat: o =a+bi ve g =c+di olsun. Bu durumda
a.f=(ac—bd)+(ad +bc)i olur. Simdi N(a).N(8) ve N(«.f) 'yi hesaplayalim:
N(a).N(B) = (a® +b*)(c* +d?)
= (ac)’ +(ad)’ + (bc)? + (bd)?
dir. Ayrica
N(af) = (ac—bd)* + (ad +bc)?
= (ac)® —2abcd + (bd)? + (ad)? + 2abced + (bc)?
= (ac)® + (bd)? + (ad)* + (bc)*
dir. Bu nedenle N(af)=N(a).N(S) oldugu goriiliir.

Teorem 3.1.1 'in ilk uygulamasi olarak Z[i]'de carpimsal tersleri olan Gauss tam

sayilar1 belirlenebilir.

Sonug 3.1.1 Z[i]'de tersinir elemanlar sadece +1ve +i Gauss tam sayilaridir.

Ispat: 1 ve —1 sayilarinin tersleri kendileri, i’nin tersi —i,—i ’nin tersi i'dir. Simdi
bir « € Z[i] 'nin tersinir oldugunu ve tersinin S € Z[i] oldugunu varsayalim. Bu
durumda «.f =1°dir. a e{+1,+i} oldugunu gérmek istiyoruz. «.f =1ldenkleminin
her iki tarafinin normu alimirsa, N(«).N(f)=1 elde edilir. Bu ise 7Z 'de bir

denklemdir. Bu denklemden N(a)==x1 oldugu goriilir. Norm negatif deger

olmadigindan N (o) =1'dir. & =a+Dbi yazdigimizda a® +b® =1 olur. Bu denklemin

cozlimleri bize a ==+1,+i degerlerini verir.

Sonug olarak, Z ’nin tersinir elemanlar1 1 Z[i] nin tersinir elemanlar1 +1 ve =i

'dir.

Not: Her Gauss tam sayisinin normu negatif olmayan bir tamsayidir. Ancak negatif

olmayan her tam saymin norm oldugu dogru degildir. Normlar a*+b* formunda tam
sayilardir. Her pozitif tam say1 iki karenin toplam1 degildir. Ornek verecek olursak
3,7,11,15,19 ve 21 sayilar1 olabilir. Gauss tam sayilarinin bu degerlere esit normu

yoktur.



Tammm 3.1.2 (Z[i]'de boliinebilme) o, B e Z[i] olsun. « = By olacak sekilde bir
y € Z[i] varsa [ sayist o sayisini boler denir ve ,B|a seklinde yazilir. Bu durumda

£'ya a nin bir boleni veya garpani denir.
Ornek 3.1.2 14-3i = (4+5i)(1—2i) oldugundan 4+5i sayis1 14—3i sayismi boler.

Ornek 3.1.3 (4+5i)| (14 +3i) midir?

Boliinmeyi bir oran olarak ve paydayi rasyonellestirerek yapabiliriz.

14+3i _ (14+3i).(4-5i) _71-58 71 58

4+5i  (4+5i).(4-51)) 41 41 41

71
Bu sonug Z[i] de degildir. Gergel ve imajiner kisimlar 1 ve —% sayilar1 tamsay1

degildir. Bu nedenle 4+5isayis1 Z[i]'de 14+ 3i'yi bolmez.

Teorem 3.1.2 Bir Gauss tamsayist & =a+bi olsun. & =a+bi sayisinin bir C tam

sayist ile boliinebilmesi i¢in gerek ve yeter kosul 7Z 'de c|a ve c|b olmasidir.

Ispat: c|a+bi olsun. m,neZ igin a+bi=c(m+ni) olur. Buradan a=cm ve

b=cn olur. Buda c|a ve c|b demektir. ispatin diger kism1 agiktir.

Teorem 3.1.2'de b =0 olmasi normal tamsayilar arasindaki bolinebilirlige kargilik
gelir. Yani; Z[i]'de c|la <= Z'de c|a'dir. Bu durum Z ’deki her 6zelligin Z[i] de
aym olacagi anlamina gelmez. Ornefin Z ’deki bir asal sayr Z[i] *de asal

olmayabilir. (Daha sonra verilecektir.)

Teorem 3.1.3 o, B € Z[i] olsun. Bla ise Z'de N(B)|N(«) dir.

Ispat y e Z[i] icin & = B.y olsun. iki tarafin normu alimirsa N(a)=N(5).N(y) olur.
Bu esitlik Z 'dedir. Bu sebeple Z'de N(B)|N(«) 'dir.

Sonu¢ 3.1.2 Bir Gauss tamsayisinin normunun ¢ift say1 olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul bu sayinin 1+1 'nin bir kat1 olmasidir.
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Ispat: N(1+i)=2 oldugundan 1+i ‘nin herhangi bir katinin normu g¢ift sayidir.
Tersine olarak m+ni ‘nin normunun ¢ift say1 oldugunu varsayalim. Bu durumda
m®+n?=0(mod2) olur. Burada m ve n’nin her ikisinin tek ya da her ikisinin ¢ift
oldugu goriliir. Kisacasi m=n(mod2) olur. u,vezZ igin m+ni=(1+i)(u-+vi)
olarak yazmak istiyoruz. Bu sayr m+ni=(u—-v)+(u-+v)i dir. Buradaki ¢6ziimii

m+n n-m,,.
u= > ve v= - 'dir. m=n(mod2) oldugundan u ve Vvtamsayilardir. Béylece

(1+1)|(m -+ ni) dir.

Ornek 3.1.4 1+3i'nin normu 10 ve 1+3i = (1+i).(2+1) 'dir.

Ornek 3.1.5 1—i'nin normu 2 oldugundan 1—i, 1+i'nin kat1 olmalidir. Gergekten
1—i=(-i).@+1)dir.

Teorem 3.1.3 bir Gauss tamsayisinin digerini boliip bolmedigini gostermede

yararhdir. Teorem 3.1.3 ‘e gore N(B){N(a)= f{a 'dir. Ornegin: Z[i] 'de
N(3+71)=58 ve N10+31)=109 dir. 581109 oldugundan  Z[i] 'de
(3+7i) 1 (10+3i) 'dir. Bununla birlikte Teorem 3.1.3’¢ gore N(S)|N(«)ise S, 'y1
bolmeyebilir.  Ornegin: a=14+3i ve B=4+5i ise N(a)=205=415 ve
N (f) =41 dir. Fakat Ornek 3.1.3 ‘de 4+5i 'nin 14+ 3i ’yi bolmedigi goriildii.

Z[i]'de béliinebilirligi dogrulamanin kusursuz yontemi Ornek 3.1.3” de oldugu gibi
payday1 rasyonellestirdikten sonra oranin Z[i]’de olup olmadigini test etmektir. 7Z
'deki normlarin boliinebilirlik kontrolii, Z[i] ’de boliinebilirlik i¢in gerekli bir

kosuldur. Ancak yeterli degildir. Z ‘de,

m|=|n| ise 0 zaman m=x+n yani m ve n
birbirinin 1 tersinir katidir. Z[i]’deki karsilik gelen durum yanhistir. N(«) = N (/)
ise a ve fB'nin 1, +i'nin katlart oldugu genellikle dogru degildir. 4+5i ve 4—5i
sayilarini ele alalim. Bu iki saymin normu 41°dir. 4+5i ‘nin tersinir katlart 4+ 5i,
—4-5i,-5+4i,5—4i 'dir. 4-5i bu listede yoktur. Bu yilizden 4+5i ve 4-5i
birbirinin tersinir kat1 degildir. Bu durum 4+5i ve 4—5i ‘nin Z[i]’ de aralarinda

asal oldugu seklinde sdylenecektir.



7 ’den Z[i]’ya ¢ok sayida sonug aktarabilmemizin sebebi 7Z ’deki boliim, kalan

durumlarinin benzer olmasidir.

Teorem 3.1.4 (Bolme Algoritmasi) «, 3 € Z[i] ve B #0 olsun.

a=pPy+p ve N(p) <N(p)
olacak sekilde y,p e Z][i] vardir. Gergekte p sayisimi N(p)<(1/2)N(S) olacak

sekilde segebiliriz.

Bu teoremdeki y ve p sayilar sirasiyla bolim ve kalandir. Kalanin boyutu

(normu), bolim’in boyutu (normu) ile sinirhdir.

Teorem 3.1.4'1 kanitlamadan Once, y ve p'yi hesaplamaya calisirken bir incelik

oldugunu not edelim. Bu en iyi sekilde bir drnek iizerinde ¢alisarak anlagilir.

Ornek 3.16 a=27-23i ve B=8+i olsun. N(B)=65 dir. a=8y+p ve
N(p)<65 seklinde yazmak istiyoruz. «/f oranmm1 alir ve paydayi

rasyonellestiirsek
a _aff _(27-23i)@8-i) 193-211i
B BB 65 65

olur. 193/65=2,969... ve —211/65=-3,246... oldugundan her kesri tam degeri
ile degistirerek y=2-4i alalim. Bu durumda oa-p(2-4i)=7+7i dir ve
p=7+T7i olmasi teoreme uymaz. Cilinki N(7+7i)=98 sayis1 N(B)=65
sayisindan biiyliktiir. Bu nedenle aliman y ve p 'nin se¢imi dogru olmaz. Simdi
193/65=2,696... ve -211/65=-3,246... 'y1 en yakindaki tamsayilarla
degistirerek. y =3-3i alalim. a—£(3-3i)=2i ve N(-2i)<N(f) =65 olur. Bu
yiizden y =3-3i ve p=-2i teoreme uygun bir se¢imdir.

En biiyiik tam say1 yerine en yakin tamsay1y1 segmek de Z 'de yapilabilir. Ornegin
34/9=3.77... sayis1 4’e 3 ten daha yakindir. Bolme algoritmasinda 34=9.3+7 yazilir
ancak 34=9.4-2 yazildiginda da -2’nin mutlak degeri 9’dan kiigiiktiir. Bu iki durum,

7. de modifiye edilmis bolme algoritmasi seklinde yazilir.

7. de modifiye edilmis bolme algoritmasi: a,b 7 ve b =0 olsun.

8



a:bq+n|ﬂs%m

olacak sekilde q ve r tam sayilar1 vardir (teklik yok). Ciinkii 7Z deki bdlme
algoritmasinda bg <a<b(q+1) dir. bq ile b(q+1) arasi uzaklik |b| kadardir. Eger a

sayis1 bg’ya daha yakin ise |a—bq| = |r| S@ olur. Eger a sayis1 b(g+1)’e daha yakin
ise |a—b(q +1)|:|r1|$g olur. Boylece ya a=bq+r, |r|sg dir ya da

b )
a=b(q+1)+r, |r1|£g olur. Ornegin; a=27, b=6 alinirsa, 4<27/6<5 tir. O

b
halde 27=6.4+3 veya 27=6.5-3 olarak yazilabilir. Her durumda |r| < g dir.
Ispat: (Bolme Algoritmas1 Ispat1) «,BeZ[i],f#0 olsun. y,peZ[i] 'yi
a=Pyr+p ve N(p)<(1/2)N(B) olacak sekilde yazmak istiyoruz.

a_aB_ aff _m+ni

B P NB) N
dir. Burada af yerine m+ni yazildi. Z 'de degistirilmis bolme algoritmasi

kullanarak m ve n'yi N(f) ile bolelim:
m=N(B) 4+, n=N(p) t, +1;
Burada q,,q, Z'dir. Ve 0< |f], || <(1/2)N(B) dir. Bu durumda

a NG +n+(N(B)G, +1)i
Z N(B)

L+l

N(5)
dir. y=0,+0,i diyelim. Boylece yukaridaki denklem

:q1+q2i+

L +ri
_ By =112 3.1
a- Py B (3.1)

sekline gelir. Simdi N(a—pfy) <(1/2)N(B) oldugunu gosterecegiz. p=a— Ly
almirsa Boliim algoritmast saglanmis olacaktir. (3.1)’nin her iki tarafinin normlari

alinr ve N(B) =N () oldugu kullanilirsa:



r.12 +r22

N(B)

N(a—fr) =

bulunur. 0< | 1] .|| < W/ 2)N(8) oldugu kullanlirsa

_ L/ HN(B)* + (LI HN(B)?* 1
(0) (a—pr) N(3) > (B)

elde edilir.

Ornek 3.1.7 o =11+10i ve B=4+i olsun. N(B)=17"dir.
a _ aff 54+29i
B N(B) 17

. 54 .
dir. 523,17... ve §=1,70... dir. » =3+2i alalim. a— By =1-i esitliginden

p=1-iolurve N(p)=2<(1/2)N(p) dir. Boylece Bélme algoritmasi saglanir.

Ornek 3.1.8 o =41+24i ve f=11-2i alahm. N(8) =125 ve

a off 403+346i

B 125 125
403 346

dir., —=3,224 ve —=2,768 oldugundan y=3+3i alarak a—- By =2-3i
125 125

olur. p=2-3i'dirve N(p)=13 ve N(f) =125 olup B6lme Algoritmasi saglanir.

Not: Z ’deki bolme algoritmasit ile Z[i] ’deki (olagan) bolme algoritmasi arasinda

ilging bir fark vardir. Z[i] de boliim ve kalan tek degildir.

Ornek 3.1.9 o =37+2i ve =11+2i olsun. N(f)=125"dir. Yukaridaki gibi Z][i]
’de bolme algoritmasi uygularsak o = .3+ (4—4i) olur. Ancak ayn1 zamanda
a = B(3—1)+(2+7i) dir. Her iki durumda da kalanlarin normlar1 125 ’ten kiigiiktir.
(Aslinda 125/ 2 © den kiigliktiir.)

Ornek 3.1.10 o =1+8i ve B =2—4i olsun.

af -30+20i 3

N(B) 20 2

e
p
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.3 . . .
dir. > sayist —2 ve —1' in tam ortasinda yer aldigindan y =-1+i veya y =-2+i

kullanabiliriz.  Ilk tercihi kullanarak o = g(-1+i)—1+2i , ikinci tercihimizi

kullanarak « = (2 +i)+1—2i olur. Bunlar da bolme algoritmasini saglar.

3.2 Notrosofik Gruplar

Bu kisimda ki bilgiler Agboola vd. (2012), Vasantha Kandasamy ve Smarandache
(2006) kaynaklarindan alinmistir.

Tanmmm 3.2.1 (G,*) herhangi bir grup olsun. * ikili islemi altinda G ve | ile

iiretilen notrosofik grup N(G)z((GUI),*) ile gosterilir. Burada | elemany,

12 =1 ozelligini saglayan bir bilinmeyendir. Bir n tam sayis1 icin n+1 ve nl

tipindeki elemanlara notrosofik eleman denir. Eger her a,b e(G ) I> icin ab =ba

ise (GU ) ye degismelidir denir.

Not: G toplamsal bir grup ise (Gul)={a+bl :a,beG} bi¢iminde, ¢arpimsal bir

grup ise (GU1)=GU{al :a e G} bigimindedir.

Not: Bu kisimda iistteki teoriye de uygun olmast bakimmdan (GUI)  gdsterimi

yerine G [I ] gosterimi kullanilacaktir.

Ornek 3.2.1 (i) Z[1],Q[I],R[I] ve C[I] kiimeleri bilinen toplama islemine gore
sirastyla tam sayilarin, rasyonel sayilarin, reel sayilarin ve kompleks sayilarin

notrosofik gruplardir.
(i) QI R[1] ve CTI] kiimeleri bilinen garpma islemine gore sirasiyla rasyonel

sayilarin, reel sayilarin ve kompleks sayilarin nétrosofik gruplaridir.

Ornek 3.2.2 Z, ={0,1,2,...,6} kiimesi, mod7 toplama islemi altinda bir gruptur. O

halde Z,[I]={a+bl|a,beZ,} kiimesi, Z, ve | ile iiretilen bir ndtrosofik gruptur.
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N(Z7):{Z7[I],+} biciminde de gosterilir. Ayrica Z7[I] kiimesinin kendisi de

“+” islemine gore bir gruptur. O halde bu notrosofik grup ayn1 zamanda bir gruptur.

Teorem 3.2.1 N(G)=(G[I],*) bir notrosofik grup olsun.
i) N (G) genel olarak grup degildir.

ii) N(G) daima bir grup igerir.

Ispat: (i) N(G)’ nin bir grup oldugunu varsayalim. x e G[l] olsun. Eger x bir
notrosofik eleman ise X ¢ G[1] dir. O halde N (G) grup olamaz. Bu celiskidir.

(ii) Ayrica N (G) nétrosofik grubu G ve | ile iiretilmektedir ve her zaman G cGJ[l]

dir. Busebeple N (G) daima bir grup igerir.

Tamm 3.2.2 N(G)=(G[l],*) notrosofik grup ve A, G[1] nin bir proper alt kiimesi

olsun.

(i) Eger A kiimesi notrosofik grup ise ve grup olan bir proper alt kiime igerirse, bu
kiimeye N(G)’nin bir nétrosofik altgrubu denir.

(i) Eger A, grup olan hichir proper altgrup igermezse A’ya N(G)’nin pseudo

notrosofik altgrubu denir.

Hatirlatma: G, birimi e olan bir grup olsun. {e}# AcG olacak sekildeki A

altgrubuna G nin proper alt grubu denir.

Ornek 3.23 7Z,[1]={012311+1,2+1,3+1,21,1+21,2+21,3+21,31,1+3l,
2+31,3+31} kiimesi toplamsal nétrosofik gruptur. T ={0,2,2+21,21} kiimesini
ele alalim. Bu kiimenin proper alt kiimesi olan {0, 2} kiimesi Z, lin alt grubudur. O
halde T kiimesi bir nétrosofik altgruptur. P = {O, 2I} kiimesi ise bir pseudo

notrosofik altgruptur. Cilinkii P kiimesi 7Z, *iin alt grubu olan higbir proper alt kiime

igermez.
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Ornek 3.2.4 G={ea,b,c} Klein 4-grup olsun. Bilindigi gibi a’*=b’=c’=e,
bc=cb=a, ac=ca=b, ab=ba=c dir. Bu islemler altinda
G[l]= {e,a,b,c, I,al,bl ,CI} kiimesi notrosofik degismeli gruptur. H = {e,a, I ,al} :

K= {e,b, I,bl } , P= {e,c, I ,CI} kiimeleri G[I]’ nin ndtrosofik altgruplaridir.
Teorem 3.2.2 Notrosofik gruplar asikar olmayan idempotentlere sahip olabilir.

Ispat: 1 eN (G)ig:in 12 =1 'dir. Yani | asikar olmayan idempotent elemandir.

Ormek 3.2.4 ‘teki a, b, ¢ elemanlar1, nétrosofik grubun asikar olmayan idempotent

elemanlaridir.

Tanim 3.2.3 N (G) noétrosofik grup olsun. N (G) ‘deki farkli elemanlarin sayisina
N (G) ‘nin mertebesi denir. N (G) ’deki elemanlarin sayisi sonlu ise N (G) ’ye sonlu
notrosofik grup denir. Aksi taktirde N (G)’ye sonsuz nétrosofik grup denir. N(G)

’nin mertebesi 0( N (G)) veya |N (G)| ile gosterilir.

Ornek 3.25 N (G)= {1,2,3, 4,1,21,31 ,4|}=Z§[I] carpimsal notrosofik grubunu
ele alam. P={1,2,4,1,21,41} = N(G) 'dir. P kiimesi nétrosofik altgruptur.
o(N(G))=8 ve o(P):G'dir. Buna gore P nin mertebesi N(G) nin mertebesini

b6lmez. Boylece nétrosofik gruplarda genel olarak Lagrange teoremi saglanmaz.

Tamim 3.2.4 N (G)sonlu nétrosofik grup olsun. P, N(G) nin 6zalt kiimesi olsun
ve P, N(G) ‘nin islemleri altinda nétrosofik grup olsun. Eger P’nin mertebesi
N (G) ’nin mertebesini bélerse yani O(P)‘O(N (G)) ise P’ye Lagrange nétrosofik

alt grup denir. Eger sonlu bir nétrosofik grubun tiim nétrosofik alt gruplari Lagrange

ise N(G) ‘ye Lagrange nétrosofik grup denir. Eger N(G)en azindan bir tane

Lagrange nétrosofik alt gruba sahipse N(G)’ye zayif Lagrange nétrosofik grup
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denir. Eger N (G) ‘nin hi¢ Lagrange noétrosofik alt grubu yoksa N (G) ’ye Lagrange

olmayan nétrosofik grup denir.

Tamim 3.2.5 N (G)nétrosofik grup ve xe N(G) olsun. Eger X" =1 olacak sekilde

bir pozitif n tamsayis1 varsa x’e notrosofik elaman denir. x™ =1 olacak sekilde bir

pozitif m tamsayis1 varsa x’e torsion eleman denir.

Ornek 3.2.6 N(Z;) ={1,2,3,4,5,6,1,21,31,41,51,61} carpimsal noétrosofik grup
olsun. @D =1, =1,6D)>=1,1"=1,2D° =1,(51)° =1 dir. Ayrica
17 =1,28=13°=14°=15°=1,6% =1 dir. Bu nétrosofik grupta biitiin elemanlar ya

noétrosofik elemandir, yada torsion elemandir.

Tamm 3.2.6 N (G) noétrosofik bir grup ve H, N (G) ‘nin noétrosofik bir alt grubu
olsun. ne N (G)igin
Hn={hn|he H}

kiimesine H’nin G’deki bir sag yan kiimesi denir. Benzer sekilde sol yan kiime de

tanimlanabilir.

Ornek 3.2.7 N (G) = {l, 2,3,4,1,21,3l ,4|} modiil5 altinda nétrosofik grubunu ele
alalm. H = {l, 4,1 ,4|} kiimesi bir notrosofik alt gruptur. H’nin sol yan kiimeleri
2H ={2,3,21,31} , 3H ={3,2,31,21} , 1H =4H ={1,4,1,41} , IH ={1,41} =4IH,

21H ={21,31} =3IH dir.

Tanmim 3.2.7 N (G)nétrosofik grup ve H, N(G) ’nin nétrosofik alt grubu olsun. Eger
X,yeN(G) i¢in H=xHy olacak sekilde N(G) 'de x ve y elemanlan

bulunabiliyorsa H’ye normaldir denir.

Ornek 3.2.8 N(G)={1,2,3,4,5,6,7,|,2|,3|,4|,5|,6|,7|} mod8 ¢arpma islemi

altinda notrosofik grubunu ve H ={17,1,71} = N(G) alt kiimesini ele alalim.
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XHy = H olacak sekilde hi¢bir X,y e N (G) yoktur. Boylece H,N (G) ’de normal
degildir.
Tamm 3.2.8 N (G) nétrosofik bir grup olsun.

C ( N (G)) ={xeN(G)|ax=xa,Vae N (G)} kiimesine N (G) nin merkezi denir.

Not: Nétrosofik grubun birimi C(N (G)) ye ait oldugu igin C(N(G))= @ ‘dir.

Ayrica N (G) degismeli notrosofik bir grupsa C ( N (G)) =N (G) olur.

N a b
Ornek 3.2.9 Gz{(c dJ|ad—bC¢O,a,b,C,d ER} olsun. Bu kiime c¢arpimsal

otrosofik tur, degismeli degildi L Ojfa by _fa byfl 0 ldugu i¢i
notrosofik gruptur, degismeli degildir. 0o 1lle d7le dllo 1 oldugu i¢in

L ecoran

3.3. Notrosofik Halkalar ve Temel Ozellikleri

Bu kisimda Agboola vd (2012), Kandasamy ve Smarandache (2006) makalelerinden

yararlanilmagtir.

Tanmm 3.3.1 (R, +, .) bir halka olsun.

R[I]={a+bl:abeR}
kiimesine, R ’nin islemleri altinda R ve | ile iiretilen nétrosofik halka denir. (I
bilinmeyeni 1? =1 6zelligini saglayan bir elemandir.) Eger R halkas1 bir cisim ise

R [ I ] ’ya notrosofik cisim denir.

Not: | elemaninin tersi olmadigi igin R[I ] halkasi hi¢gbir zaman cisim degildir.

Ornek 3.3.1 Z[I1],Q[I],R[I] ve C[I] swrasiyla notrosofik tam sayilar halkasi,
notrosofik rasyonel sayilar halkasi, notrosofik reel sayilar halkasi ve nétrosofik

kompleks sayilar halkasidir. Z[I]z {a+bl | a,beZ} olmak iizere Z < Z[I]
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dir. Q,R ve C cisim olduklart igin Q[I],R[I]Ve (C[I] kiimeleri notrosofik

cisimdir. Ancak | elamaninin tersi olmadigi i¢in Q[I], R[I], (C[I] notrosofik

halkalar1 cisim olamaz. Bunun bir sonucu olarak

(a+bl)x= (c+dl)
formundaki noétrosofik  denklem Q[I], ]R[I], C[I] '‘de b=0 durumu hari¢

¢Oziilemez.

Ornek 3.32 Z,={0,1,2,...,n—1} modn tamsayilar halkasi olsun. Z [1] ndtrosofik
halkadir ve n’ elemanhdir. Ornegin; Z, ={O,1} mod2 tamsayilar halkasi olmak
iizereZ,[1]={0,1,1,1+ 1}, 2° =4 elemanl bir nétrosofik halkadir. Z, cisim oldugu

icin Z, [I ] notrosofik cisimdir. Ancak cisim degildir.

Teorem 3.3.1 R [ I ] bir notrosofik halka ise R [I ]bir halkadir.

n,on nun

Ispat: R[I]nétrosoﬁk halka ve R’nin ikili islemleri "+" ve olsun. R[I] nin

halka oldugunu gdstermek i¢in toplama islemi altinda bir abelyan grup ve carpma

islemi altinda yart grup ve dagilma Ozelligini sagladigimi  gdsterelim.

a+bl, c+dl eR[lI] olsun. a+ceR ve b+deR  oldugu igin
a+bl+c+dl =a+c+(b+d)I eR[l] dir. Bdylece toplama islemi altinda kapalilik

ozelligi saglanir. R’deki toplama isleminin birlesmeli olmasi kullanilarak R [ | ] ‘nin
birlesme Ozelligini sagladigi goriilebilir. a+c=c+a ve b+d =d+b oldugundan
(a+bl)+(c+dl)=(c+dl)+(a+bl)dir ve bdylece toplama islemine gére R[I]
degismelidir. R halkasinin  toplamsal  birimi  siffir  olmak  {izere

a+bl+0=a+0+(b+0)l =a+bl oldugundan sifir aym zamanda R[] ’nin
toplamsal ~ birimidir. Her a+bl eR[I] i¢in -a+(-b)leR[I] dir ve
(a+bl)+(-a+(-b)1)=0 dir. Bylece R[1]"da her elemanin toplamsal tersi vardir
ve  R[I] toplamsal  abelyan  gruptur.  a+bl, c+dl eR[I] i¢in
(a+bl).(c+dl)=ac+(bc+ad +bd)I eR[I] dir. Bdylece R[l] ¢arpma islemine

gore kapalidir. R’deki ¢arpma isleminin birlesmeli olmasi kullanilarak R [I ] ‘nin da
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bu isleme gore birlesme Ozelligini sagladigr goriilebilir. Ayrica R[I] da ¢arpma
isleminin toplama islemi iizerine dagilma o&zelliklerinin saglandigi goriilebilir.

Boylece R [I ] toplama ve carpma islemlerine gore bir halkadir.

Tamm 3.3.2 R[1] notrosofik halka olsun. Eger her X,y e R[1]igin xy = yxise R[I]
’ya komutatif veya degismeli notrosofik halka denir. Eger her reR[l] i¢in

1.r =r.1=r olacak sekilde 1< R[I] varsa R[1] ’ya birimli nétrosofik halka denir.

Ornek 3.3.3 Z[1],Q[1], R[] ve C[I] birimli ve degismeli nétrosofik halkalardir.

Tanim 3.3.3 R[] notrosofik halka olsun. M ={(aij) Ly € R[I]} kiimesine

nxn

bilinen matris toplami ve ¢arpimi altinda ndtrosofik matris halkas1 denir.

a b

Ornek 3.34 M ={C dJ | a,b,c,d e@[l]} kiimesi, matris toplamma ve

carpimina gore degismeli olmayan, birimli nétrosofik matris halkasidir.

Tanmm 3.3.4 R[I] nétrosofik halka olsun. Her x eR[I] i¢in nx=0 olacak sekilde
pozitif n tam sayilar1 varsa bunlarin en kiigiigiine R[I] halkasinin karakteristigi

denir. Eger boyle bir pozitif tam say1 yoksa karakteristik sifirdir denir.

Ornek 3.3.5 Z[1],Q[1],R[1] ve C[I] sifir karakteristikli nétrosofik halkalardir.

Ornek 3.3.6 Z4[I] :{0,1,2,3,I,1+I,2+I,3+I,2I,1+2I,2+2I,3+2I,3I,1+3I,

2+31,3+3 I} dort karakteristikli bir notrosofik halkadir.

Ornek 3.3.7 M,,, :{(g 3):a,b,c,d €Z,[1]; iki karakteristikli ndtrosofik matris

halkasidir.
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Tamm 3.3.5 R[] nétrosofik halka ve P, R[I] ’nin bir proper alt kiimesi olsun. Eger
R[1] 'min islemleri altinda P’nin kendisi bir nétrosofik halka ise P kiimesine R[I]

’nin notrosofik alt halkasi denir.

Not: Baz1 kaynaklarda da Kandasamy ve Smarandache (2006), Agboola vd. (2012)
notrosofik alt halka tanimi su sekilde de verilmektedir: S, R’nin bir alt halkasi ve n

bir pozitif tam say1 olmak iizere, S ve nl kiimesi ile iiretilen P = S[nl] kiimesine,

R[1] 'nin noétrosofik alt halkasi denir.

Ornek 3.3.8 Z,[l] sonlu nodtrosofik halkadir ve 12 Kkarakteristiklidir.
S={O,2,4,6,8,10}, Z,, 'nin alt halkas1 olmak iizere P=S[I]:{O,2,4,6,8,10,
2|,2+2I,...,10+10|} kiimesi Z,[1] 'nin  bir ndtrosofik alt halkasidir.

T ={O,6+6|} kiimesi, Z,,[l] notrosofik halkasmin islemleri altinda bir halkadir

ancak notrosofik halka degildir.

olsun. Asagidaki kosullar saglaniyorsa T ye bir pseudo nétrosofik halka denir:
(1) a ve b reel sayilar, en az bir b#0 olmak {izere T kiimesi a+bl tipindeki

elemanlardan olusur,

(2) (T,+) bir degismeli gruptur,

(3) (T) bir yar1 gruptur,

(4) her x,y,zeT igin x(y+z)=Xxy+xz ve (y+z)x=yx+zx dagilma ozellikleri

saglanir.

Ornek 3.3.9 T ={0,21,41,61,81,101} kiimesi modl2 ye gdre toplama ve ¢arpma

islemlerine gore bir pseudo ndtrosofik halkadir. T ndtrosofik halka degildir.

Tanmm 3.3.7 R[I] noétrosofik halka ve R[I] ’nin bos olmayan bir alt kiimesi P olsun.
Asagidaki sartlar saglanirsa P’ye R[1] 'nin notrosofik ideali denir.

i) P, R[1] nin nétrosofik alt halkasidir,

i) her peP ve reR[l] i¢in rpe P ve preP.
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Eger sadece rp e P ise P’ye sol nétrosofik ideal, pr e P ise P’ye sag nétrosofik
ideal denir. R[1] degismeli oldugunda rp= pr oldugundan sag ve sol idealler

aymdir.

Ornek 3.3.10 Notrosofik halkasinda
P= S[I ] :{ 0,2,4,6,810,21,2+21,...,10+101 } kiimesi  Kkolayca  goriilebilirki

Z.,[1] nin bir nétrosofik idealidir.

Ornek 3.3.11 Z[I] nétrosofik halkasinda P:nZ[I] alt kiimesi ( neZ"')

notrosofik idealdir.

Tammm 3.3.8 R[I] nétrosofik halka ve P, R[l] 'nin pseudo noétrosofik alt halkasi
olsun. Eger her peP ve reR[l] i¢in rpe P ve preP ise P ye R[I]’nin pseudo

notrosofik ideali denir.

Ornek 3.3.12 Zlﬁ[l] notrosofik halkasinda P:{O,ZI,...14I} kiimesi bir pseudo

notrosofik idealdir.

Teorem 3.3.2 p bir asal say1 olmak iizere

) Z, [ I ] noétrosofik halkasinin higbir nétrosofik ideali yoktur,

ii) Z [1] ., p mertebeli bir tane pseudo notrosofik ideale sahiptir.

Ispat: i) Z o [I ] notrosofik halkasinin bir notrosofik P idealinin var oldugunu kabul
edelim. Bu durumda P,Z ' nin proper alt halkas: olmak iizere P =P,[1] seklinde
olacaktir. p asal oldugundan 7, ‘nin {0} ve Z , den bagka alt halkas1 yoktur. Yani
Z, nin R gibi bir proper alt halkasi yoktur. Béylece Zp[l] nin P = F’l[l] gibi bir
alt halkasi olamaz. Sonug olarak Z [I ] notrosofik halkasinin higbir nétrosofik ideali

yoktur.
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ii) K={0,1,2l,...,(p—1) I} kiimesi p mertebeli bir pseudo idealdir. p asal say1 oldugu
icin K —{0} kiimesinin her eleman1 K y1 tiretir. K hem maksimal hem de minimaldir.

O halde K kiimesinden baska p mertebeli pseudo notrosofik ideal yoktur.
Asagidaki 6nermelerin ispat1 da klasik halka teorideki ispatlarin aynisidir.

Onerme 3.3.1 R[l] nétrosofik halka ve P ., R[1] ‘nin bir alt kiimesi olsun. P
notrosofik idealdir ancak ve ancak asagidaki sartlar saglanir:

) P=0,

ii) hera,beP=a-beP,

iii) heraeP, reR[l]=ra, areP.

Onerme 3.3.2 R[I] nétrosofik halka olsun. R[1] ve <O0> kiimeleri, R[I] 'nin

notrosofik idealidir.

Onerme 3.3.3R[1] birimli nétrosofik halka ve P R[I] nin nétrosofik ideali olsun.

Egerle P ise P = R[I] dir.

Onerme 3.34 a=x+yl, R[I] notrosofik halkasinin bir eleman1 ve
P={ra:reR[I]} < R[I] olsun.
i) X,y =0 ise P R[I]’nin sol nétrosofik idealdir.

ii) x=0 ise P,R[1]'nin sol pseido ndtorosofik idealidir.

ispat :
1) Agiktir.
i) x=01ise P ’nin her elemani bir SR i¢in sl

formundadir. Boylece P ={0,sl}olur bu da R[] nin sol pseido nétrosofik idealidir.

Tamim 3.3.9 R[1] nétrosofik bir halka olsun.
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1) Eger P, a,b#0 olmak iizere r =a+bl € R[1]elemaniyla iiretilen bir nétrosofik
ideal ise P ’ye R[I] ’nin notrosofik temel ideali denir ve (r) ile gosterilir.
2) Eger P, R[I] ’nin, a#0 olmak iizere bir r =al elemaniyla iiretilen pseudo

notrosofik ideali ise P ye pseudo nétrosofik temel ideal denir ve (r) ile gosterilir.

Onerme 3.3.5 R[I] nétrosofik halka ve a, b#0 olmak iizere r=a+bl e R[]

olsun.

1) (r), r’yiigeren en kii¢iik nétrosofik idealdir.

i) R[1] nin her pseudo noétrosofik ideali bir ndtosofik ideal tarafindan igerilir.

Onerme 3.3.6 Z[I ] nin her pseudo notrosfik ideali bir temel idealdir.

Tamim 3.3.10 R[I]nétrosofik halka ve P nétrosofik ideali olsun.

i) R[1] nin herhangi bir P < J olacak sekildeki nétrosofik J ideali i¢in J =P veya
J =R[l]oluyorsa P’ye maximaldir denir.

i) Eger JQ < P olacak sekilde R[] ’nin iki ndtrosofik J ve Q idealeri i¢in J — Pya

da Q < P oluyorsa P ’ye asal ideal denir.

Onerme 3.3.7 R[] birimli ve komutatif notrosofik halka ve P nétrosofik ideal
olsun. Bu durumda P’nin asal olmasi icin gerek ve yeter kosul x,yeR[l] i¢in

Xy € P oldugunda x e P veya y € P olmasidir.

Ornek 3.3.13 Z[ ] nétrosofik halkasinda

i) neZ" olmak iizere (nl) pseudo nétrosofik temel idealdir,
i) (1) tek maksimal pseudo nétrosofik temel idealdir,

i11) (0) tek asal notrosofik temel idealdir.

Tammm 3.3.11 R[I] notrosofik halka ve 0= x e R[I] olsun. Eger xy=0 olacak

sekilde sifirdan farkli bir y € R[1] varsa x elamanina sol sifir bolen denir. Sag sifir
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bdlen benzer sekilde tanimlanir. Eger bir X eleman1 hem sag hem sol sifir bolense x’e
kisaca sifir bolen denir.

Tammm 3.3.12 R[1] nétrosofik halka olsun. Eger R[I] degismeli, birimli ve sifir
bdlensiz ise tamlik bolgesi adini alir.

Teorem 3.3.3 R bir tamlik bolgesi olsa bile R[ 1] nétrosofik halkasi tamlik bolgesi
degildir.

Ispat: Varsayalim ki R[I] bir tamlik bolgesi olsun. R R[I] oldugu aciktir. o ve
p sifirdan farkli pozitif tam sayilar olmak tizere X=(ax—al) ve y=/p1, R[l]
‘nin

iki elemant olsun. Xx#0vey#0 ‘dir ve xy=0 dir. Bu da gosterir ki

x vey, R[1] da nétrosofik sifir bolendir ve sonug olarak R[I] tamlik bdlgesi
degildir.

Tammm 3.3.13 R[I] nétrosofik halkasinda bir x e R[] eleman1 x*=x ozelligini

saglarsa X’e idempotent eleman denir. b=0 olmak lizere x=a-+bl e R[I] olsun.

X2 = X ise X e notrosofik idempotent eleman denir.

Ornek 3.3.14 Z,[1] nétrosofik halkasinda 0, 1, | ve 1+l idempotent elemanlar,

bunlardan | ve 1+l ayni1 zamanda nétrosofik idempotent elemanlardir.

Ornek 3.3.15 Z,[l] nétrosofik halkasinda | ve 1+21 nétrosofik idempotent
elemanlardir.

Tamm 3.3.14 a#1b olmak iizere x=a+bl , R[l] de bir eleman olsun. Eger

Xy = yx=0 olacak sekilde y=c+dl, (C#*d) eleman1 varsa X’e ndtrosofik sifir

bélen denir. (a—al )l =0 oldugu i¢in a—al ve | tipli elemanlara asikar sifir bdlen
denir.
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Ornek 3.3.16 Z4[I] notrosofik halkasinda (2—21)I =0 dir. 2—-21 ve | agikar

notrosofik sifir bolenlerdir. (2+21)(2+31) =0 oldugundan 2+3l asikar olmayan

notrosofik sifir bolendir.

Tamm 3.3.15 b#0 olmak iizere Xx=a-+bl , R[I] mn bir eleman: olsun. Eger

X" =0 olacak sekilde sekilde bir pozitif n tam sayisi1 varsa X’e notrosofik nilpotent

eleman denir.

Ornek 3.3.17  Z,[1] nédtrosofik halkasinda 2+2I bir nétrosofik nilpotent

elemandir. Ciinkii (2 + 21 )2 =0 dir.

. 0 2I
Ornek 3.3.18 M,,,[l] matrislerin nétrosofik halkasi olsun. A= LO 0 J matrisi

00
igin A* = LO OJ oldugundan A matrisi nétrosofik nilpotenttir.

Tanmm 3.3.16 R[I] notrosofik halka ve r nétrosofik halkanin sabit bir elemani
olsun. N(r): {xeR[I]:xr =rx} kiimesine R[I] ’de r’nin normalleyen kiimesi

denir.

Ornek 3.3.19 M kiimesi

a b
=3 Pavezal

seklinde tanimli notrosofik halka olsun. M’nin 16 elemana sahip oldugu agiktir. M

01
Ikiimesindeki r = [0 OJ elemaninin normalleyen kiimesini bulalim:

vo-{(5 o5 o5 o o

23



a byo0 1 0 1)a b 0 a 0 0
= = = =a=0 bulunur. Boylece
0 0)l0 O 0 0){0 O 0 0 00

0 b
[0 OJ seklindeki elemanlar normalleyene aittir. O halde b=0,b=1b=1,b=1+1
01 0 0Y(O 1)(O 1)(O0 1+1I
olacagindan N = , , , olur.
00 0 0)lo0 0){o0o 0){0 ©

Tanim 3.3.17 R [I ] notrosofik halka ve P de R [I ] ’nin notrosofik ideali olsun.
R[I] /P={r+P:reR[I]}

kiimesi bir nétrosofik halkadir. Bu halkaya da notrosofik boliim halkasi denir.

Yukaridaki tanimda R[I]/ P ’nin herhangi bir iki eleman1 Xx=r,+P ve y=r,+P
olsun. R[1]/P°de + ve. islemleri asagidaki gibi tanimlansin:
X+y=(n+r,) +P
Xy =(r.r,)+P

Kolayca gosterilebilir ki

) Ikili islemler iyi tanimlidur.

ii) (R[1]/P, +) bir abelyan gruptur.
iii) (R[I /P, ) bir yar1 gruptur.
iv) zeR[I]/P igin z(X+Yy)=2x+2y Ve (X+Y) Z=XzZ+Yyz

dir. Buna gore R[I]/P bir nétrosofik halkadir ve P’de toplamsal birim elemanidir.

Ornek 3.3.20 Z[1]nétrosofik halkasinda P = 37 [I ] notrosofik idealdir.

z[1]/P={a+Placz[I]|
={P,1+P,2+P,1+P,21 +P,(1+1)+P,(2+1)+P,
(1+21)+P,(2+21)+P}

dir. Bu kiime nétrosofik bolim halkasidir.
Ornek 3.3.21 le[l ] ={0,1,2,3,...,1,1,21,...,111,1+1,2+1,..11+111}
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notrosofik halkasinda P ={0,6,1,2l,...,111,1 +6,...,111 +6} kiimesi notrosofik
idealdir. Z,,[1]/P={P,1+P,2+P,..,.5+P} kiimesi nétrosofik bolim halkasidir

fakat notrosofik halka degildir.

Tanmm 3.3.18 R[I] noétrosofik halkasinda P nétrosofik ideal olsun. Eger R[1]/ P
bir halka ise fakat ndotrosofik halka degilse R[I]/P ’ye sahte notrosofik boliim

halkasi denir.

3.3.21° deki O6rnek sahte notrosofik bolim halkasidir.

Ornek 3.3.22 Z,[I] nétrosofik halkasinda P ={0,1,21,3l,..,61} icin

Z,[1]/P={P,1+P,2+P,3P,..,6+ P}dir. Bu kiime Z,ye izomorf olan bir sahte

notrosofik bolim halkasidir.

Tammm 3.3.19 R[I] ve S[I] iki notrosofik halka olsun. ¢:R[I]—>S[I]

fonksiyonunu ele alalim. Eger

i) ¢ bir halka homomorfizmasi,

i) R[I ] nin | elemani igin ¢(1)=1
kosullart saglaniyor ise ¢ doniisiimiine ndtrosofik halka homomorfizmi denir. Eger
@ hem birebir hem 6rten ise ¢ ’ya notrosofik izormorfizm denir. Bu durumda R[I]
ve S[I] ya notrosofik izomorf halkalar denir ve R[I]; S [I] ile gosterilir.

{xeR[I]:¢(x)=0} kiimesine ¢ nun ¢ekirdegi denir ve Ker ¢ ile gosterilir.

Ornek 3.3.23 Z[I] tam sayilarmn notrosofik halkasi ve P =5Z[I] olsun. P’nin Z[I]
’da notrosofik ideal oldugu agiktir. Z[1]| P notrosofik boliim halkasi asagida gibidir.

Z[1]IP={P,1+P,2+P,3+P,4+P,1 +P,21 +P,31 + P, 41 +P,(1+1)+P,(1+21)+P,
(1+31)+P,(1+41)+P,(2+1)+P,(2+21)+P,(2+31)+P,(2+41 )+ P,(3+1)+P,(3+21)+P,
(3+31)+P,(3+41)+P,(4+1)+P,(4+21)+P,(4+31)+P,(4+41)+P}
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Teorem 3.3.4 ¢: R[I]—)S[I] bir nétrosofik halka homomorfizmi ve K=Ker ¢

olsun.

i) K, R[I]'nin alt halkasidir.
i) K,R [ I ] 'nin notrosofik alt halkas1 olamaz.

iii) K, R[I]'nin ideali olamaz.

Ispat :

1) Acik.

i) ¢(I ) = | oldugundan | ¢ K 'dir ve sonug agiktir.
iii) (ii)’den direk ¢ikar.

Ornek 3.3.24 R[I] notrosofik halka ve ¢: R[I]—)R[I] 've VreR[l] igin

¢(r)=r ile tammlanan bir déniisim olsun. Bu durumda ¢ nétrosofik halka

homomorfizmasidir.

Ornek 3.3.25 R[l] nétrosofik halka ve P onun nétrosofik ideali olsun.
@ R[I]—) R[I]/ P doniisimi Vr e R[I] i¢in ¢(r): r+P seklinde tanimlansin.
vr,seR[l] i¢in ¢(r+s)= @(r)+ ¢(s) ve ¢(rs)= #(r). #(s) saglanir. Bunlarda
gosterir ki ¢ bir halka homomorfizmasidir. Ancak ¢(| ) =1+P =1 dir. Bu nedenle

@ notrosofik halka homomorfizmas: degildir. Bu durum klasik halka kavrami ve

notrosofik halka kavrami arasinda ki 6nemli bir fark: gosterir.

Onerme 3.3.8 (R[I],+) nétrosofik abelyan grup olsun ve Hom(R[I], R[I])

kiimesi de R[I ] ’den kendisi i¢ine nétrosofik endomorfizmlerin kiimesi olsun. Bu

kiimede + ve . islemleri as

agidaki gibi tanimlansin. V¢,p € Hom(R[ ITR[1]) ve xeR[I] igcin
G+)(x)= (x)+w (%)
(@) (x)=dw (X))

26



Bu durumda (Hom(R[I], R[I]),+, .) notrosofik halkadir.

Ispat: Klasik halka ile benzerdir.

Tamim 3.3.20 R[I]komutatif nétrosofik halka ve x =a+bl e R[1]olsun.

i) a,b#0 olmak iizere X" =0 olacak sekilde bir pozitif n tam sayis1 varsa X’e R[I]
‘nin gii¢lii nétrosofik nilpotent elamani denir.

ii) Eger a=0, b=0ise ve X" =0olacak sekilde bir pozitif n tam sayis1 varsa X’e
zayif nétrosofik nilpotent eleman denir.

iii) Eger b=0 iken x" =0 olacak sekilde bir pozitif n tam sayis1 varsa x’e R[] ’nin

adi nilpotent elemani denir.

Ornek 3.3.26 Z,[1]nétrosofik halkasinda 0 ve 2 adi nilpotent elemanlardir. 21 zay1f

notrosofik nilpotent eleman ve 2+ 21 giiclii nétrosofik nilpotent elemandir.

Onerme 3.3.9 R[1] komutatif nétrosofik halka olsun.
1) R[l]’nin tim giiglii ndtrosofik nilpotent elemanlar1 kiimesi nétrosofik ideal
degildir.
i) R[l] 'nin tiim zayif notrosofik nilpotent elemanlart nétrosofik bir ideal
degildir.
iii) R[1]’nin tim nilpotent (adi, giiclii, zay1f) notrosofik elemanlarinin kiimesi

notrosofik idealdir.

Onerme 3.3.10 Z[I] tamsayilarin ndétrosofik halkast ve P:nZ[I] (n pozitif

tamsay1) olsun. Bu durumda
1) Z[l]/ P nétrosofik bir halkadir,

i) Z[1]/ P, n bir asal say1 olsa bile ne cisimdir ne de tamlik bolgesidir,

iii) Z[1]1/P %Z[1] dir
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Onerme 3.3.11 ¢:R[1]— S[I]'ye nétrosofik halka homomorfizmast olsun.
i) ¢(R[1])={ #(r):r eR[I1} kiimesi S[I]'nin nétrosofik alt halkasidur.
i) ¢(-r)=—¢(r), VreR[l]
iii) 0, R[1]'nin stfirtise $#(0), ¢(R[1]) nin sifirdur.
iv) P, R[I] nin nétrosofik ideali ise ¢#(P), S[I] nin bir ndtrosofik idealidir.
v) J, S[I] nin nétrosofik ideali ise ¢~*(J) ,R[I] "nin ndtrosofik idealidir.
vi) R[I] birimli ve birimi 1ise ¢(1), ¢(R[1]) nin birimidir.
vii) R[1] komutatif ise 4#(R[1]) de komutatiftir.

Ispat klasik halkadaki gibidir.

28



4. NOTROSOFIiK TAM SAYILARIN BAZI OZELLIKLERi

Bu Boliimde, Ceven ve Tekin (2020) tarafindan yayinlanan “Some Properties of

Neutrosophic Integers” isimli makaleye yer verilmistir. Bilindigi gibi ndtrosofik tam

sayilar kiimesi Z[l] = {a+ bl:a,be Z} degismeli ve birimli halkadir. Ayn1 zamanda

7 < Z[1] oldugu da agiktir.

Onerme 4.1 a+bleZ[l] olsun. Bu durumda bir x+yleZ[l] icin

(@a+bl).(x+yl)eZ olmast icin gerek ve yeter kosul x=(a+b)k ve

y =-bk (k €Z) olmasidir.

Ispat: (a+bl).(x+yl)eZ olsun. Bu durumda bx+(a+b)y=0 dir.  Béylece

X =(a+b)k vey=-bk (k €Z) oldugunu gériiriiz. Ispatin diger kism1 agiktir.

Onerme 4.2 Z[1] nin tersinir elemanlar1 kiimesi ~ {F1, F(1—21)} dur.

Ispat: a+bl e Z[l]olsun. a+bl ‘nn tersinir oldugunu ve tersinin X+ yl oldugunu

varsayalim. Bu durumda (a+bl).(x+ yl) =1 dir. Boylece ax=1ve bx+(a+b)y=0

oldugu goriiliir. Bu denklemleri ¢6zmek i¢in iki durum ortaya ¢ikar:

Durum 1: a=x=1 olursa b+(@+b)y=0 dir. Boylece y=—%eZ ’dir. Bu
+

durumda b=0,y=0 veya b=-2,y=-2"yi elde edilir. Bu sebeple 1+01 =1 ve

1-21 tersinir elemanlar olur.
Durum 2: a=x=-1 ve —b+(b-1)y=0 ’dir. Bdylece y:bileZ olur. Bu

durumda da b=0,y=0 veya b=2,y=2 elde ederiz. O halde —1+01 =-1 ve

—1+ 21 tersinir elemanlardir.

Ayrica Onerme 4.2 de elde edilen tersinir elemanlarim tersleri kendileridir.
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Onerme 4.3 Q[I]:{a+b|:a,be(@} olmak iizere Q[I] kiimesinin tersinir

elemanlar1 kiimesi U ={a+bl:a,be @, a=0, a+b =0} dir. Ayrica bir a+bl eU

1 bl
icin (a+bl)™"==—
foin ( ) a a(a+b)

Ispat: a+bl eQ[I] olsun. (a+bl).(x+yl)=1ise ax=1ve bx+(a+b)y=0 dir.

b

elde edilir. Onermenin dogrulugu goriilmiis
a(a+b)

1

Boylece x=— ve y=—
a

olur.

Z[1] halkasinda (3—31).(0+41)=0 oldugu i¢in, bu halka sifir bolene sahiptir.
Boylece Z [ | | halkasinin tamlik bdlgesi olmadigi goriiliir. Bu kisa saptamadan Z tam
sayilar halkasinin bazi temel ozelliklerinin Z[I] halkasinda saglanmadigi gortliir.
Bunu asagidaki sonuglarda da goreceyiz.

Tanim 4.1 u=a+bl eQ[I] olsun. a+b—bl notrosofik rasyonel sayisina u

sayisinin  eslenigi denir ve U ile gosterilir. u=a+bl sayisinin normu

N(u) =u.0l =a.(a+b) olarak tanimlanir.

Onerme 4.4 u=a-+bl ve v=c+dl cQ[I] olsun.
) N(u)eQ dr,

i) uez[1]ise N(u)eZ dir,

iii) N(u)=0<a=0 veya a=~b di,

iv) ae Q= N(a)=a’ dir,

v) N(bl)=0 dir,

vi) N (uv)=N(u).N(v) dir,

Vii) U0 ve N(u)=0 ise %e@[l] dir,

vili) v=£0 ve N(v)#0 ise N[%J:% dir.

Ispat: (i)-(v ) maddelerinin ispatlar1 norm tanimindan agiktir.

vi) N(uv) =N(ac+(ad +bc+bd)I)
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=ac(ac+ad +hbc+bd)
=a’c® +a’cd +abc® +abcd
= (a® +ab)(c® +cd)
=N(u).N(v)

.. 1
vii) u=a+bl eQ[1] olsun. Bu durumda TinC N(u)_WEQ[I] dir.

viii) u=a-+bl e Q[I]olsun.

R

_a+b[a+b b J

CN@WIN@W N
__ 1
N(u)
oldugundan
N (%J: N Lu.%J: N (u).N L%J:%
elde edilir.

Onerme 4.5 u e Z[1] olsun. Bu durumda U nun tersinir olmasi igin gerek ve yeter
kosul N(u)==+1 olmasidir.

Ispat: u tersinir eleman olsun. Bu durumda uwv =1 olacak sekilde bir veZ[l]
vardir. Béylece N(uv)= N(1) =1dir. Onerme 4.4 (vi) ve (ii) ile N(u).N(v)=1 ve
N(u)eZ oldugundan N(u)=%1 elde edilir. Tersine olarak, u=a+bl e Z[l] ve

N(u)=a(a+b)=7F1 olsun. Bu durumda u sayisimin -1,1,-1+21,1-2I

sayilaridan biri oldugu gériiliir. Onerme 4.2 ile U bir tersinir eleman olur.

Tammm 4.2 X,y noétrosofik tamsayilar olsun. Eger y=xz olacak sekilde bir
ndtrosofik z tamsayisi varsa X| y yazilir veya X,y yi boler denir. x ile z ye y nin
bdlenleri veya carpanlari denir.

Ornek 4.1 (i) 3=(1+21)(3-2I) oldugundan 1+21|3 ve 3-2I3 tiir.
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(i) 2+71 sayisinin 3+51 sayisimt bolip bolmedigini  kontrol edelim:

3451 _ (3+5)©0-71) _27 11
2+71  (2+71)(9-71) 18 18

¢Z[l] oldugundan, Z[l]da 2+71 sayisi
3+5I sayisin1 bolmez.

Teorem 4.1 a+bl e Z[I] ve ceZ olsun. cla+bl olmasi igin gerek ve yeter kosul
7Z de cla ve c|b olmasidir.
Ispat: Z[l]da c|a+bl olsun. Bu durumda x,yeZigin a+bl=c(x+yl) dir.

Boylece a=cCX ve b=cy olur. Bu esitliklerden de Z de c|a ve c|b oldugu
goriiliir. Tersine olarak c|a ve c|b olsun. a=ck ve b=ct olacak sekilde k, t tam

sayilar1 vardir. Bu durumda a+bl =c(k +tl ) oldugundan c|a+ bl elde edilir.

Teorem 4.1 de b =0 alinirsa, tamsayilar arasindaki boliinebilme bagintisi elde edilir.

Bu baginti Z[I] icinde de degismez. Yani a,c e Zigin, Z[I]da claeZ de
cla dir. Fakat bu Z deki diger baz1 6zelliklerin Z[I] da ayni kalacagi anlamina

gelmez. Ornegin; Z deki tiim asal sayilar Z[1]da asal ¢arpanlarina ayrilabilir.

Teorem 4.2 u,veZ[l] olsun. Z[1]da u|v ise Z de N(u)|N(v) dir.

Ispat: Z[1]da u|v olsun. Bu durumda bir we Z[1] i¢in v =uw dir. Norm alinirsa

N(v) = N(u).N(w) olur. Buise Zde N(u)|N(v) demektir.

Teorem 4.2 nin karsiti genellikle yanlistir. Yani N(u)| N(v) ise u sayisi V sayisini
bolmeyebilir. Ornegin; 2+1 ve 3+5l sayilart ele alinirsa, N(2+1)=6 ,
N(3+51)=24 tir. N(2+1)|N(3+5l) dir. Fakat 2+1 sayis1 5+1 sayisini

bdlmez. Ciinkii S+l _15-3 ¢ Z[I] dir.
2+1 6

Teorem4.3 ue Z[I] ise U en az iki ¢arpana sahiptir.

Ispat: 1 Z[1] i¢in 1=(1-21)1-21)=(-1+21)(-1+21) = (-1)(-1) =1.1 dir.
Bu durumda her

u=a+bl e Z[1]
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icinu =u.1=(-u)(-1) =u@-21)A-21) =u(-1+21)(=1+21) = (-u)(-1+ 21)(1-21)
dir.

u EZ['] olsun. U nun 8 tane asikar c¢arpam1  vardir. Bunlar
FLFu,71-21),F@-21)u dur. Bu carpanlara U nun asikar c¢arpanlar1 denir. Bu
¢arpanlarin normlart F1 ve FN(u) dur. Bir ueZ[I] nin bu 8 ¢arpandan baska

carpani varsa, bu ¢arpanlara asikar olmayan carpanlar denir. U nun asikar olmayan

carpanlarinin normlar1 1 ve £N(u) den farklidir.

Tammm 4.3 U notrosofik tamsayr olsun. Eger U nun en az iki asikar olmayan
carpan1 varsa U Yya bilesik notrosofik sayi denir. Eger U sayist asikar olmayan

carpana sahip degilse U ya asal ndtrosofik tamsay1 denir.

Ornek 4.2 3=(1+21)(3-21) seklinde yazilabilir ve 1+21, 3—21 asikar olmayan
carpanlardir. O halde 3 bilesik nétrosofik tam sayidir. Genel olarak , Z deki p asal

sayist Z[1] da p=(p+@-p)I)d+(p-1I) seklinde yazilabilir. Bu esitligin
sagindaki carpanlar asikar olmayan carpanlardir. Bu yiizden p,Z de asal olmasina

ragmen, Z[I] da asal degildir. Benzer sekilde 3+51 = (1—91)(3—41) oldugundan

3+5l, Z[I] da asal degildir.

Bununla birlikte 5-41 nétrosofik tam sayisi, Z[1] da asaldir. Bunu gdstermek

icin  5—4| sayisinin Z[I] da asal olmadigin1 varsayalim. Yani 5—4l1 bilesik

notrosofik tam say1 olsun. 5—41 =u.v asikar olmayan ¢arpanlara ayrilist olsun. Her

iki yanin normu almirsa 5= N(u).N(v) olur. Boylece N(u)=7F5 veya N(u)=7F1
dir. Carpanlar asikar olmadig1 i¢in bir ¢eliski elde edilir. Boylece 5—-41 Z[I] da

sadece asikar garpanlara sahiptir yani 5—41 , Z[1] da asaldur.

Teorem 4.4 Eger Z[I] da, bir u sayisinin normu Fp ise (p, Z de asal say1) U
sayis1 Z[I] da asaldir.
Ispat: ue Z[I] ve N(u)= p olsun. U nun bilesik say1 oldugunu varsayalim ve

X,y € Z[I ] olmak {izere U= XV olsun. Her iki yanin normu alinirsa p =N (x).N(y)
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elde edilir. Boylece N(x) =F1 veya Fp olur. Béylece U, asikar ¢carpanlara sahiptir.
Bu ise bir celigkidir. Boylece normu Fp olan bir noétrosofik tamsayi , Z[I] da

asaldir.

Sonug 4.15 Z[ 1] daki asal sayilar asagidaki formlardan birine sahiptir.

F(p+@-pl), F(p-A+p1!), FA+(p-DI), FA-(p+1).

( p,Z de asal sayidir)
Ispat: N(a+bl)=a(a+b)=Fp ise sekiz farkli durum elde edilir. (a=Fp ve
a+b=F1), (a=FLa+b=Fp). Bu durumlar, Z[1] daki asal sayilarm iddia

edilen sonucla ayn1 oldugunu gosterir.

Teorem 4.4 Normu c¢ift say1 olan nétrosofik tam sayilar, 2—1 veya 1+ 1 nin bir
katidir.

Ispat: a+Dbl EZ[|] ve N(a+bl)=a.(a+b) ¢ift say1 olsun. Bu durumda bir k € Z
icin a=2k ise, 2k +bl =(k+(k+b)I).(2—1) ve N(2-1)=2 oldugundan a+bl
sayist 2—1 nin katidir. Eger a=2k+1 ve b=2t+1 seklinde ise ( k,teZ igin)
2k +1+ (2t +1)1 =(2k +1+(t—k)I).d+1) ve N(Q+1)=2 oldugundan a+bl , 1+1

nin kat1 olur.

Teorem 4.5 (Bélme Algoritmast) u,veZ[I] ve v =0 olsun. Bu durumda
u=qv+r, |N(|[<|N()

olacak sekilde q ve r eZ[I] vardir.

Ispat: %e Q[I] oldugunu biliniyor. X,y €@Q olmak {iizere %= x+yl olsun.

m,n e Z sayilar1 da sirasiyla X ve Yy ye en yakin tamsayilar olsun. Bu durumda

|x—m|s% ve |y—n|£% dir. g=m+nl alalim. Bu durumda

NL%_qu N ((x=m)+(y-n)I)

= (x=m)((x-=m)+(y-n))

= (x=m) +(x—=m)(y —n)
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IA

= MR
+
N

elde edilir. Boylece

(o b5

Vv Vv
_N(u=-qv)
1 ON(@E)

_INu-qv)|
IN(V)

<1

oldugundan, [N (u— qv)| < |N (V)| elde edilir. u—qv =r alinirsa sonug ¢ikmis olur

Ornek 4.3 u=5+61, v=3+2l olsun. Bu durumda

u_5+61 _(5+61)5-21) 25481 25 8, .
v 3+21 (3+21)5-21) 15 15 15

olsun. m=2,n=1 alinirsa q=2+1 ve r=u-qv=-1-31 dir. Bu durumda

u=qu+r ve |N(r)|=4<|N(v)|=15 olup Bélme algoritmast saglanmus olur.

Dikkat ediniz ki Z[1] ile Z deki bolme algoritmalar1 arasinda dnemli fark vardir.

Boliim ve kalan, Z[1] da tek degildir .

Ornek 4.4
8+61 =(3+21)(2+1)+2-31 ve|N(2-31)|=2<|N(2+1)|=6 dur.
Ayn1 zamanda

8+61 =(3+21)(4—1)—-4+31 ve |N(—4+31)|=4<|N(4-1)|=12 ifadesi de

dogrudur.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda, notrosofik halkalardan biri olan nétrosofik tamsayilar {izerine
calisgtlmigtir. Notrosofik tamsayilarin  yapisi, Gauss tamsayilart ile benzerlik
gostermekdir. Bu tezde Gauss tamsayilarimin  Ozelliklerinin, nétrosofik
tamsayilardaki karsiliklar1 incelenmistir. Bu dogrultuda noétrosofik tamsayilarda
norm tanimi verilmis normun oOzellikleri incelenmistir. Notrosofik tamsayilarda
tersinir elemanlar, notrosofik asal ve bilesik sayilar incelenmis notrosofik tamsayilar
icin Bolme Algoritmas1 verilmistir. Elde edilen bu oOzellikler asagidaki gibi

Ozetlenebilir:

a+ibe Z[i] ‘nin eslenigi: a—ib,

a+bl e Z[1] eslenigi:a+b—bl

a+ibe Z[i] ’nin normu: N (a+ib) =a’+b?,
a-+bl eZ[I]’ninnormu: N(a+b|):a(a+b),
Z’de carpimsal terse sahip elemanlar: ¥1,

Z[i] ’de carpimsal terse sahip elemanlar: F1,7i,

Z[1]da ¢arpimsal terse sahip elemanlar: 1,7(1-21),

Bir Gauss tamsayisinin normu ¢ifttir ancask ve ancak say11+1 'nin bir katidir,
Bir nétrosofik tamsayinin normu ¢ifttir ancak ve ancak sayr 2—1 veya 1+ | ’nin bir

katidir,
Z°deki Bolme Algoritmasinda boliim ve kalan tek iken, Z[i] ve Z[I ] ’deki Bolme

Algoritmalarinda boliim ve kalan tek degildir,

|n| >1 olan ntamsayisinin asikar ¢arpanlar1 F1 ve ¥n,
Z[i] ’de N (a) >1olan « sayisinin agikar ¢arpanlari: ¥1, ¥, Fa, Flo
Z [ | ] ’da bir « sayisinin asikar ¢arpanlari: F1,Fa,F (1— 21 ) F (l— 21 )a >dir,

Z°de asal olan p sayilarinin bazilari Z[i] ve Z[I ] ’da asal degildir.

Bundan sonraki calismalarda ise Z[I] notrosofik tamsayilar kiimesinde, Euclid
algoritmasi, Bezout teoremi, tek ¢arpanlama, Z[1]da modiiler aritmetik, Z[1]da

asallar gibi konularin incelenmesi diisliniilmektedir. Boylece tamsayilar kiimesi olan
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Z de, Gauss tamsayilar kiimesi olan Z[i] de yapilmis olan sayilarla ilgili incelemeler

notrosofik tamsayilar kiimesi olan Z [ I ] da da yapilmis olacaktir.
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