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OZET

MERAMORFIK FONKSiYONLAR KULLANILARAK UNiVALENT
FONKSIiYONLARA AIT YENI BiR SINIF ELDE EDIiLMESI

Aysenur YILDIZ
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dali
Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Prof. Dr. Ismet YILDIZ
Aralik 2020, 56 Sayfa

Bu c¢alismada geometrik fonksiyonlarin igerisinde meramorfik fonksiyonlar sinifindan
olan Weistrass sigma, zeta, eliptic fonksiyonlar1 kullanarak iinivalent 6zelligini saglayan
yeni bir geometrik fonksiyon sinifi elde edildi.

Anahtar sozciikler: Analitik fonksiyon, Meramorfik fonksiyon, Weistrass fonksiyon,
Periyot, Latis.



ABSTRACT

A NEW CLASS OF UNIVALENT FUNCTIONS OBTAINED USING
MEROMORPHIC FUNCTIONS

Aysenur YILDIZ
Diizce University
Graudate School of Natural and Applied Sciences,Department of Mathematic
Master’s Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Ismet YLDIZ
December 2020, 56 pages

In this study, weistrass sigma, zeta, eliptic functions which are in the meramorphic
functions class in geometric functions, have obtained a new geometric function class that
provides univalent properties.

Keywords: Analytic function, Meromorphic function, Weistrass function, Periods,
Latice.



1. GIRIS

Insanlik tarihinin varolusundan itibaren matematik giinlik yasamda en Onemli
ihtiyaclardan biridir. Gelisen teknoloji ve bilim ile matematigin kanitlanabilir olusuna
daha c¢ok ihtiya¢ duyulmaktadir. Bilim diinyasinda matematigin evrensel olusu ve
degistirilemez tanim ve teoremleri karsilagilan bir¢ok zorlukta ¢oziim iiretilmesini
saglamaktadir. Matematik bilimin yan1 sira ispata dayali bir dil olarak da belirtilebilir.
Tarihin en eski yontemlerinden biridir. Bir¢ok alana kolaylikla uygulanmaktadir. Bilisim,
fizik, kimya, geometri, isletme, istatistik gibi ¢esitli alanlarda uygulamalarina
rastlanmaktadir. Literatiirde sayisal alanda cesitli calismalarda matematik varligini
gormek asikardir. Matematik kendi ig¢inde de gesitli alanlara ayrilmaktadir. Bunlar:
sayilar, uzay, hesap, matematigin ana dallari, matematigin temelleri seklindedir. Bu

alanlar da kendi aralarinda ¢alisma sekilleri olarak ayrim gostermektedir. Bunlar: [1]

e Sayilar: Dogal Sayi, Tam Sayi, Rasyonel Sayi, Reel Sayi, Karmasik Sayi,
Hiperbolik Say1, P-sel Say1, Miikkemmel Sayi, Ikili Say1, Ardisik Say1, Sifir ve
benzeri vb.

e Uzay: Diferansiyel Geometri, Cebirsel Topoloji, Geometri, Topoloji, Fraktal
Geometri, Trigonometri vb.

e Hesap: Analiz, Fonksiyon, Kaos Kurami, Diferansiyel Denklem vb.

e Matematigin Ana Dallari: Soyut Cebir, Genel Cebir, Olasilik, Genel Cebir,
Kompleks Fonksiyonlar vb.

e Matematigin Temelleri: Matematik Felsefesi, Matematiksel Siiphecilik, Teorem

Ispatlama, Tersine Matematik vb.

Tarih boyunca bu ¢esitli alanda ¢alismalar devam etmistir. Bu tez calismasinda ise
matematik alaninda geometrik fonksiyonlar {izerinde ¢alisilmaktadir. Kompleks
fonksiyonlar teorisinin bir¢ok boliimii bulunmaktadir. Geometrik fonksiyonlar teorisi bu
teoriler arasinda olduk¢a Onemlidir. Geometrik fonksiyonlar teorisi konformal
dontistimlerin analitik ozellikleri ile geometrik ozellikleri arasinda baglanti kurmayi
amaclamaktadir. Geometrik fonksiyonlar teorisi tarihte Bernard Reimann tarafindan

1851°de tarafindan One siiriilmiistiir. Bieberbach tarafindan 1916 yilinda normalize



kosullar saglanarak gelistirilmistir. Gelistirilen bu ¢aligma sayesinde iinivalent fonksiyon

kavrami olusturularak uygulama alani ortaya ¢ikmaktadir.

Bu calisma ile amaglanan: Meramorf fonksiyon olan ve aymi zamanda {inivalent

fonksiyon olma sartlarini da yerine getiren yeni bir fonksiyon sinifi olusturmaktir.



2. GENEL KAVRAMLAR

2.1. TANIMLAR

Bu boliimde c¢alisma igeriginde kullanilan ve gerekli olan tamim ve teoremlerden
bahsedecegiz.
2.1.1. &- Komsulugu

zy € C noktasimi alalim. D (zy,€) = {z € C: |z — z,| < €} kiimesine z, noktasinin &

komsulugu denir.

2.1.2. D1s Nokta

B c C alt kiimesi verilsin. B kiimesinin tiimleyenine ait i¢ noktasina B kiimesinin bir dis

noktasi denir. Tiim dis noktalarin meydana getirdigi kiimeye B kiimesinin dis1 denir ve

(C — B)Y ifadesi ile gosterilir.

2.1.3. Ii¢ Nokta

A c C herhangi bir kiime olsun. z, € A olarak verilsin. z, noktasinin en az bir &
komsulugu var ve tamamen A kiimesine ait ise z, noktasina A kiimesinde bir i¢ nokta
denir.

2.1.4. Kapams Noktasi

A c C alt kiimesi olsun. Herhangi bir z € C noktas1 verilsin. Eger z noktasinin her
boslugunda A kiimesine ait en az bir eleman1 mevcut ise z noktasina A kiimesinin kapanis

noktasi denir.

2.1.5. Yigilma Noktasi

z € Colsun. z'nin her ¢ > 0 komsulugunda A kiimesine ait sonsuz eleman mevcut ise

Z' ya A kiimesinin y1gilma noktas1 denir.

2.1.6. Kutup Noktasi, Sifir Noktalari

f fonksiyonu, z = z, noktasinda analitik degil fakat



le_gl (z—2z)"f(z) =A#0 (2.1)

olacak sekilde bir n € Z* sayis1 bulunuyorsa z = z, noktasma f fonksiyonunun bir
kutup noktas1 denir. Islemi gergeklestiren en kiiciik n € Z* sayisina z, kutup noktasmin
mertebesi denir. Mertebesi 1 olan kutup noktasi basit kutup noktasi seklinde ifade

edilmektedir.
z, € C noktasinda analitik olan bir f fonksiyonu i¢in f(z,) = 0 iken
f(2) =(z—-2))"g(2) (2.2)

sartini saglayan bir n pozitif tamsay1 ve g(z,) # 0 sartin1 saglayan z, noktasinda analitik
olan bir g fonksiyonu mevcut ise z, noktasina f fonksiyonuna ait basit sifir1 denir.
2.1.7. Baglantih Kiime
B,T ve Z C kompleks sayilar kiimesine ait alt kiimelerdir. Eger;

BcT Uz, ANZ # ©,BOT # 0,BATNZ # @ (2.3)

olacak bicimde T ve Z gibi bos olmayan iki ayrik ve agik kiime bulunmaz ise B © C
kiimesine baglantilidir denir. Aksi bir ifade ile tanimlanirsa da baglantisizdir seklinde

ifade edilir.

2.1.8. Acik Kiime

A c C olsun ve A kiimesinin tiim noktalar1 bir i¢ nokta olan kiimeye a¢ik kiime denir.

2.1.9. Basit Baglantih Kiime

B c C olsun. Eger bir B kiimesi bulunan herhangi iki noktay1 birlestiren tiim yollar

bakildiginda B kiimesi icerisinde kaliyorsa bu B kiimesine basit baglantili kiime denir.

2.1.10. Bolge

Kompleks diizlem i¢inde acik ve baglantili olan kiimelere bolge denir.

2.1.11. Konveks Bolge

D bir bolge ve z; D bolgesinde yer alan herhangi bir nokta olsun. Eger z; ve z,
noktalariin birlesimi ile elde edilen dogru parcasi D bolgesinin iginde kaliyor ise D

bolgesine konveks bolge denir.



2.1.12. Starlike Bolge

D c Cbirbdlge olsun. y € D verilsin. Eger y noktasina ait B nin herhangi bir x noktasina
birlestirdigi dogru parcasi biitiin olarak D nin i¢inde kaliyorsa D ye y noktasina gore
starlike bolge denir. Genel bir ifade ile D bolgesinin her bir noktasi y noktasindan

goriiniliyorsa starlike bolge denir.

Sekil 2.1. Starlike bolge (y ye gore).

Yani rastgele sec¢ilmis olan D bolgesi, x noktasinda starlike degildir ama inceleme

saglanirsa y noktasinda starlike bolge oldugu goriilmektedir [2].

2.1.13. Yakinsakhk

Kompleks sayilara ait {z,} dizisi verilsin. z, € Colsun. Her € > 0 sayisi igin n > n,
oldugunda |z, — z,| < € olacak sekilde bir ny dogal sayis1 bulunuyor ise bu diziye z,
sayisina yakinsiyor denir. {z,} dizisinin z, noktasina yakinsiyor olmasi z, = z, veya

lim z,, = z, seklinde gosterilmektedir.

2.1.14. Diizgiin Yakinsakhk

AcZ ve f,: A - Colsun. {f,,} dizisi verilsin. Eger her ¢ > 0 ve tim z € A degerleri
icin m = m, alinirsa
|fm(2) = f(2)| <& (2.4)

sartin1 saglayan bir m, dogal sayisi varsa {f;,} fonksiyon dizisi f fonksiyonuna diizgiin

olarak yakinsiyor denir.



2.1.15. Mutlak Yakinsakhik

i |Un | (2.5)
m=1

serisi yakinsak oldugunda

i |Un | (2.6)
m=1

serisine mutlak yakinsak denir.

2.1.16. Siireklilik

B c C, f: B = C fonksiyon verilsin. z, € B olsun. € > 0 keyfi olmak iizere z € B,

|z — zo| < §igin |f(2) — f(zy)| < € seklinde §(zy, €) > 0 sayist mevcut ise

f fonksiyonu z, noktasinda siireklidir denir.

2.1.17. Parcah Siireklilik

AcC,f:A - C seklinde tanimlanmig fonksiyonu verilsin. f nin A’da siirekli olmadigi
noktalarinin sayisi sonlu ise f fonksiyonu igin A tizerinde pargali siirekli denir [3].
2.1.18. Seri

b;eC,i=1,2,3,..olmak iizere b; + b, + -+ b, + - ifadesine seri denir. by, by, ...

sayilar1 serinin terimleri denir. Bir seri seklinde

by + by + by + -+ by + - = an 2.7)
n=1
veya bagka bir ifade ile
by + by + by + -+ by + - = an (2.8)
tanimlanir.

2.1.19. Rezidii

f fonksiyonu, tek degerli olmak iizere C nin i¢cinde mevcut bir z = z; noktas1 disinda, C
nin lizerinde ve i¢inde analitik fonksiyon olsun. f fonksiyonuna ait z = z, noktasindaki

Laurent agilima,



o

f) = ) anz—z"+ ) bz =2 29)
n=1

n=0

seklindedir.

1 : . : ,
Bu agiliminda yer alan — terimlerinin katsayis1 f fonksiyonunun z = z, noktasindaki
—40

rezidiisii olacaktir. Rez(f,z,) = b, ile gosterilir.

Rez(f,zy) = by (2.10)

ifadesi ile tanimlanir. Rezidii ayn1 zamanda

b, = L.ff(z)dz (2.11)
2mi J

integrali seklinde de hesaplanabilir. Bu nokta bir basit kutup ise

by

f(2) = i +ag+a(z—2zy) +a(z—2z9)%*+ - (2.12)
— 2o
acilim1 mevcut olup bu ifade
b, = Zh_glo[(z —20)f (2)] (2.13)

limitinin sonucu ile de rezidii hesaplanmaktadir.

2.1.20. Egri Cesitleri

t=t(z) ve p=p(z) surekli fonksiyon olmak iizere t(z),p(z) a<z<bh
denklemlerinin kiimesinde bir C egrisi oldugunu kabul edelim. C egrisinin baslangic
noktasi ve bitis noktalar (t(a), p(a)) ve (t(b),p(b)) sirasiyla, A ve B ile ifade edilsin.

Bu durumda:

t' vep' [a, b] kapali araliginda siirekli ve (a, b) araligi iginde ayn1 zamanda sifir olmuyor
ise C ye diizgiin egri denir.

C egrisi sonlu sayili Cy, Cs, ..., C,, diizgiin egrileri ile olusan bir €, egrisinin bitis noktasi
ve bir sonraki Cj,; egrisinin bitis noktasinda ¢akigiyorsa C ye diizgiin pargali bir egri

denir.

z = a,z = b noktalarinin disinda C egrisi kendi egriyle kesismedigin de C egrisine basit



egri denir.
A = B ifadesi saglaniyor ise C egrisine kapali egri denir.
C egrisi kendisiyle kesismedigi ve A = B verilsin. C ayni anda hem basit egri ve hem de

kapali egriyse C egrisine basit kapali egri seklinde ifade edilmektedir [4].

NG

(c) Kapalh fakat (d) Basit kapalh

(a) Diizgiin (b) Kismi diizgiin ve basit desil eBri

ve basit egri basit egri

Sekil 2.2. Egri ¢esitleri.



3. UNIVALENT VE ANALITIK OLAN FONKSIYON CESITLERI

3.1. GENEL FONKSiYON TANIMLARI

3.1.1. Univalent Fonksiyon

Herhangi bir f(z) fonksiyonu alinan D c C bolgesinde bire bir fonksiyon olup V u, v €
D igin f(u) = f(v) saglanmasi ancak ve ancak u = v sartinin olmasini gerektiriyorsa D

bolgesinde f(z) fonksiyonuna iinivalent fonksiyon denir [5].

3.1.2. Starlike Fonksiyon

f € S ve f(D) orijine gore starlike olsun. Burada f(z) fonksiyonu igin starlike fonksiyon

ad1 verilmektedir ve starlike fonksiyon matematiksel olarak S* seklinde gosterilmektedir

[6].
3.1.3. Analitik Fonksiyon

f fonksiyonu kompleks degiskenli ve kompleks olsun. f fonksiyonu z, € C noktasinin

komsulugunda tanimlansin. Eger

i 18— f(Z0)
im—

z-z9  Z — Z

(3.1)

limiti mevcut ise f fonksiyonuna z, noktasinda tiirevlenebilirdir denir. f(z) fonksiyonu
Zo, noktasina ait bir komsulugunda tiirevlenebilir ise f fonksiyonuna z, noktasinda

analitik fonksiyon denir [7].

3.1.4. Meramorf Fonksiyon

Bir K bolgesinde kutup noktalarmin diginda baska singiiler noktasi bulunmayan
fonksiyonlara meramorf fonksiyon ad1 verilmektedir.

3.1.5. Periyodik Fonksiyon

Kompleks diizlem iizerinde alinan her noktada tanimli olan w; ve w, reel sayilar
cisminde lineer bagimsiz vektorel kompleks sayilar olmak tizere iki periyodu bulunan

fonksiyonlara ¢ifte periyodik fonksiyon ifade ile tanimlanmaktadir.



Biitiin kompleks z sayilarinin w; ve w,’ye ait f fonksiyonlarinin periyodlarinin olmast

fz+w)=fz+w,)=f(2) (3.2)
ifadesi ile belirtilmektedir.

3.1.6. Lokal Olarak Univalent Fonksiyon

Alman f fonksiyonu z, € B noktasinda uygun alinan bir komsulukta tinivalent ise f'ye
lokal sekilde tinivalent denir. f fonksiyonunda analitik fonksiyon olmasi igin f’(zy)=0
sart1 zZ, noktasinda lokal tinivalentlige denktir. Analitik olan tinivalent fonksiyon onun ag1

koruma 6zelliginden kaynakli konform doniisiim seklinde adlandirilir.

3.1.7. Konvekslik

Eger

f'(2)
Re{g,(z)} >0, z€U (3.3)

olacak sekilde bir g fonksiyonu varsa birim diskte f fonksiyonuna hemen hemen

konvekstir denir.

3.1.8. Konveks Fonksiyon
Eger f(z) |z| < 1 igin analitik ise o zaman ancak ve ancak f'(z) # 0, zf"' (2)/f'(2)

ve 11+ 2z ];,—((ZZ))] > 0 analitik iken tinivalent ve konveks olur.

Bu sekilde asagidaki gosterime ulasabiliriz:
s

f'(@)  [1+ze™®
Zf’(z) = fl g du(t) (3.4)

-
bunu da u(t) yiazalmayan u(m) — u(—m) = 1 ve u(t) yi normalize edilmis olarak kabul
edebiliriz. Bu sekilde

1+

Vs

1
STt +0) + u(t = 0)] = (), f u(e)dt = 0 35)

-7

ifade edilmektedir. Diger bir ifade ile birim diskte analitik ve goriintii kiimesi konveks

olan bolgeye konveks fonksiyon denir.
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3.1.9. Taylor Serisi

Bir |z —2zy| = R iginde bir f fonksiyonunu gosterdigi bu sekilde kabul edersek

devaminda,
f(z) = Z ar(z —20)* = ag + a,(z — 2p) + ay(z — 2p)* + az(z — ) + -+ (3.6)
k=0

f (z) fonksiyonunun tiirevlerini alalim.

f(2) = Z ak(z — z0)* ' = a; + 2a,(z — zo) + 3as(z — z)? + - (3.7)
k=1
£(2) = z apk(k — 1)(z — 20)%2 = 2.1a, + 3.2. a3(z — 7o) + - (3.8)
k=2
£ (2) = Z ak(k — 1)k — 2)(z — 29)%"% = 3.2.1az + - (3.9)
k=3

serileri oldugu asikardir. Denklem 3.6. de kuvvet serisi |z — zy| = R yakinsaklik gemberi
icinde tiiretilebilen bir f fonksiyonu gosterildiginde yakinsaklik ¢emberi igerisinde

kuvvet serisinin analitik fonksiyon oldugunu belirtilir.

Denklem 3.6°de bulunan ay, katsayilari ile f nin tiirevleri arasinda bir bag bulunmaktadir.

z = z, da Denklem 3.6, Denklem 3.7 , Denklem 3.8 ve Denklem 3.9 yorumlanirsa

f(z0) =2y ,f'(z0) =1'ay ,f"(2z0) =2l a,

ve
f""(zy) = 3'as (3.10)
elde edilir. Genel bir ifade ile
f™(zy) =nla, (3.11)
ya da
a, = fan!Z") >0 (3.12)

elde edilir. Burada

11



f"(20)

n!

n

n=>0 (3.13)

ifadesi n = 0 oldugunda sifir mertebeli tiirevi f(z,) ve 0! = 1 olarak alinmaktadir.

ay = f(2o) (3.14)
formiili elde edilmektedir.
n
i TE'ZO) n=0 (3.15)

ifadesi ve Denklem 3.6 ifadesi ayni1 anda kullanilarak

= Z
fl@)y= ) —— (- z0)" (3.16)

elde edilir.

Bu seriye f in z, merkezli Taylor serisi denir. z, = 0 merkezli bir Taylor Serisi

- F4(0)

] (2)F (3.17)

f(2) =

k=0
saglanirsa bu seriye Maclaurin serisi ad1 verilmektedir.

3.1.10. Yildizil Bélge

D bir bolge olsun. z;, D bolgesinde herhangi bir nokta olarak tanimlansin. Eger z, ile
orijini birlestiren dogru pargasi D bolgesinin i¢inde kaliyorsa D bolgesine orijine gore
yildizil bolge denir.

3.1.11. Yildizil Fonksiyon

U = {z:z € Cve |z| < 1} birim diskinde analitik ve goriintii kiimesi yildizil bélge olan
fonksiyonlara y1ldizil fonksiyon denir.

3.1.12. Lineer Doniisiim

F skaler cismi tizerinde V ve W vektér uzayr olsun. Vx,y € Vicin T:V - W

doniigtimii
T(x+ Ady) =T(x) + AT(y) (3.18)

0zelligini saglhiyorsa T doniisiimiine lineer doniisiim denir.
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3.1.13. Laurent Serisi

Bir f kompleks fonksiyonu bir z = z, noktasinda analitik degilse bu noktaya noktanin

tekilligi veya tekil noktas denir. Ornegin; z = 2i ve z = —2i kompleks sayilari,

(3.19)

fonksiyonun tekil noktalaridir ve f bu noktalarin her birinde siireksizdir.

3.1.14. S Siifi

D ={z e C: |z| <1} birim diskinde analitik ve tinivalent olan

f(0)=0,f'(0)=1 (3.20)
sartlarin1 saglayan D diskinde
f2) =2+ 2 a,7" (3.21)
n=2

bi¢iminde bir Taylor agilimina sahiptir. Bu sekilde fonksiyonlar sinifina S smifi adi
verilmektedir.

3.1.15. Cauchy-Reimann Esitligi

f:D — C fzerinde analitik olsun. Eger f(z) = u(z) + iv(z) yazarsak u ve v

f’nin ger¢ek ve goriintii pargalarini olusturur. Sirasiyla Cauchy-Reimann esitligini

karsilastirirsak
Ju dv Ju Ov

— - — = 22

dx dy ve dy Ox (322)
elde edilir. Tersine eger u: D - R ve v: D — R seklinde devam edilirse

Ju 0Jv Ju  Ov 3.3

ox 0y ”eay_ ox (323)
ifadesine ulagilmaktadir. Buradan u + iv: D — C Tlzerinde analitik olur.
3.1.16. Koebe Fonksiyon
S simifinda olan,

z
k(Z):m:Z+2Z2+3Z3+“' =an” (324)

S
1l
=
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bigiminde gosterilen fonksiyona Koebe fonskiyonu denir. Bu fonksiyon E birim diskini

C—(—oo,— i] bolgesi iizerine bire bir olarak déniistiiriiliir.

3.1.17. Reimann Doéniisiim Teoremi

C kompleks diizlem B de C diizleminde birden fazla sinir noktasina sahip baglantili bir
bolge ve z, € B olsun. f(z,) = 0 ve f'(zy) > 0 sartlarin1 saglayan ve B yi birim disk

tizerine konform olarak doniistiiren bir tek f konform doniisiimii vardir.

3.1.18. Schwarz Lemmasi

D birim diski icerisindeki f analitik

fO)=0velf(2)|<1 (3.25)
olsun. O zaman

IF'(0)] < 1ve f(2) = |zl (3.26)
olur. f de tahmin edilemeyen kesin esitsizlikler diskte donme yapilirsa

f(2) =efz (3.27)

olur.

3.1.19. Schwarz Lemmasi

f:D={zz| <1} - C analitik z € D i¢in |f(2)| < |z| ve |f'(0)| < 1 dir. Ustelik

Zo € D (zy # 0) igin |f(29)| = |zo| ise ¢, |c| = 1 6zelliginde 1 sabit olmak tizere

f(z) = cz bigimindedir.

fspat:
1@ , z # 0ise
gz =1 ° (3.28)
f'(0), z=0ise

seklinde bir fonksiyon alalm. O halde g, D — {0} kiimesi {izerinde analitiktir ve D de
siireklidir. Dolayisiyla g, D de analitiktir. Simdi 0 < r < 1 olmak {izere

D,.{z: |z| <r}c D kiimesinin alalim. g, D, de analitik olacagindan |z| = r iizerinde

lg(2)]

olur. Boylece D, iizerinde |f(z)| < |z|/ r dir. Buradan r — 1 i¢in |f(2)| < |z| elde

= |@| < % (3.29)
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edilir. Ozel olarak |g(0)| < 1 elde edilir. Ustelik bu deger D, nin i¢indeki maksimum
deger olur. O halde g fonksiyonu bir D, bolgesinde analitik ve eger D, de |g| maksimum
deger aliyorsa g, D, de sabittir. Bu sabitlik  den bagimsizdir. O halde Denklem (3.29)
dan D de |g| =1 vel|f(z)/z| =1 yani |f(z)| = |z| bulunur. Boylece |c| = 1 olmak
tizere f(z) = cz' dir.

3.1.20. Bieberbach Tahmini

S smifinda yer alan f(z) fonksiyonu
f(2)=z+ayz’> +azz® +azz* +asz®+ =z + Z az"  (3.30)
n=2

seklinde agilima sahiptir. Bieberbach, n > 2 kosulunda
la,| <n (3.31)

olacagini belirtmistir. Elde edilen esitsizlige Bieberbach tahmini denir.
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4. CAUCHY TEOREMI

4.1. CAUCHY TEOREMIi GENEL iFADELER

4.1.1. Cauchy Teoremi

f fonksiyonu basit D bolgesi iginde karmasik degerli fonksiyon ve f fonksiyonu analitik

ve f nin D de siirekli olacak sekilde

jcf(a)da=0 4.1)
D bolgesinde kapali bir C egrisi formiilii saglamaktadir.

4.1.2. Cauchy Integral Formiilii

w = f(z) fonksiyonu basit baglantili C egrisinin kapattigt D bolgesinde tanimlanmis

analitik bir fonksiyon olsun. a noktasi1 D bolgesinde bir i¢ nokta olmak iizere

1 f(@
f(oc)_ﬁ!z—adz

(4.2)

formuli vardir.

6|
- : D bolgesi
T ¢emberi 3

Sekil 4.1. Cauchy integral formiilii bolge gosterimi.

Ispat: Sekilde goriildiigii gibi a merkezli & yaricapli gember cizilerek elde edilen ve
pozitif donme yonii géz online alinarak elde edilen

C*=C+y-T-y (4.3)
egrisinin kapattig1 D bolgesinde
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f (2)

—a

9(2) = (4.4)

fonksiyonu tanimlanmis analitik bir fonksiyon oldugundan dolay1 Cauchy Goursat

Teoremine gore

fg(z)dz =0 (4.5)

Cc*

dir ve C* ve g(z) bu esitlikte kullanilirsa

0= f g(2)dz = J Zf Ezzxdz (4.6)
c* C+y—-y-T
 [JO g [1O 4, 1O, (10,
Z—Qa - Z— ’ Z— g Z—Qa

= _[szZZr dz — @ dz = @ dz = @ d

Z—a Z—Q Z—
(o T C T

elde edilir. Diger yandan a merkezli € yarigapli ¢gember denklemi gozoniine alindiginda
z—a|=¢ = z—a=ce?¥ = dz=ice®dd (4.7)

oldugu bilinmektedir. Bu esitlikler integral icinde kullanilirsa

[@ , _(f@, [ fa+ee®

icede (4.8)
zZ—a Z—a Z—a
C T 0
2 2
_ i6 f@ , _ i0
=1 (a + ce )d@ = —d =1 f(a + ce )d9
0 0

esitligini elde ederiz. Bu esitlikte € = 0 i¢in limit alinacak olursa

f Zf Ezzz dz = i f F(a)do (4.9)
c 0

esitligi bulunur. Buradan integral alinirsa

f()

if (@)0I3™ = if (a)2m = 2mif (a) (4.10)
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f (Z)

=>f()——

Zm
esitligi elde edilir
4.1.3. Cauchy-Goursat Teoremi

Basit baglantili bir D bdlgesinde bir f fonksiyonunun analitik oldugunu varsayalim. Bu

durumda D bolgesindeki her basit kapali C egrisi igin

ff(Z)dz =0 (4.11)
C

dir.

Ispat: Bu ifadede

jf(z)dz = j[u(x, y)dx + iv(x,y)dy] [dx + idy] (4.12)
c

= U u(x,y)dx —v(x,y)dy + i J v(x,y)dx + u(x,y)dy
C C

esitligini yazabiliriz. Ote yandan f(z) fonksiyonu analitik oldugundan Cauchy Reimann

denklemlerinin gergekleri yani

(')u_(')v 6u_ av

—=— , —=—— 4.13
dx Jdy dy dx ( )
dir. Ayrica sirastyla
f u(x,y)dx —v(x,y)dy (4.14)
c
J v(x,y)dx + u(x,y)dy (4.15)
c
cizgisel integralleri i¢in Green Teoremi’nin uygulanmasiyla
Ju
fu(x y)dx —v(x,y)dy = ff - —) dxdy (4.16)
2 dy
au ov
J. v(x,y)dx +u(x,y)dy = ﬂ. —— —) dxdy (4.17)
c
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esitlikleri yazilabilir.

Bu iki esitligi sag yanlar1 i¢in Cauchy Reimann denklemleri kullanilirsa

fu(x, y)dx —v(x,y)dy =0 (4.18)
C
fv(x, y)dx + u(x,y)dy =0 (4.19)
C
elde edilir. Bu halde istenilen
ff(z)dz =0 (4.20)
C

sonucu elde edilir.
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5. YONTEM VE TEOREMLER

5.1. UNIVALENT FONKSiYONLARIN TEMEL TEORISi

Reimann doniisiim teoreminden yola ¢ikarak birden fazla siif noktasinin oldugu basit

baglantili bir Z bolgesinde ¥ : Z — D analitik ve tinivalent fonksiyonu kullanilarak
D:{z: |z| <1} (5.1)

birim diski iistiine konform doniisiim saglanmaktadir. Boylelikle herhangi bir f: Z —» G

tinivalent fonksiyonu g:D — G iinivalent fonksiyonu ile birlestirilebilir.

5.1.1. Univalentlik

Tek degerli f fonksiyonu eger iki kere ayn1 degeri almazsa D < C alaninda {inivalent
olur. D iginde z; # z, ve biitlin z;, z, noktalar1 i¢in f(z;) # f( z,) olur. f fonksiyonu
Zy € D noktasinda bolgesel tlinivalent ise bazi z, noktasinin komsular1 tinivalenttir.
Analitik f fonksiyonlar1 i¢in f'(z,) # 0 sartt z, noktasinda bolgesel iinivalente
esdegerdir. Analitik tinivalent fonksiyonlar konform doniisiim olarak gosterilir ¢iinkii ac1-

koruma 6zelligi vardir.

Oncelikle birim D = {z:|z| < 1} diski icinde S sinifinin analitik ve {inivalent olan

f fonksiyonu ile ilgilenerek

f(0O)=0ve f'(0)=1 (5.2)

sartlarin1 saglayarak normallestirmeliyiz. f € S Taylor serisi agilimi seklinde
f(2)=z+ ayz?+ azz® + a,z* +asz>+ - ,|z| < 1 (5.3)

dir.

Reimann doniisim teorisinde geometrik teoremleri ilgilendiren S  smifinin

fonksiyonlarindan tinivalent fonksiyonlar, bir sinir noktasindan daha ¢ok rastgele segilen

basit baglantil1 alanlar olarak agiklanir.

5.2. ALAN TEORISi

Teorem 5.1. Eger g € ),
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o)

> onlbe?| <1 (5.4)

n=1
esitligi ancak ve ancak g € ¥ oldugunda saglanur.

Ispat: E g tarafindan kurulsun. 7 > 1 i¢in, |z| = r ¢emberin g goriintiisii altinda |z| = 7

olsun. C, basit kapal1 egrisi E, D E alanin1 kapsamaktadir. E, alanindan

1 (_ 1 [ —
A, = > wdw = > 9(z) g'(z)dz (5.5)
Cr |z|=r
2 [e3)
1 -if T ,ind
ZEJ- re”t +anr Tetn
0 n=0
=x {1 - Z vbvr""le‘i(”“)e}reiede
v=1
:n{rz— anbnlzr 2”} ) r>1
n=1

T y1 1’e azaltirsak o zaman

m(E) = {1 - anbnlz} (5.6)
n=1
Buradan m(E), E’nin 6lgtimii disindadir. O zaman m(E) = 0 teoremi ispatlar.
|b,| < n-1/ 2n=123..bu esitsizlikte n > 2 etkili degildir. Fonksiyon igerisinde
g(2) =z+n"12zm (5.7)
tinivalent degildir. Sonug olarak tiirevde
g'(z) =1—nl/2z1 (5.8)
A igerisindeki bazi noktalar n > 2 i¢in ortadan kaybolur. Esitsizligin keskin ve 6nemli

sonucu |b;| < 1°dir.

Teorem 5.2. (Bieberbach Teoremi) Eger f € S ve |a,| < 2, Koebe fonksiyonunun

doniisiimii olan f ancak ve ancak bu sekilde esit olur.

Teorem 5.3. (D1s Alan Teoremi) f € P olsun. Bu halde f(D)’ kapali bélgesinin
alani,
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B = n[l — Z nlbnlzl (5.9)

=1
esitligi ile verilir. Burada f(D)' = C/f (D)’ dir.

Ispat: f € P igin 0 < |z| < 1 icin gegerli olan

w=f(z)= §+ Z b,z" (5.10)
n=1

ifadesini yazmak kolaydir. F altinda D’nin goriintiisiiniin alan1 oo noktasini ihtiva

edeceginden f (D) sonlu olmaz. Bu yiizden bu teorem A= f(D)’ alanindan s6z eder.
C,={zre®, O0<r<1, 0<06<2n} (5.11)
D, =int(C;) , E =Ext(C) , [;=f(G) (5.12)

olsun. ilk olarak f(D,) = Ext( I, oldugunu gosterelim. Bunun i¢in wy, = f(z,) olmak
tizere r < |zy| < 1 olacak bigimde |z,| € E, secelim. F tinivalent oldugundan

w —wo = f(2) — f(20) (5.13)
fonksiyonunun |z| < r de sifirt yoktur. Bununla birlikte bu fonksiyon |z| = r ¢emberinin
icinde z = 0 noktasinda basit kutba sahiptir. Dolaysiyla argiiman teoreminden

1 fl(z)dz 1 dw
2mi ) f(2) = f(zo) 2mi) w—w,

Cr

—1=N-P

(5.14)

yazilir. Bu gosterir ki £2._ (wp) = —1olupw, € int( [, ) ve [ negatif yondedir.

( C, pozitif yonde ydnlendirilmis) Ustelik eger z; € D, ise N — P = 0 olacagindan

0. (wy) =0 olur. Budaw; € Ext( [) oldugunu gosterir.

A,=int ( [, ) ve B, de A, nin alani olsun. Bu durumda

1
20

B, W dw (5.15)

I

_ i TN £/
-5 [F@ 7@
Cr

f(2) = §+ mezm (5.16)
n=1

olacagindan f'(z) = —z72 + Y., mb,z™ ! seklinde elde edilmektedir. Bu ifade
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denklemde yerine konulursa

i L (00 . [ee]
B, = — 5 f ()1 + an Z‘"] [2_2 - Z mbmzm_ll dz (5.17)
n=1 m=1

Cr
esitligi elde edilecektir. Akabinde

2T

0 m#n
-n,m-1 — jpentm (m-n) — ’
.fz zM™ 1 dz =ir fe do { 2mir? m = n (5.18)
Cr 0
ifadesi kullanilarak
1 (o]
B.=m [—2 - anbnlzrznl (5.19)
r n=1
elde edilir. B, = 0 oldugundan
bp|?r®™ < ! 5.20
nlby 72 < — (5.20)
n=1
bulunur. Boylece
B=lim B = n[l— zn|bn|2] (5.21)
Tr—
=1

sonucu elde edilmektedir.

Teorem 5.4. (i¢ Alan Teoremi) f € Solsun. 0 < r < 1 igin

oo

A, = nZnIanIZTZ" (5.22)

n=1

ifadesindeki sayilarinin sinirli oldugunu kabul edelim. Bu halde f(D) nin alant,

A= nZ nla,|? (5.23)
n=1
ile verilir.
Ispat: |z| < 1 igin gerekli
W =f(z)= Z a,z" a; =1 (5.24)
n=1
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toplamini yazalim ve

C,={zz=71e"? ,0<r<1,0<6<2nm
¢emberini gbze alalim. Burada

[, = f(C.), D, = int(C,), A= int( [,)A, = AlanA,

olsun.

Ar=11dudv= !J’gg:;i’dxdy

= Df f If'()ldxdy

21
Y
= f f|f’(re19)| rdrd6

0 0

biciminde yazilir. Ayrica
f'(re®®) = a; + 2a;ret + - + n@rnlel=10 4 ...
olup
f'(rew) = a; + 2azre™0 + - + nayrnle DO 4 ..

yazabileceginden

f'(rei®)|” = f'(re?®)f'(re®)

(o8]
— Z n2|an|T‘2n_2 + Z CkeLkG
n=1 k=0

(5.25)

(5.26)

(5.27)

(5.28)

(5.29)

(5.30)

esitligi elde edilir. Son toplamda k sifirdan farkli tamsayilar olup ve ¢, larda a,, ye ve

r ye baghdir. Dolayisiyla

[00]
12 .
rlfr(rele)l :anlanlzrn—1+2rck81k9

ifadesi Denklem 5.27’ de kullanilir ve terimin integrali alinirsa

[e0]
A, = nz nla,|*’r* < M
n=1
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yazilir. Burada N keyfi sabit pozitif bir tamsayidir. Sol taraftaki toplam r ye gére monoton

olarak artan ve sinirlidir. Dolayisiyla r — 1~ giderken bir limite sahip olup

N

nz nla,|* <M (5.33)
n=1
esitsizligi elde edilir. Ciinkii
nzmanl2 (5.34)
n=1

kismi toplamlari sinirlidir. N = oo giderken

nZnIanlz (5.35)
n=1
serisi yakinsak oldugundan
A= lir{1_ A, = nz nla,|? (5.36)
Y d

n=1

ifadesi elde edilir. Denklem (5.36)’da tanimlanan A sayisina A= f (D)’ nin ig alani denir.

Daima
A=nm(1+2|a?+-)=m (5.37)

esitsizligi vardir. F(z) = z olmasi durumunda f(D) alani ile D nin alan esittir. F(z) = z

durumu hari¢ diger durumlarinda f(D)’nin alanindan fazladir. [8]

5.3. DISTORTION TEROMLERI VE BIEBERBACH ESiTSIiZLiGi

Teorem 5.5. (Bieberbach) Eger f €S ise |a,| <2 dir. Esitlik sadece f(z) =
z(1 + e*$z)~2 seklindeki Koebe fonksiyonlari i¢in saglanr.

Ispat: Burada
f(z) =z+ayz>+asz3+-- €S (5.38)
iken fonksiyonun tersi

1 1
f(z2) z(1+azz+azz?+-)

(5.39)
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1
= E[]_ — (azz + a3zz + ) + (aZZ + a3ZZ + )2 — ]

=E_a2 + (azz _a3)Z+"'

seklinde olup ilave bir sabit hari¢ P sinifindadir. Boylece Sonug 5.6 dan dolay1
la,? —as| <1 (5.40)

esitsizligi elde edilir.
Bu esitsizlikten sadece a, yi igeren bir bagka esitsizligi sOyle ¢ikarabiliriz. Bunun iginde

D de univalent ve analitik alan
— 2\1Y/, — 2 4 1/, _ 1 3
h(z) =[f(z*)] 72 =z(1 + ay,z° +azz*+-) /2 = z+§azz (5.41)

fonksiyonunu g6z Oniine almak yeterlidir. Bu fonksiyon S sinifindadir. D de h(z)
fonksiyonunun tinivalent oldugunu goérmek igin |z;] < 1,|z,] <1 olmak iizere
h(z;) = h(zy) oldugunu kabul edelim. Buradan f(z;%) = f(z,2) seklinde olup f

{inivalent oldugundan z,? = z,? yazabiliriz. Bu halde z, = z, veya z; = —z, dir.

Fakat z; = —z, olmasi1 h(z;) = h(—z;) olmasim gerektirir ki bu z; # 0 i¢in h sifirdan

farkli ve tek fonksiyon oldugundan miimkiin degildir.

Denklem 5.41 de ki ifadeye gore h(z) nin agilimindaki ikinci ve Giglinciil katsayilar
1
a',=0ve a;= 5@z (5.42)
dir. Boylece bunu |a?, — as| < 1 de kullanirsak

<1 (5.43)

= |a2|SZ

esitsizligini buluruz. Alternatif olarak )’ sinifina ait olan

F@ = [n(2)] = z-saie (5:44)
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fonksiyonunu g6z oniine alabiliriz. Buna gore Gronwall-Bieberbach esitsizliginden

1
|—§a2 <1 veya |a,| <2 (5.45)

yazilir. Esitlik durumunun olmasi i¢in gerek ve yeter sart 2a = 8 olmak iizere

1
F(z)=z+e# - (5.46)
bi¢iminde olmasidir. Béylece
1 -1
F(z) = [h (E)] (5.47)
ifadesinden
h(z) = —0 5.48
T A+ efr2) (5:48)

fonksiyonu ve h(z) = ./f(z?) esitliginden de

w=f(z)= (5.49)

(1 + eifz)?
=z—2e¥z% + 36?73 — .. 4 (=) Ln e DB 4 ...

bulunur. Bu fonksiyonu Koebe fonksiyonu olarak adlandirilir ve bu Koebe fonksiyonu

biitiin n ler igin |a,| = n 6zelligine sahiptir.

Denklem 5.49 esitliginin yani
z

= — 5.50
@ (1 + eifz)2 (5:50)
esitliginin her iki yanii e‘? ile ¢arpip ei% y1 hesaplarsak
1 1 (1+ez)? ;
= = = ﬁ
7" T 7 eiﬁz+e zZ+2 (5.51)
(1 + eifz)?

buluruz. Denklem 5.51.ifadesinin sag tarafi |z| = r < 1 igin [0,4] reel araligindaki

degerleri alir.

Boylece Koebe fonksiyon D birim diskini t > %olmak iizere w = te " 1gmi ile delinmis
w-diizlemi i¢inde doniistiiriir.

Sonug¢ 5.6. (Gronwall-Bieberbach) Eger f € P ise
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o

Z nlb,|? <1

n=1

(5.52)

Bu sonug 1914 de Gronwall tarafindan 1916’da da Bieberbach tarafindan ayr1 ayr elde

edilmistir.

Uyari 5.7. Gronwall-Bieberbach esitsizliginin bir sonucu olarak

bl <1

yazilir.

|b;| = 1 esitligi sadece b, = b; = -+ = 0 oldugundan ortaya ¢ikar. Bu durumda
bl — eZia

olmak iizere f fonksiyonu
f(z) = l+ e?laz
z
bigimindedir.
z=ef icin f(elf) = e i0 4 g2iteif
= elt(gmifgia 4 giagif )
— eia(e—i(a+6) + ei(a+6))
= e (cos(a + ) — isin(a + 0) + cos(a + 0) + isin(a + 6)
= 2e'* cos(a + )
yazilir. w = u + iv denirse
2e@cos(a +6) =u+iv
esitliginden
u = 2cosacos(a+0)
v = 2sinacos(a + 6)
ve bu iki esitlikten de

£=tana = v = (tana).u

(5.53)

(5.54)

(5.55)

(5.56)

(5.57)

(5.58)

(5.59)

(5.60)

seklinde bir dogru denklemi elde edilir. Béylece z,c; birim diskini bir kez tararken w

orta noktasi orijin olan ve a egim agisina sahip olan 4 birim uzunlugundaki L dogrusunu,
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iki kez ileri ve geri tarar. Bu f fonksiyonu agik birim diski, L dogrusu ¢ikarilmis w

diizleminin tamamina doniistiiriir. Bu durumda B = 0 dir.

Teorem 5.8. Bir f € S doniisiimii altinda birim diskin goriintiisii |w| < % diskinin tiim

noktalarini ihtiva eder. (Koebe-Bieberbach Teoremi)

Ispat: b, f(D) nin bir sinir noktas1 olsun ve

Y(z) = bb_f—;Z()Z) =z+(a,+b 2%+ - (5.61)

fonksiyonu g6z oniine alalim. 1y = Tof oldugundan ¥ de S sinifindadir. Burada T,

T(w) = (5.62)

seklinde lineer olmayan bir doniisiimdiir.
Teorem 5.5. (Bieberbach) ifadesinden yararlanarak |a, + b™!| < 2
olup

b7l <2+ a,| <4 (5.63)
yazilir. Bundan dolayi |b| > i olur. Bir sinir noktasinin tam olarak baslangi¢ noktasindan
i birim uzakliginda olabilmesi, bu fonksiyonun Koebe fonksiyonu olmasi durumunda

gosterildi. Boylece i , herhangi daha biiyiik bir sabit ile degistirilemez.

Not 5.9. D de analitik

fz)=z+ Z a,z" (5.64)

bigimindeki fonksiyonlarin ailesi igin (D de {inivalent olmas1 gerekmeyen ) f(D) nin L

yaricapt bazi diskleri ihtiva edecek sekilde L > 0 pozitif sabiti vardir.

o L 1 - . .
Landau, L nin miimkiin olan en iyi degerinin en az P oldugunu gosterdi.

5.4. LIOUVILLE TEOREMIi

Teorem 5.10. w = f(z) fonksiyonu genisletilmis kompleks diizlemde analitik ve sinirli

ise bu fonksiyon sabit olmak zorundadir.
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Ispat: Boliim 4.2. de yer alan Cauchy integral Teoremi’ ne dayanarak yapilabilmektedir.

Sekilde de
Aﬁx C' gemberi
\\ ’/ D bolgesi

Sekil 5.1. Liouville teoremi.

goriildiigii gibi a merkezli, R yarigapli C gemberi ve C gemberinin sinirladigi D bolgesi

g0z Online alinsin. Ayrica D bolgesinde a dan farkli olmak iizere ikinci bir b noktasini

R
b-al <5 ,a#b (5.65)

olacak sekilde secilsin.
w = f(z) fonksiyonu genisletilmis diizlemde analitik oldugundan C ¢emberi ve onun

kapattig1 D bolgesinde de analitiktir ve ayn1 fonksiyon genisletilmis diizlemde sinirh

oldugundan |f(2z)| < M (M > 0) gergeklenir. Ote yandan
|z—bl=|z—b+a—-a|l=|z—a—-(b—-a)|=|z—a|l—-|b—a| (5.66)
= |z—bl2|z—al - |b—al
esitligi yazilabilir. Ayrica a merkezli R yarigapli gember g6z 6niine alindigindan dolay1
|z—al| =R = z—a=Re" = dz =iRe'?df (5.67)

esitlikleri yazilabilir. Buradan
R
|b — al <E (5.68)

ve
|z—b|=|z—a|—|b—al (5.69)

oldugundan ve |z — a| = R esitliginden
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R
|z —b| > 5 (5.70)
esitsizligi yazilabilir.
Ote yandan a ve b i¢in Cauchy Integral Formiilii yazilacak olursa
f (Z)
f@ == -—d (5.71)
c
1 (f@
f(b) = z—m.fz —-dz (5.72)
c
esitlikleri elde edilir. Bu iki esitlik taraf tarafa ¢ikarilirsa
0 - 1@ =5 [ =5 - =] e 573
f fa_Zm' zZ—b Z—afZZ G.73)
c
1 z—a—z+b (2)d
= omi) G-aa-b P¥
c
_(b-a) f f(z)dz
- (z—a)(z—D)
esitligi bulunur. Bu esitligin iki tarafinin da mutlak degeri alinirsa
f(z)dz
b) — 5.74
) - @l = |2 Je=ae-» (5.74)
esitligi elde edilir. Bu esitlige integraller icin Darboux Teoremi uygulanirsa
|b—al [ |f(2)lldz]
b) — < 5.75
F®) - f@l = T | o (575)
c

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikte daha dnce elde edilen esitsizlikler kullanilirsa

b_
G - f@l <2 fﬁR - | Mf|d - ol f|d| (5.76)
"2

2

esitsizligi elde edilir. Diger taraftan

J.Idzl =L = 2nR (5.77)
C
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ifadesinin C ¢emberinin yay uzunlugu oldugu bilinmektedir. Bu da en son esitsizlikte

kullanilirsa

|b —a|M _ 2M|b —a]
fFB) —f(@)] = ——21R = ——— (5.78)

TR?
esitsizligi elde edilir.
Genisletilmis diizlemde calisildigindan dolay1 R — oo i¢in bulunan esitsizlik
lf(b) = f(@)| <0 (5.79)
sekline doniisiir ki bu esitsizligin ¢oziimii kompleks sayilarin modiil 6zelliginden
If(b) = f(@| =0 = f(b) = f(a) (5.80)

seklinde olacaktir. O halde fonksiyonun sabit olmasi1 gerektigi sonucuna ulasilmaktadir.

Teorem 5.11. (Darboux Teoremi) w = f(z) fonksiyonu basit baglantili D bolgesine
tanimlanmig analitik bir fonksiyon olsun. D bolgesinde bulunan her C egrisi lizerinde

alian ¢izgisel integral eger

lf@l =M (5.81)
esitsizligini gergekler.
Ispat: Asagidaki
[ reaz| < [irliazt = [1r@lldz < [ midz = [1az (5.82)
C C C C C

_ dy| = _ dy )
Mcfldx+ldy| MCfJ(dx)Z + (dy)? M!J(dx)2<1 + (dx)

R
Cc

ifade elde edilmektedir.

<ML

Cf f(z)dz

5.5. WEISTRASS M-TESTI

Bu boliimde Weistrass M-testi uygulamasi ile serilerin diizgiin sekilde yakinsayip

yakinsamadigini bulmak adina uygulanip kullanilan teorem incelenmektedir.

Teorem 5.12. g,, A < C ciimlesindeki fonksiyonlarin bir dizisi olsun ve M,, > 0 reel
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sabitlerin bir dizisi alinsin.

i. Tim z € A degerleri igin |g,(2)| < M, Ve,

ii.  Yo—1 M, serisi yakinsak

olacak sekilde iki kosul gergeklesiyorsa

D 9 (5:83)

serisi mutlak ve diizgiin olarak A climlesine yakinsar.

Ornek: g(z)

9@ =)= (5.84)

serisini alalm. VO <r <1 i¢in bu serinin A, = {z1|z| <r} lizerine yakinsak

oldugunu gosterelim.

Burada g,,(2) = % seklinde alalim.|z| < r olacagi igin

|z|"

lgn(2)| = —— <

rh
n n

(5.85)
elde edilir. Boylelikle M, = olsun. 7,0 <7 <1 olduguna gore, = <" elde
edilmektedir. Bu kisimda karsilastirma testine uygun olarak
Z rn (5.86)
n=1

serisi yakinsaktir. Boylelikle ); M,, serisi de yakinsak olacaktir. Buna gore Weistrass M-

testi teoremine gore verilen A, nin elemani olacagindan seri A = { z 1 |z| < 1 } ifadesi

noktasal yakinsaktir. Asagida belirtilen sekle gore

Sekil 5.2.Weistrass M-testi.
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burada seri A bolgesinin tamamina diizgiin yakinsak degildir. Ger¢ekten alinan seri A

bdlgesinin tamaminda diizgiin yakinsak olmus olsaydi

n

i % (5.87)

n=1
serisi [0,1) araliginda diizgiin yakinsaktir seklinde kabul edelim. Yani [0,1) araliginda

diizgiin yakinsak olsun. Boylelikle diizgiin yakinsaklik tanimindan Ve > 0 sayisi i¢in

n = N ele alindiginda, tim x € [0,1) ve p = 0,1,2, ... degerleri i¢in

x" X+ xHP
—+ + -+ <e¢ (5.88)
n n+1 n+p
olmaktadir. Oysa ki
’ + ! + 5.89
N N+1 (589

serisi sonsuza iraksaktir. Bu serinin parcali toplamlari sonsuza gitmektedir. Bdylece

p sayisii

1
> 2¢ 5.90
( )

olacak sekilde segelim. ikinci adimda, x sayisin1 1 sayisina olabildigince yakin alalim ki

1
x"P > E (591)

dir. Bu halde

xN+xN+1+ +xN+p > N+P( PR )> 5.92

N N+1 N+p  © WTN+1 N+ ¢ (592)
elde edilmektedir.
Boylelikle yukaridaki

x™ 1 xtp

n n+l1 n+p

<e (5.93)

ifadesi ile gelismektedir. Bu halde A bolgesini tamamina diizgiin yakinsamayacaktir.

g(2) fonksiyonu her z noktasi iizerinde siirekli olacagi i¢in A ciimlesi {izerinde siireklidir.
Her bir z noktasi, baz1 A, ciimlesinde oldugundan bu ciimle igerisinde her zaman diizgiin

yakinsaklik bulunmaktadir.
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5.6. ROUCHE TEOREMIi

Teorem 5.13. f(z) ve g(z) fonksiyonlari1 basit baglantili C egrisi lizerinde ve onun
kapattigi basit baglantili D bolgesinde tanimlanmis analitik fonksiyonlar olsun. C egrisi
tizerindeki her noktada |g(z)| < |f(z)| esitsizligi gergekleniyorsa D bolgesinde
(f (z) + g(2)) fonksiyonu ile f(z) fonksiyonunun ayni sayida sifir yeri mevcuttur.

Ispat: f(z) + g(z) fonksiyonunun sifir yerlerinin sayis1 N; ve f(z) fonksiyonunun sifir

yerlerinin sayist da N, olsun. Bu halde

9(2) _
F@) =55 © 9@ =f@F @ (5.94)

fonksiyonunu tanimlayalim. f(z) + g(z) ve f(z) fonksiyonlarinin C egrisi iizerinde ve

bunun kapattigi D bolgesinde kutup noktast bulunmadigindan Argiiman Presibi’nden

F@+9@) 1 (f@D+9@

S om ) @ et YT ) To 9@ (595)
ve
1 (@
N, T (5.96)

esitlikleri yazilabilir. Denklem 5.95 ve Denklem 5.96 esitlikleri taraf tarafa ¢ikarilirsa

1 rfi(2)+9'(2) f'(2)
N = N, = 27ric f(z)+g(2) dz Zm f(2) ) “ (5.97)

esitligi elde edilir. Ote yandan
9(2) = f(2)F(2) = g'(2) = f'(2)F(2) + f(2)F ' (2) (5.98)

ifadesi Denklem 5.97 esitliginde kullanilacak olursa

@O+ DF@)+fDF (@) 1 (f(2)

N =N, = 2 @D+ FF @) dz = zmc o 699
ff @IL+F@I+ f@F@ 1 (f&)
~ 2mi f(@)[1+F(2)] “ Zm f(2)
1 f f'(Z)[1+F(Z)]+ f(2)F'(2) iz f'(2) (Z)
2mi) [f@D[1+F(@)]  f@[1+F(2)] Zm f@
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[ e[
) 2_m ];"((ZZ)) o ZnJ 1 ilgz()z) 4z = 2ni ) ;((ZZ))
- 271'[i Cf 1 i ;Z()z) dz
=M-N= 27111' J 11:5:2()@ dz
c

esitligini elde ederiz. Ote yandan teoremin hipotezinden C egrisi iizerinde

lg(@)| < 1f (2]
esitsizliginin daima gercek oldugu diisiiniiliirse
9@ 9@
9@ < If @] = o= Fes] <1
dir.
9@ 9(2)
F(Z)—m = |F(2)| = ‘f ‘
= |F(2)|] <1
esitsizligi elde edilir. Bu halde
1
1+ F(z2)

fonksiyonunu geometrik seriye acabiliriz.

Bu durumda

TP " 1+ F(2)+ (F(2)? + (F(2)3 +

seklinde bir seri elde edilir. Bu seri Denklem 5.99 esitliginde kullanilirsa

Ny — N, = 1j‘ F'(2)

2mi ) 1+ F(z)
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—= zimf F'(D + F&) + (F2)? + (F(2))? + ] dz
C

= %fF’(Z)dz+%fF’(z)F(z)dz+ %fF’(z)(F(z))zdz+
c C c

esitligi elde edilir. Denklem 5.105 esitliginin sag tarafindaki toplamlarda yer alan
integrallerin hepsi F'(z),F'(z)F(z),F'(z) (F(Z))Z, ... fonksiyonlari, C egrisi ve onun
kapattig1 D bolgesinde analitik oldugundan Cauchy Teoremi’ne gore sifira esittir ve

N,—N,=0 &N, =N, (5.106)
sonucu elde edilir.

Teorem 5.14. Eger f €S, 0<R <1 ve |z| < 1iseherbir z €D i¢in
1-R 1+R

m < |f'(2)| Sm (5.107)
ve
(1+—R)2 <|f@)| < =Rz (5.108)
esitsizlikleri mevcuttur.
Ispat: 0 < U < 1 olmak iizere D de
o) =f (f:;) (5.109)

fonksiyonu univalenttir.
Gorelim:

71,2, € D olmak tizere eger ¢(z;) = @(z,) ise z; = z, oldugunu gostermeliyiz.

zl+u) (zz+u

; fES 5.110
1+zu 1+ zzﬁ) / ( )

o) = 9() = f

zyt+u Z+u
1+2zu 1+2z,0u

= (z17+wWA+2z0) = (z +w)1 + z0)
= zy+z1Zu+u+ zuu = zp + zZ1Zu +u + zuu

= 7z — Z; + Zuu — zuu =0
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= (zy —z,) +uti(z,—z;) =0
= (z;—2)[1— uu] =0
= 2z,—2,=0 = 2z, =2,
dir. Yani ¢(z) fonksiyonu univalenttir.

Disk otomorfizminden ¢(z) € S ve |u| < 1 olmak lizere

0@ - f@
F&) = F e a—Tup

(5.111)

yazilir ki bu fonksiyon univalenttir yani F(z) € S dir.

¢(0) — f(w)
fra)@— ful?)

| fa-f@)
@ —TuP)

r 0
S @A = ul®)

F(0) =0

z=0 = F(0) =

(5.112)

buradan yola ¢ikilarak F'(z) =?,F'(0) =? ifadelerini bulmamiz gerekmektedir.

o f@
F&) = F ey d— b
p'(z) -0
Fa = Tul®)

@' (2)
AOED

(5.113)

= F'(z) =

¢'(0) ifadesinin degerini bulmak i¢in ¢(z)’ nin tiirevini alalim.

zZtu
) (5.114)

9(2) = f(l + zu

oy 1A+zuw)—(z+uw)u ,(z+u
A (1+ zn)? (1 +zﬁ)

_1+zﬁ— ZU —uu ,<z+u)
B (14 zu)? 1+ zu
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_ 1—uu ,<Z+u)
(14 zun)? 1+ zu

elde edilen ¢'(z) ifadesinde z = 0 alinarak ¢'(0) ifadesini elde edelim.

1—uu ,(0+u>
(14 0)? 140

@' (0) = (1 —u)f'(w
@'(0) = (1= [ul»f' (W
elde edilen ¢'(0) ifadesini F'(0) ifadesinde yerine yazalim.

®'(0)
fra@ - lul?)

_ @A - )
@)@ = [ul?)

— F'(0) = 1

@' (0) = (5.115)

F'(0) =

(5.116)

elde edilmektedir.

F(0)=0veF'(0) =1 oldugundan F(z) € A smifidir. F(z) €A hemde F(z) €S

oldugundan bir taylor agilimina sahiptir.

Yani

F) L F'O) ,,

F(z) =F(0) + TR T

(5.117)
F) F'0) ,

=0+t

dir. Bieberbach esitsizligine gére |a,| < 2 olmamalidir. Once a, yi bulalim:

F"(0
a, = # (5.118)

0(2) — f(w) 9@

Fe= = PO A -wm

@) - ful?)

(5.119)
¢" ()
fra@ = [ul?)

¢"(0)
fr)(d = lul?)

= F"(2) =

= F"(0) =

39



buradan oncelikle @'’ (0) degerinin bulunmasi zorunludur.

Daha 6nce

1—uu (Z-I—u)

(Z)_( —zu)?’ f 1+zu

ifadesinin tekrardan tiirevini alalim:

" _ 1—uu 1—uu " z+u
¢"(2) = (1—2z0)2 (1 —zn)?" (1 +Zﬁ>
. (1= |ul?)? zZ+u
= ¢"(2) = (1 —zu)* " (1 + Zﬁ)

elde edilir. Simdi z = 0 alalim:

(1 — [ul®)? (0+u)
n 0 — 12}
0" == (7575
a-uP?,,
Y Tl (I)
= ¢"(0) = (1 - [ul*f"W
elde edilen bu deger Denklem 5.14. ifadesinde yerine yazilirsa

(1 — [ul®)?f" (w)
(A= [ul®)f W

RO
'@

FII(()) —

elde edilmektedir. O halde

a, =

_ F"(O) ‘f"(u)(l — [ul?)
f'W

- ‘f"(u)(l — [ul®)
f'w

—ZQ‘SZ

—2ﬂ‘£4

ifadenin bu kisimda u yerine z alinirsa

‘f"(Z)(l — [ul®)
f'(2)

—211‘34

olur. Bu son esitsizligin her iki tarafi
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|| . R
1—z2 Y™ 1_Rr?

(5.126)

ile ¢arpilirsa

R
1—R?

f'"@@A-R*)
f'(@)

R f"(z)(1-R?» 2uR
‘1—R2' f'(z)  1-—R?

2u

<

(5.127)

1—R?

4R
<
1—R?

Rf"(z)  2R?
fl(z) 1-R?

4R
<
“1—-R?

sekline dontisiir. Her iki tarafin reel kismini diisiiniirsek

71 <z, = Ri(z7) < Ry(z,) (5.128)

Rf'"(2) 2R? 4R
Re{‘ 0 ~1_r2 } < Re( ) (5.129)

Rf"(2) 2R? 4R
4 |R< ) )  a (ﬁ) < ke (=)
Rf"(2) 2R? 4R
= ‘Re< ) >_1—R2 S1_r?

4R Rf"(2) 2R? 4R
< Re - <
1— R? '(2) 1—R2~ 1—R?

- —

2R? — 4R
ﬁwSR.Re

Rf"(2) <2R2+4R
f'(2) )‘ 1-R?
2R?> —4 Rf"(z)\ 2R*-4
m“e(m) )5 1_r?

=

elde edilmektedir. Eger z = Re'? olarak alinirsa
w = f(z) =u(x,y) + iv(x,y) (5.130)
olur. Bu durumda

ou O0v 0°u 0%

f@=gptp = @D=gmt75

TR (5.131)

olur.
Buna gore:
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0%u | .0%v

f”(Z) aR2+laR2
(fTZ)>_' ou .o0v (5.132)
R T 3R

(au 6v>
OR (?R
0°u .0%v\,0u .0v
(f”(z) (0R2+ aR2>(a_R“a_R)
f'(2) ouN?  [0v\?
(a—R) +(a—R)
0°u ou .0%uodv  .0%*vou L 9*vov

_ 9R?'3R _'9r?9R ' '9R?Z9R T 9RZaR

Gh) + G

0?udu  0%vadv

_ 9RZOR T ORZOR

GG
2 2 1/2
-5 (Ge) +Go))
f(z)—a—R ZR idi. = |f'@)] = \/((Z;):(S—;)z) (5.133)

(@ @)

ifadesi elde edilmektedir. Buna gore:
1
re(1O) = el 2 (24 (2] 5134
() “Yor " |\GR 9R (5-134)

2 2 1/2
= | (ar) ()|

_al !
= —Inlf'(2)|

elde edilir. Bu degeri Denklem 5.129 nolu esitsizlikte yerine yazarsak

2R — 4 )] < 2R + 4
1— RZ—aRnf z —R?

(5.135)
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esitsizligini elde ederiz. Bu esitsizligin her tarafinin 0’ dan R’ye integralini alalim.

[

= In(1-R)—-3In(1+R) <In|f'(z2)| <In(1+R)—3In(1 -R)

R
dR f In| |dR<f2R+4dR 5.136
Srnlf @) T R? (5.136)

L= < nlf (] < 14+R
(1+R)3 nlf’ (@) (1—R)3
1-R 1+4+R

m_V(N - R)3

ifadesi bulunur. Bu esitsizligin

, 1+R
If' (@) < a—rp (5.137)

kismini kullanarak ikinci esitsizligin ikinei kismini ispatlayabiliriz.

Bunun i¢in 0 < t < R alalm. Bu durumda 6 = 0 dan § = z = Re'® ya kadar integral

alalim:

R
lf (2| = < flf’(6)|dt (5.138)
0

fz £(8)ds
0

=< J(l—t)3dt=?

R
1+t

—)a-o
0

1+t 2—u
D f W

dt =
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R

L P L 5.139
1-0)3" 1-t (1-1t)20 (5:139)
0
= ! + ! [—1+ 1]
~  1-R (1-R)?
_—1+R+1 R
(1-R)? ~ (1-R)?
Birinci taraf yani
| | < R 5.140
ispatlandi. Simdi de
—_— < 141
A+ RE S |f (2] (5.141)
oldugunu gosterelim. Koebe dortte bir teoremine gore her bir f(z) € S igin
IF@1 <1/y (5.142)
tiir. Buna gore, 0 < R < 1 iken
R < ! 5.143
(1+R)2 "4 (5.143)

olur. Budurumdaw = f(z) noktasini orijine birlestiren y dogru pargast f(D)de olur. Bu

dogru pargasinin goriintiisii C olarak alalim. Bu duruma da C, 0’dan z ye bir basit yaydir

ve
£@ = [ £y (5.144.)
C
dir. Bu duruma da bir 6nceki teoremden
R
@l = 1w = | L=t 5.145
C 0
olur.
Ornek: | ®_17'_ 4t integralini hesaplayalim
Jo (o2 & prayaiim.
17t = 5.146
A+ = (5.146)
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=1l14+u=u = dt=du

=l-u=—-t = 2-u=1-t

2—u
= f —dt = f(Zu‘3 —u?)du
u

u? ut
=2 ———+c=—u?4u’?

= _1+c u““+ult+c

1 1 1+t—-1
= — +c= ——
1+t (1+1t)? (1+1t)?

+c

t

“a+ror €
R
1~td4y M A& 5.147
A+6)37  (A+1)20 (1+1t)? (5.147)
0
olur. Yani
If(2)| = R = R 1 (2)] 5.148
@2 = ares@ (5.148)
Denklem 5.140 ve Denklem 5.148 den
(1+—R)2 <|f2| = m (5.149)

elde edilir.
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6. OZEL TANIMLI FONKSIYON VE TEOREMLER

6.1. MERAMORFIK FONKSIiYONLARA AiT UNIVALENT FONKSiYON
OLAN YENI BiR FONKSiYON SINIFI ELDE EDIiLMESI

Tamm 6.1. Birim disk D = {z € C : |z|}igerisinde f(0) = 0 ve f'(0) =1 normalize
edilmis olan analitik f(z) fonksiyonlarin smifin1 A alalm. Bu durumda f(z) € A

fonksiyonu
fz)=z+ z Ayz" (6.1)
n=2

olarak yazilir. D de univalent olan f(z) fonksiyonlarinin olusturdugu A sinifinin ait

smifini S olarak alalim [6].
1
F(Z)=;+b0+b1Z+b2Z2+'-'+bnzn+... (62)
= F* = F(2) — b,
1
= E + blz + szz + -4+ ann + -

fonksiyonu D de analitik ve univalenttir.
Bu fonksiyonlarin sinifi P ile gosterilir ve F*(0) = oo olarak tanimlanir.

D*={zeC: |z| >1} de univalent ve meramorf olan fonksiyonlarin sinifi Y ile

gosterilir ve

1 G Cn
Gz)=z+co+—+ g+t (6.3)

serisi ile tanimlanir.

Tanmim 6.2. % orani reel olmamak iizere 2w, ,2w, periyotlarina sahip f(z)
1

fonksiyonunu alalim. Eger, m ve n (bu bildiride a yazilmis) tamsayilar olmak iizere f(z)
nin her bir periyodu m,w; + n,w, formundaysa (2w,, 2w,) ¢ifti bir temel ¢ift olarak
adlandirilir [9].

Her temel periyot cifti 2wy, 2w, diizlemin bir yOniinii olusturan paralelkenar agini
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belirler. m ve n tamsayilar olmak tizere L,,, = m,w; + n,w, alalim.

Lemma 6.3. Bu ifade de
Y-
m n (m,n)=(0,0)

olmak tizere k > 2 i¢in

1
Z (6.5)
ST (m2w; + n2w,)p

cift serisi mutlak yakinsaktir.

Ispat: Oncelikli olarak

1
(m2w; + n2w,)p

(6.6)

terimlerinin toplamini T}, olarak alalim. Burada —k < m < k olmas1 demek, +k2w, +

k2w, koseleri ile birlikte noktalarin paralelkenarin gevresi lizerindedir. Simdi

1 1

T, < Z < 8k.—— 6.7
k= 2 Tmzw, +nzwy)] = O Grg)p ©7)
q, |2w;| ve |2w,| nin en kii¢iigii olursa
1
? TP (6.8)

ifadesi elde edilir.Dolayisiyla karsilastirma testine gore eger p —1>1 vep > 2 ise

2. T, mutlak yakinsaktir.

1
T, = Z 6.9
mn |[u2w, + v2w,|P (6:9)
usm

vn

alalim.

Budurumda Ty, , < YR T" dir. Burada T}, toplami, k degeri m ve n den biiyiik olmak
lizere, T}, terimlerinin mutlak degerlerinin ilave edilmesiyle elde edilir. Boylece verilen

seri eger p > 2 ise mutlak yakinsaktir [10].

Weierstrass’in - p(z) eliptik fonksiyonu (2w, ,2w,) periyotlar ile birlikte asagidaki

bagintiy1 tanimlar.
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2

z z z
o(z) =z l_[ (1 - L_> exp | — + N (6.10)
(m’n) + (0’0) mn mn . mn

{(z) dlé() 1+ ! +1+ ] (6.11)

z) = —In{(z) =— .
dz z iS00 Z—Lyn Lmn Lmn

(D= iD= 5+ e Sl e I CEE

b(z) = dZ(Z T 72 (Z_Lmn) Lzmn (612)

(m,n)=(0,0)
elde edilmektedir. Burada

[-MIT = 2- 33 619)

mn m n

dir.

Tamim 6.4. p(z) Weierstrass fonksiyonu

D=t Y 1
Z) =— _ _
2 5 - _
2 mkzon . mSten F T lm) L

(6.14)

cift seriye tanimlanir [10].

Eliptik fonksiyonlarin Weierstrass teorisini gelistirmek i¢in p(z) Weierstrass
fonksiyonunu veya daha agik alarak p (z; wy;, w,) yi disiinmeliyiz. p(z) i¢in
yakinsaklik saglanmak iizere L,,, de ikinci dereceden meramorfik olmak {izere p(z)
diizgiin oldugu agiktir. p (z) nin —2 dereceden homojen olduguna dikkat edelim yani

b(tz; Twy,™wy) = T72p (z; wy; wyp) (6.15)
Teorem 6.5. p(z) nin serisi her bir z i¢in L,,,, de mutlak ve diizgiin yakinsaktir [10].

fspat:

1 1

(z - Lmn)2 Lzmn

‘ 2.2 Ly, — 2°

Lzmn (Z - Lmn)2

[2. |Lyn| + 12]]. 12|

bl 1= ()]

Lmn

(6.16)

[3. [Limnl| + lzl]. |2

|Lmn|2- |1 - (L)|2

Lmn

, eger |Ly,| 2 |z|
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12

< W Jz| eger |Lpnl =2.|z|
mn

Dolayisiyla, |Lp,,| = 2.|z| i¢in seri mutlak ve diizgiin yakinsaktir. Bu p (z) i¢in dizinin

biitiin z ler ve diger yandan L,,, i¢in mutlak ve diizgiin yakinsaktir.

Teorem 6.6. y(z) fonksiyonu bir ¢ift fonksiyon yani p(z) = p(—z) dir [3].

Ispat: Burada

1 1 1 1 1
b(Z) - Z_Z + Z(m,n)#(0,0) [(Z_Lmn)z - Lzmn] + Z(m,n);t(0,0) [(Z_L*mn)z - L*mn] (617)

m bir pozitif tamsay1 ve n herhangi bir tamsay1 olmak {izere

Ln = m2wy + n2w, (6.18)

ve L'y = —m2w; — n2w, , es zamanli olarak m = 0, n = 0 olmamak tizere

Y(mn) toplamu biitiin pozitif tamsayilarin herhangi bir n tam sayisin1 kapsar.

Teorem 6.7. 2w, + 2w, periyodu ile birlikte p(z) fonksiyonu bir ¢ift periyodik
fonksiyondur. [11]

Ispat: 11k olarak

b(2) = Z_12 £y [ o im)z - inm] (6.19)

_ 1 + 1 1 4 Z[ 1 1 ]
B z? (Z - 2W1)2 (2W1)2 (Z - Lmn)2 Lzmn
mn

Burada m = 0,n = 0vem = 1,n = 0 harig biitiin m,n ler i¢in Y bir toplamdir.

1 1
(z+2w1)? (2wq)2

1
(z+2w1—Lpmn)?

b(z+zwy) ==+ + Yon - sznn] (6.20)

= zi2+ le [(z—imn)z - inm] = P®

Benzer olarak

b(z) = Ziz+ Z [(Z — ;m)z — inm] (6.21)

_ 1 4 1 1 N Z[ 1 1 ]
oz (z—2wy)? (2wy)? (z = Lmn)*  Lpn
mn
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Buradam = 0,n = 0vem = 1,n = 0 harig biitiin m, n ler i¢in ), bir toplamdir.

1
(z+2w,)?

1 1 1 1
b(z+2w)) = 5+ ~ et Zmn | -5 (622

(z+2wy—Lmn)?

= zi2+ ; [(z—imn)z - in,m] = P@)
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7. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde z = 0 in komsulugunda
Ap=@p+1) Y LG (7.
(m,n) #(0,0)

olmak iizere p(z) fonksiyonu bir

1
b(z) = pria Z A,y . Z%P (7.2)
P

kuvvet serisine agilabilecegini gosterelim. n tamsayilar ve W1 / w, orani bir reel say1 olmak

lizere w; ve w, kompleks sayilari igin Weistrass’in p(z) fonksiyonu tanimi geregince

Lmn == mel + ZTlWZ (73)

dir. Bu durumda |[2w| normu, |2w,| ve |2w,| den kiigiiktiir. Ote yandan m ve n ikisi
birden sifir olamayacagindan p(z) fonksiyonu bir kutup noktasi olan L,,, noktalari

disinda mutlak ve diizgiin yakinsaktir. Dolayisiyla bir kuvvet serisine acilabilir.

Bu durumda
z I 1 1 l 7.4)
mn (Z ~ Limn )2 Lmn2 .
_ Z 1 1
o z \2 2
mn Zmn (1 _ %) mn
dir. Burada
(1 z )2 (7.5)
Lmn .
ifadesini
L 14zt 7.6
1=, z+z (7.6)

2
kullanarak elde edilmektedir. Yani (1 — LL) ifadesinin agilimi saglanir ve denklemde

mn
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yerine yazilirsa

R R S

mn D mn
1
:Z (p+ 1)21}7"'2 Zp
D mn mn
elde edilir. Burada
1/p+2
Ay=(@+1 Z Lon (7.8)
mmn
alinirsa
Ak = z Aka (79)
p

olur. Ayrica Ay, p(z) nin integral degeri toplamu i¢in A, = 0 olacak sekilde herhangi bir

fonksiyondur. p(z) fonksiyonu iki katli kutup noktasindaki z = L,,, temel periyot

ciftlerine gore bir meramorfik fonksiyon olup ve

(; ((z — imn)z B L;m>> (7.10)

Z = Ly, 1ki katli kutup noktasi bulunmaktadir. Boylece

1 co
() =+ Z A,z*P (7.11)
p=1

fonksiyonu bir geometrik fonksiyon olarak diisiiniilebilir.

Bu durumda

zZ=u veld,| =1 (7.12)

olmak lizere
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1 [ee]
b(z) = pria leApzZp (7.14)

1 2 N 2p
= Z—Z + A2Z + Asz
p=2
fonksiyonunun birim ¢emberin disinda yer almasi gerekmektedir. Birim ¢gemberin disina
aktarimin1 saglamak adma S simifina ait olan fonksiyonu P sinifina ait olmasi
gerekmektedir. Birim ¢emberin disinda yer alan, laurent serisine agilmis hali hem analitik

hem de iinivalent olan fonksiyonlara P sinifina ait fonksiyonlar olarak tanimlanmaktadir.

b(z) fonksiyonuna ait elde edilen son esitsizlikten — = ifadesi ¢ikartilirsa

1
B(z) = p(2) — o (7.15)
1 = 1
= B(z) = =+ Ayz* + Z Aypz?? | — (Z—2>
p=2

= ﬁ(Z) = 14222 + z AszZp
p=2

B(z) elde edilmektedir. Bulunan S (z) denklemi birim ¢emberin disinda ve P sinifina ait

olmaktadir. Bulunan B (z) fonksiyonuna z2? = u ve |A,| = 1 kabulleri uygulanirsa
B(w) =u+ z App. u?? (7.16)
p=2

ifadesi elde edilmektedir. Bu ifade artik bire bir olan geometrik fonksiyondur ve

normallestirme sartlar1 yani

pO)=0, p'O)=1 (7.17)

kosullari
Bw) =u+ Z Ayp. u®P (7.18)
p=2

elde edilen B (u) denkleminde uygulanir ise
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BO)=0+ Y 4,,.0% =0 (7.19)

ve
B'(0)=1+ Z 0=1 (7.20)
p=2
olur. Boylelikle
B(z) =z+ z Ayp. u®P (7.21)
p=2

ifadesi elde edilmektedir. Bu fonksiyon birim diskin disinda yer almaktadir. Ayni
zamanda B(z) fonksiyonu analitik, inivalent ve $(0) = B'(0) — 1 = 0 normallestirme
sartlarin1 saglamaktadir. Boylelikle geometrik fonksiyonlara ait yeni bir fonksiyon sinifi
elde edilerek ispat tamamlanmistir. Elde edilen fonksiyonlarin smifi “r” kiimesiyle

tanimlanmaktadir.
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8. SONUCLAR VE ONERILER

Bu c¢alismada Weistrass fonksiyonlarma ait Weistrass pe fonksiyonunun geometrik
fonksiyonlarda meramorf fonksiyondur. Boylelikle Weistrass p(z) fonksiyonu

kullanilmaktadir.

Bu ¢alisma ile geometrik fonksiyonlara ait olan birim ¢emberin disinda yer alip hem
meramorfik hem de tinivalent kosulunu saglayan yeni bir fonksiyon sinifi elde
edilmektedir. Bu ispat ile birlikte geometrik fonksiyonlar sinifina ait yeni bir fonksiyon
sinifi kazandirilmasi amaglanmaktadir. Elde edilen bu fonksiyonlarin sinifi “r” kiimesiyle

tanimlanmaktadir.
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