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Bu calismada, adi diferansiyel denklemler ile ilgili temel kavramlar verildikten
sonra, adi diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimlerinde yaygin olarak kullanilan
yontemlerden bahsedilmistir. Ozel iiciincii-merteben adi diferansiyel denklemleri
¢ozmek i¢in dort-basamakli altinci-mertebe gelistirilmis Runge-Kutta dogrudan
yontemi sunulmustur. Bu yontem iki-adimli bir yontemdir ve ayn1 mertebeden klasik
Runge-Kuta yontemi ile karsilagtirildiginda daha az basamak sayisi ile elde edilir.
Onerilen yontemin kararlilik polinomu verilmistir. Onerilen yontem literatiirdeki
yontemlerle karsilastirilmis ve yontemin etkinligini ve hassasiyetini gostermek i¢in

sayisal sonuglar sunulmustur.
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In this study, after the basic concepts with related to ordinary differential equations
have been given, the methods commonly used in numerical solutions of ordinary
differential equations have been mentioned. The sixth-order improved Runge-Kutta
direct method with four-stage has been presented for solving special third-order
ordinary differential equations. This method is two-step in nature and is obtained
with less number of steps compared to the classical Runge-Kuta method of the same
order. Stability polynomial of the proposed method has been given. The proposed
method has been compared with the methods in the literature and numerical results

have been presented to show the efficiency and accuracy of the method.
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BOLUM 1

GIRIS

Miihendislik ve fen bilimlerine ait problemlerin ¢ogu diferansiyel denklemlerle
matematiksel olarak modellenmektedir ve bu problemlerin ¢dziimleri 6nemli bir yer
tutmaktadir. Cogu zaman diferansiyel denklemlerin analitik ¢Oziimiinii bulmak
miimkiin olmamaktadir. Bu sebeple sayisal integrasyon yontemleri ¢oziimlerin
davranis1 hakkinda fikir vermesi agisindan biiyiik bir dneme sahiptir. Runge-Kutta
yontemleri adi diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢oziimleri igin yaygin olarak
kullanilan yontemlerdir. Runge-Kutta yontemleri birinci mertebeden adi diferansiyel
denklemlerin sayisal integrasyonu i¢in gelistirilmis tek adimli yontemlerdir. Bu
yontemler birinci mertebeden tek bir adi diferansiyel denkleme uygulanabilecegi gibi
birden fazla birinci mertebeden adi diferansiyel denkleme de (birinci merteben adi
diferansiyel denklem sistemi) uygulanabilir. Ayni1 zamanda Runge-Kutta yontemleri
yiiksek mertebeden adi diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimlerini bulmak i¢in
kullanilabilir. Yiiksek mertebeden adi diferansiyel denklemin sayisal ¢oziimleri,
denklem birinci mertebeden adi diferansiyel denklem sistemine doniistiiriilerek
hesaplanabilir (Butcher, 2008; Lambert, 1991; Hairer vd., 1993). Bu ise hesaplama
maliyetinde artiga sebep olur. Bu sebeple yiiksek mertebeden adi diferansiyel
denklemlerin dogrudan integrasyonu, yontemin etkinligi acgisindan Onem

tasimaktadir.

Son zamanlarda tgiincii ve daha yiliksek mertebeden adi diferansiyel denklemlerin
dogrudan integrasyonu icin lineer ¢ok adimli (linear multistep), hibrit (hybrid) ve
blok (block) yontemleri ortaya koyulmustur (Olabode ve Yusuph, 2009; Awoyemi,
2003; Awoyemi ve Idowu, 2005; Bin Suleiman, 1989; Waeleh vd., 2011; Majid vd.,
2010). Ugiincii-mertebeden adi diferansiyel denklemlerin Runge-Kutta tipi ydntem



ile dogrudan integrasyonunu iceren ¢aligmalar (Mechee vd., 2013; Hussain vd.,
2015; Hussain vd., 2017; You ve Chen, 2013)’de verilmistir.

Hussain vd. (2017), makalelerinde 6zel iigiincii-mertebeden adi diferansiyel
denklemlerin sayisal integrasyonu ig¢in dordiincii-mertebeden gelistirilmis Runge-
Kutta dogrudan (improved Runge-Kutta direct) yontemini tiiretmiglerdir. Yontemin
mertebe kosullar1 dordiincii mertebeye kadar verilmistir. Hussain vd. (2015)
makalelerinde 6zel tglincii-mertebeden adi diferansiyel denklemlerin sayisal
¢Oziimleri i¢in besinci-mertebeden gelistirilmis Runge-Kutta dogrudan (improved
Runge-Kutta direct) yontemini tliretmislerdir. Bu calismada yOntemin mertebe

kosullar1 altinc1 mertebeye kadar verilmistir.

Bu tez ¢alismasinda 6zel {iglincii-mertebeden adi diferansiyel denklemlerin sayisal
¢Oziimii i¢in Onerilmis olan gelistirilmis Runge-Kutta dogrudan yontemi ele
alinmustir. Ozel {igiincii-mertebeden adi diferansiyel denklemleri ¢dzmek in dort-

basamakli altinci-mertebeden acik bir yontem insa edilmistir.

Ikinci boliimde, adi diferansiyel denklemler ile ilgili temel kavramlar verilmistir.
Uciincii béliimde, birinci mertebeden adi diferansiyel denklemleri ¢dzmek igin
kullanilan yontemlerden bahsedilmistir. Dordiincii boliimde, ikinci-mertebeden adi

diferansiyel denklemleri dogrudan ¢6zmek igin kullanilan yontemler verilmistir.

Besinci boliimde, ticlincii mertebeden adi diferansiyel denklemleri dogrudan ¢ozmek
icin kullanilan yontemler verilmistir. Ozel {igiincii-mertebeden adi diferansiyel
denklemleri dogrudan ¢ézmek icin Onerilen yontemlerden biri olan gelistirilmis
Runge-Kutta dogrudan (IRKD) yontemi i¢in literatiirdeki caligmalara devam
edilmistir. IRKD yontemin yedinci mertebeye kadar mertebe kosullar1 verilmistir.
IRKD y&nteminin kararlilik polinomu sunulmustur. Ozel {igiincii-mertebeden adi
diferansiyel denklemleri ¢6zmek icin dort-basamakli altinci-mertebeden bir yontemi
tiiretilmistir ve bu yontemin bazi standart test problemleri iizerinde uygulamalar

yapilmistir.



Bu tez calismasinin sonuglandirildigi son bdliim olan altinct bdliimde ise yapilan
calismalarin degerlendirilmesi yapilmistir ve gelecek c¢alismalar igin Oneriler

verilmistir.



BOLUM 2

TEMEL KAVRAMLAR

Fen ve miihendislikte, diferansiyel denklemler ¢ok 6nemli matematiksel modellerdir.
Cogu fiziksel sistem bagimsiz degisken olarak zaman ya da uzay degiskeninin

kullanildig1 diferansiyel denklemler ile ifade edilebilir.

Diferansiyel denklem, bir veya daha fazla bagimli degiskenin bir veya daha fazla
bagimsiz degiskene gore tiirevlerini igeren denkleme denir. Eger bir diferansiyel
denklem bir veya daha fazla bagimli degiskenin tek bir bagimsiz degiskene gore adi
tiirevlerini igeriyorsa bu diferansiyel denkleme adi diferansiyel denklem denir. Bir
veya daha fazla bagimli degiskenin birden fazla bagimsiz degiskene gore kismi
tiirevlerini igeren diferansiyel denkleme ise kismi diferansiyel denklem denir (Ross,
1984).

2.1. BASLANGIC DEGER PROBLEMI

Birinci ve yliksek mertebeden diferansiyel denklemlerin uygulamasinda karsilagilan
problemlerin ¢ogu, diferansiyel denklem ve diferansiyel denklemin ¢6ziimiinii
saglayan bir veya daha fazla ek kosulu igermektedir. Eger ilgili ek kosullarin hepsi
bagimsiz degiskenin ayni1 noktadaki degeri igin verilir ise problem baslangi¢c deger
problemi olarak adlandirilir. Kosullar bagimsiz degiskenin birden fazla noktadaki

degeri icin verilir ise problem sunir deger problemi olarak adlandirilir (Ross, 1984).

Birinci mertebeden adi diferansiyel denklem igin baslangig deger problemi,
yeR? f:RxR? - R®olmak iizere

y'=T06y(x)), Y06) = Yo, X2 X% (2.1)
seklinde yazilabilir.



Baglangi¢ deger problemlerinin genel formu

y»=f(xy,Y,....y"?),
V(%) = Yo, Y (%) = Yo, Y (%) =Yoo, YO (%) = Y (2.2)

seklinde verilebilir. Burada x> x,, y(x) e R, f eR" ve n>2.

2.2. COZUMUN VARLIGI VE TEKLIiGIi

Verilen bir baslangic deger probleminin bir ¢dziime sahip olup olmadig: ilk akla
gelen sorudur. Bir baska soru ise, eger ¢oziimii var ise ¢ozlimiin tek olup olmadigidir.
Bu sorularin cevabi i¢in, ¢6zlimiin varligini ve tekligini ifade eden asagidaki tanim

ve teorem verilmistir.

Tanm 2.1. f :[a,b]de —R? olmak iizere, herhangi bir Xe[a,b] ve y,zeR*
i¢in

Ifxy)-f(xz2)|<L|y-2| (2.3)
kosulunu saglayan Lipschitz sabiti olarak bilinen bir L sabiti varsa f
fonksiyonunun ikinci degiskende Lipschitz kosulunu sagladigir soylenir (Butcher,

2008).

Teorem 2.1. (Varhik ve teklik teoremi) f :[a,b]xR’ —R" olmak iizere
y'(x)=f(xy(x), y@)=y,
baslangi¢ deger problemi diisiiniilsiin. Eger f fonksiyonu birinci degiskende siirekli

ve ikinci degiskende Lipschitz kosulunu saglarsa, bu durumda bu problemin tek bir

¢Ozlimii vardir (Butcher, 2008).



Bu teorem, baslangic deger problemi icin ¢oziimlerin varligmi ve tekligini

garantilemektedir.

Bu tez calismasinda varlik ve teklik teoreminin sartlarin1 saglayan baslangic deger

problemleri lizerinde ¢aligilmistir.
2.3. TAYLOR SERIi ACILIMI

Her mertebeden tiirevlere sahip bir y(X) fonksiyonu i¢in, y(x,-+h) fonksiyonunun
X, noktasi civarindaki Taylor seri agilim1

2 p

Y(x, +h) = y(x,)+ hy'(xn)+%y"(xn)+~--+% Y (x,) 4 (2.4)

seklindedir. Esitlik (2.4)’de sol taraftaki ifadenin sag tarafa esit olabilmesi i¢in sag
taraftaki seri sonsuz terimli bir seri olmalidir. Hesaplamada terimlerin hepsini

kullanmak miimkiin olmamaktadir. Bu sebeple sonlu sayidaki terimlerle islem

yapilir. Yani h” ’ye kadar olan terimlerin kullanildig: diisiiniiliirse, seri

2 p

y(x, +h)=y(x,)+hy'(x,) +% y"'(X,) +---+h—| y®(x,)+R, (2.5)
! p!

halini alir. Burada kalan terim (ya da hata terimi) R,

(p+1)
Rp+l = y (5) hp+l’ n
(p+1)!

seklindedir. Esitlik (2.5)
2

p
y(x, +h) =y(x,)+ hy'(xn)+%y”(xn)+~--+h—' y®(x,)+0(h*)
! p!

olarak da ifade edilebilir.



Taylor seri agilimlar1 baslangi¢ deger problemlerine yaklasik ¢oziimler elde etmek
i¢cin kullanilabilecegi gibi bu a¢ilimlar daha ¢ok baslangic deger problemlerinin

¢Oziimiinde kullanilan sayisal yontemlerin tiiretilmesinde kullanilmaktadir.



BOLUM 3

BIiRINCI MERTEBEDEN ADI DIFERANSIYEL DENKLEMLERI COZMEK
ICIN YONTEMLER

Diferansiyel denklemlerin ¢ogu analitik olarak ¢oziilemez. Bazi bilim dallarinda
gercek ¢oziimden ziyade, gergek ¢ozlime sayisal bir yaklagim elde etmek yeterlidir.
Cesitli bilim insanlar1 tarafindan adi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerine sayisal
yaklagimlar saglayan adi diferansiyel denklemler igin sayisal yontemler genellikle
kullanilir. Genel olarak sayisal yontemler, tek adimli (one step) ve ¢ok adiml
(multistep) yontemler olmak lizere iki gruba ayrilir. Ayni zamanda bu yontemler agik

ve kapal1 yontemler olarak da siniflandirilabilir.

Tek adimli yontemlerde, bir sonraki adimdaki ¢Oziimiin yaklasik degerini
hesaplamak i¢in sadece bir 6nceki adimdaki noktanin bilgisi gerekmektedir. Cok
adimli yontemlerde ise bir sonraki adimdaki ¢éziimiin yaklasik degerini hesaplamak
icin mevcut adimda birden fazla 6nceki adimlardaki noktalarin bilgisi gerekir. Bu
boliimde adi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢in kullanilan sayisal yontemler ele

alinacaktir.

3.1. EULER YONTEMI

Esitlik (2.1)’de verilen baslangic deger probleminin ¢6ziimiinde kullanilan en kolay

yontem Euler yontemidir. Euler yontemi

yn+l = yn + h f (Xn’ yn) (31)

formundadir. Bu yontem agik ve tek adimli bir yontemdir. Bu yontemin diisiik
mertebeli yani birinci mertebeden bir yontem olmasi kullanimint kisitlar. Euler

yontemi lineer agik ¢ok adimli ve agik ¢ok basamakli (multistage, Runge-Kutta

8



yontemlerin temelini olusturur. Bu yoOntemler Euler yonteminden daha yiiksek

mertebeden yontemler tiiretebilmek amaciyla gelistirilmistir.

3.2. RUNGE-KUTTA YONTEMIi

Runge-Kutta yontemleri, adi diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢6ziimlerini bulmak
icin yaygin olarak kullanilan a¢ik ve kapali yontemler ailesinden olusur. Bu
yontemler ilk olarak 1895 yilinda Runge tarafindan ortaya koyulmustur. Bu
yontemlere Heun tarafindan 1900 yilinda ve Kutta tarafindan 1901 yilinda yapilan
calismalarla daha da katki saglanmistir (Butcher, 2008; Lambert, 1973).

Runge-Kutta yontemleri, yiiksek mertebeden tiirevlere ihtiya¢ duymadan yiiksek

hassasiyette yaklagimlar sagladigindan genellikle tercih edilirler. Genel agik tek

adiml1 yontemler
Yo = Yo +he(X;, ¥y, 1) (3.2)

formunda yazilabilir.

Tanim 3.1:

y(x+h)=y(x) ~hg(x, y(x),h) =O(h"") (3.3)

esitligini saglayan en biiylik tamsay1 p ise, (3.2) esitligi ile verilen yontemin p.
mertebeden bir yontem oldugu sodylenir. Burada Y(X), (2.1) baslangi¢ deger

probleminin analitik ¢6ziimiidiir (Lambert, 1973).

Tanim 3.2:

P(x,y,0)= f(xy) (3.4)

esitligi saglanirsa (3.2) esitligi ile verilen yontemin baslangic deger problemi ile

tutarl oldugu soylenir (Lambert, 1973).



Bu ise tutarli bir yontemin en azindan birinci mertebeden bir yontem oldugunu ifade
eder. Tek adimli yontemler i¢in tutarlilik yakinsama igin gerek ve yeter kosuldur

(Lambert, 1973).

Esitlik (2.1) ile verilen baslangi¢ deger problemi igin genel agik s -basamakli Runge-

Kutta yontemi

k.= f(X,,Y,)
i-1

ki =f(x,+chy, +h> ak)), i=2..,s, (3.5)
=i

Yo = Yot hibiki

i=1

ile tanimlanir. Burada asagidaki kosulun

a. =¢, 1=2,3,...,5 (3.6)

yani satir toplam kosulunun (row-sum conditition) saglandig1 kabul edilir. Runge-
Kutta yonteminin katsayilart Butcher tablosu ile gosterilebilir. Butcher tablosu

Cizelge 3.1°de verilmistir.

Cizelge 3.1. Runge-Kutta yontemi i¢in Butcher tablosu.

0
C, | 8y
C; | 8y 8y
CS aSl aS 2 aSS*l
b, b b, b

En ¢ok bilinen dordiincii mertebeden Runge-Kutta (RK4) yontemi Cizelge 3.2° de
verilmistir.
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Cizelge 3.2. Dordiincii mertebeden Runge-Kutta (RK4) yontemi i¢in Butcher

tablosu.

0

111

2 2

1 1

210 2

110 0 1
1111
6 3 3

3.3. ACIK IKi-ADIMLI (TWO-STEP) RUNGE-KUTTA YONTEMI

Esitlik (2.1) ile verilen baslangi¢ deger probleminin sayisal ¢oziimii igin agik iki-
adimli (two-step) Runge-Kutta (TSRK) yontemleri

Y =yi+ hiajkf (% +en Yt

k=1

. i
Yl =y +hya f(x, +eh Yy, (3.7)
k=1

Vo, =0y, +1-0)y, +hZS:(vj F (X +Ch Y )+w f(x +cjh,Yij)), j=12,...,s

j=1

i—1
formuna sahiptir (Jackiewicz vd., 1995). Burada c =Zaij, i=12,...,s esitligi
j=1

saglanir. Bu yontemler Butcher tarafindan diisiiniilen genel lineer yontemlerin bir alt
smifidir (Butcher 1987).  Iki-adimli Runge-Kutta y&ntemlerinin genel smifi
(Jackiewicz ve Tracogna, 1995)’de verilmistir. Bu yontemler ardisik iki noktadaki

basamak degerlerine baghdir. Y,), degeri bir 6nceki adimda hesaplandigindan bu

degeri hesaplamaya gerek yoktur. Bu sebeple sadece Yijdegerlerini iceren f
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fonksiyon degerlerinin hesaplanmasi maliyeti belirler. Integrasyona baglamak igin Y,

baslangi¢ degerine ilave olarak, Yy, degerine ihtiya¢ duyulur. Bu deger uygun

mertebeli Runge-Kutta yontemleri kullanilarak hesaplanabilir. (3.7) ile verilen

yontem

Z(vj+wj):l+¢9 (3.8)

kosulunu saglarsa tutarlidir ve 8 € (—=1,1] ise sifir-kararlidir (zero-stable) (Jackiewicz

vd., 1991). (3.7) yontemi tutarli ve sifir kararl ise yakinsaktir (Watt, 1967). (3.7)

yonteminin katsayilar1 Cizelge 3.3.’te Butcher tablosu ile verilmistir.

Cizelge 3.3. Acik iki-adimli Runge-Kutta yontemi i¢in Butcher tablosu

c A =
V'
7
W
c,=0
C, ay
G as a;,
C, ag a, o 8554
Vi v, Vi Vs
0
Wl WZ Ws—l Ws
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3.4. GELISTIRILMIiS IMPROVED) RUNGE-KUTTA YONTEMI

Birinci mertebeden adi diferansiyel denklemleri ¢6zmek ic¢in klasik Runge-Kutta

yontemlerindeki k; basamak degerlerine ek olarak Kk, basamak degerleri

kullanilarak tiiretilmis yontemlerdir. k , basamak degerleri bir 6nceki adimda kK,

basamak degerleri tarafindan hesaplandigindan ekstra fonksiyon hesaplamasi
gerektirmez. Bu yontemler iki-adimli (two-step) Runge-Kutta yontemlerinin 6zel bir
smifi olarak diistiniilebilir. (Rabiei ve Ismail, 2011) makalelerinde birinci mertebeden
adi diferansiyel denklemleri ¢ozmek i¢in {iglincli-mertebeden gelistirilmis (improved)

Runge-Kutta yontemini tiiretmislerdir.

(2.1) baslangic deger problemini ¢6zmek igin  Ss- basamakli agik (explicit)
gelistirilmis Runge-Kutta (IRK) yonteminin genel formu

k.= (X, Y,)
k—l = f (Xn—l’ yn—l)’

)i=23....5, (3.9)

i

i—1
k = f(x,+chy, +h> ak
=

i-1
ki =f(x +chy+hY ak )i=23..;5,
-1

Yo = (1-a) Yotay,,+ h(blkl _b—lk—l + Zbi (ki - k_i)]

i=2

ile verilmistir (Rabiei vd., 2013). Burada 0<a <1, c €[01], i=23,...,5 ve
i-1

¢ =) a;,1=2.3,...,ssatir toplam kosulu saglanir. Rabiei vd. (2013) calismasinda
j=1

a =0 almarak agik (explicit) IRK yontemleri tiiretilmistir. Bu yontemler tek adimli

yontem olmadigindan Y, baslangi¢ degerine ek olarak Yy, degeri uygun mertebeden
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tek adimli yontemlerle (Runge-Kutta yontemi gibi) elde edilebilir. (3.9) yonteminin
katsayilar1 Cizelge 3.4 ile temsil edilebilir.

Cizelge 3.4. Agik IRK yonteminin (« = 0) katsayilari i¢in tablo.

0

CZ a21

C3 a3l a32

CS aSl aS 2 aS s-1

bfl bl b2 bS =1 bs
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BOLUM 4

IKINCIi MERTEBEDEN ADI DIFERANSIYEL DENKLEMLERI COZMEK
ICIN YONTEMLER

Ikinci mertebeden adi diferansiyel denklemler birinci mertebeden iki boyutlu adi
diferansiyel denklem sistemine doniistiiriilerek, birinci mertebeden adi diferansiyel
denklemleri ¢ozmek i¢in gelistirilen yontemler yardimiyla ¢oziilebilir. Bu bdliimde,
ikinci mertebeden adi diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢oziimiinii bulmak icin
kullanilan dogrudan integrasyon yontemleri verilecektir. Bu yontemlerde ikinci
mertebeden adi diferansiyel denklemi birinci mertebeden adi diferansiyel denklem

sistemine doniistiirmeye gerek yoktur.

4.1. RUNGE-KUTTA-NYSTROM YONTEMI

Birinci mertebeden adi diferansiyel denklemleri ¢6zmek icin tiiretilen yontemlerin
gelisimine katki saglayan Nystrom (1925), ikinci mertebeden adi diferansiyel

denklemleri ¢ozmek igin 6zel yontemler Onermistir (Butcher, 2008; Hairer vd.,

1993). Ozel ikinci mertebeden adi diferansiyel denklemler i¢in baslangic deger

problemi y e R?, f :RxR? - R? olmak iizere

y' =T y(x)), ¥(%) = Yo, Y'(%) = Yo (4.1)

formuna sahiptir.

(4.1) baslangic deger problemini ¢ozmek icin agik s- basamakli Runge-Kutta-
Nystrom (RKN) yontemi
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kl: f(Xn7yn)!
i-1

k = f(x,+chy,+chy, +h*> ak,), i=23,...5s,
=i

s 4.2
Yo = yn+hy;+h2[2bikij, (4.2)

Yor = Yo+ h? (ibil kij

ile verilmistir (Hairer vd., 1993; Mechee ve Rajihy, 2017). Bu yontemler esitlik
(4.1)’de verilen ikinci mertebeden diferansiyel denklem sistemi birinci mertebeden
adi diferansiyel denklem sistemine doniistiiriildiikten sonra elde edilen baslangig
deger problemine Runge-Kutta yontemlerinin uygulanmasiyla elde edilir. Bu sekilde
olusturulan birinci mertebeden adi diferansiyel denklem sisteminin boyutu,
baslangigtaki ikinci mertebeden adi diferansiyel denklem sisteminin boyutunun iki
kat1 olur. (4.2) yontemi tek adimli bir yontemdir ve yontemin katsayilar1 Butcher
tablosu ile ifade edilebilir. A¢ik Runge-Kutta-Nystrom (RKN) yontemi i¢in Butcher

tablosu Cizelge 4.1°de verilmistir.

Cizelge 4.1. A¢ik RKN yontemi i¢in Butcher Tablosu.

0

CZ a‘21

C3 a31 a32

C, d, a., r a4
bl b2 bs—l bs
5ok b, b
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4.2. TKI-ADIMLI (TWO-STEP) RUNGE-KUTTA-NYSTROM YONTEMI

Paternoster (2002) calismasinda, (4.1) esitligi ile verilen 6zel ikinci mertebeden adi
diferansiyel denklem sistemini ¢ézmek i¢in yontem tiiretilirken, ikinci mertebeden
sistem birinci mertebeden iki boyutlu adi diferansiyel denklem sistemine
dontistiriilmiis ve bu sisteme iki-adimli (two-Step) Runge-Kutta yontemi
uygulandiktan sonra gerekli diizenlemeler yapilmistir. Bu uygulamanin sonucunda

(4.1) ikinci mertebeden sistemi ¢ozmek i¢in s - basamakli dogrudan (direct) yontem

Y =y +he v, +h Y ay f(x, +eh YY), f=1...5,
k=1
Yl =y, +heyi+h* Y a, f(x +ch Y ), j=1...,5
k=1
Vi =@1-0)y, +9yi—1+hzvjyi’—1+hzwjyi’ (4.3)
j=1

j=t

+ hzi(vj f (XH +th-Yijl)+V_Vj f (Xi +th,YiJ' ))’

i1

=00 030 (5 e o (5 )

j=t

seklinde elde edilmistir (Paternoster, 2002). (4.3) yontemi iki-adimli (two-Step)
Runge-Kutta-Nystrom (TSRKN) olarak adlandirilir. Paternoster (2002) calismasinda,
ayn1 zamanda bu yontemler ailesi icerisinde P-kararli yontemler tiiretmenin miimkiin
oldugu gosterilmistir. iki-adiml (two-step) Runge-Kutta-Nystrom (TSRKN) ydntemi

Cizelge 4.2°de verilen Butcher tablosu ile temsil edilebilir.
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Cizelge 4.2. iki-adiml1 (two-step) Runge-Kutta-Nystrém ydntemi i¢in Butcher

tablosu.

C, a, a, o ag,

C, Ay ay, o Ay

Cs asl as 2 as S
v, v, A

0 W, W, W,
Vi vV, Vs
W, W, W

4.3. GELISTIRILMIS (IMPROVED) RUNGE-KUTTA-NYSTROM
YONTEMI

Rabiei vd. (2012) makalesinde, esitlik (4.1) ile verilen 6zel ikinci-mertebeden adi
diferansiyel denklemleri ¢ozmek icin IRK yoOntemlerine (Rabiei ve Ismail, 2011;
Rabiei ve Ismail, 2012) dayali ve RKN yo6nteminin tiiretilisinde Dormand (1996)
caligmasindaki yaklasim takip edilerek gelistirilmis (improved) Runge-Kutta-
Nystrom (IRKN) yontemi sunulmustur. (4.1) 6zel ikinci-mertebeden adi diferansiyel

denklemleri ¢6zmek i¢in s - basamakli agik IRKN yonteminin genel formu

kl = f (Xn’ yn)l
k—l = f (Xn—17 yn—l)’

),i=2,3,...,s,

i

i-1
k = f(x,+ch,y, +hcy, +h*> ak
i1

i-1
ki =f(x_+chy, +hey, +h*> ak )i=23..5,
j=1

18



3., 1., s _
Yo = Ya +Ehyn _Ehyn—l +h? (Zbi(ki _ki)j,
L (4.4)
Yoa = Yo+ h(blkl —b_k, + > bk - k_i)]

i=2

ile verilmistir (Rabiei vd., 2012). Bu yontemler iki-adimli Runge-Kutta-Nystrom
i-1

yontemlerinin 6zel bir sinifir. IRKN yonteminde 1Clz = Zaij, i=2,3,...,5 Nystrom
j=1

satir toplam kosulu kullanilabilir. (4.4) agik IRKN yonteminin katsayilart Cizelge

4.3’te verilen tablo ile ifade edilebilir.

Cizelge 4.3. Acik IRKN ydntemi i¢in katsayilar tablosu.

0

C, d,;

T

C, d a., ass_l

b, | b b, b, b
b, b, b,
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BOLUM 5

UCUNCU MERTEBEDEN ADi DIFERANSIYEL DENKLEMLERI
COZMEK ICIN YONTEMLER

Uciincii-mertebeden adi diferansiyel denklemlerle iliskili baslangi¢ deger problemleri
akigkanlar mekanigi, gok mekanigi, kuantum mekanigi, biyoloji, kimya ve kontrol
miihendisligi gibi ¢esitli uygulamali alanlarda ortaya ¢ikmaktadir (You ve Chen,
2013). Bu mertebeden adi diferansiyel denklemler birinci mertebeden ii¢ boyutlu adi
diferansiyel denklem sistemine doniistiiriilerek, birinci mertebeden adi diferansiyel
denklemleri ¢6zmek igin gelistirilen yontemler yardimiyla ¢oziilebilir. Bu bdliimde,
iclincli mertebeden adi diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢oziimiinii bulmak ig¢in
kullanilan dogrudan integrasyon yontemleri verilecektir. Bu yontemlerde iiglincii
mertebeden adi diferansiyel denklemi birinci mertebeden adi diferansiyel denklem

sistemine doniistiirmeye gerek yoktur.

5.1. RUNGE-KUTTA TiPi YONTEMLER

You ve Chen (2013) makalelerinde y e R?, f :RxR? - R olmak iizere

Y= (X y(x)), Y(%) = Yo Y' (%) = Yo, Y (%) =Yg (5.1)

formundaki 6zel tgiincii mertebe adi diferansiyel denklemlerin baslangic deger
problemi i¢in Runge-Kutta tipi (RKT) dogrudan yontemler dnerdiler. Bu yontemlerin
tiiretilisi ikinci mertebeden adi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢in sunulan
yontemlere benzerdir. Yani ti¢lincii mertebeden adi diferansiyel denklem sistemi ii¢
boyutlu birinci mertebeden adi diferansiyel denklem sistemine doniistiiriildiikten

sonra bu sisteme klasik Runge-Kutta yontemleri uygulanarak elde edilir.
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(5.1) ile verilen 6zel iiclincii mertebe adi diferansiyel denklemlerin baglangig¢ deger

problemi i¢in s - basamakli Runge-Kutta tipi (RKT) yontem

Y, =y, +hcy! +%cfh2yr’]’+h32aij f(x,+¢hY,), i=1...s,
-1

Yo = Yo +hY, +%h2y§+h325i f(x, +ch,Y,),
: - (5.2)
You=Yo+hyl+0%> b f (x, +ch,Y),

i=1

Yaa=Yn+hDY b f(x,+ch,Y)
i=1

semast ile tanimlanmistir (You ve Chen, 2013). Cizelge 5.1°de verilen Butcher
tablosu ile (5.2) semasi ifade edilebilir. You ve Chen (2013) ¢alismasinda daha
detayl1 bilgiye ulasilabilir.

Cizelge 5.1. Runge-Kutta tipi (RKT) yontem i¢in Butcher tablosu.

G & a " Ce
C, Ay Ay " Qs
C, a, a,, a,,
b b, ,
b b, b,
b b b

5.2. DOGRUDAN (DIRECT) RUNGE-KUTTA YONTEMI

Mechee vd. (2013) makalesinde (5.1) ile verilen 0Ozel {ig¢iincii mertebeden adi
diferansiyel denklemleri ¢6zmek i¢in dogrudan (direct) Runge-Kutta (RKD) yontemi
gelistirilmistir. (5.1) baslangi¢c deger problemini ¢6zmek icin s - basamakli dogrudan
(direct) Runge-Kutta (RKD) yonteminin genel formu
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kl = f(Xn7 yn)!

i-1

k = f(xn+cih,yn+hciyr’]+%cfh2y;’+h32aijkj], i=2,...5,
-1

yn+l = yn + hyr: +%h2y: + hszbiki’ (53)

i=1
Yoo = Yo +hy; + hzzbi’ki’
i=1
yr’1'+l = y: + hz bi"ki
i—1
ile  verilmistir ~ (Mechee vd., 2013). (5.3) semasinda <] igin

a; =0, i=12,...s, j=12,...,soluyorsa yontem agik yontemdir. Aksi takdirde ise

kapali yontemdir. RKD yontemi Cizelge 5.2’de verilen Butcher tablosu ile ifade
edilebilir.

Cizelge 5.2. Acik RKD yontemi i¢in Butcher tablosu.

C, a a,, a4
bl b2 bs -1 bs
by b b, b
b” by b7 b
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5.3.GELiSTIiRiLMiS (IMPROVED) RUNGE-KUTTA DOGRUDAN
(DIRECT) YONTEMI

Hussain vd. (2017) ve Hussain vd. (2015) makalelerinde sirasiyla birinci ve ikinci
mertebeden adi diferansiyel denklemleri ¢6zmek i¢in sunulan gelistirilmis
(improved) Runge-Kutta (Rabiei ve Ismail, 2012) ve gelistirilmis (improved) Runge-
Kutta-Nystrom (Rabiei vd., 2012) yontemlerine ve Runge-Kutta-Nystrom
yonteminin mertebe kosullarini (order conditions) tliretmek i¢in Dormand (1996)
tarafindan Onerilen yaklagima dayali olarak ozel ligilincii-mertebe adi diferansiyel
denklemleri ¢dzmek igin gelistirilmis (improved) Runge-Kutta dogrudan (direct)

(IRKD) yo6ntemini olusturmusglardir. Bu yontemler k; basamak degerlerine ilave
olarak k_; basamak degerlerini kullanir. k ; basamak degerleri 6nceki adimda i> 2
icin k, basamak degerlerinden elde edildiginden maliyeti k; basamak degerlerinin

hesaplanmasi belirler. Esitlik (5.1) ile verilen 6zel ti¢lincii-mertebe adi diferansiyel

denklemleri ¢6zmek i¢in s - basamakli acik IRKD yonteminin genel formu

Ky =10, Yn),
k—l = f (Xn—li yn—l)l

i-1
k.= f(x +ch,y +hcy’ +%h2ci2y;’+h32aijkj),i =2,3,...,5,
j=1
i-1
k,=f(x_,+ch, yn1+hciy;l+%hchy:l+h32aijkj),i =2,3...,8, (5.4)
j=1
3 1 5 5} >
— +—h !__h ’ +_h2 /r__h2 " +h3 b-”k»—k- ,
yn+1 yn 2 yn 2 yn—l 12 yn 12 yn—l ; |( i —l)
' ’ 3 " 1 " 2 : '
yn+1 = yn +§hyn _Ehyn—l+ h Zb| (kl _k—i)’
i=2

Yna = Yo +h (blkl +bk, + z by (ki —k )j

i=2

ile verilmistir (Hussain vd., 2017; Hussain vd., 2015). Esitlik (5.4) ile verilen IRKD

yontemi Cizelge 5.3’te verilen Butcher tablosu ile ifade edilebilir.
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Cizelge 5.3. IRKD yontemi i¢in Butcher Tablosu

C A
b, b’
o

o

Cizelge 5.3t b, b,b'cve a;i=2..5s j=1...,s-1 IRKD yonteminin

i D By G
katsayilaridir. Hussain vd. (2017) makalesinde IRKD yonteminin mertebe kosullari
dordiincti mertebeye kadar verilmistir ve {i¢ basamakli dérdiincti mertebeden IRKD
yontemi tliretilmistir. Bu yoOntemin katsayilarini elde ederken besinci mertebe
kosullarindan yararlanmislardir. Uc¢ basamakli dordiincii mertebeden IRKD
yontemini IRKD4 ile gostermislerdir. Hussain vd., (2015) makalesinde IRKD
yonteminin mertebe kosullar1 altinc1 mertebeye kadar verilmistir ve dort basamakli
besinci mertebeden IRKD yontemi tiretilmistir. Bu yontemin katsayilarini elde
ederken altinct mertebe kosullarindan yararlanmislardir. Dort basamakli besinci

mertebeden IRKD y6ntemini IRKDS ile gdstermislerdir.

Bu tez c¢alismasinda, dort-basamakli altinci mertebeden gelistirilmis Runge-Kutta
dogrudan (IRKD) yontemi tiiretilmistir. Bu calisma (Okten Turact ve Ozdemir,

2021) makalesinin igeriginde yer almaktadir.

5.3.1. Dort-Basamakl Altinc1 Mertebeden IRKD Yonteminin Mertebe

Kosullarimin Tiiretilmesi

(5.4) semasi ile verilen IRKD yontemi (s =4) icin mertebe kosullari elde edilirken
Taylor seri agilimlar1 kullanilir. y,y’vey” i¢in IRKD ydnteminin mertebe kosullari
belirlenirken tam ve sayisal ¢oziimlerin Taylor seri agilimlar karsilastirilir. Boylece
lineer olmayan cebirsel denklem sistemi elde edilir. Cebirsel hesaplamalar MAPLE

(bilgisayar cebir paketi) yardimiyla yapilir. Mertebe kosullari elde edilirken
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sadelestirme kabuliiniin (satir-toplam kosulu) gegerli oldugu kabul edilmistir.

(5.5)

(5.5)

kosulu mertebe kosullarinin sayisini azaltma etkisine sahiptir. Taylor seri agilim1 agik

dort-basamakli (s =4) IRKD ydntemine (5.4) uygulanarak yedinci mertebeye kadar

mertebe kosullar1 elde edilir. Ag¢ik dort-basamakli IRKD yodntemi icin yedinci

mertebeye kadar mertebe kosullar1 asagida verilmistir.

Birinci mertebe i¢in mertebe kosulu:

b +b, =1

Ikinci mertebe icin mertebe kosulu:

b, + i b ==
i=2

Uciincii mertebe i¢in mertebe kosulu:

Dordiincii mertebe i¢in mertebe kosulu:

4 1
PRLED

Mb
OOII—\

Il
N

Besinci mertebe i¢in mertebe kosulu:

4 4

4
3
2. b’ = 120 Z 360 Z 720'

i=2 =2 =2

Altinc1 mertebe i¢in mertebe kosulu:
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Yedinci mertebe igin mertebe kosulu:

= i-1

4 4 4
2 _ e
2.be; " 252 Z b'a”C’ _15120 2.2 by, = 6048 Zb

i=3 j=2

1260’
(5.12)

i—1 4

24: z biac; = z

i=3 =2 = 5040
5.3.2. Altinc1 Mertebeden IRKD Yonteminin Tiiretilisi

Agik dort-basamakli (s=4) altinci-mertebeden IRKD yonteminin katsayilarini
bulmak i¢in altinc1 mertebeye kadar olan (5.6)-(5.11) mertebe kosullar
saglanmalidir. Bu durumda c¢oziilmesi gereken mertebe kosullart on dort lineer
olmayan denklem ve on yedi bilinmeyenden olusur. Ug tane serbest parametre vardir.
Serbest parametreler yedinci mertebe kosullarinin hata normlart minimize edilerek

secilebilir (Dormand, 1996).

Serbest parametreler c, = 977,a32: 4 ,a43:l olarak segilirse, MAPLE
1250 250 125

yazilimi kullanilarak, altinci mertebeden yontemin 6zel bir 6rnegi i¢in katsayilar

294899 \/2873961349 294899 /28739613497

929240 929240 ' €= 929240 929240 '

12767966323452527 N 2896358741/28739613497
1203579958597536000 48143198343901440

7953646489062383  2896358741+/28739613497
1203579958597536000 48143198343901440

354532098940565086023983  1818055184522263389175622179+/28739613497
5933104510029785156250000 5683837681852119511619091796875000

53657790326490024395027 _F1818055184522263389175622179#28739613497
1483276127507446289062500 5683837681852119511619091796875000
_ 61816471 bl__674000763

’ 612184292

612184292
1048942078819425 +1064170440740332566625428739613497
16579814465985416 1429492378813170927236279256

2 =

21 =

1 =

=

a,=-

, =
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~1048942078819425  1064170440740332566625+28739613497
16579814465985416 1429492378813170927236279256

6793212890625
4 12925775725721’

3

b — 176439290345 N 91185668055555+/28739613497
? 952564843656 434545165674661467064

b — 176439290345 91185668055555+/28739613497
° 952564843656 434545165674661467064

b = 11005859375
Y 238141210914’

)

b — 155742885401  1000920575430018+/28739613497
? 1905129687312 54752690875007344850064

b — 155742885401 +1000920575430018\/ 28739613497
° 1905129687312 54752690875007344850064

, 3017921875

4 952564843656

olarak verilebilir. Agik dort-basamakli altinci-mertebeden IRKD yontemi Cizelge
5.4’te verilen Butcher tablosu ile ifade edilebilir. A¢ik dort-basamakli altinci-

mertebeden IRKD yontemini IRK4s6 ile gosterecegiz.

Cizelge 5.4 Agik dort-basamakli altinci-mertebeden IRKD yontemi igin Butcher

tablosu.
0
C2 a'21
CS a31 a32
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5.3.3. Kararhlik Analizi

(5.4) semast ile verilen IRKD yontemi

‘ i1 )
Y=y +hcy! +%h%ﬁy;’+h32aij f (xn +c;h,Y, ) 1=2,...,s,
= (5.13)

i-1
=y ,+hcy  + 5 hzczyn DY et (X +chY)), i=2,s,
-1

Yo = yn+2hyn ;hyél 152h2y =h’yr,+h Zb"( (% +6h YD) = F (xs+chY.L)),

N +h2;b;(f (%, +ehY0)=F (1 +cn Y, )

yr, = yn+h[b_1f(xnl, L) +bE (%, n1)+ibi(f(xn+cih,Yn‘)—f(xn_1+cih,Yn‘_l))j

i=2

seklinde yazilabilir. IRKD yonteminin kararlilik polinomunu bulmak igin,

y" =-2%y test denklemine (5.13) semast ile verilen IRKD y6ntemi uygulanirsa

Y = N‘l[eyn +hey! += 5 hzczy;'}
-1 ' 1 2°2\,1m
Yn—l =N (eynl + hCyn—l += 2 h“c Yo 1)1

3 5 5 .
Your = Yo +— hyn——hyn_ﬁﬁhzy ——hzyn_l 2’0" (Y, =Y,4),

hy;., = hy; +—h2y ——hzyn_l 20" (Y, =Y,u),

h yn+1 th (bTYn _b Yn—l)

esitlikleri elde edilir (Hussain vd., 2017; Paternoster, 2012). Burada

z=4h, e=(L...1)", A matrisi i< j iken a; =0 elemanl kesinlikle alt ticgensel

matris olmak iizere N =1+ Z°A,
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Yo=[YAYZ Y ] Y=Y Y Y ] e=[0c,. e ]
c=[0,ct,....c| b =[0by,... 0] b'=[0by..0.]  b=[b,b,,..b]  ve

S

b=[b,.b,,....b.]" seklindedir. Y, ve Y, vektdrleri yok edilirse

1_ ZSbnTN—le ZSbﬂTN—le §_23br!TN—lc _l_l_ZSbnTNflC E_EZanTN&CZ _E_}_EZSbNTNflCZ
2 12 2
1 0 0 0 0 0
3T N -1 3T N -1 3T N -1 3T N -1 313!T -1.2 113/T -1.2
3 -zb"N7e zb"N'e 1-zb"N'c ’b"Nc ——=7b"N¢° -=+=zDb"N¢
M(z") = 2 2 2 2
0 0 1 0 0 0
-'N%e "N -z%'NTc 2%0'Nc 1—% 2N 2 %ZSBT N Ic?
0 0 0 0 1 0
olmak tzere
yn+l yr‘l
yn yn—l
hy’ hy’
e | oM (27) y (5.14)
hy, hy, s
hzyr’:ﬂ hzyr,:
ny; h*yr

matris formu elde edilir. Esitlik (5.14)’teki M (z®) matrisi IRKD yéntemi igin

kararlilik matrisi olarak adlandirilir. IRKD yonteminin kararlilik 6zellikleri
p(u,2°) =det(ul -M(2°)) (5.15)

kararlilik polinomunun koéklerine baghdir.
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5.3.4. Sayisal Cahismalar

Bu boélimde altinci mertebeden IRKD yonteminin etkinligini ve hassasiyetini

gostermek icin standart test problemleri iizerinde yapilan sayisal ¢alismalarin
sonuglar1 verilmistir. integrasyona baslamak igin Y,,Y,Ys baslangic degerlerine
ilave olarak ihtiya¢ duyulany,,y;,y, degerleri ger¢ek ¢oziimden elde edilmistir.
Bununla birlikte, y,,y;,y; degerleri uygun mertebeden tek adimli (Runge-Kutta
yontemleri gibi) yontemlerden de elde edilebilir. Elde edilen sonuglar literatiirdeki

diger iyi bilinen yoOntemlerle karsilastirilmistir. Tiim hesaplamalar MATLAB

yardimiyla yapilmistir. Hatalar1 hesaplamak i¢in L _normu kullanilmistir.

Karsilastirma i¢in kullanilan yontemler asagida verilmistir.

e [RKD4s6: Boliim 5.3.2.°de tiiretilen dort-basamakli altinci-mertebeden IRKD
yontemi.

o [RKD4: ii¢-basamakli dordiincii-mertebeden IRKD yontemi (Hussain vd.,
2017).

e [RKDS5: dort-basamakli besinci-mertebeden IRKD yontemi (Hussain vd.,
2015).

e RKDS5: iig-basamakli besinci-mertebeden RKD yontemi (Mechee vd., 2013).

e RKDG6: dort-basamakli altinci-mertebeden RKD yontemi (Mechee vd., 2016).

e RK6: klasik altinci-mertebeden Runge-Kutta yontemi (Butcher, 2008,
syf.194).

Problem 1: Lineer homojen olmayan

m

y" -y =cos(x),
y(0)=0, y'(0)=0, y"(0) =1

baslangic deger problemi ele alinmistir (You ve Chen, 2013). Problemin tam ¢ozimii

1, .
y(X) :E(e —cos(x) —sin(x))
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ile verilmektedir. Problem h=1/2", i=3,...,6 adim uzunluklar1 ile [0,10] araliginda

integrallenmistir. Sonuglar Sekil 5.1’de verilmistir.

-1 T T T T T T

—*— IRKD5
2 —O6—RKD5 7
—E— IRKD4s6
3k —<—IRKD4 | A
RKD6
4+ RK6 i
=
® 5f .
T
-
o 6F .
o
7+ -
-8 -
9t i
-10 1 1 1 1 1

1 1 1
2.2 2.4 2.6 2.8 3 3.2 3.4 3.6 3.8 4 4.2
Iogm(Fonksiyon hesaplamalari)

Sekil 5.1. Problem 1 i¢in etkinlik egrileri.
Problem 2: Lineer olmayan

y" = y? +cos?(x) —cos(x) -1,
y(0)=0, y'(0)=1 y"(0)=0

baglangi¢ deger problemi ele alinmistir (Mechee vd., 2013). Problemin tam ¢dziimii
y(x) =sin(x) ile verilmektedir. Problem h=1/2", i=2,...,5 adim uzunluklar ile

[0,5] araliginda integrallenmistir. Sonuglar Sekil 5.2’de verilmistir.
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'3 T T T T T T T T T

—#4— IRKD5
a4t —©—RKD5 | ]
—H— IRKD4s6
5 —<4—IRKD4 |
RKD6
6L RK6 i
©
T Tr 1
T
2
o -8F b
o
9t 4
10 F i
-1 r 7
_12 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1.6 1.8 2 22 24 26 28 3 32 3.4 3.6
log, ,(Fonksiyon hesaplamalari)

Sekil 5.2. Problem 2 i¢in etkinlik egrileri.

Problem 3: Lineer homojen

m_

y"=-y,
y(0)=1 y'(0)=-1, y"(0) =1

baslangic deger problemi ele alinmistir (Lee vd., 2020). Problemin tam ¢6ziimii
y(x) = e ile verilmektedir. Problem h=1/2", i=2,...,5 adim uzunluklari ile [0,5]

araliginda integrallenmistir. Sonuglar Sekil 5.3.’te verilmistir.
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'4 T T T T T T T T T

—*— IRKD5
5t —O—RKD5 1
—B8— IRKD4s6
-6 —<—IRKD4 | 4
RKD6
7L RK6 |
©
T 8r q
T
o
> 9 .
o
10 - 4
-1 r .
12 + i
_13 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1.6 1.8 2 2.2 24 26 2.8 3 392 3.4 3.6
Iogm(Fonksiyon hesaplamalar)

Sekil 5.3. Problem 3 i¢in etkinlik egrileri.

Problem 4: Lineer homojen

y" =(12x-8x%)y,
y(0)=1 y'(0)=0, y"(0) =-2

baslangic deger problemi ele alinmistir (Hussain vd., 2015). Problemin tam ¢6zimii
y(x) =e ™ ile verilmektedir. Problem h=1/2", i=4,....,7 adim uzunluklari ile

[0,5] araliginda integrallenmistir. Sonuglar Sekil 5.4.”te verilmistir.
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T T T
—#— IRKD5
3t —6—RKD5
—5— IRKD4s6
—<— IRKD4
4T RKD6 | ]
RK6
J— = b
8
T
_‘9 6 - -
()]
o
7F i
8t i
9t i
_10 1 1 1 1 1

2.2 2.4 2.6 2.8 3 3.2 3.4 3.6 3.8 4 4.2
Iog1O(Fonksiyon hesaplamalarr)

Sekil 5.4. Problem 4 i¢in etkinlik egrileri.

Sekil 5.1, Sekil 5.2, Sekil 5.3 ve Sekil 5.4’ten IRKD4s6 yonteminin klasik Runge-
Kutta yontemi ve literatiirden secilen diger yontemlerle karsilastirildiginda daha

etkili oldugu goriilebilir.

Aynm1 zamanda, Problem 1, Problem 2, Problem 3 ve Problem 4 icin IRKD4s6
yonteminin yakinsama orani hesaplanmistir. Sonuglar her bir problem i¢in sirasiyla
Cizelge 5.5, Cizelge 5.6, Cizelge 5.7 ve Cizelge 5.8’de verilmistir. Cizelgelerde

“Mertebe” siitunu cebirsel yakinsama mertebesini ifade etmektedir.

Cizelge 5.5. Problem 1 i¢in IRKD4s6 yonteminin sonuglari.

N Hata Mertebe
80 3.2086e—05
160 5.5367e—07 5.86
320 9.0658e—09 5.93
640 1.4552¢-10 5.96
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Cizelge 5.6. Problem 2 i¢cin IRKD4s6 yonteminin sonuglari.

N Hata Mertebe
20 7.9048e—-07

40 1.2433e—08 5.99
80 1.9018e-10 6.03
160 2.9260e-12 6.02

Cizelge 5.7. Problem 3 i¢in IRKD4s6 yonteminin sonuglari.

N Hata Mertebe
20 2.2313e—07

40 4.1685e—09 5.74
80 7.0260e—-11 5.89
160 1.1319e-12 5.96

Cizelge 5.8. Problem 4 i¢cin IRKD4s6 yonteminin sonuglari.

N Hata Mertebe
80 3.2925e—05
160 5.0581e—07 6.02
320 7.8124e-09 6.02
640 1.1403e-10 6.10

Cizelge 5.5, Cizelge 5.6, Cizelge 5.7 ve Cizelge 5.8’den IRKD4s6 yodnteminin
sunulan dort problem i¢in altinc1 mertebeden bir davranis sergiledigi gdzlemlenebilir.
Bu ise IRKDA4s6 yonteminin

altinc1  mertebeden bir

yontem oldugunu

dogrulamaktadir.
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BOLUM 6

SONUCLAR

Bu tez ¢alismasinda, 6zel tigiincii-mertebeden adi diferansiyel denklemleri dogrudan
¢ozmek icin dort-basamakli altinci-mertebeden agik bir IRKD ydntemi sunulmustur.
IRKD yénteminin yedinci mertebeye kadar mertebe kosullar1 verilmistir. Onerilen
yontem daha az fonksiyon hesaplamasi ile klasik Runge-Kutta yontemi ile ayni
mertebeye ulasabilir. IRKD yOnteminin kararlilik polinomu verilmistir. Standart dort
problem {iizerinde calismalar yapilmigtir. Sayisal sonuglar Onerilen yontemin
beklenilen mertebeden davrandigini ve literatiirden segilen dort problem igin klasik
Runge-Kutta yontemi ve diger yontemlerle karsilastirildiginda rekabet edebilir veya

hatta daha iyi olabildigini gostermektedir.

Daha ileri ¢aligmalar i¢in, 6zel tglincii-mertebeden adi diferansiyel denklemleri
¢ozmek icin IRKD yontemleri ¢oziimiin dordiincli tlirevini iceren yOntemlere
genigletilebilir (Lee vd., 2020). IRKD yontemleri iistel-trigonometrik uyarlama
teknikleri kullanilarak salinimli ¢oziimlere sahip tiglincii-mertebeden adi diferansiyel

denklemlerin baslangic deger problemlerine uyarlanabilir.
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