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Simgeler
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HL, n — inci Hybrid Lucas Say1st

HF (n) n — inci Hybrid Fibonacci p — sayisi
HL, (n) n — inci Hybrid Lucas p — sayisi
HF ., (N)  n—inci genellestirilmis Hybrid Fibonacci p — sayisi

HLp,m (N)  n—inci genellestirilmis Hybrid Lucas p— sayisi
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1. GIRIS

Ozel say1 dizileri giiniimiize kadar bir¢ok arastirmacinin ilgi odag: olmustur. Ozellikle
Fibonacci ve Lucas say1 dizileri ve genellestirmeleri ile ilgili birgok ¢alisma yapilmistir.

Bu calismada, Stakhov tarafindan tanimlanan Fibonacci ve Lucas sayilarmmin bir
genellestirmesi olan Fibonacci ve Lucas p —sayilari goz oniine alinmistir. Ayrica, 2009 yilinda
Tuglu, Kocger ve Stakhov tarafindan tanimlanan genellestirilmis Fibonacci ve Lucas p —sayilari
kullanilmustir.

Kompleks, hiperbolik ve dual sayilar iki boyutlu say1 sistemleri olup birgok arastirmact
tarafindan cebirsel, geometrik 6zellikleri incelenmistir. Tiim bu sayilarin bir genellestirmesi, 2018
yilinda Ozdemir tarafindan Hybrid sayilar olarak tanimlanmustir.

Calismamizin ikinci boéliimiinde, 6zel say1 dizileri ve hybrid sayilar ile ilgili yapilan
caligmalar ile ilgili kaynak aragtirmasi verilmistir.

Uciincii boliimde, hybrid sayilar, Fibonacci ve Lucas p—sayilar1 ve genellestirilmis
Fibonacci ve Lucas p —sayilari tanitilarak sagladigi 6zellikler verilmistir.

Dérdiincii boliimde, Fibonacci ve Lucas p —sayilari ile tanimladigimiz hybrid sayilar ve
ozellikleri verilmistir.

Besinci boliimde, hybrid sayilari, genellestirilmis Fibonacci ve Lucas p —sayilan ile

tanimlayip baz1 6zellikleri elde edilmistir.
Bu ¢alismada elde edilen tiim sonuglarin 6zel durumlar elde edilebilir. Yani bu ¢alisma

literatiirdeki caligmalarin genel bir halidir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Bu bolimde 6zel sayr dizileri ile tanimlanmis olan hybrid sayilar ile ilgili

caligmalari1 inceleyecegiz.

Horadam, bu makalesinde W (a,b; p,q) ile gosterilen Horadam sayilarini n> 2
icin

Wn(a,b; p,q) = an_l+an_2 ;W0 :a,W1 =b

rekiirans bagintis1 ve baslangi¢ kosullar1 ile tanimlamistir. Ayrica Horadam sayilarinin

ozelliklerini ve diger sayilar ile arasindaki iligkiyi incelenmistir (Horadam, 1965).

Stakhov ve Rozin, Fibonacci ve Lucas p —sayilarini tanimlamistir. Ayrica bu say1

dizilerinin Binet formiiliinii ve ¢esitli 6zelliklerini elde etmislerdir (Stakhov ve Rozin,

2006).

Koger, Tuglu ve Stakhov, Fibonacci ve Lucas p —sayilarinin m- genislemesini

tanimlamislar ve bu sayilarla ilgili gesitli 6zdeslikler elde etmislerdir (Koger, Tuglu ve
Stakhov, 2009).

Tuglu, Koger ve Stakhov, iki degiskenli Fibonacci ve Lucas p —polinomlarini

tanimlamiglardir. Bu polinomlarin matris temsilerini ve c¢esitli 6zelliklerini elde

etmislerdir (Tuglu, Koger ve Stakhov, 2011).

Horadam, kompleks Fibonacci sayilarini ve Fibonacci kuaterniyonlarini

tanimlayarak bazi 6zelliklerini incelemistir (Horadam, 1963).

Ozdemir; kompleks, hiperbolik ve dual sayilarmn her birini igeren yeni bir say1
sistemi tanimlamigtir. Bu say1 sistemine hybrid sayilar adin1 vermistir. Bu say1 sistemi
tizerinde bazi smiflandirmalar yaparak bu sayilarin cebirsel ve geometrik 6zelliklerini
incelemistir (Ozdemir, 2018).

Szynal-Liana ve Wloch, Fibonacci hybrid sayilar1 g6z 6niine almis ve bu sayilarin

bazi 6zelliklerini elde etmistir (Szynal-Liana ve Wloch, 2019).

Ayn1 zamanda, Szynal-Liana ve Wloch, Pell, Pell-Lucas hybrid sayilar1 ve
Jacobsthal, Jacobsthal-Lucas sayilari tanimlamis ve bu sayilar ile ilgili gesitli 6zdeslikler
elde etmistir (Szynal-Liana ve Wloch, 2018).



Catarino, k —Pell sayilar1 ile hybrid sayilari tanimlamis ve o&zelliklerini

aragtirmistir (Catarino, 2019).

Morales, Ozdemir tarafindan tanimlanan hybrid sayilari ve genellestirilmis
Fibonacci sayilarmi kullanarak genellestirilmis hybrid Fibonacci ve Lucas sayilarini

tanimlamistir. Bu sayilarin 6zel hali
HF =F +iF  +¢F , +hF .
ve

HL =L +iL  +elL ,+hL

n+3

seklinde tanimlanan hybrid Fibonacci ve Lucas sayilaridir. Bu sayilarin, Binet formiiliinii
kullanarak genellestirilmis hybrid Fibonacci sayilari ile ilgili baz1 6zdeslikler elde etmistir
(Morales, 2018).

Szynal-Liana, Horadam sayilarini g6z oniine alarak Horadam hybrid sayilarini

tanimlamistir. Ayrica Horadam hybrid sayilar ile ilgili ¢esitli 6zdeslikler elde etmistir
(Szynal-Liana, 2018).

Szynal-Liana ve WIloch, bu ¢alismada Fibonacci ve Lucas polinomlarini
kullanarak tanimladiklart hybrid sayilari, Fibonacci ve Lucas Hybrinomial olarak
adlandirmuslardir. Yazarlar, Fibonacci Hybrinomial i¢in matris temsilini elde etmis ve

bazi 6zdeslikler vermistir (Szynal-Lina ve Wloch, 2020).

Szynal-Liana ve Wloch, genellestirilmis Fibonaccci-Pell Hybrinomial sayilarini

g0z Oniine alarak bu sayilarla ilgili ¢esitli 6zdeslikler elde etmislerdir (Szynal-Liana ve
WiIoch, 2020).

Mangueira ve arkadaglari, Padovan sayilari ile tanimli hbyrid sayilarini
tanimlamiglardir. Padovan hybrid sayilar ile ilgili cesitli 6zdeslikler elde etmislerdir

(Mangueira, 2020).

Kizilates, bu c¢alismasinda ¢ —Fibonacci ve Q—Lucas hybrid sayilarini
tanimlamistir ve bu sayilar ile ilgili birtakim cebirsel 6zellikler vermistir (Kizilates,

2020).

Kizilates, diger bir ¢alismasinda Horadam hybrid polinomlarii tanimlayarak

kisaca Horadam Hybrinomial olarak adlandirmigtir. Ayni zamanda Horadam



Hybrinomiallerin bazi 6zel durumlarint ve cebirsel Ozelliklerini vermistir. Ayrica

matrislerde Horadam Hybrinomialler i¢in baz1 esitlikler elde etmistir (Kizilates, 2020).

Elfishuk, bu calismasinda hybrid sayilardaki {1,i,e,h} kiimesinin elemanlarini
Fibonacci dizisinin keyfi bir eleman1 olarak ele alip bu sayilara kisitlamasiz Fibonacci

hybrid sayilar adin1 vererek
HF, (x,y,z)=F +iF  +¢F_ +hF

seklinde tanimlamistir. Ayrica Elfishuk ¢alismasinda, bunu Lucas sayilarina tagiyarak
kisitlamasiz Lucas hybrid sayilarinin da tanimi vermistir. Ayrica bu sayi dizilerinin tireteg
fonksiyonlarmni1 ve Binet formiillerini elde etmistir. Binet formiillerini kullanarak bu

sayilar i¢in Catalan, Cassini ve d’Ocagne 6zdesliklerini elde etmistir (Elfishuk, 2020).

Tan ve Ait-amrane, klasik Horadam hybrid sayilarin1 genellemesi olan bi-periodic
Horadam hybrid sayilarini tanitmislardir. Ayrica bu sayilar ile ilgili iirete¢ fonksiyonu ve
Binet formiilleri basta olmak iizere bazi esitlikler vermislerdir. Bununla beraber
genellestirilmis bi-periodic Fibonacci hybrid ve genellestirilmis bi-perodic Lucas hybrid

sayilar1 arasinda bazi 6zdeslikler vermislerdir (Tan ve Ait-amrane, 2020).

Sentiirk ve arkadaslari, Horadam hybrid sayilari iizerine incelemelerde bulunarak
bu sayilar ile ilgili baz1 6zdeslikler elde etmislerdir. Ayrica bu sayilar ile ilgili bazi toplam
formiillerini vermisler, genel bilineer formiilinii ve Honsberger formiiliinii elde

etmislerdir (Sentiirk, 2020).



3. HYBRID SAYILAR, FIBONACCIi ve LUCAS p-SAYILARI

Bu boliimde, Fibonacci ve Lucas p —sayilarini tanitarak gesitli 6zelliklerini
verecegiz. Ardindan Fibonacci ve Lucas p-—sayilarinin M- genislemesi olarak
adlandirilan genellestirilmis Fibonacci ve Lucas p —sayilarini tanimlayarak bu sayilarin

rekiirans bagintilarini ve ¢esitli 6zelliklerini verecegiz. Ayrica hybrid sayilart ayrintilt bir

sekilde inceleyecegiz.

3.1. Fibonacci ve Lucas p —Sayilari
Tamm 3.1.1. p>1n> p igin F (n), n— inci Fibonacci p —sayisi
F(=FM-1)+F(n-p-1 (3.1.1)
rekiirans bagmntis1 ve n=12...,p i¢in F (0)=0, F (n)=1 baslangic kosullar1 ile
tamimlanir (Stakhov ve Rozin, 2006).
Tamm 3.1.2. p>1 n> p i¢in Lp(n), n—inci Lucas p —sayisi
L(m=L(-D+L (n-p-2) (3.1.2)
rekiirans bagintis1 ve L (0) =p+l, n=12,...,p icin Lp(n):l baslangi¢ kosullar ile

tanimlanir (Stakhov ve Rozin, 2006).

Simdi Fibonacci ve Lucas p-—sayilart ile ilgili baz1 6zellikleri verelim. Bu
ozellikler, Tuglu, Koger ve Stakhov tarafindan yazilan “Bivariate Fibonacci like p—

polynamials” isimli makaleden faydalanilarak elde edilmistir.

Ozellik 3.1.3. F (n) ve L, (n), Fibonacci ve Lucas p —sayilarinin iirete¢ fonksiyonlari

sirastyla

0 n 3 Z
9(2) —nZ;,Fp(n)z =T (3.1.3)
ve
R . 1+pll-2)
h(z)_nzzole(n)z =T (3.1.4)

dir.



Ozellik 3.1.4. F, (n) ve L, (n), Fibonacci ve Lucas p —sayilari arasinda asagidaki esitlik

vardir.

L,(n)=F (n+1)+ pF (n-p) (3.1.5)

Ozellik 3.1.5. F, (n) ve L, (n) sirasiyla Fibonacci ve Lucas p —sayilari olsun. O zaman

> F, (0= F, (0 p+)-F,(p) (3.1.6)
ve

> L0 =L, (04 p+D-L,(P) (3.1.7)
dir.

Ozellik 3.1.6. F, (n) ve L, (n) sirastyla Fibonacci ve Lucas p —sayilar1 olmak iizere

Zk:Fp(n)Lp(k—n) = (k+ p)F, (k) (3.1.8)

dir.



3.2. Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas p —Sayilari

Bu boliimde, Fibonacci ve Lucas p —sayilarinin bir genellestirmesi olan sayilar

tanitilarak bazi 6zellikleri verilecektir.
Tanmmm 3.2.1. p>0,n>p tam say1 ve m>0 pozitif reel sayr olmak iizere
genellestirilmis Fibonacci P —sayilar

Fn(=mF _(n-0)+F (n-p-1) (3.2.1)

rekilirans bagintist ve n=12,..,p i¢in F (n) =m"! baslangi¢ kosullar1 ile tanimlanir

(Koger, Tuglu ve Stakhov, 2009).

Tanmm 3.2.2. p>0,n>p tam sayt ve mMm>0 pozitif reel sayr olmak iizere

genellestirilmis Lucas p —sayilari
L,(m=mL (n-)+L (n-p-1) (3.2.2)

rekiirans bagintist ve n=12,..,p igin Lp’m(n)=mn baslangi¢ kosullart ile tanimlanir

(Koger, Tuglu ve Stakhov, 2009).

Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas p-—sayilari, m ve p nin aldig farkli

degerler igin baska sayilara dontisiir. Bu durumlarin birkagini asagidaki gibi verebiliriz.
1. (3.2.1) ve (3.2.2) de m = p =1 alimursa klasik Fibonacci ve Lucas sayilar1 elde
edilir.
2. (3.2.1) ve (3.2.2) de m =1 alinirsa Fibonacci ve Lucas p — sayilari elde edilir.
3. (3.2.1) ve (3.2.2) de m =2, p =1 alinirsa Pell ve Pell-Lucas sayilar elde edilir.

4. (3.2.1) ve (3.2.2) de m=2 alinirsa Pell ve Pell-Lucas p — sayilari elde edilir.

Simdi genellestirilmis Fibonacci ve Lucas p —sayilarinin iirete¢ fonksiyonlarini,

toplam formiillerini ve sagladig1 baz1 6zdeslikleri verelim. Bu 6zellikler, Tuglu, Koger ve

Stakhov’un “Bivariate Fibonacci like p-—polynamials” isimli makalesinden elde

edilmistir.



Ozellik 3.2.3. Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas p —sayilarmin iireteg fonksiyonlari

sirastyla
4
Z F _ 3.2.3
9(2) = Z n (N2 = (3.23)
ve
1+ p(1-mz
h(z) = Zme() e (3.2.4)

dir.
Ozellik 3.2.4. Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas p —sayilar1 i¢in toplam formiilleri

sirastyla asagidaki gibidir:

ZFpm(n) (Fpm(k+p+l) F,.(p)+ (- m)Z[Fpm(n+k+l)—vam(n)]) (3.2.5)
ve
Zme(n) (L (k+p+1)—L  (p)+@A- m)Z[L (n+k+1)—L, (n)]) (3.2.6)

Ozellik 3.2.5. Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas p —sayilar arasinda asagidaki esitlik

vardir.
L.(m=F (h+1)+pF (n-p) (3.2.7)

Ozellik 3.2.6. (Genellestirilmis Honsberger Formiilii) K,n pozitif tam say1 olmak iizere,

F,»(N)  n—inci genellestirilmis Fibonacci P —sayisi igin

Fook+n)=F (KF , (n+1)+ i Fon(k-t)F (n-p+t) (3.2.8)

dir.



3.3. Hybrid Sayilar

2018 yillinda Ozdemir kompleks, hiperbolik ve dual sayilarin bir
genellestirmesini tanimlamistir. Yazar, bu ii¢ say1 sistemini birlikte i¢eren yeni bir say1
sistemi olusturmustur ve bu sayilara da hybrid sayilar adin1 vermistir. Bu boliimde
Ozdemir tarafinda tanimlanan hybrid sayilar ve ozellikleri incelenecektir (Ozdemir,

2018).

Tamm 3.3.1. Hybrid sayilar kiimesi
K :{a+bi+Cg+dh:a,b,c,d eR,i*=-1,"=0,h* =1,ih=—hi =5+i}

olarak tanimlanir (Ozdemir, 2018).

Bu sayilar kiimesinin reel, kompleks, dual ve hiperbolik birimleri sirasiyla
1+ (1,0,0,0), i+« (0,1,0,0), € <> (0,0,1,0), h <> (0,0,0,1)
olup bu birimlere hybrid birimler denir. Ayrica Z =a+Dbi+ce+dh bir hybrid say1
olmak iizere bu saymnin skaler kismi a reel sayisidir ve S(Z) = a ile gosterilir. bi+ce +dh
kism1 ise hybrid sayinin vektor kismi olarak adlandirilir ve V (Z) ile gosterilir.
Tamm 3.3.2. Z ve W iki hybrid say1 olmak iizere Z =W olmas: igin gerek ve yeter
sart S(Z)=SW) ve V(Z)=VW) olmasidir (Ozdemir, 2018).
Tamm 3.3.3. Z = a+bi+ce+dh ve W = p+ri+se+th iki hybrid say1 olmak iizere iki
hybrid saymin toplami
Z+W=(a+p)+(b+r)i+(c+s)e+(d+t)h

dir (Ozdemir, 2018).

Hybrid sayilarda toplama isleminin degisme ve birlesme 6zelligi vardir. Ayrica

tanimlanan toplama isleminin birim elemani sifir olup ters elemani ise tiim bilesenlerin
ters isaretlisidir yani Z hybrid sayisinin tersi —Z dir. Buradan (K,+) cebirsel yapisimin
degismeli bir grup oldugu goriiliir.
Tamm 3.3.4. Z = a+bi+ce+dh ve W = p+ri+se+th iki hybrid say1 olmak iizere

ZW =(a+bi+ce+dh)(p+ri+se+th)

olarak tanimlanan isleme hybridian ¢arpim denir (Ozdemir, 2018).

Bu ¢arpimda soldaki her bir terim sagdaki her bir terimle ayr1 ayri carpilir ve

.2
|

=-1 ¢ =0,h" =1 ih=-hi =g +i esitlikleri g6z 6niinde bulundurularak islem yapilir.
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Burada kullamilan esitlikler yardimryla iki hybrid birimin ¢arpimini bulabiliriz. Ornegin
ie bulalm. Bunun i¢in ih=¢+i esitliginin sol tarafim | ile ¢arpalim. Bu bize

ie =1—h" 1 verir. Benzer sekilde devam edersek asagidaki tabloyu elde ederiz.

1 |1 g h
1 1| & h
| [ -1 1—h | ¢+i
£ g | h+l 0 —&
h h | —¢-1 & -1

Tablo 1. K kiimesinin birimleri igin ¢arpim tablosu
Tabloya baktigimizda hybrid sayilarda ¢arpma isleminin degisme 6zelliginin olmadigi
ancak birlesme 6zelliginin oldugunu acik bir sekilde gorebiliriz.
Tamm 3.3.5. Z=a+bi+cs+dh bir hybrid say1 olmak iizere Z hybrid sayismin
eslenigi
Z=5(2)-V(z)=a-bi-cs—dhn
tir (Ozdemir, 2018).

Ayrica Z,,Z, €K igin (m) =Z_1+Z_2 dir. Bununla beraber zZ =Zz dir.
Burada ZZ = ZZ sonucu bir reel sayiya esit olup bu say1 Z hybrid sayisinin karakteri
olarak adlandirilir ve

C(z)=2Z =a?+(b—c)2-c?—d?
seklinde tanimlanir.

Tamm 3.3.6. Z =a+bi+ce+dh hybrid sayisinin tersi C(Z) # 0 olmak iizere

771 = i
C(2)

dir (Ozdemir, 2018).

Teorem 3.3.7. Hybrid sayilar kiimesi K , tanimlanan toplama ve ¢arpma islemlerine gore

degismeli olmayan bir halkadir (Ozdemir, 2018).
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Tanmm 3.3.8. Hybrid sayilar kiimesinde skaler ¢arpim Z =3 +bi+ce+dh ve

Z2 =a, +b2i +ng+d2h olmak lizere
g(p,g): KxK—>R

2.2,+2,2,

9(Z,,Z,) = =aa, +bb, —bc, -b,c —dd,

dir (Ozdemir, 2018).

Hybrid sayilarin c¢arpimini kolaylastirmak i¢in matris temsillerini bulmak
onemlidir. Hybrid sayilar kiimesi ve 2x2 matrisler kiimesi arasinda bir izomorfizm
tanimlayarak iki hybrid sayiy1r kolayca carpabilir ve bu carpimin bir¢ok &zelligini
ispatlayabiliriz. Ote yandan hybrid sayilari, matris gosterimlerini dikkate alarak

tanimlayabiliriz.

Teorem 3.3.9. K hybrid sayilar halkasi ve M,(R) halkasi izomorftur (Ozdemir, 2018).

Ispat. ¢:K > M (R) doniisiimiinii her Z =a+bi+ce+dheK igin

) a+c b-c+d
p(a+bi+ce+dh) =

c-b+d a-c
seklinde tanimlayalim. Bu doniistimiin bir halka izomorfizmi oldugunu gosterelim. Daha

once hybrid sayilar i¢in tanimlanan toplama ve carpma islemleri tablosu goz Oniine

alindiginda her Z,,Z, € K icin

0(Z,2,)=o(Z)o(Z,)
ve
(2, +Z,)=0(Z)+0(Z,)

oldugu agik¢a goriiliir. Yani ¢ bir halka homomorfizmidir. Simdi ¢ nin bire bir
oldugunu gosterelim. Her Z,Z, €K icin Z, =a +bi+ce+dh ve Z,=a, +hji+ce+dh
olmak tizere ¢(Z)=¢(Z,) ise iki matrisin esitliginden ¢ =c,,a =a,b =b,d =d, elde

edilir. Bu da Z, = Z, demektir. Yani ¢, 1-1 bir doniisiimdiir. Ote yandan, herhangi bir

a ¢
b d

2x2 reel matris

>
Il
—

@(2)=A olacak sekilde
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(a+dj (a+b—c—dj. (a—dj (b+cj
Z= + i+ c+|——|h (3.3.1)
2 2 2 2

hybrid sayisi oldugundan ¢ Grten bir fonksiyondur.

Buradan, ¢ bir halka izomorfizmi olup K = M (R) dir.

Tamm 3.3.10. ¢(Z) €M (R) matrisine Z hybrid sayisina karsilik gelen hybrid matris
denir (Ozdemir, 2018).

Teorem 3.3.9 da tanimlanan 1, i, £, ve h birimlerinin matris temsilleri

1_10 |0 1 |1 h_01
o=\ (| oD Gl e@= | et=|

seklindedir. Bu dort matris M, (R) vektor uzayi igin bir baz teskil eder.
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4. HYBRID FIBONACCI ve LUCAS p- SAYILARI

Bu boliimde, Fibonacci ve Lucas p —sayilar1 kullanilarak yeni bir ¢esit hybrid
say1 tanimlanmis ve hybrid Fibonacci ve Lucas p —sayilari olarak adlandirilmistir. Daha
sonra bu sayilarin 6zellikleri incelenmistir.
Tammm 4.1. p>0 ve n>p icin F (n) ve L (n), n—inci Fibonacci ve Lucas p —sayis1
olmak iizere

HF (n) = F (n) +iF (n+1) + ¢F (n+2) +hF (n+3) 4.2)
ve

HL (n) =L (M +iL (n+D) +¢L (n+2)+hL (n+3) 4.2)

p p
seklinde tanimlanan HF (n) ve HL (n) sayilarma sirasiyla hybrid Fibonacci p —sayisi ve
hybrid Lucas p —sayisi denir.

(4.1) ve (4.2) de p=1 alirsak sirasiyla Syznal-Liana ve Wloch tarafindan

tanimlanan hybrid Fibonacci ve Lucas sayilar1 elde edilir ( Syznal-Liana ve Wloch, 2019).

Simdi hybrid Fibonacci p—sayilarmin n> p igin rekiirans bagmtisin1 elde
edelim. (4.1) den

HE (n) = F (n)+iF (n+1) + &F (n+2) +hF (n+3)
dir. Burada (3.1.1) rekiirans bagintis1 kullanilip gerekli diizenlemeler yapilirsa

HF (n) = HF (n-1) + HF (n—p-1) (4.3)
elde edilir. Benzer sekilde (4.2) den

HL () =L (n)+iL,(n+) +eL (n+2)+hL (n+3)
olup (3.1.2) rekiirans bagintist kullanilirsa hybrid Lucas p —sayilarinin rekiirans bagintisi

HL, (n)=HL (n-1)+HL (n-p-1) 4.4
seklinde elde edilir.

HF (n) hybrid Fibonacci p —sayisinin eslenigi

HF,(n) = F,(n)-iF,(n+1)-¢F,(n+2)-hF (n+3) (4.5)

dir. (4.5) ifadesinde (3.1.1) rekiirans bagintisi kullanilirsa

HF (n) =[F,(n-1) -iF (n)-¢F,(n+1)-hF (n+1)]
HF (n—p-Y)-iF (n-p-1)-eF (n-p-1)-hF (n-p-1)]



14

HF,(n) = HF, (n-1) + HF, (- p-1) (4.6)

elde edilir. Benzer sekilde HL, (n) hybrid Lucas p —sayismin eslenigi

HL (n) =L (n)-iL (n+1)-¢L (n+2)-hL (n+3) 4.7

dir. Burada (3.1.2) rekiirans bagintis1 kullanilirsa

HL (n)=HL (n-1)+HL (n-p-1) (4.8)
bulunur.

HF (n) hybrid Fibonacci p —sayisinin normu kendisi ile esleniginin ¢arpiminin

karekokiine esittir. O halde HF (n) ve HL (n) hybrid Fibonacci ve Lucas p —sayilarinin

normlari sirasiyla

EE \/‘(Fp(n))z +(F,0+2)-F (D)) -(F,(0+2) - (F,(+3)] (4.9)
ve

JHL ()| = \/‘(Lp(n))z H(L0+2-L0+D) - (L,(0+2) ~(L,(0+3)] (4.10)
dir.

Teorem 4.2. HF (n) ve HL (n) hybrid Fibonacci ve Lucas p —sayilari olmak iizere
HL (n) = HF (n+1)+ pHF (n—p) (4.11)
dir.
Ispat. (4.2) ifadesinden
HL () =L (n)+iL, (n+D) +eL (n+2) +hL (n+3)
olup (3.1.5) bagntist kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa
HL, (n) = HF (n+1) + pHF (n - p)
olarak elde edilir. Boylece ispat tamamlanur.
Teorem 4.3. HF (n) ve HL (n) sirasiyla hybrid Fibonacci ve Lucas p -sayisi olmak
uzere
(HF, ()" =(F,(n+3)) +(F,(n-p)) +2F, (0 +)F,(n-p+D) w1
+2F, (n)(F, (n— p) + HF, (n)) '

ve
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(HL, (M) =(L,(0+3)) +(L,(n—p)) +2L,(n+D.L,(n—p+1) (4.13)
+2L,(n) (L, (n-p)+HL,(n))

dir.

Ispat.(4.12) nin sol tarafinda (4.1) ifadesini kullanirsak

(HFp(n))z =[F,(n) +iF,(n+1) + &F, (n+2) + hF, (n + 3)][F, (n) +iF, (n +1) + £F, (n + 2) + hF, (n + 3)]

=(F, ) ~(F,(n+D) +(F,(0+3))" +2iF, (F,(n+1)
+2¢F,(N)F, (n+2) + 2hF, (n)F,(n+3) + 2F, (n+)F, (n+ 2)

=[F,(n+D+F,(n+2)] ~2[F,(n+)] ~-[F,(0+2)]

+2F, (WHF, () -[F,m ] +[F,(0+3)]

elde edilir. Burada gerekli diizenlemeler yapildiginda

(HE (M) =(F (n+3)) +(F (n—p)) +2F (n+1F (n- p+1)
+2F (n)(F, (n - p) + HF, (n))

olur. Benzer seklide (4.2) goz oniine alinirsa

(HL, (M) =(L,(0+3)) +(L,(n-p)) +2L,(n+1).L (N~ p+1)
+2L, () (L, (n— p)+HL (n))

bulunur. Boylece ispat tamamlanur.

Teorem 4.4. HF (k), k —mc1 hybrid Fibonacci p —saysi olsun. O zaman

Zn:HFp(k) =HF (n+ p+1) - HF (p) (4.14)

k=1
dir.

Ispat. Hybrid Fibonacci p —sayisinin tanimindan
D HF,(K) =D (F (k) +iF, (k +1) + £F_ (k + 2) + hF, (k +3))
k=1 k=1
=Y F(K)+iY F (k+1)+e)> F(k+2)+h> F (k+3)
k=1 k=1 k=1 k=1
dir. Burada (3.1.6) kullanilirsa
; HF, (k) =HF, (n+ p+1) - HF, (p)

elde edilir.

Hybrid Fibonacci ve Lucas p —sayilari arasinda elde edilecek diger bazi esitlikleri

asagidaki gibi verebiliriz.
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HL, (n)HF, (n) = —p|HF, ()] + (p + DHF, (n + ) HF, (n) (4.15)
HL, (MHF, (n) = —p||HF, (n)]|+ (p + DHF, (n + )HF, (n) (4.16)
HL, (n) + HF, (n) = 2F (n) + (p +)HF, (n - p) (4.17)
HL, (n) + HF, (n) = 2F, (n) + (p + DHF, (n - p) (4.18)

HL (n) + pHF (n) = (p+DHF (n+1) (4.19)
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5. GENELLESTIRILMIS HYBRID FIBONACCI ve LUCAS p-SAYILARI
Bu boliimde genellestirilmis Fibonacci ve Lucas p — sayilari kullanilarak hybrid

sayilar tanimlanmistir. Tanimlanan bu sayilarin lirete¢ fonksiyonlari, toplamlar1 ve matris

temsilleri elde edilmistir.
Tamm 5.1. p>0 ve n>p icin F_(n) ve L (n) n—inci genellestirilmis Fibonacci ve
Lucas p —sayilar1 olmak tizere n —inci genellestirilmis hybrid Fibonacci ve Lucas p —
sayilar1 sirasiyla
HE () =F (M+iF (n+)+eF (n+2)+hF (n+3) (5.1)
ve
HL (=L (m+iL (+D)+el (n+2)+hL  (n+3) (5.2)
seklinde tanimlanir.
Genellestirilmis hybrid Fibonacci ve Lucas p —sayilariin 6zel durumlarini
asagidaki gibi verebiliriz.
i. (5.1) ve (5.2) de m=1 alinirsa hybrid Fibonacci ve Lucas p —sayilari elde edilir.
ii.  (5.1) ve (5.2) de m=2 alinirsa hybrid Pell ve Pell-Lucas p —sayilar1 elde edilir.
li.  (5.1) ve (5.2) de m = p =1 alinirsa hybrid Fibonacci ve Lucas sayilari elde edilir

(Szynal-Liana ve Wloch, 2019).
iv. (5.1)ve(5.2)de m=2, p=1 alinirsa hybrid Pell ve hybrid Pell-Lucas sayilari elde

edilir (Szynal-Liana ve Wloch, 2018).

Simdi genellestirilmis hybrid Fibonacci p—sayilarinin n>p i¢in rekiirans
bagintisini elde edelim. (5.1) den

HE (M) =F (M)+iF (n+)+eF (n+2)+hF (n+3)
dir. Burada (3.2.1) rekiirans bagintisi kullanilip gerekli diizenlemeler yapilirsa

HF () =mHE (n-1)+HF (n-p-1) (5.3)
elde edilir. Benzer sekilde (5.2) den

HL (m =L (M+L (h+Di+L (n+2)e+L  (n+3)h
olup (3.2.2) rekiirans bagmtis1 kullanilirsa genellestirilmis hybrid Lucas p— sayilarinin
rekiirans bagintisi

HL (n)=mHL (n-1)+HL (n-p-1) (5.4)
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seklinde elde edilir.
HF . (n) ve HL, (n) genellestirilmis hybrid Fibonacci ve Lucas p— sayilarmin

eslenikleri sirasiyla

HF () =F (n)-iF (n+1)-¢F (n+2)-hF  (n+3) (5.5)

ve

HL, (=L ()-iL, (n+)-¢eL  (n+2)-hL (n+3) (5.6)
dir.
HF (1) ve HL () genellestirilmis hybrid Fibonacci ve Lucas p —sayilarmin

normlari sirasiyla

|HF n \/‘ o W(n+2)- F'm(n+1))2—(vam(n+2))2—(Fp‘m(n+3))z‘ (5.7)
ve
ML, o] \/‘ \ | Jn+2)-L, (1+D) —(prm(n+2))z—(Lp,m(n+3))2‘ (5.8)
dir.

Teorem 5.2. HF (n) ve HL  (n) genellestirilmis hybrid Fibonacci ve Lucas p —sayilar

olmak tlzere

HL, () =HF (n+1)+pHF (n-p) (5.9

dir.
Ispat. (5.2) ifadesinden
HL (=L (m+iL (h+)+el (n+2)+hL (n+3)
olup (3.2.7) bagintis1 kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa
HL, () =HF (n+1)+pHFE (n-p)

olarak elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Teorem5.3. {HF, (n)} ve {HL,  (n)} genellestirilmis hybrid Fibonacci ve Lucas p -sayi

dizilerinin tirete¢ fonksiyonlari sirasiyla, p >1 igin

-1
g(2) = HF, . (0)+2z+2zP h+1zp(g+mh) (5.10)
1-mz—zP*
ve p>1igin
h(2) = HL, . (0)—mpz+((p+1)h) z°? +((p+1) g+lmh) 2"+ ((p+Di+me+m’h)z® (5.11)
1-mz—zP*
dir.

Ispat. Urete¢ fonksiyonun tanimindan

9(2) = iHFp'm(n)z” =HF (0)2" +HF, Dz +--+HF (02" +--
n=0
dir. Ote yandan
9(z) =HF, (002" +HF, (D)Z' +---+HF ()" +---

—-mzg(z) = mHF, (0)2' —mHF _ (1)z° —---—mHF__ (n)z"" —---

-2"g(2) = HF,, (0)z2"" —HF  (0)z"* —---=HF _(n)z""" —...
esitliklerini taraf tarafa topladigimizda asagidaki denklemi elde ederiz:
(1-mz-2z"")g(z) = HF,  (0)2° + Z'[HF, (1) - mHF, _(0)]

+--+2'[HF, (n)-mHF, (n-1)-HF (n-p-1)]+--

Buradan (5.3) rekiirans bagintisi kullanilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa iireteg
fonksiyonu p >1 igin

-1
HFD,m 0)+ ZHFp,m (-p)+2° HFp‘m - +2z° Hprm (-2)

1-mz-2z""

0(2) =S HF, (7" =

olarak bulunur. Buradan degerler yerine yazilirsa, p >1 igin {HFp’m (n)} dizisinin iirete¢

fonksiyonu

HF, ., (0)+z+z""h+z" (¢ +mh)
@-mz—-z")

9(2) =

olarak elde edilir.
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Benzer sekilde {HLp’m(n)} dizisinin tirete¢ fonksiyonu, p >1 i¢in

h(z) = i HL, . (n)z"

HL, . (0) + ZHL, , (—p) + 2" 2HL,  (-3) + 2" HL, , (-2) + z"HL, (1)

p+1

1-mz-z
olarak bulunur. Buradan degerler yerine yazilirsa

HL, (0)—mpz + ((p+1)h) z°% + ((p +1) &+ mh) z°* + ((p +1)i + me + m?h)z°

h(z) = @-mz -2z

bulunur.
(5.10) da m = p =1 alirsak hybrid Fibonacci sayilarinin iirete¢ fonksiyonunu

asagidaki gibi verebiliriz.

Sonug 5.4. Hybrid Fibonacci sayilarinin iirete¢ fonksiyonu

_(i+&e+2h)+(A+¢e+h)z
1-z-7°

a(z2)

dir.
Teorem 5.5. (Genellestirilmis Honsberger Formiilii) k,n pozitif tam sayilar olmak iizere
n — inci genellestirilmis hybrid Fibonacci p — sayis1 igin
p
HF, , (k+n) =F, (K)HF, (n+1)+ > F, (k-)HF, (n—p+t) (5.12)
t=1
dir.
Ispat. (5.1) ifadesinden
HE (k+n)=F (k+n)+iF (k+n+D)+eF (k+n+2)+hF (k+n+3)

p.m

dir. Burada Ozellik 3.2.6. kullanilirsa

HE (k+n)=F (KF  (h+1)+ Zp: Fnk-t)F (n—p+t)

t=1

+i(Fp‘m(k)Fp’m(n+2)+Zp:Fp’m(k—t)Fp,m(n— p+t+1)j
+5[Fp'm(k)prm(n+3)+Zp:Fp’m(k_t)vam(n_ D+t+2) j

+h(Fp,m (KF,,(n+4)+ Zp: Foa.(k-OF (h-p +t+3)}

t=1

olur. Burada gerekli islemler yapilirsa
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HF, . (k+n)=F,  (K)(F,,(n+)+iF,  (n+2)+¢F, (n+3)+hF, (n+4))

p £kt Fon(M=—p+t)+iF, (n—p+t+1)
+ —
; o (K=1) +eF,  (n—p+t+2)+hF, (n—p+t+3)

p
=F, . (K)HF, ,(n+1)+ z Fon(K—DHF, , (n— p+1)
t=1

bulunur.

Teorem 5.6. HF  (n) ve HL  (n) sirasiyla genellestirilmis hybrid Fibonacci ve Lucas

p —sayilar1 olmak tlizere, m>1 i¢in

Zk: HF, . (n) = %(HFM (k+p+1)-HF, (p)+(@- m)i[HFp,m (n+k+1)-HF (n)]j (5.13)
v_e :
i HL, , (n) = %(HLM (k+p+D)—HL (p)+(@- m)pi[HLm (nN+k+1)—HL (n)]j (5.14)
d;r. :

Ispat. Genellestirilmis hybrid Fibonacci p —sayilart igin (5.3) rekiirans bagimtisi
kullanilirsa

mHFp‘m (n+p) = HFp)m (n+p+1)- HFp,m (n)

olur. Her iki tarafin toplami alinirsa

k k k
mz HF . (n+p) = Z HF . (n+p+1) —Z HF, . (n)
n=0 n=0 n=0

olur. Buradan

k k k+p p-1
my’ HF . (n+p)= my. HF . (n)+m > HF, . (n) - my’ HF, . (n)
n=0 n=0 n=k+1 n=0

= mzk: HF, , (n) + mpz_l[HFp,m (n+k+1)—-HF, (n)]

ve

k k k+p p-1
Z HF,,(n+p+1)=HF,  (k+p+1)— HFp’m(p)+Z HF, () + Z Hprm(n)—z HF,,(n)
n=0 n=0 n=0

n=k+1

k p-1
=HF,, (k+p+1)- HFp'm(p)+Zo HF, .(n) +ZO[HFp,m(n +k+1)—HF, ()]

elde edilir. Ardindan gerekli diizenlemeler yapildiginda m >1 i¢in genellestirilmis hybrid

Fibonacci p —sayilarinin toplami
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ZHFpm(n) (HFpm(k+p+1) HF, ., (p)+(1- m)Z[HFpm(n+k+1)—HFp_m(n)]j

olarak elde edilir.

Benzer sekilde m>1 genellestirilmis hybrid Lucas p —sayilariin toplami

ZHme(n) (Hme(k+p+1) HL, , (p)+ (- m)Z[Hme(n+k+1)—HLp’m(n)]j

n-0
olarak bulunur. Bdylece ispat tamamlanir.

Simdi bu teoremle ilgili baz1 6zel sonuglar1 verecegiz.
Sonug 5.7. HF (n) ve HL (n) sirasiyla n—inci hybrid Fibonacci ve Lucas p —sayilari
olsun. O zaman

Zk:HFp(n) =HF (k+ p+1)—HF (p)

n=0

ve

Zk:HLp(n) =HL (k+p+1)—HL (p)

n=0
dir.
Ispat. (5.13) ve (5.14) de m =1 aldigimizda sonug agikca goriiliir.

Sonuc 5.8. HP ve HQ, sirasiyla n —inci hybrid Pell ve Pell-Lucas sayilari olsun. O zaman

k
ZHPn :%(HPIHZ - HP

k+1

R R
ve

1
Z HQ = (HQk+2 HQk+1 - HQl + HQo)

dir.
Ispat. (5.13) ve (5.14) de m=2 ve p =1ahrsak sonug agiktir.

Sonuc 5.9. HF ve HL sirasiyla n —inci hybrid Fibonacci ve Lucas sayilar1 olsun. O

Zaman
Kk

> HF, = HF,

k+2
n=0

-HF,

ve

Kk
> HL, =L - H

n=0



dir.

Ispat. (5.13) ve (5.14 ) de m = p =1 aldigimizda sonug agikca goriiliir.
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Benzer sekilde (5.13) ve (5.14) de m=k ve p=1 aldigimizda hybrid k —

Fibonacci ve k — Lucas sayilari i¢in toplam formiillerini elde ederken, m = 2 aldigimizda

hybrid Pell ve Pell-Lucas p —sayilarinin toplam formiillerini elde ederiz.

Ozdeslikleri ispatsiz olarak asagidaki gibi verebiliriz.

HL, . (n) + pHF, . (n) = —[(m + p)HF,  (n+1) + pd— mHF, .(n — p)]
m

m = 0igin

HL, (n)+mpHF (n) = (p+)HF (n+1)

HL, () -mpHF (n) =(Q-p)HF (n+1)+2pHF (n-p)

HL (n)-mHF (n)=(p+1HF (n-p)

HL,  (n)+mHF (n) =2mF (n)+(p+1)HF (n-p)

HL () +mHF (n) =2mF (n)+(p+1)HF (n-p)

HL, , (N)HF,  (n) = -mp||HF, _ (n)]|+ (p +DHF,  (n +DHF,  (n)

HL, , (MHF,  (n) = -mp|[HF ()| + (p +DHF,  (n+DHF, , (n)

Genellestirilmis hybrid Fibonacci ve Lucas p —sayilarinin sagladigi diger bazi

(5.15)

(5.16)
(5.17)
(5.18)
(5.19)
(5.20)
(5.21)

(5.22)

Bu o6zdesliklerde m=1 alinirsa, hybrid Fibonacci ve Lucas p —sayilari igin

dordiincii boliimde elde ettigimiz 6zdeslikleri gorebiliriz.

Bivariate Fibonacci p—polinomlarinin matris temsili Tuglu ve arkadaslar

tarafindan verilmistir (Tuglu, Koger ve Stakhov, 2011). Bu gosterimden faydalanarak

genellestirilmis Fibonacci p —sayilarinin matris temsili p=0,1,2,... i¢in

1
0

0 ... 0
0 ... 0
o ... 1
0

(p+1)x(p+1)
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dir. m=1 i¢in Qp, Fibonacci p —sayilarini temsil etmektedir. Qp matrisini kullanarak

genellestirilmis hybrid Fibonacci p—sayilarinin matris temsilini asagida verilen
teoremdeki gibi elde ederiz.

Teorem 5.10. n>1 icin F matrisi

HF, ,(n+p+1) HF (h+p) ... HF (n+1)
HF, ,(n+p) HF (n+p-1) .. HF, (")
F= : : :
HF, ,(n+2) HF, ,(n+1) ... HF (n—p+2)
HF, ,(n+1) HF, . (n) . HF, (n-p+])
ve H matrisi
HF .(p+1) HF _(p) . HF, (1)
HF .(p) HF (p-1) ... HF (0
H= : : :
HF, . (2) HF, . ... HF .(2-p)
HF, @) HF,.(0) ... HF, .(1-p)

olmak iizere F = HQ; dir.

Ispat. Ispat1 n — iizerinden tiimevarim ile yapalim. n =1 igin esitlik saglanir. n > 1 igin

esitligin dogru oldugunu kabul edelim. n+1 i¢in asagidaki sekilde esitligi saglatiriz.

HQJ* =HQ;

=FQ,
HF, . (n+p+1) HF (n+p) ... HF (n+])
HF,,(n+p) HF  (n+p-1) .. HF, (")
= : : " : Q,
HF, ,(n+2) HF,,(n+1) ... HF  (n-p+2)
HFp'm(n +1) HFp’m(n) HFp]m(n— p+1)
Buradan Qp yerine yazilip matris ¢arpma islemi yapilirsa
HF, ,(n+p+2) HF,  (n+p+1) ... HF (n+2)
HF, ,(n+p+l) HF (n+p) ... HF  (n+])
HQ;+l = : : :
HFp'm(n +3) Hprm(n+2) HFp‘m(n— p+3)
HFp’m(n+2) Hprm(n +1) HFp]m(n— p+2)
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olur. Bdylece n+1 igin F=HQ] esitliginin dogru oldugu goriiliir. Béylelikle ispat
tamamlanir.
Teorem 5.11. (Genellestirilmis Cassini Formiilii) HF (n), n—inci genellestirilmis

hybrid Fibonacci p —sayisi olmak iizere

HF,.(p+1) HF,.(p) .. HF_,@
HF,.(p) HF,.(p-1) .. HF,(0)
IF|=(-1)" S : :
HF, . (2) HF, ) ... HF,.(2-p)
HF, (1) HF,,.(0) ... HF, (1-p)

dir.

Genellestirilmis Cassini formiiliinii kullanarak, hybrid Fibonacci p —sayilari,
hybrid Pell p—sayilari, hybrid Fibonacci, hybrid k —Fibonacci ve hybrid Pell sayilari
icin Cassini formiillerini elde edebiliriz. Ornegin; m=p =1 aldigimizda hybrid
Fibonacci sayilari i¢in Cassini formiiliinii agsagidaki gibi elde ederiz.

Sonug 5.12. HF | n —inci hybrid Fibonacci sayisi olsun. O halde hybrid Fibonacci sayilart
icin Cassini esitligi

HF,

- HF, —HF? . =(-1)" (HF,HF, - HF?)
dir.

Genellestirilmis Cassini formiiliinde m =1ve p = 2 alirsak hybrid Fibonacci 2 —
sayilar1 i¢in Cassini formiiliinii asagidaki sonug ile verebiliriz.

Sonug¢ 5.13. HF,;(n), n—inci hybrid Fibonacci 2—sayist olsun. O halde hybrid

Fibonacci 2 —sayilari i¢in Cassini esitligi

HF,,(n+3) HF,,(n+2) HF, (n+1)| |HF,,(3) HF,,(2) HF,,()
HFz,l(n +2) HFz,l(n +1) HFZ,l(n) = HF2,1(2) HF2,1(1) HF2,1(O)
HF,,(n+1) HF,,(n) HF,,(n-1)| |HF,,() HF,,(0) HF, (-1

dir.
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6. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tezde, Fibonacci ve Lucas p —sayilari ile genellestirilmis Fibonacci ve Lucas
p —sayilar1 yardimiyla tanimlanan hybrid Fibonacci ve Lucas p-—sayilart ile
genellestirilmis hybrid Fibonacci ve Lucas p —sayilari ele alinmistir. Bu sayilarin, iireteg

fonksiyonlari, toplamlari ve sagladigi bazi o6zdeslikler verilmistir. Elde edilen tiim
sonuglarin literatiirdeki ¢caligmalara indirgenebildigi goriilmiistiir.

Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas p —sayilar1 yerine baska 6zel say1 dizileri

kullanilarak tanimlanacak olan hybrid sayilarin 6zellikleri baska bir arastirma konusudur.
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