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This thesis consists of six chapters. In the first part of the thesis, the introduction and
definitions that will be required throughout the thesis are included. In the second part
of the thesis, basic definitions, theorems and identities for the Fibonacci number
sequence are included. In the third part of the thesis basic definitions, theorems and
identities regarding the Bernstein operator and Bernstein polynomials are included.
In the fourth chapter of the thesis basic definitions, theorems and identities of
Bernoulli numbers and polynomials and Euler numbers and polynomials are
included. In the fifth chapter of the thesis definitions, theorems and identities related
to Bernoulli F-polynomial, Bernoulli-Fibonacci numbers and polynomials, Euler-
Fibonacci numbers and polynomials, F-Bernstein operator and F-Bernstein
polynomial are included. In the sixth chapter of the thesis the findings and

conclusions are included.
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OZET

FIBONACCI KALKULUSUN BAZI SAYI DiZiLERi VE POLINOMLARI
UZERINDEKI YANSIMALARI

DUNDAR, Mehmet
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik
Damisman: Prof. Dr. Mehmet ACIKGOZ
Ocak 2024
62 sayfa

Bu tez alt1 boliimden olusmaktadir. Tezin birinci boliimiinde giris ve tez boyunca
gerekli olacak tamimlara yer verilmistir. Tezin ikinci bdliimiinde Fibonacci sayi
dizisine yonelik temel tanimlara, teoremlere ve 6zdesliklere yer verilmistir. Tezin
iclincli boliimiinde Bernstein operatdrii ve Bernstein polinomlar: ile ilgili temel
tanimlara, teoremlere ve Ozdesliklere yer verilmistir. Tezin dordiincii boliimiinde
Bernoulli sayilar1 ve polinomlar1 ile Euler sayilart ve polinomlarina ait temel
tanimlara, teoremlere ve Ozdesliklere yer verilmistir. Tezin besinci boliimiinde
Bernoulli F-polinomu, Bernoulli-Fibonacci sayilart ve polinomlari, Euler-Fibonacci
sayilar1 ve polinomlar ile F-Bernstein operatorii ve F-Bernstein polinomu ile ilgili
tanimlara, teoremlere ve Ozdesliklere yer verilmistir. Tezin altinci boliimiinde ise

elde edilen bulgulara ve sonuclara yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Fibonacci sayilari, Altin oran, F-tiirev, F-integral, F-Bernstein
polinomlari, Bernoulli F-polinomlari, Bernoulli-Fibonacci polinomlari, Euler-

Fibonacci polinomlari.
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BOLUM 1
GIRIS
1.1 Cahismanin Amaci

1170 yilinda italya’da diinyaya gelen Leonardo Fibonacci, annesini erken yasta
kaybedince tiiccar olan babasi ile Akdeniz kiyilarindaki iilkelerde ¢okca zaman
gecirmistir. Bu sayede bir¢ok tiiccar ve matematikgilerle tanmigma firsati bulan
Fibonacci’nin sayilar sistemine karsi ilgisi artmis ve bu konu ile ilgili bir¢ok
arastirma yapmustir. Yaptigr arastirmalardan en ilging olani ise tavsanlar iizerine
olmustur. iki tavsan ile baslattigi bu deneyde tavsan sayilarinin artiglarmin kaydin
tutmustur. Bu kayitlardan elde ettigi verileri Liber Abaci adli kitabinda tavsan
problemi olarak yayinlamstir. ilerleyen yillarda bu problemin ¢dziimii igin elde
edilen sonuglar neticesinde ortaya bir say1 dizisi ¢ikmis ve bu say1 dizisine Fibonacci
sayilar1 denmistir. Kendinden bir 6nceki ve iki 6nceki saymin toplami (0, 1, 1, 2, 3,
5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144,...) olacak sekilde siralanan bu sayilar {izerine yapilan

caligmalarda, ardisik terimlerinden biiyiilk olanin kiigiik olana oraninin limiti

alindiginda 1++5 irrasyonel sayist ile iliskili oldugu goriilmistiir. Bu irrasyonel
2

saymin kendini bir¢ok alanda gdstermesi ‘altin oran’ kavraminin ortaya ¢ikmasini

saglamistir [5,15,22].

Altin oranin farkli alanlarda kendini gostermesi bu sayilara olan ilgiyi arttirmis ve
bunun sonucunda bir¢ok matematik¢i kendini bu sayilarla ilgilenirken bulmustur.
Fibonacci say1 dizisi lizerine yapilan ¢alismalar, ilerleyen yillarda Pell, Lucas gibi
farkli say1 dizilerinin de ortaya ¢ikmasini saglamistir. Bu say1 dizisi diinya tlizerinde
var olan bir¢ok gizemin de ¢6ziime kavusmasinda rol oynamistir. Bu sayede modern
bilimde de ¢ok sayida uygulama alani bulan Fibonacci sayilar1 ve altin oran, sayilar
teorisi, uygulamali matematik, fizik, sanat, estetik gibi pek cok alanda yaygin olarak

kullanilmaktadir [5,22].



Fibonacci sayilarinin ortaya ¢ikmasindan itibaren yapilan c¢alismalar bu sayilarin ne
derecede dikkat ¢ekici ve 6zel oldugunu gostermektedir. Fibonacci sayilari bir¢ok
matematikc¢iyi bu sayilar lizerine arastirmalar yapmaya yoneltmis ve bu konu ile ilgili
cok sayida yaymlar yapilmistir [5,8,10,12-17,19]. Gliniimiizde dahi 6neminden hig¢bir
sey kaybetmeyen Fibonacci sayilarinin iizerine daha nice arastirmalar ve ¢alismalar

yapilacagi yadsinamaz bir ger¢ek olarak karsimizda durmaktadir.

Uygulamali matematik ve yaklasim teorisinin vazgecilmez bir parcast olan
polinomlar, matematikg¢iler tarafindan en ¢ok sevilen fonksiyonlar olarak 6nemini
her gegen giin arttirmakta ve dolayisiyla arastirma konularinda odak noktayi
olusturmaktadir. Her aralikta siirekli ve tiirevlenebilir olmalari, lizerinde ¢ok daha
kolay islemler yapilabilmesi polinomlar1 cazip hale getirmistir. Bir¢ok arastirmaci
polinomlar iizerine calismalar yapmis ve bunun sonucunda da birtakim 0Ozel

polinomlar ortaya ¢ikmistir [7,9,18,20,21].

Yakin zamanlarda yapilan arastirmalar [10,13-15,17] say1 dizileri ile bazi 6zel
polinomlar arasinda iliski kurulabilecegini gostermistir. Pek cok arastirmacinin
yaptig1 ¢aligmalar incelendiginde bazi 6zel polinomlarin Fibonacci sayilari cinsinden
yazilabilecegini gostermektedir. Yapilan bu c¢aligmalar da bizlere, Fibonacci
sayilarinin polinomlar {izerine etkisinin uzun zaman boyunca devam edecegi bilgisini

vermektedir.

Ewa Krot (2004) tarafindan verilen Fibonacci kalkuliis [13], baz1 matematik¢ileri
Fibonacci sayilarinin bir takim 6zel polinomlar {lizerine nasil yansiyabilecegini
incelemeye yoOneltmistir. Calismalar sonucunda elde edilen veriler bu 6zel
polinomlara pek c¢ok ilging o6zellikler katmistir. Bu konu iizerine yapilan
calismalardan biri de Kus ve arkadaslar1 tarafindan verilen Bernoulli polinomlarinin
ve Euler polinomlarmin bu say1 dizisine bagli oldugu anlami tasiyan Bernoulli-
Fibonacci ve Euler-Fibonacci polinomlaridir [14]. Ayrica Krot’un verdigi Fibonacci
kalkuliis ve bunun iizerine yapilan arastirmalar Fibonomial, F-integral, F-Tiirev, F-
Ustel fonksiyon gibi yeni kavramlarin da literatiire girmesini saglamistir [10,13-
15,17].

Son zamanlarda Erdem ve arkadaslart Bernstein polinomlarinin Fibonacci sayi

dizisine bagli oldugu anlam1 tasiyan F-Bernstein polinomlarini tanittilar. Yaptiklari



calismada bu polinomlarla ilgili baz1 ozellikleri ve O6zdeslikleri inceleyip, F-

Bernstein polinomlarini tireten bir fonksiyon verdiler [10].

Bu tezde Fibonacci say1 dizisinin, Bernoulli say1 ve polinomlarinin, Euler say1 ve
polinomlarmin ve Bernstein polinomlarinin bazi temel tamimlari, ozellikleri ve
6zdeslikleri verilmistir. Son zamanlarda yapilan ¢alismalardan esinlenerek Fibonacci
say1 dizisinin bu polinomlar iizerine yansimalari incelenmis ve bunlar ile ilgili
tanimlara, teoremlere, 6zdesliklere yer verilmistir. Ayrica Fibonacci say1 dizisinin
Bernoulli polinomlari, Euler polinomlar1 ve Bernstein polinomlar1 arasinda kurulan

bagmtilarin F-integral ile arasindaki iliskiler gosterilmistir.
1.2. Temel Kavramlar
Bu tezde kullanisli olacak temel kavramlar asagidaki gibidir [3-6,22].

Tamim 1.2.1. f(x), X, 1n komsulugunda tanmimli bir fonksiyon olsun ve bir | sayisi
verilsin. Eger herhangi bir £>0 i¢in |x—X,|<& oldugunda ‘f(X)—l‘ <& olmak

sartiyla bir & >0 elde edilebiliyorsa f (x)’in x,’daki limiti | dir denir [5]

Tanmm 1.2.2. f, [a,b] araliginda tanimli bir fonksiyon olsun ve X, €(a,b) olmak

lizere,

X—=>Xo X=X,

limiti bulunabiliyorsa f fonksiyonu x, noktasinda tiirevlenebilirdir denir [3].

Tamm 1.2.3. K e R i¢in [t| < K bdlgesinde,

R(t,x)zifn(x)n—n!

seklinde ifade edilebiliyorsa R(t,x) iki degiskenli fonksiyonuna f (x)

fonksiyonunun tirete¢ fonksiyonu denir [3].



Tamm 1.2.4. x, noktasini icermis olan bir aralikta, f fonksiyonu her mertebeden

tirevlenebilir ise,

> 10 ) ¥ )

n=0 n!
serisine x, noktasinda f fonksiyon tarafindan iiretilen Taylor serisi denir.

Ozel olarak X, =0 ve f(x)=e* alinirsa;

2 3 k
" X

=X X
=) — =14+ —F ...
nzz:;n! 1 21 3! k!

elde edilir [3].

Tamim 1.2.5. Bir dizideki herhangi bir terim kendinden 6nceki terimler vasitasiyla
tespit edilebiliyorsa, bu diziye rekiirans dizisi denir. Bu terimi tespit ederken

kullanilan bagntiya ise rekiirans bagintis1 denir [5,22].

Tanim 1.2.6. VN> M, sabit a, (0<i<m-1) ve a, #0 sayilari i¢in,

un = am—lun—l + am—Zun—Z +..t a1un—m+1 + aOun—m

seklinde verilen ve bu esitligi saglayan (un) dizisine m. dereceden homojen

dogrusal rekiirans dizi denir.

Buradaki esitlige ise m. dereceden homojen dogrusal rekiirans baginti denir. Bu
dizinin uy,u,,...,u,,, seklinde olan ilk m terimine (u,) dizisinin baslangi¢ degerleri

denir.

U, =a, U, +a, u ,+..+au, ., +au, . seklinde tanimh olan bir dizi ise

n m-1~"n-1 m-2

polinomuna (u, ) dizisinin karakteristik polinomu denir. p(x)=0 denklemine ise

(u,) dizisinin karakteristik denklemi denir [5,22].



Tanim 1.2.7. b,b,,...b,€C olmak iizere p(X) polinomunun  kokleri,

Vi, je{1,2,...,m} igin, b #b; ise,
u, =cb’+c,b) +...+c by

olacak sekilde c,,c, sabit sayilar1 vardir. Bu esitlik baslangi¢c degerleri igin

G
yerine yazilip bulunan denklem sisteminden c,,cC,,...,C,, bilinmeyenleri elde edilir.
Bu sekilde tespit edilen karakteristik polinomun kokleri ile u, arasindaki esitlige

rekiirans bagmtinin ¢éziimii denir [5,22].

% t" .
Tammm 1.2.8 (Cauchy carpim). P(t)=2‘n:O pnm ve R(t):zn:ornm

yakinsak kuvvet serisi olmak iizere bu kuvvet serilerinin ¢arpima,

s=rior)-{5 0.5 Se ) -E(E0 e J5

seklindedir [3].



BOLUM 2
FIBONACCI SAYILARI

Kendinden bir onceki ve iki onceki sayinin toplami
(0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144...) scklinde devam eden bu sayilar Fibonacci

sayilar1 olarak bilinir. Bu sayilar {izerine yapilan ¢alismalar altin oran kavraminin

ortaya ¢ikmasini saglamistir [5,15,22].

Bu boliimde Fibonacci sayilarinin bazi temel 6zellikleri ve Binet formiilii ile ilgili

bilgiler verilecektir.
2.1. Fibonacci Dizisi
Tamim 2.1.1. Fibonacci dizisi asagidaki yineleme bagintisi ile tanimlanir.

F.=F ,+F, (2.1)

Burada F, =0 ve F, =1 olmak iizere neZ" dir [5,12-15].

Fibonacci serisinin ilk birkag¢ terimi;

0,11 2,3,5,8,13, 21, 34, 55, 89,...

seklindedir.

Bu say1 dizisi adin1 Leonardo Fibonacci (1170-1250) den almistir. Fibonacci, bir¢ok
tiiccar ve matematikgiler ile goriisme firsati bulmus ve bu firsatlar1 degerlendirerek
aritmetik yapma sistemini 6grenmistir. Yaptig1 caligmalar sonucunda Hint-Arap
rakam sisteminin bircok avantaja sahip oldugunu ve Roma rakam sisteminden daha
kullanigli ve basit oldugunu gormiistiir. Yaptig1 calismalar1 yaymladig: kitabi ile
Hint-Arap rakam sistemini Avrupa’ya tanitmistir. Kitabinda defter tutma, faiz
hesaplama, birimleri doniistiirme gibi uygulamalara yer vererek bu rakamlarin

kullaniglhiligin1 géstermistir [5,22].



llerleyen yillarda Fibonacci sayilari iizerine yapilan galismalar sonucunda ortaya
¢ikan ve bugiin de son derecede 6nemini koruyan Altin Oran; yasam, sanat ve estetik
gibi bircok alan ile iligkilendirilmistir. Bu oran papatyada, ¢am kozalaginda,
ayciceginde, yapraklarmn diziliminde, Mimar Sinan’in eserlerinde, Omer Hayyam’in

ticgeninde ve degisik bir¢ok alanlarda kendini gostermektedir [5,22].
2.2. Binet Formiilii

Verilen bir n dogal sayis1 i¢in Fibonacci sayilarini veren F, formiili, Binet formiilii

olarak adlandirilir. Fibonacci sayilarina ait Binet formiiliinii tiiretilmesi i¢in F, = A"
olarak secilsin. O halde (2.1) deki yenileme bagintisindan,

A"= AT = AP =241
yazilabilir. Ikinci dereceden olan bu denklemin kokleri,

15 ) 618033, e p-1V5

2 2

~—-0,618033...

olarak elde edilir. Buradaki & ve g altin ve glimiis oran olarak bilinmektedir ve
aff =-1ve a+ B =1 oldugu kolayca goriilebilmektedir.

F., ¢oziimii lineer bir kombinasyon oldugundan keyfi ¢, ve c, sabitleri i¢in,
F,=ca"+c,p" (2.2)

dir. F, =0 ve F =1 baslangic degerlerini kullanarak c, ve c, sabitleri asagidaki
gibi elde edilir.

c,+c,=F =0,

ca+c,f=F=1

Elde edilen bu c, ve c, sabitleri (2.2) denkleminde yerine yazilip gerekli
diizenlemeler yapilirsa F, Fibonacci sayilar1 Binet Formiilii ile acik bir sekilde
asagidaki gibi ifade edilebilir.

(2.3)



Binet formiilii Fibonacci sayilariin rekiirans bagintisin1 kullanmadan bulunmasina
olanak saglar.

Ornek olarak n=8 igin;

e LI
B

Binet formiilii negatif n sayilari i¢in de Fibonacci sayilarinin tanimlanmasini saglar.

Teorem 2.2.1. Negatif n tamsayilari i¢in Fibonacci sayilari,

Fﬁn — (_1)n+l Fn
seklinde tanimlanir.

Ispat. (2.3) de n yerine —n yazilirsa,

F _a—n_ﬂ—n_ﬂn_an 1

T a-p a-p (ap)

bulunur. Burada aff = -1 degeri yerine yazilirsa,

a"=-p" 1 __F 1
a-p (D" (D"

=—F (-1

— (_1)n+1 Fn
elde edilir.

Ardisik olan herhangi iki Fibonacci sayisinin sonsuza giderken oranlari Altin oran
olan @ ya daha fazla yaklasir. Dolayisiyla,

n+1 n+1 n+l
a -p

. F ]
lim—2 = [im
n n

n—w Fn n—>o oy _ﬂ n>w oy

dir [5,15,22].



BOLUM 3
BERNSTEIN POLINOMLARI
3.1 Bernstein Operatorii ve Ozellikleri

K. Weierstrass, 1885 yilinda sonlu bir aralikta tanimlanan herhangi bir siirekli

fonksiyona yakinsayan bir polinom dizisinin varligini gostermistir. Weierstrass,

olusturdugu teoremle f fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli fonksiyonlarm
uzayinda ve ‘f(x)—Pn(x)‘<g olmak kosulu ile her >0 i¢in n. dereceeden bir

P, (x) polinom dizisinin varligin1 belirtmistir. ilerleyen yillarda bu teoremin bircok

ispat1 yapilmasina ragmen bu ispatlardan en ilgi ¢ekici olan1 1992 yilinda Bernstein
tarafindan yapilmigtir. Bernstein, toplam bi¢iminde bir polinom tanimlayarak bu
teoreminin basit bir ispatin1 verdi. Bernstein’in tanimladigi bu polinom sonraki
yillarda Bernstein polinomu olarak adlandirildi. Bernstein polinomlarinin islevsel
olmasi, kolay tiirevlenebilir ve integre edilebilir olmasi bir¢ok arastirmacinin bu
polinomlar iizerine calismalar yapmasmi saglamigtir. ilerleyen yillarda Bernstein
polinomlarinin kompleks uzaydaki yakinsamalar1 incelenmis, cesitli modifiyeleri

yapilmuis, iki degiskenli ve g-benzeri gibi ¢alismalari yapilmistir [7,9,20,21].

Bu boliimde Bernstein operatdrii ve Bernstein polinomlarinin tanimi, 6zellikleri ve

ayrica bu polinomlar ile ilgili 6nemli teoremler verilecektir.

Bernstein operatoriiniin tanimi1 asagida verilmistir.

Tamm 3.1.1. f(x) fonksiyonu [0,1] kapali araliginda tanimli olsun,

B.(f:%) :é i (%)@ X (1= x)"™*

bi¢iminde tanimlanan ifadeye f(Xx) fonksiyonuna bagli n-inci (n>1) Bernstein

operatorii denir.



Burada,

e

1=0

dir. n. dereceden (n +1) tane Bernstein polinomu vardir. Matematiksel agidan

uygunlugu saglamak adma k <0 ve k >n igin B, ,(x) =0 olarak kabul edilir [3].

Yukaridaki tanimdan,
B,(f;0)=f(0) ve B,(f;1)=1f()

elde edilir.
n k n—k
Bk,n (X) = (kj X (1_ X)
seklinde tanimlanmis n. dereceden k. Bernstein polinomu [0,1] araliginda;

B,()>0 ve > B (x)=1

dir. Ayrica, Bernstein polinomunun [0,1] araligindaki integrali,

¢ n\&(k k=] 1
!Bk'"(x’dxz(k]jzo(Jj(_l) =il

seklindedir [4].
3.2. Bernstein Polinomu

Tamm 3.2.1. x€[0,1] ve k=0,1,2,3,...,n i¢in B, ,(x) polinomu,

Bk,n<x)=[2]xk (-x)"* (3.)

esitligi ile tamimlaniyorsa bu polinomlara n. dereceden Bernstein polinomlaridir

denir. [1-3,7,20,21].
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Teorem 3.2.1. n. dereceden olan Bernstein polinomlart (n—1). dereceden olan iki

tane Bernstein polinomunun lineer kombinasyonu,
B, ,(X) =xB,_;, ., (X)+(1-X) B, , ,(X)
seklinde gosterilir [3,7,21].

Ispat. Tanim 3.2.1 den,

R vt
- XK: :3 X1~ x)<”‘”‘<“>} +(1- X)K”lzlj o (1- X)<n—1>-1

=X Bk—l,n—l(X) + (1_ X) Bk,n_l(x)
elde edilir.

Teorem 3.2.2. n. dereceden Bernstein polinomlarin tiirevi (n—l). dereceden iki

Bernstein polinomlarinin dogrusal birlesimi k =0,1,2,...,n olmak iizere,

d
dx B,..(X)=n ( B 1na(X) - Bk,n—l(x))

seklinde ifade edilir [3,7,21].

Ispat. Tanim 3.2.1 den;

N L e U P

=n [(E :ﬂ X (1-x) " (n |: 1] X (1-x)" }

=n ( By 101 (X) =By (X))

elde edilmis olur.
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2010 yilinda Bernstein polinomlarinin iirete¢ fonksiyonu Agikgdz ve Aract
tarafindan verilmistir [1]. Bu yildan itibaren Bernstein polinomlar1 iizerine yapilan
caligmalar hiz kazanmis ve bu polinomlarin birgok yeni ve ilging &zellikleri

goOsterilmistir [2-4,7,9,20,21].
Bernstein polinomlarinin iirete¢ fonksiyonu asagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 3.23. teC, k=0,12,..n ve Xe[O,l] olmak 1lizere Bernstein

polinomlarinin {irete¢ fonksiyonu,
tX k 0 tn
Gt = et oS8, oL
k! —— n!

seklindedir [1-4].

Ispat. G (x,t) fonksiyonunun gl carpaninin Taylor agilimi,

(1-x) _ Z (1_ X)n n_
n=0

dir. Yukaridaki esitlik G, (X,t) fonksiyonu igerisinde yaz111rsa‘

600 =R 00 i

elde edilir. Yukaridaki bagintinin sag tarafi (n + k) ile ¢arpilip boliindiigiinde;

0 k n+k 0 n
Z[n: jxk(l—x) t T Z( ]X 1—x)" <

n=0 n=k n!

elde edilir. Boylece istenen esitlik,
N t’ ()" (1-x)
Gk(x,t)zé Bk,n(x)n! ve Gk(x,t)=—k! e'

gosterilmis olur.
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BOLUM 4
BERNOULLI VE EULER SAYILARI VE POLINOMLARI

Bu boliimde Bernoulli sayilar1 ve polinomlar1 ile Euler sayilar1 ve polinomlarina
iligkin baz1 temel tanimlara, 6zdesliklere ve bu polinomlar: elde etmeye yarayan

teoremlere yer verilecektir.
4.1. Bernoulli Sayilar: ve Polinomlari

Jakob Bernoulli 1654 yilinda Isvigre’nin Basel sehrinde diinyaya gelmistir. Babasi
Nicolaus ve annesi Margaretha sehrin 6nde gelen 6nemli insanlarindandir. Ustiin
zekaya sahip olan bu ailede yetisen Bernoulli, ailesinin baskisi ile psikoloji ve din
bilimleri egitimi almis olmasina ragmen matematik ve astronomiye olan ilgisi hi¢gbir
zaman azalmamustir. Bu ilgi ilerleyen zamanlarda matematik ve teorik fizik alani

tizerine dersler vermesini saglamistir [18].

Aile tiyelerinin baska alanlarda kariyer yapmalarina ragmen matematik ve fizik ile de
ilgilenmeleri onlarin, ilerleyen zamanlarda unutulmayacak basarilara kapi agmis bir
aile olmalarin saglayacaktir. Uygulamali matematik, olasilik ve istatistik alanlarinda

yaptiklart ¢aligmalar bu alanlarin gelismesine katki saglamistir [6,18].

Bu polinomlardan ilk olarak Jakob Bernoulli bahsetmistir. Bernoulli’nin 6liimiinden
sonra Bernoulli polinomlari olarak adlandirilmasini ise Euler saglanmistir. Uzerinden
yiizlerce yil ge¢mesine ragmen Onemini korumaya devam eden Bernoulli say1 ve

polinomlarinin, gelecekte de birgok uygulamalari olacagr goriilmektedir [18].

Bernoulli sayilari, trigonometrik fonksiyonlarin Taylor seri agiliminda, ilk n pozitif
tamsayilarin K. kuvvetlerinin toplaminda, Euler-Maclaurin formiiliinde olmak iizere

birgok uygulamada kendini gostermektedir [6,18].

Bu kisimda Bernoulli sayilart ve polinomlar: ile ilgili 6nemli tanim ve teoremler

verilmisgtir.
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Tanmim 4.1.1. Bernoulli polinomlarinin iirete¢ fonksiyonu;

t Xt 0 tn
ete =B, t| <27 (4.1)
n=0 .

G(xt) = "

esitligi ile tanimlanir [3,6].

Ozel olarak (4.1) de x=0 almirsa B_(0):= B, Bernoulli sayis1 olarak isimlendirilir.

Dolayisiyla Bernoulli sayilarini iireten fonksiyon,

ct)-——-=38"L 4.2)

e'-1 = "n!
seklindedir.

Teorem 4.1.1. neN i¢in Bernoulli polinomlar1 Bernoulli sayilar1 cinsinden

oco-5{1)ea

seklinde ifade edilir [3].

Ispat. (4.1) ve (4.2) denklemlerinden,

N
n=0 n! n=0 n!

esitligi elde edilir. Esitligin sag tarafinda Cauchy ¢arpimi uygulanirsa,

jZOBn(x)tn—n;i[i[EJx”Bkjﬂ

n=0 \ k=0 n!

dir. Burada t" katsayilari esitlenirse Bernoulli polinomlarinin agik formiilii elde

edilmis olur.

Teorem 4.1.2. ne N ig¢in Bernoulli polinomunun simetriklik 6zelligi asagidaki gibi

verilir [3].
B, (1_ ) = (_l)n B, (X)
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Ispat. (4.1) de verilen iireteg fonksiyonu kullanilirsa,

G(l-xt)= ¢ 19(1’x)t

=0 n' e(_t) _1

0 0 tn
=2.(-1) Bn(x)m

n=0 .

olur. Burada t" katsayilar1 esitlenirse istenilen sonug,

B, (1_ X) - (_1)n B, (X)
elde edilir.
Teorem 4.1.3. n€ N i¢in Bernoulli sayilarinin yineleme bagintis1 asagidaki gibidir.

1 n=1
0, n>1

n

B,=1 (B+1)'-B :{

Ispat. (4.2) de her iki tarafin t — 0 iken limiti alinirsa,

lim—' —1-B

t—0 et -1

0
elde edilir. Burada (4.2) denkleminden
t= e(B+1)t _eBt

ifadesine ulasilir.

Burada Taylor a¢ilim1 kullanilirsa istenen sonug,

tzi{(Bﬂ)”—Bn}E

n=0 n!

elde edilir [3].
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4.2. Euler Sayilar1 ve Polinomlari

Leonhard Euler 1707 yilinda Isvigre’nin Basel sehrinde dort cocuklu bir ailenin en
biyiigii olarak diinyaya geldi. Orgiin egitimini anneannesinin yaninda tamamlayan
Euler, heniiz onii¢ yasinda iken Basel {niversitesine kaydoldu. Descartes ve
Newton’un iizerinde ¢alistiklar1 felsefeleri karsilagtirarak bir tez yayimladi. Sonraki
zamanlarda ilahiyat fakiiltesine kaydolan Euler, yunanca ve ibranice egitimleri de
aldi. Bircok konuda basar1 saglamasina ragmen asil basariyr matematik alaninda
saglayabilecegi Johann Bernoulli tarafindan kesfedildi ve bu sayede matematik
alaninda ders alma firsat1 oldu. Euler, Johann Bernoulli’den ders aldigi siiregte birgok
matematik¢inin c¢aligmalar1 ile ilgilendi ve bunlardan bir kismmi yeniden

sekillendirdi [ 18].

Sayilar teorisi, topoloji, karmagsik analiz gibi pek ¢ok alanda ¢aligsmalar yapip bu
alanlarin Onciisii durumuna gelen Euler, ilerleyen yillarda en iiretken matematikgi
{invanini ald1. Oyle ki Gauss, ‘Euler’i okuyun. O hepimizin efendisidir’ sdzii Euler’in

ne derecede listiin bir zekaya sahip oldugunun kanitidir [18].

Giinlimiizde de halen sikca kullandigimiz dogal logaritma tabani olan ve Euler sayisi
olarak bilinen e yi, sanal kismin ifade edilmesinde kullanilan i yi, toplamlari

sembolize eden Z semboliinii ve bunlar gibi pek¢ok simgenin yani sira 6zel

birtakim fonksiyon ve denklemleri de tanitmistir [18].

Euler polinomlari, Bernoulli polinomlar: ile birlikte Leonhard Euler tarafindan
tanimlanmistir. Pekcok alanda kullanilan bu polinomlar giliniimiizde de halen

poplilerligini korumakta ve bir¢ok arastirmaci i¢in c¢aligma alan1 olmaya devam

etmektedir. [6,18].

Bu kisimda Euler sayilart ve polinomlarmin tanimi, 6zellikleri ve ayrica bu

polinomlar1 hesaplamaya yarayan temel bagintilar verilmistir.

Tamim 4.2.1. Euler polinomlarimin iirete¢ fonksiyonu;

M (x,1) = =iEn(x)n—, )<z 43)

esitligi ile tanimlanir [3].
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Ozel olarak (4.3) de x=0 segilirse E, (0):=E, olarak kabul edilir ve buradaki E,

Euler sayis1 olarak isimlendirilir.

Dolayisiyla Euler sayilari,

M (1) = —2 =iEn% (4.4)

e+l =
iirete¢ fonksiyonu ile tanimlanur.

Teorem 4.2.1. neN igin Euler polinomlar1 Euler sayilar1 cinsinden agagidaki gibi
ifade edilir [3].

E (X)= i(mx“k E,

Ispat. (4.3) ve (4.4) bagintilarindan,

Seo (55505

N —
n=0 n! n=0 n!

esitligi elde edilir. Esitligin sag tarafinda Cauchy ¢arpimi uygulanirsa,

0 n 0 n n ek tn
ZeoZEl)s)

n=0 \ k=0 n!

dir. Burada t" katsayilari esitlenirse istenen sonug elde edilmis olur.

Teorem 4.2.2. neN i¢in Euler polinomunun simetrik 6zelligi,

£, (1) =(1) £, ()
seklindedir [3].

Ispat. (4.3) de verilen iireteg fonksiyonu kullanilirsa,

- t" 2
E (1-X)— = (1-x)t
; (1-%) n' g +1e

17



esitligi yazilir ve gerekli islemler yapilirsa,

2 (—t)x = n tn
= = “N'E bl
bulunur.
Elde edilen bu esitlikler,
o0 tn o0 n tn
> E, (1) =2 (A E ()
n=0 n=0

seklinde yazilir ve t" katsayilari esitlenirse istenilen sonug,

E,(1-%)=(-1) E, (¥)

bulunur.
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BOLUM 5

BAZI OZEL POLINOMLAR

Krot’un Onciiliigiinii yaptig1 Fibonacci kalkuliis, bircok matematik¢inin ilgisini
¢ekmis ve bu konuda yapilan galismalar sonucunda bir takim 6zel polinomlar ortaya
cikmistir [10,13-15,17].

Tezin bu boliimiinde Fibonacci kalkuliis iizerine yapilan ¢alismalar sonucunda ortaya

¢ikan bazi 6zel polinomlarin temel tanimlar1 ve 6zellikleri verilecektir.
Tanim 5.1. Fibonacci serisi asagidaki yineleme bagintisi ile tanimlanir.
F.=F_,+F,_, . FF=0 ve F=1
Tanim 5.2. F-faktoriyel,
F.!'=FF_F ,..F, F!=1
seklinde tanimlanir [10,13-15,17].
Ornek olarak n=5 igin,
F!'=FKF,FKFF =53211=30
olarak bulunur.

Tanmm 5.3. n>k >1 i¢in Fibonomial katsayilari,

k). FRIF_,!

=1ve n<K i¢in (EJ =0 dir [10,13-15,17].

F

n
seklinde tanimlanir. Burada (0]

E

19



Ornek olarak n=5 ve k=2 i¢in,

(5j _ R! FRFFEFF
2). F'R! FFRFFRFR

(@)
w
N
-
=

[EEY
=
N
[EEN
[

olarak bulunur.

Fibonomial katsayilar1 agsagidaki 6zelliklere sahiptir.

() ol (L0 GL)
(o) %), i) (") G
(R O O s )

(o -m L om ), LAY

Tanim 5.4. Binom teoreminin F-benzeri,

seklinde tanimlanir [13-15,17].

Tamim 5.5. Golden F-iistel fonksiyonu olan e}

dir [13-15,17].
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Tamm 5.6. (Golden F-tiirev) f(x) keyfi bir fonksiyon olsun. Golden F-tiirev

operatorii D}, asagidaki sekilde formiile edilir [6].

D2 [ (x)]=+ (?2)__;)(xﬁx)

Golden tiirev operatorii lineerdir. Ciinkii her f ve g fonksiyonu ve A skaleri igin

asagidaki 6zellikleri saglar.
D2 (1(x)+9(x) =D (1 (x))+ Dz (9(x)
Dy (Af (x))=AD:( f(x))

Yukaridaki tanimda f (X) = X" alinirsa,

R G0 Y
F (a—pB)x a-p "
elde edilir. Dolayisiyla,
Dy (x")=F,x™*

dir.

Ornek olarak f (x)=x° alinirsa,

D:[x]- (a(xa){ _—ﬁ()ﬁXX)

elde edilir.
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Teorem 5.1. Keyfi bir K i¢in golden iistel fonksiyonun golden F-tiirevi
Dy (e ) = ke
dir [6].

Ispat. Tamim.5.5 kullanilip her iki tarafin F-tiirevi almirsa,

D; (e,‘ix): D; {iﬁ(—)‘n]: D; (%+%+%+J

e 1 P!

© Myn o (kX 0
= = k - /=

; F,! ; F,!
= ke

elde edilir. Golden F- tiirev asagidaki 6zellikleri saglar.

Df (x+¢ ¥) = F, (x+ )"

Asagida verilen tanim ilerleyen kisimlarda sik kullanilacak olan F-integrale aittir.

Tamm 5.7. (F-integral ) F-integral,

B

(04

<1

[ (090 09 =(a- 52 o[ £ |

0

seklinde tanimlanir.
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Ozel olarak f (x)=x" segilirse,

bulunur. Dolayisiyla,

1

1
x"d. (X) =—
Jx'd:-09=7

n+1
dir [19].

Fibonomial kalkuliis birgok matematik¢iye ilham kaynagi olmus ve bu konuda
bircok caligmalar yapilmistir. Yapilan c¢alismalar sonucunda uzun yillar Once
verilmis olan Bernoulli, Euler ve Bernstein polinomlarinin Fibonacci say1 dizisine
bagl oldugu anlamina gelen yeni gosterimleri elde edilmistir [10,13-15,17]. Elde

edilen bu polinomlar ile ilgili tanim ve 6zellikler asagida verilmistir.

5.1. Bernoulli F-Polinomlar: ve Ozellikleri

n inci Fibonacci sayist olmak

n !

n
Teorem 5.1.1. (k} Fibonomial katsayis1 ve F,

F
tizere, birinci dereceden Bernoulli F-polinomu,

Bn,F(X):i L [EJ X"

k=0 T k41

seklindedir [14].
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Bernoulli F-polinomunun ilk birkag terimi asagidaki gibidir.

BO,F (x)=1
Bl,F (X) =x+1

B, - (X) = x* +x+%
3, 9y 1
B, (X) = X* +2X +x+§
4 3 2 1
B, ¢ (X) = X" +3x” +3x +X+§
Burada 6zel olarak x =0 alinirsa,

BO,F (O):L Bl,F (0):1, BZ,F(O):%' B3,F(O):%1 B4,F (O) :%:---

olacaktir. Dolayisiyla Bn’F(O):: B, Bernoulli F-sayilar1 olarak tanimlanirsa,

Bernoulli F-sayilari,

Bn,F - —

n+l

ve F-integralin tanimi1 geregi,

seklinde yazilabilir.

Teorem 5.1.2. B, -(x) Bernoulli F-polinomunun iirete¢ fonksiyonu,

(e —1)ef
t

g(x,t) =

seklinde tanimlanir [14].

Ispat. Teoremin ispat1 i¢in F-iistel fonksiyonun acilimi kullanilirsa,

(e —Der 1f & t" 2 ot
SETTRE o ~1] S
t t nzz(; F ! nzz(; F 1

n n
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elde edilir.

Asagidaki teoremde Bernoulli F-polinom ile F-integrali arasindaki baginti

verilmistir.

Teorem 5.1.3. Bernoulli F-polinomu ile F-integrali arasindaki 6zdeslik,

(x+e y)'de (¥) =By (X)

O Ly

seklindedir [19].

Ispat. Bernoulli F-polinomunun tanimi B, (X)=

x
Il =]
o
e
z
VR
S
N
s
>
1
1

ve F-integralin tanimi Jl'x"dF (x)=
0

kullanilirsa,



elde edilir.

Teorem 5.1.4. B, . (x+y) Bernoulli F-polinom olmak tizere,

esitligi gegerlidir. Burada g _ (x+y)=>

1 (“] (x4, )t dir [14].

K0 Fk+1 k

Ispat. Bernoulli F-polinomunun tanimi geregi,

ZeevmEra ) 2B

n=0 n=0 n=0 =0

dir. Diger taraftan,




dir. Her iki esitlikteki t" katsayilari esitlenirse istenilen sonug,

B, . (x+y)= i@FBw (x)y™*

k=0
elde edilmis olur.
5.2. Euler-Fibonacci Sayilar: ve Polinomlari

Tamim 5.2.1. Negatif olmayan tim n tamsayilar1 i¢in Euler-Fibonacci sayilari

E, r =1 olmak lizere,

seklinde tanimlanir [14].
Euler-Fibonacci sayilarinin ilk birkag terimi asagidaki gibidir.

1 1 1 11 17
—5 Be=— BEpr=—7 Epr=— Ep=—

4 -8 16

dir [14].

Ispat. Ispat icin,



oldugunu gostermek yeterli olacaktir. O halde,

RN S o

© tn © n-1 Ek F l j n
=2) E, + : t
2; T F! ;;[kﬂ F!F_!
0 tn ] n n tn
ZZZEnF_|+Z ( ] Ecr—E.r |
n= n n=1\ k=0 k F Fn

elde edilir ve istenen esitlik saglanmis olur.

Tamm 5.2.2. E, (x)=1ve E

Fibonacci polinomlari,

o.(n
c.0-§(7] v
k=0 E

seklinde tanimlanir [14].

Euler-Fibonacci polinomlarmin ilk birkag terimi asagidaki gibidir.

Eor(X)=1

El’F(x):x—%

E, - (x)=x? —§+%
ESF(x)_xe’—xz—g—%
E“F(x)—x“——x:‘—3 > 3,1

15 , 15 , 55 17
=X - X"+ —X

5
E..(X)=x"-=x"+ +=—
s (%) 4° 4 4 8 16

28
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Teorem 5.2.2. E, -(x), Euler-Fibonacci polinomlarinin iireteg fonksiyonu,

2er
er +1

ZEnF(X)_:

seklindedir [14].

Ispat. Euler-Fibonacci polinomunun tanimi kullanilirsa,

bulunur ve arzu edilen esitlik elde edilmis olur.
5.3. Bernoulli-Fibonacci Sayilar1 ve Polinomlar:

Tanim 5.3.1. Negatif olmayan tiim n tamsayilari ig¢in Bernoulli-Fibonacci

polinomlar1 B (X) in iirete¢ fonksiyonu asagidaki sekilde verilir [14].

xt

e -1

Burada B (0)=B' dir. Dolayisiyla n inci Bernoulli-Fibonacci sayilarinin iireteg

fonksiyonu,

olacaktir.
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Tamm 5.3.2. B", Bernoulli-Fibonacci sayilari, B} =1 olmak iizere,

n 1 n
B =— BS
gl

k=0 ' n—k+1
seklinde tanimlanir [14].
Bernoulli-Fibonacci sayilarinin ilk birkag terimi agsagidaki gibidir.

1 1
Bl =1 B/ =-1 B, =7, Bi=—7, Bi=p0, B =-g

Tamim 5.3.3. n inci Bernoulli-Fibonacci polinomlarinin yenileme bagntisi,

n (N
BF (x) :Z(kj B x"*
k=0 =

seklindedir [14].
Bernoulli-Fibonacci polinomlarinin ilk birkag terimi asagida verilmistir.

B (x)=1
B (X)=x+1
1

Bf (X)=x*—x+=
> (X) >

BSF(X):X3—2x2+x—%
F 4 3 2 3
B, (X)=X"—3x"+3x" - x+—
10
3

Bf (X) = x5—5x4+Ex3—5x2+—x—§
2 2 8

5.4. F-Bernstein Polinomlari

Son zamanlarda Erdem ve arkadaslart Bernstein polinomlarimin Fibonacci sayi

dizisine bagli oldugu anlami tasiyan F-Bernstein polinomlarini tanittilar. Yaptiklar

calismada bu polinomlarla ilgili baz1 ozellikleri ve O6zdeslikleri inceleyip, F-

Bernstein polinomlarini iireten bir fonksiyon tanimladilar [10]. Bu kisimda, Erdem

ve arkadaglar1 tarafindan tanimlanan F-Bernstein polinomlarinin bazi tanimlari,

ozellikleri ve Fibonacci sayilari ile ilgili baz1 6zdeslikleri verilecektir.
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Tanmm 5.4.1. k,neZ"* ve k=0,1,2,3,...,n ve kK <n olmak iizere, n-inci dereceden

F-Bernstein polinomlari,
Bin(x):(kj X< (1-x)"" (5.1)
F

seklinde tanimlanmustir [10].

ilk birkag F-Bernstein polinomlar: asagida verilmistir.

-8, (x)=1

By, (X)=1-x, Bf (x)=x

By, (X)=1-2x+x*, B, (X)=x-x* B;,(x)=x’

By, (X)=1-3x+3x" =%, B;(X)=2x-4x*+2x°, B;;(X)=2x"-2x°, By, (x)=x’

B, (X)=1-4x+6x* —4x* +x*, B, (X)=3x-9x"+9x° —3x*,

B, (X)=6x"-12x>+6x*, By, (x)=3x"-3x", B,,(x)=x"
Teorem 5.4.1. F-Bernstein polinomlarinin iirete¢ fonksiyonu,

>, (- 0

k<n n Kk *

T

seklinde verilir [10].

Ispat. Ispat icin F-iistel fonksiyonunun Taylor seri acilim1 kullanilirsa,

X g Xt e (1-%)'t"
F! " F!'S  F!

1 Xk (1_ X)n tn+k

T R4 =X

n

_ Foa! X" (1_X)ntn+k
_ZFH!FK! F..!

0<n n+k
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k I:n+kl
n K n—-k tn
= 1— B —
2 (o] e
DA
k<n " Fnl

bulunur ve istenilen esitlik gosterilmis olur.

Teorem 5.4.2. F-Bernstein polinomlar1 x €[0,1) olmak iizere asagidaki 6zyenileme

bagintisina sahiptir [10].

ka 1 X F
= __ B
F 1-x ! (X)

Ben (%)=
Ispat. Ispat igin (5.1) kullanilirsa,

n

%n (%) :[kl ¥ (10" = %[kill X (1-%)""

Fosa D k1 (1_ X)n*(kfl) X
Fo (k=1) —X
F X
— nI;k+l 1_ kF—l,n (X)
k

elde edilir.

Teorem 5.4.3. n. dereceden F-Bernstein polinomlar1 (n—1). dereceden iki F-

Bernstein polinomunun dogrusal kombinasyonu,
By (X)=(1-X)FyBe oy (X)+XF,_ B4 (X)

olacak sekilde yazilir [10].
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Ispat. (5.1) ve Fibonomial katsayilar1 6zelligi kullanilirsa,

n

e, (0= ) 1"

X FB (0 76, B )

elde edilir ve istenen ispat gosterilmis olur.
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BOLUM 6
BULGULAR VE SONUCLAR

Bu béliimde, tez boyunca yapilan ¢alisma ve arastirmalar sonucunda ortaya ¢ikan

bulgular ve sonuglara yer verilmistir.

Elde edilen bu bulgular ve sonuglarin okuyucular agisindan daha iyi anlagilmasini

saglamak amaciyla hatirlatilmasi gereken tanimlar asagidaki gibidir.

BF (x), Bernoulli-Fibonacci polinomlari,

o tn teXt
2B (===
—r F! e -1
ve B, Bernoulli-Fibonacci sayilari;
= t" t
Z BnF =1 a
m F!oe-1

esitlikleri ile tanimlanmustir.

Aym sekilde E, . (x), Euler-Fibonacci polinomlari,

s} tn 2eX1
z En,F (X) ——— t :
— F.! e +1
ve E ¢, Euler-Fibonacci sayilari,
& t" 2
Z En,F R
s F! e +1

esitlikleri ile tanimlanmustir.
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6.1. Bernoulli-Fibonacci ve Euler-Fibonacci Polinomlarinin Birlestirilmesi

Bernoulli-Fibonacci ve Euler-Fibonacci sayr ve polinomlarinin birlestirilmesini

saglamak i¢in gereken polinomun tanimi asagidaki gibidir.

Tammm 6.1.1. ¢ sifirdan farkli bir reel sayr ve k bir tamsayr olmak iizere
D, ¢ (X;&,Kk) polinomunun tireteg fonksiyonu,
k
o2t
t 2
R 61)
I:n : € — é:

3D, , (X:£.K)

seklinde tanimlanir.

D, r(x;&,k) polinomu, Bernoulli-Fibonacci ve Euler-Fibonacci polinomlarinin

birlestirilmis seklidir. Yani,
i) Eger £ =k=1ise D, .(x;&k) polinomu,
D, (x;1,1) =B, (x)

dir.

i) Eger {=k=1ve x=0 ise D, (x;&k) polinomu,
D, (0;1)=8B"

dir.

i)  Bger £=-1 k=0 ise D,.(x;& k) polinomu,
D, (x;-10)=E, - (x)

dir.

iv) Eger £ =-1ve x=k=0 ise D, (x;&,k) polinomu,

Dn,F (O’ -1 O) = En,F
dir.
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6.2. Bernoulli F-Polinomlarimin Genellestirilmesi

Bernoulli F-polinomunun genellestirilmesini yapmak i¢in gereken polinomun tanimi

asagidaki gibidir.

Tanmm 6.2.1. & sifirdan farkli bir reel say1 ve k bir tamsay1 olmak {lizere Bernoulli

tipli F-polinomlarinin iirete¢ fonksiyonunu,

S M (6 E ) =) ©2)

seklinde tanimlanir.

Burada £ =k =1 i¢in Bernoulli tipli F-polinomlari,
Myr (611 =B, (%)

dir.

Asagidaki teoremlerde D, (x;&,k) ve M, . (x;&,k) polinomlar ile ilgili bazi

0zdesliklere ve ozelliklere yer verilmistir.

Teorem 6.1. ¢ sifirdan farkli bir reel say1 ve k bir tamsay1 olmak tizere Bernoulli

tipli F-polinomlarinin F-tiirevi,
Dé (Mn,F (X;é:’ k)) = I:n'\/ln—l,F (X;é:’ k)
dir. Burada n<r ig¢in M, - (x;&,k)=0 dur.

Ispat. (6.2) de her iki tarafin F-tiirevi alinirsa,
) s t” ) eXt et _5
D} (Z M, £ (X%, k)aj =D} [#

n=0 n-"

_De(e)(e—¢)
tk
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tk

© tn+l
=) M (x$k)

Z; i F,!
M ()

n=1 ’ Fn—l!
SSEM, (k)

n=1 ’ Fn!

dir. Burada t" katsayilar1 esitlenirse istenilen sonug elde edilmis olur.

Teorem 6.2. Bernoulli tipli F-polinomu igin asagidaki esitlik saglanir.

M, e (X+Y; & k) = Z@ M. (& K)y™

F

Ispat. Ispat i¢in (6.2) deki iirete¢ fonksiyonu kullamilirsa,

© n t_ (X+FY)t
ZMnF(X+y;§,k)t—=%
o F ! t

_ (ep —&)efef

elde edilir. Buradan t" katsayilar1 esitlenirse istenilen sonug,
x n n-s
M, (x+Y; &) :Z[Sj M (%8 K)y
s=0 F

bulunur.
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Teorem 6.3. Bernoulli tipli F-polinomu igin,

n
'

n >k
n<k

n _ 0 J(x+p1)
(kjF FIM e (%8 K)+Ex _{0

esitligi gecerlidir.

Ispat. Ispat igin (6.2) deki iirete¢ fonksiyonu kullanilirsa,

o0 n i tn B o0 N tn
_nz(;(fox I:r”:nrlj é:nzz(;x Fnl
0 n n ; B N tn
B2 )5
0 0 tn
:Z((x+F 1)" —&x )
n=0 n
dir. Diger taraftan,
x : t
eFt (etF _5) - nZ:(;tan F (X,‘f, k) Fn
0 tn+k
=2 M, (8. K) =
n=0 n-
0 tn
=S Mo (£ =
n=k n-k *
0 n tn
:§Fk !(kl: M, s (X &, K) F

elde edilir. Buradan t" katsayilar1 esitlenirse istenilen sonug,
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(EJ FIM o (6 EK)+EX" =(x+:1)", n=K
F
veya

(E] Fk!Mnfk(X;f,k)=(x+F1)”—§x“, n>k

elde edilmis olur.

Burada 6zel olarak &=k =1 alimrsa M . (x;1,1) = B, - (xX) oldugundan,

I:an—l,F (X):(X+F l)n—xn , h=>1
dir.
Teorem 6.4. D, . (x;&,k) ve M, - (x;&,K) polinomlari agagidaki esitligi saglar.

n

Z[:} Dor (68 M, e (Vi6 K) = - < (x+e y)

r=0

Ispat. Ispat igin (6.1) ve (6.2) de verilen iireteg fonksiyonlar: taraf tarafa carpilirsa,

e )3 ey e ie-ae
¢ geosnt L2 ne

eF_éZ)

o

1 e 1 §
=——e =N (x+. y) —
2k1 2k 1;( )

bulunur. Esitligin sol tarafinda Cauchy ¢arpimi uygulanirsa,

n=0\ r=0 n -

elde edilir. Burada t" katsayilar1 esitlenirse istenilen sonug,
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Zm D e (& KM, ¢ (y:6,K) =%(X+F y)' (6.3)

r=0
elde edilmis olur.

Teorem 6.5. Bernoulli F-polinomu ile D, . (x;&,k) ve M, -(x;& k) polinomlart
arasindaki iliski,

n M L&, k)-M, ., -(0;¢& k
=2k—1;[:] Dr’F(X;é;’k)[ n7r+1,F( é: Il , ( é: )]

n-r+l1

seklindedir.

Ispat. (6.3) deki esitligin her iki tarafinin F-integrali alinirsa,

i, n 1

IZ(:] Dr,F (X;§1 k)Mn—r,F(y;é’ k)dF (y) J.%(X"‘ E y)ndF (y)

o r=0

i[:l D, ¢ (X6, k)jMn e (V&K ( 2k11£ X+eY)

r=0

>

r F

r= n-r+1

[n) D, (x:Z k)[ M e @GEK)-M (0, k)] _ 23—_1 B, (X)
dir.

Sonug olarak,

B, (x)=23 m D, - (X, k)[“""fﬂf(l?év k;—'v'm,p(o;f, k)]

n-r+1

elde edilir.

Teorem 6.6. D, - (x;&,k) polinomunun F-tiirevi,

DX( n,:(xfk)) n an(Xék)

sekildedir.
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Ispat. (6.1) deki esitlikte her iki tarafinin F-tiirevini almirsa,

k
) tn 2(;) eF
D[ YD, (x;é,k)—jz D 2L
" [; " I:n ! " e't: _é:

tn+l

;Dn,p(x:f, k) F

0 tn
=>» D, (x¢&,k)
Z F.!

o0 tn
= I:n Dn— (X;":Z! k)_
; 1,F Fn I

esitligi saglanir. Burada t" katsayilari esitlenirse istenilen esitlik,

Teorem 6.7. Asagida verilen esitlik gegerlidir.

n

D, (x+y;&,k)= Z(:] D, (& K)y"

r=0

Ispat. (6.1) den,

t k
7| = e(x+F y)t
tn B (Zj F
!

wD X+V; &k
Z(; e (Y6 K) =

yazilabilir. Buradan,
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2D, (x+¥i.K)

t k
2 e(><+,:y)t
o )
F!

Soentf5rt)

tn
F !

n

{(Zm D,,F(x;g,k)y"-fj

n=0\ r=0

dir. Eger t" katsayilar esitlenirse sonug olarak,

n

Dn,F (X+ y’é:l k) = Z(:j Dr,F (X;§! k) yn_r

r=0
bulunur.

Teorem 6.8. & sifirdan farkli bir reel say1 ve k bir tamsay1 olmak iizere,

1 n-k
——| | RX"% nxk
D,r (X+LE,K)=ED, ¢ (X&,k)= 2“(k]F S
0, n<k

dir.

Ispat. (6.1) deki iirete¢ fonksiyonu kullanilirsa,

t k
e A
g

T S :
;D“F(Xﬂ’ék)ﬁ! §§Dn,F(X’§’k)Fn! S oL —¢
2 ;) er
e -¢ S
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1 0 ntn+k
_FHZ:(;X F i

esitligi saglanir. Burada t" katsayilari esitlenirse,

Dn,F(x+r§,k)—§Dn,F(x:é,k)=23_1@ RO, nzk
F

elde edilir.
Teorem 6.9. Herhangi bir n>0 tamsayisi i¢in,

n

2(%) X"+&D, ¢ (X&,k) = [:j D, r (X &,k)

esitligi gegerlidir.

Ispat. (6.1) deki iirete¢ fonksiyonu kullanilirsa,




n-* n=0

_ i(z[?l D, ¢ (X:&, k)} ; —E2D (xEK) ;.

n=0 n*

dir. Burada t" katsayilari esitlenirse istenilen sonug,

2(%) x“:i(:j D, (X &, k)—=¢D, ¢ (X &,k)
veya
£ " (n
2(5) X"+ED, (x;g,k): {r] D, - (X;{,k)

gosterilmis olur.

Burada 6zel olarak & =-1, k =0 alinirsa D, . (x;—1,0) = E, - (X) oldugundan,

dir.
Teorem 6.10. D, . (x;&,k) polinomunun F-tiirevleri toplamy,

Df (D, ¢ (x+Y;&,K))+ DY (D, ¢ (x—y:£,k)) =0
dir.

Ispat. (6.1) de verilen esitlikten

k
Z(tj e(x+Fy)t
0 tn 2
D, r(X+Y; & K)—=—"A——
Z; i F ! eL —¢&

yazilabilir. Bu ifadenin her iki tarafinin F-tiirevi alinirsa,
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k
IO 0
D; D, (x+Yy;&,k)— |=D;
F(nz_; ,F( y§ )Fn') F e;_g

DZ (D, c (x+Yi&,K))=

D
ah
I
iy

elde dilir. Benzer sekilde,

0 tn
Dy e (X=y:6,K) = =——F——
Z(:, i F ! eL —¢&
yazilabilir. Bu ifadenin her iki tarafinin F-tiirevi alinirsa,

k
LI
2 F

w NNE
D¢ [Z D, (x- y;f,k)%j =D¢ T ez




bulunur. Burada t" katsayilari esitlenirse,

(L)
DY (D, (x~y;&.K)) =~ 2

& F(x+cy)"
F

elde edilir. Elde edilen bu iki esitlik taraf tarafa toplanirsa istenen sonug,
Dy (D, ¢ (Xx+Y;£,K))+D¥ (D, ¢ (x—y;£,k)) =0

elde edilmis olur.

Teorem 6.11. Bernoulli tipli F-polinomlari i¢in asagidaki esitlik gecerlidir.
DX (M, ¢ (x+Y:£,K))+ DY (M, £ (x—y: £ K)) =0
Ispat. (6.2) de verilen esitlikten

(6 =)
tk

[ee] tl’l
Mn (X+y;§1k)_:
; F F !

yazilabilir. Bu ifadenin her iki tarafinin F-tiirevi alinirsa,

) - tn ) et _§ e(x+Fy)t
DF [ZOMn,F(X—'_ <, k)ﬁj: DF {%

=(etp —g)gD; ((X+F y)n) t"

t" F,!

bulunur. Burada t" katsayilar1 egitlenirse,

(et =¢)
tk

n-1

DY (M, (x+Y;&,k)) = F(x+:Y)
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elde dilir. Benzer sekilde,

(et —¢g)er"
Fr

n

iMn,F(x—y:é, k)

yazilabilir. Bu ifadenin her iki tarafinin F-tiirevi alinirsa,

© n t (x-¢ y)t
De (ZMn,F(X—y;g,k) t J: D! [%J

F !

bulunur. Burada t" katsayilari esitlenirse,

(¢ ~¢)

Dg(Mn,F(X_y;élk)):_ tk I:n(x_'_F y)"*l

elde edilir. Elde edilen bu iki esitlik taraf tarafa toplanirsa istenen sonug,
DX (M, ¢ (x+Y:£,K))+ DY (M, - (x—y: £ K)) =0

elde edilmis olur.

Bulgular ve sonuglar boliimiiniin buraya kadar olan kisminda Bernoulli F-polinomu,
Euler-Fibonacci ve Bernoulli-Fibonacci sayilart ve polinomlar ile ilgili yapilan
caligmalar verilmis ve Euler-Fibonacci ve Bernoulli-Fibonacci sayilart  ve
polinomlarinin  birlestirilmesi  saglanmistir. Ayrica Bernoulli F-polinomunun

genellestirilmesi yapilmistir.
6.3. F-Bernstein Polinomu Uygulamalar:

Bu kisimda Bernstein polinomlarin Fibonacci sayilari dizisine bagli oldugu
anlamina gelen F-Bernstein polinomlari ile ilgili yapilan ¢alismalar sonucunda elde

edilen bazi yeni 6zdeslikler verilecektir.
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Teorem 6.12. F-Bernstein polinomlari,

F...F 2
BkF,n—l (X) BkF,nJrl (X) = #H[Bkﬁn (X)]

n' n-k+1
esitligini saglar.

Ispat. F-Bernstein polinomlarinin tanimi geregi,
n-1 ek
Bfnl(x):[ J X (1-x) “t
. k .
ve
n+1 ek
RO P TCE
. k .
dir. Bu ifadeler taraf tarafa garpilirsa,
n-1) (n+1 h
Bos (X) B (%)= X (1-x)"
' ’ k F k F

F ! F..! n-
— n-1 n+l X2k (1_ X)2 2k
Fk ! I:n—k—l! Fk ! Fn—k+l!

yazilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa,

F_.F n n n-
BI::,nl(X)BkF,nJrl(X):#n_k(kj (kj sz(l—x)z 2
F F

n' n-k+1

F..F
- e, (0]

n' n-k+1
elde edilir ve arzu edilen esitlik gosterilmis olur.
Teorem 6.13. F-Bernstein polinomlari,
F B, (X)=xFB . (X)

esitligi saglar.
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Ispat. F-Bernstein polinomu tanmminda her iki taraf F_ ile

M| 2k n-1 ozelligi kullanilirsa,
‘(K)o "lk-1),

FB,(x)=F, (Ej X“(1-x)"" =F, (E:ﬂ X (1—x)""
F

F

elde edilir ve arzu edilen esitlik gosterilmis olur.

Teorem 6.14. F-Bernstein polinomlarinin simetriklik 6zelligi,
B, (1-x)=B,(x)
seklindedir.

Ispat. F-Bernstein polinomlarinin tanimi geregi,

B, (1-x)= [Ej (1 x) X :(nikl (1) 5

n n—k n—(n-k)
= 1—
(n - k]F ” ( X)

= Br::—k,n (X)
elde edilir ve arzu edilen esitlik gosterilmis olur.

Teorem 6.15. F-Bernstein polinomlari,

o, (15, 00| 1] | 2,008, 0

esitligini saglar.
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Ispat. F-Bernstein polinomu tanimindan,

e, (0= ) 1"

n
e, (-0 1) (@) 5
' k .
dir. Burada taraf tarafa carpma iglemi yapilirsa,

e, (08, (1)< % @0 (] @'
e
(o)

[kj BY, (X)BE, (x)

elde edilir. Boylece arzu edilen esitlik gosterilmis olur.

Teorem 6.16. F-Bernstein polinomlari,

] e[ ] e ox

esitligini saglar.
Ispat. (6.5) te verilen,

n

e, (0= ) 0™

esitliginin her iki tarafi F, ile carpilip, K yerine k—1 ve n yerine n—1 alinirsa,
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n-1 n-
F BF—ln—l( ):Fk—l(k_JF inl(l_x) k

_XF BI::Zn 2( )

dir. Benzer sekilde digerleri de elde edilip alt alta yazilirsa,

FBein (X)=xFB . (X)
Fk—lBlf—l,n—l( ) XF BkFZn 2( )

Fk—2 Blf—Z,n—Z (X) 5 XFn—z BkF—S,n—S (X)

I:k—r+lBkF r+l,n- r+l( ) XF Blfrn r( )

olacaktir. Burada bulunan ifadeler taraf tarafa carpilip ve gerekli diizenlemeler

yapilirsa,

F! F1 k k )
Frr 100 ()= X B (X)) = (rj B{,Jx):@ BF ... (X)X
r="k-r- rein-r- F =
elde edilir.

Teorem 6.17. F-Bernstein polinomlari,

iZ_kolB (X)BS ;. (X) = Izk:( j (k Ij

esitligini saglar.
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Ispat. F-Bernstein polinomu tanimi geregi,

B, (X)BF, () = [Oj O (LX) [kj S

elde edilir ve boylece istenen esitlik gosterilmis olur.

Bu kisimdan itibaren A¢ikgdz ve Araci’nin klasik Bernstein polinomlariin integral
yansimalart i¢in elde ettikleri sonuglardan [4] esinlenilerek F-Bernstein
polinomlariin F-integral ile iliskisi verilecektir. Ayrica Bernoulli F-polinomlari,
Euler-Fibonacci ve Bernoulli-Fibonacci sayilart ve polinomlart ile ilgili yapilan
calismalardan [13-15,17] elde edilen sonuglarin F-integral ile arasindaki iligkiler

gosterilecektir.
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Teorem 6.18. k,neN ve k=0,1,2,3,..n icin K<n olmak iizere, n-inci

dereceden F-Bernstein polinomlarinin F-integrali,

en-( 5o

F =0 J n—j+l

seklinde ifade edilir.

Ispat. F-Bernstein polinomu taniminda her iki tarafin F-integrali almnirsa,

elde edilir. Bu sonug ile

F j=0 J n-j+l
yazilir ve bdylece arzu edilen esitlik gosterilmis olur.

Teorem 6.19. F-Bernstein polinomunun F-integralinin, Bernoulli F-sayilari ile

arasindaki iliski asagidaki gibidir.

CAOTETE D e T
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Ispat. Teorem 5.1.1. de elde edilen B, . _ 1 Bernoulli F-sayilarinda n yerine

n+1

n—j yazilirsa,

1
Bn—j,F = F

n—j+1

elde edilecektir. Bu ifade Teorem 6.18 da yerine yazilirsa istenen esitlik elde edilmis

olur.

Teorem 6.20. n. ve m. dereceden K —inci F-Bernstein polinomlarinin ¢arpimimin F-

integrali,
L n) (m) ™ok n4+m-—2k memook_i 1
Je, (et (- 0= ) (1) 3 [ e
0 F F =0 J n+m—j+1
seklinde ifade edilir.

Ispat. F-Bernstein polinomunun tanimi geregi,
BF, (X)BF, (x)= (“j X< (1-x)"* [mj X< (1-x)™*
' ' k) kK )

yazilir. Her iki tarafin F-integrali alinirsa,

0

1 n+m-2k _ .
:J- n m X2k z n+ m. 2k (_1)n+m72kfj Xn+m_2k_de (X)
o\kJe Lk e J

j=0

n+m—2k —2k nem—2k—i L .
m Z n+m. (_1) 2k JJ'Xn+m—JdF (X)
F k F J 0

m n+ -2k n+m-— 2k n+m—2k—j 1
W& e
E g j=0 J n+m—j+1

fet. 08 (e 0= (1] a0 09

elde edilir.
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Teorem 6.21. n., m. ve s. dereceden Kk-—inci F-Bernstein polinomlarinin

carpiminin F-integrali,

IB (X)Bs (x)de (x)

:(nJ (m} (Sj n*”iSK[H+m-i:5—3kj(_1)n+m+s—2k—j 1
K E k E K E j=0 J Fn+m+s—j+l

seklinde ifade edilir.

Ispat. F-Bernstein polinomunun tanimi geregi,

e, (480 (985, (0= | ™ (7] 200§ w0

yazilir. Her iki tarafin F-integrali alinirsa,

Jex. (e e (a-0- () (1) (7] @m0 (9

0

1 nj [mj [Sj 3k”+m+s3k[n+m+s—3kJ emes—3Kk— | e
= X _ -1 XML (X
E[(k F k F k F ; J ( ) F( )
n+m+s -3k .
QT e
F F

_(n m S ”+m+5 kfn+m+s—-3k 1)n+m+s_3k_j 1
k) Uk )k J F

n+m+s—j+1

Xn+m+s—de (X)

O e

elde edilir.

Teorem 6.20 ve Teorem 6.21 de elde edilen n. ve m. dereceden K —inci ve n., m.
ve s. dereceden K —inci F-Bernstein polinomlarinin ¢arpiminin F-integrali sonuglart
dogrultusunda bir genelleme yapilirsa, r tane K—inci F-Bernstein polinomlarmin

carpiminin F-integrali asagidaki teorem de verildigi gibi olacaktir.
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Teorem 6.22. r tane Kk —inci F-Bernstein polinomlarinin ¢arpimimin F-integrali,

T80, (08, (018, (02 (1)

_ [nlj (nzj (an n1+n2§n,—rk(nl +n,+...+Nn, — rkj(_l)nl+n2+___+nr—rk—j 1
k F k F k F j=0 J Fn1+n2+...+n,—j+1

seklindedir.

Teorem 6.23. Bernoulli F-polinomun, F-integrali,

seklindedir.

Ispat. Bernoulli F-polinomu olan,

esitligin her iki tarafinin F-integrali alinirsa,

[, (00027 et

0 k=0 I:k-¢—l k

elde edilir.
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Teorem 6.24. Euler-Fibonacci polinomun, F-integrali asagidaki gibidir.

n

JEr (08, (03] 1] £/

esitligin her iki tarafinin F-integrali alinirsa,

n

iEn,F(x)dF(x):iz@F E, x"td, (x)

k=0

=~

>

i e
|

n
o

elde edilir.

Teorem 6.25. Bernoulli-Fibonacci polinomun F-integrali,

O ey
o
!
—~
>
~
o
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—~~
>
~
Il
VR
~
e
-n
vs)
~m
o
p=l
X
T

seklindedir.

Ispat. Bernoulli-Fibonacci polinomu olan,

er (-3 ) e

57



elde edilir.
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