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ÖZET 

DOKTORA TEZİ 

BURULMALI İSTATİSTİKSEL MANİFOLDLAR 

Zühre TOPUZ 

Danışman: Doç. Dr. Çağrı KARAMAN 

 

Amaç: Bu tez çalışması bir anti-Kähler manifold üzerinde özel burulmalı istatistiksel 𝐹-

konneksiyon incelemeyi amaçlamaktadır. 

Yöntem: Tez ile ilgili olarak kuramsal temel, genel metotlar ve araştırma teknikleri olarak 

aşağıdaki konular kullanılacaktır. 

1. Difensiyellenebilir manifoldlar 

2. Tachibana operatörleri 

3. Anti-Kähler manifoldlar 

4. Burulmalı istatistiksel manifoldlar 

5. Walker manifoldları 

Bulgular: Tezde ilk olarak, Riemannian konneksiyonu ve özel seçilen deformasyon tensörü 

aracılığıyla burulmalı istatistiksel 𝐹-konneksiyon oluşruruldu. Bu yeni konneksiyonun 

burulma tensörü, eğrilik tensörü, Ricci eğrilik tensörü ve skaler eğrilik tensörlerinin özellikleri 

incelendi. Ayrıca burulmalı istatistiksel 𝐹-konneksiyonunun hangi şart altında 𝑈(𝑅𝑖𝑐)-vektör 

alanları oluşturduğu incelendi ve bazı geometrik sonuçlar elde edildi. Son olarak, anti-Kähler-

Walker manifoldlar üzerinde bu konneksiyonlara örnekler verildi. 

Sonuç: İstatistiksel manifoldlar günümüzde oldukça yoğun bir şekilde çalışılmaktadır. Bu 

tezde de istatistiksel manifoldların özel bir hali incelenmiştir. Anti-Kähler manifoldları 

üzerinde incelenen bu konuya Walker-4 manifoldları üzerinde örnekler verildi. Tezde dört 

boyutta hesaplanan koordinatlar Maple® programıyla hesaplanması literatüre kazandırılmıştır. 

Anahtar Kelimeler: anti-Kähler manifoldlar, holomorfik tensor, istatistiksel 𝐹-konneksiyon, 

burulmalı istatistiksel manifold, Walker metriği 

Aralık 2023, 70 sayfa 
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ABSTRACT 

DOCTORAL DISSERTATION 

STATISTICAL MANIFOLDS WITH TORSION 

Zühre TOPUZ 

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Çağrı KARAMAN 

 

Purpose: This thesis aims to examine special statistical 𝐹-connection with torsion on an anti-

Kähler manifold. 

Method: The followings will be used as the theoretical basis, general methods, and research 

techniques for the thesis: 

1. Differentiable manifolds, 

2. Tachibana operators, 

3. Anti-Kähler manifolds, 

4. Statistical manifolds with Torsion, 

5. Walker manifolds. 

Findings: In this thesis, firstly a statistical 𝐹-connection with torsion was created through the 

Riemannian connection and a specially selected deformation tensor. The properties of the 

torsion tensor, curvature tensor, Ricci curvature tensor and scalar curvature tensors of this 

new connection were examined. Additionally, the conditions under which torsional statistical 

𝐹-connection creates 𝑈(𝑅𝑖𝑐)-vector fields were examined and some geometric results were 

obtained. Finally, examples of these connections on anti-Kähler-Walker manifolds were 

given. 

Results: Statistical manifolds are studied quite intensively today. In this thesis, a special case 

of statistical manifolds was examined. This subject was examined on anti-Kähler manifolds 

and examples were given on Walker-4 manifolds. In the thesis, the calculation of the 

coordinates calculated in four dimensions with the Maple® programme has been introduced to 

the literature. 

Keywords: anti-Kähler manifold, holomorphic tensor, statistical 𝐹-connection, statistical 

manifold with torsion, Walker metric 

December 2023, 70 pages 
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KISALTMALAR ve SİMGELER DİZİNİ 

𝑔 Riemann Metriği 

∇ Riemann (Levi-Civita) Konneksiyonu  

𝑅 Riemann Eğrilik Tensörü 

𝑅𝑖𝑐 Ricci Tensörü 

𝜏 Skaler Eğrilik 

Φ Tachibana Operatörü 

𝐿𝑋 𝑋 Vektör Alanına Göre Lie Türevi 

∇𝑋 𝑋 Vektör Alanına Göre Kovaryant Türev 

𝐼 Birim Afinor Alanı 

∇̅ Burulmalı İstatistiksel Konneksiyon 

𝑅̅ Burulmalı İstatistiksel Konneksiyonun Eğrilik Tensörü 

𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅  Burulmalı İstatistiksel Konneksiyonun Ricci Tensörü 

𝜏̅ Burulmalı İstatistiksel Konneksiyonun Skaler Eğriliği 

𝑇̅ Burulmalı İstatistiksel Konneksiyonun Burulması 

𝐷 Deformasyon Tensörü 

𝐹 Hemen hemen kompleks yapı 

𝑝 Kovektör Alanı (1-form) 
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GİRİŞ 

İstatistiksel manifloldlar burulmasız konneksiyona sahip özel bir Riemann 

manifoldudur. Lauritzen’ in tanımına göre, (𝑀𝑛 , 𝑔) bir Riemann manifoldu olmak üzere her 

𝑋, 𝑌, 𝑍 vektör alanları için (∇̅𝑋𝑔)(𝑌, 𝑍) = 𝑔(𝐶̅(𝑋, 𝑌), 𝑍) = 𝐶̅(𝑋, 𝑌, 𝑍) şartını sağlayan 

(𝑀𝑛 , 𝑔, ∇̅, 𝐶̅) dörtlüsüdür. Burada ∇̅, 𝑀𝑛 üzerinde herhangi bir burulmasız konneksiyon ve 

𝐶̅(𝑋, 𝑌) ise (1,2) tipli simetrik kübik form tensörüdür. Burada dikkat edilmesi gereken husus 

kübik formun tamamen simetrik olmasıdır. Yani, 

(∇̅𝑋𝑔)(𝑌, 𝑍) = 𝐶̅(𝑋, 𝑌, 𝑍) = 𝐶̅(𝑋, 𝑍, 𝑌) = 𝐶̅(𝑌, 𝑋, 𝑍) 

= 𝐶̅(𝑌, 𝑍, 𝑋) = 𝐶̅(𝑍, 𝑌, 𝑋) = 𝐶̅(𝑍, 𝑋, 𝑌) 

şeklinde olmasıdır. Ayrıca Lauritzen, (𝑀𝑛 , 𝑔, ∇̅, 𝐶̅) istatistiksel manifoldu ∇ Riemann 

konneksiyonu (Levi-Civita) yardımıyla 

∇̅𝑋𝑌 = ∇X𝑌 −
1

2
𝐶̅(𝑋, 𝑌) ve (∇̅𝑋𝑔)(𝑌, 𝑍) = 𝐶̅(𝑋, 𝑌, 𝑍) 

biçiminde tanımlandığını da göstermiştir (Laurizten 1987). 

 İstatistiksel manifoldun başka bir tanımını ise Kurose yapmıştır (Kurose 1994). 

Kurose’ye göre ise; ∇̅, (𝑀𝑛 , 𝑔) Riemann mianifoldu üzerinde burulmasız bir afin konneksiyon 

olmak üzere (∇̅𝑋𝑔)(𝑌, 𝑍) = (∇̅𝑌𝑔)(𝑋, 𝑍) şartını sağlayan (𝑀𝑛 , 𝑔, ∇̅) üçlüsüne istatistiksel 

manifold denir. Bu tanımdan da anlaşılacağı gibi ∇̅𝑔 tamamen simetriktir (Kurose 1994). 

İstatistiksel manifoldlar için Amari 1985, Kurose 1994, Kurose 2007, Lauritzen 1987, 

Matsuzoe 2006 ve Sun and Marchand-Maillet 2014 çalışmaları incelenmiştir. 

Hazırlanılan bu tezde de diferensiyellenebilir manifoldların özel bir hali üzerinde 

çalışılmıştır. Burulmalı istatistiksel manifold (SMAT = Statistical Manifold Admitting 

Torsion) olarak bilinen manifoldların yeni bir sınıflandırılması yapılmıştır. Burulmalı 

istatistiksel manifoldlar, (𝑀𝑛 , 𝑔) bir Riemann manifoldu olmak üzere bu manifold üzerinde 

alınan burulmalı ∇̅ konneksiyonu için 

(∇̅𝑋𝑔)(𝑌, 𝑍) − (∇̅𝑌𝑔)(𝑋, 𝑍) = −𝑔(𝑇̅(𝑋, 𝑌), 𝑍) = −𝑇̅(𝑋, 𝑌, 𝑍) 

şartı sağlanıyorsa  (𝑀𝑛 , 𝑔, ∇̅) üçlüsüne burulmalı istatistiksel manifold denir,  (Kurose 2007). 

Buradaki 𝑋, 𝑌, 𝑍 ler keyfi vektör alanları ve 𝑇̅(𝑋, 𝑌) ise 

𝑇̅(𝑋, 𝑌) =  ∇̅𝑋𝑌 −  ∇̅𝑌𝑋 − [𝑋, 𝑌] 
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biçiminde tanımlanan ∇̅ konneksiyonunun burulma tensörüdür. Burulmalı istatistiksel 

manifoldlar için Kurose 2007, Matsuzoe 2013, Keisuke 2020, çalışmaları incelenmiştir. 

Konneksiyon teorisinde iyi bilinir ki, herhangi bir ∇̅ konneksiyonuna (1,2)-tipli bir 

𝐷(𝑋, 𝑌) deformasyon tensörü eklenirse yeni bir konneksiyon elde edilir. Yani ∇̅= ∇ + 𝐷 

şeklinde yazılabilir. Bu tez çalışmasında (𝑀𝑛 , 𝑔, ∇̅) burulmalı istatistiksel manifoldunun 

konneksiyonu ∇̅, 𝑔 nin Levi-Civita konneksiyonu olan ∇ ve deformasyon tensörü 𝐷 nin 

toplamı şeklinde ifade edilmiştir. Buradan 

∇̅𝑋𝑌 =  ∇𝑋𝑌 + 𝐷(𝑋, 𝑌) 

şeklinde verilen burulmalı bir konneksiyonun istatistiksel konneksiyon olması için 𝐷(𝑋, 𝑌) 

nin hangi şartı sağlaması gerektiği araştırıldı. 

Burulmalı istatistiksel konneksiyonun özelliklerinin daha ayrıntılı incelenebilmesi için 

(𝑀𝑛 , 𝑔, 𝐹) anti-Kähler manifoldu tercih edildi. Bu manifold üzerinde alınan ∇̅ burulmalı 

istatistiksel konneksiyon ile birlikte (𝑀𝑛 , 𝑔, 𝐹, ∇̅) dörtlüsüne burulmalı istatistiksel anti-Kähler 

manifoldu adı verildi. 

(𝑀𝑛 , 𝑔, 𝐹, ∇̅) burulmalı istatistiksel anti-Kähler manifoldunda 𝐷(𝑋, 𝑌) deformasyon 

tensörü içinde 𝐹2 = −𝐼 kompleks yapısını da barındıracak şekilde özel seçildi. Bunun 

sonucunda ∇̅ burulmalı istatistiksel konneksiyonun burulma tensörünün aslında yarı-simetrik 

bir burulma olduğu görüldü. Yarı-simetrik burulmalı manifoldlar için Agashe and Chafle 

1992, Duggal and Sharma 1986, Karaman 2015, Liang 1994 ve Mishra and Pandey 1980 

çalışmaları incelenmiştir. 

(𝑀𝑛 , 𝑔, 𝐹, ∇̅) burulmalı istatistiksel anti-Kähler manifoldunun ∇̅ konneskyionun yarı-

simetrik burulması 𝑇̅ nin özellikleri incelendi. 𝐹 kompleks yapısına göre pürlük (self-adjoint) 

şartını sağlayan burulma tensörünün hangi şart altında holomorfik olduğu araştırıldı. 

Holomorfikliği incelemek için ise Tachibana operatörü kullanılmıştır. 

Hazırlanan tezin ikinci bölümünde ise ∇̅ burulmalı istatistiksel konneksiyonun eğrilik 

özellikleri incelendi. Öncelikle 𝑅̅(𝑋, 𝑌, 𝑍) biçiminde olan eğrilik tensörü hesaplandı ve sonra 

ise 𝑔 Riemann metriği yardımıyla 𝑔(𝑅̅(𝑋, 𝑌, 𝑍),𝑊) = 𝑅̅(𝑋, 𝑌, 𝑍,𝑊) biçiminde tanımlanan 

(0,4) tipli 𝑅̅ eğrilik tensörünün özellikleri ve yine holomorfluğu incelendi. Daha sonra ise 

𝑅̅(𝑋, 𝑌, 𝑍) eğrilik tensöründen elde edilen Ricci tensörü 𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅  hesaplandı ve bazı özellikleri 

araştırıldı. Ricci tensörünün tam kontraksiyonu sonucunda oluşan skaler eğrilik 𝜏̅ hesaplandı 

ve Levi-Civita konneksiyonunun skaler eğriliği 𝜏 ile çakışması durumu incelendi. Bu kısmın 
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sonunda ise 𝑈(𝑅𝑖𝑐)-vektör alanı tanımı (𝑀𝑛 , 𝑔, 𝐹, ∇̅) burulmalı istatistiksel anti-Kähler 

manifoldunun ∇̅ konneksiyonu için verildi ve sabit skaler eğrilikli uzay olma şart elde edildi. 

Tezin son bölümünde ise buraya kadar elde edilen sonuçları desteklemek adına 

örnekler verilmiştir. Bir anti-Kähler manifoldu olan (𝑀4, 𝑔, 𝐹) Walker manifoldu üzerinde ∇̅ 

burulmalı istatistiksel konneksiyonunun özellikleri incelendi ve önemli sonuçlar elde edildi. 

Örnekler kısmında hesaplamaların daha kolay ve sağlamlığı için Maple® programı kullanıldı.
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KURAMSAL TEMELLER 

Tensörler 

Tanım 1: 𝑉𝑛, 𝑛-boyutlu bir vektör uzayı ve DVn de 𝑉𝑛 vektör uzayının dual uzayı 

olsun. Bu durumda, 

𝑡: 𝑉𝑛 × 𝑉𝑛 …× 𝑉𝑛⏞        
𝑞 𝑡𝑎𝑛𝑒

 × DVn × DVn…× DVn
⏞                

𝑝 𝑡𝑎𝑛𝑒

→ ℝ 

ile gösterilen ve 𝜆1, 𝜆2 ∈ ℝ, 𝑣1, 𝑣2, … 𝑣𝑞 ∈ 𝑉𝑛, 𝐷𝑉1,
𝐷𝑉2, …  ,

𝐷𝑉𝑝 ∈
𝐷𝑉𝑛 olmak üzere, 

𝑡(𝑣1, … , 𝜆1𝑣𝑘 + 𝜆1𝑣𝑘
, , … ) = 𝜆1𝑡(𝑣1, … , 𝑣𝑘, … ) + 𝜆2𝑡(𝑣1, … , 𝑣𝑘

, , … ) 

bu denklemle 𝑝 dereceden kontravaryant ve 𝑞 dereceden kovaryant tensör  𝑡 dönüşümüne 

tensör denir. Bu denklemde 𝑣𝑘, 𝑣𝑘
, ∈ Vn (ya da DVn) dir. Belirtilen tensörlerin kümesi 

ℑ𝑞
𝑝
(𝑉𝑛) ile ifade edilebilir ve 𝜆1, 𝜆2 ∈ ℝ ve 𝑡1, 𝑡2 ∈ ℑ𝑞

𝑝
(𝑉𝑛) olmak üzere, 

(𝜆1𝑡1 + 𝜆2𝑡2) (𝑣1, 𝑣2, … ) = 𝜆1𝑡1(𝑣1, 𝑣2, … ) + 𝜆2𝑡2(𝑣1, 𝑣2, … ) 

olup 𝜆1𝑡1 + 𝜆2𝑡2 ∈ ℑ𝑞
𝑝
(𝑉𝑛) olduğundan ℑ𝑞

𝑝
(𝑉𝑛) vektör uzay yapısı olarak belirtilir. Tensörün 

tipi ise (𝑝, 𝑞) ifadesiyle tanımlanabilir (Şahin 2013). 

Tanım 2: 𝑉𝑛 , 𝑛-boyutlu bir vektör uzayı ve DVn de 𝑉𝑛 vektör uzayının dual uzayı 

olsun. ℑ𝑞
𝑝(𝑉𝑛), (𝑝, 𝑞) tipli tensörlerin kümesi olmak üzere, 

𝐶𝑗
𝑖: ℑ𝑞

𝑝(𝑉𝑛) → ℑ𝑞−1
𝑝−1(𝑉𝑛) 

𝐴 → (𝐶𝑗
𝑖𝐴)(𝑒1, … 𝑒𝑞−1, 𝑤

1, …𝑤𝑝−1) = 𝐶{𝐴(. , 𝑒1, … 𝑒𝑞−1, . , 𝑤
1, …𝑤𝑝−1)} 

𝐶𝑗
𝑖𝐴 =∑𝐴(𝑒𝑚 , 𝑒1, … 𝑒𝑞−1

𝑚

, 𝑤𝑚 , 𝑤1, …𝑤𝑝−1 

denklemi olarak gösterilen operatör kontraksiyon (daraltma) operatörüdür(Şahin 2013). 

Burada  𝑤𝑚 , 𝑤1, …𝑤𝑝−1 ler DVn de dual baz (kobaz) ve 𝑒𝑚 , 𝑒1, … 𝑒𝑞−1ler için 𝑉𝑛 de baz 

vektörlerdir. Bu nedenle, bir daralma operatörü olan (𝑝, 𝑞) tipindeki bir tensörü (𝑝 − 1, 𝑞 −

1) tipinde bir tensöre getirir (Şahin 2013). 

 (0,2) şeklinde bir tensör olarak, 𝑡(𝑣1, 𝑣2) yi seçelim. Bu tensör için de 𝜆, 𝜇 ∈ ℝolmak 

şartıyla, 

𝑡′(𝑣1, 𝑣2) =  𝜆𝑡(𝑣1, 𝑣2) + 𝜇𝑡(𝑣2, 𝑣1) 
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biçiminde bir 𝑡′(𝑣1, 𝑣2) tensörü tanımlansın. Burada 𝜆 ve 𝜇 reel değerleri için sonsuz sayıda 

tensör elde edebilir. 𝑆𝑖𝑚(𝑡) biçiminde gösterilen ve bu değerler içerisinden 𝜆 = 𝜇 =
1

2!
 

biçiminde seçilerek gelen yeni tensöre  𝑡(𝑣1, 𝑣2) tensörünün simetrikleşmesi denir. 

 Yani, 

𝑆𝑖𝑚(𝑡(𝑣1, 𝑣2)) =
1

2!
(𝑡(𝑣1, 𝑣2) +  𝑡(𝑣2, 𝑣1)) 

elde edilir. Değişken sayısının 3 tane olması durumunda 𝑡(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) tensörünün 

simetrikleşmesi, 

𝑆𝑖𝑚(𝑡(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3)) =
1

3!
[𝑡(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) + 𝑡(𝑣2, 𝑣3, 𝑣1) + 𝑡(𝑣3, 𝑣1, 𝑣2) 

+𝑡(𝑣1, 𝑣3, 𝑣2) + 𝑡(𝑣3, 𝑣2, 𝑣1) +  𝑡(𝑣2, 𝑣1, 𝑣3)] 

şeklinde olur. 

Benzer olarak 𝜆 = −𝜇 =
1

2!
 seçilerek, 𝑡′(𝑣1, 𝑣2) =  𝜆𝑡(𝑣1, 𝑣2) + 𝜇𝑡(𝑣2, 𝑣1) 

tensörlerinden biri elde edilebilir. Bu sonuçla elde edinilen yeni tensöre 𝑡(𝑣1, 𝑣2) tensörünün 

antisimetrikleşmesi denebilir ve 𝐴𝑙𝑡(𝑡)  şeklinde gösterilir. Yani, 

𝐴𝑙𝑡(𝑡(𝑣1, 𝑣2)) =
1

2!
(𝑡(𝑣1, 𝑣2) −  𝑡(𝑣2, 𝑣1)) 

olur. Değişken sayısı üç tane olması durumunda 𝑡(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) tensörünün antisimetrikleşmesi, 

𝐴𝑙𝑡(𝑡(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3)) =
1

3!
[𝑡(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) + 𝑡(𝑣2, 𝑣3, 𝑣1) + 𝑡(𝑣3, 𝑣1, 𝑣2) 

−𝑡(𝑣1, 𝑣3, 𝑣2) − 𝑡(𝑣3, 𝑣2, 𝑣1) +  𝑡(𝑣2, 𝑣1, 𝑣3)] 

şeklinde olur (Salimov ve Mağden 2008). 

Tanım 3: 𝑡 tensörüne simetrik (antisimetrik) tensör denilebilmesi, 𝑆𝑖𝑚(𝑡) =

𝑡(𝐴𝑙𝑡(𝑡) = 𝑡) denklemiyle sağlanabilir (Salimov ve Mağden 2008). 

Diferensiyellenebilir Manifoldlar 

Tanım 4: 𝑓, reel değerli bir fonksiyon olmak üzere ℝ uzayının bir 𝑈 açık kümesi 

üzerinde tanımlanmış olsun. Eğer 𝑘. mertebeden kısmi türevleri 𝑓 fonksiyonunda mevcut ve, 

𝑘 ≤ 𝑟 olmak şartıyla sürekli ise 𝑓 fonksiyonuna 𝑟. mertebeden diferensiyellenebilir fonksiyon 

denir ve 𝑓 ∈ 𝐶𝑟(𝑈,ℝ) şeklinde gösterilir (Şahin 2013). 
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Tanım 5: 𝑀 bir Haussdorf uzayı olsun. Eğer herhangi bir 𝑝 ∈  𝑀 noktası için 𝑝 nin bir 

açık komşuluğu 𝑈 nun,ℝ𝑛nin bir açık kümesine homeomorfik olma koşulu sağlanıyorsa, bu 

𝑀 Haussdorf uzayı manifold olarak ya da topolojik manifold olarak adlandırılır. 𝑏𝑜𝑦(ℝ𝑛) =

𝑛 olduğundan, manifoldun boyutu da 𝑛 dir ve 𝑀𝑛 şeklinde gösterilir (Şahin 2013). 

Tanım 4 deki homeomorfizma 𝜑:𝑈 → 𝜑(𝑈) ⊂ ℝ𝑛  olarak ifade edilirse, 

(𝑈, 𝜑) ikilisine harita denir. 𝑀𝑛 manifoldu üzerindeki her noktanın en az bir harita tarafından 

örtülebilmesi için, bu haritaların oluşturduğu açık kümelerin kesişiminin boş olmaması 

gerekmektedir. 𝜑 bir homeomorfizma olmak üzere 𝑝 ∈ 𝑈noktasının koordinatları 𝑥 = 𝜑(𝑝) ∈

ℝ𝑛 noktasının koordinatları şeklinde ifade edilebilir. Böylece 𝜑 homeomorfizması 𝑀𝑛 

manifoldunun bir 𝑝 noktasına 𝑥1(𝑝),… , 𝑥𝑛(𝑝) 𝑛-lisini karşılık getirir. 𝑥1(𝑝),… , 𝑥𝑛(𝑝) 

sayıları ise 𝑝 noktasının 𝜑 altındaki yerel koordinatları olarak belirtilir. Bu nedenle, 𝑛 

bağımsız koordinatla ifade edilen bir küme olarak da tanımlanabilen manifold herhangi bir 

noktasının komşuluğunu oluşturabilir (Şahin 2013). 

𝑈 ∩ 𝑉 ≠ 𝜙 koşulu altında iki harita olarak(𝑈, 𝜑) ve (𝑉, 𝜓) seçilsin. 𝑈 ∩ 𝑉 kümesinde 

bir noktanın 𝜑 tarafından sağlanan koordinatları (𝑥1, … , 𝑥𝑛) olsun. 𝜑 dönüşümü ve onun tersi 

olan 𝜑−1 ile, 𝑈 ∩ 𝑉 de yalnızca bir 𝑝 noktası bulunmaktadır. Bu durumda 𝑝 noktasının 𝜓 

tarafından sağlanan  koordinatları da (𝑦1, … , 𝑦𝑛) şeklinde ifade edilebilir. Bu koordinatlar 

arasında, 

𝑦𝑖 = 𝑓
𝑖(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = (𝜓 ∘ 𝜑

−1(𝑥1, … , 𝑥𝑛))
𝑖
, 

𝑥𝑖 = 𝑔
𝑖(𝑦1, … , 𝑦𝑛) = (𝜑 ∘ 𝜓

−1(𝑦1, … , 𝑦𝑛))
𝑖
 

olur. Bu durumda elde edilen bağlantı (𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∈ 𝜑 (𝑈 ∩ 𝑉), (𝑦1, … , 𝑦𝑛) ∈ 𝜓(𝑈 ∩ 𝑉), 𝑖 =

1,… , 𝑛 şeklindedir. 𝜓 ∘ 𝜑−1 ve 𝜑 ∘ 𝜓−1 homeomorfizmaları birbirinin tersi olduğundan, 𝑓𝑖 

ve 𝑔𝑖 fonksiyonları süreklidir. Eğer 𝑈 ∩ 𝑉 ≠ 𝜙 durumunda 𝑓𝑖(𝑥1, … , 𝑥𝑛) ve 𝑔𝑖(𝑦1, … , 𝑦𝑛) 

fonksiyonları 𝑟. mertebeden diferensiyellenebiliyorsa (𝜑,𝑈) ve (𝜓, 𝑉) haritaları 𝑟. 

mertebeden uyumludur denir.  𝑈 ∩ 𝑉 ≠ 𝜙 durumunda uyumlu kabul edilir (Şahin 2013). 

Tanım 6: 𝑀𝑛 , 𝑛-boyutlu manifold olsun. Eğer 𝑀𝑛 deki haritaların bir parçası olan  

𝐴 = {(𝑈,𝜑), (𝑉, 𝜓), (𝑊, 𝜉),… } kümesi  aşağıdaki koşulları sağlarsa, 𝐴 kümesine 𝑀𝑛 üzerinde 

𝑟. mertebeden diferensiyellenebilir atlas veya yapı denir (Şahin 2013). 

1) 𝑀𝑛 manifoldunun bir açık örtüsü {U,V,W,…} açık kümeleri oluşturabiliyorsa, 

2) 𝑟. mertebeden 𝐴 daki herhangi bir harita uyumludur. 

3) Eğer bir (𝑈̅, 𝜑̅) haritası 𝐴 daki tüm koordinat haritaları ile uyumlu ise o zaman 

(𝑈̅, 𝜑̅) ∈ 𝐴 dır ve 𝐴 maksimaldir. 
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Şekil 1. Diferensiyellenebilir Atlas 

Tanım 7 :𝑀𝑛 , 𝑛-boyutlu manifold olsun. Eğer 𝑀𝑛 manifoldu üzerinde 𝑟. mertebeden 

diferensiyellenebilir bir atlas bulunuyorsa, bu durumda 𝑀𝑛 manifolduna 𝑟. mertebeden 

diferensiyellenebilir manifold denir. Diferensiyellenebilir yapının her bir haritasına 𝑀𝑛 

manifoldunun uyumlu haritası denir. Eğer atlas her mertebeden diferensiyellenebiliyorsa 𝑀𝑛 

manifolduna 𝐶∞-manifold (veya diferensiyellenebilir manifold) adı verilir. (Şahin 2013). 

Lie Operatörü ve Lie Türevi 

Tanım 8: 𝑀𝑛 , 𝐶
∞-sınıfından bir manifold olsun. 𝑀𝑛 üzerinde alınan 𝑋 ve  𝑌 ∈

 ℑ0
1(𝑀𝑛) vektör alanları ve 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑈,ℝ) fonksiyonu için, 

[, ]: ℑ0
1(𝑀𝑛) × ℑ0

1(𝑀𝑛) → ℑ0
1(𝑀𝑛) 

[𝑋, 𝑌]𝑓 = 𝑋(𝑌𝑓) − 𝑌(𝑋𝑓) 

şeklinde verilen dönüşüme Lie operatörü (parantezi) denir. Burada 𝑋(𝑓), 𝑓 fonksiyonunun 𝑋 

vektör alanı yönündeki türevidir. 

Tanım 9: 𝑋, 𝑌 ∈  ℑ0
1(𝑀𝑛) ve 𝑓 ∈ ℑ0

0(𝑀𝑛) olsun 𝐷 = 𝐿𝑋 diferensiyelleme işlemi için 

aşağıdaki şartlar sağlanırsa 𝐿𝑋 e 𝑋 vektör alanı yönündeki Lie diferensiyellemesi adı verilir. 

1) 𝐿𝑋𝑓 = 𝑋(𝑓), 

2) 𝐿𝑋𝑌 = [𝑋, 𝑌]. 
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Burada [𝑋, 𝑌] Lie parantezidir (Salimov ve Mağden 2008). 

Keyfi (𝑝, 𝑞) tipli 𝑡 tensörü için Lie türevi 𝑋1, … , 𝑋𝑞 ∈ ℑ0
1(𝑀𝑛) ve 𝑤

1
, … ,𝑤

𝑝
∈ ℑ0

1(𝑀𝑛) 

için 𝐿𝑋 özelliklerine göre, 

(𝐿𝑋𝑡) (𝑋1, … , 𝑋𝑞 , 𝑤
1
, … , 𝑤

𝑝
) = 𝑋 (𝑡 (𝑋1, … , 𝑋𝑞 , 𝑤

1
, … ,𝑤

𝑝
)) 

− ∑ t(𝑋1, … , 𝐿𝑋𝑋𝜆 , … , 𝑋𝑞, 𝑤
1
, …𝑤

𝑝
)

𝑞

𝜆=1

 

− ∑ t(𝑋1, … , 𝑋𝑞 , 𝑤
1
, … , 𝐿𝑥𝑤,

𝜇
… ,𝑤

𝑝
)

𝑝

𝜇=1

 

biçiminde ve lokal koordinatlarla bu ifade 𝑋 = 𝑋𝑘𝜕𝑘 , 𝑋𝜆 = 𝜕𝑗𝜆, 𝜆 = 1, … , 𝑞 ve 𝑤
𝜇
= 𝑑𝑥𝑖𝜇, 𝜇 =

1,… , 𝑝 için, 

(𝐿𝑋𝑡)𝑗1…𝑗𝑞
𝑖1…𝑖𝑝 = 𝑋𝑘𝜕𝑘𝑡𝑗1…𝑗𝑞

𝑖1…𝑖𝑝 +∑(𝜕𝑗𝜆𝑋
𝑘)𝑡

𝑗1…𝑘…𝑗𝑞

𝑖1…𝑖𝑝 − 

𝑞

𝜇=1

∑(𝜕𝑘𝑋
𝑖𝜇)𝑡

𝑗1…𝑗𝑞

𝑖1…𝑘…𝑖𝑝

𝑝

𝜇=1

 

şeklinde tanımlananır (Salimov ve Mağden 2008). 

Lineer Konneksiyon ve Kovaryant Türev 

𝑀𝑛 , 𝐶
∞-sınıfından bir manifold, 𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈  ℑ0

1(𝑀𝑛)  ve 𝑓 ∈  𝐶∞(𝑈, ℝ) fonksiyonu 

için 

∇: ℑ0
1(𝑀𝑛) → ℑ0

1(𝑀𝑛) 

dönüşümü 

1) ∇𝑋+𝑌𝑍 = ∇𝑋𝑍 + ∇𝑌𝑍, 

2) ∇𝑋(𝑌 + 𝑍) =  ∇𝑋𝑌 + ∇𝑋𝑍, 

3) ∇𝑓𝑋𝑌 = 𝑓∇XY, 

4) ∇𝑋(𝑓𝑌) = 𝑋(𝑓)𝑌 + 𝑓∇𝑋𝑌, 

şartlarını sağlıyorsa bu ∇ dönüşümüne afin ya da lineer konneksiyon denir (Şahin 2013). 𝑌 

vektör alanının 𝑋 vektör alanı yönündeki kovaryan türevi ise ∇𝑋𝑌 şeklinde gösterilir. Afin 

konneksiyonun ifadesinden açıkça görülebilir ki, bir afin konneksiyon 𝑀𝑛 üzerindeki bir 

vektör alanını yine başka bir vektör alanı içinde bir dönüşümdür. 
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𝑥𝑖 ler 𝑀𝑛 manifoldunun bir 𝑈 koordinat komşuluğundaki lokal koordinatları olsun. 

𝜕

𝜕𝑥𝑖
= 𝜕𝑖 doğal vektörü alanı olmak üzere 

∇𝑖𝜕𝑖 = Γ𝑖𝑗
𝑘𝜕𝑘  

olur. Burada Γ𝑖𝑗
𝑘 , 𝑈 komşuluğundaki 𝐶∞-sınıfından fonksiyonlardır (Salimov ve Mağden 

2008). Ayrıca bu Γ𝑖𝑗
𝑘  ifadesine ∇ konneksiyonunun katsayıları olup 2.tür Christoffel 

sembolleri olarak adlandırılır. 

Keyfi (𝑝, 𝑞)-tipli bir 𝑡 tensörünün kovaryant türevi, 𝑥1, … , 𝑥𝑞 ∈ ℑ0
1(𝑀𝑛) ve 𝑤

1
, … , 𝑤

𝑝
∈

ℑ0
1(𝑀𝑛) için, 

(∇𝑌𝑡) (𝑋1, … , 𝑋𝑞 , 𝑤
1
, … , 𝑤

𝑝
) = 𝑌(𝑡 (𝑋1, … , 𝑋𝑞 , 𝑤

1
, … , 𝑤

𝑝
)) 

− ∑ t(𝑋1, … , ∇𝑌𝑋𝜆, … , 𝑋𝑞 , 𝑤
1
, …𝑤

𝑝
)

𝑞

𝜆=1

 

− ∑ t(𝑋1, … , 𝑋𝑞 , 𝑤
1
, … , ∇𝑌𝑤

𝜇
, …𝑤

𝑝
)

𝑝

𝜇=1

 

biçimindedir. Lokal koordinatlarla bu ifade 𝑌 = 𝜕𝑘 , 𝑋𝜆 = 𝜕𝑗𝜆 , 𝜆 = 1, … , 𝑞 ve 𝑤
𝜇
= 𝑑𝑥𝑖𝜇 , 𝜇 =

1,… , 𝑝 için, 

(∇𝑌𝑡)𝑗1…𝑗𝑞
𝑖1…𝑖𝑝 = 𝜕𝑘𝑡𝑗1…𝑗𝑞

𝑖1…𝑖𝑝 −∑𝑟𝑘𝑗𝜆
𝑚 𝑡

𝑗1…𝑚…𝑗𝑞

𝑖1…𝑖𝑝 − 

𝑞

𝜆=1

∑𝑟𝑘𝑚
𝑖𝜆 𝑡

𝑗1…𝑗𝑞

𝑖1…𝑚…𝑖𝑝

𝑝

𝜇=1

 

şeklindedir (Salimov ve Mağden 2008). 

Afinor 

Tanım 10: 𝑀𝑛, 𝐶∞-sınıfından bir manifold olsun. 𝔍1
1(𝑀𝑛) uzayının elemanlarına 

(1,1)-tipli tensör alanı (ya da afinor) denir. 

𝑀𝑛 manifoldunda afinorlar için kullanılan başka bir terim ise endomorfizmlerdir. 

Dolayısıyla keyfi bir 𝐹 ∈ 𝔍1
1(𝑀𝑛) için, 

𝐹:𝔍0
1(𝑀𝑛) → 𝔍0

1(𝑀𝑛) 

yazılabilir. O halde tanıma göre her 𝑋 ∈ 𝔍0
1(𝑀𝑛) için 

𝐹: 𝔍0
1(𝑀𝑛) → 𝔍0

1(𝑀𝑛) 

𝑋 → 𝐹(𝑋) ∈ 𝔍0
1(𝑀𝑛) 
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𝐹(𝑋) → 𝐹2(𝑋) ∈ 𝔍0
1(𝑀𝑛) 

ifade edilir. 𝐼 birim afinor olmak üzere, 

1) 𝐹2(𝑋) = 𝐼(𝑋) ise 𝐹, hemen hemen çarpım yapı, 

2) 𝐹2(𝑋) = −𝐼(𝑋) ise 𝐹, hemen hemen kompleks yapı, 

3) 𝐹2(𝑋) = 0(𝑋) ise 𝐹, hemen hemen tanjant (dual) yapı 

olur (Yano and Kon 1984). 

Yarı-Simetrik Metrik 𝑭-Konneksiyonlu Manifoldlar 

Tanım 11: 𝑀𝑛, 𝐶∞-sınıfından bir manifold ve ∇̂ ise bu manifold üzerinde bulunan 

herhangi bir afin konneksiyon olsun. Eğer, her 𝑋, 𝑌 ∈ 𝔍0
1(𝑀𝑛) ve 𝑝 ∈ 𝔍1

0(𝑀𝑛) 1-formu için, ∇̂ 

konneksiyonunun burulma tensörü, 

Ŝ(𝑋, 𝑌) = 𝑝(𝑌)𝑋 − 𝑝(𝑋)𝑌 (2.1) 

şeklinde ise bu ∇̂ konneksiyonuna yarı-simetrik burulmaya sahip konneksiyon denir (Yano 

1970). 

Koordinatlarla (2.1) ifadesi, 

𝑆̂𝑖𝑗
  𝑘 = 𝑝𝑗𝛿𝑖

𝑘 − 𝑝𝑖𝛿𝑗
𝑘
 

şeklindedir. Kolayca görülür ki 𝑆̂𝑖𝑗
  𝑘 = −𝑆̂𝑗𝑖

  𝑘 dir. Yani alt iki indislere göre antisimetriktir. 

Tanım 12: 𝑀𝑛, 𝐶∞-sınıfından bir manifold ve 𝑔 ise bu manifold üzerinde (0,2)-tipli 

bir metrik tensör olsun. Bu durumda ∇̂ yarı-simetrik burulmaya sahip konneksiyonu ∇̂𝑔 =

0 şartını sağlarsa bu konnesiyona yarı-simetrik metrik konneksiyon denir. Ayrıca genel olarak 

(global ya da invaryant) 

𝑋𝑔(𝑌, 𝑍) = 𝑔(∇̂𝑋𝑌, 𝑍) + 𝑔(𝑌, ∇̂𝑋𝑍) (2.2) 

şeklinde de ifade edilebilir (Yano 1970). 

Tanım 13: 𝑀𝑛 manifoldu üzerinde alınan bir 𝐹 ∈ 𝔍1
1(𝑀𝑛) afinoru için, ∇̂𝐹 = 0 şartını  

sağlayan ∇̂ ya yarı-simetrik metrik 𝐹-konneksiyon denir (Yano 1970). 
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MATERYAL ve YÖNTEM 

Rieman Manifoldu 

Tanım 14: 𝑀𝑛, 𝐶∞-sınıfından bir manifold ve ℑ0
1(𝑀𝑛) bu manifold üzerindeki vektör 

alanlarının kümesi olmak üzere 

𝑔: ℑ0
1(𝑀𝑛) × ℑ0

1(𝑀𝑛) → 𝐶∞(𝑀𝑛 , ℝ) 

biçiminde tanımlanan 𝑔 bilineer formunu ele alınsın. Bu bilineer form, aşağıdaki şartları 

sağlıyorsa, 𝑔 bilineer formuna Riemann metriği veya metrik tensör adı verilir: 

1) 𝑔(𝑋, 𝑌) = 𝑔(𝑌, 𝑋), (simetriklik) 

2) 𝑔(𝑋,𝑋) ≥ 0 ve herbir 𝑋 için 𝑔(𝑋,𝑋) = 0 ⟺ 𝑋 = 0, (pozitif tanımlılık) 

Bu şartları sağlayan 𝑔 bilineer formuyla verilen 𝑀𝑛 ye Riemann manifoldu denir ve 

(𝑀𝑛,𝑔) ile temsil edilir. 

Yukarıda belirtilen pozitif tanımlılık koşulu yerine daha zayıf bir koşul olan ve “Her 

𝑌 ∈ ℑ0
1(𝑀𝑛) için 𝑔(𝑋, 𝑌) = 0, 𝑋 = 0 olmasını gerektirir.” biçimindeki 𝑔 bilineer formunun 

regülerlik (veya non-dejenere) şartı eklenirse, (𝑀𝑛 , 𝑔) çiftine yarı-Riemann (pseudo-

Riemann) manifoldu denir (Kühnel 2005). 

Regülerlik şartı için , 𝑋 = 𝑋𝑖𝜕𝑖 ve 𝑌 = 𝑌𝑗𝜕𝑗olmak üzere,  

𝑔(𝑋, 𝑌) = 𝑔(𝜕𝑖, 𝜕𝑗)𝑋
𝑖𝑌𝑗 = 0 

şeklinde gösterilir. Verilen son eşitlik her 𝑌𝑗 için geçerli olduğundan 𝑔𝑖𝑗𝑋
𝑖 = 0 denklem 

sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin 𝑋𝑖 = 0 çözümüne sahip olması için, 

𝑑𝑒𝑡(𝑔𝑖𝑗) ≠ 0 

şartını sağlaması gerekir. Burada (𝑔𝑖𝑗), 𝑔𝑖𝑗 tensörüne karşılık gelen matris olarak tanımlanır. 

Tachibana Operatörü 

Tanım 15: 𝔍(𝑀𝑛) = ∑ 𝔍𝑞
𝑝
(𝑀𝑛)

∞
𝑝,𝑞=0 , ℝ üzerinde bir tensör cebiri ve 𝐹 ∈ 𝔍1

1(𝑀𝑛) 

olarak belirlensin. Φ𝐹 : 𝔍𝑞
𝑝
∗

(𝑀𝑛) →: 𝔍𝑞
𝑝(𝑀𝑛) dönüşümü aşağıdaki koşulları sağlıyorsa 

buradaki Φ𝐹  dönüşümüne Tachibana operatörü veya Φ-operatörü denir. 

1) Φ , sabit katsayılara terimlere göre lineer olmalıdır, 
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2) Her bir (𝑝, 𝑞) için Φ𝐹 : 𝔍𝑞
𝑝
∗

(𝑀𝑛) → : 𝔍𝑞+1
𝑝 (𝑀𝑛), 

3) Her 𝐾, 𝐿 ∈ 𝔍
∗

(𝑀𝑛) için, Φ𝐹 (𝐾⨂
𝐶

𝐿) = (Φ𝐹𝐾)⨂
𝐶

𝐿 + 𝐾⨂
𝐶
(Φ𝐹𝐿), 

4) Her 𝑋, 𝑌 ∈  𝔍0
1(𝑀𝑛) için Φ𝐹𝑋𝑌 = −(𝐿𝑌𝐹)𝑋,  

5) Her 𝜔 ∈  𝔍1
0(𝑀𝑛) ve 𝑋, 𝑌 ∈ 𝔍0

1(𝑀𝑛)için, 

Φ𝜑𝑋(𝑙𝑌𝜔) = (𝑑(𝑙𝑌𝜔))(𝜑𝑋) − (𝑑(𝑙𝑌(𝜔 ∘  𝜑)))(𝑋) 

= (𝜑𝑋)(𝑙𝑌𝜔) −  𝑋(𝑙𝜑𝑌𝜔) 

Burada, 𝑙𝑌𝜔 =  𝜔(𝑌) =  𝜔⨂
𝐶

𝑌 dir (Yano and Ako 1968; Salimov 2013). 

1-forma uygulanan Φ𝜑-operatörü için 𝜔 ∈ 𝔍1
0(𝑀𝑛) olmak üzere Tanım 15 ten 

faydalanarak, herhangi  𝑋, 𝑌 ∈ 𝔍0
1(𝑀𝑛) vektör alanları için, 

(Φ𝜑𝜔)(𝑋, 𝑌) = (Φ𝜑𝑋𝜔)𝑌 

= Φ𝜑𝑋(𝑖𝑌𝜔) − 𝜔(Φ𝜑𝑋𝑌) 

= (𝜑𝑋)(𝑖𝑌𝜔) − 𝑋(𝑖𝜑𝑌𝜔) + 𝜔((𝐿𝑌𝜑)𝑋) 

= (𝐿𝜑𝑋𝜔 − 𝐿𝑋(𝜔 ∘ 𝜑))𝑌 

elde edilir. Buradaki  𝜔 ∘ 𝜑  1-formu, 

(𝜔 ∘ 𝜑)𝑌 = ( 𝜑′ 𝜔)𝑌 = (𝜔⨂
𝐶

𝜑)𝑌 = 𝜔(𝜑𝑌) 

şeklinde gösterilir.  (Φ𝜑𝜔)(𝑋, 𝑌) = (𝐿𝜑𝑋𝜔 − 𝐿𝑋(𝜔 ∘ 𝜑)) 𝑌  eşitliğinden doğal çatıya göre,  

(Φ𝜑𝜔)𝑖𝑗 = 𝜑𝑖
𝑚𝜕𝑚𝜔𝑗 − 𝜕𝑖(𝜔𝑚𝜑𝑗

𝑚) + 𝜔𝑚𝜕𝑗𝜑𝑖
𝑚 

bileşenlerine sahip olduğu görülür (Salimov 2013). 

(𝟎, 𝒔) , 𝒔 ≥ 𝟐,  tipli tensör alanına uygulanan  𝚽𝝋 –operatörü 

Teorem 1:  𝜔 ∈ 𝔍
∗

𝑠
0(𝑀𝑛)  olmak üzere, 

Φ𝜑𝑋(𝜔(𝑌1, … , 𝑌𝑠)) = (𝜑𝑋)(𝜔(𝑌1, … , 𝑌𝑠)) − 𝑋(𝜔(𝜑𝑌1, … , 𝑌𝑠)) 

şeklindedir (Salimov 2013). 

İspat:  𝜔𝑌2,…,𝑌𝑠   ,  𝜔𝑌2,…,𝑌𝑠(𝑌1) = 𝜔(𝑌1, … , 𝑌𝑠)   ile  verilen  1-form  olsun. O zaman 

Tanım 15  in (e) eşitliğinden, 

Φ𝜑𝑋(𝜔(𝑌1, … , 𝑌𝑠)) = Φ𝜑𝑋(𝜔𝑌2,…,𝑌𝑠(𝑌1)) 
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= (𝜑𝑋)(𝑖𝑌1𝜔𝑌2,…,𝑌𝑠) − 𝑋(𝑖𝜑𝑌1𝜔𝑌2,…,𝑌𝑠) 

= (𝜑𝑋)(𝜔(𝑌1, … , 𝑌𝑠)) − 𝑋(𝜔(𝜑𝑌1, … , 𝑌𝑠)) 

olur ve ispat tamamlanır. 

𝜔 ∈ 𝔍
∗

𝑠
0(𝑀𝑛) , 𝑠 ≥ 2  için Teorem 1 faydalanarak, 

(𝜙𝜑𝜔)(𝑋, 𝑌1, … , 𝑌𝑠) = 𝜙𝜑𝑋(𝜔(𝑌1, … , 𝑌𝑠)) 

−∑(𝑌1, …

𝑠

𝜆=1

, 𝜙𝜑𝑋𝑌𝜆, … , 𝑌𝑠) 

= (𝜑𝑋)(𝜔(𝑌1, … , 𝑌𝑠)) − 𝑋(𝜔(𝜑𝑌1, … , 𝑌𝑠)) 

+∑𝜑(𝑌1, …

𝑠

𝜆=1

, (𝐿𝑌𝜆𝜑)𝑋,… , 𝑌𝑠) 

= (𝐿𝜑𝑋𝜔 − 𝐿𝑋(𝜔 ∘ 𝜑))(𝑌1, … , 𝑌𝑠) 

(3.1) 

olur. 

Burada  𝜔 ∘ 𝜑  tensör alanı 

(𝜔 ∘ 𝜑)(𝑌1, … , 𝑌𝑠) = 𝜔(𝜑𝑌1, … , 𝑌𝑠) 

⋮ 

= 𝜔(𝑌1, … , 𝜑𝑌𝑠) 

şeklinde gösterilir. 

İstatistiksel Manifoldlar 

Tanım 16: (𝑀𝑛 , 𝑔) Riemann manifoldu olsun. 𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈  ℑ0
1(𝑀𝑛) vektör alanları için 

𝐶̅ ∶  ℑ0
1(𝑀𝑛)  × ℑ0

1(𝑀𝑛)  →  ℑ0
1(𝑀𝑛) 

                𝑋      ,     𝑌            →   𝐶̅(𝑋, 𝑌) 

şeklindeki (1,2)-tipli simetrik 𝐶̅ tensörüne manifoldun kübik formu denir. Ayrıca ∇̅,𝑀𝑛 

üzerinde herhangi bir burulmasız konneksiyon olmak üzere 

(∇̅𝑋𝑔)(𝑌, 𝑍) =  𝑔(𝐶̅(𝑋, 𝑌), 𝑍) =  𝐶(𝑋, 𝑌, 𝑍) 

ifadesi tamamen simetrik ise (𝑀𝑛 , 𝑔, ∇̅, 𝐶) ye istatistiksel manifold denir (Lauritzen 1987). 

Tanım 17:(𝑀𝑛 , 𝑔, ∇̅, 𝐶) istatistiksel manifold olmak üzere 

∇̅𝑋𝑌 =  ∇𝑋𝑌 − 
1

2
𝐶̅(𝑋, 𝑌) ve (∇̅𝑋𝑔) (𝑌, 𝑍) =  𝐶(𝑋, 𝑌, 𝑍) 
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eşitliği tanımlıdır (Lauritzen 1987). 

Tanım 18: ∇̅,𝑀𝑛 üzerinde herhangi bir burulmasız konneksiyon olmak üzere, eğer 

𝑋𝑔(𝑌, 𝑍) =  𝑔(∇̅𝑋𝑌, 𝑍) + 𝑔(𝑌, ∇̅𝑋
∗ 𝑍) (3.2) 

denkliği sağlanıyorsa ∇̅∗ a ∇̅ nın dual konneksiyonu denir (Lauritzen 1987). 

Önerme 1: (𝑀𝑛 , 𝑔) Riemann manfoldu ve ∇̅ ise bu manifold üzerinde herhangi bir 

burulmasız konneksiyon olmak üzere 

(∇̅∗)∗ = ∇̅ 

şeklindedir. Gerçekten, Tanım 18 deki denklemde ∇̅ konneksiyonu yerine ∇̅∗ duali yazılırsa 

𝑋𝑔(𝑌, 𝑍) =  𝑔(∇̅∗𝑋𝑌, 𝑍) + 𝑔(𝑌, (∇̅𝑋
∗ )∗𝑍) (3.3) 

eşitliği elde edilir. Burada denklem (3.2) den 𝑔(∇̅∗𝑋𝑌, 𝑍) = 𝑋𝑔(𝑍, 𝑌) − 𝑔(∇̅𝑋𝑍, 𝑌) olup bu 

eşitlik denklem (3.3) te yerine yazıllırsa 𝑔(∇̅𝑋𝑍, 𝑌) = 𝑔(𝑌, (∇̅𝑋
∗ )∗𝑍) elde edilir. Yani (3.3) 

denklemi 

𝑋𝑔(𝑌, 𝑍) =  𝑔(∇̅𝑋
∗  𝑌, 𝑍) + 𝑔(𝑌, ∇̅𝑋𝑍) (3.4) 

biçimde de yazılabilir. 

Tanım 19: (𝑀𝑛 , 𝑔) Riemann manfoldu ve ∇̅ ise bu manifold üzerinde herhangi bir 

burulmasız konneksiyon olmak üzere bu konneksiyonun burulma tensörü 

𝑇̅(𝑋, 𝑌) =  ∇̅𝑋𝑌 −  ∇̅𝑌𝑋 − [𝑋, 𝑌] 

biçimindedir. Eğer  (𝑀𝑛 , 𝑔, ∇̅) manifoldu için 

(∇̅𝑋𝑔)(𝑌, 𝑍) − (∇̅𝑌𝑔)(𝑋, 𝑍) = −𝑔(𝑇̅(𝑋, 𝑌), 𝑍) = −𝑇̅(𝑋, 𝑌, 𝑍) (3.5) 

şartı sağlanırsa (ya da kübik form simetrik değilse) (𝑀𝑛 , 𝑔, ∇̅) ye burulmalı istatistiksel 

manifold (SMAT) denir (Matsuzoe 2013). 

(3.5) denkleminin sol tarafı için, kovaryant türevler açılır ve (3.4) eşitliği uygulanırsa 

𝑋𝑔(𝑌, 𝑍) −  𝑔(∇̅𝑋𝑌, 𝑍) −  𝑔(𝑌, ∇̅𝑋𝑍) − 𝑌 𝑔(𝑋, 𝑍) +  𝑔(∇̅𝑌𝑋, 𝑍) + 𝑔(𝑋, ∇̅𝑌𝑍) 

= 𝑋𝑔(𝑌, 𝑍) −  𝑔(∇̅𝑋𝑌, 𝑍) −  𝑋𝑔(𝑌, 𝑍) +  𝑔(∇̅𝑋
∗  𝑌, 𝑍) 

−𝑌𝑔(𝑋, 𝑍) +  𝑔(∇̅𝑌𝑋, 𝑍) +  𝑌𝑔(𝑋, 𝑍) −  𝑔(∇̅𝑌
∗  𝑋, 𝑍) 

= −𝑔(∇̅𝑋𝑌 − ∇̅𝑌𝑋, 𝑍) +  𝑔(∇̅𝑋
∗ 𝑌 − ∇̅𝑌

∗𝑋, 𝑍) 

= −𝑔(𝑇̅(𝑋, 𝑌), 𝑍) +  𝑔(𝑇̅∗(𝑋, 𝑌), 𝑍) 

elde edilir. Buradan, aşağıdaki sonuç elde edilir: 



 

15 

Önerme 2: (𝑀𝑛 , 𝑔, ∇̅) burulmalı istatistiksel manifoldunun burulmalı ∇̅ 

konneksiyonunun duali ∇̅∗ burulmasızdır. Yani, 

∇̅, T̅ ≠ 0 ⇔  ∇̅∗, T̅∗ = 0   

T̅∗(𝑋, 𝑌) = ∇̅𝑋
∗ − ∇̅𝑌

∗  𝑋 − [𝑋, 𝑌] = 0   

olur (Matsuzoe 2013). 

Anti-Kähler Manifoldlar 

Tanım 20: 𝑀2𝑛, 2𝑛-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold olsun. Bumanifold 

üzerinde tanımlanmış olan 𝐹 afinor alanı 𝐹2 = −𝐼 denkliğini sağlıyorsa 𝐹 ye 𝑀2𝑛 manifoldu 

üzerinde hemen hemen kompleks yapı denir ve (𝑀2𝑛 , 𝐹) ikilisine hemen hemen kompleks 

manifold adı verilir (Yano and Kon 1984). 

Tanım 21: (𝑀2𝑛 , 𝐹) hemen hemen kompleks manifoldu olsun. Bu manifold 

üzerindeki 𝑔 Riemann metriği her 𝑋, 𝑌, ∈ ℑ0
1(𝑀2𝑛)vektör alanları için, 

𝑔(𝐹𝑋, 𝑌) = 𝑔(𝑋, 𝐹𝑌) 

şeklinde yazılabiliyorsa bu 𝑔 metriğine 𝐹 hemen hemen kompleks yapısına göre pür 

metriktirdenir. (𝑀2𝑛 , 𝑔, 𝐹) üçlüsüne ise hemen hemen anti-Hermitian manifoldu denir 

(Yano and Kon 1984). 

Tanım 22: (𝑀2𝑛 , 𝑔, 𝐹) hemen hemen anti-Hermitian manifoldu üzerinde 𝐹 

kompleks yapısı için eğer ∇𝐹 = 0 ise 𝑔 ye anti-Kähler metrik, (𝑀2𝑛 , 𝑔, 𝐹) ye ise anti-

Kähler manifold adı verilir. Burada ∇, 𝑔 nin Levi-Civita konneksiyonudur (Yano and Kon 

1984). 

Tanım 23: Eğer 𝑀4 manifoldunda 𝑔 metriğine göre paralel ve 2-boyutlu 𝐷 null 

dağılımı mevcut ise 4-boyutlu 𝑀4 manifoldu üzerinde bulunan 𝑔 nötral metriği Walker 

metriği olarak adlandırılır.  

Walker’in (Walker 1950) teoreminde 𝑎, 𝑏 ve 𝑐, (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) koordinatlarının 

diferensiyellenebilir fonksiyonları olmak üzere, lokal koordinat sistemi için Walker metriği 

𝑔 = (𝑔𝑖𝑗) = (

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 𝑎 𝑐
0 1 𝑐 𝑏

) (3.6) 

şeklinde ifade edilir. Paralel 𝐷 null 2 manifoldu lokal olarak {𝜕𝑥 , 𝜕𝑦} ile örtülür. Burada 𝜕𝑥 =

𝜕

𝜕𝑥
, 𝜕𝑦 =

𝜕

𝜕𝑦
 şeklindedir. 
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(Matsushita 2005) de, (𝑀4, 𝑔) Walker manifoldunda 𝑔 ye uygun 𝐽 hemen hemen 

kompleks yapısı 𝐽𝜕𝑥 = 𝜕𝑦 ve 𝐽𝜕𝑦 = −𝜕𝑦 olmak üzere; 

𝐽 = (𝐽𝑖
𝑗) =

(

 
 
 
0 −1 −𝑐

1

2
(𝑎 − 𝑏)

1 0
1

2
(𝑎 − 𝑏) 𝑐

0 0 0 −1
0 0 1 0 )

 
 
 

 (3.7) 

şeklinde tek türlü tanımlanmıştır. 

Bu durumdaki uygun 𝐽 hemen hemen kompleks yapının integrallenebilmesi için gerek 

ve yeter koşul ise 

𝑎𝑥 − 𝑏𝑥 − 2𝑐𝑦 = 0                       𝑎𝑦 − 𝑏𝑦 − 2𝑐𝑥 = 0                      

kısmi diferensiyel denklemlerinin sağlanmasıdır. 

Tanım 24: 𝑀4 Walker manifoldu üzerinde bulunan 𝜑 hemen hemen kompleks yapısı 

i. 𝜑2 = −𝐼 

ii. 𝑔(𝜑𝑋, 𝑌) = 𝑔(𝑋,𝜑𝑌), (Nordenlik ya da pür olma özelliği) 

iii. 𝜑𝜕𝑥 = 𝜕𝑦, 𝜑𝜕𝑦 = −𝜕𝑥, 

şartlarını sağlamış olsun. Bu üç özellikten 

{
 
 

 
 

𝜑𝜕𝑥 = 𝜕𝑦
𝜑𝜕𝑦 = −𝜕𝑥

𝜑𝜕𝑧 = 𝛼𝜕𝑥 +
1

2
(𝑎 + 𝑏)𝜕𝑦 − 𝜕𝑡

𝜑𝜕𝑧 = −
1

2
(𝑎 + 𝑏)𝜕𝑥 + 𝛼𝜕𝑦 + 𝜕𝑦

 

ifadesinde tek olmayan 𝜑 yapısı belirlenir. 𝜑 nin lokal bileşenleri ise, {𝜕𝑥 , 𝜕𝑦, 𝜕𝑧 , 𝜕𝑡} doğal 

çatısına göre, 

𝜑 = (𝜑𝑖
𝑗) =

(

 
 
 
0 −1 𝛼 −

1

2
(𝑎 + 𝑏)

1 0
1

2
(𝑎 + 𝑏) 𝛼

0 0 0 1
0 0 −1 0 )

 
 
 

 

ifade edilir. Denklemde 𝛼 = 𝛼(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) keyfi fonksiyonlardır (Matsushita 2005). 

Son matriste 𝛼 = 𝑐 alınırsa, hemen hemen kompleks yapısı 
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𝐹 = (𝐹𝑖
𝑗) =

(

 
 
 
0 −1 𝑐 −

1

2
(𝑎 + 𝑏)

1 0
1

2
(𝑎 + 𝑏) 𝑐

0 0 0 1
0 0 −1 0 )

 
 
 

 

 

(3.8) 

 

denklemi olarak tek türlü elde edilmiş olur (Matsushita 2005). 

 

Tanım 25:(𝑀4, 𝐹, 𝑔) hemen hemen Norden-Walker manifold olarak olmak üzere 𝐹 

hemen hemen komplek yapısı için 

(𝛷𝐹𝑔)𝑘𝑖𝑗 = 𝐹𝑘
𝑚𝜕𝑚𝑔𝑖𝑗 − 𝐹𝑖

𝑚𝜕𝑘𝑔𝑚𝑗 + 𝑔𝑚𝑗(𝜕𝑖𝐹𝑘
𝑚 − 𝜕𝑘𝐹𝑖

𝑚) + 𝑔𝑖𝑗𝜕𝑗𝐹𝑘
𝑚 = 0 (3.9) 

 

Eşitliği geçerli ise 𝐹 ye integrallenebilirdir denir. (𝑀4, 𝜑, 𝑔) üçlüsü bir holomorfik 

Norden-Walker veya Kähler-Norden-Walker manifold olur. Ayrıca 𝛷𝐹𝑔 = 0 ⇔ ∇𝐹 = 0 

şeklindedir. Burada ∇, 𝑔 nin Levi-Civita konneksiyonudur (Salimov and Iscan 2010). 

Teorem 26: (𝑀4, 𝜑, 𝑔) üçlüsü Kähler-Norden-Walker olması için gerek ve yeterli 

koşul 

𝑎𝑥 = 𝑎𝑦 = 𝑐𝑥 = 𝑐𝑦 = 𝑏𝑥 = 𝑏𝑦 = 𝑏𝑧 = 0,     𝑎𝑡 − 2𝑐𝑧 = 0 (3.10) 

kısmi diferensiyel denklemin sağlanmasıdır (Salimov and Iscan 2010).  

Sonuç-1: (𝑀4, 𝜑, 𝑔) Kähler-Norden-Walker manifoldunun 𝑔 metriği ve 𝐹 kompleks 

yapısı sırasıyla 

𝑔 = (𝑔𝑖𝑗) = (

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 𝑎(𝑧) 0
0 1 0 𝑏(𝑡)

) (3.11) 

ve 
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𝐽 = (𝐽𝑖𝑗) =

(

 
 
 
0 −1 0

1

2
(𝑎(𝑧) − 𝑏(𝑡))

1 0
1

2
(𝑎(𝑧) − 𝑏(𝑡)) 0

0 0 0 1
0 0 −1 0 )

 
 
 

 (3.12) 

şeklindedir (Salimov and Iscan 2010). 
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ARAŞTIRMA BULGULARI 

Tezin bu kısmında burulmalı istatistiksel anti-Kähler manifold üzerinde Levi-Civita 

konneksiyonununa bağlı yeni bir konneksiyon tanımlandı. Kompleks yapıya bağlı özel seçilen 

deformasyon tensörü ile elde edilen bu yeni konneksiyonun burulması, eğrilik tensörleri 

incelendi. Daha sonra Walker manifoldları üzerinde bazı örnekler verildi. 

 (𝑀𝑛 , 𝑔, 𝐹) anti-Kähler manifoldu için 

𝑔(𝐹𝑋, 𝑌) = 𝑔(𝐹𝑌,𝑋) 

∇𝐹 = 0  ve 𝐹2 = −𝐼 

olmak üzere, herhangi bir ∇̅ burulmalı konneksiyonu için 

(∇̅𝑋𝑔)(𝑌, 𝑍) − (∇̅𝑌𝑔)(𝑋, 𝑍) = −𝑔(𝑇̅(𝑋, 𝑌), 𝑍) = −𝑇̂(𝑋, 𝑌, 𝑍) (4.1) 

şartı sağlanıyor ise (𝑀𝑛 , 𝑔, 𝐹, ∇̅) dörtlüsüne “burulmalı istatistiksel anti-Kähler manifold” 

denir. 

Teorem 3: ∇̅𝑋𝑌 = ∇𝑋𝑌 + 𝐷(𝑋, 𝑌) konneksiyonu ile verilen (𝑀𝑛 , 𝑔, 𝐹, ∇̅) 

manifoldunun burulmalı istatistiksel manifoldu olması için gerek ve yeter şart 

𝐷̅(𝑋, 𝑌, 𝑍) = 𝐷̅(𝑍, 𝑌, 𝑋) 

olmasıdır. Burada 𝑔(𝐷(𝑋, 𝑌), 𝑍) = 𝐷̅(𝑋, 𝑌, 𝑍) şeklindedir. 

İspat 3: İlk olarak (4.1) eşitliği sağlansın. Bu durumda, 𝑇̅(𝑋, 𝑌), ∇̅ burulmalı 

konneksiyonun burulma tensörü olmak üzere 

𝑇̅(𝑋, 𝑌) =  ∇̅𝑋𝑌 − ∇̅𝑌𝑋 − [𝑋, 𝑌] 

= ∇𝑋𝑌 + 𝐷(𝑋, 𝑌) − ∇𝑌𝑋 − 𝐷(𝑌,𝑋) − [𝑋, 𝑌] 

= 𝐷(𝑋, 𝑌) − 𝐷(𝑌, 𝑋) 

yazılır. Ayrıca (4.1) denkleminden 

(∇̅𝑋𝑔)(𝑌, 𝑍) − (∇̅𝑌𝑔)(𝑋, 𝑍) = 𝑋𝑔(𝑌, 𝑍) − 𝑔(∇̅𝑋𝑌, 𝑍) 

−𝑔(𝑌, ∇̅𝑋𝑍) − 𝑌𝑔(𝑋, 𝑍) + 𝑔(∇̅𝑌𝑋, 𝑍) + 𝑔(𝑋, ∇̅𝑌𝑍) 

= 𝑋𝑔(𝑌, 𝑍) − 𝑔(∇𝑋𝑌 + 𝐷(𝑋, 𝑌), 𝑍) − 𝑔(𝑌, ∇𝑋𝑍 + 𝐷(𝑋, 𝑍) 

−𝑌𝑔(𝑋, 𝑍) − 𝑔(∇𝑌𝑋 + 𝐷(𝑌,𝑋), 𝑍) + 𝑔(𝑋, ∇𝑌𝑍 + 𝐷(𝑌, 𝑍) 

= −𝑔(𝐷(𝑋, 𝑌), 𝑍) − 𝑔(𝑌,𝐷(𝑋, 𝑍)) +  𝑔(𝐷(𝑌, 𝑋), 𝑍) 

+𝑔(𝑋,𝐷(𝑌, 𝑍)) 
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olur. Diğer yandan, 

−𝑔(𝐷(𝑋, 𝑌), 𝑍) − 𝑔(𝑌,𝐷(𝑋, 𝑍)) +  𝑔(𝐷(𝑌, 𝑋), 𝑍) + 𝑔(𝑋, 𝐷(𝑌, 𝑍)) 

= −𝐷̅(𝑋, 𝑌, 𝑍) + 𝐷̅(𝑌, 𝑋, 𝑍) 

ve 

−𝐷̅(𝑋, 𝑌, 𝑍) − 𝐷̅(𝑋, 𝑍, 𝑌) + 𝐷̅(𝑌, 𝑋, 𝑍) + 𝐷̅(𝑌, 𝑍, 𝑋) = −𝐷̅(𝑋, 𝑌, 𝑍) + 𝐷̅(𝑌, 𝑋, 𝑍) 

olduğundan 

−𝐷̅(𝑋, 𝑍, 𝑌) + 𝐷̅(𝑌, 𝑍, 𝑋) = 0 

elde  edilir. 

İkinci olarak  𝐷̅(𝑋, 𝑌, 𝑍) = 𝐷̅(𝑍, 𝑌, 𝑋) olsun, ∇̅𝑋𝑌 =  ∇𝑋𝑌 + 𝐷(𝑋, 𝑌) eşitliğinden 

𝐷̅(𝑋, 𝑌, 𝑍) = 𝑔(𝐷(𝑋, 𝑌), 𝑍) = 𝑔(∇̅𝑋𝑌 − ∇𝑋𝑌, 𝑍) 

= 𝑔(∇̅𝑋𝑌, 𝑍) − 𝑔(∇𝑋𝑌, 𝑍) 

olup 

   𝐷̅(𝑋, 𝑌, 𝑍) = 𝐷̅(𝑍, 𝑌, 𝑋) = 𝑔(∇̅𝑍𝑌,𝑋) − 𝑔(∇𝑍𝑌, 𝑋) 

olur. Buradan 

   𝑔(∇̅𝑋𝑌, 𝑍) − 𝑔(∇𝑋𝑌, 𝑍) = 𝑔(∇̅𝑍𝑌, 𝑋) − 𝑔(∇𝑍𝑌, 𝑋) 

olup son eşitlik 𝑋, 𝑌, 𝑍 ye göre döngüsel olarak yazılırsa, 

𝑔(∇̅𝑋𝑌, 𝑍) − 𝑔(∇̅𝑍𝑌,𝑋) = 𝑔(∇𝑋𝑌, 𝑍) − 𝑔(∇𝑍𝑌, 𝑋) 

𝑔(∇̅𝑍𝑋, 𝑌) − 𝑔(∇̅𝑌𝑋, 𝑍) = 𝑔(∇𝑍𝑋, 𝑌) − 𝑔(∇𝑌𝑋, 𝑍) 

−𝑔(∇̅𝑌𝑍, 𝑋) + 𝑔(∇̅𝑋𝑍, 𝑌) = −𝑔(∇𝑌𝑍,𝑋) + 𝑔(∇𝑋𝑍, 𝑌) 

elde edilir. Son üç denklem taraf tarafa toplanırsa 

𝑔(∇̅𝑋𝑌, 𝑍) + 𝑔(𝑌, ∇̅𝑋𝑍) − [𝑔(∇̅𝑌𝑋, 𝑍) + 𝑔(𝑋, ∇̅𝑌𝑍)] 

+𝑔(∇̅𝑍𝑋, 𝑌) − 𝑔(∇̅𝑍𝑌, 𝑋) = 𝑔(∇𝑋𝑌, 𝑍) + 𝑔(𝑌, ∇𝑋𝑍) 

−[𝑔(∇𝑌𝑋, 𝑍) + 𝑔(𝑋, ∇𝑌𝑍)] + 𝑔(∇𝑍𝑋, 𝑌) − 𝑔(∇𝑍𝑌, 𝑋) 

elde edilir. Buradan 

𝑋𝑔(𝑌, 𝑍) − (∇̅𝑋𝑔)(𝑌, 𝑍) − 𝑌𝑔(𝑋, 𝑍) + (∇̅𝑌𝑔)(𝑋, 𝑍) + 𝑔(∇̅𝑍𝑋, 𝑌) − 𝑔(∇̅𝑍𝑌, 𝑋) 

= 𝑋𝑔(𝑌, 𝑍) − (∇𝑋𝑔)(𝑌, 𝑍) − 𝑌𝑔(𝑋, 𝑍) + (∇𝑌𝑔)(𝑋, 𝑍) 

+𝑔(∇𝑍𝑋, 𝑌) − 𝑔(∇𝑍𝑌, 𝑋) 

olur. Ayrıca 

−(∇̅𝑋𝑔)(𝑌, 𝑍) + (∇̅𝑌𝑔)(𝑋, 𝑍) = 𝑔(∇̅𝑍𝑌 − ∇𝑍𝑌,𝑋) − 𝑔(∇̅𝑍𝑋 − ∇𝑍𝑋, 𝑌) 
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= 𝑔(𝐷(𝑍, 𝑌), 𝑋) − 𝑔(𝐷(𝑍, 𝑋), 𝑌) 

= 𝑔(𝐷(𝑋, 𝑌), 𝑍) − 𝑔(𝐷(𝑌, 𝑋), 𝑍) 

= 𝑔(𝐷(𝑋, 𝑌) − 𝐷(𝑌, 𝑋), 𝑍) = 𝑔(𝑇̅(𝑋, 𝑌), 𝑍) 

elde edilir. 

Bu kısımdaki amaç, 𝐷̅(𝑋, 𝑌, 𝑍) = 𝐷̅(𝑍, 𝑌, 𝑋) şartını sağlayan özel bir deformasyon 

tensörü yazıp oluşan ∇̅ konneksiyonunun özelliklerini incelemektir. Deformasyon tensörü 

𝐷(𝑋, 𝑌) = 𝑝(𝑋)𝑌 + 𝑈𝑔(𝑋, 𝑌) − 𝑝(𝐹𝑋)(𝐹𝑌) − (𝐹𝑈)𝑔(𝐹𝑋, 𝑌) 

şeklinde seçilsin. Burada 𝑝 keyfi bir kovektör alanı ve 𝑈 ise 𝑔(𝑋, 𝑈) = 𝑝(𝑋) şartını sağlayan 

keyfi bir vektör alanıdır. Buradan 𝐷̅(𝑋, 𝑌, 𝑍) = 𝑔(𝐷(𝑋, 𝑌), 𝑍) olmak üzere 

𝐷̅(𝑋, 𝑌, 𝑍) = 𝑝(𝑋)𝑔(𝑌, 𝑍) + 𝑝(𝑍)𝑔(𝑋, 𝑌) − 𝑝(𝐹𝑋)𝑔(𝐹𝑌, 𝑍) − 𝑝(𝐹𝑍)𝑔(𝐹𝑋, 𝑌) 

olup kolayca görülür ki 𝐷̅(𝑋, 𝑌, 𝑍) = 𝐷̅(𝑍, 𝑌, 𝑋) dir. O halde ∇̅ burulmalı istatistiksel 

konneksiyon 

∇̅𝑋𝑌 = ∇𝑌𝑋 + 𝑝(𝑋)𝑌 + 𝑈𝑔(𝑋, 𝑌) − 𝑝(𝐹𝑋)(𝐹𝑌) − (𝐹𝑈)𝑔(𝐹𝑋, 𝑌) (4.2) 

şeklinde olacaktır. Bu konneksiyonun burulma tensörü 𝑇̅(𝑋, 𝑌) =  ∇̅𝑋𝑌 − ∇̅𝑌𝑋 − [𝑋, 𝑌] 

ifadesinden 

𝑇̅(𝑋, 𝑌) = 𝑝(𝑋)𝑌 − 𝑝(𝑌)𝑋 − 𝑝(𝐹𝑋)(𝐹𝑌) + 𝑝(𝐹𝑌)(𝐹𝑋) 

elde edilir. Yani aslında deformasyon tensörü özel seçilerek yarı simetrik burulmaya sahip bir 

istatistiksel manifold elde edilmiş oldu. 

Elde edilen bu yeni konneksiyon için, 

𝐷(𝐹𝑋, 𝑌) = 𝐷(𝑋, 𝐹𝑌) = 𝐹𝐷(𝑋, 𝑌) 

olduğu aşikardır. Yani deformasyon tensörü 𝐹 kompleks yapısına göre pürdür. Ayrıca ∇ Levi-

Civita konneksiyonu da 𝐹 kompleks yapısına göre pür olduğundan 

∇̅𝐹𝑋𝑌 = ∇̅𝑋(𝐹𝑌) = 𝐹∇̅𝑋𝑌 

ve buradan (∇̅𝑋𝐹)𝑌 = ∇̅𝑋(𝐹𝑌) − 𝐹∇̅𝑋𝑌 = 0 olup ∇̅ konneksiyonu 𝐹 kompleks yapısına göre 

pür ve 𝐹, ∇̅ burulmalı konneksiyonuna göre paraleldir. 

 

Burulma Tensörünün Özellikleri 

Yarı-simetrik olan burulma tensörü 
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𝑇̅(𝑋, 𝑌) = 𝑝(𝑋)𝑌 − 𝑝(𝑌)𝑋 − 𝑝(𝐹𝑋)(𝐹𝑌) + 𝑝(𝐹𝑌)(𝐹𝑋) 

şeklinde olup buradan 

𝑇̅(𝐹𝑋, 𝑌) = 𝑝(𝐹𝑋)(𝑌) − 𝑝(𝑌)(𝐹𝑋) + 𝑝(𝑋)(𝐹𝑌) − 𝑝(𝐹𝑌)(𝑋) 

𝑇̅(𝑋, 𝐹𝑌) = 𝑝(𝑋)(𝐹𝑌) − 𝑝(𝐹𝑌)(𝑋) + 𝑝(𝐹𝑋)(𝑌) − 𝑝(𝑌)(𝐹𝑋) 

𝐹𝑇̅(𝑋, 𝑌) = 𝑝(𝑋)(𝐹𝑌) − 𝑝(𝑌)(𝐹𝑋) + 𝑝(𝐹𝑋)(𝑌) − 𝑝(𝐹𝑌)(𝑋) 

elde edilir. Buradan kolayca görülür ki 

𝑇̅(𝐹𝑋, 𝑌) = 𝑇̅(𝑋, 𝐹𝑌) = 𝐹𝑇̅(𝑋, 𝑌) 

dir. Yani ∇̅ yarı-simetrik konneksiyona sahip istatistiksel konneksiyonun burulma tensörü 𝐹 

kompleks yapısına göre pürdür. 

𝑇̅ burulma tensörünün pür olması sebebiyle (3.1) denklemiyle belirtilen Tachibana 

operatör bu 𝑇̅ tensörüne uygulanırsa, 

(Φ𝐹𝑍𝑇̅)(𝑋, 𝑌) = (∇𝐹𝑍𝑇̅)(𝑋, 𝑌) − (∇𝑍𝑇̅)(𝐹𝑋, 𝑌) 

= (∇𝐹𝑍𝑝)(𝑋)𝑌 − (∇𝐹𝑍𝑝(𝑌)𝑋 − (∇𝐹𝑍𝑝)(𝐹𝑋)(𝐹𝑌) + (∇𝐹𝑍𝑝)(𝐹𝑌)(𝐹𝑋) 

−(∇𝑍𝑝)(𝐹𝑋)𝑌 + (∇𝑍𝑝)(𝑌)(𝐹𝑋) − (∇𝑍𝑝)(𝑋)(𝐹𝑌) + (∇𝑍𝑝)(𝐹𝑌)(𝑋) 

= [(∇𝐹𝑍𝑝)(𝑋) − (∇𝑍𝑝)(𝐹𝑋)](𝑌) − [(∇𝐹𝑍𝑝)(𝑌) − (∇𝑍𝑝)(𝐹𝑌)](𝑋) 

−[(∇𝐹𝑍𝑝)(𝐹𝑋) + (∇𝑍𝑝)(𝑋)](𝐹𝑌) + [(∇𝐹𝑍𝑝)(𝐹𝑌) + (∇𝑍𝑝)(𝑌)](𝐹𝑋) 

olur. Ayrıca 𝑇̅ burulma tensörü içinde bulunan 𝑝 kovektörü (1-form) için de 

(Φ𝐹𝑍𝑝)(𝑋) = (∇𝐹𝑍𝑝)(𝑋) − (∇𝑍𝑝)(𝐹𝑋) 

yazılabilir. Son iki eşitlikten 

(Φ𝐹𝑍𝑇̅)(𝑋, 𝑌) = (Φ𝐹𝑍𝑝)(𝑋)(𝑌) − (Φ𝐹𝑍𝑝)(𝑌)(𝑋) 

−(Φ𝐹𝑍𝑝)(𝐹𝑋)(𝐹𝑌) + (Φ𝐹𝑍𝑝)(𝐹𝑌)(𝐹𝑋) 

 

olur. Buradan aşağı teorem elde edilir. 

Teorem 5: (𝑀𝑛 , 𝑔, 𝐹, ∇̅) yarı-simetrik burulmaya sahip istatistiksel anti-Kähler 

manifold olsun. Bu manifoldun ∇̅ konneksiyonunun burulma tensörü 𝑇̅ için, eğer bu tensör 

içinde bulunan 𝑝 kovektörü holomorfik ise 𝑇̅ tensörü de holomorfiktir. Yani Φ𝐹𝑝 = 0 ⇒

Φ𝑃𝑇̅ = 0 dır. 

Bundan sonra Φ𝐹𝑝 = 0 olduğu kabul edilecektir. Yani  

(Φ𝐹𝑋𝑝)(𝑌) = (∇𝐹𝑋𝑝)(𝑌) − (∇𝑋𝑝)(𝐹𝑌) = 0 
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şartı her zaman sağlanacaktır. 

Her hangi bir ∇̅ konneksiyonunun eğrilik tensörü 

𝑅̅(𝑋, 𝑌, 𝑍) = ∇̅𝑋∇̅𝑌𝑍 − ∇̅𝑌∇̅𝑋𝑍 − ∇̅[𝑋,𝑌]𝑍 

şeklinde verilir. Eğer bu konneksiyon ∇̅𝑋𝑌 = ∇𝑋𝑌 + 𝐷(𝑋, 𝑌) şeklinde olursa eğrilik tensörü 

𝑅̅(𝑋, 𝑌, 𝑍) = 𝑅(𝑋, 𝑌, 𝑍) + (∇𝑋𝐷)(𝑌, 𝑍) − (∇𝑌𝐷)(𝑋, 𝑍) + 𝐷(𝑋,𝐷(𝑌, 𝑍)) − 𝐷(𝑌, 𝐷(𝑋, 𝑍)) 

biçiminde olur. Burada ∇ ve 𝑅 sırasıyla Levi-Civita konneksiyonu ve Riemann eğrilik 

tensörüdür. 

(4.2) denkleminde verilen konneksiyon için 𝐷(𝑋, 𝑌) tensörü 

𝐷(𝑋, 𝑌) = 𝑝(𝑋)𝑌 + 𝑈𝑔(𝑋, 𝑌) − 𝑝(𝐹𝑋)(𝐹𝑌) − (𝐹𝑈)𝑔(𝐹𝑋, 𝑌) 

şeklinde olup buradan 

(∇𝑋𝐷)(𝑌, 𝑍) = (∇𝑋𝐷)(𝑌)(𝑍) + (∇𝑋𝑈)𝑔(𝑌, 𝑍) − (∇𝑋𝑝)(𝐹𝑌)(𝐹𝑍) − (𝐹∇𝑋𝑈)𝑔(𝐹𝑌, 𝑍) 

ve 

𝐷(𝑋,𝐷(𝑌, 𝑍)) = 𝐷(𝑋, 𝑝(𝑌)𝑍 + 𝑈𝑔(𝑌, 𝑍) − 𝑝(𝐹𝑌)(𝐹𝑍) − (𝐹𝑈)𝑔(𝐹𝑌, 𝑍)) 

= 𝐷(𝑋, 𝑍)𝑝(𝑌) + 𝑔(𝑌, 𝑍)𝐷(𝑋, 𝑈) − 𝑝(𝐹𝑌)𝐷(𝑋, 𝐹𝑍) − 𝑔(𝐹𝑌, 𝑍)𝐷(𝑍, 𝐹𝑈) 

= 𝑝(𝑌)(𝑝(𝑋)(𝑍) + 𝑝(𝑌)𝑈𝑔(𝑋, 𝑍) − 𝑝(𝑌)𝑝(𝐹𝑋)(𝐹𝑍) − 𝑝(𝑌)(𝐹𝑈)𝑔(𝐹𝑋, 𝑍) 

+𝑔(𝑌, 𝑍)𝑝(𝑋)𝑈𝑔(𝑌, 𝑍)𝑈𝑝(𝑋) − 𝑔(𝑌, 𝑍)𝑝(𝐹𝑋)(𝐹𝑈) − 𝑔((𝑌, 𝑍)(𝐹𝑈)𝑝(𝐹𝑋) 

−𝑝(𝐹𝑌)𝑝(𝑋)(𝐹𝑍) − 𝑝(𝐹𝑌)𝑈𝑔(𝑋, 𝐹𝑍) − 𝑝(𝐹𝑌)𝑝(𝐹𝑋)(𝑍)

− 𝑝(𝐹𝑌)(𝐹𝑈)𝑔(𝑋, 𝑍) − 𝑔(𝐹𝑌, 𝑍)𝑝(𝑋)(𝐹𝑈) − 𝑔(𝐹𝑌, 𝑍)𝑈𝑝(𝐹𝑋)

− 𝑔(𝐹𝑌, 𝑍)𝑝(𝐹𝑋)(𝑈) − 𝑔(𝐹𝑌, 𝑍)(𝐹𝑈)𝑝(𝑋) 

elde edilir. Bu son iki denklem 𝑅̅ de yerine yazılırsa, 

𝑅̅(𝑋, 𝑌, 𝑍) = 𝑅(𝑋, 𝑌, 𝑍) + [(∇𝑋𝑃)(𝑌) − (∇𝑌𝑝𝑃)(𝑋)(𝑍) 

+[∇𝑋𝑈 + 𝑈𝑝(𝑋) − (𝐹𝑈)𝑝(𝐹𝑋)]𝑔(𝑌, 𝑍) 

−[∇𝑌𝑈 + 𝑈𝑝(𝑌) − (𝐹𝑈)𝑝(𝐹𝑌)]𝑔(𝑋, 𝑍) 

−[F∇𝑋𝑈 + (𝑈)𝑝(𝐹𝑋) + (𝐹𝑈)𝑝(𝐹𝑋)]𝑔(𝐹𝑌, 𝑍) 

+[F∇𝑌𝑈+ (𝑈)𝑝(𝐹𝑌) + (𝐹𝑈)𝑝(𝐹𝑌)]𝑔(𝐹𝑋, 𝑍) 

−[∇𝑋𝑝(𝐹𝑌) − (∇𝑌𝑝)(𝐹𝑋)](𝐹𝑍) 

 

olur. Son olarak 

𝐴(𝑋, 𝑌) = (∇𝑋𝑝)(𝑌) + 𝑝(𝑋)𝑝(𝑌) − 𝑝(𝐹𝑋)𝑝(𝐹𝑌) 



 

24 

denilirse 

𝑅̅(𝑋, 𝑌, 𝑍,𝑊) = 𝑅(𝑋, 𝑌, 𝑍,𝑊) + 𝐴(𝑋,𝑊)𝑔(𝑌, 𝑍) − 𝐴(𝑌,𝑊)𝑔(𝑋, 𝑍) 

−𝐴(𝑋, 𝐹𝑊)𝑔(𝐹𝑌, 𝑍) + 𝐴(𝑌, 𝐹𝑊)𝑔(𝐹𝑋, 𝑍) 

+[𝐴(𝑋, 𝑌) − 𝐴(𝑌, 𝑋)]𝑔(𝑍,𝑊) − [𝐴(𝑋, 𝐹𝑌) − 𝐴(𝐹𝑌,𝑋)]𝑔(𝐹𝑍,𝑊) 

şeklinde (𝑀𝑛 , 𝑔, 𝐹, ∇̅) yarı-simetrik burulmaya sahip istatistiksel anti-Kähler manifoldun (0,4) 

tipli eğrilik tensörü elde edilir. 

(𝑀𝑛 , 𝑔, 𝐹, ∇̅) yarı-simetrik burulmaya sahip istatistiksel anti-Kähler manifoldunun 

(0,4) tipli eğrilik tensörü içinde bulunan 𝐴(𝑋, 𝑌) tensörü için 

𝐴(𝐹𝑋, 𝑌) = (∇𝐹𝑋𝑝)(𝑌) + 𝑝(𝐹𝑋)𝑝(𝑌) + 𝑝(𝑋)𝑝(𝐹𝑌) 

𝐴(𝑋, 𝐹𝑌) = (∇𝑋𝑝)(𝐹𝑌) + 𝑝(𝑋)𝑝(𝐹𝑌) + 𝑝(𝐹𝑋)𝑝(𝑌) 

olup 𝐴(𝐹𝑋, 𝑌) − 𝐴(𝑋, 𝐹𝑌) = 0 dır. Yani 𝐴(𝑋, 𝑌) tensörü 𝐹 kompleks yapısına göre pürdür. 

Dolayısıyla Tachibana operatörü uygulanabilir. Buradan 

𝐴(𝑋, 𝑌) = (∇𝑋𝑝)(𝑌) + 𝑝(𝑋)𝑝(𝑌) − 𝑝(𝐹𝑋)𝑝(𝐹𝑌) 

şeklinde olup bu tensöre Tachibana operatörünün 3. şartı (Leibniz Kuralı) uygulanırsa 

(Φ𝐹𝑍𝐴)(𝑋, 𝑌) = (Φ𝐹𝑍∇𝑋𝑝)(𝑌) 

elde edilir. Son denklemin sağ tarafı  (Φ𝐹𝑍𝑝)(𝑋) = (∇𝐹𝑍𝑝)(𝑋) − (∇𝑍𝑝)(𝐹𝑋) denklemine 

uyarlanırsa 

(Φ𝐹𝑍𝐴)(𝑋, 𝑌) = (Φ𝐹𝑍∇𝑋𝑝)(𝑌) 

= (∇𝐹𝑍∇𝑋𝑝)(𝑌) − (∇𝑍∇𝑋𝑝)(𝐹𝑌) 

olur. Son eşitlikten ve 1-forma uygulanan Ricci özdeşliğinden (Salimov ve Mağden 2008) 

(∇𝐹𝑍∇𝑋𝑝)(𝑌) = (∇𝑋∇𝐹𝑍𝑝)(𝑌) −
1

2
𝑝(𝑅(𝐹𝑍, 𝑋, 𝑌)) (4.3) 

 

(∇𝑍∇𝑋𝑝)(𝐹𝑌) = (∇𝑋∇𝑍𝑝)(𝐹𝑌) −
1

2
𝑝(𝑅(𝑍, 𝑋, 𝐹𝑌)) (4.4) 

elde edilir. Burada (∇𝐹𝑍𝑝)(𝑌) = (∇𝑍𝑝)(𝐹𝑌) ifadesinin kovaryant türevi alınırsa 

(∇𝑋∇𝐹𝑍𝑝)(𝑌) = (∇𝑋∇𝑍𝑝)(𝐹𝑌) (4.5) 

 

olup (4.3), (4.4) ve (4.5) denklemlerinden 

(∇𝐹𝑍∇𝑋𝑝)(𝑌) − (∇𝑍∇𝑋𝑝)(𝐹𝑌) = −
1

2
𝑝(𝑅(𝐹𝑍, 𝑋, 𝑌) − 𝑅(𝑍, 𝑋, 𝐹𝑌)) 
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olur. Son olarak Riemann eğrilik tensörü 𝐹 kompleks yapısına göre pür olduğundan 

(∇𝐹𝑍∇𝑋𝑝)(𝑌) − (∇𝑍∇𝑋𝑝)(𝐹𝑌) = 0 

olur. Buradan 

(Φ𝐹𝑍𝐴)(𝑋, 𝑌) = (∇𝐹𝑍∇𝑋𝑝)(𝑌) − (∇𝑍∇𝑋𝑝)(𝐹𝑌) = 0 (4.6) 

yazılır. Tachibana operatörü 𝑅̅ eğrilik tensörüne uygulanırsa ve (4.6) denkleminden 

(Φ𝐹𝑉𝑅̅)(𝑋, 𝑌, 𝑍,𝑊) = (Φ𝐹𝑉𝑅)(𝑋, 𝑌, 𝑍,𝑊) + (Φ𝐹𝑉𝐴)(𝑋,𝑊)𝑔(𝑌, 𝑍) 

−(Φ𝐹𝑉𝐴)(𝑌,𝑊) 𝑔(𝑋, 𝑍) − (Φ𝐹𝑉𝐴)(𝑋, 𝐹𝑊) 𝑔(𝐹𝑌, 𝑍) 

+(Φ𝐹𝑉𝐴)(𝑌, 𝐹𝑊) 𝑔(𝐹𝑋, 𝑍) 

+[(Φ𝐹𝑉𝐴)(𝑋, 𝑌) − (Φ𝐹𝑉𝐴)(𝑌, 𝑋)] 𝑔(𝑍,𝑊) 

−[(Φ𝐹𝑉𝐴)(𝑋, 𝐹𝑌) − (Φ𝐹𝑉𝐴)(𝐹𝑌, 𝑋)] 𝑔(𝐹𝑍,𝑊) 

= 0 

olur. Buradan aşağıdaki teorem elde edilir. 

Teorem 6: (𝑀𝑛 , 𝑔, 𝐹, ∇̅) yarı-simetrik burulmaya sahip istatistiksel anti-Kähler 

manifold olsun. Bu manifoldun ∇̅ konneksiyonunun eğrilik tensörü 𝑅̅ holomorfiktir. Yani 

Φ𝐹𝑅̅ = 0 dır ve aşağıdaki eşitlikler sağlanır: 

(Φ𝐹𝑉𝑅̅)(𝑋, 𝑌, 𝑍,𝑊) = (∇𝐹𝑉𝑅̅)(𝑋, 𝑌, 𝑍,𝑊) − (∇𝐹𝑅̅)(𝐹𝑋, 𝑌, 𝑍,𝑊) 

olup son eşitliğin sağ tarafından 

(∇𝐹𝑉𝑅̅)(𝑋, 𝑌, 𝑍,𝑊) = (∇𝑉𝑅̅)(𝐹𝑋, 𝑌, 𝑍,𝑊) 

= (∇𝑉𝑅̅)(𝑋, 𝐹𝑌, 𝑍,𝑊) 

= (∇𝑉𝑅̅)(𝑋, 𝑌, 𝐹𝑍,𝑊) 

= (∇𝑉𝑅̅)(𝑋, 𝑌, 𝑍, 𝐹𝑊). 

yazılır. Yani 𝑅̅ eğrilik tensörünün Levi-Civita konneksiyonuna göre türevi de 𝐹 kompleks 

yapısına göre pürdür. 

(𝑀𝑛 , 𝑔, 𝐹, ∇̅) yarı-simetrik burulmaya sahip istatistiksel anti-Kähler manifoldunun 

Ricci eğrilik tensörü 𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ , {𝐸𝑖}, 𝑖 = 1,…𝑛 vektör sistemi 𝑀𝑛 üzerinde ortanormal vektör 

alanları olmak üzere 

 

𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ (𝑋, 𝑌) =∑𝑅̅(𝐸𝑖 , 𝑋, 𝑌, 𝐸𝑖)

𝑛

𝑖=1

 

= 𝑅𝑖𝑐(𝑋, 𝑌) + 2𝐴(𝑋, 𝑌) − 4𝐴(𝑌, 𝑋) 
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+𝑖𝑧(𝐴)𝑔(𝑋, 𝑌) − 𝑖𝑧(𝑄)𝑔(𝐹𝑋, 𝑌) 

şeklindedir. Burada 

𝑖𝑧(𝐴) =∑𝐴(𝐸𝑖 , 𝐸𝑖)

𝑛

𝑖=1

 

= ∑[(∇𝐸𝑖𝑝)(𝐸𝑖) + 2𝑝(𝐸𝑖)𝑝(𝐸𝑖)]

𝑛

𝑖=1

 

ve 

𝑖𝑧(𝑄) =∑(𝐴 ∘ 𝐹)(𝐸𝑖, 𝐸𝑖)

𝑛

𝑖=1

=∑(𝐴)(𝐸𝑖 , 𝐹𝐸𝑖)

𝑛

𝑖=1

 

= ∑[(∇𝐸𝑖𝑝)(𝐹𝐸𝑖) + 2𝑝(𝐸𝑖)𝑝(𝐹𝐸𝑖)]

𝑛

𝑖=1

 

biçimindedir. 𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅  tensörünün simetrikliği için, 

𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ (𝑋, 𝑌) − 𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ (𝑌, 𝑋) = 6[𝐴(𝑋, 𝑌) − 𝐴(𝑌, 𝑋)] 

= 6[(∇X𝑝)𝑌 − (∇Y𝑝)𝑋] 

= 6[(∇X𝑝)𝑌 − (∇Y𝑝)𝑋 + 𝑝(∇X𝑌 − ∇Y𝑋) − 𝑝([X, Y])] 

= 6[𝑋𝑝(𝑌) − 𝑌𝑝(𝑋) − 𝑝([X, Y])] 

= 12(𝑑𝑝)(𝑋, 𝑌) 

elde edilir. Burada 𝑑𝑝, 𝑝 kovektörünün dış türevidir. Buradan 

Teorem 7: (𝑀𝑛 , 𝑔, 𝐹, ∇̅) yarı-simetrik burulmaya sahip istatistiksel anti-Kähler 

manifold olsun. Bu manifoldun ∇̅ konneksiyonunun Ricci tensörünün simetrik olması için 

gerek ve yeter şart 𝑝 kovektörünün kapalı olmasıdır. Yani 𝑑𝑝 = 0 olmasıdır. 

(𝑀𝑛 , 𝑔, 𝐹, ∇̅) yarı-simetrik burulmaya sahip istatistiksel manifoldunun skaler eğriliği 𝜏̅, 

𝜏̅ = ∑𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ (𝐸𝑖, 𝐸𝑖)

𝑛

𝑖=1

 

= 𝜏 + (𝑛 − 2)(𝑖𝑧(𝐴)) 

biçimindedir. 

 

Teorem 8: (𝑀𝑛 , 𝑔, 𝐹, ∇̅) yarı-simetrik burulmaya sahip istatistiksel anti-Kähler 

manifold olsun. Bu manifoldun ∇̅ konneksiyonunun skaler eğriliği 𝜏̅ nin ∇ Levi-Civita 



 

27 

konneksiyonunun skaler eğriliği 𝜏  ile çakışması için gerek ve yeter şart 𝑖𝑧(𝐴) = 0 olması ya 

da 

∑[(∇𝐸𝑖𝑝)(𝐸𝑖) + 2𝑝(𝐸𝑖)𝑝(𝐸𝑖)]

𝑛

𝑖=1

= 0 

denkleminin sağlanmasıdır. 

𝑼(𝑹𝒊𝒄)-Vektör Alanı 

Tanım 22: 𝑈, (𝑀𝑛 , 𝑔) Riemann manifoldlarda bir vektör alanı ve 𝑋, 𝑌 ∈ ℑ0
1(𝑀𝑛) 

olmak üzere eğer 

(∇𝑋𝑝)(𝑌) = 𝜆𝑅𝑖𝑐(𝑋, 𝑌) (4.7) 

şartı sağlanıyorsa 𝑈 ya (𝑀𝑛 , 𝑔) üzerinde 𝑈(𝑅𝑖𝑐)-vektör alanı denir. Buradan 𝜆, 𝐶𝑘-sınıfından 

sıfırdan farklı skaler bir fonksiyon, ∇ Levi-Civita konveksiyonu ve  𝑋 ∈ ℑ0
1(𝑀𝑛) için 

𝑔(𝑈,𝑋) = 𝑝(𝑋) dir. Lokal koordinatlarda (4.7) ifadesi 

∇𝑖𝑝𝑗 = 𝜆(𝑅𝑖𝑐)𝑖𝑗 

 olup burada 𝑝𝑖 = 𝑔𝑖𝑚𝑈
𝑚 şeklindedir. 

(4.7) denklemindeki ∇ Levi-Civita konveksiyonunun Ricci tensörü simetrik 

olduğundan, yani 

𝑅𝑖𝑐(𝑋, 𝑌) − 𝑅𝑖𝑐(𝑌, 𝑋) =
1

𝜆
[(∇𝑋𝑝)(𝑌) − (∇𝑌𝑝)(𝑋)] 

=
1

𝜆
[𝑋𝑝(𝑌) − 𝑝(∇𝑋𝑌) − 𝑌𝑝(𝑋) + 𝑝(∇𝑌𝑋) 

=
1

𝜆
[𝑋𝑝(𝑌) − 𝑌𝑝(𝑋) − 𝑝(∇𝑋𝑌 − ∇𝑌𝑋)] 

=
1

𝜆
[𝑋𝑝(𝑌) − 𝑌𝑝(𝑋) − 𝑝([𝑋, 𝑌])] 

=
2

𝜆
(𝑑𝑝)(𝑋, 𝑌) 

= 0 

dır. Buradan aşağıdaki sonuç elde edilmiştir. 

Önerme-2: (𝑀𝑛 , 𝑔, ∇̅, 𝐹) burulmalı istatistiksel anti-Kähler manifoldunda 𝑝,𝑈(𝑅𝑖𝑐)-

vektör alanı seçilirse 𝑑𝑝 = 0 yani 𝑝 kapalı olur. 
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Önerme-3: 𝑈(𝑅𝑖𝑐)-vektör alanına sahip (𝑀𝑛 , 𝑔, ∇̅, 𝐹) burulmalı istatistiksel anti-

Kähler manifoldunda ∇̅ yarı-simetrik konneksiyonuna göre 𝑈(𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ ) şartı 

(∇̅𝑋𝑝)(𝑌) = 𝛾𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ (𝑋, 𝑌) (4.8) 

biçimindedir. Burada 𝛾, 𝐶𝑘-sınıfından sıfırdan farklı skaler bir fonksiyon ve 𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ (𝑋, 𝑌), ∇̅ 

konneksiyonunun Ricci tensörüdür. 

İspat: (4.8) denkleminin sol tarafı için 

(∇̅𝑋𝑝)(𝑌) = (∇𝑋𝑝)(𝑌) − 𝑝(𝑋)𝑝(𝑌) − 𝑝(𝑈)𝑔(𝑋, 𝑌) − 𝑝(𝐹𝑋)𝑝(𝐹𝑌) − 𝑝(𝐹𝑈)𝑔(𝐹𝑋, 𝑌) 

şeklinde olup 

(∇̅𝑋𝑝)(𝑌) − (∇̅𝑌𝑝)(𝑋) = (∇𝑌𝑝)(𝑋) − (∇𝑋𝑝)(𝑌) 

= 𝜆[𝑅𝑖𝑐(𝑋, 𝑌) − 𝑅𝑖𝑐(𝑌, 𝑋)] 

= 0 

ve (4.8) denkleminin sağ tarafı için ise Teorem 7 den 

𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ (𝑋, 𝑌) − 𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ (𝑌, 𝑋) = 12(𝑑𝑝)(𝑋, 𝑌) 

ve Önerme-1 den 𝑑𝑝 = 0 olup 𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅  simetriktir.  

Önerme-4: (𝑀𝑛 , 𝑔, ∇̅, 𝐹), 𝑈(𝑅𝑖𝑐)-vektör alanına sahip yarı simetrik burulmalı 

istatistiksel anti-Kähler manifold olsun. Bu durumda ∇ Levi-Civita konveksiyonunun skaler 

eğriliği, 

𝜏 =
𝑛 − 2𝛾(𝑛 − 2)

𝛾2(𝑛 − 2)
𝑝(𝑈) 

şeklindedir. 

İspat: (4.8) denkleminden 

(∇̅𝑋𝑝)(𝑌) = (∇𝑋𝑝)(𝑌) − 𝑝(𝑋)𝑝(𝑌) − 𝑝(𝑈)𝑔(𝑋, 𝑌) − 𝑝(𝐹𝑋)𝑝(𝐹𝑌) − 𝑝(𝐹𝑈)𝑔(𝐹𝑋, 𝑌) 

ve 𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅  tensörünün tanımından 

𝛾𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ (𝑋, 𝑌) = 𝛾[𝑅𝑖𝑐(𝑋, 𝑌) + 2𝐴(𝑌, 𝑋) − 4(𝑋, 𝑌) + (𝑖𝑧𝐴)𝑔(𝑋, 𝑌) − (𝑖𝑧𝐵)𝑔(𝐹𝑋, 𝑌) 

yazılır. Son iki denklemin eşitliğinden, 

−𝑝(𝑋)𝑝(𝑌) + 𝑝(𝑈)𝑔(𝑋, 𝑌) − 𝑝(𝐹𝑋)𝑝(𝐹𝑌) − 𝑝(𝐹𝑈)𝑔(𝐹𝑋, 𝑌) 

= 𝛾[2𝐴(𝑌, 𝑋) − 4𝐴(𝑋, 𝑌) + (𝑖𝑧𝐴)𝑔(𝑋, 𝑌) − (𝑖𝑧𝐵)𝑔(𝐹𝑋, 𝑌)] 

olup 𝑋 = 𝑌 = 𝐸𝑖 alınırsa 𝑔(𝐸𝑖 , 𝐸𝑖) = 𝑛, 𝑔(𝐹𝐸𝑖 , 𝐸𝑖) = 0,   𝑝(𝑈) = 𝑝(𝐸𝑖)𝑝(𝐸𝑖) 

olmak üzere son eşitlikten 
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𝑛𝑝(𝐸𝑖)𝑝(𝐸𝑖) = 𝛾(𝑛 − 2)(𝑖𝑧𝐴) 

= 𝛾(𝑛 − 2)[∇𝐸𝑖𝑝)(𝐸𝑖) + 2𝑝(𝐸𝑖)𝑝(𝐸𝑖)] 

olup buradan, 

[
𝑛 − 2𝛾(𝑛 − 2)

𝛾(𝑛 − 2)
] 𝑝(𝐸𝑖)𝑝(𝐸𝑖) = (∇𝐸𝑖𝑝)(𝐸𝑖) (4.9) 

yazılır. 

(4.7) denkleminde (∇𝑋𝑝)(𝑌) = 𝛾𝑅𝑖𝑐(𝑋, 𝑌) ifadesinde 𝑋 = 𝑌 = 𝐸𝑖 alınırsa 

(∇𝐸𝑖𝑝)(𝐸𝑖) = 𝛾𝑅(𝐸𝑖 , 𝐸𝑖) = 𝛾𝜏   (4.10) 

olup (4.9) ve (4.10) dan, 

𝜏 =
𝑛 − 2𝛾(𝑛 − 2)

𝛾2(𝑛 − 2)
𝑝(𝑈) (4.11) 

elde edilir. 

Tanım-23: 𝑀𝑛 manifoldu üzerindeki herhangi bir 𝑉 ∈ ℑ0
1(𝑀𝑛) için 

𝑔(𝑉, 𝑋) = 𝑤(𝑋) ∈ ℑ1
0(𝑀𝑛) 

olmak üzere 𝑉 vektörü sabit uzunluklu ise 

‖𝑉‖ = 𝑤(𝑉) = 𝑐, (𝑐 = sabit) 

şeklinde yazılır. 

Teorem 7: (𝑀𝑛 , 𝑔, ∇̅, 𝐹) yarı-simetrik burulmaya sahip istatistiksel anti-Kähler 

manifold olsun. Eğer bu manifold sabit uzunluklu bir 𝑈(𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ ) vektörüne sahipse, 

∇𝜏 = 0 

dır. Yani manifold sabit skaler eğriliğe sahiptir. 

İspat 7: Eğer 𝑈(𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ )-vektör alanı sabit uzunluklu ise, 

‖𝑈‖ = 𝑝(𝑈) = 𝑝(𝐸𝑖)𝑃(𝐸𝑖) = 𝑐, (𝑐 = sabit) 

olup (4.7) denkleminden 

𝜏 =
𝑛 − 2𝛾(𝑛 − 2)

𝛾2(𝑛 − 2)
𝑝(𝐸𝑖)𝑃(𝐸𝑖) 

=
𝑛 − 2𝛾(𝑛 − 2)

𝛾2(𝑛 − 2)
𝑝(𝑈) 

=
𝑛 − 2𝛾(𝑛 − 2)

𝛾2(𝑛 − 2)
𝑐 
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olur. Her iki tarafın ∇ ya göre kovaryant türevi alınırsa 

∇𝜏 = 0 

bulunur. 

Anti-Kähler-Walker Manifoldlar Üzerinde Hesaplamalar 

Bu çalışmadaki (𝑀𝑛 , 𝑔, ∇̅, 𝐹), yarı-simetrik burulmaya sahip istatistiksel anti-Kähler 

manifoldu temelde bir anti-Kähler (Kähler-Norden) manifoldudur. Dolayısıyla (𝑀4, 𝑔, 𝐹) 

Kähler-Norden-Walker manifoldları üzerinde burulmalı istatistiksel konneksiyonlar 

incelenebilir. 

(𝑀4, 𝑔, ∇̅, 𝐹) yarı-simetrik burulmaya sahip istatistiksel Kähler-Norden-Walker 

manifoldu olsun. Buradan, 

Durum-1: (3.11) ve (3.12) de 𝑎(𝑧) = 𝑏(𝑡) = 0 alınırsa 

𝑔 = (𝑔𝑖𝑗) = [

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

] 

ve 

𝐹 = (𝐹𝑗
𝑖) = [

0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0

] 

olur. Buradan 

𝐷(𝑋, 𝑌) = 𝑝(𝑋)𝑌 + 𝑈𝑔(𝑋, 𝑌) − 𝑝(𝐹𝑋)(𝐹𝑌) − (𝐹𝑈)𝑔(𝐹𝑋, 𝑌) 

biçiminde verilen deformasyon tensörünün koordinatlarla ifadesi 𝑋 = 𝜕𝑖 , 𝑌 = 𝜕𝑗 için 

𝐷𝑖𝑗
  𝑘 = 𝑝𝑖𝛿𝑗

𝑘 + 𝑝𝑘𝑔𝑖𝑗 − ∑(𝑝𝑚𝐹𝑖
𝑚𝐹𝑗

𝑘 − 𝑝𝑚𝐹𝑚
𝑘𝐹𝑖𝑗)

4

𝑚=1

 

şeklinde olup burada 𝑝𝑘 = ∑ (𝑝𝑚𝑔
𝑚𝑘)4

𝑚=1  ve 𝐹𝑖𝑗 = ∑ (𝐹𝑖
𝑚𝑔𝑚𝑗)

4
𝑚=1  biçimindedir. Mapple 

programıyla hesaplanan deformasyon tensörünün bileşenleri 

𝑝𝑖 = 𝑝𝑖(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡), 𝑖 = 1…4 

ve 

𝑝𝑖,𝑗 =
𝜕

𝜕𝑥𝑗
(𝑝𝑖), 𝑖, 𝑗 = 1…4 



 

31 

olmak üzere, 

𝐷11
1 = 𝐷12

2 = 𝐷21
2 = 𝐷31

3  

= 𝐷41
4 = 𝐷42

3 =
1

2
𝐷13
1 =

1

2
𝐷14
4  

=
1

2
𝐷24
3 = −𝐷22

1 = −𝐷32
4 = −

1

2
𝐷23
4  

= 𝑝1 

 

𝐷12
1 = 𝐷21

1 = 𝐷22
2 = 𝐷31

4  

= 𝐷32
3 = 𝐷42

4 =
1

2
𝐷13
4 =

1

2
𝐷23
3  

=
1

2
𝐷24
4 = −𝐷11

2 = −𝐷41
3 = −

1

2
𝐷14
3  

= 𝑝2 

 

𝐷13
1 = 𝐷23

2 = 𝐷24
1 = 𝐷33

3  

= 𝐷34
4 = 𝐷43

4 =
1

2
𝐷31
1 =

1

2
𝐷32
2  

=
1

2
𝐷42
1 = −𝐷14

2 = −𝐷44
3 = −

1

2
𝐷41
2  

= 𝑝3 

 

𝐷13
2 = 𝐷14

1 = 𝐷24
2 = 𝐷34

3  

= 𝐷43
3 = 𝐷44

4 =
1

2
𝐷31
2 =

1

2
𝐷41
1  

=
1

2
𝐷42
2 = −𝐷23

1 = −𝐷33
4 = −

1

2
𝐷32
1  

= 𝑝4 

şeklinde olur. 

Γ̅𝑖𝑗
𝑘 = Γ𝑖𝑗

𝑘 + 𝐷𝑖𝑗
𝑘  

biçimde tanımlanan istatistiksel konneksiyonun katsayıları ise Γ𝑖𝑗
𝑘  Levi-Civita konneksiyon 

katsayıları sıfır olup, 
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Γ̅11
1 = Γ̅12

2 = Γ̅21
2 = Γ̅31

3  

= Γ̅41
4 = Γ̅42

3 =
1

2
Γ̅13
1 =

1

2
Γ̅14
4  

=
1

2
Γ̅24
3 = −Γ̅22

1 = −Γ̅32
4 = −

1

2
Γ̅23
4  

= 𝑝1 

 

Γ̅12
1 = Γ̅21

1 = Γ̅22
2 = Γ̅31

4  

= Γ̅32
3 = Γ̅42

4 =
1

2
Γ̅13
4 =

1

2
Γ̅23
3  

=
1

2
Γ̅24
4 = −Γ̅11

2 = −Γ̅41
3 = −

1

2
Γ̅14
3  

= 𝑝2 

 

Γ̅13
1 = Γ̅23

2 = Γ̅24
1 = Γ̅33

3  

= Γ̅34
4 = Γ̅43

4 =
1

2
Γ̅31
1 =

1

2
Γ̅32
2  

=
1

2
Γ̅42
1 = −Γ̅14

2 = −Γ̅44
3 = −

1

2
Γ̅41
2  

= 𝑝3 

 

Γ̅13
2 = Γ̅14

1 = Γ̅24
2 = Γ̅34

3  

= Γ̅43
3 = Γ̅44

4 =
1

2
Γ̅31
2 =

1

2
Γ̅41
1  

=
1

2
Γ̅42
2 = −Γ̅23

1 = −Γ̅33
4 = −

1

2
Γ̅32
1  

= 𝑝4 

biçimindedir. Çalışma boyunca kabul ettiğimiz 

(Φ𝐹𝑋𝑝)(𝑌) = (∇𝐹𝑋𝑝)(𝑌) − (∇𝑋𝑝)(𝐹𝑌) = 0 

şartının koordinatlarla açık ifadesi 

(Φ𝐹𝑝)𝑖𝑗 = ∑ (𝐹𝑖
𝑚 (

𝜕

𝜕𝑥𝑚
𝑝𝑗) − 𝐹𝑗

𝑚 (
𝜕

𝜕𝑥𝑗
𝑝𝑚))

4

𝑚=1

 

= ∑ (𝐹𝑖
𝑚(𝑝𝑗,𝑚) − 𝐹𝑗

𝑚(𝑝𝑚,𝑗))

4

𝑚=1

 

şeklinde olup 
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(Φ𝐹𝑝)11 = (Φ𝐹𝑝)22 = 𝑝1,2 − 𝑝2,1 

(Φ𝐹𝑝)32 = (Φ𝐹𝑝)41 = −𝑝2,4 + 𝑝1,3 

(Φ𝐹𝑝)33 = (Φ𝐹𝑝)44 = −𝑝3,4 + 𝑝4,3 

(Φ𝐹𝑝)14 = (Φ𝐹𝑝)23 = 𝑝4,2 − 𝑝3,1 

(Φ𝐹𝑝)31 = −𝑝1,4 − 𝑝2,3 

(Φ𝐹𝑝)21 = −𝑝1,1 − 𝑝2,2 

(Φ𝐹𝑝)12 = 𝑝2,2 + 𝑝1,1 

(Φ𝐹𝑝)42 = 𝑝2,3 + 𝑝1,4 

(Φ𝐹𝑝)13 = 𝑝3,2 + 𝑝4,1 

(Φ𝐹𝑝)43 = −(Φ𝐹𝑝)34 = 𝑝3,3 + 𝑝4,4 

(Φ𝐹𝑝)24 = −𝑝4,1 − 𝑝3,2 

(4.12) 

elde edilir. 

(𝑀4, 𝑔, ∇̅, 𝐹) yarı-simetrik burulmaya sahip istatistiksel Kähler-Norden-Walker 

manifoldunun (0,4) tipli eğrilik tensörü koordinatlarla 

𝑅̅𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙 + 𝐴𝑖𝑙𝑔𝑗𝑘 − 𝐴𝑗𝑙𝑔𝑖𝑘  

− ∑ 𝐹𝑙
𝑚(𝐴𝑖𝑚𝐹𝑗𝑘 − 𝐴𝑗𝑚𝐹𝑖𝑘)

4

𝑚=1

 

+(𝐴𝑖𝑗 − 𝐴𝑗𝑖)𝑔𝑘𝑙 + ∑ 𝐹𝑗
𝑚(𝐴𝑖𝑚 − 𝐴𝑚𝑖)𝐹𝑘𝑙

4

𝑚=1

 

şeklindedir. Burada 𝐴𝑖𝑗 = ∇𝑖𝑝𝑗 + 𝑝𝑖𝑝𝑗 −∑ ∑ 𝑝𝑚𝑝𝑛𝐹𝑖
𝑚𝐹𝑗

𝑛4
𝑛=1

4
𝑚=1  biçimindedir. 

(4.12) ile verilen eşitlikler sıfıra eşitlenerek sistem çözülür ve bu çözümler (0,4) tipli 𝑅̅ 

eğrilik tensöründe yerlerine yazılarsa, 𝑅̅𝑖𝑗𝑘𝑙  biçimindeki eğrilik tensörünün bileşenleri 

 

−𝑅̅1411 = −𝑅̅2322 = −𝑅̅3112 = −𝑅̅3121 = −𝑅̅3211 = −𝑅̅4122 

= −𝑅̅4212 = −𝑅̅4221 = 𝑅̅1312 = 𝑅̅1321 = 𝑅̅1422  

= 𝑅̅2311 = 𝑅̅2412 = 𝑅̅2421 = 𝑅̅3222 = 𝑅̅4111 

= 𝑝2,1 + 2𝑝2 ∙ 𝑝1 
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−𝑅̅1334 = −𝑅̅1343 = −𝑅̅1433 = −𝑅̅2344 = −𝑅̅2434 = −𝑅̅2443 

= −𝑅̅3233 = −𝑅̅4144 = 𝑅̅1444 = 𝑅̅2333 = 𝑅̅3134  

= 𝑅̅3143 = 𝑅̅3244 = 𝑅̅4133 = 𝑅̅4234 = 𝑅̅4245 

= 𝑝4,3 + 2𝑝3 ∙ 𝑝4 

 

−𝑅̅1311 = −𝑅̅1412 = −𝑅̅1421 = −𝑅̅2411  

= −𝑅̅3122 = −𝑅̅3212 = −𝑅̅3221 = −𝑅̅4222 

= 𝑅̅1322 = 𝑅̅2312 = 𝑅̅2321 = 𝑅̅2422 

= 𝑅̅3111 = 𝑅̅4112 = 𝑅̅4121 = 𝑅̅4211 

= 𝑝2,2 − (𝑝1)
2 + (𝑝2)

2 

 

𝑅̅1344 = 𝑅̅1434 = 𝑅̅1443 = 𝑅̅2444 

= 𝑅̅3133 = 𝑅̅3234 = 𝑅̅3243 = 𝑅̅4233  

= −𝑅̅1333 = −𝑅̅2334 = −𝑅̅2343 = −𝑅̅2433  

= −𝑅̅3144 = −𝑅̅4134 = −𝑅̅4143 = −𝑅̅4244  

= −𝑝4,4 − (𝑝4)
2 + (𝑝3)

2 

 

𝑅̅1332 = 𝑅̅2331 = 𝑅̅2342 = 𝑅̅2432 

= 𝑅̅3141 = 𝑅̅4131 = 𝑅̅4142 = 𝑅̅4241 

= −2𝑝2,3 − 𝑝4,1 − 𝑝2 ∙ 𝑝3 + 𝑝1 ∙ 𝑝4 

 

𝑅̅1314 = 𝑅̅1413 = 𝑅̅1424 = 𝑅̅2414  

𝑅̅3123 = 𝑅̅3213 = 𝑅̅3224 = 𝑅̅4223  

= 𝑝2,3 + 2𝑝4,1 − 𝑝2 ∙ 𝑝3 + 𝑝1 ∙ 𝑝4 

 

𝑅̅1414 = 𝑅̅2323 = 𝑅̅3113 = 𝑅̅3124  

= 𝑅̅3214 = 𝑅̅4123 = 𝑅̅4213 = 𝑅̅4224 

= 𝑝2,4 − 𝑝4,2 − 𝑝1 ∙ 𝑝3 − 𝑝2 ∙ 𝑝4 

 

𝑅̅1441 = 𝑅̅2332 = 𝑅̅3131 = 𝑅̅3142  

= 𝑅̅3241 = 𝑅̅4132 = 𝑅̅4231 = 𝑅̅4242 

= 2𝑝2,4 − 𝑝4,2 + 𝑝1 ∙ 𝑝3 + 𝑝2 ∙ 𝑝4 

 

𝑅̅1323 = 𝑅̅2313 = 𝑅̅2324 = 𝑅̅2423 
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= 𝑅̅3114 = 𝑅̅4113 = 𝑅̅4124 = 𝑅̅4214 

= −2𝑝4,1 − 𝑝2,3 − 𝑝1 ∙ 𝑝4 + 𝑝2 ∙ 𝑝3 

 

𝑅̅1341 = 𝑅̅1431 = 𝑅̅1442 = 𝑅̅2441  

= 𝑅̅3132 = 𝑅̅3231 = 𝑅̅3242 = 𝑅̅4132 

= 𝑝4,1 + 2𝑝2,3 − 𝑝1 ∙ 𝑝4 + 𝑝2 ∙ 𝑝3 

 

𝑅̅1331 = 𝑅̅1342 = 𝑅̅1432 = 𝑅̅2341 

= 𝑅̅2431 = 𝑅̅2442 = 𝑅̅3232 = 𝑅̅4141 

= 𝑝4,2 − 2𝑝2,4 − 𝑝1 ∙ 𝑝3 − 𝑝2 ∙ 𝑝4 

 

𝑅̅1313 = 𝑅̅1324 = 𝑅̅1423 = 𝑅̅2314  

= 𝑅̅2413 = 𝑅̅2424 = 𝑅̅3223 = 𝑅̅4114 

= 2𝑝4,2 − 𝑝2,4 + 𝑝1 ∙ 𝑝3 + 𝑝2 ∙ 𝑝4 

şeklinde olur. 

(𝑀4, 𝑔, ∇̅, 𝐹) yarı-simetrik burulmaya sahip istatistiksel Kähler-Norden-Walker 

manifoldunun Ricci eğrilik tensörü 𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅  koordinatlarla 

(𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ )𝑖𝑗 = (𝑅𝑖𝑐)𝑖𝑗 + 2𝐴𝑖𝑗 − 4𝐴𝑗𝑖 

+∑𝐴𝑛
𝑛𝑔𝑖𝑗

4

𝑛=1

−∑∑ 𝐴𝑛
𝑚𝐹𝑚

𝑛𝐹𝑖𝑗

4

𝑚=1

4

𝑛=1

 

şeklinde olup bu bileşenler 

(𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ )13 = (𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ )24 = 4𝑝2,4 − 2𝑝4,2 + 2𝑝1 ∙ 𝑝3 + 2𝑝2 ∙ 𝑝4 

(𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ )12 = (𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ )21 = −2𝑝2,1 − 4𝑝2 ∙ 𝑝1 

(𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ )31 = (𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ )42 = 4𝑝4,2 − 2𝑝2,4 + 2𝑝1 ∙ 𝑝3 + 2𝑝2 ∙ 𝑝4 

(𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ )34 = (𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ )43 = −2𝑝4,3 − 4𝑝3 ∙ 𝑝4 

(𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ )11 = 2𝑝2,2 − 2(𝑝1)
2 + 2(𝑝2)

2 

(𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ )14 = −4𝑝2,3 − 2𝑝2,1 − 2𝑝2 ∙ 𝑝3 + 2𝑝1 ∙ 𝑝4 

(𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ )11 = −2𝑝2,2 + 2(𝑝1)
2 − 2(𝑝2)

2 

(𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ )23 = 2𝑝4,1 + 4𝑝2,3 − 2𝑝1 ∙ 𝑝4 + 2𝑝2 ∙ 𝑝3 

(𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ )32 = −4𝑝4,1 − 2𝑝2,3 − 2𝑝1 ∙ 𝑝4 + 2𝑝2 ∙ 𝑝3 

(𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ )33 = 2𝑝4,4 − 2(𝑝3)
2 + 2(𝑝4)

2 

(𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ )41 = 2𝑝2,3 + 4𝑝4,1 − 2𝑝2 ∙ 𝑝3 + 2𝑝1 ∙ 𝑝4 
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(𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ )44 = −2𝑝4,4 − 2(𝑝4)
2 + 2(𝑝3)

2 

biçiminde elde edilir. 

(𝑀4, 𝑔, ∇̅, 𝐹) yarı-simetrik burulmaya sahip istatistiksel Kähler-Norden-Walker 

manifoldunun skaler eğrilik tensörü 𝜏̅ koordinatlarla 

𝜏̅ = 𝜏 + 2∑𝐴𝑛
𝑛

4

𝑛=1

 

şeklinde olup bu bileşen 

𝜏̅ = 4𝑝4,2 + 8𝑝1 ∙ 𝑝3 + 8𝑝2 ∙ 𝑝4 

biçimindedir. 

Durum-2: (3.11) ve (3.12) de 𝑎(𝑧) = 2cosh(𝑧) ve 𝑏(𝑡) = 0 alınırsa 

𝑔 = (𝑔𝑖𝑗) = [

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 2cosh(𝑧) 0
0 1 0 0

] 

ve  

𝐹 = (𝐹𝑖
𝑗
) = [

0 −1 0 −cosh(𝑧)

1 0 cosh(𝑧) 0
0 0 0 1
0 0 −1 0

] 

şeklinde olup 𝐷𝑖𝑗
𝑘  deformasyon tensörünün bileşenleri 

𝐷44
1 = −

1

2
𝐷43
2 = −𝐷34

2 = (−𝑝1 ∙ cosh(𝑧) + 𝑝3)cosh(𝑧) 

 

𝐷22
1 = 𝐷32

4 =
1

2
𝐷23
4 =

1

2
𝐷13
3  

= −
1

2
𝐷14
4 = −

1

2
𝐷24
3 = −𝐷11

1 = −𝐷12
2  

= −𝐷21
2 = −𝐷31

3 = −𝐷41
4 = −𝐷42

3  

= −𝑝1 

 

 

𝐷11
2 = 𝐷41

3 =
1

2
𝐷14
3 =

1

2
𝐷13
3  
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= −
1

2
𝐷13
4 =

1

2
𝐷23
3 =

1

2
𝐷24
4 = −𝐷12

1  

= −𝐷21
1 = −𝐷22

2 = −𝐷31
4 = −𝐷32

3 = −𝐷42
4  

= −𝑝2 

 

𝐷24
2 = 𝐷44

4 = −
1

2
𝐷32
1 =

1

2
𝐷42
2 = 𝑝4 

𝐷23
2 = 𝐷43

4 = 𝑝3  

𝐷43
1 = (𝑝4 + 𝑝2) ∙ cosh (𝑧) 

𝐷33
2 = −cosh(𝑧) (𝑝2 ∙ cosh(𝑧) − 3𝑝4) 

𝐷14
2 = 𝐷44

3 =
1

2
𝐷41
2 = 𝑝1 ∙ cosh(𝑧) − 𝑝3 

𝐷24
1 = −3𝑝1 ∙ cosh(𝑧) + 𝑝3 

𝐷42
1 = −3𝑝1 ∙ cosh(𝑧) + 2𝑝3 

𝐷13
1 = −2𝑝1 ∙ cosh(𝑧) + 𝑝3 

𝐷34
3 = −2𝑝2 ∙ cosh(𝑧) + 𝑝4 

𝐷14
1 = 2𝑝2 ∙ cosh(𝑧) + 𝑝4 

𝐷33
4 = 3𝑝2 ∙ cosh(𝑧) − 𝑝4 

𝐷34
4 = 𝑝3 + 𝑝1 ∙ cosh(𝑧) 

𝐷33
3 = 𝑝3 + 2𝑝1 ∙ cosh(𝑧) 

𝐷31
1 = 2𝑝3 − 2𝑝1 ∙ cosh(𝑧) 

𝐷32
2 = 2𝑝3 − 𝑝1 ∙ cosh(𝑧) 

𝐷23
1 = −𝑝4 − 𝑝2 ∙ cosh(𝑧) 

𝐷13
2 = 𝐷43

3 = 𝑝4 − 𝑝2 ∙ cosh(𝑧) 

𝐷31
2 = 2𝑝4 − 𝑝2 ∙ cosh(𝑧) 

𝐷41
1 = 2𝑝4 + 𝑝2 ∙ cosh(𝑧) 

𝐷33
1 = −4𝑝1 ∙ (cosh(𝑧))

2 + 2𝑝3 ∙ cosh(𝑧) 

şeklinde olur. 

Γ̅𝑖𝑗
𝑘 = Γ𝑖𝑗

𝑘 + 𝐷𝑖𝑗
𝑘  

biçimde tanımlanan istatistiksel konneksiyonun katsayıları ise Γ𝑖𝑗
𝑘  Levi-Civita konneksiyon 

katsayıları Γ33
1 = sinh(𝑧) olup bu bileşenler 

Γ̅44
1 = −

1

2
Γ̅43
2 = −Γ̅34

2 = (−𝑝1 ∙ cosh(𝑧) + 𝑝3)cosh(𝑧) 
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Γ̅22
1 = Γ̅32

4 =
1

2
Γ̅23
4 =

1

2
Γ̅13
3  

= −
1

2
Γ̅14
4 = −

1

2
Γ̅24
3 = −Γ̅11

1 = −Γ̅12
2  

= −Γ̅21
2 = −Γ̅31

3 = −Γ̅41
4 = −Γ̅42

3  

= −𝑝1 

 

Γ̅11
2 = Γ̅41

3 =
1

2
Γ̅14
3 =

1

2
Γ̅13
3  

= −
1

2
Γ̅13
4 =

1

2
Γ̅23
3 =

1

2
Γ̅24
4 = −Γ̅12

1  

= −Γ̅21
1 = −Γ̅22

2 = −Γ̅31
4 = −Γ̅32

3 = −Γ̅42
4  

= −𝑝2 

 

Γ̅24
2 = Γ̅44

4 = −
1

2
Γ̅32
1 =

1

2
Γ̅42
2 = 𝑝4 

Γ̅23
2 = Γ̅43

4 = 𝑝3 

Γ̅43
1 = (𝑝4 + 𝑝2) ∙ cosh (𝑧) 

Γ̅33
2 = −cosh(𝑧) (𝑝2 ∙ cosh(𝑧) − 3𝑝4) 

Γ̅14
2 = Γ̅44

3 =
1

2
Γ̅41
2 = 𝑝1 ∙ cosh(𝑧) − 𝑝3 

Γ̅24
1 = −3𝑝1 ∙ cosh(𝑧) + 𝑝3 

Γ̅42
1 = −3𝑝1 ∙ cosh(𝑧) + 2𝑝3 

Γ̅13
1 = −2𝑝1 ∙ cosh(𝑧) + 𝑝3 

Γ̅34
3 = −2𝑝2 ∙ cosh(𝑧) + 𝑝4 

Γ̅14
1 = 2𝑝2 ∙ cosh(𝑧) + 𝑝4 

Γ̅33
4 = 3𝑝2 ∙ cosh(𝑧) − 𝑝4 

Γ̅34
4 = 𝑝3 + 𝑝1 ∙ cosh(𝑧) 

Γ̅33
3 = 𝑝3 + 2𝑝1 ∙ cosh(𝑧) 

Γ̅31
1 = 2𝑝3 − 2𝑝1 ∙ cosh(𝑧) 

Γ̅32
2 = 2𝑝3 − 𝑝1 ∙ cosh(𝑧) 

Γ̅23
1 = −𝑝4 − 𝑝2 ∙ cosh(𝑧) 

Γ̅13
2 = 𝑝43

3 = 𝑝4 − 𝑝2 ∙ cosh(𝑧) 

Γ̅31
2 = 2𝑝4 − 𝑝2 ∙ cosh(𝑧) 

Γ̅41
1 = 2𝑝4 + 𝑝2 ∙ cosh(𝑧) 
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Γ̅33
1 = −4𝑝1 ∙ (cosh(𝑧))

2 + 2𝑝3 ∙ cosh(𝑧) + sinh (𝑧) 

 

biçiminde elde edilir. Ayrıca Φ𝐹𝑝 bileşenleri için 

(Φ𝐹𝑝)12 = −(Φ𝐹𝑝)21 = 𝑝2,2 + 𝑝1,1 

(Φ𝐹𝑝)11 = (Φ𝐹𝑝)22 = 𝑝1,2 − 𝑝2,1 

(Φ𝐹𝑝)41 = −cosh(𝑧) (𝑝1,1) + 𝑝1,3 − 𝑝2,4 

(Φ𝐹𝑝)31 = cosh(𝑧) (𝑝1,2) − 𝑝1,4 − 𝑝2,3 

(Φ𝐹𝑝)42 = −cosh(𝑧) (𝑝2,1) + 𝑝2,3 − 𝑝1,4 

(Φ𝐹𝑝)32 = cosh(𝑧) (𝑝2,2) − 𝑝2,4 + 𝑝1,3 

(Φ𝐹𝑝)23 = −𝑝3,1 − cosh(𝑧)(𝑝2,2) + 𝑝4,2 

(Φ𝐹𝑝)13 = 𝑝3,2 − cosh(𝑧)(𝑝2,1) − 𝑝4,1 

(Φ𝐹𝑝)24 = −𝑝4,1 + cosh(𝑧)(𝑝1,2) − 𝑝3,2 

(Φ𝐹𝑝)14 = −𝑝4,2 + cosh(𝑧)(𝑝1,1) − 𝑝3,1 

(Φ𝐹𝑝)43 = −cosh(𝑧) (𝑝3,1) + 𝑝3,3 − cosh(𝑧) (𝑝2,4) + 𝑝4,2 

(Φ𝐹𝑝)33 = cosh(𝑧) (𝑝3,2) − 𝑝3,4 − cosh(𝑧) (𝑝2,3) + 𝑝4,3 

(Φ𝐹𝑝)44 = −cosh(𝑧) (𝑝4,1) + 𝑝4,3 + cosh(𝑧) (𝑝1,4) − 𝑝3,4 

(Φ𝐹𝑝)34 = cosh(𝑧) (𝑝4,2) − 𝑝4,4 + cosh(𝑧) (𝑝1,3) − 𝑝3,3 

(4.13) 

elde edilir. (4.13) ile verilen eşitlikler sıfıra eşitlenerek sistem çözülür ve bu çözümler (0,4) 

tipli 𝑅̅ eğrilik tensöründe yerlerine yazılarsa,𝑅̅𝑖𝑗𝑘𝑙 biçimindeki eğrilik tensörünün bileşenleri 

𝑅̅3411 = 𝑅̅4322 = −𝑝2,1 − 8𝑝1 ∙ 𝑝2 ∙ cosh(𝑧) 

𝑅̅4344 = −𝑅̅3444 = (2 cosh(𝑧) 𝑝1 ∙ 𝑝4 − 2𝑝3 ∙ 𝑝4 + cosh(𝑧) 𝑝4,1 − 𝑝4,3)cosh(𝑧) 

𝑅̅3431 = (−3 cosh(𝑧)𝑝2,1 + 2𝑝2,3 + 𝑝4,1 + (−3𝑝2 ∙ cosh(𝑧) − 𝑝4) ∙ 𝑝1 + 𝑝2 ∙ 𝑝3)cosh(𝑧) 

𝑅̅4324 = (cosh(𝑧)𝑝2,1 − 𝑝2,3 − 2𝑝4,1 + 𝑝1(−𝑝4 − 𝑝2 ∙ cosh(𝑧)) + 𝑝2 ∙ 𝑝3) ∙ cosh(𝑧) 

𝑅̅4313 = (2 cosh(𝑧) 𝑝2,1 − 𝑝2,3 − 2𝑝4,1 + 𝑝2 ∙ cosh(𝑧) − 𝑝4)𝑝1 + 𝑝2 ∙ 𝑝3) ∙ cosh(𝑧) 

𝑅̅4343 = (𝑝3 ∙ cosh(𝑧) − sinh(𝑧) ∙ 𝑝1 − (𝑝3)
2 + (𝑝4)

2 − cosh(𝑧) ∙ 𝑝2 ∙ 𝑝4 + (2𝑝2,4 + 𝑝4,2)

∙ cosh(𝑧) 

𝑅̅3434 = 𝑅̅4334

= (−2(cosh(𝑧))2 ∙ (𝑝1)
2 + cosh(𝑧) ∙ 𝑝2 ∙ 𝑝4 + 3 cosh(𝑧) ∙ 𝑝1 ∙ 𝑝3 + (𝑝4)

2

− (𝑝3)
2 − 2𝑝1 sinh(𝑧) − cosh(𝑧) 𝑝2,4 + 2 cosh(𝑧) 𝑝4,2 + 𝑝4,4) ∙ cosh(𝑧) 

𝑅̅3422 = 𝑅̅4311 = cosh(𝑧) (𝑝2,1 + 2𝑝1 ∙ 𝑝2) 

𝑅̅4312 = 𝑅̅4321 = −𝑅̅3412 = −𝑅̅4321 = cosh(𝑧) (𝑝2,2 − (𝑝1)
2 + (𝑝2)

2 
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𝑅̅3442 = cosh(𝑧) (−2 cosh(𝑧) 𝑝2,1 + 2𝑝2,3 + 𝑝4,1 + 𝑝1(−𝑝4 − 𝑝2 ∙ cosh(𝑧) + 𝑝2 ∙ 𝑝3 

𝑅̅3424 = −((−𝑝1 ∙ cosh(𝑧) + 𝑝3) ∙ 𝑝2 − 𝑝1 ∙ 𝑝4 + cosh(𝑧) 𝑝2,1 − 𝑝2,3 − 2𝑝4,1) ∙ cosh(𝑧) 

𝑅̅4333 = 2((−𝑝1 ∙ cosh(𝑧) + 𝑝3) ∙ 𝑝4 + 𝑝1 ∙ (cosh(𝑧))
2 + 2(cosh(𝑧))2 𝑝2,1

+ (−
3𝑝2,3
2

− 2𝑝4,1) ∙ cosh(𝑧) + cosh(𝑧) +
𝑝4,3
2
) ∙ cosh (𝑧) 

𝑅̅4331 = −(−3 cosh(𝑧) 𝑝2,1 + 2𝑝2,3 + 𝑝4,1 + (−3𝑝2 ∙ cosh(𝑧) − 𝑝4) ∙ 𝑝1 + 𝑝2 ∙ 𝑝3)

∙ cosh (𝑧) 

𝑅̅3413 = −(𝑝2(𝑝3 + 𝑝1 ∙ cosh(𝑧)) − 𝑝1 ∙ 𝑝4 + 2 cosh(𝑧) 𝑝2,1 − 𝑝2,3 − 2𝑝4,1) ∙ cosh (𝑧) 

𝑅̅3433 = −2(cosh (𝑧)(𝑝2 ∙ cosh(𝑧) − 𝑝4 ∙ 𝑝1 + 𝑝3 ∙ 𝑝4 + 2(cosh(𝑧))
2 𝑝2,1

+ (−
3𝑝2,3
2

− 2𝑝4,1) ∙ cosh(𝑧) +
𝑝4,3
2
) ∙ cosh(𝑧) 

𝑅̅3443 = −cosh(𝑧) (𝑝3 ∙ cosh(𝑧) − sinh(𝑧) 𝑝1 − (𝑝3)
2 + (𝑝4)

2 − cosh(𝑧) 𝑝2 ∙ 𝑝4

+ (−2𝑝2,4 + 𝑝4,2) ∙ cosh(𝑧) + 𝑝4,4 

𝑅̅4342 = −cosh(𝑧) (−𝑝1 ∙ cosh(𝑧) + 𝑝3 ∙ 𝑝2 − 𝑝1 ∙ 𝑝4 − 2 cosh(𝑧) 𝑝2,1 + 2𝑝2,3 + 𝑝4,1 

𝑅̅1411 = 𝑅̅2322 = 𝑅̅3112 = 𝑅̅3121 = 𝑅̅3211 = 𝑅̅4122 = 𝑅̅4212 = 𝑅̅4221 = −𝑅̅1312 = −𝑅̅1321

= −𝑅̅1422 = −𝑅̅2311 = −𝑅̅2412 = −𝑅̅2421 = −𝑅̅3222 = −𝑅̅4111

= −𝑝2,1 − 2𝑝1 ∙ 𝑝2 

𝑅̅3423 = −𝑅̅4323

= (𝑝3 ∙ cosh(𝑧) − 2 sinh(𝑧) 𝑝1 − cosh (𝑧)(cosh(𝑧) ∙ (𝑝2)
2 − 𝑝2 ∙ 𝑝4

+ cosh(𝑧) 𝑝2,2 + 𝑝2,4 − 2𝑝4,2) 

−𝑅̅1311 = −𝑅̅1412 = −𝑅̅1421 = −𝑅̅3122 = −𝑅̅2411 = −𝑅̅3212 = −𝑅̅3221 = −𝑅̅4222 = 𝑅̅1322

= 𝑅̅2312 = 𝑅̅2321 = 𝑅̅2422 = 𝑅̅3111 = 𝑅̅4112 = 𝑅̅4121 = 𝑅̅4211

= 𝑝2,2 − (𝑝1)
2 + (𝑝2)

2 

𝑅̅1444 = 𝑅̅3244 = (2𝑝3 − 2𝑝1 cosh(𝑧) ∙ 𝑝4 − cosh(𝑧) 𝑝4,1 + 𝑝4,3 

𝑅̅3432 = −𝑅̅4332

= 2(cosh(𝑧))2 (𝑝1)
2 + (−𝑝3 ∙ cosh(𝑧) − sinh(𝑧) 𝑝1

− cosh(𝑧)(cosh(𝑧) (𝑝2)
2 + 𝑝2 ∙ 𝑝4 + cosh(𝑧) 𝑝2,2 + 2𝑝2,4 − 𝑝4,2 

𝑅̅3414 = −𝑅̅4314  

= (cosh(𝑧))2 (𝑝1)
2 + (−𝑝3 ∙ cosh(𝑧) + 2 sinh(𝑧) 𝑝1 − cosh(𝑧)(𝑝2 ∙ 𝑝4 − 𝑝2,4

+ 2𝑝4,2) 

𝑅̅4341 = −𝑅̅3441

= (cosh(𝑧))2 (𝑝1)
2 + (−𝑝3 ∙ cosh(𝑧) − sinh(𝑧) 𝑝1 − cosh(𝑧)(𝑝2 ∙ 𝑝4 + 2𝑝2,4

− 2𝑝4,2) 

𝑅̅2344 = 𝑅̅4144 = 𝑝4(2𝑝1 ∙ cosh(𝑧) − 2𝑝3) + cosh(𝑧) 𝑝4,1 − 𝑝4,3 



 

41 

𝑅̅2333 = 𝑅̅4133 = −𝑅̅3223 = −𝑅̅1433

= (2(cosh(𝑧))2 𝑝2 − 2𝑝4) ∙ 𝑝1 + 2𝑝3 ∙ 𝑝4 + 4(cosh(𝑧))
2 𝑝2,1

+ (−3𝑝2,3 − 4𝑝4,1) ∙ cosh(𝑧) + 𝑝4,3 

𝑅̅1332 = 𝑅̅2331 = 𝑅̅2432 = 𝑅̅4131 = −𝑅̅1431 = −𝑅̅3132 = −𝑅̅3231 = −𝑅̅4232

= 3 cosh(𝑧) 𝑝2,1 − 2𝑝2,3 − 𝑝4,1 + (3𝑝2 ∙ cosh(𝑧) + 𝑝4)𝑝1 − 𝑝2 ∙ 𝑝3 

𝑅̅1323 = 𝑅̅2313 = 𝑅̅2423 = 𝑅̅4113 = −𝑅̅14131 = −𝑅̅3123 = −𝑅̅3213 = −𝑅̅4223

= 2 cosh(𝑧) 𝑝2,1 − 𝑝2,3 − 2𝑝4,1 + (𝑝2 ∙ cosh(𝑧) − 𝑝4 ∙ 𝑝1 + 𝑝2 ∙ 𝑝3 

𝑅̅2342 = 𝑅̅3141 = 𝑅̅4142 = 𝑅̅4241 = −𝑅̅3242 = −𝑅̅1341 = −𝑅̅1442 = −𝑅̅2441

= 2 cosh(𝑧) 𝑝2,1 − 2𝑝2,3 − 𝑝4,1 + (𝑝4 + 𝑝2 ∙ cosh(𝑧)𝑝1 − 𝑝2 ∙ 𝑝3) 

𝑅̅2324 = 𝑅̅3114 = 𝑅̅4124 = 𝑅̅4214 = −𝑅̅3224 = −𝑅̅2414 = −𝑅̅1424 = −𝑅̅1314

= cosh(𝑧)𝑝2,1 − 𝑝2,3 − 2𝑝4,1 + 𝑝1(−𝑝4 − 𝑝2 ∙ cosh(𝑧) + 𝑝2 ∙ 𝑝3) 

𝑅̅1414 = 𝑅̅3124 = 𝑅̅3214 = 𝑅̅4224 = −𝑅̅1324 = −𝑅̅2314 = −𝑅̅2424 = −𝑅̅4114

= cosh(𝑧) ∙ (𝑝1)
2 − 𝑝1 ∙ 𝑝3 −𝑝2 ∙ 𝑝4 + 𝑝2,4 − 2𝑝4,2 

𝑅̅2341 = 𝑅̅2442 = 𝑅̅4141 = 𝑅̅1342 = −𝑅̅1441 = −𝑅̅3142 = −𝑅̅3241 = −𝑅̅4242

= cosh(𝑧) ∙ (𝑝1)
2 − 𝑝1 ∙ 𝑝4 −𝑝1 ∙ 𝑝3 + 𝑝4,2 − 2𝑝2,4 

𝑅̅1344 = −𝑅̅3144 = (cosh(𝑧))
2 ∙ (𝑝1)

2 + (−2𝑝3 ∙ cosh(𝑧) − sinh(𝑧) ∙ 𝑝1 − (𝑝4)
2 − 𝑝4,4 

𝑅̅2444 = −𝑅̅4244 = (cosh(𝑧))
2 ∙ (𝑝1)

2 − 2 cosh(𝑧) ∙ 𝑝1 ∙ 𝑝3 + (𝑝3)
2 − (𝑝4)

2 − 𝑝4,4 

𝑅̅1443 = −𝑅̅4143

= (𝑝3)
2 + cosh(𝑧) ∙ 𝑝1 ∙ 𝑝3 + (𝑝4)

2 + cosh(𝑧) ∙ 𝑝2 ∙ 𝑝4 + (−2𝑝2,4 + 𝑝4,2)

∙ cosh(𝑧) − 𝑝4,4 

𝑅̅1334 = 𝑅̅2434 = −𝑅̅3134 = −𝑅̅4234

= cosh(𝑧) (𝑝2 ∙ cosh(𝑧) + 3𝑝4 ∙ 𝑝1 − cosh(𝑧) 𝑝2 ∙ 𝑝3 − 2𝑝3 ∙ 𝑝4

− cosh(𝑧)2 𝑝2,1 + (𝑝2,3 + 3𝑝4,1) cosh(𝑧) − 𝑝4,3 

𝑅̅4243 = 𝑅̅3143 = −𝑅̅2443 = −𝑅̅1343

= cosh(𝑧) (𝑝2

∙ cosh(𝑧) − 𝑝4)𝑝1 − cosh(𝑧) ∙ 𝑝2 ∙ 𝑝3 + 2𝑝3 ∙ 𝑝4 + 2(cosh(𝑧))
2 𝑝2,1

+ (−2𝑝2,3 − 2𝑝4,1) ∙ cosh(𝑧) + 𝑝4,3) 

𝑅̅2343 = −𝑅̅3243

= (𝑝3 ∙ cosh(𝑧) + sinh(𝑧)) ∙ 𝑝1 − (𝑝3)
2 + (𝑝4)

2 − cosh(𝑧) ∙ 𝑝2 ∙ 𝑝3

+ (−2𝑝2,4 + 𝑝4,2) ∙ 𝑐𝑜𝑠ℎ(𝑧) + 𝑝4,4 

𝑅̅2323 = 𝑅̅3113 = 𝑅̅4123 = 𝑅̅4213 = −𝑅̅3223 = −𝑅̅1313 = −𝑅̅2423 = −𝑅̅1343

= cosh(𝑧) ∙ (𝑝2)
2 − 𝑝2 ∙ 𝑝4 − 𝑝1 ∙ 𝑝3 + cosh(𝑧) 𝑝2,2 − 2𝑝4,2 + 𝑝2,4 
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𝑅̅4233 = −𝑅̅2433

= (𝑝3)
2 − 2 cosh(𝑧) ∙ 𝑝1 ∙ 𝑝3 + (cosh(𝑧))

2 ∙ (𝑝2)
2 − (𝑝4)

2 + (cosh(𝑧)2 𝑝2,2

+ (3𝑝2,4 − 3𝑝4,2) ∙ cosh(𝑧) − 𝑝4,4 

𝑅̅1333 = −𝑅̅3133

= (2𝑝3 ∙ cosh(𝑧) + sinh(𝑧)) ∙ 𝑝1 − (𝑝3)
2 − (cosh(𝑧))2 ∙ (𝑝2)

2 + (𝑝4)
2

− (cosh(𝑧))2 𝑝2,2 + (−3𝑝2,4 + 3𝑝4,2) ∙ cosh(𝑧) − 𝑝4,4 

𝑅̅3232 = 𝑅̅2431 = 𝑅̅1432 = 𝑅̅1331 = −𝑅̅2332 = −𝑅̅4231 = −𝑅̅4132 = −𝑅̅31313

= 2cosh(𝑧) ∙ (𝑝1)
2 + 3𝑝3 ∙ cosh(𝑧) + sinh(𝑧) ∙ 𝑝1 − (𝑝3)

2 + (𝑝4)
2

+ cosh(𝑧) ∙ 𝑝2 ∙ 𝑝4 + (−𝑝2,4 + 2𝑝4,2) ∙ cosh(𝑧) + 𝑝4,4 

𝑅̅3234 = −𝑅̅2334

= 2(cosh(𝑧))2 ∙ (𝑝1)
2 + (−3𝑝3 ∙ cosh(𝑧) − sinh (𝑧) ∙ 𝑝1 + (𝑝3)

2 − (𝑝4)
2

− cosh (𝑧) ∙ 𝑝2 ∙ 𝑝4 + (𝑝2,4 + 2𝑝4,2) ∙ cosh(𝑧) 

𝑅̅1434 = −𝑅̅4134

= 2(cosh(𝑧))2 ∙ (𝑝1)
2 − 3 ∙ cosh(𝑧) 𝑝1 ∙ 𝑝3 + (𝑝3)

2 − (𝑝4)
2 − cosh (𝑧) ∙ 𝑝2

∙ 𝑝4 + (𝑝2,4 − 2𝑝4,2) ∙ cosh(𝑧) − 𝑝4,4 

şeklinde olur. 

(𝑀4, 𝑔, ∇̅, 𝐹) yarı-simetrik burulmaya sahip istatistiksel Kähler-Norden-Walker 

manifoldunun Ricci eğrilik tensörü 𝑅̅𝑖𝑐 bileşenleri 

(𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ )11 = −(𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ )22 = 2𝑝𝑝2,2 − 2(𝑝1)
2 + 2(𝑝2)

2 

(𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ )12 = (𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ )21 = −2𝑝2,1 − 4𝑝1 ∙ 𝑝2 

(𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ )13 = −4 cosh(𝑧) ∙ (𝑝1)
2 + 2 cosh(𝑧) ∙ (𝑝2)

2 + 2 cosh(𝑧) 𝑝2,2 + 2𝑝2 ∙ 𝑝4 + 2𝑝1 ∙ 𝑝3

− 2𝑝4,2 + 4𝑝2,4 

(𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ )14 = 4 cosh(𝑧) ∙ 𝑝2,1 − 4𝑝2,3 − 2𝑝4,1 + 2(𝑝4 + 𝑝2 ∙ cosh(𝑧) ∙ 𝑝1 − 2𝑝2 ∙ 𝑝3 

(𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ )23 = −6 cosh(𝑧) ∙ 𝑝2,1 + 4𝑝23 + 2(−3 ∙ 𝑝2 ∙ cosh(𝑧) − 𝑝4 ∙ 𝑝1 + 2𝑝2 ∙ 𝑝3 

(𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ )24 = −2 cosh(𝑧) ∙ (𝑝1)
2 + 2𝑝2 ∙ 𝑝4 + 2𝑝1 ∙ 𝑝3 − 2𝑝4,2 + 4𝑝2,4 

(𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ )31 = (𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ )42

= −2 cosh(𝑧) (𝑝2,2 + (𝑝1)
2 − (𝑝2)

2) + cosh(𝑧) (𝑝2,2 − (𝑝1)
2 + (𝑝2)

2)

− cosh(𝑧) ∙ (𝑝2)
2 −cosh(𝑧) 𝑝2,2 + 2𝑝2 ∙ 𝑝4 + 2𝑝1 ∙ 𝑝3 + 4𝑝4,2 − 2𝑝2,4

− cosh(𝑧) ∙ (𝑝1)
2 

(𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ )32 = −2 cosh(𝑧) (𝑝2,1 + 2𝑝1 ∙ 𝑝2)

+ (−𝑝2,1 − 2𝑝1 ∙ 𝑝2) ∙ cosh(𝑧) + 3 cosh(𝑧)𝑝2,1 − 2𝑝2,3 − 4𝑝4,1 +(𝑝2

∙ cosh(𝑧) − 𝑝4) ∙ 𝑝1 + 2𝑝2 ∙ 𝑝3 + 𝑝1(−𝑝4 − 𝑝2) ∙ cosh(𝑧) 
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(𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ )33 = −2 cosh(𝑧)(2 cosh(𝑧) ∙ (𝑝1)
2 − cosh(𝑧) ∙ (𝑝2)

2 − cosh(𝑧)𝑝2,2 − 𝑝2 ∙ 𝑝4 − 𝑝1 ∙ 𝑝3

+ 𝑝4,2 − 2𝑝2,4) − 4(cosh(𝑧))
2 ∙ (𝑝1)

2

+ (𝑝3 ∙ cosh(𝑧) + sinh(𝑧) ∙ 𝑝1 + cosh(𝑧) (cosh(𝑧) ∙ (𝑝2)
2 + 𝑝2 ∙ 𝑝4)

+ cosh(𝑧) 𝑝2,2 + 2𝑝2,4 − 𝑝4,2) + 2𝑝3 ∙ cosh(𝑧) + sinh (𝑧) ∙ 𝑝1) − 2(𝑝3)
2

− (cosh(𝑧))2 ∙ (𝑝2)
2 + 2(𝑝4)

2 − (cosh(𝑧))2 𝑝2,2 + (3𝑝2,4 + 3𝑝4,2)cosh (𝑧)

+ 2𝑝4,4 + 3(𝑝3 ∙ cosh(𝑧) + sinh (𝑧) ∙ 𝑝1 + cosh (𝑧) ∙ 𝑝2 ∙ 𝑝4 + (−𝑝2,4 + 2𝑝4,2)

∙ cosh(𝑧) 

(𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ )34 = −2 cosh(𝑧)(−2 cosh(𝑧) ∙ 𝑝2,1 + 2𝑝2,3 + 𝑝4,1

+ 𝑝1(−𝑝4 − 𝑝2 ∙ cosh(𝑧) + 𝑝2 ∙ 𝑝3)—cosh(𝑧) ((−𝑝1 ∙ cosh(𝑧) + 𝑝3 ∙ 𝑝2 − 𝑝3

∙ 𝑝2 − 𝑝1 ∙ 𝑝4 − 2 cosh(𝑧) 𝑝2,1 + 2𝑝2,3 + 𝑝4,1)

+ (−(cosh(𝑧))2 ∙ 𝑝2 + 𝑝4 ∙ cosh(𝑧)) ∙ 𝑝1 + cosh(𝑧) ∙ 𝑝2 ∙ 𝑝4 − 2𝑝3 ∙ 𝑝4

− 2(cosh(𝑧))2 𝑝2,1 + (2𝑝2,3 + 2𝑝4,1) ∙ cosh(𝑧) − 2𝑝4,3

+ 𝑝4(2𝑝1 ∙ cosh(𝑧) − 2𝑝3) + cosh (𝑧)𝑝4,1 

(𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ )41 = −(−𝑝2,1 − 2𝑝1 ∙ 𝑝2) cosh(𝑧) − 3 cosh(𝑧)𝑝2,1 + 2𝑝2,3 + 4𝑝4,1

+ 𝑝1(𝑝4 − 𝑝2 ∙ cosh(𝑧)) − 2𝑝2 ∙ 𝑝3 + (𝑝4 + 𝑝2 ∙ cosh(𝑧)) ∙ 𝑝1 

(𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ )43 = −(−3 cosh(𝑧) 𝑝2,1 + 2𝑝2,3 + 𝑝4,1 + (−3𝑝2 ∙ cosh(𝑧) − 𝑝4) ∙ 𝑝1 + 𝑝2 ∙ 𝑝3)

∙ cosh(𝑧) + (−2(cosh(𝑧))2 ∙ 𝑝2 + 2𝑝4

∙ cosh(𝑧) ∙ 𝑝1 − 4𝑝3 ∙ 𝑝4 − 5(cosh(𝑧))
2 𝑝2,1 + (3𝑝2,3 + 4𝑝4,1)  ∙ cosh(𝑧)

− 2𝑝4,3 + cosh (𝑧)(𝑝2 ∙ cosh(𝑧) + 3𝑝4) ∙ 𝑝1 − cosh (𝑧)𝑝2 ∙ 𝑝3 + (𝑝2,3 + 3𝑝4,1)

∙ cosh(𝑧) 

(𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ )44 = −2(−cosh(𝑧) ∙ (𝑝1)
2 + 𝑝2 ∙ 𝑝4 + 𝑝1 ∙ 𝑝3 − 𝑝4,2 + 2𝑝2,4) ∙ cosh(𝑧)

+ (𝑝3 ∙ cosh(𝑧) + sinh(𝑧) ∙ 𝑝1 + cosh(𝑧) (𝑝2 ∙ 𝑝4 + 2𝑝2,4 − 𝑝4,2) + 2(𝑝3)
2

− 3 cosh(𝑧) ∙ 𝑝1 ∙ 𝑝3 − 2(𝑝4)
2 + cosh(𝑧) ∙ 𝑝2 ∙ 𝑝4 + (2𝑝2,4 − 𝑝4,2) cosh(𝑧)

− 2𝑝4,4 

 

biçiminde elde edilir. 

(𝑀4, 𝑔, ∇̅, 𝐹) yarı-simetrik burulmaya sahip istatistiksel Kähler-Norden-Walker 

manifoldunun skaler eğrilik tensörü 𝜏̅ ise 

𝜏̃ = 4𝑝2,4 + 4𝑝4,2 − 4 cosh(𝑧) (−𝑝2,2 + (𝑝1)
2 − (𝑝2)

2) 

−2(2𝑝2,2 − 2(𝑝1)
2 + 2(𝑝2)

2) ∙ cosh(𝑧) 

−8cosh(𝑧) ∙ (𝑝1)
2 + 8𝑝1 ∙ 𝑝3 + 8𝑝2 ∙ 𝑝4 
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biçimindedir. 

Durum-3: (3.11) ve (3.12) de 𝑎(𝑧) = 0 ve 𝑏(𝑡) = 2𝑒𝑡 alınırsa 

𝑔 = (𝑔𝑖𝑗) = [

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 2𝑒𝑡

] 

ve 

𝐹 = (𝐹𝑖
𝑗
) = [

0 −1 0 −𝑒𝑡

1 0 𝑒𝑡 0
0 0 0 1
0 0 −1 0

] 

şeklinde olup 𝐷𝑖𝑗
𝑘  deformasyon tensörünün bileşenleri 

𝐷22
1 = 𝐷32

4 = −
1

2
𝐷13
3 = −

1

2
𝐷14
4  

= −
1

2
𝐷23
4 = −

1

2
𝐷24
3 = −𝐷11

1 = −𝐷12
2  

= −𝐷21
2 = −𝐷31

3 = −𝐷41
4 = −𝐷42

3  

= −𝑝1 

𝐷11
2 = 𝐷41

3 = −
1

2
𝐷23
3 = −

1

2
𝐷24
4  

= −𝐷12
1 = −𝐷21

1 = −𝐷22
2 = −𝐷31

4  

= −𝐷32
3 = −𝐷42

4 = −
1

2
𝐷13
4  

= −𝑝2 

 

 

 

 

 

𝐷13
1 = 𝐷33

3 = −
1

2
𝐷41
2 =

1

2
𝐷31
1 = 𝑝3 

𝐷14
1 = 𝐷34

3 = 𝑝4 

𝐷43
1 = (𝑝2 ∙ 𝑒

𝑡 − 𝑝4) ∙ 𝑒
𝑡  

𝐷34
2 = (𝑝3 + 𝑝1 ∙ 𝑒

𝑡) ∙ 𝑒𝑡 

𝐷44
2 = 2(−2 ∙ 𝑝2 ∙ 𝑒

𝑡 + 𝑝4) ∙ 𝑒
𝑡 
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𝐷23
2 = 2𝑝1 ∙ 𝑒

𝑡 + 𝑝3 

𝐷44
3 = 3𝑝1 ∙ 𝑒

𝑡 − 𝑝3 

𝐷13
2 = −3𝑝2 ∙ 𝑒

𝑡 + 2 ∙ 𝑝4 

𝐷24
2 = −2𝑝2 ∙ 𝑒

𝑡 + 𝑝4 

𝐷23
1 = 𝐷33

4 = 𝑝2 ∙ 𝑒
𝑡 − 𝑝4 

𝐷32
1 = 2𝑝2 ∙ 𝑒

𝑡 − 2𝑝4 

𝐷44
1 = 2𝑝3 ∙ 𝑒

𝑡 + (𝑝3 − 𝑝1 ∙ 𝑒
𝑡) 𝑒𝑡 

𝐷14
2 = −𝑝3 − 𝑝1 ∙ 𝑒

𝑡 

𝐷43
4 = −𝑝3 − 2𝑝1 

𝐷24
1 = −𝑝3 − 𝑝1 ∙ 𝑒

𝑡 

𝐷42
1 = 2𝑝3 − 𝑝1 ∙ 𝑒

𝑡 

𝐷32
2 = 𝑝4 + 𝑝1 ∙ 𝑒

𝑡 

𝐷43
3 = 𝑝4 + 𝑝2 ∙ 𝑒

𝑡  

𝐷44
4 = 𝑝4 + 2𝑝2 ∙ 𝑒

𝑡 

𝐷42
2 = 2𝑝4 − 2𝑝2 ∙ 𝑒

𝑡 

𝐷41
1 = 2𝑝4 − 𝑝2 ∙ 𝑒

𝑡 

şeklinde olur. 

Γ̅𝑖𝑗
𝑘 = Γ𝑖𝑗

𝑘 + 𝐷𝑖𝑗
𝑘  

biçimde tanımlanan istatistiksel konneksiyonun katsayıları ise Γ𝑖𝑗
𝑘  Levi-Civita konneksiyon 

katsayıları Γ44
2 = 𝑒𝑡 olup bu bileşenler 

Γ̅22
1 = Γ̅32

4 = −
1

2
Γ̅13
3 = −

1

2
Γ̅14
4  

= −
1

2
Γ̅23
4 = −

1

2
Γ̅24
3 = −Γ̅11

1 = −Γ̅12
2  

= −Γ̅21
2 = −Γ̅31

3 = −Γ̅41
4 = −Γ̅42

3  

= −𝑝1 

 

Γ̅11
2 = Γ̅41

3 = −
1

2
Γ̅23
3 = −

1

2
Γ̅24
4  

= −Γ̅12
1 = −Γ̅21

1 = −Γ̅22
2 = −Γ̅31

4  

= −Γ̅32
3 = −Γ̅42

4 = −
1

2
Γ̅13
4  

= −𝑝2 
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Γ̅13
1 = Γ̅33

3 = −
1

2
Γ̅41
2 =

1

2
Γ̅31
1 = 𝑝3 

Γ̅14
1 = Γ̅34

3 = 𝑝4 

Γ̅43
1 = (𝑝2 ∙ 𝑒

𝑡 − 𝑝4) ∙ 𝑒
𝑡 

Γ̅34
2 = (𝑝3 + 𝑝1 ∙ 𝑒

𝑡) ∙ 𝑒𝑡 

Γ̅44
2 = 2(−2 ∙ 𝑝2 ∙ 𝑒

𝑡 + 𝑝4) ∙ 𝑒
𝑡 + 𝑒𝑡 

Γ̅23
2 = 2𝑝1 ∙ 𝑒

𝑡 + 𝑝3 

Γ̅44
3 = 3𝑝1 ∙ 𝑒

𝑡 − 𝑝3 

Γ̅13
2 = −3𝑝2 ∙ 𝑒

𝑡 + 2 ∙ 𝑝4 

Γ̅24
2 = −2𝑝2 ∙ 𝑒

𝑡 + 𝑝4 

Γ̅23
1 = Γ̅33

4 = 𝑝2 ∙ 𝑒
𝑡 − 𝑝4 

Γ̅32
1 = 2𝑝2 ∙ 𝑒

𝑡 − 2𝑝4 

Γ̅44
1 = 2𝑝3 ∙ 𝑒

𝑡 + (𝑝3 − 𝑝1 ∙ 𝑒
𝑡) 𝑒𝑡 

Γ̅14
2 = −𝑝3 − 𝑝1 ∙ 𝑒

𝑡 

Γ̅43
4 = −𝑝3 − 2𝑝1 

Γ̅24
1 = −𝑝3 − 𝑝1 ∙ 𝑒

𝑡 

Γ̅42
1 = 2𝑝3 − 𝑝1 ∙ 𝑒

𝑡 

Γ̅32
2 = 𝑝4 + 𝑝1 ∙ 𝑒

𝑡 

Γ̅43
3 = 𝑝4 + 𝑝2 ∙ 𝑒

𝑡 

Γ̅44
4 = 𝑝4 + 2𝑝2 ∙ 𝑒

𝑡 

Γ̅42
2 = 2𝑝4 − 2𝑝2 ∙ 𝑒

𝑡 

Γ̅41
1 = 2𝑝4 − 𝑝2 ∙ 𝑒

𝑡 

biçiminde elde edilir. Ayrıca Φ𝐹𝑝 bileşenleri için 

(Φ𝐹𝑝)21 = −𝑝1,1 + 𝑝2,2 

(Φ𝐹𝑝)11 = (Φ𝐹𝑝)22 = 𝑝1,2 − 𝑝2,1 

(Φ𝐹𝑝)12 = 𝑝2,2 + 𝑝1,1 

(Φ𝐹𝑝)41 = −𝑒
𝑡(𝑝1,1) + 𝑝1,3 − 𝑝2,4 

(Φ𝐹𝑝)31 = 𝑒
𝑡(𝑝1,2) − 𝑝1,4 − 𝑝2,3 

(Φ𝐹𝑝)42 = −𝑒
𝑡(𝑝2,1) + 𝑝2,3 + 𝑝1,4 

(Φ𝐹𝑝)32 = 𝑒
𝑡(𝑝2,3) − 𝑝2,4 + 𝑝1,3 

(Φ𝐹𝑝)23 = −𝑝3,1 − 𝑒
𝑡(𝑝2,2) + 𝑝4,2 

(Φ𝐹𝑝)13 = 𝑝3,2 − 𝑒
𝑡(𝑝2,1) + 𝑝4,1 

(4.14) 
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(Φ𝐹𝑝)24 = −𝑝4,1 + 𝑒
𝑡(𝑝1,2) − 𝑝3,1 

(Φ𝐹𝑝)14 = 𝑝4,2 + 𝑒
𝑡(𝑝1,1) − 𝑝3,1 

(Φ𝐹𝑝)43 = −𝑒
𝑡(𝑝3,1) + 𝑝3,3 − 𝑒

𝑡(𝑝2,3) + 𝑝4,3 

(Φ𝐹𝑝)44 = −𝑒
𝑡(𝑝4,1) + 𝑝4,3 + 𝑒

𝑡(𝑝1,4) − 𝑝3,4 

(Φ𝐹𝑝)34 = 𝑒
𝑡(𝑝4,2) − 𝑝4,4 + 𝑒

𝑡(𝑝1,3) − 𝑝3,3 

elde edilir. (4.14) ile verilen eşitlikler sıfıra eşitlenerek sistem çözülür ve bu çözümler (0,4) 

tipli 𝑅̅ eğrilik tensöründe yerlerine yazılarsa,𝑅̅𝑖𝑗𝑘𝑙 biçimindeki eğrilik tensörünün bileşenleri 

𝑅̅3422 = 𝑅̅4311 = −𝑅̅4322 = −𝑅̅3411 = 𝑒
𝑡(𝑝2,1 + 2𝑝1 ∙ 𝑝2) 

𝑅̅4312 = 𝑅̅4321 = −𝑅̅3412 = −𝑅̅3421 = 𝑒
𝑡(𝑝2,1 + (𝑝1)

2 + (𝑝2)
2) 

−𝑅̅1411 = −𝑅̅2322 = −𝑅̅3112 = −𝑅̅3121 = −𝑅̅3211 = −𝑅̅4122 = −𝑅̅4212 = −𝑅̅4221 = 𝑅̅1312

= 𝑅̅1321 = 𝑅̅1422 = 𝑅̅2311 = 𝑅̅2412 = 𝑅̅2421 = 𝑅̅3222 = 𝑅̅4111

= 𝑝2,1 + 2𝑝1 ∙ 𝑝2 

−𝑅̅4342 = 𝑅̅3442 = (−3 ∙ 𝑝2 ∙ 𝑒
2𝑡 + 𝑝4 ∙ 𝑒

𝑡)𝑝1 − 𝑒
𝑡(𝑝3 ∙ 𝑝2 + 2𝑝2,3 + 𝑝4,1) 

−𝑅̅4333 = 𝑅̅3433 = (2𝑝3 ∙ 𝑝2 + 𝑝2,3)𝑒
2𝑡 − 2𝑒𝑡(𝑝3 ∙ 𝑝4 +

𝑝4,3
2
) 

−𝑅̅4334 = 𝑅̅3434 ((𝑝4 − 1)𝑝2 − 𝑝1 ∙ 𝑝3 − 𝑝2,4 + 2𝑝4,2) 𝑒
2𝑡 + 𝑒𝑡(𝑝3)

2 − (𝑝4)
2 − 𝑝4,4) 

−𝑅̅1311 = −𝑅̅1412 = −𝑅̅1421 = −𝑅̅2411 = −𝑅̅3111 = −𝑅̅3212 = −𝑅̅4222 = 𝑅̅1322 = 𝑅̅2312

= 𝑅̅4211 = 𝑅̅3111 = 𝑅̅4121 = 𝑅̅4121 = 𝑝2,2 − (𝑝1)
2 + (𝑝2)

2 

−𝑅̅2333 = −𝑅̅4133 = 𝑅̅1433 = 𝑅̅3233 = 𝑒
𝑡 ∙ 𝑝2,3 − 𝑝4,3 + (2𝑝2 ∙ 𝑒

𝑡 − 2𝑝4)𝑝3 

−𝑅̅4314 = 𝑅̅3414 = (𝑝1)
2 ∙ 𝑒2𝑡 − 𝑝3 ∙ 𝑝1 ∙ 𝑒

𝑡 − 𝑒𝑡((𝑝4 − 2) ∙ 𝑝2 − 𝑝2,4 + 2𝑝4,2) 

−𝑅̅2342 = −𝑅̅3141 = −𝑅̅4142 = −𝑅̅4241 = 𝑅̅1341 = 𝑅̅1442 = 𝑅̅2441 = 𝑅̅3242

= 2𝑝2,3 + 𝑝4,1 + (3 ∙ 𝑝2 ∙ 𝑒
𝑡 − 𝑝4) ∙ 𝑝1 + 𝑝3 ∙ 𝑝2 

−𝑅̅4324 = 𝑅̅3424 = (𝑝2 ∙ 𝑒
2𝑡 + 𝑝4 ∙ 𝑒

𝑡) ∙ 𝑝1 − 𝑝3 ∙ 𝑝2 ∙ 𝑒
𝑡 − 𝑝2,1 ∙ 𝑒

2𝑡 + 𝑒𝑡(𝑝2,3 − 2𝑝4,1) 

−𝑅̅3413 = 𝑅̅4313 = (𝑝2 ∙ 𝑒
2𝑡 − 𝑝4 ∙ 𝑒

𝑡) ∙ 𝑝1 + 𝑝3 ∙ 𝑝2 ∙ 𝑒
𝑡 + 2𝑝2,1 ∙ 𝑒

2𝑡 − 𝑒𝑡(𝑝2,3 − 2𝑝4,1) 

−𝑅̅4331 = 𝑅̅3431 = (𝑝2 ∙ 𝑒
2𝑡 − 𝑝4 ∙ 𝑒

𝑡) ∙ 𝑝1 + 𝑝3 ∙ 𝑝2 ∙ 𝑒
𝑡 − 𝑝2,1 ∙ 𝑒

2𝑡 + 2(𝑝2,3 +
𝑝4,1
2
)𝑒𝑡 

−𝑅̅3441 = 𝑅̅4341

= 2(𝑝2)
2 ∙ 𝑒2𝑡 − 𝑒𝑡(𝑝4 + 1) ∙ 𝑝2 + (−(𝑝1)

2 + 2𝑝2,2)𝑒
2𝑡 − 𝑒𝑡(𝑝1 ∙ 𝑝3 + 2𝑝2,4

− 𝑝4,2 

−𝑅̅2344 = −𝑅̅4144 = 𝑅̅1444 = 𝑅̅3244

= (2 ∙ 𝑝1 ∙ 𝑒
2𝑡 − 2 ∙ 𝑝3 ∙ 𝑒

𝑡) ∙ 𝑝2 + 2 ∙ 𝑝3 ∙ 𝑝4 − 2𝑝2,1 ∙ 𝑒
2𝑡 + (2𝑝2,3 + 3𝑝4,1)𝑒

𝑡

+ 𝑝4,3 
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−𝑅̅3444 = 𝑅̅4344

= 2 ∙ 𝑝3 ∙ 𝑝2 − 2𝑝2,3 − 3𝑝4,1)𝑒
2𝑡 − 2𝑒3𝑡𝑝1 ∙ 𝑝2 − 2𝑒

𝑡𝑝3 ∙ 𝑝4 + 2𝑒
3𝑡 ∙ 𝑝2,1

− 𝑝4,3 ∙ 𝑒
𝑡 

−𝑅̅1413 = −𝑅̅3123 = −𝑅̅3213 = −𝑅̅4223 = 𝑅̅4113 = 𝑅̅1323 = 𝑅̅2313 = 𝑅̅2423

= 2𝑒𝑡 ∙ 𝑝2,1 − 𝑝2,3 − 2 ∙ 𝑝4,1 + 𝑝1(𝑝2 ∙ 𝑒
𝑡 − 𝑝4) + 𝑝3 ∙ 𝑝2 

−𝑅̅1314 = −𝑅̅1424 = −𝑅̅2414 = −𝑅̅3224 = 𝑅̅2324 = 𝑅̅3114 = 𝑅̅4124 = 𝑅̅4214

= 𝑒𝑡 ∙ 𝑝2,1 − 𝑝2,3 − 2 ∙ 𝑝4,1 + (−𝑝2 ∙ 𝑒
𝑡 − 𝑝4) ∙ 𝑝1 + 𝑝3 ∙ 𝑝2 

−𝑅̅1431 = −𝑅̅3132 = −𝑅̅3231 = −𝑅̅4232 = 𝑅̅4131 = 𝑅̅1332 = 𝑅̅2331 = 𝑅̅2432

= 𝑒𝑡 ∙ 𝑝2,1 − 2𝑝2,3 − 𝑝4,1 + (−𝑝2 ∙ 𝑒
𝑡 + 𝑝4) ∙ 𝑝1 − 𝑝3 ∙ 𝑝2 

−𝑅̅1324 = −𝑅̅2314 = −𝑅̅2424 = −𝑅̅4114 = 𝑅̅1414 = 𝑅̅3124 = 𝑅̅3214 = 𝑅̅4224

= 𝑒𝑡 ∙ (𝑝1)
2 − 𝑝1 ∙ 𝑝3 − 𝑝2 ∙ 𝑝4 − 2𝑝4,2 + 𝑝2,4 

−𝑅̅3234 = 𝑅̅2334 = (𝑝3)
2 − 𝑝3 ∙ 𝑝1 ∙ 𝑒

𝑡 − (𝑝4)
2 + 𝑝2 ∙ 𝑝4 ∙ 𝑒

𝑡 + (−𝑝2,4 + 2𝑝4,2)𝑒
𝑡 − 𝑝4,4 

−𝑅̅1344 = 𝑅̅3144 = (𝑝4)
2 − 2𝑝2 ∙ 𝑝4 ∙ 𝑒

𝑡 + (𝑝1)
2 ∙ 𝑒2𝑡 − (𝑝3)

2 + (2𝑝2,4 − 4𝑝4,2)𝑒
𝑡 + 𝑝4,4 

−𝑅̅3143 = −𝑅̅4243 = 𝑅̅1343 = 𝑅̅2443

= (𝑝1 ∙ 𝑝2 + 2𝑝2,1)𝑒
2𝑡 − 𝑝1 ∙ 𝑝4 ∙ 𝑒

𝑡 + 3𝑝3 ∙ 𝑝2 ∙ 𝑒
𝑡 − 𝑝3 ∙ 𝑝4 − 2𝑒

𝑡 ∙ 𝑝4,1

− 𝑝4,3 

−𝑅̅4234 = −𝑅̅3134 = 𝑅̅2434 = 𝑅̅1334

= (𝑝2 ∙ 𝑒
2𝑡 − 𝑝4 ∙ 𝑒

𝑡)𝑝1 − 𝑝3 ∙ 𝑝2 ∙ 𝑒
𝑡 + 2𝑝3 ∙ 𝑝4 − 𝑝2,1 ∙ 𝑒

2𝑡 + (𝑝2,3 + 𝑝4,1)𝑒
𝑡

+ 𝑝4,3 

−𝑅̅4244 = 𝑅̅2444

= (2 ∙ 𝑝4 ∙ 𝑒
𝑡 + 𝑒𝑡)𝑝2 − (𝑝4)

2 − (𝑝1)
2 ∙ 𝑒2𝑡 + (𝑝3)

2 + (−2𝑝2,4 + 4𝑝4,2)𝑒
𝑡

− 𝑝4,4 

−𝑅̅4343 = 𝑅̅3443

= (3𝑝4 − 2)𝑝2 + 𝑝1 ∙ 𝑝3 + 3𝑝4,2)𝑒
2𝑡 − 2𝑒3𝑡 ∙ (𝑝2)

2 + 𝑒𝑡 ∙ (𝑝3)
2 − 𝑒𝑡 ∙ (𝑝4)

2

− 2𝑒3𝑡 ∙ 𝑝4,4 − 𝑒
𝑡𝑝4,4 

−𝑅̅2332 = −𝑅̅3131 = −𝑅̅4132 = −𝑅̅4231 = 𝑅̅1331 = 𝑅̅3232 = 𝑅̅2431 = 𝑅̅1432

= (𝑝1)
2 ∙ 𝑒𝑡 + 𝑒𝑡𝑝2,2 − 𝑝1 ∙ 𝑝3 − 𝑝2 ∙ 𝑝4 − 2𝑝2,4 + 𝑝4,2 

−𝑅̅1423 = −𝑅̅2413 = −𝑅̅3223 = −𝑅̅1313 = 𝑅̅2323 = 𝑅̅3113 = 𝑅̅4213 = 𝑅̅4123

= (𝑝2)
2 ∙ 𝑒𝑡 + 𝑒𝑡𝑝2,2 − 𝑝1 ∙ 𝑝3 − 𝑝2 ∙ 𝑝4 + 𝑝2,4 − 2𝑝4,2 

−𝑅̅4134 = 𝑅̅1434 = 𝑒
𝑡(𝑝4 + 1) ∙ 𝑝2+(𝑝3)

2 − 𝑝3 ∙ 𝑝1 ∙ 𝑒
𝑡 − (𝑝4)

2 + (−𝑝2,4 − 2𝑝4,2)𝑒
𝑡 − 𝑝4,4 

−𝑅̅3243 = 𝑅̅2343(2 ∙ (𝑝2)
2 + 2𝑝2,2) ∙ 𝑒

2𝑡 − 𝑝3 ∙ 𝑝1 ∙ 𝑒
𝑡 − 3 ∙ 𝑝2 ∙ 𝑝4 ∙ 𝑒

𝑡 − (𝑝3)
2 + (𝑝4)

2

− 3𝑒𝑡𝑝4,2 + 𝑝4,4 



 

49 

−𝑅̅1342 = −𝑅̅2341 = −𝑅̅2442 = −𝑅̅4141 = 𝑅̅1441 = 𝑅̅4242 = 𝑅̅3241 = 𝑅̅3142

= 𝑒𝑡 ∙ (𝑝1)
2 − 2(𝑝2)

2 ∙ 𝑒𝑡 − 2𝑒𝑡𝑝2,2 + 𝑝1 ∙ 𝑝3 + 𝑝2 ∙ 𝑝4 + 2𝑝2,4 − 𝑝4,2 

−𝑅̅4233 = 𝑅̅2433

= (𝑝2)
2 ∙ 𝑒2𝑡 + (−2𝑝4 ∙ 𝑒

𝑡 − 𝑒𝑡)𝑝2 + (𝑝4)
2 + 𝑒2𝑡𝑝2,2 − (𝑝3)

2

+ (−𝑝2,4 − 𝑝4,2)𝑒
𝑡 + 𝑝4,4 

−𝑅̅3133 = 𝑅̅1333

= (𝑝2)
2 ∙ 𝑒2𝑡 − 2𝑝2 ∙ 𝑝4 ∙ 𝑒

𝑡 + (𝑝4)
2 + 𝑒2𝑡 ∙ 𝑝2,2 − (𝑝3)

2 + (−𝑝2,4 − 𝑝4,2)𝑒
𝑡

+ 𝑝4,4 

−𝑅̅1443 = 𝑅̅4143

= 2 ∙ (𝑝2)
2 ∙ 𝑒2𝑡 + (−3 ∙ 𝑝4 ∙ 𝑒

𝑡 − 𝑒𝑡)𝑝2 − 𝑝3 ∙ 𝑝1 ∙ 𝑒
𝑡 − (𝑝3)

2 + (𝑝4)
2

+ 2 ∙ 𝑒2𝑡 ∙ 𝑝2,2 − 3 ∙ 𝑒
𝑡𝑝4,2 + 𝑝4,4 

𝑅̅3412 = 𝑅̅3421 = −𝑒
𝑡(𝑝2,2 − (𝑝1)

2 + (𝑝2)
2) 

şeklinde olur. 

(𝑀4, 𝑔, ∇̅, 𝐹) yarı-simetrik burulmaya sahip istatistiksel Kähler-Norden-Walker manifoldunun 

Ricci eğrilik tensörü 𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅  bileşenleri 

 

(𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ )11 = −(𝑅̅𝑖𝑐)22 = 2𝑝2,2 − 2(𝑝1)
2 + 2(𝑝2)

2 

(𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ )12 = (𝑅̅𝑖𝑐)21 = −2𝑝2,1 − 4 ∙ 𝑝1 ∙ 𝑝2 

(𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ )13 = −2 ∙ (𝑝2)
2 ∙ 𝑒𝑡 − 2 ∙ 𝑒𝑡𝑝2,2 + 2 ∙ 𝑝1 ∙ 𝑝3 + 2 ∙ 𝑝2 ∙ 𝑝4 + 4𝑝2,4 − 2𝑝4,2 

(𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ )14 = −4 ∙ 𝑝2,3 − 2𝑝4,1 + 2𝑝1 ∙ (−3 ∙ 𝑝2 ∙ 𝑒
𝑡 + 𝑝4) − 2 ∙ 𝑝3 ∙ 𝑝2 

(𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ )2,3 = −2 ∙ 𝑒
𝑡𝑝2,1 + 4𝑝2,3 + 2𝑝4,1 + 2𝑝1 ∙ (𝑝2 ∙ 𝑒

𝑡 − 𝑝4 + 2 ∙ 𝑝3 ∙ 𝑝2) 

(𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ )2,4 = 2 ∙ 𝑒
𝑡(𝑝1)

2 − 4(𝑝2)
2 ∙ 𝑒𝑡 − 4 ∙ 𝑒𝑡𝑝2,2 + 2 ∙ 𝑝1 ∙ 𝑝3 + 2 ∙ 𝑝2 ∙ 𝑝4 + 4𝑝2,4 − 2𝑝4,2 

(𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ )3,1 = −𝑒
𝑡(𝑝2,2 − (𝑝1)

2 + (𝑝2)
2) − (𝑝2)

2 ∙ 𝑒𝑡 − 𝑒𝑡𝑝2,2 + 2 ∙ 𝑝1 ∙ 𝑝3 + 2 ∙ 𝑝2 ∙ 𝑝4 − 2𝑝2,4

+ 4𝑝4,2 − 𝑒
𝑡 ∙ 𝑝1 

(𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ )3,2 = −2(−𝑝2,1 − 2 ∙ 𝑝1 ∙ 𝑝2) ∙ 𝑒
𝑡 − 𝑒𝑡(𝑝2,1 + 2 ∙ 𝑝1 ∙ 𝑝3 + 3 ∙ 𝑒

𝑡𝑝2,1 − 2𝑝2,3 − 4𝑝4,1

+ 𝑝1(𝑝2 ∙ 𝑒
𝑡 − 𝑝4) + 2 ∙ 𝑝3 ∙ 𝑝2 + (−𝑝2 ∙ 𝑒

𝑡 − 𝑝4) ∙ 𝑝1 

(𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ )3,3 = −2(−(𝑝2)
2 ∙ 𝑒𝑡 − 𝑒𝑡𝑝2,2 + 𝑝1 ∙ 𝑝3 + 𝑝2) ∙ 𝑝4 + 2𝑝2,4 − 𝑝4,2) ∙ 𝑒

𝑡 + 𝑒𝑡(𝑝4 + 1)

∙ 𝑝2𝑒
𝑡(𝑝1 ∙ 𝑝3 + 2𝑝2,4 − 𝑝4,2) − 3𝑝2 ∙ 𝑝4 ∙ 𝑒

𝑡 + 2(𝑝4)
2 − 2(𝑝3)

2

+ (−𝑝2,4 − 𝑝4,2) ∙ 𝑒
𝑡 + 2𝑝4,4 + 𝑝3 ∙ 𝑝1 ∙ 𝑒

𝑡 + (𝑝2,4 − 2𝑝4,2) ∙ 𝑒
𝑡  
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(𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ )3,4 = −2(−2 ∙ 𝑝2,3 − 𝑝4,1 + 𝑝1(−3 ∙ 𝑝2 ∙ 𝑒
𝑡 + 𝑝4) − 𝑝3 ∙ 𝑝2 ∙ 𝑒

𝑡

+ (−3 ∙ 𝑝2 ∙ 𝑒
2𝑡 + 𝑝4 ∙ 𝑒

𝑡)𝑝1 − 𝑒
𝑡(𝑝3 ∙ 𝑝2 + 2𝑝2,3 + 𝑝4,1)

+ (𝑝1 ∙ 𝑝2 + 2𝑝2,1)𝑒
2𝑡 − 𝑝1 ∙ 𝑝4 ∙ 𝑒

𝑡 + 3𝑝3 ∙ 𝑝2 ∙ 𝑒
𝑡 − 4𝑝3 ∙ 𝑝4 − 2 ∙ 𝑒

𝑡𝑝4,1

− 2𝑝4,3 + (−2 ∙ 𝑝1 ∙ 𝑒
2𝑡 + 2 ∙ 𝑝3 ∙ 𝑒

𝑡) ∙ 𝑝2 + 2𝑝2,1 ∙ 𝑒
2𝑡 + (−2 ∙ 𝑝2,3 − 3𝑝4,1)

∙ 𝑒𝑡  

(𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ )4,1 = −3 ∙ 𝑒
𝑡(𝑝2,1 + 2 ∙ 𝑝1 ∙ 𝑝2 − 3) ∙ 𝑒

𝑡𝑝2,1 + 2𝑝2,3 + 4𝑝4,1 + (−𝑝2 ∙ 𝑒
𝑡 + 𝑝4) ∙ 𝑝1

− 3𝑝3 ∙ 𝑝2 + 𝑝1(𝑝4 + 𝑝2 ∙ 𝑒
𝑡) 

(𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ )4,2 = −3 ∙ 𝑒
𝑡(𝑝2,2 − (𝑝1)

2 + (𝑝2)
2) − (𝑝2)

2) ∙ 𝑒𝑡 − 𝑒𝑡𝑝2,2 + 2 ∙ 𝑝1 ∙ 𝑝3 + 2 ∙ 𝑝2 ∙ 𝑝4

− 2𝑝2,4 + 4𝑝4,2 − 𝑒
𝑡(𝑝1)

2 

(𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ )4,3 = (𝑝2) ∙ 𝑒
2𝑡 − 𝑝4 ∙ 𝑒

𝑡) ∙ 𝑝1 + 2𝑝3 ∙ 𝑝2) ∙ 𝑒
𝑡 + 2(𝑝2,3 +

𝑝4,1
2
) 𝑒𝑡 − 2(𝑒𝑡𝑝2,1 − 2𝑝2,3

− 𝑝4,1 + (𝑝2 ∙ 𝑒
𝑡 + 𝑝4 ∙ 𝑝1 − 𝑝3 ∙ 𝑝2 ∙ 𝑒

𝑡 + 𝑒𝑡𝑝2,3 − 2𝑝4,3

+ (2 ∙ 𝑝2 ∙ 𝑒
𝑡 − 2𝑝4)𝑝3 + (−𝑝2 ∙ 𝑒

𝑡 + 𝑝4 ∙ 𝑒
𝑡)𝑝1 − 2𝑝3 ∙ 𝑝4 + (−𝑝2,3 − 𝑝4,1)

∙ 𝑒𝑡  

(𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ )4,4 = −4 ∙ (𝑝2)
2 ∙ 𝑒2𝑡 + 𝑒𝑡(𝑝4 + 1) ∙ 𝑝2 + ((𝑝1)

2 − 2𝑝2,2) ∙ 𝑒
2𝑡

+ 𝑒𝑡(𝑝1 ∙ 𝑝3 + 2𝑝2,4 − 𝑝4,2)

− 2(−𝑒𝑡(𝑝1)
2 + 2(𝑝2)

2 ∙ 𝑒𝑡 + 2 ∙ 𝑒𝑡 ∙ 𝑝2,2 − 𝑝1 ∙ 𝑝3 − 𝑝2 ∙ 𝑝4 − 2𝑝2,4 + 𝑝4,2)

∙ 𝑒𝑡(3𝑝4) ∙ 𝑒
𝑡 + 𝑒𝑡) ∙ 𝑝2 + 𝑝3 ∙ 𝑝1 ∙ 𝑒

𝑡 + 2(𝑝3)
2 − 2(𝑝4)

2 − 2 ∙ 𝑒𝑡𝑝2,2

+ 3𝑒𝑡𝑝4,2 − 2𝑝4,4 + (2𝑝4 ∙ 𝑒
𝑡 + 𝑒𝑡) − (𝑝1)

2 ∙ 𝑒2𝑡 + (−2𝑝2,4 + 4𝑝4,2) ∙ 𝑒
𝑡 

 

biçiminde elde edilir. 

(𝑀4, 𝑔, ∇̅, 𝐹) yarı-simetrik burulmaya sahip istatistiksel Kähler-Norden-Walker manifoldunun 

skaler eğrilik tensörü 𝜏̅ ise 

 

𝜏̅ = 8𝑝1 ∙ 𝑝3 + 8𝑝2 ∙ 𝑝4 + 4𝑝4,2 + 4𝑝2,4 

−2(−2𝑝2,2) + 2(𝑝1)
2 − 2(𝑝2)

2 ∙ 𝑒𝑡 − 8(𝑝2)
2 ∙ 𝑒𝑡 

−4 ∙ 𝑒𝑡(𝑝2,2 − (𝑝1)
2 + (𝑝2)

2) − 8 ∙ 𝑒𝑡 ∙ 𝑝2,2 

biçimindedir. 

Maple® ile Yazılan Bazı Kodlar 

Deformasyon Tensörü 
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𝐷𝑖𝑗
  𝑘 = 𝑝𝑖𝛿𝑗

𝑘 + 𝑝𝑘𝑔𝑖𝑗 − ∑(𝑝𝑚𝐹𝑖
𝑚𝐹𝑗

𝑘 − 𝑝𝑚𝐹𝑚
𝑘𝐹𝑖𝑗)

4

𝑚=1

 

İstatistiksel Konneksiyonlar 

Γ̅𝑖𝑗
𝑘 = Γ𝑖𝑗

𝑘 + 𝐷𝑖𝑗
𝑘  

> print("İstatistiksel Konneksiyonlar"); 

> for i from 1 to 4 do; 

> for j from 1 to 4 do; 

> for k from 1 to 4 do; 

> Ist_Kon[k,i,j]:=simplify(Levi[k,i,j]+(D[k,i,j]),assume=reel); 

> od; 

> od; 

> od; 

> Ist_Konk:=convert(Ist_Kon,set); 

>Ist_Konküme:=( Ist_Konk minus {0}); 

>Ist_Konkümesayısı:=numelems(Ist_Konküme); 

> for h from 1 to Ist_Konkümesayısı do; 

> for i from 1 to 4 do; 

> for j from 1 to 4 do; 

> for k from 1 to 4 do; 

> if Ist_Kon [k,i,j]= Ist_Kon küme[h] then print(`#mover(mi("Gamma"),mo("~"))`[i, 

j]^[k]= Ist_Kon [k,i,j],[h]) else fi; 

> od; 

> od; 

> od; 

> print("Deformasyon Tensörü"); 

> for i from 1 to 4 do; 

> for j from 1 to 4 do; 

> for k from 1 to 4 do; 

> D[k,i,j]:=(wi[i]*crn[k,j]+wup[k]*G[i,j]-add(wi[l]*F[l,i],l=1..4)*F[k,j]-

add(wup[l]*F[k,l],l=1..4)*B[i,j]); 

> od; 

> od; 

> od; 

> Dk:=convert(D,set); 

> Dküme:=(Dk minus {0}); 

> Dkümesayısı:=numelems(Dküme); 

> for h from 1 to Dkümesayısı do; 

> for i from 1 to 4 do; 

> for j from 1 to 4 do; 

> for k from 1 to 4 do; 

> if D[k,i,j]=Dküme[h] then print(`#mover(mi("D"),mi(""))`[i, j]^[k]=D[k,i,j],[h]) else fi; 

> od; 

> od; 

> od; 

> od; 
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> od; 

 

𝚽-Operatörleri 

(Φ𝐹𝑝)𝑖𝑗 = ∑ (𝐹𝑖
𝑚 (

𝜕

𝜕𝑥𝑚
𝑝𝑗) − 𝐹𝑗

𝑚 (
𝜕

𝜕𝑥𝑗
𝑝𝑚))

4

𝑚=1

 

= ∑ (𝐹𝑖
𝑚(𝑝𝑗,𝑚) − 𝐹𝑗

𝑚(𝑝𝑚,𝑗))

4

𝑚=1

 

 

> print("Phi Operatörler"); 

> for i from 1 to 4 do; 

> for j from 1 to 4 do; 

> phi[i,j]:=add(F[l,i]*diff(w[j](x,y,z,t),coord[l]),l=1..4)-

add(F[l,j]*diff(w[l](x,y,z,t),coord[i]),l=1..4); 

> od; 

> od; 

> yer_yaz:=[]; 

> for i from 1 to 4 do; 

> for j from 1 to 4 do; 

> yer_yaz:=[op(yer_yaz), diff(w[i](x,y,z,t),coord[j])=D[i,j]]; 

> od; 

> od; 

> for i from 1 to 4 do; 

> for j from 1 to 4 do; 

> denk[i,j]:=subs(yer_yaz,phi[i,j]); 

> od; 

> od; 

> ortak:=[]; 

> for i from 1 to 4 do; 

> for j from 1 to 4 do; 

> ortak:=[op(ortak), denk[i,j]]; 

> od; 

> od; 

> ortakçözüm:=solve(ortak); 

> phiküme:=convert(phi,set); 

> phikümeES:=numelems(phiküme); 

> for h from 1 to phikümeES do; 

> for i from 1 to 4 do; 

> for j from 1 to 4 do; 

> if phi[i,j]=phiküme[h] then print(Phi[i,j]=phiküme[h],[h]) else fi;  

> od; 

> od; 

> od 

 



 

53 

(0,4) Tipli Eğrilik Tensörü 

 

𝑅̅𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙 + 𝐴𝑖𝑙𝑔𝑗𝑘 − 𝐴𝑗𝑙𝑔𝑖𝑘  

− ∑ 𝐹𝑙
𝑚(𝐴𝑖𝑚𝐹𝑗𝑘 − 𝐴𝑗𝑚𝐹𝑖𝑘)

4

𝑚=1

 

+(𝐴𝑖𝑗 − 𝐴𝑗𝑖)𝑔𝑘𝑙 + ∑ 𝐹𝑗
𝑚(𝐴𝑖𝑚 − 𝐴𝑚𝑖)𝐹𝑘𝑙

4

𝑚=1

 

> for l from 1 to 4 do; 

> for i from 1 to 4 do; 

> for j from 1 to 4 do; 

> for k from 1 to 4 do; 

>Rnormal[l,i,j,k]:=diff(Ist_Kon[l,j,k],coord[i]) diff(Ist_Kon[l,i,k],coord[j]) + 

sum((Ist_Kon[l,i,n]* Ist_Kon [n,j,k])-( Ist_Kon [l,j,n]* Ist_Kon [n,i,k]),n=1..4); 

> R:=simplify(Rnormal,assume=reel); 

> od; 

> od; 

> od; 

> od; 

> "(0,4) Tipli Eğrilik Tensörü": 

> for i from 1 to 4 do; 

> for j from 1 to 4 do; 

> for k from 1 to 4 do; 

> for l from 1 to 4 do; 

> katsayınormal[i,j,k,l]:=sum(R[n,i,j,k]*G[n,l],n=1..4); 

> katsayı:=simplify(katsayınormal,assume=reel); 

> "if katsayı[i,j,k,l]<>0 then print(ks[i,j,k,l]=katsayı[i,j,k,l]) else fi": 

> od; 

> od; 

> od; 

> od; 

Ricci Eğrilik Tensörü 

 

(𝑅̅𝑖𝑐)𝑖𝑗 = (𝑅𝑖𝑐)𝑖𝑗 + 2𝐴𝑖𝑗 − 4𝐴𝑗𝑖  

+∑𝐴𝑛
𝑛𝑔𝑖𝑗

4

𝑛=1

−∑∑ 𝐴𝑛
𝑚𝐹𝑚

𝑛𝐹𝑖𝑗

4

𝑚=1

4

𝑛=1

 

> print("Ricci Eğrilikler"); 

> for j from 1 to 4 do; 

> for k from 1 to 4 do; 

> Ric[j,k]:=sum(sum(Regrilik[r,j,k,s]*Gters[r,s],r=1..4),s=1..4); 

> print(`#mover(mi("R"),mo("~"))`[j,k]=Ric[j,k]); 

> od; 

> od; 
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Skaler Eğrilik 

𝜏̅ = 𝜏 + 2∑𝐴𝑛
𝑛

4

𝑛=1

 

> print("Skaler Eğrilik"); 

> Skaler:=sum(sum(Ric[r,s]*Gters[r,s],r=1..4),s=1..4); 

> print(`#mover(mi("tau"),mo("~"))`= Skaler); 
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TARTIŞMA VE SONUÇ 

Sunulan bu tezde, burulmalı istatistiksel manifoldların (SMAT) konneksiyonu ∇̅ yi 

Levi-Civita konneksiyonu (∇) ile yeniden ifade etmek amaçlandı. Bunun sonucu olarak da 

burulması yarı-simetrik olan yeni bir konneksiyon elde edildi. 𝐹2 = −𝐼 kompleks yapısı ile 

verilen (𝑀𝑛 , 𝑔, 𝐹) anti-Kähler manifoldu üzerinde burulmalı ∇̅ konneksiyonu ∇̅= ∇ + 𝐷 

şeklinde tanımlandı ve buradaki 𝐷 (1,2) tipli deformasyon tensörü 𝐹2 = −𝐼 kompleks 

yapısına bağlı olarak özel seçildi.(𝑀𝑛 , 𝑔, 𝐹, ∇̅) olarak ifade edilen burulmalı istatistiksel anti-

Kähler manifoldu oluşturuldu. 

 (𝑀𝑛 , 𝑔, 𝐹, ∇̅) burulmalı istatistiksel anti-Kähler manifoldunun ilk önce burulma 

tensörü 𝑇̅ nin özellikleri incelendi. 𝐹2 = −𝐼 kompleks yapısına göre pür olan burulma 

tensörünün holomorfluğu araştırıldı. Tachibana operatörü yardımıyla araştırılan 

holomorfluğunu hangi şart altında sağlandığı ise teorem olarak verildi. 

Tezin ikinci kısmında ise elde ettiğimiz yeni ∇̅ burulmalı istatistiksel konneksiyonun 

eğrilik özellikleri incelendi. İlk olarak (1,3) tipli eğrilik tensörü ve daha sonra ise 𝑔 Riemann 

metriği yardımıyla 𝑔(𝑅̅(𝑋, 𝑌, 𝑍),𝑊) = 𝑅̅(𝑋, 𝑌, 𝑍,𝑊) biçiminde tanımlanan (0,4) tipli 𝑅̅ 

Riemann eğrilik tensörü hesaplandı. Hesaplanan eğrilik tensörünün Riemann özellikleri ve 

yine Tachibana operatörü yardımıyla holomorfluğu incelendi. Daha sonra Riemann eğrilik 

tensörünün kontraksiyonu sonucu elde edilen Ricci tensörü𝑅̅𝑖𝑐 hesaplandı. Riemann uzayında 

Livi-Civita konneksiyonunun Ricci tensörü 𝑅𝑖𝑐simetriktir. Yani 𝑅𝑖𝑐(𝑋, 𝑌) = 𝑅𝑖𝑐(𝑌, 𝑋) 

şeklindedir. Bu kısımda da (𝑀𝑛 , 𝑔, 𝐹, ∇̅) burulmalı istatistiksel anti-Kähler manifoldunun ∇̅ 

konneksiyonunun Ricci tensörü 𝑅̅𝑖𝑐 in hangi durumda simetrik olduğu gösterildi. 

𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅  tensörünün tam kontraksiyonu ile elde edilenskaler eğrilik 𝜏̅ hesaplandı ve Levi-

Civita konneksiyonunun skaler eğriliği 𝜏 ile çakışması durumu incelendi. Bu bölümün 

sonunda ise 𝑈(𝑅𝑖𝑐)-vektör alanının tanımı (𝑀𝑛 , 𝑔, 𝐹, ∇̅) burulmalı istatistiksel anti-Kähler 

manifoldunun ∇̅ konneksiyonu için tanımlandı ve 𝑈(𝑅𝑖𝑐̅̅ ̅̅ )-vektör alanına sahip (𝑀𝑛 , 𝑔, 𝐹, ∇̅) 

manifoldunda ∇ Levi-Civita konnesiyonunun skaler eğriliği 𝜏 nun açık ifadesine ulaşıldı. Son 

olarak ise sabit skalerli bir uzay olma şart elde edildi. 

Tezin son bölümünde ise (𝑀𝑛, 𝑔, 𝐹, ∇̅) burulmalı istatistiksel anti-Kähler manifolduna 

4-boutta örnekler verildi. Temelde ani-Kähler manifoldu olan (𝑀4, 𝑔, 𝐹) Walker manifoldu 

üzerinde ∇̅ burulmalı istatistiksel konneksiyonu incelendi. Konneksiyonun eğrilik özellikleri 
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farklı durumlar altında araştırıldı. Çok fazla sayıda koordinatın hesabı için Maple® bilgisayar 

programı kullanıldı. 

 Bu tez çalışmasında seçilen yapı 𝐹2 = −𝐼 şeklindeki kompleks yapıdır. Yani 

manifold kompleks manifolddur. Yapı değiştirilerek benzer çalışmalar litaratüre 

kazandırılabilir. Örneğin, 𝐹2 = 𝐼 şeklindeki çarpım yapıyla, 𝐹2 = 0 şeklindeki dual yapıyla, 

𝐹2 = 𝐹 + 𝐼 şeklindeki altın yapıyla ya da 𝑝, 𝑞 pozitif tamsayıları için altın yapının 

genellemesi olan 𝐹2 = 𝑝𝐹 + 𝑞𝐼 şeklindeki metalik yapıyla benzer çalışmalar yapılabilir. 
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