BURULMALI iSTATISTiKSEL MANIFOLDLAR
Ziihre TOPUZ

Damisman: Do¢. Dr. Cagri KARAMAN
Doktora Tezi
Matematik Ana Bilim Dah
2023

(Her hakki saklidir.)



T.C.
ATATURK UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANA BILIM DALI

BURULMALI iSTATISTIKSEL MANIiFOLDLAR
(Statistical Manifolds With Torsion)

DOKTORA TEZI

Ziihre TOPUZ

Danigman: Dog. Dr. Cagri KARAMAN

Erzurum
Aralik, 2023



KABUL VE ONAY TUTANAGI

Ziithre TOPUZ tarafindan hazirlanan “Burulmali Istatistiksel Manifoldlar” baslikli
caligmas1 29/12/2023 tarihinde yapilan tez savunma smavi sonucunda basarili bulunarak
jurimiz tarafindan Matematik Ana Bilim Dali, Geometri Bilim Dalindadoktora tezi olarak

kabul edilmistir.

Jiiri Baskan::  Prof. Dr. Nejmi CENGIZ

Atatiirk Universitesi Asl1 1slak imzalidir
Danigman: Dog. Dr. Cagri KARAMAN

Atatiirk Universitesi Asl1 1slak imzalidir
Jiiri Uyesi: Prof. Dr. Muhammet YILDIRIM

Atatiirk Universitesi Asl1 1slak imzalidir
Jiiri Uyesi: Dog. Dr. Inan UNAL

Munzur Universitesi Asl1 1slak imzalidir
Jiiri Uyesi: Dog. Dr. Sibel TURANLI

Erzurum Teknik Universitesi Asli 1slak imzalidir

Bu tezin Atatiirk Universitesi Lisansiistii Egitim ve Ogretim Yonetmeligi’nin ilgili

maddelerinde belirtilen sartlar1 yerine getirdigini onaylarim.

Prof. Dr. Saltuk Bugrahan CEYHUN

Enstitit Miidiirii

Ash 1slak imzahdir

Not: Bu tezde kullanilan 6zgiin ve bagka kaynaklardan yapilan bildiris, ¢izelge, sekil ve
fotograflarin kaynak olarak kullanimi, 5846 sayili Fikir ve Sanat Eserleri Kanunundaki
hiikiimlere tabidir.



ETIiK BiLDIRiM VE INTIHAL BEYAN FORMU

Doktora tezi olarak Dog. Dr. Cagri KARAMAN danigsmanliginda sunulan ‘‘Burulmali
Istatistiksel Manifoldlar’® baslikli ¢alismanin tarafimizdan bilimsel etik ilkelere uyularak
yazildigini, yararlanilan eserlerin kaynakc¢ada gosterildigini, Fen Bilimleri Enstitiisii
tarafindan belirlenmis olan Turnitin Programi benzerlik oranlarmin asilmadigini ve asagidaki

oranlarda oldugunu beyan ederiz.

Tez Boliimleri Tezin Benzerlik Orani (%) Maksimum Oran (%)
Giris 2 30
Kuramsal Temeller 24 30
Materyal ve Yontem 13 35
Bulgular 17 20
Tartisma 0 20
Tezin Geneli 11 25

Not: Yedi kelimeye kadar benzerlikler ile Bashk, Kaynakca, Icindekiler, Tesekkiir, Dizin ve
Ekler kisimlar: tarama disi birakilabilir. Yukaridaki azami benzerlik oranlar: yaninda tek bir
kaynaktan olan benzerlik oranlarinin %5’den biiyiik olmamasi gerekir.

Beyan edilen bilgilerin dogru oldugunu aksi halde dogacak hukuki sorumluluklar1 kabul ve
beyan ederiz.

Tez Yazan ((")grenci) Tez Danismani
Ziihre TOPUZ Dog. Dr. Cagrt KARAMAN
23.12.2023 23.12.2023
Imza: Asli 1slak imzalidir Imza: Asli 1slak imzalidir

* Tez ile ilgili YOKTEZ’de yaymlamasma iliskin bir engelleme var ise asagidaki alani
doldurunuz.

0] Tezle ilgili patent bagvurusu yapilmasi / patent alma siirecinin devam etmesi sebebiyle

Enstitli Yonetim Kurulunun ..../.../.... tarth ve ............. sayili karar1 ile teze erisim 2 (iki)
yil siireyle engellenmistir.
LEnstitli Yonetim Kurulunun ..../.../.... tarth ve ............. sayili karar1 ile teze erisim 6

(alt1) ay siireyle engellenmistir.



TESEKKUR

1989 yilinda trafik kazasinda kaybettigim babam Ahmet CAKIR’A ithafen yazdigim

doktora tezimde;

Oncelikle damigmanlhigimi {istlenen, konu segiminden tez bitimine dek bilgisini ve
zamanini esirgemeyen kiymetli hocam Dog. Dr. Cagri KARAMAN’A danigmanligi i¢in ¢ok
tesekkiir ediyorum. Tez izleme komitesinde yer alarak degerli goriisleri ile galismalarimizi

destekleyen degerli hocamiz Prof. Dr. Nejmi CENGIZ’ e ¢ok tesekkiir ediyorum.

Stirecin  basindan bitimine kadar yardimci olan aileme, yanimda yardimim

esirgemeyen dostlarima ¢ok tesekkiir ediyorum.

Ziihre TOPUZ



OZET

DOKTORA TEZI
BURULMALI iISTATISTIKSEL MANIFOLDLAR
Ziithre TOPUZ
Damisman: Do¢. Dr. Cagri KARAMAN

Amag: Bu tez calismasi bir anti-Kdhler manifold iizerinde 6zel burulmali istatistiksel F-
konneksiyon incelemeyi amaglamaktadir.

Yontem: Tez ile ilgili olarak kuramsal temel, genel metotlar ve arastirma teknikleri olarak
asagidaki konular kullanilacaktir.

1. Difensiyellenebilir manifoldlar

2. Tachibana operatorleri

3. Anti-Kahler manifoldlar

4. Burulmali istatistiksel manifoldlar

5. Walker manifoldlar

Bulgular: Tezde ilk olarak, Riemannian konneksiyonu ve 6zel segilen deformasyon tensorii
araciligiyla burulmali istatistiksel F-konneksiyon olusruruldu. Bu yeni konneksiyonun
burulma tensorii, egrilik tensort, Ricci egrilik tensorii ve skaler egrilik tensorlerinin 6zellikleri
incelendi. Ayrica burulmali istatistiksel F-konneksiyonunun hangi sart altinda U (Ric)-vektor
alanlar1 olusturdugu incelendi ve bazi1 geometrik sonuglar elde edildi. Son olarak, anti-Kéhler-
Walker manifoldlar {izerinde bu konneksiyonlara 6rnekler verildi.

Sonug: Istatistiksel manifoldlar giiniimiizde olduk¢a yogun bir sekilde calisiimaktadir. Bu
tezde de istatistiksel manifoldlarin 6zel bir hali incelenmistir. Anti-K&hler manifoldlar:
iizerinde incelenen bu konuya Walker-4 manifoldlar1 lizerinde ornekler verildi. Tezde dort
boyutta hesaplanan koordinatlar Maple® programiyla hesaplanmasi literatiire kazandirilmistir.

Anahtar Kelimeler: anti-Kéhler manifoldlar, holomorfik tensor, istatistiksel F-konneksiyon,
burulmali istatistiksel manifold, Walker metrigi

Arahk 2023, 70 sayfa



ABSTRACT

DOCTORAL DISSERTATION
STATISTICAL MANIFOLDS WITH TORSION
Ziihre TOPUZ
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Cagri KARAMAN

Purpose: This thesis aims to examine special statistical F-connection with torsion on an anti-
Kéhler manifold.

Method: The followings will be used as the theoretical basis, general methods, and research
techniques for the thesis:

1. Differentiable manifolds,

2. Tachibana operators,

3. Anti-Kahler manifolds,

4. Statistical manifolds with Torsion,

5. Walker manifolds.

Findings: In this thesis, firstly a statistical F-connection with torsion was created through the
Riemannian connection and a specially selected deformation tensor. The properties of the
torsion tensor, curvature tensor, Ricci curvature tensor and scalar curvature tensors of this
new connection were examined. Additionally, the conditions under which torsional statistical
F-connection creates U (Ric)-vector fields were examined and some geometric results were
obtained. Finally, examples of these connections on anti-Kéhler-Walker manifolds were
given.

Results: Statistical manifolds are studied quite intensively today. In this thesis, a special case
of statistical manifolds was examined. This subject was examined on anti-Kdhler manifolds
and examples were given on Walker-4 manifolds. In the thesis, the calculation of the
coordinates calculated in four dimensions with the Maple® programme has been introduced to
the literature.

Keywords: anti-Kahler manifold, holomorphic tensor, statistical F-connection, statistical
manifold with torsion, Walker metric

December 2023, 70 pages
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GIRIS

Istatistiksel manifloldlar burulmasiz konneksiyona sahip 6zel bir Riemann
manifoldudur. Lauritzen’ in tanimina gore, (M,,, g) bir Riemann manifoldu olmak tizere her
X,Y,Z vektor alanlar1 i¢in (Vxg)(Y,Z) = g(C(X,Y),Z) = C(X,Y,Z) sartim saglayan
(M,,,g,V,C) dortlissiidiir. Burada V, M,, iizerinde herhangi bir burulmasiz konneksiyon ve
C(X,Y) ise (1,2) tipli simetrik kiibik form tensoriidiir. Burada dikkat edilmesi gereken husus

kiibik formun tamamen simetrik olmasidir. Yani,
(Vxg)(Y,Z)=C(X,Y,2) =C(X,Z,Y) =C(Y,X,Z)
=C(,Z,X)=C(Z,Y,X)=C(Z,X,Y)

seklinde olmasidir. Ayrica Lauritzen, (M,,g,V,C) istatistiksel manifoldu V Riemann

konneksiyonu (Levi-Civita) yardimiyla
- 1_ _ _
ViV = VyY — EC(X‘ Y)ve (Vxg9)(Y,Z) =C(X,Y,Z)

bigiminde tanimlandigimni da gostermistir (Laurizten 1987).

Istatistiksel manifoldun baska bir tanimmi ise Kurose yapmistir (Kurose 1994).
Kurose’ye gore ise; V, (M, g) Riemann mianifoldu iizerinde burulmasiz bir afin konneksiyon
olmak iizere (Vyg)(Y,Z) = (Vyg)(X,Z) sartim saglayan (M, g,V) iicliisiine istatistiksel
manifold denir. Bu tanimdan da anlasilacag: gibi Vg tamamen simetriktir (Kurose 1994).
[statistiksel manifoldlar icin Amari 1985, Kurose 1994, Kurose 2007, Lauritzen 1987,

Matsuzoe 2006 ve Sun and Marchand-Maillet 2014 ¢alismalar1 incelenmistir.

Hazirlanilan bu tezde de diferensiyellenebilir manifoldlarin 6zel bir hali {izerinde
calisilmistir. Burulmali istatistiksel manifold (SMAT = Statistical Manifold Admitting
Torsion) olarak bilinen manifoldlarn yeni bir smiflandirilmast yapilmistir. Burulmali
istatistiksel manifoldlar, (M,,, g) bir Riemann manifoldu olmak {izere bu manifold tizerinde

alinan burulmali V konneksiyonu igin
Vx.2) = (Vyg)(X,2) = —g(T(X,Y),2) = -T(X,Y,2)

sart1 saglaniyorsa (M, g, V) iigliisiine burulmal: istatistiksel manifold denir, (Kurose 2007).

Buradaki X, Y, Z ler keyfi vektor alanlar1 ve T(X,Y) ise

T(X,Y) = VyY — V, X —[X,Y]



bigiminde tanimmlanan V konneksiyonunun burulma tensériidiir. Burulmali istatistiksel

manifoldlar i¢in Kurose 2007, Matsuzoe 2013, Keisuke 2020, ¢alismalar1 incelenmistir.

Konneksiyon teorisinde iyi bilinir ki, herhangi bir V konneksiyonuna (1,2)-tipli bir
D(X,Y) deformasyon tensorii eklenirse yeni bir konneksiyon elde edilir. Yani V=V + D
seklinde yazilabilir. Bu tez calismasinda (M, g,V) burulmali istatistiksel manifoldunun
konneksiyonu V, g nin Levi-Civita konneksiyonu olan V ve deformasyon tensdrii D nin

toplam1 seklinde ifade edilmistir. Buradan

VyY = VyY + D(X,Y)
seklinde verilen burulmali bir konneksiyonun istatistiksel konneksiyon olmasi i¢in D(X,Y)

nin hangi sart1 saglamas1 gerektigi arastirildi.

Burulmali istatistiksel konneksiyonun 6zelliklerinin daha ayrintili incelenebilmesi i¢in
(M,,, g, F) anti-Kdhler manifoldu tercih edildi. Bu manifold {izerinde alinan V burulmali
istatistiksel konneksiyon ile birlikte (M,,, g, F, V) dértliisiine burulmal istatistiksel anti-Kihler

manifoldu ad1 verildi.

(M,,,g,F,V) burulmali istatistiksel anti-Kihler manifoldunda D(X,Y) deformasyon
tensorii iginde F? = —I kompleks yapisini da barindiracak sekilde ozel segildi. Bunun
sonucunda V burulmali istatistiksel konneksiyonun burulma tensériiniin aslinda yari-simetrik
bir burulma oldugu goriildii. Yari-simetrik burulmali manifoldlar i¢in Agashe and Chafle
1992, Duggal and Sharma 1986, Karaman 2015, Liang 1994 ve Mishra and Pandey 1980

calismalar1 incelenmistir.

(M,,, g, F,V) burulmali istatistiksel anti-Kéhler manifoldunun V konneskyionun yari-
simetrik burulmasi T nin &zellikleri incelendi. F kompleks yapisina gore piirliik (self-adjoint)
sartint saglayan burulma tensOriiniin hangi sart altinda holomorfik oldugu arastirildi.

Holomorfikligi incelemek i¢in ise Tachibana operatorii kullanilmistir.

Hazirlanan tezin ikinci bdliimiinde ise V burulmali istatistiksel konneksiyonun egrilik
ozellikleri incelendi. Oncelikle R(X,Y,Z) bigiminde olan egrilik tensorii hesaplandi ve sonra
ise g Riemann metrigi yardimyla g(R(X,Y,Z),W) = R(X,Y,Z,W) bigiminde tanimlanan
(0,4) tipli R egrilik tensériiniin dzellikleri ve yine holomorflugu incelendi. Daha sonra ise
R(X,Y,Z) egrilik tensoriinden elde edilen Ricci tensorii Ric hesaplandi1 ve baz1 6zellikleri
arastirildi. Ricci tensoriiniin tam kontraksiyonu sonucunda olusan skaler egrilik T hesaplandi

ve Levi-Civita konneksiyonunun skaler egriligi 7 ile cakigmast durumu incelendi. Bu kismin



sonunda ise U(Ric)-vektdr alani tanmmi (M, g, F,V) burulmali istatistiksel anti-Kihler

manifoldunun V konneksiyonu i¢in verildi ve sabit skaler egrilikli uzay olma sart elde edildi.

Tezin son boliimiinde ise buraya kadar elde edilen sonuglari desteklemek adina
ornekler verilmistir. Bir anti-Kihler manifoldu olan (M,, g, F) Walker manifoldu iizerinde V
burulmali istatistiksel konneksiyonunun 6zellikleri incelendi ve onemli sonuglar elde edildi.

Ornekler kisminda hesaplamalarm daha kolay ve saglamlig1 icin Maple® programi kullanilds.



KURAMSAL TEMELLER

Tensorler

Tanm 1: V,, n-boyutlu bir vektdér uzayr ve PV, de V, vektdr uzaymnin dual uzay:

olsun. Bu durumda,

q tane p tane

t:V, xV,..xV, x Py, x DPy ..x DV, >R

ile gosterilen ve 11,4, € R, v4,v,,..v5 €V, PVy, PV,,.., PV, € PV, olmak iizere,
t(vl, ...,/11vk + /1117;{, ) = Alt(vl, v, Vg, ) + Azt(vl, ...,v;(, )

bu denklemle p dereceden kontravaryant ve g dereceden kovaryant tensor t doniistimiine
tensor denir. Bu denklemde v, v, €V, (ya da PV,) dir. Belirtilen tensorlerin kiimesi

SZ (7)) ile ifade edilebilir ve A,,4, € Rve t,t, € SZ(Vn) olmak iizere,
(Aty + Aat) (01, V3, ) = A1t1 (0, V5, o) + Ap65(V4, v, -.0)

olup A,t; + A,t, € SZ (V) oldugundan SZ (V,) vektor uzay yapisi olarak belirtilir. Tensoriin

tipi ise (p, q) ifadesiyle tanimlanabilir (Sahin 2013).

Tanmm 2: V,, n-boyutlu bir vektdr uzayr ve PV, de V, vektdr uzaymin dual uzayi

olsun. 37 (V,.), (p, q) tipli tensdrlerin kiimesi olmak iizere,
USRS
A- (C}A)(el, g1, W1, ...Wp_l) = C{A(.,el, w€gog, W, ...Wp_l)}

i — 1 -1
CjA = ZA(em, ey, g1, W, wr, .. .wP
m

denklemi olarak gosterilen operatér kontraksiyon (daraltma) operatoriidiir(Sahin 2013).
Burada w™, w?,..wP~! ler PV, de dual baz (kobaz) ve e, ey, ...e _qler i¢in V, de baz
vektorlerdir. Bu nedenle, bir daralma operatorii olan (p, q) tipindeki bir tensorii (p — 1,9 —

1) tipinde bir tensore getirir (Sahin 2013).

(0,2) seklinde bir tensor olarak, t(v4, v,) Yi secelim. Bu tensor i¢in de A, 4 € Rolmak
sartiyla,

t'(vy,v,) = At(vy, v,) + ut(v,, vy)



bigiminde bir t’(v,, v,) tensori tanimlansin. Burada A ve u reel degerleri igin sonsuz sayida

tensor elde edebilir. Sim(t) bigciminde godsterilen ve bu degerler igerisinden A = =%

bigiminde segilerek gelen yeni tensore t(vq, v,) tensoriiniin simetriklesmesi denir.

Yani,

Sim(t(vl,vz)) = %(t(vp v,) + t(vy,vy))

elde edilir. Degisken sayisinin 3 tane olmasi durumunda t(vq,v,,v3) tensoriiniin

simetriklesmesi,

1
Sim(t(vl, 172, U3)) = 5 [t(vl; vz; v3) + t(v21 v3l vl) + t(v3l vll UZ)

+t(v1, v3) vZ) + t(v3, vz, vl) + t(v21 vll 7.73)]
seklinde olur.

Benzer olarak A=-—-u= % segilerek,  t'(vq,v,) = At(vq,v,) + ut(v,, vq)

tensorlerinden biri elde edilebilir. Bu sonugla elde edinilen yeni tensore t(v,, v,) tensoriiniin

antisimetriklesmesi denebilir ve Alt(t) seklinde gdsterilir. Yani,

Alt(t(vy,vy)) = %(t(vl, V) — t(vy,v1))

olur. Degisken sayis1 {i¢ tane olmas1 durumunda t(v,, v,, v3) tensoriiniin antisimetriklesmesi,

1
Alt(t(vll V2, Ug)) = ? [t(vll V2, US) + t(UZJ U3, vl) + t(v3! U1, UZ)

_t(vl: V3, 772) - t(v3; V2, 171) + t(vz, U1, 173)]

seklinde olur (Salimov ve Magden 2008).

Tammm 3: t tensoriine simetrik (antisimetrik) tensér denilebilmesi, Sim(t) =

t(Alt(t) = t) denklemiyle saglanabilir (Salimov ve Magden 2008).

Diferensiyellenebilir Manifoldlar

Tanmm 4: f, reel degerli bir fonksiyon olmak iizere R uzayinin bir U agik kiimesi
tizerinde tanimlanmis olsun. Eger k. mertebeden kismi tiirevleri f fonksiyonunda mevcut ve,
k < r olmak sartiyla siirekli ise f fonksiyonuna r. mertebeden diferensiyellenebilir fonksiyon
denir ve f € C" (U, R) seklinde gosterilir (Sahin 2013).



Tanim 5: M bir Haussdorf uzay1 olsun. Eger herhangi bir p € M noktasi i¢in p nin bir
acik komsulugu U nun,R™nin bir agik kiimesine homeomorfik olma kosulu saglaniyorsa, bu
M Haussdorf uzay1 manifold olarak ya da topolojik manifold olarak adlandirilir. boy(R"™) =
n oldugundan, manifoldun boyutu da n dir ve M,, seklinde gosterilir (Sahin 2013).

Tanim 4 deki homeomorfizma ¢:U - @(U) c R" olarak ifade edilirse,
(U, @) ikilisine harita denir. M,, manifoldu tizerindeki her noktanimn en az bir harita tarafindan
ortiilebilmesi i¢in, bu haritalarin olusturdugu agik kiimelerin kesigiminin bos olmamasi
gerekmektedir. ¢ bir homeomorfizma olmak iizere p € Unoktasinin koordinatlari x = ¢(p) €
R™ noktasmin koordinatlar1 seklinde ifade edilebilir. Boylece ¢ homeomorfizmasi M,
manifoldunun bir p noktasma x;(p),..., x,(p) n-lisini karsilik getirir. x;(p), ..., xp(p)
sayilar1 ise p noktasmin ¢ altindaki yerel koordinatlar1 olarak belirtilir. Bu nedenle, n
bagimsiz koordinatla ifade edilen bir kiime olarak da tanimlanabilen manifold herhangi bir

noktasmin komsulugunu olusturabilir (Sahin 2013).

U NV # ¢ kosulu altinda iki harita olarak (U, ¢) ve (V, ) segilsin. U NV kiimesinde
bir noktanin ¢ tarafindan saglanan koordinatlar1 (x4, ..., x,,) olsun. ¢ doniisiimii ve onun tersi
olan ¢~ ile, U NV de yalnizca bir p noktas1 bulunmaktadir. Bu durumda p noktasinin i
tarafindan saglanan koordinatlar1 da (y, ..., ¥,) seklinde ifade edilebilir. Bu koordinatlar

arasmda,

Vi = iy, v x0) = (Yo o7 xy, ""xn))i,
%= ' 1 ) = (0 oW1, s )

olur. Bu durumda elde edilen baglant1 (x4, ...,x,,) € @ (UNV), (yy, ..., y) EPUNV),i =
1,...,n seklindedir. ¥ o ¢! ve ¢ o~ homeomorfizmalar: birbirinin tersi oldugundan, f*
ve g'fonksiyonlar: siireklidir. Eger U NV # ¢ durumunda fi(xq,...,x,) Ve g (¥1, ) V)
fonksiyonlar1 r. mertebeden diferensiyellenebiliyorsa (¢,U) ve (¥,V) haritalar1 7.

mertebeden uyumludur denir. U NV # ¢ durumunda uyumlu kabul edilir (Sahin 2013).

Tamim 6: M,,n-boyutlu manifold olsun. Eger M,, deki haritalarm bir pargasi olan
A={U, ), V,p),(W,E),..} kiimesi asagidaki kosullar1 saglarsa, A kiimesine M,, lizerinde

r. mertebeden diferensiyellenebilir atlas veya yap1 denir (Sahin 2013).

1) M,, manifoldunun bir agik ortiisii {U,V,W,...} acik kiimeleri olusturabiliyorsa,

2) r.mertebeden A daki herhangi bir harita uyumludur.

3) Eger bir (U, @) haritas1 A daki tiim koordinat haritalar1 ile uyumlu ise o zaman
(U,®) € A dir ve A maksimaldir.
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Sekil 1. Diferensiyellenebilir Atlas

Tamm 7 :M,,, n-boyutlu manifold olsun. Eger M,, manifoldu tizerinde r. mertebeden
diferensiyellenebilir bir atlas bulunuyorsa, bu durumda M, manifolduna r. mertebeden
diferensiyellenebilir manifold denir. Diferensiyellenebilir yapmnin her bir haritasina M,
manifoldunun uyumlu haritas1 denir. Eger atlas her mertebeden diferensiyellenebiliyorsa M,,

manifolduna € “-manifold (veya diferensiyellenebilir manifold) adi verilir. (Sahin 2013).

Lie Operatorii ve Lie Tiirevi

Tanmm 8: M,,, C*-smifindan bir manifold olsun. M, lizerinde aliman Xve Y €

I3 (M,,) vektor alanlari ve f € C* (U, R) fonksiyonu igin,
[:]S(l)(Mn) X S(l)(Mn) - S(l)(Mn)
(X, Y]f = X(Yf) - Y(X[)

seklinde verilen doniisiime Lie operatorii (parantezi) denir. Burada X(f), f fonksiyonunun X

vektor alant yoniindeki tiirevidir.

Tanm 9: X,Y € J5(M,,) ve f € I5(M,,) olsun D = Ly diferensiyelleme islemi igin

asagidaki sartlar saglanirsa Ly e X vektor alan1 yoniindeki Lie diferensiyellemesi adi verilir.

2) LyY = [X,Y].



Burada [X, Y] Lie parantezidir (Salimov ve Magden 2008).

. - . . . . 1 p
Keyfi (p, q) tipli t tensorii i¢in Lie tiirevi Xy, ..., X, € I5(M,,) ve w, ...,w € J5(M,,)

icin Ly Ozelliklerine gore,

(L) (Xy, o Xy W, o, W) = X (t (X0, Xqw, 3;))
q
- Z (X, s LKy oy Ky W, W)
=

p
1 © p
— Z t(Xl, e X W, ey Lyw, ...,W)

. . [z ;
bi¢iminde ve lokal koordinatlarla bu ifade X = X*9,,X, = 9j,A=1,..,qve w = dx', u =
1,...,picin,

q p
i1dp kA Lieip kvl i, i1eKeip
(Lx)j, g = X 0kt 0 + Z(%X )tjlmkqu Z(akx u)tjl_” o
u=1 u=1

seklinde tanimlananir (Salimov ve Magden 2008).

Lineer Konneksiyon ve Kovaryant Tiirev

M, C*-sinifindan bir manifold, X,Y,Z € I5(M,) ve f € C*(U,R) fonksiyonu
icin

V: 35 (My,) - 35(M)

dontistimii

1) VyiyZ =VyZ +Vy Z,

Q) Vy(Y+Z)= VyY +VyZ,

3) VexY = fVxY,

4) Vi (fY) = X(f)Y + fVyY,

sartlarin1 sagliyorsa bu V doniisiimiine afin ya da lineer konneksiyon denir (Sahin 2013). Y
vektor alaninin X vektor alani yoniindeki kovaryan tiirevi ise VyY seklinde gosterilir. Afin
konneksiyonun ifadesinden agik¢a goriilebilir ki, bir afin konneksiyon M,, iizerindeki bir

vektor alanini yine baska bir vektdr alani i¢inde bir doniistimdiir.



xt ler M,, manifoldunun bir U koordinat komsulugundaki lokal koordinatlar1 olsun.

% = 0; dogal vektorii alan1 olmak tizere
Vial' = l"l-lj-ak

olur. Burada Fl’j, U komsulugundaki C*-smifindan fonksiyonlardir (Salimov ve Magden

2008). Ayrica bu Fl’j ifadesine V konneksiyonunun katsayilar1 olup 2.tiir Christoffel

sembolleri olarak adlandirilir.

. T , 1 P
Keyfi (p, g)-tipli bir ¢ tensoriiniin kovaryant tiirevi, Xy, ..., x; € I5(M,,) ve w, ..., w €

I8(M,,) icin,

Wy 0) (Xy, o, Xqw, vr:/) - Y<t (X1, Xqw, ﬁz))

ot
N
<
<
h<
&
>4
<
z
S
N——"

=
S
N—"

1
t(Xy, oo, Xg W o, Ty W, .

bigimindedir. Lokal koordinatlarla bu ifade Y = 9,,X; = 0;,,A=1,..,q ve 12‘/ =dx, yu=

1,...,picin,

p

q
iq.. lp iq.. lp 11 ip iy ,l1-Mm.ip
Vyt = Jit rAt
(Vy ) 11 Jq 1,1 ]1---m---]q km©jy..jq

u=1

seklindedir (Salimov ve Magden 2008).

Afinor
Tanmmm 10: M,, C*-smifindan bir manifold olsun. §1(M,) uzaymin elemanlarina

(1,1)-tipli tensor alani (ya da afinor) denir.
M,, manifoldunda afinorlar i¢in kullanilan baska bir terim ise endomorfizmlerdir.
Dolaysiyla keyfi bir F € J1(M,,) igin,
F:35(Mp) = 35(My)
yazilabilir. O halde tanima gore her X € J35(M,,) igin

F S(l)(Mn) - S%)(Mn)
X - F(X) € 35(M,)



F(X) - F*(X) € 35(My)
ifade edilir. I birim afinor olmak iizere,
1) F2(X) = I(X) ise F, hemen hemen ¢arpim yaps,
2) F2(X) = —I(X) ise F, hemen hemen kompleks yap,
3) F2(X) = 0(X) ise F, hemen hemen tanjant (dual) yap1

olur (Yano and Kon 1984).

Yan-Simetrik Metrik F-Konneksiyonlu Manifoldlar
Tamm 11: M,, C®-simfindan bir manifold ve V ise bu manifold iizerinde bulunan
herhangi bir afin konneksiyon olsun. Eger, her X,Y € S§(M,,) ve p € 39(M,,) 1-formu icin, V
konneksiyonunun burulma tensort,
SX,Y) = p(N)X —p(X)Y (2.1)

seklinde ise bu V konneksiyonuna yari-simetrik burulmaya sahip konneksiyon denir (Yano
1970).

Koordinatlarla (2.1) ifadesi,

A~

Sijk = Pj5ik - Pi5jk
seklindedir. Kolayca goriiliir ki S; jk = —53-[‘ dir. Yani alt iki indislere gore antisimetriktir.

Tamm 12: M,,, C*-smifindan bir manifold ve g ise bu manifold tizerinde (0,2)-tipli
bir metrik tensér olsun. Bu durumda V yari-simetrik burulmaya sahip konneksiyonu Vg =
0 sartin1 saglarsa bu konnesiyona yari-simetrik metrik konneksiyon denir. Ayrica genel olarak
(global ya da invaryant)

Xg(v,2) = g(Vx¥,Z) + g (¥, V4 Z) (2.2)
seklinde de ifade edilebilir (Yano 1970).

Tamm 13: M,, manifoldu iizerinde alinan bir F € 1(M,,) afinoru igin, VF = 0 sartm1

saglayan V ya yar1-simetrik metrik F-konneksiyon denir (Yano 1970).
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MATERYAL ve YONTEM

Rieman Manifoldu

Tamm 14: M,,, C*-smifindan bir manifold ve 33(M,,) bu manifold iizerindeki vektdr

alanlarinin kiimesi olmak tizere
g: 35(M,) x I5(M,,) - C*(M,, R)

bi¢iminde tanimlanan g bilineer formunu ele alinsin. Bu bilineer form, asagidaki sartlari

sagliyorsa, g bilineer formuna Riemann metrigi veya metrik tensor adi verilir:
1) g(X,Y) = g(¥, X), (simetriklik)
2) g(X,X) = 0 ve herbir X i¢in g(X,X) = 0 © X = 0, (pozitif tanimlilik)

Bu sartlar1 saglayan g bilineer formuyla verilen M,, ye Riemann manifoldu denir ve

(M, g) ile temsil edilir.

Yukarida belirtilen pozitif tanimlilik kosulu yerine daha zayif bir kosul olan ve “Her
Y € 35(M,,) igin g(X,Y) =0, X = 0 olmasm gerektirir.” bigimindeki g bilineer formunun
regiilerlik (veya non-dejenere) sartt eklenirse, (M,,g) ¢iftine yari-Riemann (pseudo-
Riemann) manifoldu denir (Kiihnel 2005).

Regiilerlik sart1 igin , X = X'0; ve Y = Y79;0lmak iizere,
gx,Y) = g(8;,0,)X'v/ =0
seklinde gosterilir. Verilen son esitlik her Y/ i¢in gegerli oldugundan g;;X* =0 denklem
sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin X! = 0 ¢dziimiine sahip olmasi icin,
det(gl-j) 0

sartin1 saglamasi gerekir. Burada (g;;), g;; tensoriine karsilik gelen matris olarak tanimlanir.

Tachibana Operatorii

Tamm 15: J(M,) = X7;—o Sg(Mn), R iizerinde bir tensdr cebiri ve F € J1(My,)

olarak belirlensin. CIDF:SZ(Mn) —>:32(Mn) dontigimii  asagidaki kosullar1 sagliyorsa

buradaki @ doniisiimiine Tachibana operatdrii veya ®-operatorii denir.

1) @, sabit katsayilara terimlere gore lineer olmalidir,

11



2) Her bir (p, q) igin ®p: I} (My,) = I, (M),
* C Cc C

3) Her K, L € S(M.,) icin, @y (K®L> = (O,K)®L + KQ(DyL),
4) Her X,Y € S(l)(Mn) icin ®pyY = —(LyF)X,
5) Her w € J%(M,,) ve X,Y € 33 (M,,)igin,

Doy (lyw) = (dlyw))(pX) — (d(ly(w o 9)))(X)

= (X)) (lyw) — X(lyyw)
Cc

Burada, lyw = w(Y) = «®Y dir (Yano and Ako 1968; Salimov 2013).

1-forma uygulanan ®,-operatdrii i¢in w € JY(M,,) olmak iizere Tanim 15 ten

faydalanarak, herhangi X,Y € 33 (M,,) vektor alanlari igin,

(@)X, Y) = (P xw)Y
= q:)(pX(le) o w(d)(pXY)
= (X)) (yw) — X(L(p}’w) + w((Lyp)X)
= (L¢Xw —Ly(wo (p)) Y

elde edilir. Buradaki w o ¢ 1-formu,
) c
(we @)Y = ('pw)Y = (wQp)Y = w(pY)
seklinde gosterilir. (P, w)(X,Y) = (L(pxw —Ly(wo <p)) Y esitliginden dogal catiya gore,
(cbtpw)ij = (p?lamwj - ai(wmgo}n) + wmajq){n
bilesenlerine sahip oldugu goériiliir (Salimov 2013).
(0,s),s = 2, tipli tensér alanina uygulanan ®,, —operatorii

Teorem 1: w € J2(M,,) olmak iizere,
CI)(pX (w(Yll ey YS)) = ((pX)(w(Yl: ey YS)) - X((l)((pyl, ey Ys))
seklindedir (Salimov 2013).

Ispat: wy, y , wy, v 1) =w,..,Y) ile verilen 1-form olsun. O zaman

Tanim 15 in (e) esitliginden,

Dyx (0) ¥, ..., Ys)) = D,y (sz,...,YS (Y1)

12



= (‘PX)(lyleZ,...,Ys) - X(lgoYl(‘)Yz,...,YS)
= (X)) (w(Yy, .., ¥)) — X(w(@Yy, ..., Yy))

olur ve ispat tamamlanir.

*

w € 39(M,) ,s = 2 i¢in Teorem 1 faydalanarak,
(Pp0)(X, Yy, ..., o) = Py (w(Vy, ..., ¥))
S
- Z(Yl, ey d)(pXYl’ ey YS)
A=1
= (X)) (0(Yy, ..., ¥y)) — X(w (@Y, ..., ¥5)) (3.1)
S
+Z OV o, (Ly @)X, 0, Yy)
A=1

= (L(pr il LX((U ° <p))(Y1: ---:Ys)
olur.

Burada w o ¢ tensor alani

(we @)Yy, ... Ys) = w(eYy, .., Y5)

= w(Yy, ..., 0Ys)
seklinde gosterilir.
Istatistiksel Manifoldlar
Tamm 16: (M,,, g) Riemann manifoldu olsun. X,Y,Z € 3§(M,,) vektor alanlar igin
C: 3HMy) x I5(My) - I5(My)
X , Y - C(X,Y)

seklindeki (1,2)-tipli simetrik C tensériine manifoldun kiibik formu denir. Ayrica V, M,

iizerinde herhangi bir burulmasiz konneksiyon olmak tizere
ifadesi tamamen simetrik ise (M, g, V, C) ye istatistiksel manifold denir (Lauritzen 1987).

Tamm 17:(M,,, g,V, C) istatistiksel manifold olmak iizere

_ 1_ _
V¥ = ViV = —CX, V) ve (Vxg) (V,2) = C(X,Y,2)

13



esitligi tanimlidir (Lauritzen 1987).

Tamim 18: V, M,, iizerinde herhangi bir burulmasiz konneksiyon olmak iizere, eger

Xg(v,2) = g(VxY,Z) + g(Y,VxZ) (3.2)
denkligi saglaniyorsa V* a V nin dual konneksiyonu denir (Lauritzen 1987).

Onerme 1: (M,,g) Riemann manfoldu ve V ise bu manifold iizerinde herhangi bir

burulmasiz konneksiyon olmak iizere
V) =V

seklindedir. Gergekten, Tanim 18 deki denklemde V konneksiyonu yerine V* duali yazilirsa

Xg(v,z2) = g(V'xY,Z) + g(¥,(Vx)*Z) (3.3)
esitligi elde edilir. Burada denklem (3.2) den g(V*yxY,Z) = Xg(Z,Y) — g(VxZ,Y) olup bu
esitlik denklem (3.3) te yerine yazillirsa g(VyxZ,Y) = g(Y, (Vx)*Z) elde edilir. Yani (3.3)
denklemi

Xg(v,2) = g(Vx Y,2) + g(¥,VxZ) (34)

bicimde de yazilabilir.

Tanm 19: (M,,, g) Riemann manfoldu ve V ise bu manifold {izerinde herhangi bir

burulmasiz konneksiyon olmak iizere bu konneksiyonun burulma tensorii
T(X,Y) = VyY — V, X —[X,Y]

bi¢imindedir. Eger (M, g, V) manifoldu i¢in

Vx,2) - Vyg)X,2) = —g(T(X,Y),Z) = -T(X,Y,Z) (3.5)

sart1 saglanirsa (ya da kiibik form simetrik degilse) (M,,g,V) ye burulmali istatistiksel
manifold (SMAT) denir (Matsuzoe 2013).

(3.5) denkleminin sol tarafi i¢in, kovaryant tiirevler agilir ve (3.4) esitligi uygulanirsa

Xg(v,Z2) — g(VxY,Z) — g(Y,VxZ) =Y g(X,2) + g(VyX,Z) + g(X,VyZ)
=Xg(¥,Z) — g(VxY,Z) — Xg(¥,Z) + g(Vx Y, Z)

-Yg(X,Z)+ g(VyX,Z) + Yg(X,Z) — g(Vy X, Z)

=—g(VyY — V,X,2) + g(VyY — V3 X, Z)

=—g(TX,Y),2)+ g(T*(X,Y),Z)

elde edilir. Buradan, asagidaki sonug elde edilir:

14



Onerme 2: (M,,g,V) burulmali istatistiksel manifoldunun burulmali V

konneksiyonunun duali V* burulmasizdir. Yani,
VT#0 & V,T*=0
T"X,Y) =V, —-Vy; X—[X,Y]=0

olur (Matsuzoe 2013).

Anti-Kihler Manifoldlar

Tamm 20: M,,, 2n-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold olsun. Bumanifold
lizerinde tammlanmis olan F afinor alam1 F2 = —] denkligini sagliyorsa F ye M,, manifoldu
tizerinde hemen hemen kompleks yapi denir ve (M,,, F) ikilisine hemen hemen kompleks
manifold adi verilir (Yano and Kon 1984).

Tammm 21: (M,,, F)hemen hemen kompleks manifoldu olsun. Bu manifold

iizerindeki g Riemann metrigi her X, Y, € 3§ (M,,,)vektér alanlari igin,
g(FX,Y) = g(X,FY)

seklinde yazilabiliyorsa bu g metrigine F hemen hemen kompleks yapisina gore piir
metriktirdenir. (M,,, g, F) licliisiine ise hemen hemen anti-Hermitian manifoldu denir
(Yano and Kon 1984).

Tamm 22: (M,,,g,F)hemen hemen anti-Hermitian manifoldu {izerinde F
kompleks yapisi i¢in eger VF = 0 ise g ye anti-Kéhler metrik, (M,,, g, F) ye ise anti-
Kéhler manifold adi verilir. Burada V, g nin Levi-Civita konneksiyonudur (YYano and Kon
1984).

Tamim 23: Eger M, manifoldunda g metrigine gore paralel ve 2-boyutlu D null
dagilimi mevcut ise 4-boyutlu M, manifoldu iizerinde bulunan g nétral metrigi Walker

metrigi olarak adlandirilir.

Walker’in (Walker 1950) teoreminde a, b ve c¢, (x,y,zt) koordinatlarinin

diferensiyellenebilir fonksiyonlar1 olmak tizere, lokal koordinat sistemi i¢in Walker metrigi

0 0 1 0
0 0 0 1
0 1 ¢ b

seklinde ifade edilir. Paralel D null 2 manifoldu lokal olarak {d,, d,} ile ortiiliir. Burada 0, =

d

_a ) )
P d, = 5 seklindedir.

y
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(Matsushita 2005) de, (M,,g) Walker manifoldunda g ye uygun J hemen hemen

kompleks yapisi 9, = 0, ve Jd,, = —0,, olmak lizere;

/o 1 = %(a—b)\

i | 1 |
J=0D=11 o s@-b ¢ | 3.7)
\0 0 0 -1 /
0 O 1 0
seklinde tek tiirlii tanimlanmastir.

Bu durumdaki uygun J hemen hemen kompleks yapimin integrallenebilmesi i¢in gerek

ve yeter kosul ise
ay — by —2¢, =0 ay, —by, —2¢c,=0
kismi diferensiyel denklemlerinin saglanmasidir.
Tamm 24: M, Walker manifoldu iizerinde bulunan ¢ hemen hemen kompleks yapisi
i @?=-I
ii. g(pX,Y) = g(X,eY), (Nordenlik ya da piir olma 6zelligi)
iil. @0, =0y, 90y, = —0,,
sartlarii saglamis olsun. Bu ii¢ 6zellikten

( PO, = ay
§08y = _ax

1
\ @3, = ad, +E(a+b)6y—6t

1
|90, = —E(a +b)d, + ady, + 0,

ifadesinde tek olmayan ¢ yapis: belirlenir. ¢ nin lokal bilesenleri ise, {9y, d,, d,, 0;} dogal

catisina gore,

/0 1« —%(a+b)\
<p=(<pij)=lk 0 %(a+b) a )'

0 0 1
ifade edilir. Denklemde a = a(x,y, z, t) keyfi fonksiyonlardir (Matsushita 2005).

SO

0 -1 0

Son matriste &« = ¢ alinirsa, hemen hemen kompleks yapisi
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; |
i 1 0 z(a+b) c
2 | (3.8)
0 O 0 1 /
0 O -1 0

denklemi olarak tek tiirlii elde edilmis olur (Matsushita 2005).

Tamm 25:(M,, F,g) hemen hemen Norden-Walker manifold olarak olmak tizere F

hemen hemen komplek yapisi igin

(PrPrij = FPr0mGij — F" 0k Gmj + Gmj (0 F — 0k F™) + g;;0;F* = 0 (3.9)

Esitligi gecerli ise F ye integrallenebilirdir denir. (M,, @, g) Uglisi bir holomorfik
Norden-Walker veya Kahler-Norden-Walker manifold olur. Ayrica @p,g =0 VF =0

seklindedir. Burada V, g nin Levi-Civita konneksiyonudur (Salimov and Iscan 2010).
Teorem 26: (M,, ¢, g) uclisii Kdhler-Norden-Walker olmasi i¢in gerek ve yeterli
kosul
Ay =ay, =C=¢, =by,=b,=b,=0, a;—2c,=0 (3.10)
kismi diferensiyel denklemin saglanmasidir (Salimov and Iscan 2010).

Sonuc-1: (M,, ¢, g) Kahler-Norden-Walker manifoldunun g metrigi ve F kompleks

yapist sirastyla

00 1 0
00 0 1

9=6)={1 0 awy o (3.11)
01 0 b

ve
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1
[o -1 0 2@ = b))
] = (]",-) = i 1 0 %(a(z) — b(D)) 0 i (3.12)
\0 0 0 1 /
0 0 -1 0

seklindedir (Salimov and Iscan 2010).
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ARASTIRMA BULGULARI

Tezin bu kisminda burulmali istatistiksel anti-Kéhler manifold iizerinde Levi-Civita
konneksiyonununa bagli yeni bir konneksiyon tanimlandi. Kompleks yapiya bagh 6zel secilen
deformasyon tensorii ile elde edilen bu yeni konneksiyonun burulmasi, egrilik tensorleri
incelendi. Daha sonra Walker manifoldlar1 lizerinde bazi 6rnekler verildi.

(M,,, g, F) anti-Kéhler manifoldu i¢in

g(FX,Y) = g(FY,X)
VF=0veF?=—-]

olmak iizere, herhangi bir V burulmali konneksiyonu igin

Vx)(V,2) — Vy)(X,Z) = —g(T(X,Y),2) = -T(X,Y,2) (4.1)

sart1 saglaniyor ise (M, g,F,V) dortlisiine “burulmali istatistiksel anti-Kihler manifold”

denir.

Teorem 3:Vy,Y = V,Y +D(X,Y) konneksiyonu ile verilen (M,,g,F,V)

manifoldunun burulmal istatistiksel manifoldu olmasi i¢in gerek ve yeter sart
D(X,Y,Z) =D(Z,Y,X)
olmasidir. Burada g(D(X,Y),Z) = D(X,Y, Z) seklindedir.
Ispat 3: Ik olarak (4.1) esitligi saglansm. Bu durumda, T(X,Y), V burulmal
konneksiyonun burulma tensorii olmak iizere
T(X,Y) = VyY =V, X — [X,Y]
=VyY+DX,Y)-VyX—-D(YV,X) — [X,Y]
=D(X,Y) —D(Y,X)
yazilir. Ayrica (4.1) denkleminden
Vx(¥,2) - (Vyg)(X,2) = Xg(¥,2) — g(VxY, Z)
—g(V,VyZ) - Yg(X,Z) + g(VyX,Z) + g(X,VyZ)
=Xg(Y,Z) — g(VxY + D(X,Y),Z) — g(Y,VxZ + D(X,Z)
-Yg(X,Z) — g(Vy X+ D(Y,X),Z) + g(X,VyZ + D(Y,Z)
=—g(D(X,Y),2) — g(¥,D(X,2)) + g(D(V,X),Z)
+9(X,D(Y,2))

19



olur. Diger yandan,
=-D(X,Y,Z) +D(Y,X,Z)

ve

-D(X,Y,Z)—D(X,Z,Y)+D(Y,X,Z)+ D(Y,Z,X) = -D(X,Y,Z) + D(Y, X, Z)
oldugundan
—-D(X,Z,Y)+D(Y,Z,X) =0
elde edilir.
Ikinci olarak D(X,Y,Z) = D(Z,Y,X) olsun, VyY = VY + D(X,Y) esitliginden
D(X,Y,Z) = g(D(X,Y),Z) = g(VyY — V4Y,2)
= g(VxY,Z) — g(VxY,Z)
olup
D(X,Y,Z) =D(Z,Y,X) = g(V,;Y,X) — g(V,Y,X)
olur. Buradan
g(VxY,Z) — g(VxY,Z) = g(V,Y,X) — g(V,Y,X)
olup son esitlik X, Y, Z ye gore dongiisel olarak yazilirsa,
9(VxY,Z) — g(V;Y,X) = g(VxY,Z) — g(V;Y,X)
9g(VzX,Y) — g(VyX,Z) = g(V;X,Y) — g(VyX,Z)
~9(VyZ,X) + g(VxZ,Y) = —g(VyZ,X) + g(VxZ,Y)
elde edilir. Son li¢ denklem taraf tarafa toplanirsa

9(VxY,2) + g(Y,Vx2) — [g(VyX,Z) + g(X,Vy2)]

elde edilir. Buradan
Xg9(Y,2) = (Vxg)(Y,2) = Yg(X,Z) + (Vyg)(X,Z) + g(VzX,Y) — g(V;Y,X)
=Xg(¥,Z) = (Vxg)(¥,2) = Yg(X,Z) + (Vyg) (X, Z)
+9(VzX,Y) — g(VzY,X)
olur. Ayrica
~(Vxg) ¥V, 2) + (Vyg)(X,2) = g(V,Y = V,Y,X) — g(V,X = V,X,Y)
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=g(D(Z,Y),X) —g(D(Z,X),Y)
=g(DX,Y),Z) - g(D(Y,X),Z)
=g(D(X,Y) - D(,X),2) = g(T(X,Y),Z)

elde edilir.

Bu kisimdaki amag, D(X,Y,Z) = D(Z,Y,X) sartim saglayan 6zel bir deformasyon

tensorii yazip olusan V konneksiyonunun &zelliklerini incelemektir. Deformasyon tensérii
DX, Y) =p(X)Y +Ug(X,Y) — p(FX)(FY) — (FU)g(FX,Y)

seklinde se¢ilsin. Burada p keyfi bir kovektor alani ve U ise g(X, U) = p(X) sartin1 saglayan
keyfi bir vektdr alanidir. Buradan D(X,Y,Z) = g(D(X,Y),Z) olmak iizere

DX,Y,2) =pX)g(¥,Z) + p(D)gX,Y) —p(FX)g(FY,Z) — p(FZ)g(FX,Y)
olup kolayca goriilir ki D(X,Y,Z) = D(Z,Y,X) dir. O halde V burulmali istatistiksel
konneksiyon
VXY = VyX + p(X)Y + Ug(X, Y) — p(FX)(FY) — (FU)g(FX, Y) (4.2

seklinde olacaktir. Bu konneksiyonun burulma tensérii T(X,Y) = VY — VX — [X,Y]

ifadesinden
TX,Y) =pX)Y —p()X — p(FX)(FY) + p(FY)(FX)

elde edilir. Yani aslinda deformasyon tensorii dzel secilerek yar1 simetrik burulmaya sahip bir

istatistiksel manifold elde edilmis oldu.
Elde edilen bu yeni konneksiyon igin,
D(FX,Y) =D(X,FY) =FD(X,Y)

oldugu asikardir. Yani deformasyon tensorii F kompleks yapisina gore piirdiir. Ayrica V Levi-

Civita konneksiyonu da F kompleks yapisina gore piir oldugundan
VFXY = VX(FY) = FVXY

ve buradan (VyxF)Y = V4 (FY) — FVyY = 0 olup V konneksiyonu F kompleks yapisina gore

piir ve F, V burulmali konneksiyonuna gore paraleldir.

Burulma Tensoriiniin Ozellikleri

Yari-simetrik olan burulma tensori
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TX,Y) =pX)Y —p(M)X — p(FX)(FY) + p(FY)(FX)
seklinde olup buradan
T(FX,Y) = p(FX)(Y) — p(Y)(FX) + p(O(FY) — p(FY)(X)
T(X,FY) = p(X)(FY) — p(FY)(X) + p(FX)(Y) — p(Y)(FX)
FT(X,Y) = pQ)(FY) — p(V)(FX) + p(FX)(Y) — p(FY)(X)
elde edilir. Buradan kolayca gériiliir ki
T(FX,Y) =T(X,FY) = FT(X,Y)

dir. Yani V yari-simetrik konneksiyona sahip istatistiksel konneksiyonun burulma tensorii F

kompleks yapisina gore piirdiir.

T burulma tensoriiniin piir olmas1 sebebiyle (3.1) denklemiyle belirtilen Tachibana
operator bu T tensoriine uygulanirsa,
(Pr DX, Y) = (Ve DX, Y) — (V,T)(FX,Y)
= (Vezp)(X)Y = (Vezp (V)X = (Vezp) (FX)(FY) + (Vrzp) (FY) (FX)
—(Vzp)(FX)Y + (Vzp) (V) (FX) = (Vzp) X (FY) + (Vzp) (FY)(X)
= [(Vezp) X)) — (Vzp) (FXOI(Y) — [(Vezp) (V) — (Vzp) (FY)]I(X)
~[(Vezp) (FX) + (Vzp) COIFY) + [(Vezp) (FY) + (V2p) (V)] (FX)

olur. Ayrica T burulma tensérii iginde bulunan p kovektorii (1-form) igin de
(@rzp)(X) = (Vpzp)(X) — (V2p) (FX)

yazilabilir. Son iki esitlikten

((DFZT) (X, Y) = (@pzp) (X)) — (Przp) (V) (X)
—(®pzp) (FX)(FY) + (Ppzp) (FY)(FX)

olur. Buradan asag1 teorem elde edilir.

Teorem 5:(M,,g,F,V) yari-simetrik burulmaya sahip istatistiksel anti-Kihler
manifold olsun. Bu manifoldun V konneksiyonunun burulma tensérii T igin, eger bu tensor

icinde bulunan p kovektdrii holomorfik ise T tensérii de holomorfiktir. Yani ®zp = 0 =

CDPT == O dlr.
Bundan sonra @;p = 0 oldugu kabul edilecektir. Yani

(@rxp)(Y) = (Vexp)(Y) — (Vxkp)(FY) = 0

22



sart1 her zaman saglanacaktir.
Her hangi bir V konneksiyonunun egrilik tensorii
R(X,Y,Z) = VxVyZ = VyVxZ — Vixy|Z
seklinde verilir. Eger bu konneksiyon VyY = V4Y + D(X,Y) seklinde olursa egrilik tensdrii
R(X,Y,Z) =R(X,Y,Z) + (VxD)(Y,Z) — (VyD)(X,Z) + D(X,D(Y,Z)) — D(Y,D(X,Z))
biciminde olur. Burada V ve R swrasiyla Levi-Civita konneksiyonu ve Riemann egrilik
tensoridiir.
(4.2) denkleminde verilen konneksiyon i¢in D (X,Y) tensorii
DX, Y) =p(X)Y +Ug(X,Y) — p(FX)(FY) — (FU)g(FX,Y)
seklinde olup buradan
(VxD)(Y,Z) = (VxD)(Y)(Z) + (VxU)g(Y,Z) — (Vxp) (FY)(FZ) — (FVxU)g(FY, Z)
ve

D(X,D(Y,Z)) = DX, p(Y)Z + Ug(Y,Z) — p(FY)(FZ) — (FU)g(FY,Z))
= D(X,2)p(Y) + g(Y,Z)D(X,U) — p(FY)D(X,FZ) — g(FY,Z)D(Z,FU)
=p(MEX)©Z) +p(MNUgX,Z) —p(Vp(FX)(FZ) —p(Y)(FU)g(FX,Z)
+9(Y, 2)p(X)Ug(Y,Z)Up(X) — g(Y, Z)p(FX)(FU) — g((Y,Z)(FU)p(FX)
—p(FY)p(X)(FZ) — p(FY)Ug(X,FZ) — p(FY)p(FX)(Z)
—p(FY)(FU)g(X,Z) — g(FY, Z)p(X)(FU) — g(FY,Z)Up(FX)
—g(FY, Z2)p(FX)(U) — g(FY,Z)(FU)p(X)

elde edilir. Bu son iki denklem R de yerine yazilirsa,

R(X,Y,Z) = R(X,Y,Z) + [(VxP)(Y) — (VypP)(X)(Z)
+[VxU + Up(X) — (FU)p(FX)]g(Y,Z)

[VyU + Up(Y) — (FU)p(FY)]g(X,Z)
[FVxU + (Dp(FX) + (FU)p(FX)]g(FY,Z)
[

[

+[FVy U + (W)p(FY) + (FU)p(FY)1g(FX,Z)
—[Vxp(FY) — (VyD)(FX)](FZ)

olur. Son olarak

AX,Y) = (Vp)(Y) + p(X)p(Y) — p(FX)p(FY)
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denilirse

R(X,Y,Z,W) =R(X,Y,Z,W) + A(X,W)g(Y,Z) — A(Y, W)g(X,Z)
—AX,FW)g(FY,Z) + A(Y, FW)g(FX, Z)
+[AX, V) — A(Y, X)]1g(Z, W) — [A(X, FY) — A(FY, X)1g(FZ, W)

seklinde (M,,, g, F, V) yari-simetrik burulmaya sahip istatistiksel anti-Kihler manifoldun (0,4)

tipli egrilik tensori elde edilir.

(M,,g,F,V) yari-simetrik burulmaya sahip istatistiksel anti-Kihler manifoldunun

(0,4) tipli egrilik tensorii i¢inde bulunan A(X,Y) tensorii i¢in
A(FX,Y) = (Vexp) (V) + p(FX)p(Y) + p(X)p(FY)
AX, FY) = (Vxp)(FY) + p(X)p(FY) + p(FX)p(Y)

olup A(FX,Y) — A(X,FY) = 0 dir. Yani A(X,Y) tensorii F kompleks yapisia gore piirdiir.

Dolayisiyla Tachibana operatorii uygulanabilir. Buradan

AX,Y) = (Vyp)(Y) + p(X)p(Y) — p(FX)p(FY)

seklinde olup bu tensoére Tachibana operatoriiniin 3. sart1 (Leibniz Kurali) uygulanirsa
(PrzA)X,Y) = (PpVyp)(Y)

elde edilir. Son denklemin sag tarafi (®p;p)(X) = (Vpzp)(X) — (Vzp)(FX) denklemine

uyarlanirsa

(PrzA)(X,Y) = (PrzVxp)(Y)
= (VrzVxp) (Y) — (V;Vxp)(FY)

olur. Son esitlikten ve 1-forma uygulanan Ricci 6zdesliginden (Salimov ve Magden 2008)

1
(VezVxp)(Y) = (VxVpzp) (V) — EP(R(FZ, X,Y)) (4.3)

(V9xp)(FY) = (V400)(FY) = 5 p(R(Z X, ) (a.4)

elde edilir. Burada (Vy;p)(Y) = (V;p)(FY) ifadesinin kovaryant tiirevi alinirsa

(VxVezp)(Y) = (VxVzp)(FY) (4.5)

olup (4.3), (4.4) ve (4.5) denklemlerinden

1
(VezVxp)(Y) — (V,Vxp)(FY) = _EP(R(FZ;X, Y) —R(Z,X,FY))
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olur. Son olarak Riemann egrilik tensorii F kompleks yapisina gore piir oldugundan

(VezVxp)(Y) — (V,Vxp) (FY) = 0
olur. Buradan
(@rzA)(X,Y) = (VezVxp)(Y) — (VZVxp)(FY) = 0 (4.6)
yazilir. Tachibana operatérii R egrilik tensoriine uygulanirsa ve (4.6) denkleminden

(P RX,Y,Z,W) = (PpyR)X,Y, Z,W) + (PryA) (X, W)g (Y, Z)
— (@AY, W) g(X,Z) — (PpyA)(X,FW) g(FY, Z)
+(@p A (Y, FW) g(FX,Z)
+H( P AKX, Y) = (Pr A, X)] g(Z, W)
—[(@r A X, FY) — (Ppy A)(FY, X)] g(FZ, W)
=0

olur. Buradan asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 6: (M,,g,F,V) yari-simetrik burulmaya sahip istatistiksel anti-Kihler
manifold olsun. Bu manifoldun V konneksiyonunun egrilik tensérii R holomorfiktir. Yani

@R = 0 dir ve asagidaki esitlikler saglanir:
(CDFVR)(XJ Y, Z: W) = (VFVE)(XJ Y, Z, W) - (VFE)(Fxl Y! ZJ W)
olup son esitligin sag tarafindan
(Ve R)(X,Y,Z,W) = (VyR)(FX,Y,Z,W)
= (Vvﬁ)(x; FY’ZI W)
= (WRX,Y,FZ,W)
= (V,R)(X,Y,Z,FW).

yazilir. Yani R egrilik tensoriiniin Levi-Civita konneksiyonuna gore tiirevi de F kompleks

yapisina gore piirdiir.

(M,,,g,F,V) yari-simetrik burulmaya sahip istatistiksel anti-Kihler manifoldunun
Ricci egrilik tensorii Ruc, {E;},i =1,..n vektor sistemi M,, iizerinde ortanormal vektdr

alanlar1 olmak tizere

n
Ric(X,Y) = Z R(E,X,Y,E)

=1

= Ric(X,Y) + 24(X,Y) — 4A(Y, X)
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+iz(A)g(X,Y) —iz(Q)g(FX,Y)

seklindedir. Burada

iz(A) = z A(E;, E;)

- Z[(inp)(Ei) + 2p(E)p(E)]

ve
i2() = ) (Ao F)E,E) = ) (A)(Ey, FE)

= > [(Veip) (FE) + 2p(Ep(FE)]

bicimindedir. Ric tensdriiniin simetrikligi igin,
Ric(X,Y) — Ric(Y,X) = 6[A(X,Y) — A(Y, X)]

= 6[(Vxp)Y — (Vyp)X]

= 6[(Vxp)Y — (Vyp)X + p(VxY — VyX) — p([X, Y])]

= 6[Xp(Y) = Yp(X) —p(IX, Y]]

=12(dp)(X,Y)

elde edilir. Burada dp, p kovektoriiniin dis tiirevidir. Buradan

Teorem 7:(M,,g,F,V) yari-simetrik burulmaya sahip istatistiksel anti-Kihler
manifold olsun. Bu manifoldun V konneksiyonunun Ricci tensdriiniin simetrik olmasi igin

gerek ve yeter sart p kovektoriiniin kapali olmasidir. Yani dp = 0 olmasidir.

(M,,, g, F,V) yari-simetrik burulmaya sahip istatistiksel manifoldunun skaler egriligi T,

Ric(E;, E)

M:

=1+ (n—2)(iz(4))

bi¢imindedir.

Teorem 8:(M,,g,F,V) yari-simetrik burulmaya sahip istatistiksel anti-Kihler

manifold olsun. Bu manifoldun V konneksiyonunun skaler egriligi ¥ nin V Levi-Civita
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konneksiyonunun skaler egriligi T ile ¢akigmasi igin gerek ve yeter sart iz(A) = 0 olmasi ya
da

n
D [(Vep) (B + 20 (Ep(ED] = 0
i=1
denkleminin saglanmasidir.

U(Ric)-Vektor Alam
Tamm 22: U, (M,,g) Riemann manifoldlarda bir vektor alam ve X,Y € I3(M,,)
olmak iizere eger
(Vxkp)(Y) = ARic(X,Y) 4.7

sart1 saglaniyorsa U ya (M,,, g) iizerinde U (Ric)-vektdr alam denir. Buradan A, C*-sinifindan
sifirdan farkli skaler bir fonksiyon, V Levi-Civita konveksiyonu ve X € 33(M,) icin
g(U,X) = p(X) dir. Lokal koordinatlarda (4.7) ifadesi

olup burada p; = g;;, U™ seklindedir.
(4.7) denklemindeki V Levi-Civita konveksiyonunun Ricci tensOrii simetrik

oldugundan, yani

Ric(X,Y) — Ric(Y,X) = = [(Vxp)(¥) — (Vyp) (X)]

[Xp(Y) — p(VxY) — Yp(X) + p(VyX)

A L S

=3 [Xp(Y) — Yp(X) — p(VxY — V, X)]

= %[Xp(Y) = Yp(X) — p([X,Y])]

2
= 2@y
=0
dir. Buradan asagidaki sonug elde edilmistir.

Onerme-2: (M,,, g,V,F) burulmali istatistiksel anti-Kzhler manifoldunda p, U(Ric)-

vektor alani segilirse dp = 0 yani p kapali olur.
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Onerme-3: U(Ric)-vektor alanmna sahip (M,,, g,V,F) burulmali istatistiksel anti-

Kihler manifoldunda V yari-simetrik konneksiyonuna gore U (Ric) sart1
(Vxkp)(¥) = yRic(X,Y) (4.8)

bi¢imindedir. Burada y, C*-smifindan sifirdan farkli skaler bir fonksiyon ve Ric(X,Y),V

konneksiyonunun Ricci tensériidiir.
Ispat: (4.8) denkleminin sol tarafi igin
(Vxp)(¥) = (Vyp)(¥) — p(X)p(Y) — p(W)g(X,Y) — p(FX)p(FY) — p(FU)g(FX,Y)
seklinde olup
(Vxp) (V) = (Vyp)(X) = (Vyp)(X) — (Vxp) (V)

= A[Ric(X,Y) — Ric(Y, X)]
=0

ve (4.8) denkleminin sag tarafi i¢in ise Teorem 7 den
Ric(X,Y) — Ric(Y,X) = 12(dp)(X, Y)
ve Onerme-1 den dp = 0 olup Ric simetriktir.

Onerme-4: (M,,, g,V,F),U(Ric)-vektér alanma sahip yar1 simetrik burulmali
istatistiksel anti-Kahler manifold olsun. Bu durumda V Levi-Civita konveksiyonunun skaler
egriligi,

_n—2y(n—2)
Y (n-2)

p(U)

seklindedir.
Ispat: (4.8) denkleminden
(Vxp)(¥) = (Vxp) () —pXOp(Y) — p(W)g(X,Y) — p(FX)p(FY) — p(FU)g(FX,Y)
ve Ric tensériiniin tanimmdan
YRic(X,Y) = y[Ric(X,Y) + 2A(Y,X) — 4(X,Y) + (izA)g(X,Y) — (izB)g(FX,Y)
yazilir. Son iki denklemin esitliginden,

—pX)p(Y) + p(V)gX,Y) —p(FX)p(FY) — p(FU)g(FX,Y)
= y[2A(Y,X) — 4A(X,Y) + (izA)g(X,Y) — (izB)g(FX,Y)]

olup X =Y = E; alinwrsa g(E;, E;) =n,g(FE;, E;) =0, p(U) = p(E)p(E;)

olmak iizere son esitlikten
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np(E)p(E;) = y(n — 2)(izA)
= y(n = 2)[Vp)(E) + 2p(E)p(E)]
olup buradan,

- y(:: (_nz) )l p(EQp(E;) = (Vg,p)(E) (4.9)

yazilir.

(4.7) denkleminde (Vxp)(Y) = yRic(X,Y) ifadesinde X = Y = E; alinirsa

(Ve,p)(E) = vR(E, E) =yt (4.10)
olup (4.9) ve (4.10) dan,
_n—2y(n—2)
= im-2) p(U) (4.11)

elde edilir.
Tamm-23: M,, manifoldu iizerindeki herhangi bir V € 33 (M,,) i¢in
gV, X) =w(X) € 32 (M,)
olmak iizere V vektorii sabit uzunluklu ise
V|| = w(V) = ¢, (¢ = sabit)
seklinde yazilir.

Teorem 7:(M,,g,V,F) vyari-simetrik burulmaya sahip istatistiksel anti-Kihler
manifold olsun. Eger bu manifold sabit uzunluklu bir U (Ric) vektdriine sahipse,
V=20
dir. Yani manifold sabit skaler egrilige sahiptir.
Ispat 7: Eger U(Ric)-vektor alam sabit uzunluklu ise,
Ul = p(U) = p(E)P(E;) = c, (c = sabit)
olup (4.7) denkleminden

_n—=2y(n—2)
C rE(n-2)
_n—=2y(n—2)
S rE(n-2)
_n—=2y(n—2)
C rA(n-2)

p(E)P(E;)

p(U)
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olur. Her iki tarafin V ya gore kovaryant tiirevi alinirsa
V=0

bulunur.

Anti-Kihler-Walker Manifoldlar Uzerinde Hesaplamalar

Bu ¢ahsmadaki (M,, g,V,F), yari-simetrik burulmaya sahip istatistiksel anti-Kahler
manifoldu temelde bir anti-Kahler (Kéhler-Norden) manifoldudur. Dolayisiyla (M,, g, F)
Kahler-Norden-Walker manifoldlar1 iizerinde burulmali istatistiksel ~konneksiyonlar

incelenebilir.

(M4, g,V,F) vyar-simetrik burulmaya sahip istatistiksel Kihler-Norden-Walker

manifoldu olsun. Buradan,

Durum-1: (3.11) ve (3.12) de a(z) = b(t) = 0 alinirsa

0 01 0

g:(g--)=0001

Y 1 0 0 0

01 0 0

ve

0 -1 0 0
_(piy_|1 0O 0 0
F_(Ff)_oo 0 1
0 0 -1 0

olur. Buradan
DX, Y) =pX)Y + Ug(X,Y) —p(FX)(FY) — (FU)g(FX.,Y)
bigiminde verilen deformasyon tensoriiniin koordinatlarla ifadesi X = 9;,Y = 0; i¢in
4
D} = pi8f +p*gi — Z (pmFI"Ff — p™FEFy)
m=1
seklinde olup burada p* = Y7 _1(Pmg™*) Ve Fij = Xp-1(F/"gm;) bigimindedir. Mapple
programiyla hesaplanan deformasyon tensoriiniin bilesenleri
pi = pi(x,y,21¢t), i=1..4
ve

a . .
Dij = ﬁ(pi): j=1..4
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olmak tizere,
1 _ 2 _ 2 3
Dll_D12_D21_D31

1 1
=Dy =D, = _D113 =5Di,

2 2

1 1
= §D§4 = _D212 = _D§2 = __D§3

2
=D

D112 = D211 = D222 = D§1
1

1
= Dgz =Dj, = ED{% = §D§3

1 1
= §D§4 =D}, = -D}, = _EDf4

= D2

1 4 1
= D3y = D43 = §D31 = §D32
1 1
—EDizz Dfy = —Dj, = zDzﬁ
=DP3
D123 = D114 = D224 = D§4
1 1
=Dj3 =D, = ED:%l = EDil
1 1
= Esz = —D33 = —D3; = _ED.%Z
= Ps

seklinde olur.

bicimde tanimlanan istatistiksel konneksiyonun katsayilari ise Fi’; Levi-Civita konneksiyon

katsayilar1 sifir olup,
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F111 = F122 = r221 = r3.?’1
_ _ 1_ 1_
= Ff1 = Ffz =§F113 = §F144

_ _ _ 1_
= _F234 = _lez = _Féz = _§F243

2
=D

F112 = F211 = F222 = F?ﬁ
_ _ 1_ 1_
= ng = Ffz =§F143 = §F233
1_ _ _ 1_
= §F244 = _F121 = _Ff1 = _§F134
= D2

rT, _— 72 171 713
l—‘13_1—‘23 _r24_r33

_ r 1_ 1_

= F?ﬁl — Ffs = §F§1 = EF?,ZZ
1 T2 3 1—z
= §F42 =-Tiy = —Ty = _§F41
= D3
r123 = r114 = r224 = r?i}

_ _ 1_ 1_

= Ffs = Ff4 :§F321 = EF411

1_ — — 1_
:§F422 =-T}=-T35 = _§F312
= P4

bi¢cimindedir. Calisma boyunca kabul ettigimiz

(@rxp)(Y) = (Vexp)(Y) — (Vxp)(FY) =0

sartinin koordinatlarla agik ifadesi

(@pp)ij = 2 (Fim (ameP]) - K" (%Pm))

4

= (Fim ('Pj.m) — K" (pm'f ) )

m=1

seklinde olup
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(®pp)11 = (PrP)az = P12 — P2
(®rp)sz = (Ppplar = —P2s + D13
(®pp)s3 = (PpPlas = —D3a + Das
(®pp)1a = (Ppplaz = Paz2 — P31
(®pp)31 = —P1a — P23

(®pp)21 = —P11 — P22 (4.12)
(®pp)iz = P22 + P14

(®pp)az = P23 + P14

(®rp)iz = P32 + Pan

(®pp)az = —(Ppp)3s = P33 + Paa
(Ppp)2a = —Pas — P32

elde edilir.

(M,, g,V,F) vyari-simetrik burulmaya sahip istatistiksel Kihler-Norden-Walker

manifoldunun (0,4) tipli egrilik tensorii koordinatlarla

Rijki = Rijiu + Augjrx — AjGix

4
= > FM(AumFye — ApmFu)

m=1
4
+(Aij — Aj)gr + Z F"(Aim — Ami) Fa
m=1
seklindedir. Burada A;; = V;p; + p;pj — Xm=1 Ln=1 PmPnF/"F* bigimindedir.

(4.12) ile verilen esitlikler sifira esitlenerek sistem ¢oziiliir ve bu ¢dziimler (0,4) tipli R

egrilik tensoriinde yerlerine yazilarsa, R; jki bigimindeki egrilik tensoriiniin bilesenleri

—Ria11 = —R3322 = —R3112 = —R3121 = —R3211 = =Ry
= —Ry212 = —R4221 = Ri312 = Ri321 = Riszo
= R3311 = Raa12 = Raa21 = R3320 = Ragna

= P21+ 202 D1
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—Ri334 = —Ri343 = —Rys33 = —R3344 = —Ra434 = —Ra443
= —R3333 = —R4144 = Risaa = Ry333 = R3134

= R3143 = R3244 = R4133 = Ryz34 = Rypss

= P43+ 2P3 " Dy
_§1311 = _E1412 = _E1421 = _R2411
= _E3122 = _E3212 = _R3221 = _E4222

= Ry322 = R312 = R3321 = Raazz
= R3111 = R4112 = Ra121 = Raz11

= P22 — (P1)* + (p2)?

§1344 = §1434 = §1443 = §2444
= §3133 ~ §3234 = §3243 = E4z33
= _§1333 = _§2334 = _§2343 = _§z433
= —§3144 = —§4134 = —§4143 = —E4244

= P44 — (Pa)? + (p3)®

Ri332 = Ry331 = Razaz = Rouss
= R3141 = R4131 = Ry142 = Ryoan

= —2P23 — Da1 — P2 P33+ D1 Da

Ri314 = Ris13 = Risoa = Ros1a
R3123 = R3213 = R3224 = Ryz23

= P23+ 2041 — D2 P3+ D1 Da

Ris14 = Ra323 = R3113 = R3124
= R3214 = R4123 = Ry213 = Ruzz4

= D24~ DPa2 —DP1 P3 — P2 DPs

R1441 = R2332 = R3131 = E3142
= R3241 = R4132 = E4231 = E4242
= 2P24 — Paz +P1°P3+ D2 Ds

Ri323 = R3313 = Ra324 = Raup3
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= R3114 = R4113 = R4124 = Raz14

= —2P41 — P23 —P1 Ps+ P2 D3

Ri341 = Ris31 = Ryssaz = Rossn
= R3132 = R3331 = R3242 = Ry32

= Pa1+2D23 — D1 Pat D2 D3

Ri331 = Ry342 = Rys3z = Ra341
= Ry431 = Rasa2 = R3332 = Raqaq

= Paz — 2D24 — P1°D3 — P2 Pa

E1313 = §1324 F §1423 = §2314
= §2413 = §2424 = §3223 = §4114
= 2P42 — D24 T P1 P33+ D2 Ds

seklinde olur.

(M,,g,V,F) vyari-simetrik burulmaya sahip istatistiksel Kihler-Norden-Walker

manifoldunun Ricci egrilik tensérii Ric koordinatlarla

4 4

4
+ Z Angij — Z An' FnFij
n=1 1

n=1ms=

seklinde olup bu bilesenler

(Ric)13 = (Ric)z4 = 4p2,4 = 2P42 + 2p1 " D3 + 2P2 " D4
(Ric)1, = (Ric)y; = —2p21 —4p2 "1

(Ric)31 = (Ric)sz = 4ps2 — 2P24 +2p1 " P3 + 2P2 " D4
(Ric)3s = (Ric)s3 = —2p43 —4D3 " Pa

(Ric)11 = 2p22 — 2(p1)? + 2(p2)?

(Ric) 14 = —4p23 — 2p21 — 2p2 " D3 + 2p1 " Pa

(Ric)11 = —2p2 + 2(p1)* — 2(p2)?

(Ric)3 = 2P41 + 4023 — 2Py " Da + 2Dz " D3

(Ric)s, = —4D4y — 2D23 = 2p1 " Da + 2Dz " D3

(Ric)33 = 2pas — 2(p3)* + 2(pa)?

(m)au = 2p33 +4pPs1 — 2D D3 + 2p1 " Dy
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(RiC)as = —2pss — 2(pa)* + 2(p3)?
bigiminde elde edilir.

(M,,g,V,F) vyar-simetrik burulmaya sahip istatistiksel Kihler-Norden-Walker

manifoldunun skaler egrilik tensorii T koordinatlarla

4
f=T+ZZA?l
n=1

seklinde olup bu bilesen
T =4p,, +8p; "p3 +8p, " py
bi¢imindedir.

Durum-2: (3.11) ve (3.12) de a(z) = 2cosh(z) ve b(t) = 0 alinirsa

0 0 1 0

— (g:) = 0 0 0 1

g =19 1 0 2cosh(z) 0

0 1 0 0

ve

0 -1 0 —cosh(z)

F = (F.j) _|1 0 cosh(2) 0

: 0 0 0 1

0 0 -1 0

seklinde olup Dl-kj deformasyon tensoriiniin bilesenleri

1
Diy = _EDfs = —D3, = (—=p; - cosh(z) + p3)cosh(2)

1 1
Dzlz = Dgz EDgs EDf:a
1 1
= _Eszt = _EDSAL = D111 = D122

1 1
D121 = DZ1 = _Di} = _Df3

2 2
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1

1
= _EDf3 = §D§3 = §D§4 = —Di,
= —Dj; = =D}, = —D3; = —=D§; = —Dj;
= P2
2 4 1 1 2
D3y = Dyy = _§D32 = §D42 = D4

D35 = Difs = ps

Djs = (p4 + p2) - cosh(2)

D2, = — cosh(z) (p, - cosh(z) — 3p,)
D}y = Di, = %DL = p; * cosh(z) — p;
D}, = —3p, - cosh(z) + p;

D3, = —3p; * cosh(z) + 2p;

Dl; = —2p, - cosh(z) + ps3

D3, = —2p, - cosh(z) + p,

D}, = 2p, - cosh(z) + p,

D3; = 3p, - cosh(z) — p,

D3, = ps + p; - cosh(z)

D3; = p3 + 2p; - cosh(z)

D3y = 2p5 — 2p; - cosh(z)

D3, = 2p3 — p, - cosh(z)

D33 = —ps — p, - cosh(z)

D{; = Dj3 = ps — p2 - cosh(2)

D3, = 2p, — p, - cosh(z)

D31 = 2p4 + p; - cosh(z)

D3; = —4p, - (cosh(z))? + 2p; - cosh(z)

seklinde olur.

bicimde tanimlanan istatistiksel konneksiyonun katsayilar1 ise F{; Levi-Civita konneksiyon

katsayilar1 '3 = sinh(z) olup bu bilesenler

— 1_ -
Tpy = _§F423 = —T3, = (—p; - cosh(z) + p3)cosh(z)
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T3, =T, = 5T =§F133
1_ 1_ = =
= —§F144 = §F234 =T} =T,
=T} =-T3 =-Th =-T}
=P
1_. =
I =14 = §F14 =513
1_ 1_ -
=Ty =-T =-Th =T}
= _rzll = _FZZZ = —ffl = —F332 - rfz
=—D2
1_ 1_
=y = _Ersz = §F422 = P4
=rf3 =P3

= (p4 + p,) - cosh(2)
= —cosh(z) (p, - cosh(z) — 3p,)

=13 = Eﬁfl = p, - cosh(z) — ps3
= —3p, - cosh(z) + p;

= —3p, - cosh(z) + 2p;

= —2p, - cosh(z) + p;

= —2p, - cosh(z) + p,

= 2p, - cosh(2) + p,

= 3p, - cosh(z) — p,

= p; + p, * cosh(z)

= p;3 + 2p, - cosh(z)

= 2p; — 2p; - cosh(z)

2 = 2p3 — p; - cosh(z)

= —p, — p, * cosh(z)
= ng =Dy — P2 COSh(Z)

2 = 2p, — p, - cosh(z)

= 2p4 + p, - cosh(z)
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T4; = —4p; - (cosh(2))? + 2ps - cosh(z) + sinh(2)

biciminde elde edilir. Ayrica ®gp bilesenleri i¢in

(@rp)iz = =(PrP)21 = P22 + P1a

(@rp)1r = (PpP)2z = P12 — P2

(©p)ar = —cosh(2) (p11) + P13 — Paa

(®rp)31 = cosh(z) (P1,2) ~ P14 — P23

(©rp)az = —cosh(2) (P21) + P23 — Pra

(Prp)32 = cosh(z) (p22) — P24 + P

(Drp)23 = —P31 — cosh(2)(p22) + Pa

(4.13)
(®Prp)iz = P32 — COSh(Z)(p2,1) — Paa
(®rp)2s = —Paq + cosh(z)(p12) — p3,
(Prp)ia = —Pay + cosh(2)(p11) — p3a
(®pp)4s = — cosh(z) (P3,1) + p33 — cosh(z) (P2,4) + D4y
(®rp)ss = cosh(z) (Ps,z) — P34 — cosh(z) (Pz,s) + Das
(@pp)as = —c0sh(2) (Pa1) + Pas + cosh(2) (p14) = P34
(®rp)3s = cosh(z) (P4,2) — D4, + cosh(z) (p1,3) — D33

elde edilir. (4.13) ile verilen esitlikler sifira esitlenerek sistem ¢oziiliir ve bu ¢6ziimler (0,4)

tipli R egrilik tensdriinde yerlerine yazilarsa, R;j;; bi¢imindeki egrilik tensdriiniin bilesenleri

R3s11 = Ryzzz = —P2,1 — 8p1 " p2 " cosh(z)
Rizas = —R3sas = (2 cosh(z) py - P4 — 2p3 - P4y + cosh(z) py; — P4,3)C05h(z)
Ryuz1 = (=3 cosh(z) poy + 223 + Pay + (=3p2 * cosh(z) — p,) * p1 + P, * p3)cosh(2)
R4324 = (cosh(2) P21 — P2,3 — 2P41 + P1(=Ps — P2 - cosh(2)) + p; - p3) - cosh(2)
Riz13 = (2 cosh(z) p21 — P23 — 2Pa + P2 - cosh(z) — P4)P1 + p2 " p3) - cosh(z)
Ryz43 = (p3 - cosh(z) —sinh(2) - p; — (p3)* + (pa)* — cosh(z) " p, " ps + (2p2,4 + Da,2)
- cosh(z)
R3434 = R4334
= (=2(cosh(2))? - (p1)? + cosh(2) - p, - ps + 3 cosh(2) - py - p3 + (Pa)?
— (p3)? — 2p, sinh(z) — cosh(z) p, 4 + 2 cosh(z) py; + Pa4) * cosh(2)
R3422 = Ry311 = cosh(z) (P21 + 2p1 " P2)
Riz1z = Razz1 = —R3s1z = —Raza1 = cosh(2) (pz2 — (01)* + (92)?
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R3442
R3424

R4333

R4331

R34—13

R34—33

R34—4—3

R4—34—2

R14-11

R34—23

_R1311

R14—4—4—

R34—32

R34—14—

R4341

R2344

= cosh(z) (=2 cosh(z) P21t 2P23 + Pag +D1(—Ps — D2 cosh(z) +p, - p3
= —((=py - cosh(z) + p3) " P, — p1 " P4 + cosh(z) p,1 — P23 — 2P41) - cosh(2)
= 2((=py " cosh(z) + p3) *ps +p1 - (COSh(Z))Z + Z(COSh(Z))Z P21

2
= —(—3 cosh(z) P21t 2P23 + Paq + (—3p2 cosh(z) —py) " p1 + P2 " P3)
- cosh(2)

3
+ (— P23 _ 2p4’1> - cosh(z) + cosh(z) + 29;_,3) - cosh(2)

= —(p,(p3 + py - cosh(z)) — p; " ps + 2 cosh(z) D21 — P23 — 2P41) * cosh(z)

—2(cosh(z)(p; - cosh(z) — py - p1 + p3 - P4 + 2(cosh(2))? p,1

3
+ (— [)22,3 - 2p4,1) - cosh(z) + %) - cosh(2)

= — cosh(z) (ps - cosh(z) — sinh(z) p; — (P3)2 + (P4)2 —cosh(z) p; * pa4
+ (_2P2,4 + P4,2) - cosh(z) + py4

= — cosh(z) (—p; - cosh(z) + p53  p, — p1 - P4 — 2 cosh(z) P21+ 2P23 + Pan

= Ezszz = §3112 = §3121 = §3211 = §4122 = §4212 - §4221 = _§1312 = _E1321
= —R1422 = —§2311 = —§2412 = —§2421 = —Rszzz = —E4111
= —P21 — 2P1" P2

= —§4323

= (ps - cosh(2) — 2sinh(z) p; — cosh(z)(cosh(2) - (p2)* — P2 Pa
+ cosh(2) pz2 + P24 — 2Paz2)
= —E1412 = —R1421 = —§3122 = —§2411 = —§3212 = —§3221 = —E4222 = R1322
= E2312 = §2321 = §2422 = §3111 = §4112 = §4121 = §4211
= D22 — (01)* + (02)°
= R3z44 = (2p3 — 2p; cosh(z) - p, — cosh(2) Paq T Pags
= _R4332
= 2(cosh(z))? (p1)? + (—p5 - cosh(z) — sinh(z) p,
— cosh(z)(cosh(z) (p2)? + P2 * P4 + cosh(2) Py 2 + 2P24 — Da2
= _R4314
= (cosh(2))? (p1)* + (—ps - cosh(z) + 2sinh(z) p; — cosh(2)(p; - P4 — P24
+ 2p42)
= _R3441
= (cosh(2))? (p1)* + (—ps ' cosh(z) — sinh(z) p; — cosh(z)(p; * P4 + 2P24
— 2p42)
= Ry144 = Pa(2p; - cosh(z) — 2p3) + cosh(z) ps1 — Paj3
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E2333 = R4133 = _Eszzs = _R1433

= (2(cosh(2))? p, — 2ps) - p1 + 2p3 - pa + 4(cosh(2))? py,

+ (=3p23 — 4p41) - cOsh(2) + pa
E1332 = E2331 = §2432 = E4131 = _E1431 = _R3132 = _E3231 = _§4232

= 3 cosh(z) po1 — 2P23 — Pax + (3p2 * cosh(z) + ps)py — P2 * P3
E1323 = E2313 = §2423 = E4113 = _E14131 = _R3123 = _E3213 = _E4223

= 2.cosh(z) ;1 — P23 — 2P41 + (P2 - cosh(z) —ps - p1 + D2 " P3
E2342 = §3141 = E4142 = §4241 = _§3242 = _E1341 = _E1442 = _§2441

= 2.cosh(z) pz,1 — 2P23 — P41 + (P4 + b2 * cosh(z)p; — p2 - p3)
E2324 = §3114 = E4124 = §4214 = _§3224 = _E2414 = _E1424 = _§1314

= cosh(z) pz1 — P23 — 2Pa,1 + P1(—Ps — P2 * cosh(z) + p; * p3)
Risia = §3124 = §3214 = Ryzoa = _§1324 = _§2314 = —Ry424 = —Ry114

= cosh(z) - (p1)? = P1 Pz —P2 " Pa + P24 — 2Ps
§2341 = Roaaz = R4ra1 = E1342 = —Ryss = _§3142 = _§3241 = —Ruz42

= cosh(z) - (p1)® = P1 " Pa —P1°P3 + Paz — 2Dz
Ri344 = —R3144 = (cosh(2))? - (p1)? + (—2p; - cosh(z) — sinh(2) - p; — (P4)* — Paa
Ry444 = —Razas = (cosh(2))? - (p)? — 2 cosh(2)  p; " p3 + (p3)* — (Pa)? — P44

Risss = —Ru143
= (p3)* + cosh(2) " py - p3 + ()* + cosh(2) * p, * Ps + (=2P24 + Pa2)
- cosh(z) — py.4

Ri334 = Rp43s = —R3134 = —Raz3a
= cosh(2) (p; - cosh(z) + 3p, - p1 — cosh(z) p, * ps — 2p3 - ps
— cosh(2)? pz1 + (2,3 + 3P41) cosh(z) — pa

R4243 = R3143 = _R2443 = _R1343
= cosh(2) (p,
- cosh(z) — p4)py — cosh(z) - p, * ps + 2p5 - ps + 2(cosh(2))? p, 1
+ (—2py3 — 2pas) - cosh(z) + pa3)

R2343 = _R3243
= (p3 - cosh(z) + sinh(2)) - p; — (p3)* + (P4)? — cosh(2) * p; - ps
+ (—2pya + Ps2) - cOSh(2) + pas

R2323 = R3113 = R4123 = R4213 = _R3223 = _E1313 = _E2423 = _E1343

= cosh(z) - (Pz)z — P2 * P4 — D1 " P3 + cosh(z) P22 — 2P42 + D24
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Ruz33 = —Ry433
= (p3)? — 2 cosh(z) - p; * ps + (cosh(2))? - (p2)? — (p4)* + (cosh(2)? p,,
+ (3P4 — 3P42) - cosh(z) — Py 4
Ri3s3 = —Rauss
= (2p3 - cosh(z) + sinh(2)) - p; — (p3)* — (cosh(2))? - (p2)* + (p4)®
— (cosh(2))? pyz + (—3p24 + 3ps2) " cosh(z) —pa 4
R3232 = Raaz1 = Rissz = Riza1 = —Rassa = —Ruzs1 = —Rarzz = —Raqais
= 2cosh(z) - (p1)? + 3ps - cosh(z) + sinh(z) - p; — (p3)? + (p4)?
+ cosh(z) - Py - Py + (—Dos + 2D42) - cosh(2) + Py
R3z34 = — R334
= 2(cosh(2))? - (p1)? + (—3ps - cosh(z) — sinh(2) - p; + (p3)* — (pu)?
— cosh(2) - py - Py + (P24 + 2P42) - cosh(z)
Risza = —Ru13s
= 2(cosh(2))? - (p)* — 3~ cosh(2) py " p3 + (P3)* — (p4)* — cosh(2) - p;
"Dyt (p2,4 4 2P4,2) - cosh(z) — P4

seklinde olur.

(M,,g,V,F) yari-simetrik burulmaya sahip istatistiksel Kihler-Norden-Walker

manifoldunun Ricci egrilik tensorii Ric bilesenleri

(Ric)11 = —(Ric) 22 = 2ppzz — 2(p1)* + 2(p2)?

(Ric)12 = (Ric)y; = —2p21 —4p1 " P2

(Ric)13 = —4 cosh(z) - (p1)* + 2 cosh(2) - (pz)? + 2 cosh(2) D22+ 2P2 " Ps+ 2p1 " P3
— 242 +4D24

(Ric)14 = 4 cosh(z) - P21 — 4P2,3 — 2Pa1 + 2(ps + P2 - cosh(z) - py — 2p; - ps

(Ric),3 = —6 cosh(z) "P21 + 4D23 + 2(=3 - p2 * cosh(z) — ps - py + 2p; * p3

(Ric)z4 = =2 cosh(z) - (p1)* + 2py * pa + 2Py * P3 — 2P42 + 4D24

(m)31 = (m)u
= —2 cosh(z) (Pz,z + (Pl)z - (Pz)z) + cosh(z) (Pz,z - (Pl)z + (pz)z)
— cosh(z) - (p2)? — cosh(z) py, + 2P, * Da + 2D1 " P3 + 4Ps2 — 2P24
— cosh(z) - (p1)?

(Ric)3, = —2 cosh(z) (P2,1 +2p; - Pz)
+ (_Pz,l —2p; - Pz) - cosh(z) + 3 cosh(2)p, 1 — 2pz3 — 4pas + (P2
+cosh(z) —pa) - p1 + 2p, - p3 + p1(=Ps — p2) - cosh(z)
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(Ric)s3 = —2 cosh(2)(2 cosh(z) - (p,)? — cosh(z) * (p;)? — cosh(2)p, 2 — P2 *Pa — P1* D3
+ Paz — 2P2,4) — 4(cosh(2))? - (p1)?
+ (p5 - cosh(z) + sinh(z) - p; + cosh(z) (cosh(z) : (p,)? + P2 * Ps)
+ cosh(z) P,z + 2Dz4 — Paz) + 2p5 - cosh(z) + sinh(z) - p;) — 2(p3)?
— (cosh(2))? - (p2)* + 2(p4)* — (cosh(2))? p, > + (3P24 + 3paz)cosh(2)
+ 2py4 + 3(p3 - cosh(z) + sinh(z) - p; + cosh(z) - p, *ps + (—P24 + 2D42)
- cosh(2)

(Ric)34 = —2 cosh(z)(—2 cosh(z) - py1 + 2P23 + Par
+ p1(=ps — p2 - cosh(2) + p; - p3)—cosh(z) ((—py - cosh(z) + ps P2 — p3
P2 — P1°Pa — 2cosh(z) py 1 + 2p23 + Dat)
+ (—(cosh(2))? - p, + pa * cosh(z)) - p; + cosh(2) - p, * P4 — 2p3 " Pa
— 2(cosh(2))2py1 + (2p23 + 2p4 1) - cosh(z) — 2p, 5
+ p4(2p; - cosh(z) — 2p3) + cosh(2)py,

(Ric)41 = —(—pa1 — 2p1 - p2) cosh(z) — 3 cosh(z) p, 1 + 2Py 3 + 4Pss
+ p1(ps — P2 - cosh(z)) — 2p, - p3 + (P4 + p2 - cosh(2)) - py

(Ric)43 = —(—3 cosh(2) pp1 + 2pz3 + Pay + (=3p2  cosh(z) — p,) - p1 + 2 * p3)
- cosh(z) + (—2(cosh(z))? - p, + 2p,
- cosh(z) - p; — 4ps - ps — 5(cosh(2))? py1 + (Bpo3 + 4psy) - cosh(z)
= 2pa3 + cosh(z)(p; - cosh(z) + 3p,) - p1 — cosh(2)p;  ps + (P23 + 3P41)
- cosh(2)

(Ric)4a = —2(—cosh(z)  (p1)? + P2 * Pa + D1 " P3 — Paz + 2P24)  cosh(2)
+ (p3 - cosh(z) + sinh(z) - p; + cosh(z) (P2 * P4 + 2024 — Paz) + 2(P3)?
— 3 cosh(z) - py - p3 — 2(4)? + cosh(2) - p, - ps + (2024 — P42 ) cosh(z)
— 2D44

biciminde elde edilir.
(M4, g,V,F) yar-simetrik burulmaya sahip istatistiksel Kihler-Norden-Walker

manifoldunun skaler egrilik tensorii T ise

T =4pys +4ps2 — 4 cosh(z) (—Pz,z + (P1)2 - (pz)z)
_2(2292,2 - 2(291)2 + 2(?92)2) - cosh(z)
—8cosh(z) - (Pl)z + 8p1 -3 + 8py Py
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bigimindedir.

Durum-3: (3.11) ve (3.12) de a(z) = 0 ve b(t) = 2e? alinirsa

0 01 0O
_ ( ) _ 0 0 0 1
§=i)=11 0 0 o
0 1 0 2et
ve
0 -1 0 —et
' 1 0 e 0
F = F.] =
(F) 0 O 0 1
0O 0 -1 0
seklinde olup Dl-kj deformasyon tensoriiniin bilesenleri
1 1
D212 = Dgz = _EDio’3 = _EszL
1 1
= _§D§3 = _§D§4 = —Di; = -D},
= =D, = —D3, = =D}, = —D},
=P
1 1
D}, = Dj; = _§D§3 = _§D§4
= —Dj =-D;; = _Dzzz = —D3;
3 4 1.4
=—D3, = Dy, = _§D13
= "Dz
1 1
Di3 = D33 = _EDfl = EDb}l =D3

Diy = D3, = p4

Dis = (p-e" —ps)-ef

D3 = (p; +py-e)-ef

Di =2(=2-py-ef +p,)-ef
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D5 = 2p;-e' +p;

D3, =3p,-e' —p;

Di; = —3p,-e" + 2 p,
D}, = —2p,-e' +p,
D3 =D33=py-e’ —p,
D3, = 2p; - e' — 2p,
Diyy =2ps e’ + (p3—py-ef) e’
Diy=—p;—py e’

Dj3 = —p3 — 2p;

D3y = —ps—py-et

Di, = 2ps —py - e

D3, =ps+p;-et

Dis =ps+p;-et
D3y = ps+2p; et
D%, = 2ps — 2p, - €
Dy = 2ps—pz- et
seklinde olur.
TS =Tk +Df

bi¢imde tanimlanan istatistiksel konneksiyonun katsayilar1 ise Fi’j Levi-Civita konneksiyon

katsayilar1 T2, = e olup bu bilesenler

_ _ 1_ 1_
lez = Fs?z = _EF133 = _§F144
1_ 1_ _ _
= _§F243 = _EF234 = -T11 = T
= _r221 = _r§1 = _rfl = _rzfz
=—P1
T3 3 1—4
I =T =—5ln= _§F24
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My =T = _§r421 = §F3’11 =DP3
My =T =p,
i3 = (pr-e' —ps)-et
T3y =(ps +pi-et)-et
[f=2(-2-py-e" +py)-e +e
35 =2p,-e' +ps
T3 =3p. e’ —ps
[ =-3p,-et+2:p,
3= —2py-e" +p,
T3 =T =p e —p,
T3, = 2py - e* — 2p,
T4 =2ps-ef + (p3—pr-e) e
[fy = —p;—p;-e
T = —p3 — 2p;
T34 =—p3 —py- e’
i, =2ps —py-ef
[, =ps+p;-et
[s =patp;-et
i) = pa+2py et
7, = 2ps —2p, - €
i1 = 2ps—p2- et
biciminde elde edilir. Ayrica ®pp bilesenleri i¢cin

(®ppl21 = —P11 + P22

(®pp)11 = (Ppp)az = P12 — P2

(®ppl1z = P22 + P11

(Pppls = _et(pl,l) + P13 — D24

(®pp)sy = et(PLz) — P14~ P23 (4.14)
(Ppp)sz = _et(Pz,l) + P23 T D14

(®pp)s2 = et(st) — P24 T P13

(®pplaz = P31 — et(Pz,z) + Paz

(®pp)is = P32 — et(Pz,l) Ll 2%
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(Pppl2s = —Pan + et(Pl,Z) — P31
(Ppp)ia = Paz + et(Pl,l) P31
(@pp)az = —€%(p3.1) + P33 — €5 (p23) + Pas
(@pP)as = =€ (p41) + Paz + 5 (P1a) — P3a
(Prp)ss = €' (Paz) = Paa + e (Pr3) — P33
elde edilir. (4.14) ile verilen esitlikler sifira esitlenerek sistem ¢oziiliir ve bu ¢oéziimler (0,4)

tipli R egrilik tensoriinde yerlerine yazilarsa, R; ki bicimindeki egrilik tensoriiniin bilesenleri

E3422 = §4311 = _E4322 = _§3411 = et(P2,1 + 2p; ' p2)
E4312 = §4321 = _E3412 = _§3421 = et(P2,1 + (p1)2 + (Pz)z)
_§1411 = _Ezszz = _§3112 = _E3121 = _§3211 = _§4122 = _§4212 = _§4221 = E1312

= Ri321 = Ri422 = R2311 = Ra412 = Ryu21 = R3320 = Ryq11

=p21t+ 2p; " p2
—Ry342 = R3gap = (=3 -py-€* + p,-eDp; — e"(p3 "Dy + 2P23 + Par)
_ _ P43
—Ry333 = R3y33 = (Zps "p2 t 292,3)92't —2ef(p3pa + T)

—§4334 = R3434 ((p4 —Dp, —p1 03— P24 t+ 2P4,2) e + et(Ps)z = (P4)2 - P4,4)

—Ri311 = —Ris12 = —Risz1 = —Rpa11 = —Rs111 = —Raz12 = —Ruzzz = Rizzz = Razz
= Riz11 = R3111 = Ra1z1 = Rar1 = P22 — (p1)? + (p2)?

—R3333 = —R4133 = Rizz = Razaz = e~ P23 — Pa3 T (2p2 - €° — 2p4)ps

~Ruz314 = R3a1s = (p1)? - €* —p3pr-e' —e' (04 —2) "pz - P24 + 2P42)

—R2342 = —R3141 = —E4142 = —§4241 = §1341 = §1442 = §2441 = §3242
=2p23+ D1+ B p2-e" —pu)pr 3D

~Ru3z4 = R3sa = (D €* +ps-e') 'py —ps py-et = P21 e’ + et(P2,3 - 2P4,1)

~R3413 = Ruzi3 = (D €* —ps-et) 'p+ps pyret + 2py,1 €% — et(P2,3 - 2p4,1)

P41

—Ry331 = Raazy = (py-e® —py-et) -py+ 03 Dy et —pyq - €2+ 2(pas +T)et

= 2(p2)2 et — et(m +1)p, + (‘(Pl)z + 2P2,2)92t - et(Pl "P3 + 2pz4
— P42
_R2344 = _R4144 = R1444 = R3244

=(2 'P1'5’2t - 2-p3-et)-p2 +2-p3ps— 2P2,1'92t + (2P2,3 +3P4,1)9t
t Da3
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_E3444 = R4344
=2'p3 Pz — 2D23 — 3Ps1)e*" —2e3py - p; — 2e'ps - py + 2% 1 pyy
—Paz-e’
_E1413 = _§3123 = _§3213 = _E4223 = E4113 = E1323 = E2313 = E2423
=2e" " py1 — P23~ 2 Pag +P1(P2 €' —pu) + 312
_E1314 = _§1424 = _§2414 = _E3224 = E2324 = R3114 = §4124 = §4214
=e' pr1 P23~ 2 Past (—p2re" —ps) P tp3p2
_E1431 = _E3132 = _E3231 = _§4232 = E4131 = E1332 = E2331 = E2432
=e' py1 —2P23 —Past (P2 €' +Du) P — D3 D2
_E1324 = _E2314 = _E2424 = _§4114 = E1414 = E3124 = §3214 = §4224
=e'  (p1)? —P1"P3 — D2 Pa — 2Paz + P24
~R3234 = Rp33s = (03)* =3 pr €' — (0)? + 0y pa- et + (_P2,4 + 2P4,2)et ~ Pas
~Ri344 = R312a = (04)% — 2p; "4 €' + (p1)? - €' — (p3)* + (2P2,4 - 4P4,2)et Ll
_§3143 = _§4243 = §1343 = §2443

= (py P2 +2py1)e* — Dy "Da- e  +3ps Py et — D3 Dy — 2e° Py

~ Da3

~Ru234 = —R3134 = Rps3s = Rizas
= (P2 e —py e Ip1—ps pa- et +2ps pa— o1 + (P23 + Pas)e’
+ Da3

_R4244 = R2444
=2 ps-et+eDp, — ()? — (p1)? - €2 + (p3)? + (—2pya + 4psz)e’
~ DPaa
_R4343 = R3443
= (3ps — 2)p2 + P11 D3 + 3paz)e® —2e3° - (pr)? + et (p3)? —ef - (ps)?
—2e3 py4—ePaa
_R2332 = _R3131 = _R4132 = _§4231 = §1331 = §3232 = E2431 = E1432
=(p)?-e' +e'py2 —P1 D3 — D2 Pa— 2D24 + Da2
_R1423 = _R2413 = _R3223 = _§1313 = §2323 = §3113 = E4213 = E4123
=(p2)? e’ +e'py2 — 1 D3 — D2 Pat P2a — 2Daz
—Ry134 = Rigza = €' (pa + 1) p2+(03)* —p3  p1 €' — () + (—P2a — 2Da)e" — Paa
~R3p43 = R2343(2 (p2)? + 2292,2) e?t —pypr-ef —3-pypset — (p3)? + (pa)?
—3e'psy t+ Daa
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_E1342 = _R2341 = _R2442 = _R4141 = E1441 = E4242 = E3241 = E3142
=e' (p)? —2(p)? et —2e'prp + Py P3 + P2 Da+ 2P24 — Day
_E4233 = E2433
= (p2)? - e* + (=2p, - ' —e")p, + (pa)? + e*'py; — (p3)?
+ (_p2,4 - P4,2)et + Psa
—R3135 = Ryas
= (p2)? - e?* = 2p, py- et + (p)? + e - pyy — (P3)? + (—P2a — Paz)e’
+ Daa
_E1443 = §4143
=2-(p)?-e* + (=3 ps-e' —eIp, —p3-pr-e’ — (p3)” + (pa)?
+2-e*- P22~ 3 €Daz + Daa
R3412 = R3421 = —€* (022 — (p1)* + (p2)?)

seklinde olur.

(M,, g,V, F) yari-simetrik burulmaya sahip istatistiksel Kihler-Norden-Walker manifoldunun

Ricci egrilik tensorii Ric bilesenleri

(Ric)11 = —(Ric)zz = 2p22 — 2(p1)* + 2(p2)?

(Ric)1z = (Ric)zy = —2pp1 — 4 P12

(Ric)iz = =2 (p)?-e" —2-e'Pyp + 2Py D3+ 2Dz Pa+ 4D2a — 2Pay

(Ric)1a = —4 D23 — 2041 +2p1 - (=3 pr-e" +pu) =23,

(W)z,s =—2-e'py1 +4p23+ 2ps1 +2p1 - (P27 €" —ps+2-p3-p2)

(m)ZA- =2-e'(p)? —4(p)?-e" —4-e'pyy+ 2P P3+ 2 D2 PatADsa — 2Ps

(m)m = _et(Pz,z - (p)* + (Pz)z) —(p2)? et —e'pap + 2 P p3+ 2 Dy Da— 2P24
+4ps, —efpy

(m)s,z = —2(_192,1 —2'p 'Pz) et —et(py1 + 2Py P3+ 3 e'pay — 2Pz3 — 4Das
+p1(p2-ef —pa) +2:p3 D+ (—p2v et —pu) D1

(m)ss = _2(—(192)2 et —e'pyy +props t Pz) "Dat+2D24 — Pap) et +et(py +1)
'Pzet(m D3+ 2pz4 — P4,2) —3py-pa-et +2(pa)* — 2(ps)?
+ (_P2,4 - P4,2) et + 2pys + D3 pret + (D24 — 2ps2) c "
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(Ric)34 = —2(=2 P23 —Par +P1(=3 pz-e' +py) —p;-py-et
+ (=3 py-e® +p,-epy —e'(ps P2 + 2023 + Pas)
+ (1 D2+ 2p21)e* —p1pa-et +3psprret —4pspa—2-e'pyy
—2p43+ (=2-pyr-e* +2-ps-et) py +2py1 e + (=2 a3 — 3pa1)

et

(Ric)yy = =3 €' (P21 + 2 p1 P2 —3) " €'Po1 + 2023 + 4Pas + (=p2-e" +pa) 1y
—3p3 P2 + P1(Ps + 2 €")

(Ric)sz = =3 e'(p2z — (p1)? + (p2)?) — (p2)?) e —e'ppp +2°P1 P+ 2D Pa
— 2D +4Ps — €5 (p1)?

_ P41
(Ric)yz = (py) - e* —py-et) -py +2p3-p,) et +2 (p2,3 + T) et —2(e'py1 — 2p23

— D1+ (P2 +py P —p3 Dt +efpys —2py3

+ (2 py-et —=2p)Ips+ (—py-et +py-e)py — 2p3 Dy + (—P23 — Pa1)
¢

e
(Ric)gs = =4+ (0)* - e* +e'(py + 1) - po + ((p1)? = 2p;z) - €*

+e'(p1 " P + 2P24 — Pa2)

—2(—e*P)? +2(px)? €' + 2 €' pyy — Py D3 — P2 Pa— 2Pz + Pa2)

e'(3py) et +ef) - py +p3-pr-et +2(p3)” = 2(pa)? — 2-e'py,

+3e'Psz — 2psa + 2pa- et +et) — (p1)? - e® + (=2pp4 + 4pa2) - €F

bi¢iminde elde edilir.

(M,, g,V, F) yari-simetrik burulmaya sahip istatistiksel Kihler-Norden-Walker manifoldunun

skaler egrilik tensorii T ise

T=8p, p3+8p ps+4pPs2 + 4024
_2(_2292,2) + 2(291)2 - 2(P2)2 et — 8(P2)2 et
—4- et(Pz,z - (p)? + (Pz)z) —8-elpy,
bi¢imindedir.
Maple® ile Yazilan Baz1 Kodlar

Deformasyon Tensorii
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4
D, = p8f + p*gij — z (pmF"F} — p™FFy;)

m=1

> print(" Deformasyon Tensorii");

> for i from 1 to 4 do;

> for j from 1 to 4 do;

> for k from 1 to 4 do;

> D[k, i,j]:=(wi[i]*crn[k,j]+wup[K]*G[i,j]-add(wi[I]*F[1,i],1=1..4)*F[K,j]-
add(wup[I]*F[k,1],1=1..4)*BJi,j]);

> od;

> 0d;

> od;

> Dk:=convert(D,set);

> Dkiime:=(Dk minus {0});

> Dkiimesayisi:=numelems(Dkiime);
> for h from 1 to Dkiimesayisi do;

> for i from 1 to 4 do;

> for j from 1 to 4 do;

> for k from 1 to 4 do;

> if D[K,i,j]=Dkiime[h] then print(‘#mover(mi(*'D""),mi(*"""))[i, j]™[k]=DIk.i,j],[n]) else fi;
> od;

> od;

> 0d;

> 0d;

Istatistiksel Konneksiyonlar

> print("Istatistiksel Konneksiyonlar");

> for i from 1 to 4 do;

> for j from 1 to 4 do;

> for k from 1 to 4 do;

> Ist_Kon[k,i,j]:=simplify(Levi[k,i,j]+(DI[k,i,j]),assume=reel);
> od;

> od;

> 0d;

> |st_Konk:=convert(lst_Kon,set);

>|st_Konkiime:=( Ist_Konk minus {0});
>Ist_Konkiimesayisi:=numelems(Ist_Konkiime);

> for h from 1 to Ist_Konkiimesayisi do;

> for i from 1 to 4 do;

> for j from 1 to 4 do;

> for k from 1 to 4 do;

> if Ist_Kon [K,i,j]= Ist_Kon kiime[h] then print(#mover(mi('" Gamma'),mo("~"))"[i,
J17MK]= Ist_Kon [k,i,j],[h]) else fi;

> od;

> od;

> 0d;
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> od;

®-Operatorleri

4 m a m a
= 3 lam) - i)
m:
4

= Z (Fim(Pj,m) - ij(pm'f))

m=1

> print("'Phi Operatorler');

> for i from 1 to 4 do;

> for j from 1 to 4 do;

> phi[i,j]:=add(F[l,i]*diff(w[j](x,y,z,t),coord[l]),I=1..4)-
add(F[l,j]*diff(w[l](x,y,zt),coord[i]),I=1..4);
> 0d;

> od;

> yer_yaz:=[];

> for i from 1 to 4 do;

> for j from 1 to 4 do;

> yer_yaz:=[op(yer_yaz), diff(w[i](x,y,z,t),coord[j])=DIi,j]];
> od;

> 0d;

> for i from 1 to 4 do;

> for j from 1 to 4 do;

> denk([i,j]:=subs(yer_yaz,phi[i,j]);

> 0d;

> od;

> ortak:=[];

> for i from 1 to 4 do;

> for j from 1 to 4 do;

> ortak:=[op(ortak), denk]i,j]];

> od;

> 0d;

> ortak¢oziim:=solve(ortak);

> phikiime:=convert(phi,set);

> phikiimeES:=numelems(phikiime);

> for h from 1 to phikiimeES do;

> for i from 1 to 4 do;

> for j from 1 to 4 do;

> if phi[i,j]=phikiime[h] then print(Phi[i,j]=phikiime[h],[h]) else fi;
> od;

> od;

> od
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(0,4) Tipli Egrilik Tensorii

Rijii = Rijiu + Augjk — AjGix

4
- Z F"(AimFiie — AjmFux)
m=1

4
+(Ay — Aji) g + z F"(Aim — Apmi) Fra

m=1

> for | from 1 to 4 do;
> for i from 1 to 4 do;
> for j from 1 to 4 do;
> for k from 1 to 4 do;
>Rnormalll,i,j,K]:=diff(Ist_Kon[l,j,k],coord[i]) diff(Ist_Kon[l,i,k],coord[j]) +
sum((Ist_Kon[l,i,n]* Ist_Kon [n,j,Kk])-( Ist_Kon [l,j,n]* Ist_Kon [n,i,k]),n=1..4);
> R:=simplify(Rnormal,assume=reel);
> od;
> 0d;
> od;
> od;
> "(0,4) Tipli Egrilik Tensorii":
> for i from 1 to 4 do;
> for j from 1 to 4 do;
> for k from 1 to 4 do;
> for | from 1 to 4 do;
> katsaymormal[i,j,k,1]:=sum(R[n,i,j,K]*G[n,I],n=1..4);
> katsayi:=simplify(katsayinormal,assume=reel);
> "if katsayi[i,j,k,1]<>0 then print(ks[i,j,k,1]=katsayi[i,j,k,I]) else fi':
> 0d;
> 0d;
> od;
> od;
Ricci Egrilik Tensorii

4 4

4
+ Z Angij — z Ay EnFyj
n=1 1

n=1m=

> print("Ricci Egrilikler");

> for j from 1 to 4 do;

> for k from 1 to 4 do;

> Ric[j,K]:=sum(sum(Regrilik[r,j,k,s]*Gters[r,s],r=1..4),5=1..4);
> print(‘#mover(mi(*'R"),mo("'~"")) [j.k]=Ric][j,k]);

> od;

> 0d;

53



Skaler Egrilik

4
T=1+2 z A%
n=1
> print(" Skaler Egrilik");
> Skaler:=sum(sum(Ric[r,s]*Gters[r,s],r=1..4),5=1..4);
> print(‘#mover(mi(*'tau’™),mo("'~"")) = Skaler);
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TARTISMA VE SONUC

Sunulan bu tezde, burulmali istatistiksel manifoldlarm (SMAT) konneksiyonu V yi
Levi-Civita konneksiyonu (V) ile yeniden ifade etmek amaglandi. Bunun sonucu olarak da
burulmasi yari-simetrik olan yeni bir konneksiyon elde edildi. F? = —I kompleks yapisi ile
verilen (M,,, g, F) anti-Kdhler manifoldu iizerinde burulmali V konneksiyonu V=V + D
seklinde tanimlandi ve buradaki D (1,2) tipli deformasyon tensorii F2 = —I kompleks
yapisina bagh olarak 6zel secildi.(M,,, g, F, V) olarak ifade edilen burulmali istatistiksel anti-

Kéhler manifoldu olusturuldu.

(M,,,g,F,V) burulmali istatistiksel anti-Kihler manifoldunun ilk 6nce burulma
tensorii T nin ozellikleri incelendi. F2 = —I kompleks yapismna gore piir olan burulma
tensoriiniin -~ holomorflugu  arastirildi.  Tachibana operatorii  yardimiyla — arastirilan

holomorflugunu hangi sart altinda saglandig: ise teorem olarak verildi.

Tezin ikinci kisminda ise elde ettigimiz yeni V burulmali istatistiksel konneksiyonun
egrilik 6zellikleri incelendi. i1k olarak (1,3) tipli egrilik tensdrii ve daha sonra ise g Riemann
metrigi yardmiyla g(R(X,Y,Z),W) = R(X,Y,Z,W) bi¢iminde tanimlanan (0,4) tipli R
Riemann egrilik tensorii hesaplandi. Hesaplanan egrilik tensoriiniin Riemann 6zellikleri ve
yine Tachibana operatorii yardimiyla holomorflugu incelendi. Daha sonra Riemann egrilik
tensoriiniin kontraksiyonu sonucu elde edilen Ricci tensériiRic hesaplandi. Riemann uzayinda
Livi-Civita konneksiyonunun Ricci tensérii Ricsimetriktir. Yani Ric(X,Y) = Ric(Y,X)
seklindedir. Bu kisimda da (M,,, g, F,V) burulmali istatistiksel anti-Kéhler manifoldunun V

konneksiyonunun Ricci tensérii Ric in hangi durumda simetrik oldugu gosterildi.

Ric tensdriiniin tam kontraksiyonu ile elde edilenskaler egrilik T hesaplandi ve Levi-
Civita konneksiyonunun skaler egriligi 7 ile ¢akismasi durumu incelendi. Bu bolimiin
sonunda ise U(Ric)-vektdr alaninin tanmmi (M, g, F,V) burulmali istatistiksel anti-Kihler
manifoldunun V konneksiyonu i¢in tanimland1 ve U(Ric)-vektor alanma sahip (M, g, F,V)
manifoldunda V Levi-Civita konnesiyonunun skaler egriligi T nun agik ifadesine ulasildi. Son

olarak ise sabit skalerli bir uzay olma sart elde edildi.

Tezin son bdliimiinde ise (M, g, F,V) burulmali istatistiksel anti-Kéhler manifolduna
4-boutta ornekler verildi. Temelde ani-Kéhler manifoldu olan (M,, g, F) Walker manifoldu

{izerinde V burulmali istatistiksel konneksiyonu incelendi. Konneksiyonun egrilik dzellikleri
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farkli durumlar altinda arastirildi. Cok fazla sayida koordinatn hesabi icin Maple® bilgisayar

programi kullanildi.

Bu tez calismasinda segilen yapt F? = —[ seklindeki kompleks yapidir. Yani
manifold kompleks manifolddur. Yap: degistirilerek benzer ¢alismalar litaratiire
kazandirilabilir. Ornegin, F? = I seklindeki ¢arpim yapiyla, F? = 0 seklindeki dual yapiyla,
F? = F + 1 seklindeki altin yapiyla ya da p,q pozitif tamsayilari i¢in altn yapmin
genellemesi olan F? = pF + ql seklindeki metalik yapiyla benzer calismalar yapilabilir.
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