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ÖZET 

Bu tez çalışması altı bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde, giriş kısmı verilmiştir. İkinci 

bölümde çalışmamıza temel teşkil eden temel tanım ve teoremler verilmiştir. Üçüncü 

bölümde, birim dual küre üzerinde alınan iki eğriye ℝ3 de karşılık gelen regle yüzeylerin 

arakesitleri incelenmiştir. Dördüncü bölüm iki kısımdan oluşur. Birinci kısmında, ilk olarak, 

birim dual Lorentz küre üzerinde alınan iki eğriye ℝ1
3 de karşılık gelen iki timelike regle 

yüzeylerin arakesitleri incelenmiştir. İkinci olarak, birim dual Lorentz küre üzerinde alınan 

iki eğriye ℝ1
3 de karşılık gelen iki spacelike regle yüzeylerin arakesitleri incelenmiştir. 

Üçüncü olarak, birim dual Lorentz küre üzerinde alınan iki eğriye ℝ1
3 de karşılık gelen bir 

timelike bir spacelike regle yüzeylerin arakesitleri incelenmiştir. İkinci kısmında, dual 

hiperbolik birim küre üzerinde alınan iki eğriye ℝ1
3 de karşılık gelen iki timelike regle 

yüzeylerin arakesitleri incelenmiştir. Beşinci bölümde, ilk olarak, birim dual küre üzerinde 

alınan iki farklı eğrinin tanjant küresel gösterge eğrilerine ℝ3 de karşılık gelen regle 

yüzeylerin arakesitleri incelenmiştir. İkinci olarak, birim dual küre üzerinde alınan iki farklı 

eğrinin aslinormal küresel gösterge eğrilerine ℝ3 de karşılık gelen regle yüzeylerin 

arakesitleri incelenmiştir. Üçüncü olarak, birim dual küre üzerinde alınan iki farklı eğrinin 

binormal küresel gösterge eğrilerine ℝ3 de karşılık gelen regle yüzeylerin arakesitleri 

incelenmiştir. Dördüncü olarak, birim dual küre üzerinde alınan iki farklı eğrinin Pol küresel 

gösterge eğrilerine ℝ3 de karşılık gelen regle yüzeylerin arakesitleri incelenmiştir. Son 

olarak, altıncı bölümde, sonuç ve öneriler verilmiştir.  
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SİMGELER VE KISALTMALAR 

 

Bu çalışmada kullanılmış simgeler ve kısaltmalar, açıklamaları ile birlikte aşağıda 

sunulmuştur.  

 

Simgeler     Açıklamalar  

 

𝑩̅(𝒖)     Binormal küresel gösterge eğrisi 

𝑪̅(𝒖)     Pol küresel gösterge eğri 

𝔻𝟑     𝔻-Modül 

𝑫𝕊𝟐     Birim dual küre 

𝔻𝟏
𝟑     Dual Lorentz uzay 

ℍ𝟐     Dual hiperbolik birim küre 

𝑵̅(𝒖)     Aslinormal küresel gösterge eğrisi 

ℝ     Reel sayılar kümesi 

ℝ𝐧     n-boyutlu Reel uzay 

ℝ𝟏
𝟑
     Lorentz uzay 

𝕊𝟐     Birim 2-küre 

𝕊𝟏
𝟐     Dual Lorentz birim küre 

𝑻̅(𝒖)     Tanjant küresel gösterge eğrisi 

𝜶(𝒖)     Eğrinin parametrik gösterimi 

𝜶̅(𝒖)     Dual uzay eğrisi 

𝝍     Regle yüzey
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1. GİRİŞ 

 

Diferensiyel geometride eğriler ve yüzeyler teorisi önemli bir yer teşkil etmektedir [1-4]. 

Eğriler ve yüzeyler teorisi ile ilgili birçok kaynak bulunmasına rağmen yüzeylerin 

arakesitleri ile ilgili çok fazla çalışma bulunmamaktadır. Ancak son yıllarda yüzeylerin 

arakesitlerinin araştırılmasına ve arakesit eğrilerinin özelliklerinin incelenmesine yönelik 

çalışmalar artmaktadır.  

 

Öklid uzayında; Ye ve Maekawa, iki yüzeyin hem enine(transversal) hem de teğet arakesit 

eğrilerini incelemişlerdir [5]. Uyar Düldül ve Çalışkan, iki yüzeyin arakesit eğrisi boyunca 

Darboux çatısı yardımıyla arakesit eğrisinin eğriliğini, geodezik eğrilikler cinsinden 

vermiştir [6]. 

 

Lorentz uzayında; Allessio ve Guadalupe Lorentz-Minkowski 3-uzayı  ℝ1
3  de iki spacelike 

parametrik yüzeyin, spacelike enine(transversal) arakesit eğrisinin eğriliklerini 

hesaplayarak, arakesit problemini Lorentz uzayına taşımışlardır [7]. Karaahmetoğlu ve 

Aydemir,  ℝ1
3 de parametrik yüzeylerin enine arakesit eğrilerinin özellikleri ve yüzeyler 

üzerindeki karakterizasyonları incelemiştir [8].  

 

Yüzeyler teorisi kapsamında bazı özel yüzeyler özellikle günlük hayatta birçok alanda 

kullanılmaktadır. Bu özel yüzeylerden bir tanesi regle yüzeylerdir. Regle yüzeyler, en genel 

anlamda, bir doğrunun bir eğri boyunca hareketi sonucu oluşan yüzeyler olarak tanımlanır. 

Literatürde, regle yüzeylerin teorisi ve karakterizasyonları pek çok yazar tarafından aktif 

olarak çalışılmıştır [9-14]. 

 

Heo, Kim ve Elber ℝ3 de yüzeylerin özel hali olan regle yüzeyler için iki regle yüzeyin 

arakesit eğrisini incelemişlerdir. ℝ3 de iki  regle yüzeyin arakesitinin olması için temel 

teoremler ile sunmuşlardır. Bu temel teoremler iki değişkenli fonksiyonlar ile ifade 

edilmiştir [15]. 

 

Dual sayılar, 1873 yılında Clifford tarafından tanımlanmıştır [16]. Daha sonra, E. Study 

kendi adını verdiği teoremde çizgiler uzayı ve birim dual kürenin noktaları arasında bağlantı 

kurmuştur [17]. E. Study dönüşümüne göre birim dual kürenin noktalarına ℝ3 de yönlü 
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doğrular karşılık gelir. Buradan, 𝐷𝕊2 üzerindeki eğrilere ℝ3 de regle yüzeyler karşılık gelir. 

Benzer şekilde, E. Study dönüşümüne göre 𝕊1
2 veya (ℍ2) nin noktalarına ℝ1

3 Lorentz 

uzayında yönlü spacelike veya timelike doğrular karşılık gelir [18-19]. Buradan yola 

çıkılarak, 𝕊1
2 veya (ℍ2)  üzerindeki eğrilere ℝ1

3 de spacelike veya timelike regle yüzeyler 

karşılık gelir. Dual sayılar hakkında daha fazla bilgi sunulmuştur [20-21]. 

 

Ayrıca Güven Arslan, 𝐷𝕊2 üzerindeki eğrinin küresel gösterge eğrilerine ℝ3 de karşılık 

gelen regle yüzeyleri incelemişlerdir [22]. 

 

Bu çalışmada, ilk olarak, 𝐷𝕊2 üzerindeki iki farklı eğriye ℝ3 de karşılık gelen iki farklı regle 

yüzeyin arakesiti araştırılmıştır. İkinci olarak, 𝕊1
2 üzerindeki iki farklı eğriye ℝ1

3 de karşılık 

gelen iki farklı timelike-timelike, spacelike-spacelike ve timelike-spacelike regle yüzeylerin 

arakesiti incelenmiştir. Benzer şekilde, ℍ2 üzerindeki iki farklı eğriye ℝ1
3 de karşılık gelen 

iki farklı timelike regle yüzeylerin arakesiti incelenmiştir. Üçüncü olarak, 𝐷𝕊2 üzerindeki 

iki farklı eğrinin tanjant küresel gösterge eğrisi, aslinormal küresel gösterge eğrisi, binormal 

küresel gösterge eğrisi ve Pol gösterge eğrisine ℝ3 de karşılık gelen iki farklı regle yüzeyin 

arakesiti araştırılmıştır. 

 

Bu tez, altı bölümden oluşmaktadır. İlk bölüm, giriş kısmı için ayrılmıştır. 

 

İkinci bölümde, ileriki konularda kullanılacak olan temel tanımlar ve teoremler verilmiştir. 

 

Üçüncü bölümde, E. Study dönüşümünden faydalanarak, birim dual küre 𝐷𝕊2 üzerinde 

alınan iki farklı eğriye ℝ3 de iki farklı regle yüzey karşılık getirilmiştir. Daha sonra, ℝ3 de 

karşılık gelen iki ayrı regle yüzeyin arakesiti temel teoremler ile verilmiştir. 

 

Dördüncü bölümde, ilk olarak, E. Study dönüşümünden faydalanarak, dual Lorentz birim 

küre 𝕊1
2  üzerinde alınan iki farklı eğriye ℝ1

3 de iki farklı regle yüzey karşılık getirilmiştir. 

Karşılık gelen bu regle yüzeyler üç alt başlıktan oluşmaktadır. Birinci alt başlık, 𝕊1
2  üzerinde 

alınan iki farklı eğriye ℝ1
3 de iki farklı timelike regle yüzey karşılık gelir. Daha sonra, ℝ1

3 de 

karşılık gelen iki ayrı timelike regle yüzeyin arakesiti temel teoremler ile verilmiştir. İkinci 

alt başlık, 𝕊1
2  üzerinde alınan iki farklı eğriye ℝ1

3 de iki farklı spacelike regle yüzey karşılık 

gelir. Daha sonra, ℝ1
3 de karşılık gelen iki ayrı spacelike regle yüzeyin arakesiti temel 

teoremler ile ifade edilmiştir. Üçüncü alt başlık, 𝕊1
2  üzerinde alınan iki farklı eğriye ℝ1

3 de 
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bir timelike ve bir spacelike regle yüzey karşılık gelir. Daha sonra, ℝ1
3 de karşılık gelen bir 

timelike ve bir spacelike regle yüzeyin arakesiti temel teoremler ile gösterilmiştir. İkinci 

olarak, E. Study dönüşümünden faydalanarak, dual hiperbolik birim küre ℍ2 üzerinde alınan 

iki farklı eğriye ℝ1
3 de iki farklı regle yüzey karşılık getirilmiştir. 

 

Karşılık gelen bu regle yüzeyler bir alt başlıktan oluşmaktadır. Bu alt başlıkta, ℍ2 üzerinde 

alınan iki farklı eğriye ℝ1
3 de iki farklı timelike regle yüzey karşılık gelir. Daha sonra, ℝ1

3 de 

karşılık gelen iki ayrı timelike regle yüzeyin arakesiti temel teoremler ile verilmiştir. 

 

Beşinci bölümde, E. Study dönüşümünden faydalanarak, birim dual küre 𝐷𝕊2 üzerinde 

alınan iki farklı eğrinin küresel gösterge eğrisine ℝ3 de iki farklı regle yüzey karşılık 

getirilmiştir. Bu küresel gösterge eğrileri çeşidine göre dört alt başlıktan meydana 

gelmektedir. Birinci alt başlıkta, 𝐷𝕊2 üzerinde alınan iki farklı eğinin tanjant küresel 

gösterge eğrisine ℝ3 de iki farklı regle yüzey karşılık getirilmiştir. Daha sonra, ℝ3 de karşılık 

gelen iki ayrı regle yüzeyin arakesiti temel teoremler ile verilmiştir. İkinci alt başlıkta, 𝐷𝕊2 

üzerinde alınan iki farklı eğrinin aslinormal küresel gösterge eğrisine ℝ3 de iki farklı regle 

yüzey karşılık getirilmiştir.  Daha sonra, ℝ3 de karşılık gelen iki ayrı regle yüzeyin arakesiti 

temel teoremler ile verilmiştir. Üçüncü alt başlıkta, 𝐷𝕊2 üzerinde alınan iki farklı eğrinin 

binormal küresel gösterge eğrisine ℝ3 de iki farklı regle yüzey karşılık getirilmiştir.  Daha 

sonra, ℝ3 de karşılık gelen iki ayrı regle yüzeyin arakesiti temel teoremler ile verilmiştir. 

Dördüncü alt başlıkta, 𝐷𝕊2 üzerinde alınan iki farklı eğrinin Pol küresel gösterge eğrisine 

ℝ3 de iki farklı regle yüzey karşılık getirilmiştir.  Daha sonra, ℝ3 de karşılık gelen iki ayrı 

regle yüzeyin arakesiti temel teoremler ile verilmiştir. 

 

Son olarak, altıncı bölümde, sonuç ve öneriler verilmiştir. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

 

Bu bölümde, ileride kullanılacak olan temel tanım ve teoremler verilmiştir.  

   

2.1. Öklid Uzayında Temel Tanım ve Kavramlar 

 

2.1. Tanım 

 

ℝ𝑛, 𝑛-boyutlu Öklid uzayında ∀𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) ve 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛) ∈ ℝ𝑛 için         

〈𝑥, 𝑦〉 = ∑ 𝑥𝑖𝑦𝑖
𝑛
𝑖=1  şeklinde tanımlanan fonksiyona standart iç çarpım veya Öklid iç çarpımı 

denir[1]. 

 

2.2. Tanım 

 

ℝ𝑛 de bir 𝑥⃗ ∈ ℝ𝑛 olsun. ‖𝑥⃗‖ = (|〈𝑥⃗, 𝑥⃗〉|)
1

2 eşitliği ile tanımlı ‖𝑥⃗‖ reel sayısına 𝑥⃗ vektörünün 

normu denir [1]. 

 

2.3. Tanım 

 

∀ 𝑥⃗, 𝑦⃗ ∈ ℝ3 için vektörel çarpım 

 

𝑥⃗ × 𝑦⃗ = (𝑥2𝑦3 − 𝑦2𝑥3, 𝑥3𝑦1 − 𝑦3𝑥1, 𝑥1𝑦2 − 𝑦1𝑥2)                                                         (2.1) 

  

şeklinde tanımlanır [1]. 

 

2.4. Tanım 

 

𝑈, ℝ2 uzayının irtibatlı bir açık alt cümlesi ve 𝜓: 𝑈 → ℝ3 düzgün ve regüler bir dönüşüm 

olmak üzere eğer 𝜓 dönüşümü bir homeomorfizm ise 𝑀 cümlesine, ℝ3 uzayında bir basit 

yüzey denir [2]. 

 

2.5. Tanım 

 

𝑀 ⊂  ℝ3 yüzeyi için ∀ 𝑝 ∈ 𝑀 noktasında ℝ3 ün tamamen 𝑀 de kalan bir doğrusu varsa 𝑀 



6 

 

ye bir regle yüzey ve ∀ 𝑝 ∈ 𝑀 noktasından geçen 𝑀 de kalan bu doğruya da regle yüzeyin 

doğrultmanı  denir [3]. 

 

Regle yüzey aşağıdaki parametrizasyon ile ifade edilebilir: 

 

ψ: 𝐼 × ℝ → ℝ3 

     (𝑣, 𝑠) → Φ(𝑣, 𝑠) = 𝛼(𝑣) + 𝑠𝑒(𝑣)                                                                                       (2.2) 

 

Burada, 𝛼(𝑣) dayanak eğrisini ve 𝑒(𝑣) ise birim doğrultman vektörü göstermektedir. 

 

2.2. Öklid Uzayında Regle Yüzeylerin Arakesiti 

 

ℝ3 de,  𝜓𝐴(𝑢, 𝑠)  ve   𝜓𝐵(𝑣, 𝑡) yüzeyleri 

 

𝜓𝐴(𝑢, 𝑠) = 𝛼1(𝑢) + 𝑠𝑒1(𝑢),                                                                                               (2.3) 

 

𝜓𝐵(𝑣, 𝑡) = 𝛼2(𝑣) + 𝑡𝑒2(𝑣)                                                                                                (2.4) 

 

eşitlikleriyle tanımlanan iki regle yüzey olsunlar. Burada 𝛼1(𝑢) ve 𝛼2(𝑣), sırasıyla,  𝜓𝐴  ve   

𝜓𝐵 regle yüzeylerinin dayanak eğrileri, 𝑒1(𝑢) ≠ 0 ve 𝑒2(𝑣) ≠ 0 de yüzeylerin 

doğrultmanlarıdır. 

 

𝜓𝐴 yüzeyinin sabit bir 𝑠 parametresi için  𝑢-parametre eğrisini 

 

𝐿𝐴(𝑢) = 𝜓𝐴 (u, s) 

 

 ve 𝜓𝐵 yüzeyinin sabit bir 𝑡 parametresi için  𝑣-parametre eğrisini 

 

𝐿𝐵(𝑣) = 𝜓𝐵 (v, t) 

 

ile gösterilsin. 

 

2.6. Teorem 

 

ℝ3 de,  𝜓𝐴(𝑢, 𝑠)  ve   𝜓𝐵(𝑣, 𝑡) yüzeyleri iki regle yüzey olsun. 

 

𝜉(𝑢, 𝑣) = 𝑑𝑒𝑡{𝑒1(𝑢), 𝑒2(𝑣), [𝛼1(𝑢) −  𝛼2(𝑣)]} = 0                                                       (2.5) 
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ise 𝐿𝐴(𝑢) ve 𝐿𝐵(𝑣) parametre eğrileri kesişir [15]. 

 

2.7. Teorem 

 

ℝ3 de, Γ(𝑢, 𝑣), 𝛾1(𝑢, 𝑣), 𝛾2(𝑢, 𝑣) iki değişkenli fonksiyonları  

 

Γ(𝑢, 𝑣) = ‖𝑒1(𝑢) × 𝑒2(𝑣)‖2,                                                                                             (2.6) 

 

𝛾1(𝑢, 𝑣) = ‖𝑒1(𝑢) × [𝛼1(𝑢) −  𝛼2(𝑣)]‖2,                                                                          (2.7) 

 

𝛾2(𝑢, 𝑣) = ‖𝑒2(𝑣) × [𝛼1(𝑢) −  𝛼2(𝑣)]‖2                                                                         (2.8)  

 

olmak üzere 𝐿𝐴(𝑢) ve 𝐿𝐴(𝑣) parametre eğrilerinin kesişmesi için gerekli ve yeterli koşul 

 

Γ(𝑢, 𝑣) = 𝛾1(𝑢, 𝑣) = 𝛾2(𝑢, 𝑣) = 0 

 

olmasıdır [15]. 

 

2.3. Lorentz Uzayında Temel Tanım ve Kavramlar 

 

2.8. Tanım 

 

𝑉 sonlu boyutlu bir vektör uzayı olsun. 𝑉 üzerinde tanımlı 

 

〈, 〉𝐿: 𝑉 × 𝑉 → ℝ 

 

fonksiyonu, 

∀𝑢, 𝑣, 𝑤 ∈ 𝑉 ve ∀𝑎, 𝑏 ∈ ℝ için; 

 

i.) 〈𝑢, 𝑣〉𝐿 = 〈𝑣, 𝑢〉𝐿 , 

ii.) 〈𝑎𝑢 + 𝑏𝑣, 𝑤〉𝐿 = 𝑎〈𝑢, 𝑤〉𝐿 + 𝑏〈𝑣, 𝑤〉𝐿 ,  〈𝑢, 𝑎𝑣 + 𝑏𝑤〉𝐿 = 𝑎〈𝑢, 𝑣〉𝐿 + 𝑏〈𝑢, 𝑤〉𝐿 

 

özellikleri sağlanıyor ise bu fonksiyona 𝑉 üzerinde simetrik bilineer form denir [4]. 
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2.9. Tanım 

 

𝑉 vektör uzayı üzerinde bir simetrik 〈, 〉𝐿 bilineer formu için aşağıdaki sınıflandırma söz 

konusudur: 

 

i.) ∀𝑢 ∈ 𝑉  ve 𝑢 ≠ 0 için 〈𝑢, 𝑢〉𝐿 > 0 ise 〈, 〉𝐿 simetrik bilineer formuna pozitif tanımlı, 

 

ii.) ∀𝑢 ∈ 𝑉  ve 𝑢 ≠ 0 için 〈𝑢, 𝑢〉𝐿 < 0 ise 〈, 〉𝐿 simetrik bilineer formuna negatif tanımlı, 

 

iii.) ∀𝑢 ∈ 𝑉  ve 𝑢 ≠ 0 için 〈𝑢, 𝑢〉𝐿 ≥ 0 ise 〈, 〉𝐿 simetrik bilineer formuna yarı-pozitif tanımlı, 

 

iv.) ∀𝑢 ∈ 𝑉  ve 𝑢 ≠ 0 için 〈𝑢, 𝑢〉𝐿 ≤ 0 ise 〈, 〉𝐿 simetrik bilineer formuna yarı-negatif tanımlı, 

 

v.) ∀𝑢 ∈ 𝑉  için 〈𝑣, 𝑤〉𝐿 = 0 ⇒  𝑤 = 0 ise 〈, 〉𝐿 simetrik bilineer formuna non-dejeneredir  

 

denir [4]. 

 

2.10. Tanım 

 

𝑉 bir reel vektör uzayı olsun. 𝑉 üzerinde tanımlı  

 

〈, 〉𝐿: 𝑉 × 𝑉 → ℝ 

 

dönüşümü simetrik, bilineer ve non-dejenere ise 〈, 〉𝐿 ye 𝑉 üzerinde bir skalar çarpım, bu 

çarpım ile birlikte 𝑉 vektör uzayına da bir skalar çarpım uzayı denir [4]. 

 

2.11. Tanım 

 

〈, 〉𝐿 , 𝑉 üzerinde bir skalar çarpım olsun. 𝑊, 〈, 〉𝐿 skalar çarpım üzerinde negatif tanımlı 

olacak şekilde 𝑉 nin en büyük boyutlu altuzayı ise 𝑊 altuzayının boyutuna 〈, 〉𝐿 skalar 

çarpımının indeksi denir ve 𝑣 ile gösterilir [4]. 

 

Burada, 0 ≤ 𝑣 ≤ 𝑏𝑜𝑦𝑉 dir. 
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2.12. Tanım 

 

𝑣 nin indeksi 1 ve 𝑏𝑜𝑦𝑉 ≥ 2 ise 𝑉 skalar çarpım uzayına Lorentz uzayı denir [4]. 

 

2.13. Tanım 

 

ℝ𝑛, 𝑛-boyutlu standart reel vektör uzayı olmak üzere  ∀ 𝑋, 𝑌 ∈ ℝ𝑛 için 

 

〈, 〉𝐿: ℝ𝑛 × ℝ𝑛 → ℝ 

              (𝑋, 𝑌) → 〈𝑋, 𝑌〉𝐿 = ∑ 𝑥𝑖𝑦𝑖 − 𝑥𝑛𝑦𝑛
𝑛−1
𝑖=1                                                                      (2.9) 

 

skalar çarpımına ℝ𝑛 de Lorentz metriği denir [4]. 

 

2.14. Tanım 

 

ℝ𝑛, üzerinde tanımlı Lorentz metriği ile {ℝ𝑛, 〈, 〉𝐿} ikilisine 1 indeksli 𝑛-boyutlu Lorentz 

uzayı denir ve  ℝ1
𝑛 ile gösterilir [4]. 

 

2.15. Tanım 

 

ℝ1
𝑛, Lorentz uzayı olsun. ∀𝑥 ∈ ℝ1

𝑛 için; 

 

i.) 〈𝑥, 𝑥〉𝐿 > 0 veya 𝑥 = 0 ise 𝑥 e spacelike vektör, 

 

ii.) 〈𝑥, 𝑥〉𝐿 < 0 ise 𝑥 e timelike vektör, 

 

iii.) 𝑥 ≠ 0 iken 〈𝑥, 𝑥〉𝐿 = 0 ise 𝑥 e lightlike (null) vektör denir [4]. 

 

2.16. Tanım 

 

ℝ1
𝑛, Lorentz uzayı ve 𝑥 ∈ ℝ1

𝑛 olsun. ‖𝑥‖𝐿 = (|〈𝑥, 𝑥〉𝐿|)
1

2 eşitliği ile tanımlı ‖𝑥‖𝐿 reel sayısına 

𝑥 vektörünün normu denir. Normu 1 olan vektöre de birim vektör denir [4]. 
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2.17. Tanım 

 

∀ 𝑥⃗, 𝑦⃗ ∈ ℝ1
3 için Lorentz vektörel çarpımı 

 

𝑥⃗ ×𝐿 𝑦⃗ = (𝑥2𝑦3 − 𝑦2𝑥3, 𝑥1𝑦3 − 𝑥3𝑦1, 𝑥2𝑦1 − 𝑥1𝑦2)                                                            (2.10) 

 

şeklinde tanımlanır [4]. 

 

2.18. Tanım 

 

𝜓(𝑢, 𝑣), ℝ1
3 Lorentz uzayında parametrik denklemi ile verilen bir yüzey olsun. 𝜓(𝑢, 𝑣) 

yüzeyinin birim normal vektörü 𝑁 olmak üzere; 

 

i.) 𝑁 timelike vektör ise 𝜓(𝑢, 𝑣) yüzeyine spacelike yüzey, 

 

ii.) 𝑁 spacelike vektör ise 𝜓(𝑢, 𝑣) yüzeyine timelike yüzey 

 

denir [4]. 

 

2.19. Tanım 

 

ℝ1
3, 3-boyutlu Lorentz uzayında, verilen bir 𝑑 doğrusunun, verilen bir 𝛼 eğrisi boyunca 

hareket ettirilerek bir yüzey elde edilebiliyorsa, bu yüzeye 3-boyutlu Lorentz uzayında bir 

regle yüzey denir [9]. 

 

2.20. Tanım 

 

ℝ1
3 de aşağıdaki şartları sağlayan cümlelere, sırasıyla, Lorentz birim küre ve hiperbolik birim 

küre denir [10]: 

 

𝑆1
2 = {𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ ℝ1

3: 〈𝑥, 𝑥〉𝐿 = 1},                                                                      (2.11) 

 

𝐻2 = {𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ ℝ1
3: 〈𝑥, 𝑥〉𝐿 = −1}.                                                                  (2.12) 
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2.4. Dual Uzayda Temel Tanım ve Kavramlar 

 

2.21. Tanım 

 

∀ 𝑥, 𝑥∗ ∈ ℝ olmak üzere bir 𝑋 = (𝑥, 𝑥∗)  sıralı ikililerin cümlesini 𝔻 ile gösterelim.  

 

 𝔻 = ℝ × ℝ = {𝑋 = (𝑥, 𝑥∗): 𝑥, 𝑥∗ ∈ ℝ}                                                                        (2.13) 

 

cümlesi üzerinde toplama, çarpma ve eşitlik şu şekilde tanımlanır: 

 

i.) ∀𝑋 = (𝑥, 𝑥∗) ve 𝑌 = (𝑦, 𝑦∗) ∈ 𝔻 için 𝑋 + 𝑌 = (𝑥 + 𝑦, 𝑥∗ + 𝑦∗) 

 

ii.) ∀𝑋 = (𝑥, 𝑥∗) ve 𝑌 = (𝑦, 𝑦∗) ∈ 𝔻 için 𝑋. 𝑌 = (𝑥. 𝑦, 𝑥∗. 𝑦 + 𝑥. 𝑦∗) 

 

iii.) ∀𝑋 = (𝑥, 𝑥∗) ve 𝑌 = (𝑦, 𝑦∗) ∈ 𝔻 için 𝑋 = 𝑌 ⇔ 𝑥 = 𝑦 ve 𝑥∗ = 𝑦∗) 

 

𝔻 cümlesi üzerinde bu şekilde toplama, çarpma ve eşitlik işlemleri tanımlanırsa 𝔻 cümlesine 

dual sayılar sistemi ve  ∀𝑋 = (𝑥, 𝑥∗) ∈ 𝔻 elemanına da bir dual sayı denir [21]. Burada 

sırasıyla çıkarma, sıfır eleman ve bölme; 

 

𝐴 + 𝑋 = 𝐵 ⇒ 𝑋 = (𝑏 − 𝑎, 𝑏∗ − 𝑎∗) 

 

𝐴 + 𝑋 = 𝐴 ⇒ 𝑋 = (0,0) 

 

𝐴 ≠ (0, 𝑎∗) olmak üzere 𝐴. 𝑋 = 𝐵 ⇒ 𝑋 = (
𝑏

𝑎
,

𝑎𝑏∗−𝑎∗𝑏

𝑎2
) 

 

şeklinde ifade edilir. 

 

2.22. Teorem 

 

(𝔻, +, . ) üçlüsü birimli ve değişmeli bir halkadır [21]. 

 

2.23. Teorem 

 

𝑋 = (𝑥, 0) şeklinde alalım. Bu durumda, 𝑓: 𝔻 ⟶ ℝ, 𝑓(𝑥, 0) = 𝑥 şeklinde tanımlı dönüşüm 



12 

 

bir izomorfizmdir. Yani 𝑋 = (𝑥, 0) = 𝑥 alınacaktır [21]. 

 

2.24. Tanım 

 

Bir 𝑋 = (𝑥, 𝑥∗) dual sayısında ′′𝑥′′ reel sayısına X in reel kısmı,′′𝑥∗′′ reel sayısına da X in 

dual kısmı denir [21]. 

 

2.25. Tanım  

 

(1,0) = 1 dual sayısına 𝔻 deki çarpma işleminin 𝔻 deki reel birim ve (0,1) = 1 dual 

sayısına 𝔻 deki çarpma işleminin 𝔻 deki dual birim denir. Dual birim kısaca 𝜀 ile gösterilir. 

Burada, 𝜀2 = (0,0) olduğu açıktır [21]. 

 

2.26. Teorem 

 

𝑋 = (𝑥, 𝑥∗) dual sayısı 𝑋 = 𝑥 + 𝜀𝑥∗ şeklinde yazılabilir. Yani (𝑥, 𝑥∗) = 𝑥 + 𝜀𝑥∗  dır [21]. 

 

2.27. Teorem 

 

𝑋 = (𝑥, 𝑥∗) bir dual sayı ve 𝜆 ∈ ℝ ise 𝜆 ile 𝑋 in çarpımı 𝜆. 𝑋 = (𝜆𝑥, 𝜆𝑥∗) dır [21]. 

 

2.28. Tanım 

 

𝔻3 = 𝔻 × 𝔻 × 𝔻 = {𝑋⃗ = (𝑋1, 𝑋2, 𝑋3): 𝑋𝑖 ∈ 𝔻, 1 ≤ 𝑖 ≤ 3} cümlesi üzerinde toplama ve 

skalerle çarpma işlemi tanımlansın: 

 

i.) ∀𝑋⃑ = (𝑋1, 𝑋2, 𝑋3) ve 𝑌⃑⃑ = (𝑌1, 𝑌2, 𝑌3) ∈ 𝔻3 için 𝑋⃑ + 𝑌⃑⃑ = (𝑋1 + 𝑌1, 𝑋2 + 𝑌2, 𝑋3 + 𝑌3) 

 

ii.) 𝜆 ∈ 𝔻 ve 𝑋⃑ = (𝑋1, 𝑋2, 𝑋3) ∈ 𝔻3 için 𝜆. 𝑋⃑ = (𝜆𝑋1, 𝜆𝑋2, 𝜆𝑋3). 

 

Bu işlemlerle birlikte 𝔻3 cümlesine 𝔻- Modül denir. 𝔻- Modülün elemanları olan sıralı dual 

üçlülere dual vektörler denir [21]. 
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2.29. Teorem 

 

𝑥⃑, 𝑥⃑∗𝜖 ℝ3 olmak üzere 𝔻- Modülde her bir 𝑋⃑ dual vektörü 𝑋⃑ = 𝑥⃑ + 𝜀𝑥⃑∗ şeklinde yazılır [21].  

 

2.30. Teorem 

 

𝑋⃑ = (𝑥⃑, 0) şeklinde alalım. Bu durumda, 𝑓: 𝔻 − 𝑀𝑜𝑑ü𝑙 ⟶ ℝ3, 𝑓(𝑥⃑, 0) = 𝑥⃑ şeklinde 

tanımlı dönüşüm bir izomorfizmdir. Yani  𝑋⃑ = (𝑥⃑, 0) = 𝑥⃑  alınacaktır [21]. 

 

2.31. Tanım 

 

𝑋⃑ = 𝑥⃑ + 𝜀𝑥⃑∗,  𝑌⃑⃑ = 𝑦⃑ + 𝜀𝑦⃑∗ ∈ 𝔻-Modül dual vektörlerinin iç çarpımı 

 

〈, 〉: 𝔻3 × 𝔻3 ⟶ ℝ 

           (𝑋⃑, 𝑌⃑⃑) ⟶ 〈𝑋⃑, 𝑌⃑⃑〉 = 〈𝑥⃑, 𝑦⃑〉 + 𝜀(〈𝑥⃑, 𝑦⃑∗〉 + 〈𝑥⃑∗, 𝑦⃑〉)                                                     (2.14) 

 

şeklinde tanımlıdır [21]. 

 

2.32. Tanım 

 

𝑥⃑ ≠ 0 olmak üzere bir 𝑋⃑ = 𝑥⃑ + 𝜀𝑥⃑∗  dual vektörünün normu, 

 

‖𝑋⃑‖ = ‖𝑥⃑‖ + 𝜀
〈𝑥⃑,𝑥⃑∗ 〉

‖𝑥⃑‖
                                                                                                            (2.15) 

 

dual sayısına denir [21].  

Normu reel birime karşılık gelen dual vektörlere birim dual vektörler denir. 

 

2.33. Teorem 

 

𝑋⃑ = 𝑥⃑ + 𝜀𝑥⃑∗ birim dual vektör ise  

 

‖𝑥⃑‖ = 1, 〈𝑥⃑, 𝑥⃑∗ 〉 = 0                                                                                                        (2.16) 
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dır [21]. 

 

2.34. Tanım 

 

𝑋⃑, 𝑌⃑⃑ ∈ 𝔻-Modül dual vektörlerinin vektörel çarpımı 

 

𝑋⃑ × 𝑌⃑⃑ = 𝑥⃑ × 𝑦⃑ + 𝜀(𝑥⃑ × 𝑦⃑∗ + 𝑥⃑∗ + 𝑦⃑ )                                                                            (2.17) 

 

olarak tanımlanır [21]. Burada eşitliğin sağındaki vektörel çarpım ℝ3 deki vektörel çarpımla 

aynıdır. 

 

2.35. Tanım 

 

𝑋⃑ ∈ 𝔻-Modül olmak üzere  

 

𝔻𝕊2 = {𝑋⃑ = 𝑥⃑ + 𝜀𝑥⃑∗ ∶ ‖𝑋⃑‖ = (1,0)}                                                                              (2.18) 

 

cümlesine birim dual küre denir [21]. 

 

2.36. Teorem (E. Study dönüşümü) 

 

Birim dual kürenin noktaları, ℝ3 deki yönlü doğrulara birebir karşılık gelir [21]. 

 

2.37. Tanım 

 

𝑋⃑, 𝑌⃑⃑ ∈ 𝔻-Modül iki dual birim vektörleri olsun. 

 

〈𝑋⃑, 𝑌⃑⃑〉 = cos 𝜃̅ = cos(𝜃 + 𝜀𝜃∗)                                                                                            (2.19) 

 

eşitliğiyle verilen 𝜃̅ = 𝜃 + 𝜀𝜃∗ dual sayısına 𝑋⃑ ve 𝑌⃑⃑ birim dual vektörleri arasındaki dual 

açı denir [21]. Burada birim dual vektörlere ℝ3 de karşılık gelen yönlü doğrular arasındaki 

açı 𝜃 ve bunların eksenleri arasındaki uzaklığı 𝜃∗ dır. 
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2.38. Tanım 

 

𝔻3 dual uzayında 𝛼̅(𝑠) = 𝛼(𝑠) + 𝛼∗(𝑠) ifadesine bir dual uzay eğrisi denir [21]. 

Burada, 𝛼(𝑠) = (𝛼1(𝑠), 𝛼2(𝑠), 𝛼3(𝑠)) ve  𝛼∗(𝑠) = (𝛼1
∗(𝑠), 𝛼2

∗(𝑠), 𝛼3
∗(𝑠)), Öklid uzayında 

reel değerli eğrilerdir. 

 

2.39. Tanım 

 

Dayanak eğrisi 𝑎⃑ = 𝑎⃑(𝑢) denklemi ile belli olan (𝐶) eğrisi ve ana doğruları 𝑒 = 𝑒(𝑢) birim 

vektörü olan regle yüzeyin denklemi 

 

𝜓(𝑢, 𝑠) = 𝑎⃑(𝑢) + 𝑠𝑒(𝑢) 

 

dir. Burada 

 

𝑒∗ = 𝑎⃑ × 𝑒   ve   𝑒  × 𝑒∗ = 𝑎⃑ − 〈𝑎⃑, 𝑒〉𝑒 

 

olduklarından dolayı regle yüzeyin denklemi için 

 

𝑡 = 𝑠 + 〈𝑎⃑, 𝑒〉 

 

olmak üzere 

 

𝜓(𝑢, 𝑡) = 𝛼⃑(𝑢) × 𝛼⃑∗(𝑢) + 𝑡𝛼⃑(𝑢) 

 

bulunur [21]. 

 

2.40. Teorem 

 

𝛼̅(𝑢) = 𝛼(𝑢) + 𝜀𝛼∗(𝑢)  eğrisi 𝔻𝕊2 üzerinde 𝑢-parametresiyle verilen bir eğri olsun. 

𝛼̅(𝑢) eğrisi tarafından ℝ3 te üretilen regle yüzey, 

 

𝜓(𝑢, 𝑠) = 𝛼(𝑢) × 𝛼∗(𝑢) + 𝑠𝛼(𝑢)                                                                                    (2.20) 
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olup bu regle yüzeyin dayanak eğrisi, 

 

𝐶(𝑢) = 𝛼(𝑢) × 𝛼∗(𝑢)                                                                                                      (2.21) 

 

eğrisidir [12], [13]. 

 

2.41. Tanım 

 

𝔻3 dual uzayında birim hızlı  𝛼̅(𝑢) = 𝛼(𝑢) + 𝛼∗(𝑢) dual eğrisi için  

 

𝑇̅(𝑢) = 𝛼̇̅(𝑢) = 𝛼̇(𝑢) + 𝜀𝛼̇∗(𝑢)                                                                                         (2.22) 

 

eşitliğiyle belirli 𝑇̅(𝑢) = 𝑇(𝑢) + 𝑇∗(𝑢) dual vektörüne, 𝛼̅ dual eğrisinin 𝛼̅(𝑢) dual 

noktasındaki birim dual tanjant vektörü denir [21]. 

 

2.42. Tanım 

 

𝔻3 dual uzayında birim hızlı  𝛼̅(𝑢) = 𝛼(𝑢) + 𝛼∗(𝑢) dual eğrisi için 

 

𝜅̅(𝑢) = 〈𝑇̇̅(𝑢), 𝑁̅(𝑢)〉 = 〈𝑇̇, 𝑁〉 + 𝜀(〈𝑇̇, 𝑁∗〉 + 〈𝑇̇∗, 𝑁〉)                                                          (2.23) 

 

eşitliğiyle belirli 𝜅̅(𝑢) = 𝜅(𝑢) + 𝜅∗(𝑢) dual fonksiyonuna, 𝛼̅ dual eğrisinin dual eğrilik 

fonksiyonu denir [21]. 

 

2.43. Tanım 

 

𝔻3 dual uzayında birim hızlı  𝛼̅(𝑢) = 𝛼(𝑢) + 𝛼∗(𝑢) dual eğrisi için 

 

𝑁̅(𝑢) =
𝛼̈̅(𝑢)

‖𝛼̈̅(𝑢)‖
                                                                                                                (2.24) 

 

eşitliğiyle belirli 𝑁̅(𝑢) = 𝑁(𝑢) + 𝑁∗(𝑢) dual vektörüne, 𝛼̅ dual eğrisinin 𝛼̅(𝑢) dual 

noktasındaki birim dual aslinormal vektörü denir [21] 
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2.44. Tanım 

 

𝔻3 dual uzayında birim hızlı  𝛼̅(𝑢) = 𝛼(𝑢) + 𝛼∗(𝑢) dual eğrisi için 

 

 𝐵̅(𝑢) = 𝑇̅(𝑢) ∧ 𝑁̅(𝑢) = 𝑇 ∧ 𝑁 + 𝜀(𝑇∗ ∧ 𝑁 + 𝑇 ∧ 𝑁∗)                                                (2.25) 

  

eşitliğiyle belirli 𝐵̅(𝑢) = 𝐵(𝑢) + 𝐵∗(𝑢) dual vektörüne, 𝛼̅ dual eğrisinin 𝛼̅(𝑢) dual 

noktasındaki birim dual binormal vektörü denir [21]. 

 

2.45. Tanım 

 

𝔻3 dual uzayında birim hızlı  𝛼̅(𝑢) = 𝛼(𝑢) + 𝛼∗(𝑢) dual eğrisi için 

 

𝜏̅(𝑢) = 〈𝑁̇̅(𝑢), 𝐵̅(𝑢)〉 = 〈𝑁̇, 𝐵〉 + 𝜀(〈𝑁̇, 𝐵∗〉 + 〈𝑁̇∗, 𝐵〉)                                                  (2.26) 

 

eşitliğiyle belirli 𝜏̅(𝑢) = 𝜏(𝑢) + 𝜏∗(𝑢) dual fonksiyonuna, 𝛼̅ dual eğrisinin dual burulma 

fonksiyonu denir [21]. 

 

2.46. Tanım 

 

𝔻3 dual uzayında birim hızlı  𝛼̅(𝑢) = 𝛼(𝑢) + 𝛼∗(𝑢) dual eğrisi için 

 

𝑊̅(𝑢) = 𝜏̅(𝑢)𝑇̅(𝑢) + 𝜅̅(𝑢)𝐵̅(𝑢) = (𝜏𝑇 + 𝜅𝐵) + 𝜀(𝜏𝑇∗ + 𝜏∗𝑇 + 𝜅𝐵∗ + 𝜅∗𝐵)           (2.27) 

  

eşitliğiyle belirli 𝑊̅(𝑢) = 𝑊(𝑢) + 𝑊∗(𝑢) dual vektörüne, 𝛼̅ dual eğrisinin 𝛼̅(𝑢) dual 

noktasındaki birim dual Darboux vektörü denir [22]. 

 

2.47. Tanım 

 

𝔻3 dual uzayında birim hızlı  𝛼̅(𝑢) = 𝛼(𝑢) + 𝛼∗(𝑢) dual eğrisi için 

 

𝐶̅(𝑢) =
𝑊̅(𝑢)

‖𝑊̅(𝑢)‖
                                                                                                                (2.28) 
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eşitliğiyle belirli 𝐶̅(𝑢) = 𝐶(𝑢) + 𝐶∗(𝑢) dual vektörüne, 𝛼̅ dual eğrisinin 𝛼̅(𝑢) dual 

noktasındaki birim dual Pol vektörü denir [22]. 

 

2.48. Teorem 

 

𝑇̅(𝑢) = 𝑇(𝑢) + 𝜀𝑇∗(𝑢) tanjant küresel gösterge eğrisi 𝔻𝕊2 üzerinde olsun. 𝑇̅(𝑢) eğrisi 

tarafından ℝ3 de üretilen regle yüzey, 

 

𝜓𝑇̅(𝑢, 𝑠) = 𝑇(𝑢) × 𝑇∗(𝑢) + 𝑠𝑇(𝑢),                                                                               (2.29) 

 

olup bu regle yüzeyin dayanak eğrisi, 

 

𝐶𝑇̅(𝑢) = 𝑇(𝑢) × 𝑇∗(𝑢)                                                                                                  (2.30) 

 

eğrisidir [22]. 

 

2.49. Teorem 

 

𝑁̅(𝑢) = 𝑁(𝑢) + 𝜀𝑁∗(𝑢) asli normal küresel gösterge eğrisi 𝔻𝕊2 üzerinde olsun. 𝑁̅(𝑢) 

eğrisi tarafından ℝ3 de üretilen regle yüzey, 

 

𝜓𝑁̅(𝑢, 𝑠) = 𝑁(𝑢) × 𝑁∗(𝑢) + 𝑠𝑁(𝑢),                                                                             (2.31) 

 

olup bu regle yüzeyin dayanak eğrisi, 

 

 𝐶𝑁̅(𝑢) = 𝑁(𝑢) × 𝑁∗(𝑢)                                                                                                  (2.32)  

 

eğrisidir [22]. 

 

2.50. Teorem 

 

𝐵̅(𝑢) = 𝐵(𝑢) + 𝜀𝐵∗(𝑢) binormal küresel gösterge eğrisi 𝔻𝕊2 üzerinde olsun. 𝐵̅(𝑢) eğrisi 

tarafından ℝ3 de üretilen regle yüzey, 
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𝜓𝐵̅(𝑢, 𝑠) = 𝐵(𝑢) × 𝐵∗(𝑢) + 𝑠𝐵(𝑢),                                                                              (2.33) 

 

olup bu regle yüzeyin dayanak eğrisi, 

 

𝐶𝐵̅(𝑢) = 𝐵(𝑢) × 𝐵∗(𝑢)                                                                                                 (2.34) 

 

eğrisidir [22]. 

 

2.51. Teorem 

 

𝐶̅(𝑢) = 𝐶(𝑢) + 𝜀𝐶∗(𝑢) Pol küresel gösterge eğrisi 𝔻𝕊2 üzerinde olsun. 𝐶̅(𝑢) eğrisi 

tarafından ℝ3 de üretilen regle yüzey, 

 

𝜓𝐶̅(𝑢, 𝑠) = 𝐶(𝑢) × 𝐶∗(𝑢) + 𝑠𝐶(𝑢),                                                                               (2.35)                          

 

olup bu regle yüzeyin dayanak eğrisi, 

 

𝐶𝐶̅(𝑢) = 𝐶(𝑢) × 𝐶∗(𝑢)                                                                                                  (2.36) 

 

eğrisidir [22]. 

 

2.5. Dual Lorentz Uzayda Temel Tanım ve Kavramlar 

 

2.52. Tanım 

 

𝔻3 uzayı üzerinde Öklid metriği yerine Lorentz metriği alınırsa 𝔻3 dual uzayına dual 

Lorentz uzayı denir ve 𝔻1
3 ile gösterilir [18]. 

 

2.53. Tanım 

 

𝑋̅ = 𝑥⃑ + 𝜀𝑥⃑∗,  𝑌̅ = 𝑦⃑ + 𝜀𝑦⃑∗ ∈ 𝔻3 dual vektörlerinin dual Lorentz iç çarpımı 

 

〈𝑋̅, 𝑌̅〉 = 〈𝑥⃑, 𝑦⃑〉𝐿 + 𝜀(〈𝑥⃑, 𝑦⃑∗〉𝐿 + 〈𝑥⃑∗, 𝑦⃑〉𝐿)                                                                         (2.37) 
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şeklinde tanımlıdır [18]. Burada eşitliğin sağindaki iç çarpım ℝ1
3 deki iç çarpımdır. 

 

2.54. Tanım 

 

𝑋̅ = 𝑥⃑ + 𝜀𝑥⃑∗,  𝑌̅ = 𝑦⃑ + 𝜀𝑦⃑∗ ∈ 𝔻3 dual vektörlerinin dual Lorentz vektörel çarpımı 

 

𝑋̅ × 𝑌̅ = 𝑥⃑ ×𝐿 𝑦⃑ + 𝜀(𝑥⃑ ×𝐿 𝑦⃑∗ + 𝑥⃑∗ ×𝐿 𝑦⃑ )                                                                     (2.38) 

 

şeklinde tanımlıdır [18]. Burada eşitliğin sağındaki vektörel çarpım ℝ1
3 deki vektörel 

çarpımdır. 

 

2.55. Tanım 

 

‖𝑥⃑‖ ≠ 0 olmak üzere bir 𝑋̅ = 𝑥⃑ + 𝜀𝑥⃑∗ ∈ 𝔻1
3  vektörünün normu, 

 

‖𝑋̅‖ = ‖𝑥⃑‖𝐿 + 𝜀
〈𝑥⃑,𝑥⃑∗ 〉𝐿

‖𝑥⃑‖𝐿
                                                                                                     (2.39) 

 

şeklinde tanımlıdır [18]. 

 

2.56. Tanım 

 

𝑋̅ = 𝑥⃑ + 𝜀𝑥⃑∗ ∈ 𝔻1
3  olmak üzere 

 

i.) 𝑥⃑ spacelike bir vektör ise 𝑋̅ vektörüne dual spacelike vektör, 

 

ii.) 𝑥⃑ timelike bir vektör ise 𝑋̅ vektörüne dual timelike vektör, 

 

iii.) 𝑥⃑ lightlike bir vektör ise 𝑋̅ vektörüne dual lightlike vektör 

 

denir [18]. 

 

2.57. Tanım 

 

𝑋̅ = 𝑥⃑ + 𝜀𝑥⃑∗ ∈ 𝔻1
3  olmak üzere 
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𝕊1
2 = {𝑋̅ = 𝑥⃑ + 𝜀𝑥⃑∗ ∈ 𝔻1

3: 〈𝑥⃑, 𝑥⃑〉𝐿 = 1}, 〈𝑥⃑, 𝑥⃑∗〉𝐿 = 0,                                                     (2.40) 

 

ℍ2 = {𝑋̅ = 𝑥⃑ + 𝜀𝑥⃑∗ ∈ 𝔻1
3: 〈𝑥⃑, 𝑥⃑〉𝐿 = −1, 〈𝑥⃑, 𝑥⃑∗〉𝐿 = 0 }                                                (2.41) 

 

kümelerine, sırasıyla, dual Lorentz birim küre ve dual hiperbolik birim küre denir [19]. 

 

2.58. Teorem 

 

𝔻1
3 uzayındaki 𝕊1

2 dual Lorentz birim kürenin ve ℍ2 dual hiperbolik birim kürenin noktaları, 

sırasıyla, ℝ1
3 Lorentz çizgiler uzayındaki yönlü spacelike ve timelike doğrulara birebir 

karşılık gelir [18]. 

 

2.59. Teorem 

 

𝛼̅(𝑢) = 𝛼(𝑢) + 𝜀𝛼∗(𝑢) eğrisi 𝕊1
2 üzerinde bir eğri olsun. 𝛼̅(𝑢) eğrisi tarafından ℝ1

3 de 

üretilen regle yüzey, 

 

𝜓(𝑢, 𝑠) = 𝛼(𝑢) ×𝐿 𝛼∗(𝑢) + 𝑠𝛼(𝑢),                                                                               (2.42) 

 

olup bu regle yüzeyin dayanak eğrisi, 

 

𝐷(𝑢) = 𝛼(𝑢) ×𝐿 𝛼∗(𝑢)                                                                                                            (2.43) 

 

eğrisidir [13,14]. 

 

2.60. Teorem 

 

𝛼̅(𝑢) = 𝛼(𝑢) + 𝜀𝛼∗(𝑢) eğrisi ℍ2 üzerinde bir eğri olsun. 𝛼̅(𝑢) eğrisi tarafından ℝ1
3 de 

üretilen regle yüzey, 

 

𝜓(𝑢, 𝑠) = 𝛼(𝑢) ×𝐿 𝛼∗(𝑢) + 𝑠𝛼(𝑢)                                                                                (2.44) 

 

olup bu regle yüzeyin dayanak eğrisi, 
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𝐷(𝑢) = 𝛼(𝑢) ×𝐿 𝛼∗(𝑢)                                                                                                   (2.45) 

 

eğrisidir [13,14]. 

 

2.61. Önerme 

 

𝛼̅(𝑢) = 𝛼(𝑢) + 𝜀𝛼∗(𝑢) eğrisi ℍ2 üzerinde bir eğri olsun. Eğer 𝐷(𝑢) = 𝛼(𝑢) ×𝐿 𝛼∗(𝑢) 

dayanak eğrisi spacelike eğri ve 𝛼(𝑢) doğrultman vektörü timelike ise 𝛼∗(𝑢)  spacelikedır. 

Elde edilen 𝜓(𝑢, 𝑠) regle yüzeyi ℝ1
3 de timelike regle yüzeydir [14]. 

 

2.62. Önerme 

 

𝛼̅(𝑢) = 𝛼(𝑢) + 𝜀𝛼∗(𝑢) eğrisi ℍ2 üzerinde bir eğri olsun. Eğer 𝐷(𝑢) = 𝛼(𝑢) ×𝐿 𝛼∗(𝑢) 

dayanak eğrisi spacelike eğri ve 𝛼(𝑢) doğrultman vektörü timelike ise 𝛼∗(𝑢)  timelikedır. 

Elde edilen 𝜓(𝑢, 𝑠) regle yüzeyi ℝ1
3 de timelike regle yüzeydir [14]. 

 

2.63. Önerme 

 

𝛼̅(𝑢) = 𝛼(𝑢) + 𝜀𝛼∗(𝑢) eğrisi 𝕊1
2 üzerinde bir eğri olsun. Eğer 𝐷(𝑢) = 𝛼(𝑢) ×𝐿 𝛼∗(𝑢) 

dayanak eğrisi spacelike eğri ve 𝛼(𝑢) doğrultman vektörü spacelike ise 𝛼∗(𝑢)  timelike 

vektördür. Elde edilen 𝜓(𝑢, 𝑠) regle yüzeyi ℝ1
3 de spacelike regle yüzeydir [14]. 

 

2.64. Önerme 

 

𝛼̅(𝑢) = 𝛼(𝑢) + 𝜀𝛼∗(𝑢) eğrisi 𝕊1
2 üzerinde bir eğri olsun. Eğer 𝐷(𝑢) = 𝛼(𝑢) ×𝐿 𝛼∗(𝑢) 

dayanak eğrisi spacelike eğri ve 𝛼(𝑢) doğrultman vektörü timelike ise 𝛼∗(𝑢)  spacelikedır. 

Elde edilen 𝜓(𝑢, 𝑠) regle yüzeyi ℝ1
3 de timelike regle yüzeydir [14]. 

 

2.65. Önerme 

 

𝛼̅(𝑢) = 𝛼(𝑢) + 𝜀𝛼∗(𝑢) eğrisi 𝕊1
2 üzerinde bir eğri olsun. Eğer 𝐷(𝑢) = 𝛼(𝑢) ×𝐿 𝛼∗(𝑢) 

dayanak eğrisi spacelike eğri ve 𝛼(𝑢) doğrultman vektörü timelike ise 𝛼∗(𝑢)  timelikedır. 

Elde edilen 𝜓(𝑢, 𝑠) regle yüzeyi ℝ1
3 de timelike regle yüzeydir [14]. 
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2.66. Önerme 

𝛼̅(𝑢) = 𝛼(𝑢) + 𝜀𝛼∗(𝑢) eğrisi 𝕊1
2 üzerinde bir eğri olsun. Eğer 𝐷(𝑢) = 𝛼(𝑢) ×𝐿 𝛼∗(𝑢)

dayanak eğrisi timelike eğri ve 𝛼(𝑢) doğrultman vektörü spacelike ise 𝛼∗(𝑢)  spacelikedır.

Elde edilen 𝜓(𝑢, 𝑠) regle yüzeyi ℝ1
3 de timelike regle yüzeydir [14].
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3. DUAL KÜRE ÜZERİNDEKİ İKİ FARKLI EĞRİYE KARŞILIK 

GELEN REGLE YÜZEYLERİN ARAKESİTLERİ 

 

Bu bölümde, birim dual küre üzerinde aldığımız iki ayrı dual eğriye E. Study dönüşümü 

yardımıyla karşılık gelen iki ayrı regle yüzeylerin arakesit problemleri incelenmiştir. 

 

E. Study dönüşümüne göre; birim dual kürenin noktalarına ℝ3 de yönlü doğrular karşılık 

gelir. Bu dönüşümden yararlanarak birim dual küre 𝐷𝕊2 üzerinde aldığımız dual eğriye ℝ3 

de regle yüzey karşılık gelir. Elde edilen regle yüzeylerin arakesit problemleri ℝ3 de regle 

yüzeylerin arakesiti için kullanılan teoremler vasıtasıyla incelenmişitir. 

 

3.1. Teorem 

 

Birim dual kürenin noktaları, ℝ3 deki yönlü doğrulara birebir karşılık gelir [21]. 

 

3.2. Teorem 

 

𝛼̅(𝑢) = 𝛼(𝑢) + 𝜀𝛼∗(𝑢) eğrisi 𝔻𝕊2 üzerinde 𝑢- parametresiyle verilen bir eğri olsun. 

𝛼̅(𝑢) eğrisi tarafından ℝ3 de üretilen regle yüzey, 

 

𝜓(𝑢, 𝑠) = 𝛼(𝑢) × 𝛼∗(𝑢) + 𝑠𝛼(𝑢), 

 

olup bu regle yüzeyin dayanak eğrisi, 

 

𝐶(𝑢) = 𝛼(𝑢) × 𝛼∗(𝑢) 

 

eğrisidir [12,13]. 

 

Birim dual küre 𝐷𝕊2 üzerinde aldığımız iki ayrı dual eğri, sırasıyla, 𝛼̅1 = 𝛼1(𝑢) + 𝜀𝛼1
∗(𝑢) 

ve 𝛼̅2 = 𝛼2(𝑣) + 𝜀𝛼2
∗(𝑣) olmak üzere E. Study dönüşümü yardımıyla bu eğrilere ℝ3 de 

karşılık gelen regle yüzeyler, sırasıyla, 𝜓𝐴(𝑢, 𝑠) ve 𝜓𝐵(𝑣, 𝑡) yüzeyleri olsunlar. Bu regle 

yüzeyler 

 

𝜓𝐴(𝑢, 𝑠) = 𝛼1(𝑢) × 𝛼1
∗(𝑢) + 𝑠𝛼1(𝑢),                                                                                      (3.1) 
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𝜓𝐵(𝑣, 𝑡) = 𝛼2(𝑣) × 𝛼2
∗(𝑣) + 𝑡𝛼2(𝑣)                                                                                (3.2) 

 

eşitlikleriyle tanımlı olsunlar. Burada 𝜓𝐴(𝑢, 𝑠) ve 𝜓𝐵(𝑣, 𝑡) regle yüzeylerinin dayanak 

eğrileri sırasıyla  

 

𝐶𝐴(𝑢) = 𝛼1(𝑢) × 𝛼1
∗(𝑢),                                                                                                    (3.3) 

 

𝐶𝐵(𝑣) = 𝛼2(𝑣) × 𝛼2
∗(𝑣)                                                                                                   (3.4) 

 

eşitlikleriyle ifade edilirler.  

 

𝜓𝐴(𝑢, 𝑠) regle yüzeyinin sabit bir 𝑠0 parametresi için  𝑢- parametre eğrisini 

 

𝑙𝐴(𝑢) = 𝜓𝐴(𝑢, 𝑠0) 

 

eşitliğiyle gösterilsin. Benzer şekilde 𝜓𝐵(𝑣, 𝑡) regle yüzeyinin sabit bir 𝑡0 parametresi için  

𝑣-parametre eğrisini 

 

𝑙𝐵(𝑣) = 𝜓𝐵(𝑣, 𝑡) 

 

eşitliğiyle verilsin. 

 

3.3. Teorem 

 

Dual birim küre üzerindeki iki farklı eğriye ℝ3 de karşılık gelen iki farklı regle yüzey, 

sırasıyla, 𝜓𝐴(𝑢, 𝑠) ve 𝜓𝐵(𝑣, 𝑡) olsun. Bu durumda  

 

𝜇(𝑢, 𝑣) = 𝑑𝑒𝑡{𝛼1(𝑢), 𝛼2(𝑣), (𝐶𝐴(𝑢) − 𝐶𝐵(𝑣)) } = 0                                                     (3.5) 

 

ise 𝑙𝐴(𝑢) ve 𝑙𝐵(𝑣) parametre eğrileri kesişir. 
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İspat 

 

Dual birim küre üzerindeki 𝛼̅1(𝑢) ve 𝛼̅2(𝑣) dual eğrilerine karşılık gelen regle yüzeyler, 

sırasıyla, 𝜓𝐴(𝑢, 𝑠) ve 𝜓𝐵(𝑣, 𝑡) olsun. Bu regle yüzeylerin kesiştiğini kabul edelim. O halde 

iki regle yüzey aşağıdaki gibi alınabilir: 

 

𝜓𝐴 (u, s) = 𝜓𝐵(v, t).                                                                                                         (3.6) 

 

Burada Eş. (3.1) ve Eş. (3.2) yerlerine yazılıp düzenlenirse  

 

𝐶𝐴(𝑢) − 𝐶𝐵(𝑣) = −𝑠𝛼1(𝑢) + 𝑡𝛼2(𝑣)  eşitliği elde edilir. Buaradan 𝐶𝐴(𝑢) − 𝐶𝐵(𝑣) vektörü 

𝛼1(𝑢) ve 𝛼2(𝑣) doğrultman vektörlerinin lineer birleşimi olur. Böylece 𝐶𝐴(𝑢) − 𝐶𝐵(𝑣), 

𝛼1(𝑢) ve 𝛼2(𝑣) vektörleri lineer bağımlıdır. Sonuç olarak,  

 

𝑑𝑒𝑡{[𝐶𝐴(𝑢) − 𝐶𝐵(𝑣)], 𝛼1(𝑢), 𝛼2(𝑣)} = 0 

 

olur. Dolayısıyla Eş. (3.5) den  𝜇(𝑢, 𝑣) = 0 dır. Sonuç olarak, 𝜇(𝑢, 𝑣) = 0 olduğundan 

𝑙𝐴(𝑢) ve 𝑙𝐵(𝑣) parametre eğrileri çakışır. 

 

3.4. Sonuç 

 

𝐷𝕊2 üzerinde iki farklı eğriye karşılık gelen regle yüzeylerin arakesiti için 𝜇(𝑢, 𝑣) = 0 

koşuluyla 𝐶𝐴(𝑢) = 𝐶𝐵(𝑣) eşit olduğu zaman taban eğrileri çakışır. 

 

𝐷𝕊2 üzerinde aldığımız iki ayrı dual eğriye ℝ3 de karşılık gelen 𝜓𝐴(𝑢, 𝑠) ve 𝜓𝐵(𝑣, 𝑡) regle 

yüzeylerinin kesişimi için kullanacağımız ∆(𝑢, 𝑣), 𝛿1(𝑢, 𝑣), 𝛿2(𝑢, 𝑣) iki değişkenli 

fonksiyonları  

 

∆(𝑢, 𝑣) = ‖𝛼1(𝑢) × 𝛼2(𝑣)‖2,                                                                                            (3.7)  

 

𝛿1(𝑢, 𝑣) = ‖𝛼1(𝑢) × [𝐶𝐴(𝑢) − 𝐶𝐵(𝑣)]‖2,                                                                          (3.8) 

 

𝛿2(𝑢, 𝑣) = ‖𝛼2(𝑣) × [𝐶𝐴(𝑢) − 𝐶𝐵(𝑣)]‖2                                                                          (3.9) 

 

şeklinde olsun. Buna göre aşağıdaki teoremi verebiliriz. 
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3.5. Teorem 

 

Dual birim küre üzerindeki iki farklı eğriye ℝ3 de karşılık gelen 𝜓𝐴(𝑢, 𝑠) ve 𝜓𝐵(𝑣, 𝑡) iki 

farklı regle yüzeylerin, sırasıyla, parametre eğrileri 𝑙𝐴(𝑢) ve 𝑙𝐵(𝑣) olsun. Bu durumda 𝑙𝐴(𝑢) 

ve 𝑙𝐵(𝑣) parametre eğrilerinin kesişmesi için gerekli ve yeterli koşul 

 

∆(𝑢, 𝑣) = 𝛿1(𝑢, 𝑣) = 𝛿2(𝑢, 𝑣) = 0 

 

olmasıdır. 

 

İspat 

 

𝜇(𝑢, 𝑣) = 0 ‘ ın her çözümü 𝐶𝐴(𝑢) − 𝐶𝐵(𝑣), 𝛼1(𝑢) ve 𝛼2(𝑣) vektörleri için lineer bağımlı 

olduğundan  

 

𝑚1𝛼1(𝑢) + 𝑚2𝛼2(𝑣) + 𝑚3[𝐶𝐴(𝑢) − 𝐶𝐵(𝑣)] = 0                                                           (3.10) 

 

eşitliği sıfırdan farklı her bir 𝑚1, 𝑚2, 𝑚3 skalerleri için sağlanır. 𝑚3 ≠ 0 olduğunda Eş. 

(3.6) sağlanır ve 𝑙𝐴(𝑢) ve 𝑙𝐵(𝑣) parametre eğrileri çakışır. 𝑚3 = 0 alınırsa 𝑚1 ≠ 0 ve 𝑚2 ≠

0 için Eş. (3.10) kullanılarak 

 

𝛼1(𝑢) = −
𝑚1

𝑚2
𝛼2(𝑣) 

 

eşitliği elde edilir. Buradan 𝛼1(𝑢) ve 𝛼2(𝑣) paralel olduğu görülür. Buradan Eş. (3.7) den 

∆(𝑢, 𝑣) = 0 fonksiyonun çözüm kümesidir. Dolayısıyla ∆(𝑢, 𝑣) = 0 ‘ın çözüm kümesi 

𝜇(𝑢, 𝑣) = 0 ‘ın çözüm kümesinde kapsanır. 𝑙𝐴(𝑢) ve 𝑙𝐵(𝑣) parametre eğrilerinin çakışması 

için gerekli ve yeterli şart birbirlerine paralel olmaları gerekir. Yani  ∆(𝑢, 𝑣) = 0 olmalı 

ayrıca ve [𝐶𝐴(𝑢) − 𝐶𝐵(𝑣)] vektörünün sırasıyla 𝛼1(𝑢) ve 𝛼2(𝑣) vektörlerine paralel olması 

gerekir. 

 

𝛼1(𝑢) vektörünün  [𝐶𝐴(𝑢) − 𝐶𝐵(𝑣)] vektörüne paralel olması durumu 

 

𝛿1(𝑢, 𝑣) = ‖𝛼1(𝑢) × [𝐶𝐴(𝑢) − 𝐶𝐵(𝑣)]‖2 = 0, 
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𝛼2(𝑣) vektörünün  [𝐶𝐴(𝑢) − 𝐶𝐵(𝑣)] vektörüne paralel olması durumu 

 

𝛿2(𝑢, 𝑣) = ‖𝛼2(𝑣) × [𝐶𝐴(𝑢) − 𝐶𝐵(𝑣)]‖2 = 0 

 

eşitliği yazılır. Böylece 𝑙𝐴(𝑢) ve 𝑙𝐵(𝑣) parametre eğrileri çakışır. 

 

Örnek 

 

𝛼1(𝑢) = (−
1

√2
cos 𝑢 ,

1

√2
sin 𝑢 ,

1

√2
), 𝛼1

∗(𝑢) = (
1

√2
sin 𝑢 ,

1

√2
cos 𝑢 , 0),             

𝛼2(𝑣) = (
1

√2
sin 𝑣 ,

1

√2
cos 𝑣 ,

1

√2
) ve 𝛼2

∗(𝑣) = (
1

√2
cos 𝑣 , −

1

√2
sin 𝑣 , 0) ℝ3 de birer vektör 

olsun.  

 

|𝛼1(𝑢)| = 1 ve 〈𝛼1(𝑢), 𝛼1
∗(𝑢)  〉 = 0 olduğundan 𝛼̅1(𝑢) = 𝛼1(𝑢) + 𝜀𝛼1

∗(𝑢) dual eğrisi 

birim dual küresi üzerindedir. Benzer şekilde 𝛼̅2(𝑢) = 𝛼2(𝑣) + 𝜀𝛼2
∗(𝑣) dual eğrisi de birim 

dual küre üzerindedir. 

 

𝛼̅1(𝑢) = 𝛼1(𝑢) × 𝛼1
∗(𝑢) dual eğrisine karşılık gelen regle yüzey  

 

𝜓𝐴(𝑢, 𝑠) = 𝛼1(𝑢) × 𝛼1
∗(𝑢) + 𝑠𝛼1(𝑢) 

                 = (−
1

2
cos 𝑢 ,

1

2
sin 𝑢 , −

1

2
) + 𝑠(−

1

√2
cos 𝑢 ,

1

√2
sin 𝑢 ,

1

√2
) 

 

dır. Bu regle yüzeyin dayanak eğrisi ve doğrultmanı, sırasıyla, 

 

𝐶𝐴(𝑢) = (−
1

2
cos 𝑢 ,

1

2
sin 𝑢 , −

1

2
) ve  𝛼1(𝑢) = (−

1

√2
cos 𝑢 ,

1

√2
sin 𝑢 ,

1

√2
) dır. 

 

Benzer şekilde 𝛼̅2(𝑣) = 𝛼2(𝑣) + 𝜀𝛼2
∗(𝑣) dual eğrisine karşılık gelen regle yüzey 

 

𝜓𝐵(𝑣, 𝑡) = 𝛼2(𝑣) × 𝛼2
∗(𝑣) + 𝑡𝛼2(𝑣) 

                = (
1

2
sin 𝑣 ,

1

2
cos 𝑣 , −

1

2
) + 𝑡(

1

√2
sin 𝑣 ,

1

√2
cos 𝑣 ,

1

√2
) 
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dır. Bu regle yüzeyin dayanak eğrisi ve doğrultmanı, sırasıyla, 

 

𝐶𝐵(𝑣) = (
1

2
sin 𝑣 ,

1

2
cos 𝑣 , −

1

2
), ve 𝛼2(𝑣) = (

1

√2
sin 𝑣 ,

1

√2
cos 𝑣 ,

1

√2
) dır.  

 

Şimdi birim dual küre yüzeyi üzerinde aldığımız iki eğriye karşılık gelen regle yüzeylerin 

arakesitini inceleyelim: 

𝜓𝐴 (u, s) = 𝜓𝐵(v, t) olsun. Buradan  

 

1

2
(− cos 𝑢 , sin 𝑢 , −1) + 𝑠

1

√2
(− cos 𝑢 , sin 𝑢 , 1) =

1

2
(sin 𝑣 , cos 𝑣 , −1) +

𝑡
1

√2
(sin 𝑣 , cos 𝑣 , 1)  

 

−
1

2
(cos 𝑢 + sin 𝑣 , −sin 𝑢 + cos 𝑣 , 0) = −𝑠

1

√2
(− cos 𝑢 , sin 𝑢 , 1) + 𝑡

1

√2
(sin 𝑣 , cos 𝑣 , 1)  

 

yazılabilir. Burada  𝐶𝐴(𝑢) − 𝐶𝐵(𝑣) = −
1

2
(cos 𝑢 + 𝑠𝑖𝑛 𝑣 , −sin 𝑢 + cos 𝑣 , 0) fark vektörü 

𝛼1(𝑢) =
1

√2
(− cos 𝑢 , sin 𝑢 , 1) ve 𝛼2(𝑣) =

1

√2
(sin 𝑣 , cos 𝑣 , 1) vektörlerinin lineer 

birleşimi olarak ifade edilmiş olur. Bu üç vektör lineer bağımlı olduğundan 𝜇(𝑢, 𝑣) = 0 dır. 

Dolayısıyla 𝜇(𝑢, 𝑣) = 0 olduğundan 𝑙𝐴(𝑢) ve 𝑙𝐵(𝑣) parametre eğrileri kesişir. 

 

Şimdi ∆(𝑢, 𝑣), 𝛿1(𝑢, 𝑣), 𝛿2(𝑢, 𝑣) iki değişkenli fonksiyonlarını hesaplıyalım. Bu 

fonksiyonlar sırasıyla, 

 

∆(𝑢, 𝑣) = ‖𝛼1(𝑢)𝑥𝛼2(𝑣)‖2 

               = −
1

4
{(sin(𝑢 − 𝑣) + 3)(sin(𝑢 − 𝑣) − 1)}, 

 

𝛿1(𝑢, 𝑣) = ‖𝛼1(𝑢)𝑥[𝐶𝐴(𝑢) − 𝐶𝐵(𝑣)]‖2 

                = −
1

8
{(sin(𝑢 − 𝑣) + 3)(sin(𝑢 − 𝑣) − 1)}, 

 

𝛿2(𝑢, 𝑣) = ‖𝛼2(𝑣)𝑥[𝐶𝐴(𝑢) − 𝐶𝐵(𝑣)]‖2 

                 = −
1

8
{(sin(𝑢 − 𝑣) + 3)(sin(𝑢 − 𝑣) − 1)} 

 

şeklinde elde edilir. 
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𝜇(𝑢, 𝑣) = 0 denkleminin  (𝑢, 𝑣) = (
𝜋

2
, 0) çözümü için  ∆(𝑢, 𝑣) = 𝛿1(𝑢, 𝑣) = 𝛿2(𝑢, 𝑣) = 0 

olacağından 𝑙𝐴(𝑢) ve 𝑙𝐵(𝑣) parametre eğrileri kesişir. Dolayısıyla 𝜓𝐴 (u, s)  ve  𝜓𝐵(v, t) 

regle yüzeyleri kesişir. 

 

 

Şekil 3.1. 𝐷𝕊2 de iki farklı eğriye karşılık gelen iki regle yüzeyin arakesiti   
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4. PSEUDO KÜRELERİN ÜZERİNDEKİ İKİ FARKLI EĞRİYE 

KARŞILIK GELEN REGLE YÜZEYLERİN ARAKESİTLERİ 

 

Bu bölümde; Pseudo kürelerin (𝕊1
2 ve ℍ2) üzerinde aldığımız iki ayrı dual eğriye E. Study 

dönüşümü yardımıyla ℝ1
3 de karşılık gelen iki ayrı regle yüzeylerin arakesit problemleri 

incelenmiştir. 

 

4.1. Teorem  

 

𝔻1
3 uzayındaki 𝕊1

2 dual Lorentz birim kürenin ve ℍ2 dual hiperbolik birim kürenin noktaları, 

sırasıyla, ℝ1
3 Lorentz çizgiler uzayındaki yönlü spacelike ve timelike doğrulara birebir 

karşılık gelir [18]. 

 

4.2. Teorem 

 

𝛼̅(𝑢) = 𝛼(𝑢) + 𝜀𝛼∗(𝑢) eğrisi 𝕊1
2  üzerinde 𝑢- parametresiyle verilen bir eğri olsun. 

𝛼̅(𝑢) eğrisi tarafından  ℝ1
3 de üretilen regle yüzey, 

 

𝜓(𝑢, 𝑠) = 𝛼(𝑢) ×𝐿 𝛼∗(𝑢) + 𝑠𝛼(𝑢), 

 

olup bu regle yüzeyin dayanak eğrisi, 

 

𝐷(𝑢) = 𝛼(𝑢) ×𝐿 𝛼∗(𝑢) 

 

eğrisidir [13,14]. 

 

4.3. Teorem 

 

𝛼̅(𝑢) = 𝛼(𝑢) + 𝜀𝛼∗(𝑢) eğrisi ℍ2  üzerinde 𝑢- parametresiyle verilen bir eğri olsun. 

𝛼̅(𝑢) eğrisi tarafından  ℝ1
3 de üretilen regle yüzey, 

 

𝜓(𝑢, 𝑠) = 𝛼(𝑢) ×𝐿 𝛼∗(𝑢) + 𝑠𝛼(𝑢), 

 

olup bu regle yüzeyin dayanak eğrisi, 
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𝐷(𝑢) = 𝛼(𝑢) ×𝐿 𝛼∗(𝑢) 

 

eğrisidir [13,14]. 

 

4.4. Önerme 

 

𝛼̅(𝑢) = 𝛼(𝑢) + 𝜀𝛼∗(𝑢)  eğrisi ℍ2 üzerinde bir eğri olsun. Eğer 𝐷(𝑢) = 𝛼(𝑢) ×𝐿 𝛼∗(𝑢) 

dayanak eğrisi spacelike eğri ve 𝛼(𝑢) doğrultman vektörü timelike ise 𝛼∗(𝑢)  spacelikedır. 

Elde edilen 𝜓(𝑢, 𝑠) regle yüzeyi ℝ1
3 de timelike regle yüzeydir [14]. 

 

4.5. Önerme 

 

𝛼̅(𝑢) = 𝛼(𝑢) + 𝜀𝛼∗(𝑢)  eğrisi ℍ2 üzerinde bir eğri olsun. Eğer 𝐷(𝑢) = 𝛼(𝑢) ×𝐿 𝛼∗(𝑢) 

dayanak eğrisi spacelike eğri ve 𝛼(𝑢) doğrultman vektörü timelike ise 𝛼∗(𝑢)  timelikedır. 

Elde edilen 𝜓(𝑢, 𝑠) regle yüzeyi ℝ1
3 de timelike regle yüzeydir [14]. 

 

4.6. Önerme 

 

𝛼̅(𝑢) = 𝛼(𝑢) + 𝜀𝛼∗(𝑢) eğrisi 𝕊1
2 üzerinde bir eğri olsun. Eğer 𝐷(𝑢) = 𝛼(𝑢) ×𝐿 𝛼∗(𝑢) 

dayanak eğrisi spacelike eğri ve 𝛼(𝑢) doğrultman vektörü spacelike ise 𝛼∗(𝑢)  timelikedır. 

Elde edilen 𝜓(𝑢, 𝑠) regle yüzeyi ℝ1
3 de spacelike regle yüzeydir [14]. 

 

4.7. Önerme 

 

𝛼̅(𝑢) = 𝛼(𝑢) + 𝜀𝛼∗(𝑢) eğrisi 𝕊1
2 üzerinde bir eğri olsun. Eğer 𝐷(𝑢) = 𝛼(𝑢) ×𝐿 𝛼∗(𝑢) 

dayanak eğrisi spacelike eğri ve 𝛼(𝑢) doğrultman vektörü timelike ise 𝛼∗(𝑢)  spacelikedır. 

Elde edilen 𝜓(𝑢, 𝑠) regle yüzeyi ℝ1
3 de timelike regle yüzeydir [14]. 

 

4.8. Önerme 

 

𝛼̅(𝑢) = 𝛼(𝑢) + 𝜀𝛼∗(𝑢) eğrisi 𝕊1
2 üzerinde bir eğri olsun. Eğer 𝐷(𝑢) = 𝛼(𝑢) ×𝐿 𝛼∗(𝑢) 

dayanak eğrisi spacelike eğri ve 𝛼(𝑢) doğrultman vektörü timelike ise 𝛼∗(𝑢)  timelikedır. 

Elde edilen 𝜓(𝑢, 𝑠) regle yüzeyi ℝ1
3 de timelike regle yüzeydir [14]. 
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4.9. Önerme 

 

𝛼̅(𝑢) = 𝛼(𝑢) + 𝜀𝛼∗(𝑢) eğrisi 𝕊1
2 üzerinde bir eğri olsun. Eğer 𝐷(𝑢) = 𝛼(𝑢) ×𝐿 𝛼∗(𝑢) 

dayanak eğrisi timelike eğri ve 𝛼(𝑢) doğrultman vektörü spacelike ise 𝛼∗(𝑢)  spacelikedır. 

Elde edilen 𝜓(𝑢, 𝑠) regle yüzeyi ℝ1
3 de timelike regle yüzeydir [14]. 

 

4.1. 𝕊1
2 Dual Lorentz Birim Küre Üzerindeki İki Farklı Eğriye Karşılık Gelen Regle   

Yüzeylerin Arakesitleri 

 

Bu bölümde; dual Lorentz birim küre 𝕊1
2 üzerinde aldığımız iki ayrı dual eğriye E. Study 

dönüşümü yardımıyla ℝ1
3 de karşılık gelen iki ayrı regle yüzeyin arakesit problemleri 

incelenmiştir. 

 

E. Study dönüşümüne göre; 𝕊1
2 dual Lorentz birim kürenin noktalarına ℝ1

3 de yönlü spacelike 

veya timelike doğrular karşılık gelir. Bu dönüşümden yararlanarak 𝕊1
2 dual Lorentz birim 

küre üzerinde aldığımız dual eğriye ℝ1
3 de yönlü spacelike veya timelike regle yüzeyler 

karşılık gelir. Elde edilen regle yüzeylerin arakesit problemleri ℝ3 de regle yüzeylerin 

arakesiti için kullanılan teoremler vasıtasıyla incelenmişitir. 

 

4.1.1. 𝕊1
2 Dual Lorentz birim küre üzerindeki iki farklı eğriye karşılık gelen iki  timelike 

regle yüzeylerin arakesiti 
 

𝕊1
2 dual Lorentz birim kürenin üzerinde aldığımız iki ayrı dual eğri, sırasıyla, 𝛼̅1(𝑢) =

𝛼1(𝑢) + 𝜀𝛼1
∗(𝑢)  ve 𝛼̅2(𝑣) = 𝛼2(𝑣) + 𝜀𝛼2

∗(𝑣)  olmak üzere E. Study dönüşümü yardımıyla 

bu eğrilere ℝ1
3 de karşılık gelen iki timelike regle yüzeyler, sırasıyla, 𝜓𝐴(𝑢, 𝑠) ve 𝜓𝐵(𝑣, 𝑡) 

olsun. Bu timelike regle yüzeyler; 

 

𝜓𝐴(𝑢, 𝑠) = 𝛼1(𝑢) ×𝐿 𝛼1
∗(𝑢) + 𝑠𝛼1(𝑢),                                                                              (4.1) 

 

𝜓𝐵(𝑣, 𝑡) = 𝛼2(𝑣) ×𝐿 𝛼2
∗(𝑣) + 𝑡𝛼2(𝑣)                                                                              (4.2) 

 

eşitlikleriyle tanımlı olsunlar. Burada 

 

D𝐴(𝑢) = 𝛼1(𝑢) ×𝐿 𝛼1
∗(𝑢),                                                                                                   (43) 
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D𝐵(𝑣) = 𝛼2(𝑣) ×𝐿 𝛼2
∗(𝑣)                                                                                                   (4.4) 

 

,sırasıyla, 𝜓𝐴 ve  𝜓𝐵 yüzeylerinin timelike dayanak eğrileri, 𝛼1(𝑢) ≠ 0 ve 𝛼2(𝑣) ≠ 0 de 

yüzeylerin spacelike doğrultmanlarıdır. 

 

𝜓𝐴 timelike regle yüzeyinin sabit bir 𝑠0 parametresi için  𝑢-parametre eğrisini 

 

𝑘𝐴(𝑢) = 𝜓𝐴 (u, s0), 
 

𝜓𝐴 timelike regle yüzeyinin sabit bir 𝑡0 parametresi için  𝑣-parametre eğrisini 

 

𝑘𝐵(𝑣) = 𝜓𝐵 (v, t0) 

 

ile belirtelim. 

 

4.10. Teorem 

 

Dual Lorentz birim küre üzerindeki iki farklı eğriye ℝ1
3 de karşılık gelen iki farklı timelike 

regle yüzey, sırasıyla, 𝜓𝐴(𝑢, 𝑠) ve 𝜓𝐵(𝑣, 𝑡) olsun. Bu durumda  

 

𝜂(𝑢, 𝑣) = 𝑑𝑒𝑡{𝛼1(𝑢), 𝛼2(𝑣), (𝐷𝐴(𝑢) − 𝐷𝐵(𝑣))} = 0                                                       (4.5) 

 

ise 𝑘𝐴(𝑢) ve 𝑘𝐵(𝑣) parametre eğrileri kesişir. 

 

İspat 

 

Dual Lorentz birim küre üzerindeki α(𝑢) ve 𝛽(𝑣) dual eğrilerine ℝ1
3 de karşılık gelen regle 

yüzeyler, sırasıyla, 𝜓𝐴(𝑢, 𝑠) ve 𝜓𝐵(𝑣, 𝑡) olsun. Bu regle yüzeylerin kesiştiğini kabul edelim. 

O halde iki regle yüzey aşağıdaki gibi yazılabilir: 

 

𝜓𝐴 (u, s) = 𝜓𝐵(v, t).                                                                                                           (4.6) 

 

Burada Eş. (4.1) ve Eş. (4.2) yerlerine yazılırsa  
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𝐷𝐴(𝑢) − 𝐷𝐵(𝑣) = −𝑠𝛼1(𝑢) + 𝑡𝛽1(𝑣) 

 

eşitliği elde edilir. Buaradan 𝐷𝐴(𝑢) − 𝐷𝐵(𝑣) vektörü 𝛼1(𝑢) ve 𝛽1(𝑣) spacelike doğrultman 

vektörlerinin lineer birleşimi olur. Böylece 𝐷𝐴(𝑢) − 𝐷𝐵(𝑣), 𝛼1(𝑢) ve 𝛼2(𝑣) spacelike 

vektörleri lineer bağımlıdır. Sonuç olarak,  

 

𝑑𝑒𝑡{[𝐷𝐴(𝑢) − 𝐷𝐵(𝑣)], 𝛼1(𝑢), 𝛼2(𝑣)} = 0 

 

olur. Dolayısıyla Eş. (4.6) den 𝜂(𝑢, 𝑣) = 0 dır. Sonuç olarak, 𝜂(𝑢, 𝑣) = 0 olduğundan 

𝑘𝐴(𝑢) ve 𝑘𝐵(𝑣) parametre eğrileri kesişir. 

 

4.11. Sonuç 

 

𝕊1
2 üzerindeki iki farklı eğriye karşılık gelen iki timelike regle yüzeyin arakesiti için  

𝜂(𝑢, 𝑣) = 0 koşuluyla 𝐷𝐴(𝑢) = 𝐷𝐵(𝑣) eşit olduğu zaman taban eğrileri çakışır. 

 

𝕊1
2 üzerinde aldığımız iki ayrı  dual eğriye ℝ1

3 de karşılık gelen 𝜓𝐴(𝑢, 𝑠) ve 𝜓𝐵(𝑣, 𝑡) timelike 

regle yüzeylerin kesişimi için kullanacağımız Λ(𝑢, 𝑣), 𝜆1(𝑢, 𝑣), 𝜆2(𝑢, 𝑣) iki değişkenli 

fonksiyonları 

 

Λ(𝑢, 𝑣) = ‖𝛼1(𝑢) ×𝐿 𝛼2(𝑣)‖𝐿
2,                                                                                              (4.7) 

 

𝜆1(𝑢, 𝑣) = ‖𝛼1(𝑢) ×𝐿 [𝐷𝐴(𝑢) − 𝐷𝐵(𝑣)]‖𝐿
2,                                                                       (4.8) 

 

𝜆2(𝑢, 𝑣) = ‖𝛼2(𝑣) ×𝐿 [𝐷𝐴(𝑢) − 𝐷𝐵(𝑣)]‖𝐿
2                                                                       (4.9) 

 

şeklinde olsun. Buna göre aşağıdaki teoremi verebilitiz.  

 

4.12. Teorem 

 

Dual Lorentz birim küre üzerindeki iki farklı eğriye ℝ1
3 de karşılık gelen 𝜓𝐴(𝑢, 𝑠) ve 

𝜓𝐵(𝑣, 𝑡) iki farklı timelike regle yüzeylerinin, sırasıyla, parametre eğrileri 𝑘𝐴(𝑢) ve 𝑘𝐵(𝑣) 

olsun. Bu durumda 𝑘𝐴(𝑢) ve 𝑘𝐵(𝑣) parametre eğrilerinin kesişmesi için gerekli ve yeterli 

koşul 

 

Λ(𝑢, 𝑣) = 𝜆1(𝑢, 𝑣) = 𝜆2(𝑢, 𝑣) = 0 
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olmasıdır. 

 

İspat 

 

𝜂(𝑢, 𝑣) = 0 ‘ ın her çözümü 𝐷𝐴(𝑢) − 𝐷𝐵(𝑣), 𝛼1(𝑢) ve 𝛼2(𝑣) spacelike vektörleri için lineer 

bağımlı olduğundan  

 

𝑚1𝛼1(𝑢) + 𝑚2𝛼2(𝑣) + 𝑚3[𝐷𝐴(𝑢) − 𝐷𝐵(𝑣)] = 0                                                        (4.10) 

 

eşitliği sıfırdan farklı herbir 𝑚1, 𝑚2, 𝑚3 skalerleri için sağlanır. 𝑚3 ≠ 0 olduğunda Eş. (4.6) 

sağlanır ve 𝑘𝐴(𝑢) ve 𝑘𝐵(𝑣) parametre eğrileri çakışır. 𝑚3 = 0 alınırsa 𝑚1 ≠ 0 ve 𝑚2 ≠ 0 

için Eş. (4.10) kullanılarak 

 

𝛼1(𝑢) = −
𝑚1

𝑚2
𝛼2(𝑣) 

 

eşitliği elde edilir. Buradan 𝛼1(𝑢) ve 𝛼2(𝑣) spacelike vektörleri paralel olduğu görülür. 

Buradan Eş. (4.7) den  Λ(𝑢, 𝑣) = 0 fonksiyonun çözüm kümesidir. Dolayısıyla Λ(𝑢, 𝑣) = 0 

‘ın çözüm kümesi 𝜂(𝑢, 𝑣) = 0 ‘ın çözüm kümesinde kapsanır. 𝑘𝐴(𝑢) ve 𝑘𝐵(𝑣) parametre 

eğrilerinin çakışması için gerekli ve yeterli şart birbirlerine paralel olmaları gerekir. Yani  

Λ(𝑢, 𝑣) = 0 olmalı ayrıca [𝐷𝐴(𝑢) − 𝐷𝐵(𝑣)] vektörünün sırasıyla 𝛼1(𝑢) ve 𝛼2(𝑣) spacelike 

vektörlerine paralel olması gerekir. 𝛼1(𝑢) spacelike vektörünün  [𝐷𝐴(𝑢) − 𝐷𝐵(𝑣)] 

vektörüne paralel olması durumu 

 

𝜆1(𝑢, 𝑣) = ‖𝛼1(𝑢) ×𝐿 [𝐷𝐴(𝑢) − 𝐷𝐵(𝑣)]‖𝐿
2 = 0, 

 

𝛼2(𝑣) spacelike vektörünün  [𝐷𝐴(𝑢) − 𝐷𝐵(𝑣)] vektörüne paralel olması durumu 

 

𝜆2(𝑢, 𝑣) = ‖𝛼2(𝑣) ×𝐿 [𝐷𝐴(𝑢) − 𝐷𝐵(𝑣)]‖𝐿
2 = 0 

 

eşitliği yazılır. Böylece 𝑘𝐴(𝑢) ve 𝑘𝐵(𝑣) parametre eğrileri çakışır. 
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Örnek 

 

𝛼1(𝑢) = (√2sin 𝑢 , √2cos 𝑢 , 1), 𝛼1
∗(𝑢) = (√2cos 𝑢 , −√2sin 𝑢 , 0) ℝ1

3 de spacelike 

vektörler olsun. 〈𝛼1(𝑢), 𝛼1(𝑢)〉𝐿=1 ve 〈𝛼1(𝑢), 𝛼1
∗(𝑢)〉𝐿 = 0 olduğundan 𝛼̅1(𝑢) = 𝛼1(𝑢) +

𝜀𝛼1
∗(𝑢) dual eğrisi 𝕊1

2 dual Lorentz birim küresi üzerindedir. 

 

 𝛼̅1(𝑢) dual eğrisine karşılık gelen timelike regle yüzey 

 

𝜓𝐴(𝑢, 𝑠) = 𝛼1(𝑢) ×𝐿 𝛼1
∗(𝑢) + 𝑠𝛼1(𝑢) 

                = (√2sin 𝑢 , −√2 cos 𝑢 , 2) + 𝑠(√2 sin 𝑢 , √2 cos 𝑢 , 1) 

 

dır. Bu timelike regle yüzeyin sırasıyla timelike dayanak eğrisi ve spacelike doğrultmanı  

 

𝐷𝐴(𝑢) = (√2sin 𝑢 , −√2 cos 𝑢 , 2) ve 𝛼1(𝑢) = (√2 sin 𝑢 , √2 cos 𝑢 , 1) şeklindedir.  

 

𝛼2(𝑣) = (−√2cos 𝑣 , √2sin 𝑣 , 1) ve 𝛼2
∗(𝑣) = (√2sin 𝑣 , √2cos 𝑣 , 0) ℝ1

3 de spacelike 

vektörler olsun. 〈𝛼2(𝑣), 𝛼2(𝑣)〉𝐿 = 1 ve 〈𝛼2(𝑣), 𝛼2
∗(𝑣)〉𝐿 = 0 olduğundan 𝛼̅2(𝑣) =

𝛼2(𝑣) + 𝜀𝛼2
∗(𝑣) dual eğrisi 𝕊1

2 dual Lorentz birim küresi üzerindedir. 

 

 𝛼̅2(𝑣) dual eğrisine karşılık gelen timelike regle yüzey 

 

𝜓𝐵(𝑣, 𝑡) = 𝛼2(𝑣) ×𝐿 𝛼2
∗(𝑣) + 𝑡𝛼2(𝑣) 

                 = (−√2 cos 𝑣 , −√2 sin 𝑣 , 2) + 𝑠(−√2 cos 𝑣 , √2 sin 𝑣 , 1) 

 

dir. Bu timelike regle yüzeyin sırasıyla timelike dayanak eğrisi ve spacelike doğrultmanı 

 

𝐷𝐵(𝑣) = (−√2 cos 𝑣 , −√2 sin 𝑣 , 2) ve 𝛼2(𝑣) = (−√2 cos 𝑣 , √2 sin 𝑣 , 1)  dır. 

 

Şimdi 𝕊1
2 dual Lorentz birim küresi üzerinde aldığımız iki dual eğriye karşılık gelen iki 

timelike regle yüzeylerin arakesitini inceleyelim: 

 

𝜓𝐴 (u, s) = 𝜓𝐵(𝑣, 𝑡) olsun. 
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(√2 sin 𝑢 , −√2cos 𝑢 , 2) + 𝑠(√2sin 𝑢 , √2 cos 𝑢 , 1) = (−√2 cos 𝑣 , −√2 sin 𝑣 , 2) +

𝑡(−√2 cos 𝑣 , √2sin 𝑣 , 1)  

 

√2(sin 𝑢 + cos 𝑣 , sin 𝑣 −cos 𝑢 , 0) = −𝑠(√2 sin 𝑢 , √2cos 𝑢 , 1) + 𝑡(−√2cos 𝑣 , √2sin 𝑣 , 1) 

olarak yazılabilir. Burada 𝐷𝐴(𝑢) − 𝐷𝐵(𝑣) = √2(sinu 𝑢 + cos 𝑣 , sin 𝑣 −cos 𝑢 , 0) fark vektörü  

𝛼1(𝑢) = √2 sin 𝑢 , √2cos 𝑢 , 1) ve 𝛼2(𝑣) = (−√2cos 𝑣 , √2sin 𝑣 , 1) vektörlerinin lineer 

birleşimi olarak ifade edilmiş olur. Bu üç vektör lineer bağımlı olduğundan 𝜂(𝑢, 𝑣) = 0 dır. 

Dolayısıyla 𝜂(𝑢, 𝑣) = 0 olacağından 𝜂(𝑢, 𝑣) = 4 cos 𝑣 (sin 𝑣 − cos 𝑢) olduğundan 

 𝜂(𝑢, 𝑣) = 0 denklemini sağlayan (𝑢, 𝑣) ikilileri için 𝑘𝐴(𝑢) ve 𝑘𝐵(𝑣) parametre eğrileri 

kesişir. 

 

Şimdi Λ(𝑢, 𝑣), 𝜆1(𝑢, 𝑣), 𝜆2(𝑢, 𝑣) iki değişkenli fonksiyonlarını hesaplıyalım. Bu 

fonksiyonlar; 

 

Λ(𝑢, 𝑣) = 4 sin(𝑢 − 𝑣)[sin(u − v) + 1], 

𝜆1(𝑢, 𝑣) = −4{(cos(𝑢 + 𝑣) + sin 2𝑢)2 − (sin(𝑢 − 𝑣) + 1)}, 

𝜆2(𝑢, 𝑣) = −4{(cos(𝑢 + 𝑣) − sin 2𝑣)2 − (sin(𝑢 − 𝑣) + 1)} 

 

olur. 𝜂(𝑢, 𝑣) = 0 denkleminin (𝑢, 𝑣) = (
𝜋

2
,

𝜋

2
)   çözümü için  Λ(𝑢, 𝑣) = 𝜆1(𝑢, 𝑣) =

𝜆2(𝑢, 𝑣) = 0 olup 𝑘𝐴(𝑢) ve 𝑘𝐵(𝑣) parametre eğrileri kesişir. Dolayısıyla 𝜓𝐴 (u, s)  ve  

𝜓𝐵(v, t) timelike regle yüzeyleri kesişir. 
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Şekil 4.1. 𝕊1
2 de iki farklı eğriye karşılık gelen iki timelike regle yüzeyin arakesiti 

 

4.1.2. 𝕊1
2 Dual Lorentz birim küre üzerindeki iki farklı eğriye karşılık gelen iki 

spacelike regle yüzeylerin arakesiti 

 

𝕊1
2 dual Lorentz birim kürenin  üzerinde aldığımız iki ayrı dual eğri, sırasıyla,  𝛼̅1(𝑢) = 𝛼1 

+ ε𝛼1
∗ ve 𝛼̅2(𝑣) = 𝛼2 +ε𝛼2

∗ olmak üzere E. Study dönüşümü yardımıyla bu eğrilere ℝ1
3 de 

karşılık gelen iki spacelike regle yüzeyler, sırasıyla, 𝜓𝐴(𝑢, 𝑠) ve 𝜓𝐵(𝑣, 𝑡) olsun. Bu 

spacelike regle yüzeyler;   

 

𝜓𝐴(𝑢, 𝑠) = 𝛼1(𝑢) ×𝐿 𝛼1
∗(𝑢) + 𝑠𝛼1(𝑢),                                                                           (4.11) 

 

𝜓𝐵(𝑣, 𝑡) = 𝛼2(𝑣) ×𝐿 𝛼2
∗(𝑣) + 𝑡𝛼2(𝑣)                                                                           (4.12) 

 

eşitlikleri ile verilsin. Burada  

 

D𝐴(𝑢) = 𝛼1(𝑢) ×𝐿 𝛼1
∗(𝑢),                                                                                               (4.13) 

 

D𝐵(𝑣) = 𝛼2(𝑣) ×𝐿 𝛼2
∗(𝑣)                                                                                               (4.14) 

 

,sırasıyla, 𝜓𝐴 ve  𝜓𝐵 yüzeylerinin spacelike dayanak eğrileri, 𝛼1(𝑢) ≠ 0 ve 𝛼2(𝑣) ≠ 0 de 

yüzeylerin spacelike doğrultmanlarıdır. 
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𝜓𝐴 spacelike regle yüzeyinin sabit bir 𝑠0 parametresi için  𝑢-parametre eğrisini 

 

𝑘𝐴(𝑢) = 𝜓𝐴 (u, s0), 

 

𝜓𝐵 spacelike regle yüzeyinin sabit bir 𝑡0 parametresi için  𝑣-parametre eğrisini 

 

𝑘𝐵(𝑣) = 𝜓𝐵 (v, t0) 

 

ile ifade edelim. 

 

4.13. Teorem 

 

Dual Lorentz birim küre üzerindeki iki farklı eğriye ℝ1
3 de karşılık gelen iki farklı spacelike 

regle yüzey, sırasıyla, 𝜓𝐴(𝑢, 𝑠) ve 𝜓𝐵(𝑣, 𝑡) olsun. Bu durumda  

 

𝜂(𝑢, 𝑣) = 𝑑𝑒𝑡{𝛼1(𝑢), 𝛼2(𝑣), (𝐷𝐴(𝑢) − 𝐷𝐵(𝑣))} = 0                                                     (4.15) 

 

ise  𝑘𝐴(𝑢) ve 𝑘𝐵(𝑣) parametre eğrileri kesişir. 

 

İspat 

 

Teoreminin ispatı benzer şekilde 4.10. Teoreminden yararlanılarak yapılabilir. 

 

4.14. Sonuç 

 

𝕊1
2 üzerindeki iki farklı eğriye karşılık gelen spacelike regle yüzeyin arakesiti için 𝜂(𝑢, 𝑣) =

0 koşuluyla 𝐷𝐴(𝑢) = 𝐷𝐵(𝑣) eşit olduğu zaman taban eğrileri çakışır. 

 

𝕊1
2 üzerinde aldığımız iki ayrı dual eğriye ℝ1

3 de karşılık gelen 𝜓𝐴(𝑢, 𝑠) ve 𝜓𝐵(𝑣, 𝑡) spacelike 

regle yüzeylerin kesişimi için kullanacağımız Λ(𝑢, 𝑣), 𝜆1(𝑢, 𝑣), 𝜆2(𝑢, 𝑣) iki değişkenli 

fonksiyonları 

 

Λ(𝑢, 𝑣) = ‖𝛼1(𝑢) ×𝐿 𝛼2(𝑣)‖𝐿
2,                                                                                        (4.16) 
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𝜆1(𝑢, 𝑣) = ‖𝛼1(𝑢) ×𝐿 [𝐷𝐴(𝑢) − 𝐷𝐵(𝑣)]‖𝐿
2,                                                                   (4.17) 

𝜆2(𝑢, 𝑣) = ‖𝛼2(𝑣) ×𝐿 [𝐷𝐴(𝑢) − 𝐷𝐵(𝑣)]‖𝐿
2                                                                    (4.18) 

 

şeklinde olsun. Buradan aşağıdaki teoremi verebiliriz. 

 

4.15. Teorem 

 

Dual Lorentz birim küre üzerindeki iki farklı eğriye ℝ1
3 de karşılık gelen 𝜓𝐴(𝑢, 𝑠) ve 

𝜓𝐵(𝑣, 𝑡) iki farklı spacelike regle yüzeylerinin, sırasıyla, parametre eğrileri 𝑘𝐴(𝑢) ve 𝑘𝐴(𝑣) 

olsun. Bu durumda 𝑘𝐴(𝑢) ve 𝑘𝐴(𝑣) parametre eğrilerinin kesişmesi için gerekli ve yeterli 

koşul 

 

Λ(𝑢, 𝑣) = 𝜆1(𝑢, 𝑣) = 𝜆2(𝑢, 𝑣) = 0 

 

olmasıdır. 

 

İspat 

 

Teoreminin ispatı benzer şekilde 4.12. Teoreminden yararlanılarak yapılabilir. 

 

Örnek 

 

𝛼1(𝑢) = (cosh 𝑢 , 0, sinh 𝑢) ve 𝛼1
∗(𝑢) = (sinh 𝑢 , 0, cosh 𝑢), sırasıyla, ℝ1

3 de spacelike ve 

timelike vektörler olsun. 〈𝛼1(𝑢), 𝛼1(𝑢)〉𝐿=1 ve 〈𝛼1(𝑢), 𝛼1
∗(𝑢)〉𝐿=0 olduğundan 𝛼̅1(𝑢) =

𝛼1(𝑢) + 𝜀𝛼1
∗(𝑢) dual eğrisi 𝕊1

2 dual Lorentz birim küresi üzerindedir. 

 

 𝛼̅1(𝑢) dual eğrisine karşılık gelen spacelike regle yüzey  

 

𝜓𝐴(𝑢, 𝑠) = 𝛼1(𝑢) ×𝐿 𝛼1
∗(𝑢) + 𝑠𝛼1(𝑢) 

              = (0,1,0) + 𝑠(cosh 𝑢 , 0, sinh 𝑢) 

 

dır. Bu spacelike regle yüzeyin sırasıyla spacelike dayanak eğrisi ve spacelike doğrultmanı 

 

𝐷𝐴(𝑢) = (0,1,0) ve  𝛼1(𝑢) = (cosh 𝑢 , 0, sinh 𝑢)  şelinde hesaplanır. 
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𝛼2(𝑣) = (0, cosh 𝑣 , sinh 𝑣) ve 𝛼2
∗(𝑣) = (0, sinh 𝑣 , cosh 𝑣), sırasıyla, ℝ1

3 de spacelike ve 

timelike vektörler olsun. 〈𝛼2(𝑣), 𝛼2(𝑣)〉𝐿= 1 ve 〈𝛼2(𝑣), 𝛼2
∗(𝑣)〉𝐿= 0 olduğundan 𝛼̅2(𝑣) =

𝛼2(𝑣) + 𝜀𝛼2
∗(𝑣) dual eğrisi 𝕊1

2 dual Lorentz birim küresi üzerindedir. 

 

 𝛼̅2(𝑣) dual eğrisine karşılık gelen spacelike regle yüzey  

 

𝜓𝐵(𝑣, 𝑡) = 𝛼2(𝑣) ×𝐿 𝛼2
∗(𝑣) + 𝑡𝛼2(𝑣) 

                 = (1,0,0) + 𝑡(0, cosh 𝑣 , sinh 𝑣) 

 

dır. Bu spacelike regle yüzeyin, sırasıyla, spacelike dayanak eğrisi ve spacelike doğrultmanı  

𝐷𝐵(𝑣) = (1,0,0) ve 𝛼2(𝑣) = (0, cosh 𝑣 , sinh 𝑣) dir. 

Şimdi 𝕊1
2 dual Lorentz birim küresi üzerinde aldığımız iki dual eğriye karşılık gelen iki 

spacelike regle yüzeylerin arakesitini inceleyelim: 

 

𝜓𝐴 (u, s) = 𝜓𝐵(v, t) olsun. 

 
(0,1,0) + 𝑠(cosh 𝑢 , 0, sinh 𝑢) =  (1,0,0) + 𝑡(0, cosh 𝑣 , sinh 𝑣) 

 
(−1,1,0) = −𝑠(cosh 𝑢 , 0, sinh 𝑢) + 𝑡(0, cosh 𝑣 , sinh 𝑣) 

 

yazılabilir. Burada  𝐷𝐴(𝑢) − 𝐷𝐵(𝑣) = (−1,1,0)  vektörü 𝛼1(𝑢) = (cosh 𝑢 , 0, sinh 𝑢) ve 

𝛼2(𝑣) = (0, cosh 𝑣 , sinh 𝑣) vektörlerinin lineer birleşimi olarak ifade edilmiş olur. Bu üç 

vektör lineer bağımlı olduğundan 𝜂(𝑢, 𝑣) = 0 olur. Dolayısıyla 𝜂(𝑢, 𝑣) = 0 olacağından 

 𝜂(𝑢, 𝑣) = − sinh(𝑢 + 𝑣) olduğundan  𝜂(𝑢, 𝑣) = 0 denklemini sağlayan (𝑢, 𝑣) ikilileri için 

𝑘𝐴(𝑢) ve 𝑘𝐵(𝑣) parametre eğrileri kesişir. 

 

Şimdi Λ(𝑢, 𝑣), 𝜆1(𝑢, 𝑣), 𝜆2(𝑢, 𝑣) iki değişkenli fonksiyonlarını hesaplıyalım. Bu 

fonksiyonlar; 

 

Λ(𝑢, 𝑣) = (sinh 𝑢 sinh 𝑣)2 − 1, 

𝜆1(𝑢, 𝑣) = (sinh 𝑢)2 − 1, 

𝜆2(𝑢, 𝑣) = (sinh 𝑣)2 − 1 
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şeklindedir. Burada sinh 𝑢 = −1, cosh 𝑢 = √2, sinh 𝑣 = 1, cosh 𝑣 = √2   alınırsa 

öncelikle 𝜂(𝑢, 𝑣) = 0 şartı sağlanır. Daha sonra Λ(𝑢, 𝑣) = 𝜆1(𝑢, 𝑣) = 𝜆2(𝑢, 𝑣) = 0 şartı 

sağlanır. Buradan gerekli işlemler yapılınca (𝑢, 𝑣) =  (ln|√2 − 1| , ln|√2 + 1|) elde edilir. 

Böylece  𝜂(𝑢, 𝑣) = 0  denkleminin  (𝑢, 𝑣) =  (ln|√2 − 1| , ln|√2 + 1|) çözümü için  

Λ(𝑢, 𝑣) = 𝜆1(𝑢, 𝑣) = 𝜆2(𝑢, 𝑣) = 0 olacağından 𝑘𝐴(𝑢) ve 𝑘𝐵(𝑣) parametre eğrileri kesişir. 

Dolayısıyla 𝜓𝐴 (u, s)  ve  𝜓𝐵(v, t) spacelike regle yüzeyleri kesişir. 

 

 
 

Şekil 4.2. 𝕊1
2 de iki farklı eğriye karşılık gelen iki spacelike regle yüzeyin arakesiti 

 

4.1.3. 𝕊1
2 Dual Lorentz birim küre üzerindeki iki farklı eğriye karşılık gelen bir timelike 

ve bir spacelike regle yüzeylerin arakesiti 
 

𝕊1
2 dual Lorentz birim kürenin  üzerinde aldığımız iki ayrı dual eğri, sırasıyla, 𝛼̅1 = 𝛼1 + ε𝛼1

∗  

ve 𝛼̅2 = 𝛼2 +ε𝛼2
∗ olmak üzere E. Study dönüşümü yardımıyla bu eğrilere ℝ1

3 de karşılık 

gelen bir timelike ve bir spacelike regle yüzeyler, sırasıyla, 𝜓𝐴(𝑢, 𝑠) ve 𝜓𝐵(𝑣, 𝑡) olsun. Bu 

timelike ve spacelike regle yüzeyler;  

 

𝜓𝐴(𝑢, 𝑠) = 𝛼1(𝑢) ×𝐿 𝛼1
∗(𝑢) + 𝑠𝛼1(𝑢),                                                                            (4.19) 

 

𝜓𝐵(𝑣, 𝑡) = 𝛼2(𝑣) ×𝐿 𝛼2
∗(𝑣) + 𝑡𝛼2(𝑣)                                                                            (4.20) 
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eşitlikleri ile ifade edilsin. Burada 

 

D𝐴(𝑢) = 𝛼1(𝑢) ×𝐿 𝛼1
∗(𝑢),                                                                                                 (4.21) 

 

D𝐵(𝑣) = 𝛼2(𝑣) ×𝐿 𝛼2
∗(𝑣)                                                                                                 (4.22) 

 

,sırasıyla, 𝜓𝐴 timelike ve 𝜓𝐵 spacelike regle yüzeylerinin timelike ve spacelike dayanak 

eğrileri, 𝛼1(𝑢) ≠ 0 ve 𝛼2(𝑣) ≠ 0 de yüzeylerin spacelike doğrultmanlarıdır. 

 

𝜓𝐴 timelike regle yüzeyinin sabit bir 𝑠0 parametresi için  𝑢-parametre eğrisini 

 

𝑘𝐴(𝑢) = 𝜓𝐴 (u, s0), 

 

𝜓𝐵 spacelike regle yüzeyinin sabit bir 𝑡0 parametresi için  𝑣-parametre eğrisini 

 

𝑘𝐵(𝑣) = 𝜓𝐵 (v, t0) 

 

ile alalım. 

 

4.16. Teorem 

 

Dual Lorentz birim küre üzerindeki iki farklı eğriye ℝ1
3 de karşılık gelen bir timelike ve bir  

spacelike regle yüzey, sırasıyla, 𝜓𝐴(𝑢, 𝑠) ve 𝜓𝐵(𝑣, 𝑡) olsun. Bu durumda  

 

𝜂(𝑢, 𝑣) = 𝑑𝑒𝑡{𝛼1(𝑢), 𝛽1(𝑣), [𝐷𝐴(𝑢) − 𝐷𝐵(𝑣)]} = 0                                                    (4.23) 

 

ise 𝑘𝐴(𝑢) ve 𝑘𝐵(𝑣) parametre eğrileri kesişir. 

 

İspat 

 

Teoreminin ispatı benzer şekilde 4.10. Teoreminden yararlanılarak yapılabilir 
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4.17. Sonuç 

𝕊1
2  üzerinde iki farklı eğriye karşılık gelen timelike ve spacelike regle yüzeylerin arakesiti

için 𝜂(𝑢, 𝑣) = 0 koşuluyla 𝐷𝐴(𝑢) = 𝐷𝐵(𝑣) eşit olduğu zaman taban eğrileri çakışır.

𝕊1
2 üzerinde aldığımız iki ayrı eğriye ℝ1

3 de karşılık gelen 𝜓𝐴(𝑢, 𝑠) ve 𝜓𝐵(𝑣, 𝑡) timelike ve

spacelike regle yüzeylerin kesişimi için kullanacağımız Λ(𝑢, 𝑣), 𝜆1(𝑢, 𝑣), 𝜆2(𝑢, 𝑣) iki

değişkenli fonksiyonları  

Λ(𝑢, 𝑣) = ‖𝛼1(𝑢) ×𝐿 𝛼2(𝑣)‖𝐿
2,  (4.24) 

𝜆1(𝑢, 𝑣) = ‖𝛼1(𝑢) ×𝐿 [𝐷𝐴(𝑢) − 𝐷𝐵(𝑣)]‖𝐿,
2  (4.25) 

𝜆2(𝑢, 𝑣) = ‖𝛼2(𝑣) ×𝐿 [𝐷𝐴(𝑢) − 𝐷𝐵(𝑣)]‖𝐿
2  (4.26) 

şeklinde olsun. Buradan aşağıdaki teoremi verebiliriz. 

4.18. Teorem 

Dual Lorentz birim küre üzerindeki iki farklı eğriye ℝ1
3 de karşılık gelen 𝜓𝐴(𝑢, 𝑠) ve

𝜓𝐵(𝑣, 𝑡) bir timelike ve bir spacelike regle yüzeylerinin, sırasıyla, parametre eğrileri 𝑘𝐴(𝑢)

ve 𝑘𝐵(𝑣) olsun. Bu durumda 𝑘𝐴(𝑢) ve 𝑘𝐵(𝑣) parametre eğrilerinin kesişmesi için gerekli ve

yeterli koşul 

Λ(𝑢, 𝑣) = 𝜆1(𝑢, 𝑣) = 𝜆2(𝑢, 𝑣) = 0

olmasıdır. 

İspat 

Teoreminin ispatı benzer şekilde 4.12. Teoreminden yararlanılarak yapılabilir. 
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Örnek 

 

𝛼1(𝑢) = (sin 𝑢 , cos 𝑢 , 0),  𝛼1
∗(𝑢) = (cos 𝑢 , −sin 𝑢 , √2), ℝ1

3 de spacelike ve timelike 

vektörler olsun. 〈𝛼1(𝑢), 𝛼1(𝑢)〉𝐿 = 1 ve 〈𝛼1(𝑢), 𝛼1
∗(𝑢)〉𝐿 = 0 olduğundan  𝛼̅1(𝑢) =

𝛼1(𝑢) + 𝜀𝛼1
∗(𝑢)  dual eğrisi 𝕊1

2 dual Lorentz birim küresi üzerindedir. 

 

 𝛼̅1(𝑢) dual eğrisine karşılık gelen spacelike regle yüzey  

 

𝜓𝐴(𝑢, 𝑠) = 𝛼1(𝑢) ×𝐿 𝛼1
∗(𝑢) + 𝑠𝛼1(𝑢) 

               = (√2 cos 𝑢 , √2 sin 𝑢 , 1) + 𝑠(sin 𝑢 , cos 𝑢 , 0) 

 

dir. Bu spacelike regle yüzeyin sırasıyla spacelike dayanak eğrisi ve spacelike doğrultmanı  

 

𝐷𝐴(𝑢) = (√2 cos 𝑢 , √2 sin 𝑢 , 1) ve 𝛼1(𝑢) = (sin 𝑢 , cos 𝑢 , 0) olur.  

 

𝛼2(𝑣) = (−cos 𝑣 , sin 𝑣 , 0),  𝛼2
∗(𝑣) = (sin 𝑣 , cos 𝑣 , 0) ℝ1

3 de spacelike vektörler olsun. 

〈𝛼2(𝑣), 𝛼2(𝑣)〉𝐿 = 1 ve 〈𝛼2(𝑣), 𝛼2
∗(𝑣)〉𝐿 = 0 olduğundan  𝛼̅2(𝑣) = 𝛼2(𝑣) + 𝜀𝛼2

∗(𝑣) dual 

eğrisi 𝕊1
2 dual Lorentz birim küresi üzerindedir. 

 

 𝛼̅2(𝑣) dual eğrisine karşılık gelen timelike regle yüzey  

 

𝜓𝐵(𝑣, 𝑡) = 𝛼2(𝑣) ×𝐿 𝛼2
∗(𝑣) + 𝑡𝛼2(𝑣) 

 

                = (0,0,1) + 𝑠(−√2 cos 𝑣 , √2 sin 𝑣 , 1) 

 

dır. Bu timelike regle yüzeyin, sırasıyla, timelike dayanak eğrisi ve spacelike doğrultmanı  

 

𝐷𝐵(𝑣) = (0,0,1) ve  𝛼2(𝑣) = (− cos 𝑣 , sin 𝑣 , 0) olarak hesaplanır. 

 

Şimdi 𝕊1
2 dual Lorentz birim küresi üzerinde aldığımız iki dual eğriye karşılık gelen bir 

spacelike ve bir timelike regle yüzeylerin arakesitini inceleyelim: 

 

𝜓𝐴 (u, s) = 𝜓𝐵 (v, t) olsun. Bu durumda  
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(√2cos 𝑢 , √2 sin 𝑢 , 1) + 𝑠(sin 𝑢 , cos 𝑢 , 0) =  (0,0,1) + 𝑡(− cos 𝑣 , sin 𝑣 , 0) 

 

(√2cos 𝑢 , √2 sin 𝑢 , 0) = −𝑠(sin 𝑢 , cos 𝑢 , 0) + 𝑡(−cos 𝑣 , sin 𝑣 , 0) 

 

olarak düzenlenir. Burada  𝐷𝐴(𝑢) − 𝐷𝐵(𝑣) vektörü 𝛼1(𝑢) ve  𝛼2(𝑣) vektörlerinin lineer 

birleşimi olarak ifade edilmiş olur. Bu üç vektör lineer bağımlı olduğundan 𝜂(𝑢, 𝑣) = 0 olur. 

Dolayısıyla 𝜂(𝑢, 𝑣) = 0 olacağından 𝜂(𝑢, 𝑣) = 0 denklemini sağlayan (𝑢, 𝑣) ikilileri için 

𝑘𝐴(𝑢) ve 𝑘𝐵(𝑣) parametre eğrileri kesişir. 

 

Şimdi Λ(𝑢, 𝑣), 𝜆1(𝑢, 𝑣), 𝜆2(𝑢, 𝑣)  iki değişkenli fonksiyonlarını hesaplıyalım. Bu 

fonksiyonlar; 

 

Λ(𝑢, 𝑣) = −cos(𝑢 − 𝑣)2, 

 

𝜆1(𝑢, 𝑣) = −2(cos 2𝑢)2, 

 

𝜆2(𝑢, 𝑣) = −2(sin(𝑢 + 𝑣))2 

 

şeklindedir. 𝜂(𝑢, 𝑣) = 0 denkleminin (𝑢, 𝑣) = (
𝜋

4
, −

𝜋

4
)  çözümü için Λ(𝑢, 𝑣) = 𝜆1(𝑢, 𝑣) =

𝜆2(𝑢, 𝑣) = 0 olacağından 𝑘𝐴(𝑢) ve 𝑘𝐵(𝑣) parametre eğrileri kesişir. Dolayısıyla 𝜓𝐴 (u, s) 

spacelike ve  𝜓𝐵(v, t) timelike regle yüzeyleri kesişir. 
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Şekil 4.3. 𝕊1
2 de iki farklı eğriye karşılık gelen bir timelike bir spacelike regle yüzeyin 

arakesiti 
 

4.2. ℍ2 Hiperbolik Birim Kürenin Üzerindeki İki Farklı Eğriye Karşılık Gelen Regle 

Yüzeylerin Arakesitleri 

 

Bu bölümde; Hiperbolik birim küre ℍ2 üzerinde aldığımız iki ayrı dual eğriye E. Study 

dönüşümü yardımıyla ℝ1
3 de karşılık gelen iki ayrı regle yüzeyin arakesit problemleri 

incelenmiştir. 

E. Study dönüşümüne göre; ℍ2 Hiperbolik birim kürenin noktalarına ℝ1
3 de yönlü spacelike 

veya timelike doğrular karşılık gelir. Bu dönüşümden yararlanarak ℍ2 Hiperbolik birim küre 

üzerinde aldığımız dual eğriye ℝ1
3 de yönlü spacelike veya timelike regle yüzeyler karşılık 

gelir. Elde edilen regle yüzeylerin arakesit problemleri ℝ3 de regle yüzeylerin arakesiti için 

kullanılan teoremler vasıtasıyla incelenmişitir. 

 

4.2.1. ℍ2 Hiperbolik birim küre üzerindeki iki farklı eğriye karşılık gelen iki timelike 

regle yüzeyin arakesiti  

 

ℍ2 Hiperbolik birim kürenin üzerinde aldığımız iki ayrı dual eğri, sırasıyla, 𝛼̅1 = 𝛼1 + ε𝛼1
∗  

ve  𝛼̅2= 𝛼2 +ε𝛼2
∗ olmak üzere E. Study dönüşümü yardımıyla bu eğrilere ℝ1

3 de karşılık gelen 

iki timelike regle yüzeyler, sırasıyla, 𝜓𝐴(𝑢, 𝑠) ve 𝜓𝐵(𝑣, 𝑡) olsun. Bu yüzeyler 
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𝜓𝐴(𝑢, 𝑠) = 𝛼1(𝑢) ×𝐿 𝛼1
∗(𝑢) + 𝑠𝛼1(𝑢),                                                                           (4.27) 

 

 𝜓𝐵(𝑣, 𝑡) = 𝛼2(𝑣) ×𝐿 𝛼2
∗(𝑣) + 𝑡𝛼2(𝑣)                                                                          (4.28) 

 

eşitlikleriyle tanımlı olsunlar. Burada 

 

𝐷𝐴(𝑢) = 𝛼1(𝑢) ×𝐿 𝛼1
∗(𝑢),                                                                                                (4.29) 

 

𝐷𝐵(𝑣) = 𝛼2(𝑣) ×𝐿 𝛼2
∗(𝑣)                                                                                                           ( 4.30) 

 

,sırasıyla, 𝜓𝐴 ve  𝜓𝐵 yüzeylerinin spacelike dayanak eğrileri, 𝛼1(𝑢) ≠ 0  ve  𝛼2(𝑣) ≠ 0  de 

yüzeylerin timelike doğrultmanlarıdır. 

 

𝜓𝐴 timelike regle yüzeyinin sabit bir 𝑠0 parametresi için 𝑢-parametre eğrisini 

 

𝑘𝐴(𝑢) = 𝜓𝐴 (u, s0), 

 

𝜓𝐵 timelike regle yüzeyinin sabit bir 𝑡0 parametresi için  𝑣-parametre eğrisini 

 

𝑘𝐵(𝑣) = 𝜓𝐵 (v, t0) 

 

ile gösterelim. 

 

4.19. Teorem 

 

Hiperbolik birim küre üzerindeki iki farklı eğriye ℝ1
3 de karşılık gelen iki farklı timelike 

regle yüzey, sırasıyla, 𝜓𝐴(𝑢, 𝑠) ve 𝜓𝐵(𝑣, 𝑡) olsun. Bu durumda  

 

𝜂(𝑢, 𝑣) = 𝑑𝑒𝑡{𝛼1(𝑢), 𝛼2(𝑣), (𝐷𝐴(𝑢) − 𝐷𝐵(𝑣))} = 0                                                    (4.31) 

 

ise  𝑘𝐴(𝑢) ve 𝑘𝐵(𝑣) parametre eğrileri kesişir. 
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İspat 

 

Dual hiperbolik birim küre üzerindeki 𝛼̅1(𝑢) ve 𝛼̅2(𝑣) dual eğrilerine ℝ1
3 de karşılık gelen 

timelike regle yüzeyler, sırasıyla, 𝜓𝐴(𝑢, 𝑠) ve 𝜓𝐵(𝑣, 𝑡) olsun. Bu timelike regle yüzeylerin 

kesiştiğini kabul edelim. O halde bu iki timelike regle yüzey aşağıdaki gibi yazılabilir: 

 

𝜓𝐴 (u, s) = 𝜓𝐵(v, t).                                                                                                                  (4.32) 

 

Burada Eş. (4.27) ve Eş. (4.28) yerlerine yazılırsa  

 

𝐷𝐴(𝑢) − 𝐷𝐵(𝑣) = −𝑠𝛼1(𝑢) + 𝑡𝛼2(𝑣) 

 

eşitliği elde edilir. Buradan 𝐷𝐴(𝑢) − 𝐷𝐵(𝑣) vektörü 𝛼1(𝑢) ve 𝛼2(𝑣) timelike doğrultman 

vektörlerinin lineer birleşimi olur. Böylece 𝐷𝐴(𝑢) − 𝐷𝐵(𝑣), 𝛼1(𝑢) ve 𝛼2(𝑣) timelike 

vektörleri lineer bağımlıdır. Sonuç olarak,  

 

𝑑𝑒𝑡{[𝐷𝐴(𝑢) − 𝐷𝐵(𝑣)], 𝛼1(𝑢), 𝛼2(𝑣)} = 0 

 

olur. Dolayısıyla Eş. (4.31) den 𝜂(𝑢, 𝑣) = 0 dır. Sonuç olarak, 𝜂(𝑢, 𝑣) = 0 olduğundan 

𝑘𝐴(𝑢) ve 𝑘𝐵(𝑣) parametre eğrileri kesişir. 

 

4.20. Sonuç 

 

ℍ2 üzerinde iki farklı eğriye karşılık gelen iki timelike regle yüzeyin arakesiti için 𝜂(𝑢, 𝑣) =

0 koşuluyla 𝐷𝐴(𝑢) = 𝐷𝐵(𝑣) eşit olduğu zaman taban eğrileri çakışır. 

 

ℍ2 üzerinde aldığımız iki ayrı dual eğriye ℝ1
3 de karşılık gelen 𝜓𝐴(𝑢, 𝑠) ve 𝜓𝐵(𝑣, 𝑡) iki 

timelike  regle yüzeylerin kesişimi için kullanacağımız Λ(𝑢, 𝑣), 𝜆1(𝑢, 𝑣), 𝜆2(𝑢, 𝑣) iki 

değişkenli fonksiyonları 

 

Λ(𝑢, 𝑣) = ‖𝛼1(𝑢) ×𝐿 𝛼2(𝑣)‖𝐿
2,                                                                                      (4.33) 

 

𝜆1(𝑢, 𝑣) = ‖𝛼1(𝑢) ×𝐿 [𝐷𝐴(𝑢) − 𝐷𝐵(𝑣)]‖𝐿
2,                                                                     (4.34) 

 

𝜆2(𝑢, 𝑣) = ‖𝛼2(𝑣) ×𝐿 [𝐷𝐴(𝑢) − 𝐷𝐵(𝑣)]‖𝐿
2                                                                     (4.35) 
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şeklinde olsun. Buradan aşağıdaki teoremi verebiliriz. 

 

4.21. Teorem 

 

Hiperbolik birim küre üzerindeki iki farklı eğriye ℝ1
3 de karşılık gelen 𝜓𝐴(𝑢, 𝑠) ve 𝜓𝐵(𝑣, 𝑡) 

iki farklı timelike regle yüzeylerinin, sırasıyla, parametre eğrileri 𝑘𝐴(𝑢) ve 𝑘𝐵(𝑣) olsun. Bu 

durumda 𝑘𝐴(𝑢) ve 𝑘𝐵(𝑣) parametre eğrilerinin kesişmesi için gerekli ve yeterli koşul 

 

Λ(𝑢, 𝑣) = 𝜆1(𝑢, 𝑣) = 𝜆2(𝑢, 𝑣) = 0 

 

olmasıdır. 

 

İspat 

 

𝜂(𝑢, 𝑣) = 0  ın her çözümü 𝐷𝐴(𝑢) − 𝐷𝐵(𝑣), 𝛼1(𝑢) ve 𝛼2(𝑣) vektörleri için lineer bağımlı 

olduğundan  

 

𝑚1𝛼1(𝑢) + 𝑚2𝛼2(𝑣) + 𝑚3[𝐷𝐴(𝑢) − 𝐷𝐵(𝑣)] = 0                                                          (4.36) 

 

eşitliği sıfırdan farklı her bir 𝑚1, 𝑚2, 𝑚3 skalerleri için sağlanır. 𝑚3 ≠ 0 olduğunda Eş. 

(4.32) sağlanır ve 𝑘𝐴(𝑢) ve 𝑘𝐵(𝑣) parametre eğrileri çakışır. 𝑚3 = 0 alınırsa 𝑚1 ≠ 0 ve  

𝑚2 ≠ 0 için Eş. (4.36) kullanılarak 

 

𝛼1(𝑢) = −
𝑚1

𝑚2
𝛼2(𝑣) 

 

eşitliği elde edilir. Buradan 𝛼1(𝑢) ve 𝛼2(𝑣) timelike vektörlerinin paralel olduğu görülür. 

Buradan Eş. (4.33) den Λ(𝑢, 𝑣) = 0 fonksiyonun çözüm kümesidir. Dolayısıyla Λ(𝑢, 𝑣) =

0 ‘ın çözüm kümesi 𝜂(𝑢, 𝑣) = 0 ‘ın çözüm kümesinde kapsanır. 𝑘𝐴(𝑢) ve 𝑘𝐵(𝑣) parametre 

eğrilerinin çakışması için gerekli ve yeterli şart birbirlerine paralel olmaları gerekir. Yani  

Λ(𝑢, 𝑣) = 0 olmalı ayrıca [𝐷𝐴(𝑢) − 𝐷𝐵(𝑣)] vektörünün sırasıyla 𝛼1(𝑢) ve 𝛼2(𝑣) timelike 

vektörlerine paralel olması gerekir. 𝛼1(𝑢) timelike vektörünün  [𝐷𝐴(𝑢) − 𝐷𝐵(𝑣)] vektörüne 

paralel olması durumu 
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𝜆1(𝑢, 𝑣) = ‖𝛼1(𝑢) ×𝐿 [𝐷𝐴(𝑢) − 𝐷𝐵(𝑣)]‖𝐿
2 = 0, 

 

𝛼2(𝑣) timelike vektörünün  [𝐷𝐴(𝑢) − 𝐷𝐵(𝑣)] vektörüne paralel olması durumu 

 

𝜆2(𝑢, 𝑣) = ‖𝛼2(𝑣) ×𝐿 [𝐷𝐴(𝑢) − 𝐷𝐵(𝑣)]‖𝐿
2 = 0 

 

eşitliği ile yazılır. Böylece 𝑘𝐴(𝑢) ve 𝑘𝐵(𝑣) parametre eğrileri çakışır. 

 

Örnek 

 

𝛼1(𝑢) = (sin 𝑢 , cos 𝑢 , √2) ve  𝛼1
∗(𝑢) = (cos 𝑢 , −sin 𝑢 , 0) sırasıyla ℝ1

3 de timelike ve 

spacelike vektörler olsun. 〈𝛼1(𝑢), 𝛼1(𝑢)〉𝐿 = −1  ve  〈𝛼1(𝑢), 𝛼1
∗(𝑢)〉𝐿 = 0 olduğundan 

𝛼̅1(𝑢) = 𝛼1(𝑢) + 𝜀𝛼1
∗(𝑢)  dual eğrisi ℍ2 dual Hiperbolik birim küresi üzerindedir. 

 

 𝛼̅1(𝑢) dual eğrisine karşılık gelen timelike regle yüzey  

 

𝜓𝐴(𝑢, 𝑠) = 𝛼1(𝑢) ×𝐿 𝛼1
∗(𝑢) + 𝑠𝛼1(𝑢) 

                 = (√2sin 𝑢 , −√2 cos 𝑢 , 1) + 𝑠(sin 𝑢 , cos 𝑢 , √2) 

 

dir. Bu timelike regle yüzeyin sırasıyla spacelike dayanak eğrisi ve timelike doğrultmanı  

 

𝐷𝐴(𝑢) = (√2sin 𝑢 , −√2 cos 𝑢 , 1) ve 𝛼1(𝑢) = (√2 sin 𝑢 , √2 cos 𝑢 , √2) dır. 

 

𝛼2(𝑣) = (−cos 𝑣 , sin 𝑣 , √2) ve  𝛼2
∗(𝑣) = (sin 𝑣 , cos 𝑣 , 0) sırasıyla ℝ1

3 de timelike ve 

spacelike vektörler olsun. 〈𝛼2(𝑣), 𝛼2(𝑣)〉𝐿 = −1 ve  〈𝛼2(𝑣), 𝛼2
∗(𝑣)〉𝐿 = 0 olduğundan 

𝛼̅2(𝑣) = 𝛼2(𝑣) + 𝜀𝛼2
∗(𝑣) dual eğrisi ℍ2 dual Hiperbolik birim küresi üzerindedir. 

 

𝛼̅2(𝑣) dual eğrisine karşılık gelen timelike regle yüzey  

 

𝜓𝐵(𝑣, 𝑡) = 𝛼2(𝑣) ×𝐿 𝛼2
∗(𝑣) + 𝑡𝛼2(𝑣) 

                = (−√2 cos 𝑣 , −√2 sin 𝑣 , √2) + 𝑠(− cos 𝑣 , sin 𝑣 , √2) 

 

dir. Bu timelike regle yüzeyin sırasıyla spacelike dayanak eğrisi ve timelike doğrultmanı  
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𝐷𝐵(𝑣) = (−√2 cos 𝑣 , −√2 sin 𝑣 , √2) ve 𝛼2(𝑣) = (− cos 𝑣 , sin 𝑣 , √2) olur. 

 

Şimdi ℍ2 dual Hiperbolik birim küresi üzerinde aldığımız iki dual eğriye karşılık gelen iki 

timelike regle yüzeylerin arakesitini inceleyelim: 

 

𝜓𝐴 (u, s) = 𝜓𝐵(v, t) olsun. Buradan  

 

(√2 sin 𝑢 , −√2cos 𝑢 , 1) + 𝑠(sin 𝑢 , cos 𝑢 , √2) = (−√2 cos 𝑣 , −√2 sin 𝑣 , 1) +

𝑡(− cos 𝑣 , sin 𝑣 , √2)  

 

√2(sinu 𝑢 + cos 𝑣 , sin 𝑣 −cos 𝑢 , 0) = −𝑠(sin 𝑢 , cos 𝑢 , √2) + 𝑡(−cos 𝑣 , sin 𝑣 , √2) 

 

yazılabilir. Burada 𝐷𝐴(𝑢) − 𝐷𝐵(𝑣) vektörü 𝛼1(𝑢) ve 𝛼2(𝑣) timelike vektörlerinin lineer 

birleşimi olarak ifade edilmiş olur. Bu üç vektör lineer bağımlı olduğundan 𝜂(𝑢, 𝑣) = 0 olur. 

𝜂(𝑢, 𝑣) = 4 cos 𝑣 (sin 𝑣 − cos 𝑢) olup 𝜂(𝑢, 𝑣) = 0 denklemini sağlayan (𝑢, 𝑣) ikilileri için 

𝑘𝐴(𝑢) ve 𝑘𝐵(𝑣) parametre eğrileri kesişir. 

 

Şimdi Λ(𝑢, 𝑣), 𝜆1(𝑢, 𝑣), 𝜆2(𝑢, 𝑣)  iki değişkenli fonksiyonlarını hesaplıyalım. Bu 

fonksiyonlar; 

 

Λ(𝑢, 𝑣) = [sin(u − v) + 1][ sin(u − v) + 3 ], 

 

𝜆1(𝑢, 𝑣) = −2{(cos(𝑢 + 𝑣) + sin 2𝑢)2 − 4(sin(𝑢 − 𝑣) + 1)}, 

 

𝜆2(𝑢, 𝑣) = −2{(cos(𝑢 + 𝑣) − sin 2𝑣)2 − 4(sin(𝑢 − 𝑣) + 1)} 

 

şeklindedir.  𝜂(𝑢, 𝑣) = 0 denkleminin (𝑢, 𝑣) = (0,
𝜋

2
) çözümü için Λ(𝑢, 𝑣) = 𝜆1(𝑢, 𝑣) =

𝜆2(𝑢, 𝑣) = 0 olacağından 𝑘𝐴(𝑢) ve 𝑘𝐵(𝑣) parametre eğrileri kesişir. Dolayısıyla 𝜓𝐴(u, s) 

ve 𝜓𝐵(v, t) timelike regle yüzeyleri kesişir. 
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Şekil 4.4. ℍ2 de iki farklı eğriye karşılık gelen iki timelike regle yüzeyin arakesiti  
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5. BİRİM DUAL KÜRE ÜZERİNDEKİ İKİ FARKLI EĞRİNİN 

KÜRESEL GÖSTERGE EĞRİLERİNE KARŞILIK GELEN REGLE 

YÜZEYLERİN ARAKESİTİ 

 

Bu bölümde; ilk olarak, birim dual küre üzerinde aldığımız iki ayrı dual eğrinin tanjant 

küresel gösterge eğrilerine E. Study dönüşümü yardımıyla karşılık gelen iki ayrı regle 

yüzeylerin arakesit problemleri incelenmiştir. İkinci olarak, birim dual küre üzerinde 

aldığımız iki ayrı dual eğrinin aslinormal küresel gösterge eğrilerine E. Study dönüşümü 

yardımıyla karşılık gelen iki ayrı regle yüzeylerin arakesit problemleri incelenmiştir. Üçüncü 

olarak, birim dual küre üzerinde aldığımız iki ayrı dual eğrinin binormal küresel gösterge 

eğrilerine E. Study dönüşümü yardımıyla karşılık gelen iki ayrı regle yüzeylerin arakesit 

problemleri incelenmiştir. Son olarak, birim dual küre üzerinde aldığımız iki ayrı eğrinin 

dual Pol küresel gösterge eğrilerine E. Study dönüşümü yardımıyla karşılık gelen iki ayrı 

regle yüzeylerin arakesit problemleri incelenmiştir. 

 

Burada elde edilen regle yüzeylerin arakesit problemleri ℝ3 de regle yüzeylerin arakesiti 

için kullanılan teoremler vasıtasıyla incelenmişitir. 

 

5.1. Birim Dual Küre Üzerindeki İki Farklı Eğrinin Tanjant Küresel Gösterge 

Eğrilerine Karşılık Gelen Regle Yüzeyin Arakesiti 

 

Birim dual küre 𝐷𝕊2 üzerinde aldığımız iki ayrı eğrinin tanjant küresel gösterge eğrileri, 

sırasıyla,  𝑇̅1 = 𝑇1 + 𝜀𝑇1
∗ ve 𝑇̅2 = 𝑇2 + 𝜀𝑇2

∗ olmak üzere E. Study dönüşümü yardımıyla bu 

eğrilere ℝ3 de karşılık gelen regle yüzeyler, sırasıyla, 𝜓𝑇̅1
(𝑢, 𝑠) ve 𝜓𝑇̅2

(𝑣, 𝑡) yüzeyleri 

olsunlar. Bu regle yüzeyler 

 

𝜓𝑇̅1
(𝑢, 𝑠) = 𝑇1(𝑢) × 𝑇1

∗(𝑢) + 𝑠𝑇1(𝑢),                                                                                (5.1) 

 

𝜓𝑇̅2
(𝑣, 𝑡) = 𝑇2(𝑣) × 𝑇2

∗(𝑣) + 𝑠𝑇2(𝑣)                                                                                (5.2) 

 

eşitlikleriyle tanımlı olsunlar. Burada  

 

𝐶𝑇̅1
(𝑢) = 𝑇1(𝑢) × 𝑇1

∗(𝑢),                                                                                                    (5.3) 

 

𝐶𝑇̅2
(𝑣) = 𝑇2(𝑣) × 𝑇2

∗(𝑣)                                                                                                    (5.4) 
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sırasıyla, 𝜓𝑇̅1
 ve 𝜓𝑇̅2

  regle yüzeylerinin dayanak eğrileridir. 

 

𝜓𝑇̅1
  yüzeyinin sabit bir 𝑠0 parametresi için  𝑢- parametre eğrisini 

 

𝑙𝑇̅1
(𝑢) = 𝜓𝑇̅1

 (u, s0), 

 

𝜓𝑇̅2
 yüzeyinin sabit bir 𝑡0 parametresi için  𝑣- parametre eğrisini 

 

𝑙𝑇̅2
(𝑣) = 𝜓𝑇̅2

 (v, t0) 

 

ile ifade edelim. 

 

5.1. Teorem 

 

Birim dual küre üzerindeki iki farklı eğrinin tanjant küresel gösterge eğrilerine ℝ3 de karşılık 

gelen iki farklı regle yüzey, sırasıyla, 𝜓𝑇̅1
(𝑢, 𝑠) ve 𝜓𝑇̅2

(𝑣, 𝑡) olsun. Bu durumda  

 

𝜇𝑇̅(𝑢, 𝑣) = 𝑑𝑒𝑡 {𝑇1(𝑢), 𝑇2(𝑣), (𝐶𝑇̅1
(𝑢) − 𝐶𝑇̅2

(𝑣)) } = 0                                                  (5.5) 

 

ise 𝑙𝑇̅1
(𝑢) ve 𝑙𝑇̅2

(𝑣) parametre eğrileri kesişir. 

 

İspat 

 

Dual birim küre üzerindeki iki farklı eğrinin tanjant küresel gösterge eğrileri 𝑇̅1 ve 𝑇̅2 ye 

karşılık gelen regle yüzeyler, sırasıyla, 𝜓𝑇̅1
(𝑢, 𝑠) ve 𝜓𝑇̅2

(𝑣, 𝑡) olsun. Bu regle yüzeylerin 

kesiştiğini kabul edelim. O halde iki regle yüzey aşağıdaki gibi alınabilir: 

 

𝜓𝑇̅1
(𝑢, 𝑠) = 𝜓𝑇̅2

(𝑣, 𝑡).                                                                                                        (5.6) 

 

Burada Eş. (5.1) ve Eş. (5.2) yerlerine yazılıp düzenlenirse  

 

𝐶𝑇̅1
(𝑢) − 𝐶𝑇̅2

(𝑣) = −𝑠𝑇1(𝑢) + 𝑡𝑇2(𝑣) 
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eşitliği elde edilir. Buradan 𝐶𝑇̅1
(𝑢) − 𝐶𝑇̅2

(𝑣) vektörü 𝑇1(𝑢) ve 𝑇2(𝑣) tanjant vektörlerinin 

lineer birleşimi olur. Böylece 𝐶𝑇̅1
(𝑢) − 𝐶𝑇̅2

(𝑣), 𝑇1(𝑢) ve 𝑇2(𝑣) vektörleri lineer bağımlıdır. 

Sonuç olarak,  

 

𝑑𝑒𝑡{[𝐶𝑇̅1
(𝑢) − 𝐶𝑇̅2

(𝑣)], 𝑇1(𝑢), 𝑇2(𝑣)} = 0 

 

olur. Dolayısıyla Eş. (5.5) den 𝜇𝑇̅(𝑢, 𝑣) = 0 dır. Sonuç olarak, 𝜇𝑇̅(𝑢, 𝑣) = 0 olduğundan 

𝑙𝑇̅1
(𝑢) ve 𝑙𝑇̅2

(𝑣) parametre eğrileri kesişir. 

 

5.2. Sonuç 

 

 𝜇𝑇̅(𝑢, 𝑣) = 0 koşuluyla 𝐶𝑇̅1
(𝑢) = 𝐶𝑇̅2

(𝑣) eşit olduğu zaman taban eğrileri çakışır. 

 

𝐷𝕊2 üzerinde aldığımız iki ayrı eğrinin tanjant küresel gösterge eğrisine ℝ3 de karşılık gelen 

𝜓𝑇̅1
(𝑢, 𝑠) ve 𝜓𝑇̅2

(𝑣, 𝑡) regle yüzeylerin kesişimi için kullanacağımız ∆𝑇̅(𝑢, 𝑣), 𝛿𝑇̅
1(𝑢, 𝑣), 

𝛿𝑇̅
2(𝑢, 𝑣) iki değişkenli fonksiyonları;  

 

∆𝑇̅(𝑢, 𝑣) = ‖𝑇1(𝑢) × 𝑇2(𝑣)‖2,                                                                                           (5.7) 

 

𝛿𝑇̅
1(𝑢, 𝑣) = ‖𝑇1(𝑢) × [𝐶𝑇̅1

(𝑢) − 𝐶𝑇̅2
(𝑣)]‖

2
,                                                                      (5.8) 

 

𝛿𝑇̅
2(𝑢, 𝑣) = ‖𝑇2(𝑣) × [𝐶𝑇̅1

(𝑢) − 𝐶𝑇̅2
(𝑣)]‖

2
.                                                                       (5.9) 

 

şeklinde olsun. Buradan aşağıdaki teoremi verebiliriz. 

 

5.3. Teorem 

 

Birim dual küre üzerindeki iki farklı eğrinin tanjant küresel gösterge eğrilerine ℝ3 de karşılık 

gelen   𝜓𝑇̅1
(𝑢, 𝑠) ve 𝜓𝑇̅2

(𝑣, 𝑡) regle yüzeylerin parametre eğrileri, sırasıyla, 𝑙𝑇̅1
(𝑢) ve 𝑙𝑇̅2

(𝑣) 

olsun. Bu durumda 𝑙𝑇̅1
(𝑢) ve 𝑙𝑇̅2

(𝑣) parametre eğrilerinin kesişmesi için gerekli ve yeterli 

koşul 

 

∆𝑇̅(𝑢, 𝑣) = 𝛿𝑇̅
1(𝑢, 𝑣) = 𝛿𝑇̅

2(𝑢, 𝑣) = 0 
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olmasıdır. 

 

İspat 

 

𝜇𝑇̅(𝑢, 𝑣) = 0 ‘ ın her çözümü 𝐶𝑇̅1
(𝑢) − 𝐶𝑇̅2

(𝑣), 𝑇1(𝑢) ve 𝑇2(𝑣) vektörleri için lineer bağımlı 

olduğundan  

 

𝑚1𝑇1(𝑢) + 𝑚2𝑇2(𝑣) + 𝑚3[𝐶𝑇̅1
(𝑢) − 𝐶𝑇̅2

(𝑣)] = 0                                                          (5.10) 

 

eşitliği sıfırdan farklı her bir 𝑚1, 𝑚2, 𝑚3 skalerleri için sağlanır. 𝑚3 ≠ 0 olduğunda Eş. 

(5.6) sağlanır ve 𝑙𝑇̅1
(𝑢) ve 𝑙𝑇̅2

(𝑣)  parametre eğrileri çakışır. 𝑚3 = 0 alınırsa 𝑚1 ≠ 0 ve 

𝑚2 ≠ 0 için Eş. (5.10) kullanılarak 

 

𝑇1(𝑢) = −
𝑚1

𝑚2
𝑇2(𝑣) 

 

eşitliği elde edilir. Buradan 𝑇1(𝑢) ve 𝑇2(𝑣) tanjant vektörlerinin paralel olduğu görülür. 

Buradan Eş. (5.7) den ∆𝑇̅(𝑢, 𝑣) fonksiyonun çözüm kümesidir. Dolayısıyla ∆𝑇̅(𝑢, 𝑣)‘ın 

çözüm kümesi 𝜇𝑇̅(𝑢, 𝑣) = 0 ‘ın çözüm kümesinde kapsanır.𝑙𝑇̅1
(𝑢) ve 𝑙𝑇̅2

(𝑣)  parametre 

eğrilerinin çakışması için gerekli ve yeterli şart birbirlerine paralel olmaları gerekir. Yani  

∆𝑇̅(𝑢, 𝑣) = 0 olmalı ayrıca ve [𝐶𝑇̅1
(𝑢) − 𝐶𝑇̅2

(𝑣)] vektörünün, sırasıyla, 𝑇1(𝑢) ve 𝑇2(𝑣) 

vektörlerine paralel olması gerekir. 𝑇1(𝑢) tanjant vektörünün [𝐶𝑇̅1
(𝑢) − 𝐶𝑇̅2

(𝑣)] vektörüne 

paralel olması durumu 

 

𝛿𝑇̅
1(𝑢, 𝑣) = ‖𝑇1(𝑢) × [𝐶𝑇̅1

(𝑢) − 𝐶𝑇̅2
(𝑣)]‖

2
= 0, 

 

𝑇2(𝑣) tanjant vektörünün  [𝐶𝑇̅1
(𝑢) − 𝐶𝑇̅2

(𝑣)] vektörüne paralel olması durumu 

 

𝛿𝑇̅
2(𝑢, 𝑣) = ‖𝑇2(𝑢) × [𝐶𝑇̅1

(𝑢) − 𝐶𝑇̅2
(𝑣)]‖

2
= 0 

 

eşitliği yazılır. Böylece 𝑙𝑇̅1
(𝑢) ve 𝑙𝑇̅2

(𝑣) parametre eğrileri çakışır. 
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5.2. Birim Dual Küre Üzerindeki İki Farklı Eğrinin Aslinormal Küresel Gösterge 

Eğrilerine Karşılık Gelen Regle Yüzeylerin Arakesiti 

 

Birim dual küre 𝐷𝕊2 üzerinde aldığımız iki ayrı eğrinin aslinormal küresel gösterge eğrileri, 

sırasıyla, 𝑁̅1 = 𝑁1 + 𝜀𝑁1
∗  ve 𝑁̅2 = 𝑁2 + 𝜀𝑁2

∗ olmak üzere E. Study dönüşümü yardımıyla 

bu eğrilere ℝ3 de karşılık gelen regle yüzeyler, sırasıyla, 𝜓𝑁̅1
(𝑢, 𝑠) ve 𝜓𝑁̅2

(𝑣, 𝑡) yüzeyleri 

olsunlar. Bu regle yüzeyler 

 

𝜓𝑁̅1
(𝑢, 𝑠) = 𝑁1(𝑢) × 𝑁1

∗(𝑢) + 𝑠𝑁1(𝑢),                                                                           (5.11) 

 

𝜓𝑁̅2
(𝑣, 𝑡) = 𝑁2(𝑣) × 𝑁2

∗(𝑣) + 𝑠𝑁2(𝑣)                                                                           (5.12) 

  

eşitlikleriyle tanımlı olsunlar. Burada 

 

𝐶𝑁̅1
(𝑢) = 𝑁1(𝑢) × 𝑁1

∗(𝑢),                                                                                             (5.13) 

 

𝐶𝑁̅2
(𝑣) = 𝑁2(𝑣) × 𝑁2

∗(𝑣)                                                                                                (5.14) 

 

,sırasıyla, 𝜓𝑁̅1
 ve 𝜓𝑁̅2

  regle yüzeylerinin dayanak eğrileridir. 

 

𝜓𝑁̅1
  yüzeyinin sabit bir 𝑠0 parametresi için  𝑢- parametre eğrisini 

 

𝑙𝑁̅1
(𝑢) = 𝜓𝑁̅1

 (u, s0), 

 

𝜓𝑁̅2
 yüzeyinin sabit bir 𝑡0 parametresi için  𝑣- parametre eğrisini 

 

𝑙𝑁̅2
(𝑣) = 𝜓𝑁̅2

 (v, t0) 

 

ile gösterelim. 

 

5.4. Teorem 

 

Birim dual küre üzerindeki iki farklı eğrinin aslinormal küresel gösterge eğrilerine ℝ3 de 

karşılık gelen iki farklı regle yüzeyler, sırasıyla, 𝜓𝑁̅1
(𝑢, 𝑠) ve 𝜓𝑁̅2

(𝑣, 𝑡) olsun. Bu durumda  
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𝜇𝑁̅(𝑢, 𝑣) = 𝑑𝑒𝑡 {𝑁1(𝑢), 𝑁2(𝑣), (𝐶𝑁̅1
(𝑢) − 𝐶𝑁̅2

(𝑣)) } = 0   (5.15) 

ise 𝑙𝑁̅1
(𝑢) ve 𝑙𝑁̅2

(𝑣) parametre eğrileri kesişir. 

İspat 

Teoreminin ispatı benzer şekilde 5.1. Teoreminden yararlanılarak yapılabilir. 

5.5. Sonuç 

𝜇𝑁̅(𝑢, 𝑣) = 0 koşuluyla 𝐶𝑁̅1
(𝑢) = 𝐶𝑁̅2

(𝑣) eşit olduğu zaman taban eğrileri çakışır. 

𝐷𝕊2 üzerinde aldığımız iki ayrı eğrinin aslinormal küresel gösterge eğrisine ℝ3 de karşılık

gelen 𝜓𝑁̅1
(𝑢, 𝑠) ve 𝜓𝑁̅2

(𝑣, 𝑡) regle yüzeylerinin kesişimi için kullanacağımız ∆𝑁̅(𝑢, 𝑣),

𝛿𝑁̅
1 (𝑢, 𝑣), 𝛿𝑁̅

2 (𝑢, 𝑣) iki değişkenli fonksiyonları;

∆𝑁̅(𝑢, 𝑣) = ‖𝑁1(𝑢) × 𝑁2(𝑣)‖2,  (5.16) 

𝛿𝑁̅
1 (𝑢, 𝑣) = ‖𝑁1(𝑢) × [𝐶𝑁̅1

(𝑢) − 𝐶𝑁̅2
(𝑣)]‖

2
,   (5.17) 

𝛿𝑁̅
2 (𝑢, 𝑣) = ‖𝑁2(𝑣) × [𝐶𝑁̅1

(𝑢) − 𝐶𝑁̅2
(𝑣)]‖

2
  (5.18) 

şeklinde olsun. Buradan aşağıdaki teoremi verebiliriz. 

5.6. Teorem 

Birim dual küre üzerindeki iki farklı eğrinin aslinormal küresel gösterge eğrilerine ℝ3 de

karşılık gelen  𝜓𝑁̅1
(𝑢, 𝑠) ve 𝜓𝑁̅2

(𝑣, 𝑡) regle yüzeylerin parametre eğrileri, sırasıyla, 𝑙𝑁̅1
(𝑢)

ve 𝑙𝑁̅2
(𝑣) olsun. Bu durumda 𝑙𝑁̅1

(𝑢) ve 𝑙𝑁̅2
(𝑣) parametre eğrilerinin kesişmesi için gerekli 

ve yeterli koşul 

∆𝑁̅(𝑢, 𝑣) = 𝛿𝑁̅
1 (𝑢, 𝑣) = 𝛿𝑁̅

2 (𝑢, 𝑣) = 0
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olmasıdır. 

 

İspat 

 

Teoreminin ispatı benzer şekilde 5.3. Teoreminden yararlanılarak yapılabilir. 

 

5.3. Birim Dual Küre Üzerindeki İki Farklı Eğrinin Binormal Küresel Gösterge 

Eğrilere Karşılık Gelen Regle Yüzeyin Arakesiti 

 

Birim dual küre 𝐷𝕊2 üzerinde aldığımız iki ayrı eğrinin binormal küresel gösterge eğrileri, 

sırasıyla, 𝐵̅1 = 𝐵1 + 𝜀𝐵1
∗  ve 𝐵̅2 = 𝐵2 + 𝜀𝐵2

∗ olmak üzere E. Study dönüşümü yardımıyla bu 

eğrilere ℝ3 de karşılık gelen regle yüzeyler, sırasıyla, 𝜓𝐵̅1
(𝑢, 𝑠) ve 𝜓𝐵̅2

(𝑣, 𝑡) yüzeyleri 

olsunlar. Bu regle yüzeyler 

 

𝜓𝐵̅1
(𝑢, 𝑠) = 𝐵1(𝑢) × 𝐵1

∗(𝑢) + 𝑠𝐵1(𝑢),                                                                            (5.19) 

 

𝜓𝐵̅2
(𝑣, 𝑡) = 𝐵2(𝑣) × 𝐵2

∗(𝑣) + 𝑠𝐵2(𝑣)                                                                             (5.20) 

 

olsun. Burada 

 

𝐶𝐵̅1
(𝑢) = 𝐵1(𝑢) × 𝐵1

∗(𝑢),                                                                                                 (5.21) 

 

𝐶𝐵̅2
(𝑣) = 𝐵2(𝑣) × 𝐵2

∗(𝑣)                                                                                                  (5.22) 

 

,sırasıyla, 𝜓𝐵̅1
 ve 𝜓𝐵̅2

  regle yüzeylerinin dayanak eğrileridir. 

 

𝜓𝐵̅1
 yüzeyinin sabit bir 𝑠0 parametresi için  𝑢- parametre eğrisini 

 

𝑙𝐵̅1
(𝑢) = 𝜓𝐵̅1

 (u, s0), 

 

𝜓𝐵̅2
 yüzeyinin sabit bir 𝑡0 parametresi için  𝑣- parametre eğrisini 

 

𝑙𝐵̅2
(𝑣) = 𝜓𝐵̅2

 (v, t0) 

ile alalım. 
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5.7. Teorem 

 

Birim dual küre üzerindeki iki farklı eğrinin binormal küresel gösterge eğrilerine ℝ3 de 

karşılık gelen iki farklı regle yüzeyler, sırasıyla, 𝜓𝐵1
(𝑢, 𝑠) ve 𝜓𝐵̅2

(𝑣, 𝑡) olsun. Bu durumda 

 

𝜇𝐵̅(𝑢, 𝑣) = 𝑑𝑒𝑡 {𝐵1(𝑢), 𝐵2(𝑣), (𝐶𝐵̅1
(𝑢) − 𝐶𝐵̅2

(𝑣)) } = 0                                                 (5.23) 

 

ise 𝑙𝐵̅1
(𝑢) ve 𝑙𝐵̅2

(𝑣) parametre eğrileri kesişir. 

 

İspat 

 

Teoreminin ispatı benzer şekilde 5.1. Teoreminden yararlanılarak yapılabilir. 

 

5.8. Sonuç 

 

𝜇𝐵̅(𝑢, 𝑣) = 0 koşuluyla 𝐶𝐵̅1
(𝑢) = 𝐶𝐵̅2

(𝑣) eşit olduğu zaman taban eğrileri çakışır. 

 

𝐷𝕊2 üzerinde aldığımız iki ayrı eğrinin binormal küresel gösterge eğrisine ℝ3 de karşılık 

gelen 𝜓𝐵̅1
(𝑢, 𝑠) ve 𝜓𝐵̅2

(𝑣, 𝑡) regle yüzeylerinin kesişimi için kullanacağımız ∆𝐵̅(𝑢, 𝑣), 

𝛿𝐵̅
1(𝑢, 𝑣), 𝛿𝐵̅

2(𝑢, 𝑣) iki değişkenli fonksiyonları;  

 

∆𝐵̅(𝑢, 𝑣) = ‖𝐵1(𝑢) × 𝐵2(𝑣)‖2,                                                                                          (5.24) 

 

𝛿𝐵̅
1(𝑢, 𝑣) = ‖𝐵1(𝑢) × [𝐶𝐵̅1

(𝑢) − 𝐶𝐵̅2
(𝑣)]‖

2
,                                                                     (5.25) 

 

𝛿𝐵̅
2(𝑢, 𝑣) = ‖𝐵2(𝑣) × [𝐶𝐵̅1

(𝑢) − 𝐶𝐵̅2
(𝑣)]‖

2
                                                                    (5.26) 

 

şeklinde olsun. 

 

5.9. Teorem 

 

Birim dual küre üzerindeki iki farklı eğrinin binormal küresel gösterge eğrilerine ℝ3 de 

karşılık gelen  𝜓𝐵̅1
(𝑢, 𝑠) ve 𝜓𝐵̅2

(𝑣, 𝑡) regle yüzeylerin parametre eğrileri, sırasıyla, 𝑙𝐵̅1
(𝑢) 
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ve 𝑙𝐵̅2
(𝑣) olsun. Bu durumda 𝑙𝐵̅1

(𝑢) ve 𝑙𝐵̅2
(𝑣) parametre eğrilerinin kesişmesi için gerekli 

ve yeterli koşul 

 

∆𝐵̅(𝑢, 𝑣) = 𝛿𝐵̅
1(𝑢, 𝑣) = 𝛿𝐵̅

2(𝑢, 𝑣) = 0 

 

olmasıdır. 

 

İspat 

 

Teoreminin ispatı benzer şekilde 5.3. Teoreminden yararlanılarak yapılabilir. 

 

5.4. Birim Dual Küre Üzerindeki İki Farklı Eğrinin Pol Küresel Gösterge Eğrilere 

Karşılık Gelen Regle Yüzeyin Arakesiti 

 

Birim dual küre 𝐷𝕊2 üzerinde aldığımız iki ayrı eğrinin Pol küresel gösterge eğrileri, 

sırasıyla, 𝐶1̅ = 𝐶1 + 𝜀𝐶1
∗  ve 𝐶2̅ = 𝐶2 + 𝜀𝐶2

∗ olmak üzere E. Study dönüşümü yardımıyla bu 

eğrilere ℝ3 de karşılık gelen regle yüzeyler, sırasıyla, 𝜓𝐶̅1
(𝑢, 𝑠) ve 𝜓𝐶̅2

(𝑣, 𝑡) yüzeyleri 

olsunlar. Bu regle yüzeyler  

 

𝜓𝐶̅1
(𝑢, 𝑠) = 𝐶1(𝑢) × 𝐶1

∗(𝑢) + 𝑠𝐶1(𝑢),                                                                                (5.27) 

 

𝜓𝐶̅2
(𝑣, 𝑡) = 𝐶2(𝑣) × 𝐶2

∗(𝑣) + 𝑠𝐶2(𝑣)                                                                              (5.28) 

 

eşitlikleriyle tanımlı olsunlar. Burada 

 

𝐶𝐶̅1
(𝑢) = 𝐶1(𝑢) × 𝐶1

∗(𝑢),                                                                                                (5.29) 

 

𝐶𝐶̅2
(𝑣) = 𝐶2(𝑣) × 𝐶2

∗(𝑣)                                                                                                 (5.30) 

 

,sırasıyla, 𝜓𝐶̅1
 ve 𝜓𝐶̅2

  regle yüzeylerinin dayanak eğrileridir. 

𝜓𝐶̅1
  yüzeyinin sabit bir 𝑠0 parametresi için  𝑢- parametre eğrisini 

 

𝑙𝐶̅1
(𝑢) = 𝜓𝐶̅1

 (u, s0), 
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𝜓𝐶̅2
 yüzeyinin sabit bir 𝑡0 parametresi için  𝑣- parametre eğrisini 

 

𝑙𝐶̅2
(𝑣) = 𝜓𝐶̅2

 (v, t0) 

 

ile gösterelim. 

 

5.10. Teorem 

 

Birim dual küre üzerindeki iki farklı eğrinin Pol küresel gösterge eğrilerine ℝ3 de karşılık 

gelen iki farklı regle yüzeyler, sırasıyla, 𝜓𝐶1
(𝑢, 𝑠) ve 𝜓𝐶̅2

(𝑣, 𝑡) olsun. Bu durumda  

 

𝜇𝐶̅(𝑢, 𝑣) = 𝑑𝑒𝑡 {𝐶1(𝑢), 𝐶2(𝑣), (𝐶𝐶̅1
(𝑢) − 𝐶𝐶̅2

(𝑣)) } = 0                                                  (5.31) 

 

ise 𝑙𝐶̅1
(𝑢) ve 𝑙𝐶̅2

(𝑣) parametre eğrileri kesişir. 

 

İspat 

 

Teoreminin ispatı benzer şekilde 5.1. Teoreminden yararlanılarak yapılabilir. 

 

5.11. Sonuç 

 

 𝜇𝐶̅(𝑢, 𝑣) = 0 koşuluyla 𝐶𝐶̅1
(𝑢) = 𝐶𝐶̅2

(𝑣) eşit olduğu zaman taban eğrileri çakışır. 

 

𝐷𝕊2 üzerinde aldığımız iki ayrı eğrinin Pol küresel gösterge eğrisine ℝ3 de karşılık gelen 

𝜓𝐶̅1
(𝑢, 𝑠) ve 𝜓𝐶̅2

(𝑣, 𝑡) regle yüzeylerinin kesişimi için kullanacağımız ∆𝐶̅(𝑢, 𝑣), 𝛿𝐶̅
1(𝑢, 𝑣), 

𝛿𝐶̅
2(𝑢, 𝑣) iki değişkenli fonksiyonları;  

 

∆𝐶̅(𝑢, 𝑣) = ‖𝐶1(𝑢) × 𝐶2(𝑣)‖2,                                                                                        (5.32) 

 

𝛿𝐶̅
1(𝑢, 𝑣) = ‖𝐶1(𝑢) × [𝐶𝐶̅1

(𝑢) − 𝐶𝐶̅2
(𝑣)]‖

2
,                                                                    (5.33) 

 

𝛿𝐶̅
2(𝑢, 𝑣) = ‖𝐶2(𝑣) × [𝐶𝐶̅1

(𝑢) − 𝐶𝐶̅2
(𝑣)]‖.2                                                                          (5.34) 
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şeklinde olsun. Buradan aşağıdaki teoremi verebiliriz. 

 

5.12. Teorem 

 

Birim dual küre üzerindeki iki farklı eğrinin Pol küresel gösterge eğrilerine ℝ3 de karşılık 

gelen  𝜓𝐶̅1
(𝑢, 𝑠) ve 𝜓𝐶̅2

(𝑣, 𝑡) regle yüzeylerin parametre eğrileri, sırasıyla, 𝑙𝐶̅1
(𝑢) ve 𝑙𝐶̅2

(𝑣) 

olsun. Bu durumda 𝑙𝐶̅1
(𝑢) ve 𝑙𝐶̅2

(𝑣) parametre eğrilerinin kesişmesi için gerekli ve yeterli 

koşul 

 

∆𝐶̅(𝑢, 𝑣) = 𝛿𝐶̅
1(𝑢, 𝑣) = 𝛿𝐶̅

2(𝑢, 𝑣) = 0 

 

olmasıdır. 

 

İspat 

 

Teoreminin ispatı benzer şekilde 5.3. Teoreminden yararlanılarak yapılabilir. 

 

Örnek 

 

Birim dual küre üzerinde birim hızlı 𝛼̅1(𝑢) = (cos 𝑢 , sin 𝑢 , 0) + 𝜀(−sin 𝑢 , cos 𝑢 , 𝑢4) ve 

𝛼̅2(𝑣) = (sin 𝑣 , cos 𝑣 , 0) + 𝜀(− cos 𝑣, sin 𝑣, 𝑣4) eğrilerini alalım. 

 

İlk olarak bu eğrilerin dual tanjant küresel gösterge eğrilerini hesaplayalım. Daha sonra dual 

tanjant küresel gösterge eğrilerine karşılık gelen regle yüzeyleri ifade edelim. Son olarak bu 

regle yüzeylerin arakesitlerini belirtelim. 

 

𝛼̅1 dual eğrisinin dual tanjant küresel gösterge eğrisi: 

 

𝑇̅1 = 𝛼̅1̇ 

 

 = 𝑇1 + 𝜀𝑇1
∗ 

 

 = (− sin 𝑢 , cos 𝑢, 0) + 𝜀(− cos 𝑢, − sin 𝑢, 4𝑢3) 
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dir. Burada 𝑇1(𝑢) = (− sin 𝑢 , cos 𝑢, 0) ve 𝑇1
∗(𝑢) = (− cos 𝑢, − sin 𝑢, 4𝑢3) 𝛼̅1 dual tanjant 

küresel gösterge eğrisinin reel ve dual bileşenleridir. 

 

𝛼̅2 dual eğrisinin dual tanjant küresel gösterge eğrisi: 

 

𝑇̅2 = 𝛼̅2̇ 

 

 = 𝑇2 + 𝜀𝑇2
∗ 

 

 = (cos 𝑣 , − sin 𝑣 , 0) + 𝜀(sin 𝑣 , cos 𝑣 , 4𝑣3) 

 

 

dir. Burada 𝑇2(𝑣) = (cos 𝑣 , − sin 𝑣 , 0) ve 𝑇2
∗(𝑣) = (sin 𝑣 , cos 𝑣 , 4𝑣3) 𝛼̅2 dual tanjant 

küresel gösterge eğrisinin reel ve dual bileşenleridir. 

 

𝑇̅1(𝑢) dual tanjant küresel gösterge eğrisine karşılık gelen regle yüzey 

 

𝜓𝑇̅1
(𝑢, 𝑠) = (4𝑢3 cos 𝑢 , 4𝑢3 sin 𝑢, 1) + 𝑠(− sin 𝑢, cos 𝑢 , 0) 

 

 

dır. Bu regle yüzeyin dayanak eğrisi 𝐶𝑇̅1
(𝑢) = (4𝑢3 cos 𝑢 , 4𝑢3 sin 𝑢, 1) dir. 

 

𝑇̅2(𝑣) dual tanjant küresel gösterge eğrisine karşılık gelen regle yüzey  

 

𝜓𝑇̅2
(𝑣, 𝑡) = (−4𝑣3 sin 𝑣, − 4𝑣3 cos 𝑣 , 1) + 𝑡(cos 𝑣 , − sin 𝑣 , 0) 

 

 

dır. Bu regle yüzeyin dayanak eğrisi 𝐶𝑇̅2
(𝑣) = (−4𝑣3 sin 𝑣, − 4𝑣3 cos 𝑣 , 1) dir. 

 

Şimdi birim dual küre yüzeyi üzerinde aldığımız iki dual tanjant küresel gösterge eğrilerine 

karşılık gelen regle yüzeylerin arakesitini inceleyelim: 

 

𝜓𝑇̅1
(𝑢, 𝑠) = 𝜓𝑇̅2

(𝑣, 𝑡) olsun. Buradan eşitlik düzenlenirse 

 

4(𝑢3 cos 𝑢 + 𝑣3 sin 𝑣, 𝑢3 sin 𝑢 + 𝑣3 cos 𝑣 , 0) = −𝑠(− sin 𝑢, cos 𝑢 , 0) +

𝑡(cos 𝑣 , − sin 𝑣 , 0)  
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yazılabilir. Burada  {𝐶𝑇̅1
(𝑢) − 𝐶𝑇̅2

(𝑣)} fark vektörü 𝑇1(𝑢) ve 𝑇2(𝑣) tanjant vektörlerinin 

lineer birleşimi olarak ifade edilmiş olur. Bu üç vektör lineer bağımlı olduğundan 𝜇𝑇̅(𝑢, 𝑣) =

0 olur. Dolayısıyla 𝜇𝑇̅(𝑢, 𝑣) = 0 olduğundan 𝑙𝑇̅1
(𝑢) ve 𝑙𝑇̅2

(𝑣) parametre eğrileri kesişir. 

 

Ayrıca ∆𝑇̅(𝑢, 𝑣), 𝛿𝑇̅
1(𝑢, 𝑣) ve 𝛿𝑇̅

2(𝑢, 𝑣) iki değişkenli fonksiyonları sırasıyla aşağıda 

hesaplayalım: 

 

∆𝑇̅(𝑢, 𝑣) = (cos(𝑢 + 𝑣))2, 

 

𝛿𝑇̅
1(𝑢, 𝑣) = 16(𝑢3 + 𝑣3 sin(𝑢 + 𝑣))2, 

 

𝛿𝑇̅
2(𝑢, 𝑣) = 16(𝑣3 + 𝑢3 sin(𝑢 + 𝑣))2. 

 

olur. 𝜇𝑇̅(𝑢, 𝑣) = 0 denkleminin (𝑢, 𝑣) = (
3𝜋

4
,

3𝜋

4
) çözümü için ∆𝑇̅(𝑢, 𝑣) = 𝛿𝑇̅

1(𝑢, 𝑣) =

𝛿𝑇̅
2(𝑢, 𝑣) = 0  olup 𝑙𝑇̅1

(𝑢) ve 𝑙𝑇̅2
(𝑣) parametre eğrileri kesişir. Sonuç olarak; 𝜓𝑇̅1

 ve 𝜓𝑇̅2
 

regle yüzeyleri kesişir. 

 

 
 

Şekil 5.1. 𝐷𝕊2 de 𝑇̅1(𝑢) ve 𝑇̅2(𝑣) eğrilerine karşılık gelen regle yüzeylerin arakesiti 

 

İkinci olarak bu eğrilerin dual aslinormal küresel gösterge eğrilerini hesaplıyalım. Daha 

sonra dual aslinormal küresel gösterge eğrilerine karşılık gelen regle yüzeyleri ifade edelim. 

Son olarak bu regle yüzeylerin arakesitlerini belirtelim. 
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𝛼̅1 dual eğrisinin dual aslinormal küresel gösterge eğrisi: 

 

𝑁̅1 = (− cos 𝑢 , − sin 𝑢 , 0) + 𝜀(sin 𝑢, − cos 𝑢 , 12𝑢2) 

 

dir. Burada 𝑁1(𝑢) = (− cos 𝑢 , − sin 𝑢 , 0) ve 𝑁1
∗(𝑢) = (sin 𝑢, − cos 𝑢 , 12𝑢2) 𝛼̅1 dual 

aslinormal küresel gösterge eğrisinin reel ve dual bileşenleridir. 

 

𝛼̅2 dual eğrisinin dual aslinormal küresel gösterge eğrisi: 

 

𝑁̅2 = (− sin 𝑣 , − cos 𝑣 , 0) + 𝜀(cos 𝑣 , − sin 𝑣 , 12𝑣2) 
 

 

dır. Burada 𝑁2(𝑣) = (− sin 𝑣 , − cos 𝑣 , 0) ve 𝑁2
∗(𝑣) = (cos 𝑣 , − sin 𝑣 , 12𝑣2) 𝛼̅2 dual 

aslinormal  küresel gösterge eğrisinin reel ve dual bileşenleridir. 

 

𝑁̅1(𝑢) dual aslinormal küresel gösterge eğrisine karşılık gelen regle yüzey 

 

𝜓𝑁̅1
(𝑢, 𝑠) = (−12𝑢2 sin 𝑢 , 12𝑢2 cos 𝑢, 1) + 𝑠(− cos 𝑢 , − sin 𝑢 , 0) 

 

 

dır. Bu regle yüzeyin dayanak eğrisi 𝐶𝑁̅1
(𝑢) = (−12𝑢2 sin 𝑢 , 12𝑢2 cos 𝑢, 1) dir. 

 

𝑁̅2(𝑣) dual aslinormal küresel gösterge eğrisine karşılık gelen regle yüzey  

 

𝜓𝑁̅2
(𝑣, 𝑡) = (−12𝑣2 cos 𝑣 , 12𝑣2 sin 𝑣 , 1) + 𝑡(− sin 𝑣 , − cos 𝑣 , 0) 

 

 

dır. Bu regle yüzeyin dayanak eğrisi 𝐶𝑁̅2
(𝑣) = (−12𝑣2 cos 𝑣 , 12𝑣2 sin 𝑣 , 1) dir. 

 

Şimdi birim dual küre yüzeyi üzerinde aldığımız iki dual aslinormal küresel gösterge 

eğrilerine karşılık gelen regle yüzeylerin arakesitini inceleyelim: 

 

12(−𝑢2 sin 𝑢 + 𝑣2 cos 𝑣 , 𝑢2 cos 𝑢 − 𝑣2 sin 𝑣 , 0) = −𝑠(− sin 𝑢, cos 𝑢 , 0) +

𝑡(cos 𝑣 , − sin 𝑣 , 0)  
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yazılabilir. Burada  {𝐶𝑁̅1
(𝑢) − 𝐶𝑁̅2

(𝑣)} fark vektörü 𝑁1(𝑢) ve 𝑁2(𝑣) aslinormal 

vektörlerinin lineer birleşimi olarak ifade edilmiş olur. Bu üç vektör lineer bağımlı 

olduğundan 𝜇𝑁̅(𝑢, 𝑣) = 0 olur. Dolayısıyla 𝜇𝑁̅(𝑢, 𝑣) = 0 olduğundan 𝑙𝑁̅1
(𝑢) ve 𝑙𝑁̅2

(𝑣) 

parametre eğrileri kesişir. 

 

Ayrıca ∆𝑁̅(𝑢, 𝑣), 𝛿𝑁̅
1 (𝑢, 𝑣) ve 𝛿𝑁̅

2 (𝑢, 𝑣) iki değişkenli fonksiyonları, sırasıyla,  

 

∆𝑁̅(𝑢, 𝑣) = (cos(𝑢 + 𝑣))2, 

 

  𝛿𝑁̅
1 (𝑢, 𝑣) = 144(𝑣2 sin(𝑢 + 𝑣) − 𝑢2),2 

 

𝛿𝑁̅
2 (𝑢, 𝑣) = 144(𝑣2 − 𝑢2 sin(𝑢 + 𝑣))2. 

 

 

olur. 𝜇𝑁̅(𝑢, 𝑣) = 0 denkleminin (𝑢, 𝑣) = (
𝜋

4
,

𝜋

4
) çözümü için ∆𝑁̅(𝑢, 𝑣) = 𝛿𝑁̅

1 (𝑢, 𝑣) =

𝛿𝑁̅
2 (𝑢, 𝑣) = 0  olup 𝑙𝑁̅1

(𝑢) ve 𝑙𝑁̅2
(𝑣) parametre eğrileri kesişir. Sonuç olarak; 𝜓𝑁̅1

 ve 𝜓𝑁̅2
 

regle yüzeyleri kesişir. 

 

 
 

Şekil 5.2. 𝐷𝕊2 de 𝑁̅1(𝑢) ve 𝑁̅2(𝑣) eğrilerine karşılık gelen regle yüzeylerin arakesiti 

 

Üçüncü olarak bu eğrilerin dual binormal küresel gösterge eğrilerini hesaplıyalım. Daha 

sonra dual binormal küresel gösterge eğrilerine karşılık gelen regle yüzeyleri ifade edelim. 
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Son olarak bu regle yüzeylerin arakesitlerini belirtelim. 

 

𝛼̅1 dual eğrisinin dual binormal küresel gösterge eğrisi: 

 

𝐵̅1(𝑢) = (0,0,1) + 𝜀(4𝑢3 sin 𝑢 + 12𝑢2 cos 𝑢 , −4𝑢3 cos 𝑢 + 12𝑢2 sin 𝑢 , 0) 

 

 

dir. Burada 𝐵1(𝑢) = (0,0,1) ve 𝐵1
∗(𝑢) = (4𝑢3 sin 𝑢 + 12𝑢2 cos 𝑢 , −4𝑢3 cos 𝑢 +

12𝑢2 sin 𝑢 , 0) 𝐵̅1(𝑢) dual binormal küresel gösterge eğrisinin reel ve dual bileşenleridir. 

 

𝛼̅2 dual eğrisinin dual binormal küresel gösterge eğrisi: 

 

𝐵̅2(𝑣) = (0,0,1) + 𝜀(4𝑣3 cos 𝑣 − 12𝑣2 sin 𝑣 , −4𝑣3 sin 𝑣 − 12𝑣2 cos 𝑣 , 0) 

 

 

dir. Burada 𝐵2(𝑣) = (0,0,1) ve 𝐵2
∗(𝑣) = (4𝑣3 cos 𝑣 − 12𝑣2 sin 𝑣 , −4𝑣3 sin 𝑣 −

12𝑣2 cos 𝑣 , 0)  𝛽̅2(𝑣) dual binormal küresel gösterge eğrisinin reel ve dual bileşenleridir. 

 

𝐵̅1(𝑢) dual binormal küresel gösterge eğrisine karşılık gelen regle yüzey 

 

𝜓𝐵̅1
(𝑢, 𝑠) = (4𝑢3 cos 𝑢 − 12𝑢2 sin 𝑢 , 4𝑢3 sin 𝑢 + 12𝑢2 cos 𝑢 , 0) + 𝑠(0,0,1) 

 

 

dır. Bu regle yüzeyin dayanak eğrisi 𝐶𝐵̅1
(𝑢) = (4𝑢3 cos 𝑢 − 12𝑢2 sin 𝑢 , 4𝑢3 sin 𝑢 +

12𝑢2 cos 𝑢 , 0) dir. 

 

𝐵̅2(𝑣) dual binormal küresel gösterge eğrisine karşılık gelen regle yüzey  

 

𝜓𝐵̅2
(𝑣, 𝑡) = (−4𝑣3 sin 𝑣 − 12𝑣2 cos 𝑣, −4𝑣3 cos 𝑣 + 12𝑣2 sin 𝑣 , 0) + 𝑡(0,0, −1) 

 

 

dır. Bu regle yüzeyin dayanak eğrisi 𝐶𝐵̅2
(𝑣) = (−4𝑣3 sin 𝑣 − 12𝑣2 cos 𝑣, −4𝑣3 cos 𝑣 +

12𝑣2 sin 𝑣 , 0) dır. 

 

Şimdi birim dual küre yüzeyi üzerinde aldığımız iki dual binormal küresel gösterge 

eğrilerine karşılık gelen regle yüzeylerin arakesitini inceleyelim: 
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𝜓𝐵̅1
(𝑢, 𝑠) = 𝜓𝐵̅2

(𝑣, 𝑡) olsun. Buradan eşitlik düzenlenirse 

 

({𝑢3 cos 𝑢 − 3𝑢2 sin 𝑢 + 𝑣3 sin 𝑣 + 3𝑣2 cos 𝑣}, {𝑢3 sin 𝑢 + 3𝑢2 cos 𝑢 + 𝑣3 cos 𝑣 −

3𝑣2 sin 𝑣}, 0) = −𝑠(0,0,1) + 𝑡(0,0, −1)  

 

yazılabilir. Burada  {𝐶𝐵̅1
(𝑢) − 𝐶𝐵̅2

(𝑣)} fark vektörü 𝐵1(𝑢) ve 𝐵2(𝑣) binormal vektörlerinin 

lineer birleşimi olarak ifade edilmiş olur. Bu üç vektör lineer bağımlı olduğundan 𝜇𝐵̅(𝑢, 𝑣) =

0 olur. Dolayısıyla 𝜇𝐵̅(𝑢, 𝑣) = 0 olduğundan 𝑙𝐵̅1
(𝑢) ve 𝑙𝐵̅2

(𝑣) parametre eğrileri kesişir. 

 

Ayrıca ∆𝐵̅(𝑢, 𝑣), 𝛿𝐵̅
1(𝑢, 𝑣) ve 𝛿𝐵̅

2(𝑢, 𝑣) iki değişkenli fonksiyonları, sırasıyla, 

 

∆𝐵̅(𝑢, 𝑣) = 0, 

 

 

𝛿𝐵̅
1(𝑢, 𝑣) = 16{[3(−𝑢2 cos 𝑢 + 𝑣2 sin 𝑣) − (𝑢3 sin 𝑢 + 𝑣3 cos 𝑣)]2 + [3(−𝑢2 sin 𝑢 +

𝑣2 cos 𝑣) + (𝑢3 cos 𝑢 + 𝑣3 sin 𝑣)]2}, 

 

𝛿𝐵̅
2(𝑢, 𝑣) = 16{[3(𝑢2 cos 𝑢 − 𝑣2 sin 𝑣) + (𝑢3 sin 𝑢 + 𝑣3 cos 𝑣)]2 + [3(𝑢2 sin 𝑢 −

𝑣2 cos 𝑣) − (𝑢3 cos 𝑢 + 𝑣3 sin 𝑣)]2}  

  

 

olur. 𝜇𝐵̅(𝑢, 𝑣) = 0 denkleminin (𝑢, 𝑣) = (0,0) çözümü için ∆𝐵̅(𝑢, 𝑣) = 𝛿𝐵̅
1(𝑢, 𝑣) =

𝛿𝐵̅
2(𝑢, 𝑣) = 0  olup 𝑙𝐵̅1

(𝑢) ve 𝑙𝐵̅2
(𝑣) parametre eğrileri kesişir. Sonuç olarak; 𝜓𝐵̅1

 ve 𝜓𝐵̅2
 

regle yüzeyleri kesişir. 
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Şekil 5.3. 𝐷𝕊2 de 𝐵̅1(𝑢) ve 𝐵̅2(𝑣) eğrilerine karşılık gelen regle yüzeylerin arakesiti 

 

Son olarak bu eğrilerin dual Pol küresel gösterge eğrilerini hesaplıyalım. Daha sonra dual 

Pol küresel gösterge eğrilerine karşılık gelen regle yüzeyleri ifadelim. Son olarak bu regle 

yüzeylerin arakesitlerini belirtelim. 

 

𝛼̅1 dual eğrisinin dual Pol küresel gösterge eğrisi: 

 

𝐶1̅(𝑢) = (0,0,1) + 𝜀(12𝑢2 cos 𝑢 − 24𝑢 sin 𝑢 , 12𝑢2 sin 𝑢 + 24𝑢 cos 𝑢 , 0) 

 

 

dir. Burada 𝐶1(𝑢) = (0,0,1) ve 𝐶1
∗(𝑢) = (12𝑢2 cos 𝑢 − 24𝑢 sin 𝑢 , 12𝑢2 sin 𝑢 +

24𝑢 cos 𝑢 , 0)  𝐶1̅(𝑢) dual Pol küresel gösterge eğrisinin reel ve dual bileşenleridir. 

𝛼̅2 dual eğrisinin dual Pol küresel gösterge eğrisi: 

 

𝐶2̅(𝑣) = (0,0, −1) + 𝜀(−12𝑣2 sin 𝑣 − 24𝑣 cos 𝑣 , −12𝑣2 cos 𝑣 + 24𝑣 sin 𝑣 , 0) 

 

 

dir. Burada 𝐶2(𝑣) = (0,0, −1) ve 𝐶2
∗(𝑣) = (−12𝑣2 sin 𝑣 − 24𝑣 cos 𝑣 , −12𝑣2 cos 𝑣 +

24𝑣 sin 𝑣 , 0) ve 𝐶2̅(𝑣) dual Pol küresel gösterge eğrisinin reel ve dual bileşenleridir. 

𝐶1̅(𝑢) dual Pol küresel gösterge eğrisine karşılık gelen regle yüzey  

 

𝜓𝐶̅1
(𝑢, 𝑠) = (−12𝑢2 sin 𝑢 − 24𝑢 cos 𝑢 , 12𝑢2 cos 𝑢 − 24𝑢 sin 𝑢 , 0) + 𝑠(0,0,1) 
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dır. Bu regle yüzeyin dayanak eğrisi 𝐶𝐶̅1
(𝑢) = (−12𝑢2 sin 𝑢 − 24𝑢 cos 𝑢 , 12𝑢2 cos 𝑢 −

24𝑢 sin 𝑢 , 0) dir. 

 

𝐶2̅(𝑣) dual Pol küresel gösterge eğrisine karşılık gelen regle yüzey  

 

𝜓𝐶̅2
(𝑣, 𝑡) = (−12𝑣2 cos 𝑣 + 24𝑣 sin 𝑣 , 12𝑣2 sin 𝑣 + 24𝑣 cos 𝑣 , 0) + 𝑡(0,0, −1) 

 

 

dır. Bu regle yüzeyin dayanak eğrisi 𝐶𝐶̅2
(𝑣) = (−12𝑣2 cos 𝑣 + 24𝑣 sin 𝑣 , 12𝑣2 sin 𝑣 +

24𝑣 cos 𝑣 , 0) dir. 

 

Şimdi birim dual küre yüzeyi üzerinde aldığımız iki dual Pol küresel gösterge eğrilerine 

karşılık gelen regle yüzeylerin arakesitini inceleyelim: 

 

𝜓𝐶̅1
(𝑢, 𝑠) = 𝜓𝐶̅2

(𝑣, 𝑡) olsun. Buradan eşitlik düzenlenirse 

 

12({−𝑢2 sin 𝑢 − 2𝑢 cos 𝑢 + 𝑣2 cos 𝑣 − 2𝑣 sin 𝑣}, {𝑢2 cos 𝑢 − 2𝑢 sin 𝑢 − 𝑣2 sin 𝑣 −

2𝑣 cos 𝑣}, 0 ) = −𝑠(0,0,1) + 𝑡(0,0, −1)  

 

yazılabilir. Burada  {𝐶𝐶̅1
(𝑢) − 𝐶𝐶̅2

(𝑣)} fark vektörü 𝐶1(𝑢) ve 𝐶2(𝑣) Pol vektörlerinin lineer 

birleşimi olarak ifade edilmiş olur. Bu üç vektör lineer bağımlı olduğundan 𝜇𝐶̅(𝑢, 𝑣) = 0 

olur. Dolayısıyla 𝜇𝐶̅(𝑢, 𝑣) = 0 olduğundan 𝑙𝐶̅1
(𝑢) ve 𝑙𝐶̅2

(𝑣) parametre eğrileri kesişir. 

 

Ayrıca ∆𝐶̅(𝑢, 𝑣), 𝛿𝐶̅
1(𝑢, 𝑣) ve 𝛿𝐶̅

2(𝑢, 𝑣) iki değişkenli fonksiyonları, sırasıyla, 

 

∆𝐶̅(𝑢, 𝑣) = 0, 

 

 

𝛿𝐶̅
1(𝑢, 𝑣) = 144{[(−𝑢2 cos 𝑢 + 𝑣2 sin 𝑣) + 2(𝑢 sin 𝑢 + 𝑣 cos 𝑣)]2 + [(−𝑢2 sin 𝑢 +

𝑣2 cos 𝑣) − 2(𝑢 cos 𝑢 + 𝑣 sin 𝑣)]2}, 

 

𝛿𝐶̅
2(𝑢, 𝑣) = 144{[(𝑢2 cos 𝑢 − 𝑣2 sin 𝑣) − 2(𝑢 sin 𝑢 + 𝑣 cos 𝑣)]2 + [(𝑢2 sin 𝑢 −

𝑣2 cos 𝑣) + 2(𝑢 cos 𝑢 + 𝑣 sin 𝑣)]2}  

 

olur. 𝜇𝐶̅(𝑢, 𝑣) = 0 denkleminin (𝑢, 𝑣) = (0,0) çözümü için ∆𝐶̅(𝑢, 𝑣) = 𝛿𝐶̅
1(𝑢, 𝑣) =
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𝛿𝐶̅
2(𝑢, 𝑣) = 0  olup 𝑙𝐶̅1

(𝑢) ve 𝑙𝐶̅2
(𝑣) parametre eğrileri kesişir. Sonuç olarak; 𝜓𝐶̅1

 ve 𝜓𝐶̅2
 

regle yüzeyleri kesişir. 

 

 
 

Şekil 5.4. 𝐷𝕊2 de 𝐶1̅(𝑢) ve 𝐶2̅(𝑣) eğrilerine karşılık gelen regle yüzeylerin arakesiti 
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6. SONUÇ VE ÖNERİLER 

 

Bu tez çalşmasında, ilk olarak, birim dual küre üzerinde alınan iki farklı dual eğriye ℝ3 de  

karşılık gelen regle yüzeylerin arakesitleri çok değişkenli fonksiyonlar yardımıyla  

incelenmiştir. Elde edilen sonuçlar örnekler ile desteklenmiştir. 

 

Daha sonra, sırasıyla ilk olarak birim dual Lorentz küre üzerinde alınan iki farklı eğriye ℝ1
3 

de karşılık gelen iki farklı timelike regle yüzeyin arakesitleri teoremler yardımıyla 

incelenmiştir. İkinci olarak, birim dual Lorentz küre üzerinde alınan iki farklı eğriye ℝ1
3 

de karşılık gelen iki spacelike regle yüzeyin arakesitleri teoremler yardımıyla incelenmiştir. 

Üçüncü olarak, birim dual Lorentz küre üzerinde alınan iki farklı eğriye ℝ1
3 de karşılık gelen 

bir timelike bir spacelike regle yüzeyin arakesitleri teoremler yardımıyla incelenmiştir.    

İkinci olarak hiperbolik birim küre üzerindeki iki farklı eğriye ℝ1
3 de karşılık gelen iki 

timelike regle yüzeyin arakesitleri teoremler yardımıyla incelenmiştir. Elde edilen sonuçlar 

örnekler ile irdelenmiştir. 

 

Çalışmanın devamında sırasıyla ilk olarak, birim dual küre üzerinde alınan iki farklı eğrinin 

tanjant küresel gösterge eğrisine ℝ3 de karşılık gelen regle yüzeylerin arakesitleri çok 

değişkenli fonksiyonlar yardımıyla incelenmiştir. İkinci olarak, birim dual küre üzerinde 

alınan iki farklı eğrinin aslinormal küresel gösterge eğrisine ℝ3 de karşılık gelen regle 

yüzeylerin arakesitleri çok değişkenli fonksiyonlar yardımıyla incelenmiştir. Üçüncü 

olarak, birim dual küre üzerinde alınan iki farklı eğrinin binormal küresel gösterge eğrisine 

ℝ3 de karşılık gelen regle yüzeylerin arakesitleri çok değişkenli fonksiyonlar yardımıyla 

incelenmiştir. Son olarak, birim dual küre üzerinde alınan iki farklı eğrinin Pol küresel 

gösterge eğrisine ℝ3 de karşılık gelen regle yüzeylerin arakesitleri çok değişkenli 

fonksiyonlar yardımıyla incelenmiştir. Elde edilen sonuçlar örnekler ile araştırılmıştır. 

 

Bu tez çalışmasındaki yöntemler kullanılarak diğer Öklidyen olmayan geometrilerde regle 

yüzeylerin arakesitleri ve özellikleri incelenebilir. 
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