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OZET

Bu tez ¢alismasi alt1 bliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, giris kismi1 verilmistir. ikinci
boliimde calismamiza temel teskil eden temel tanim ve teoremler verilmistir. Uciincii
béliimde, birim dual kiire iizerinde alinan iki egriye R3 de karsilik gelen regle yiizeylerin
arakesitleri incelenmistir. Dordiincti boliim iki kisimdan olusur. Birinci kisminda, ilk olarak,
birim dual Lorentz kiire iizerinde alman iki egriye RS de karsilik gelen iki timelike regle
yiizeylerin arakesitleri incelenmistir. Ikinci olarak, birim dual Lorentz kiire iizerinde alian
iki egriye R3 de karsilik gelen iki spacelike regle yiizeylerin arakesitleri incelenmistir.
Ugiincii olarak, birim dual Lorentz kiire iizerinde alinan iki egriye R3 de karsilik gelen bir
timelike bir spacelike regle yiizeylerin arakesitleri incelenmistir. ikinci kisminda, dual
hiperbolik birim kiire {izerinde alman iki egriye R3 de karsilik gelen iki timelike regle
ylizeylerin arakesitleri incelenmistir. Besinci boliimde, ilk olarak, birim dual kiire tizerinde
ahnan iki farkli egrinin tanjant kiiresel gosterge egrilerine R3 de karsilik gelen regle
yiizeylerin arakesitleri incelenmistir. Ikinci olarak, birim dual kiire {izerinde alman iki farkl
egrinin aslinormal kiiresel gosterge egrilerine R® de karsilik gelen regle yiizeylerin
arakesitleri incelenmistir. Ugiincii olarak, birim dual kiire iizerinde alinan iki farkli egrinin
binormal kiiresel gosterge egrilerine R3 de karsilik gelen regle yiizeylerin arakesitleri
incelenmistir. Dordiincii olarak, birim dual kiire tizerinde alinan iKi farkli egrinin Pol kiiresel
gosterge egrilerine R3 de karsilik gelen regle yiizeylerin arakesitleri incelenmistir. Son
olarak, altinc1 boliimde, sonug ve Oneriler verilmistir.
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ABSTRACT

This thesis consists of six main sections. In the first section, the introduction is given. In the
second section, the basic definitions and theorems that form the basis of our study are given.
In third section, the intersections of ruled surfaces corresponding to the two curves taken on
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, agiklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler Aciklamalar

B(u) Binormal kiiresel gésterge egrisi
C(u) Pol kiiresel gosterge egri

D3 D-Modiil

DS? Birim dual kiire

D3 Dual Lorentz uzay

H2 Dual hiperbolik birim kiire
N(u) Aslinormal kiiresel gosterge egrisi
R Reel sayilar kiimesi

R" n-boyutlu Reel uzay

R} Lorentz uzay

S? Birim 2-kiire

s2 Dual Lorentz birim kiire

T(uw) Tanjant kiiresel gosterge egrisi
a(u) Egrinin parametrik gosterimi
a(u) Dual uzay egrisi

P Regle yiizey



1. GIRIS

Diferensiyel geometride egriler ve yiizeyler teorisi dnemli bir yer teskil etmektedir [1-4].
Egriler ve yiizeyler teorisi ile ilgili birgok kaynak bulunmasina ragmen yiizeylerin
arakesitleri ile ilgili ¢cok fazla calisma bulunmamaktadir. Ancak son yillarda yiizeylerin
arakesitlerinin arastirilmasina ve arakesit egrilerinin 6zelliklerinin incelenmesine yonelik

calismalar artmaktadir.

Oklid uzayinda; Ye ve Maekawa, iki yiizeyin hem enine(transversal) hem de teget arakesit
egrilerini incelemislerdir [5]. Uyar Diildiil ve Caligkan, iki yiizeyin arakesit egrisi boyunca
Darboux catis1 yardimiyla arakesit egrisinin egriligini, geodezik egrilikler cinsinden

vermistir [6].

Lorentz uzayinda; Allessio ve Guadalupe Lorentz-Minkowski 3-uzay1 R} de iki spacelike
parametrik  yiizeyin, spacelike enine(transversal) arakesit egrisinin egriliklerini
hesaplayarak, arakesit problemini Lorentz uzayma tasimiglardir [7]. Karaahmetoglu ve
Aydemir, R} de parametrik yiizeylerin enine arakesit egrilerinin 6zellikleri ve yiizeyler

tizerindeki karakterizasyonlar1 incelemistir [8].

Yiizeyler teorisi kapsaminda bazi 6zel yiizeyler 6zellikle giinliik hayatta bir¢ok alanda
kullanilmaktadir. Bu 6zel yiizeylerden bir tanesi regle yiizeylerdir. Regle yiizeyler, en genel
anlamda, bir dogrunun bir egri boyunca hareketi sonucu olusan yiizeyler olarak tanimlanir.
Literatiirde, regle yiizeylerin teorisi ve karakterizasyonlar1 pek ¢ok yazar tarafindan aktif

olarak ¢alisilmistir [9-14].

Heo, Kim ve Elber R? de yiizeylerin 6zel hali olan regle yiizeyler icin iki regle yiizeyin
teoremler ile sunmuslardir. Bu temel teoremler iki degiskenli fonksiyonlar ile ifade

edilmistir [15].

Dual sayilar, 1873 yilinda Clifford tarafindan tanimlanmistir [16]. Daha sonra, E. Study
kendi adin1 verdigi teoremde ¢izgiler uzay1 ve birim dual kiirenin noktalar1 arasinda baglanti

kurmustur [17]. E. Study doniisiimiine gore birim dual kiirenin noktalarma R3 de yénlii



dogrular karsilik gelir. Buradan, DS? iizerindeki egrilere R3 de regle yiizeyler karsilik gelir.
Benzer sekilde, E. Study déniisiimiine gore S? veya (H?) nin noktalarma RS Lorentz
uzayinda yonlii spacelike veya timelike dogrular karsilik gelir [18-19]. Buradan yola
cikilarak, S? veya (H?) iizerindeki egrilere R3 de spacelike veya timelike regle yiizeyler

karsilik gelir. Dual sayilar hakkinda daha fazla bilgi sunulmustur [20-21].

Ayrica Giiven Arslan, DS? iizerindeki egrinin kiiresel gosterge egrilerine R3 de karsilik

gelen regle yiizeyleri incelemislerdir [22].

Bu ¢aligmada, ilk olarak, DS? iizerindeki iki farkli egriye R3 de karsilik gelen iki farkli regle
yiizeyin arakesiti arastirilmustir. Ikinci olarak, S? iizerindeki iki farkli egriye RS de karsilik
gelen iki farkli timelike-timelike, spacelike-spacelike ve timelike-spacelike regle yiizeylerin
arakesiti incelenmistir. Benzer sekilde, H? iizerindeki iki farkli egriye R3 de karsilik gelen
iki farkli timelike regle yiizeylerin arakesiti incelenmistir. Ugiincii olarak, DS? {izerindeki
iki farkli egrinin tanjant kiiresel gosterge egrisi, aslinormal kiiresel gosterge egrisi, binormal
kiiresel gosterge egrisi ve Pol gosterge egrisine R de karsilik gelen iki farkli regle yiizeyin

arakesiti arastirilmistir.

Bu tez, alt1 boliimden olusmaktadir. Ilk béliim, giris kismi i¢in ayrilmistir.
Ikinci boliimde, ileriki konularda kullanilacak olan temel tanimlar ve teoremler verilmistir.

Ugiincii béliimde, E. Study doniisiimiinden faydalanarak, birim dual kiire DS? iizerinde
alinan iki farkli egriye R® de iki farkli regle yiizey karsilik getirilmistir. Daha sonra, R® de

karsilik gelen iki ayri regle yiizeyin arakesiti temel teoremler ile verilmistir.

Dérdiincii boliimde, ilk olarak, E. Study doniisimiinden faydalanarak, dual Lorentz birim
kiire $? iizerinde alinan iki farkl egriye R3 de iki farkli regle yiizey karsilik getirilmistir.

Karsilik gelen bu regle yiizeyler iic alt basliktan olusmaktadir. Birinci alt baslik, S7 {izerinde
alinan iki farkli egriye R de iki farkli timelike regle yiizey karsilik gelir. Daha sonra, R3 de
karsilik gelen iki ayr1 timelike regle yiizeyin arakesiti temel teoremler ile verilmistir. ikinci
alt baslik, S? iizerinde alinan iki farkli egriye RS de iki farkli spacelike regle yiizey karsilik
gelir. Daha sonra, RS de karsilik gelen iki ayr1 spacelike regle yiizeyin arakesiti temel

teoremler ile ifade edilmistir. Ugiincii alt bashk, $? iizerinde alian iki farkli egriye R3 de



bir timelike ve bir spacelike regle yiizey karsilik gelir. Daha sonra, R de karsilik gelen bir
timelike ve bir spacelike regle yiizeyin arakesiti temel teoremler ile gosterilmistir. ikinci
olarak, E. Study déniisiimiinden faydalanarak, dual hiperbolik birim kiire H? {izerinde alinan

iki farkli egriye R3 de iki farkli regle yiizey karsilik getirilmistir.

Karsilik gelen bu regle yiizeyler bir alt basliktan olusmaktadir. Bu alt baslikta, H? iizerinde
alinan iki farkli egriye RS de iki farkli timelike regle yiizey karsilik gelir. Daha sonra, R3 de

karsilik gelen iki ayr1 timelike regle yiizeyin arakesiti temel teoremler ile verilmistir.

Besinci boéliimde, E. Study doniisiimiinden faydalanarak, birim dual kiire DS? iizerinde
alinan iki farkli egrinin kiiresel gosterge egrisine R3 de iki farkli regle yiizey karsilik
getirilmigtir. Bu kiiresel gosterge egrileri g¢esidine gore dort alt basgliktan meydana
gelmektedir. Birinci alt baslhkta, DS? iizerinde alinan iki farkli eginin tanjant kiiresel
gosterge egrisine R3 de iki farkli regle yiizey karsilik getirilmistir. Daha sonra, R® de karsilik
gelen iki ayr1 regle yiizeyin arakesiti temel teoremler ile verilmistir. Ikinci alt baslikta, DS?
iizerinde alinan iki farkli egrinin aslinormal kiiresel gosterge egrisine R® de iki farkli regle
yiizey karsilik getirilmistir. Daha sonra, R® de karsilik gelen iki ayri regle yiizeyin arakesiti
temel teoremler ile verilmistir. Uciincii alt baslikta, DS? iizerinde alman iki farkli egrinin
binormal kiiresel gosterge egrisine R* de iki farkli regle yiizey karsilik getirilmistir. Daha
sonra, R3 de karsilik gelen iki ayr regle yiizeyin arakesiti temel teoremler ile verilmistir.
Dérdiincii alt baglikta, DS? iizerinde alinan iki farkli egrinin Pol kiiresel gdsterge egrisine
R3 de iki farkl regle yiizey karsilik getirilmistir. Daha sonra, R3 de karsilik gelen iki ayri

regle yiizeyin arakesiti temel teoremler ile verilmistir.

Son olarak, altinc1 boliimde, sonug ve Oneriler verilmistir.






2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, ileride kullanilacak olan temel tanim ve teoremler verilmistir.

2.1. Oklid Uzayinda Temel Tamim ve Kavramlar

2.1. Tanim

R", n-boyutlu Oklid uzaymnda Vx = (xq,X3,..,X,) V& ¥ = (¥1,¥V2, ., Vn) € R® igin
(x,y) = X, x;y; seklinde tanimlanan fonksiyona standart i¢ ¢arpim veya Oklid i¢ ¢carpimi

denir[1].

2.2. Tanim

1
R™ de bir x € R™ olsun. ||X]| = (|(X, X)|)z esitligi ile taniml1 ||X|| reel sayisina X vektoriiniin

normu denir [1].
2.3. Tanim

V %,y € R3 i¢in vektorel carpim

X X Y = (X2)3 — Y2X3,X3Y1 — Y3X1, X1Y2 — Y1X2) (2.1)
seklinde tanimlanir [1].

2.4. Tanim

U, R? uzaymnm irtibath bir agik alt ciimlesi ve 1: U —» R? diizgiin ve regiiler bir doniisiim
olmak iizere eger 1 doniisiimii bir homeomorfizm ise M ciimlesine, R* uzayinda bir basit
yiizey denir [2].

2.5. Tamim

M c R3 yiizeyi i¢in V p € M noktasinda R3 {in tamamen M de kalan bir dogrusu varsa M



ye bir regle yiizey ve V p € M noktasindan gecen M de kalan bu dogruya da regle yiizeyin

dogrultmani denir [3].

Regle ylizey asagidaki parametrizasyon ile ifade edilebilir:

Ul XR - R3
(v,s) » ®(v,s) = a(v) + se(v) (2.2)

Burada, a(v) dayanak egrisini ve e(v) ise birim dogrultman vektorii gostermektedir.

2.2. Oklid Uzayinda Regle Yiizeylerin Arakesiti

R3 de, Y, (u,s) ve Pp(v,t) yiizeyleri
Ya(w,s) = az(u) + se; (u), (2.3)
Y, t) = az(v) + tey(v) (2.4)

esitlikleriyle tanimlanan iki regle yiizey olsunlar. Burada a; (u) ve a,(v), sirasiyla, 1, ve
Yy regle vyiizeylerinin dayanak egrileri, e;(u) #0 ve e,(v) #0 de yiizeylerin

dogrultmanlaridir.

4 ylizeyinin sabit bir s parametresi i¢in u-parametre egrisini
Ly(uw) = ¢, (u,s)

ve Yy ylizeyinin sabit bir ¢ parametresi i¢in v-parametre egrisini
Lg(v) =5 (v, 1)

ile gosterilsin.

2.6. Teorem

R3 de, Y4(u,s) ve Pg(v,t) yiizeyleri iki regle yiizey olsun.

§(u,v) = det{e;(u),e;(v), [a;(u) — a,(v)]} =0 (2.5)



ise Ly (u) ve Lg(v) parametre egrileri kesisir [15].

2.7. Teorem

R3 de, I'(w, v), y1 (4, v), ¥, (u, v) iki degiskenli fonksiyonlar1

T'(w,v) = |les(w) x e;(W)|I%, (2.6)
Ya(w,v) = lleg(w) x [a;(w) — a, (W], (2.7)
V2w, v) = lle;(v) X [a;(w) — a,()]II? (2.8)

olmak tizere L, (u) ve L,(v) parametre egrilerinin kesismesi igin gerekli ve yeterli kosul

F'w,v) =y1(w,v) =y2(u,v) =0
olmasidir [15].

2.3. Lorentz Uzayinda Temel Tanim ve Kavramlar

2.8. Tanim

V sonlu boyutlu bir vektor uzay1 olsun. V {izerinde tanimli

() VXV >R

fonksiyonu,

Yu,v,w € VveVa,b € Ricin;

i) (w,v), = (v,u)y,

ii.) (au + bv,w), = a{u,w), + b{v,w),, (u,av + bw), = alu, v);, + b{u,w),

ozellikleri saglaniyor ise bu fonksiyona V tizerinde simetrik bilineer form denir [4].



2.9. Tanim

V' vektor uzay1 tizerinde bir simetrik (, ), bilineer formu i¢in asagidaki siniflandirma sz

konusudur:

i.) Vu € V veu # 0igin (u,u), > 0ise (, ), simetrik bilineer formuna pozitif ranim,
ii.) Vu € V veu # 0 igin (u, u);, < 0ise (, ), simetrik bilineer formuna negatif tanimlr,
iii.) Yu € V veu # 0igin (u,u), = 0ise (, ), simetrik bilineer formuna yari-pozitif taniml,

iv.)Vu € V veu # 0i¢in (u,u), < 0ise, ), simetrik bilineer formuna yari-negatif tanimlr,

Vv.)Vu €V igin (v,w), = 0= w = 0ise (, ), simetrik bilineer formuna non-dejeneredir

denir [4].

2.10. Tamim

V bir reel vektor uzayi olsun. V lizerinde tanimli

() VXV >R

dontisiimii simetrik, bilineer ve non-dejenere ise (, ), ye V iizerinde bir skalar ¢arpim, bu

carpim ile birlikte V vektor uzayina da bir skalar ¢arpim uzay: denir [4].

2.11. Tamim

(,), V tlizerinde bir skalar ¢arpim olsun. W, (,), skalar ¢arpim iizerinde negatif tanimh
olacak sekilde V nin en biiyiik boyutlu altuzayi ise W altuzayinin boyutuna (,); skalar

carpiminin indeksi denir ve v ile gosterilir [4].

Burada, 0 < v < boyV dir.



2.12. Tanim

v nin indeksi 1 ve boyV > 2 ise V skalar ¢arpim uzayina Lorentz uzay: denir [4].
2.13. Tanim

R", n-boyutlu standart reel vektor uzay1 olmak tizere V X,Y € R" i¢in

() R* X R™ - R
X,Y) > (X, V), = X %y — Xu Y (2.9)

skalar ¢carpimina R™ de Lorentz metrigi denir [4].
2.14. Tanim

R™, tizerinde tamimli Lorentz metrigi ile {R™, (, ).} ikilisine 1 indeksli n-boyutlu Lorentz

uzayt denir ve RY ile gosterilir [4].
2.15. Tanim
RY, Lorentz uzay1 olsun. Vx € RY igin;

i.) (x,x), > 0 veya x = 0 ise x e spacelike vektor,
ii.) (x,x), < 0ise x e timelike vektor,

iii.) x = 0 iken (x, x), = 0 ise x e lightlike (null) vekzor denir [4].

2.16. Tanim

1
RY, Lorentz uzayi ve x € RY olsun. [|x|[, = (|[{x, x).|)z esitligi ile taniml1 || x||, reel sayisina

x vektoriiniin normu denir. Normu 1 olan vektore de birim vektor denir [4].
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2.17. Tanim

V %,y € R3 i¢in Lorentz vektorel ¢arpimi

X X, Y= (X3 — ¥2X3,X1Y3 — X3Y1, X2¥1 — X1Y2) (2.10)

seklinde tanimlanir [4].

2.18. Tanim

Y(u,v), R? Lorentz uzayinda parametrik denklemi ile verilen bir yiizey olsun. 1 (u, v)

ylizeyinin birim normal vektorii N olmak {izere;

i.) N timelike vektor ise ¥ (u, v) yiizeyine spacelike yiizey,

ii.) N spacelike vektor ise ¥ (u, v) yiizeyine timelike yiizey

denir [4].

2.19. Tanim

R3, 3-boyutlu Lorentz uzayinda, verilen bir d dogrusunun, verilen bir @ egrisi boyunca
hareket ettirilerek bir ylizey elde edilebiliyorsa, bu yiizeye 3-boyutlu Lorentz uzayinda bir
regle yiizey denir [9].

2.20. Tamim

R3 de asagidaki sartlar1 saglayan ciimlelere, sirastyla, Lorentz birim kiire ve hiperbolik birim
kiire denir [10]:

S2 = {x = (x1,%,%3) € R3:(x,x), = 1}, (2.11)

H? = {x = (x1,x5,%3) € R}: (x,x), = —1}. (2.12)
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2.4. Dual Uzayda Temel Tamim ve Kavramlar

2.21. Tanim

V x,x* € R olmak tizere bir X = (x,x*) sirali ikililerin ctimlesini D ile gosterelim.

D=RXR={X=(xx"):x,x" € R} (2.13)

ctimlesi iizerinde toplama, ¢arpma ve esitlik su sekilde tanimlanir:

VX =(xx)veY=(y,y)EDiginX+Y =((x+yx" +y%)

) vX =0,x)veY =(y,y)EDiginX.Y = (x.y,x".y +x.y")

)vX=(,x)veY=(y,y)EDigchnX =Y Sx=yvex" =y")

D climlesi tizerinde bu sekilde toplama, carpma ve esitlik islemleri tanimlanirsa D climlesine
dual sayilar sistemi ve VX = (x,x*) € D elemanina da bir dual say: denir [21]. Burada

sirastyla ¢ikarma, sifir eleman ve bolme;

A+X=B=>X=(b—-ab"—a")

A+X=A4>X=(00)

A # (0,a") olmak lizere A X =B =>X = (g’ab*_a*b)

a a?

seklinde ifade edilir.

2.22. Teorem

(D, +, .) tgliisti birimli ve degismeli bir halkadir [21].
2.23. Teorem

X = (x,0) seklinde alalim. Bu durumda, f: D — R, f(x, 0) = x seklinde tanimli doniisiim
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bir izomorfizmdir. Yani X = (x,0) = x alinacaktir [21].
2.24. Tanim

. .xr

Bir X = (x,x*) dual sayisinda ""x"’ reel sayisina X in reel kzsmu,"'x*"" reel sayisina da X in

dual kzsmu denir [21].

2.25. Tanim

(1,0) = 1 dual sayisina D deki ¢arpma isleminin D deki reel birim ve (0,1) = 1 dual
sayisina D deki garpma isleminin ID deki dual birim denir. Dual birim kisaca ¢ ile gosterilir.
Burada, €2 = (0,0) oldugu agiktir [21].

2.26. Teorem

X = (x,x*) dual sayis1 X = x + ex* seklinde yazilabilir. Yani (x,x*) = x + ex* dir [21].
2.27. Teorem

X = (x,x*) bir dual say1 ve A € R ise A ile X in garpim1 1. X = (Ax, Ax™) dir [21].

2.28. Tanmim

D3=DxDxD= {)? =(X,X,,X3): X, €D, 1<i < 3} climlesi {izerinde toplama ve

skalerle ¢carpma islemi tanimlansin:
) VX = (X, Xp, Xa)veY = (Y, Yo, V) €D3icin X + Y = (X, + Yy, Xy + Vo, X5 + V3)
ii)AeDveX = (X;, Xy X3) € D3 icin 2.X = (AXy, AX,, 1X3).

Bu islemlerle birlikte D3 ciimlesine - Modiil denir. D- Modiiliin elemanlari olan sirali dual

ugliilere dual vektorler denir [21].
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2.29. Teorem

%, %*e R3 olmak iizere D- Modiilde her bir X dual vektérii X = ¥ + e%* seklinde yazilir [21].

2.30. Teorem

X = (%,0) seklinde alahm. Bu durumda, f:D — Modil — R3, f(% 0) =% seklinde

tanimli doniisiim bir izomorfizmdir. Yani X = (¥,0) = ¥ alinacaktir [21].

2.31. Tanim

-

X=%+¢ex", Y =7+ ey* € D-Modiil dual vektorlerinin i¢ carpimi

():D3xD3 >R

(X,¥) = (X,¥) = (X,3) + e((£,77) + (X", 7)) (2.14)
seklinde tanimlidir [21].
2.32. Tanim

X # 0 olmak iizere bir X = x + £x* dual vektdriiniin normu,

(x,x")
Il

X[l = %Il + € (2.15)

dual sayisina denir [21].

Normu reel birime karsilik gelen dual vektorlere birim dual vektérler denir.

2.33. Teorem

-

X = x + &x* birim dual vektor ise

Ix]l = 1,{x,x*) =0 (2.16)
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dir [21].

2.34. Tanim

X , Y € D-Modiil dual vektdrlerinin vektorel carpimi

XXY=Zxy+eExy +% +7) (2.17)

olarak tanimlanir [21]. Burada esitligin sagindaki vektdrel garpim R3 deki vektdrel garpimla

aynidir.

2.35. Tanim

X € D-Modiil olmak iizere

DS? = {X = X + ex* : || X|| = (1,0)} (2.18)
ciimlesine birim dual kiire denir [21].

2.36. Teorem (E. Study doniistimii)

Birim dual kiirenin noktalari, R® deki yonlii dogrulara birebir karsilik gelir [21].

2.37. Tanim

X, Y € D-Modiil iki dual birim vektorleri olsun,

(X,Y) = cos @ = cos(0 + £6%) (2.19)
esitligiyle verilen & = 8 + £6* dual sayisina X ve Y birim dual vektdrleri arasindaki dual

agt denir [21]. Burada birim dual vektérlere R de karsilik gelen yonlii dogrular arasindaki

ac1 0 ve bunlarin eksenleri arasindaki uzakligi1 6 dir.
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2.38. Tanim

D3 dual uzayinda @(s) = a(s) + a*(s) ifadesine bir dual uzay egrisi denir [21].

Burada, a(s) = (al(s), a,(s), a3(s)) ve a’(s) = (a{(s),az (s), a3 (s)), Oklid uzayinda
reel degerli egrilerdir.

2.39. Tanim

Dayanak egrisi a = a(u) denklemi ile belli olan (C) egrisi ve ana dogrular1 e = e(u) birim

vektorii olan regle yiizeyin denklemi

Y(u,s) = alu) + se(uw)

dir. Burada

olduklarindan dolay1 regle yiizeyin denklemi icin
t=s+<{a,e)

olmak iizere

Y(u, t) = a(u) X a*(u) + ta(u)

bulunur [21].

2.40. Teorem

a(u) = a(u) + ea*(u) egrisi DS? iizerinde u-parametresiyle verilen bir egri olsun.

@ (u) egrisi tarafindan R3 te iiretilen regle yiizey,

Y(u,s) = a(u) X a*(u) + sa(u) (2.20)
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olup bu regle yiizeyin dayanak egrisi,

Clu) = a(u) X a*(u) (2.21)
egrisidir [12], [13].

2.41. Tanim

D3 dual uzayinda birim hizli @(u) = a(u) + a*(u) dual egrisi i¢in

Tw) =a) =a() +ea*(u) (2.22)

esitligiyle belirli T(u) = T(w) + T*(u) dual vektoriine, @ dual egrisinin @(u) dual

noktasindaki birim dual tanjant vektorii denir [21].

2.42. Tanim

D3 dual uzayinda birim izl @(u) = a(u) + a*(u) dual egrisi i¢in

f(w) = (T(W), NW) = (T,N) + e({T,N*) +(T*, N)) (2.23)

esitligiyle belirli €(u) = k(u) + k*(u) dual fonksiyonuna, & dual egrisinin dual egrilik
fonksiyonu denir [21].

2.43. Tamim

D3 dual uzayinda birim hzli @(u) = a(u) + a*(u) dual egrisi i¢in

= _ o)
N(u) = ] (2.24)

esitligiyle belirli N(u) = N(u) + N*(u) dual vektériine, @ dual egrisinin @(w) dual

noktasindaki birim dual aslinormal vektorii denir [21]
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2.44. Tanim
D3 dual uzayinda birim hizli @(u) = a(u) + a*(u) dual egrisi i¢in
Bw)=TW)ANu)=TAN+e(T*AN+TAN*) (2.25)

esitligiyle belirli B(u) = B(u) + B*(u) dual vektoriine, @ dual egrisinin @(u) dual

noktasindaki birim dual binormal vektorii denir [21].

2.45. Tanim

D3 dual uzayinda birim hizli @(u) = a(u) + a*(u) dual egrisi icin

7(w) = (NW), B@W)) = (N, B) + e((N, B*) + (N", B)) (2.26)

esitligiyle belirli T(u) = 7(uw) + " (u) dual fonksiyonuna, & dual egrisinin dual burulma

fonksiyonu denir [21].

2.46. Tanmim

D3 dual uzayinda birim izl @(u) = a(u) + a*(u) dual egrisi i¢in

W) =T(WwWTw) + k(w)BWw) = T+ «kB) + ¢(zT* + t*T + kB* + k*B) (2.27)

esitligiyle belirli W(u) = W(u) + W*(u) dual vektdriine, @ dual egrisinin @(u) dual

noktasindaki birim dual Darboux vektérii denir [22].

2.47. Tanim

D3 dual uzayinda birim hizli @(u) = a(u) + a*(w) dual egrisi icin

= _ W)
CO) = e (2.28)
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esitligiyle belirli C(u) = C(u) + C*(u) dual vektdriine, @ dual egrisinin @(u) dual

noktasindaki birim dual Pol vektérii denir [22].

2.48. Teorem

T(u) = T(u) + eT*(u) tanjant kiiresel gdsterge egrisi IDS? iizerinde olsun. T (u) egrisi

tarafindan R3 de iiretilen regle yiizey,

Yr(u,s) =T(w) X T*(w) + sT(w), (2.29)

olup bu regle yiizeyin dayanak egrisi,

Cr(w) = T(w) X T*(w) (2.30)

egrisidir [22].

2.49. Teorem

N(u) = N(u) + eN*(u) asli normal kiiresel gosterge egrisi IDS? iizerinde olsun. N(u)

egrisi tarafindan R3 de iiretilen regle yiizey,

Yy, s) = N(w) X N*(u) + sN(w), (2.31)

olup bu regle yiizeyin dayanak egrisi,

Cy(uw) =N(u) X N*(u) (2.32)

egrisidir [22].

2.50. Teorem

B(u) = B(u) + £B*(u) binormal kiiresel gosterge egrisi DS? iizerinde olsun. B(u) egrisi

tarafindan R3 de iiretilen regle yiizey,
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Yp(w,s) = B(u) X B*(u) + sB(w), (2.33)

olup bu regle yiizeyin dayanak egrisi,

Csz(u) = B(u) X B*(u) (2.34)

egrisidir [22].

2.51. Teorem

C(u) = C(u) + &C*(u) Pol kiiresel gosterge egrisi DS? iizerinde olsun. C(u) egrisi

tarafindan R3 de iiretilen regle yiizey,

Ye(u,s) = C(w) X C*(w) + sC(u), (2.35)

olup bu regle ylizeyin dayanak egrisi,

Ce(w) = C(w) x C*(w) (2.36)

egrisidir [22].

2.5. Dual Lorentz Uzayda Temel Tamim ve Kavramlar

2.52. Tamim

D3 uzay1 {izerinde Oklid metrigi yerine Lorentz metrigi almirsa D3 dual uzayma dual

Lorentz uzay: denir ve D3 ile gosterilir [18].

2.53. Tanim

X =Xx+¢ex*, Y =9+ ey* € D3 dual vektdrlerinin dual Lorentz i¢ garpimi

(X,Y) = (€90 + (%, 5" + (X, 7)) (2.37)
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seklinde tanimlidir [18]. Burada esitligin sagindaki i¢ carpim R3 deki i¢ carpimdir.

2.54. Tanim

+ ex*, Y =y + ey* € D3 dual vektorlerinin dual Lorentz vektdrel carprmi

>
&

XXY =X, y+e(XX, 7 +X* %X, ¥) (2.38)

seklinde tanimlidir [18]. Burada esitligin sagindaki vektdrel ¢arpim R3 deki vektdrel
carpimdir.

2.55. Tanim

||| # 0 olmak iizere bir X = x + ex* € D3 vektdriiniin normu,

1K) = [I7]], + e &2 (2.39)

(E412

seklinde tanimlidir [18].

2.56. Tanim

X =X+ ex* € D3 olmak iizere

i.) X spacelike bir vektdr ise X vektoriine dual spacelike vektor,
ii.) x timelike bir vektor ise X vektoriine dual timelike vektor,

iii.) X lightlike bir vektor ise X vektoriine dual lightlike vektor

denir [18].

2.57. Tanmim

X =X+ ex* € D} olmak iizere



21
$2={X=x+ex* € D3:(x,x), = 1},(x,X*), =0, (2.40)
H?2={X=x+ex*€D3:(x,x), =—1,(x,x*), =0} (2.41)
kiimelerine, sirastyla, dual Lorentz birim kiire Ve dual hiperbolik birim kiire denir [19].
2.58. Teorem
D3 uzayindaki S$? dual Lorentz birim kiirenin ve H? dual hiperbolik birim kiirenin noktalari,
sirastyla, R3 Lorentz ¢izgiler uzaymdaki yonlii spacelike ve timelike dogrulara birebir
karsilik gelir [18].

2.59. Teorem

a(u) = a(u) + ea*(u) egrisi S? iizerinde bir egri olsun. @(u) egrisi tarafindan R3 de

iiretilen regle yiizey,

Y(u,s) = a(u) X, a*(u) + sa(u), (2.42)

olup bu regle ylizeyin dayanak egrisi,

D(u) = a(u) x, a*(u) (2.43)

egrisidir [13,14].

2.60. Teorem

a(u) = a(u) + ea*(u) egrisi H? iizerinde bir egri olsun. @(u) egrisi tarafindan R3 de

tiretilen regle ylizey,

Y(u,s) = a(w) X, a*(u) + sa(u) (2.44)

olup bu regle yiizeyin dayanak egrisi,
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D(u) = a(u) X, a*(u) (2.45)

egrisidir [13,14].

2.61. Onerme

a(u) = a(u) + sa*(u) egrisi H? iizerinde bir egri olsun. Eger D(u) = a(u) X, a*(u)
dayanak egrisi spacelike egri ve a(u) dogrultman vektorii timelike ise a*(u) spacelikedr.

Elde edilen ¥ (u, s) regle yiizeyi R? de timelike regle yiizeydir [14].

2.62. Onerme

a(u) = a(u) + ea*(u) egrisi H? iizerinde bir egri olsun. Eger D(u) = a(u) X, a*(u)
dayanak egrisi spacelike egri ve a(u) dogrultman vektorii timelike ise a*(u) timelikedir.

Elde edilen ¥ (u, s) regle yiizeyi R3 de timelike regle yiizeydir [14].

2.63. Onerme

a(u) = a(u) + ea*(u) egrisi S7 iizerinde bir egri olsun. Eger D(u) = a(u) X, a*(u)
dayanak egrisi spacelike egri ve a(u) dogrultman vektorii spacelike ise a*(u) timelike

vektordiir. Elde edilen 1 (u, s) regle yiizeyi RS de spacelike regle yiizeydir [14].

2.64. Onerme

a(u) = a(u) + ea*(u) egrisi S? iizerinde bir egri olsun. Eger D(u) = a(u) X, a*(u)
dayanak egrisi spacelike egri ve a(u) dogrultman vektorii timelike ise a*(u) spacelikedir.

Elde edilen 1 (u, s) regle yiizeyi R3 de timelike regle yiizeydir [14].
2.65. Onerme
a(u) = a(u) + ea*(u) egrisi S? iizerinde bir egri olsun. Eger D(u) = a(u) X, a*(u)

dayanak egrisi spacelike egri ve a(u) dogrultman vektorii timelike ise a*(u) timelikedir.

Elde edilen ¥ (u, s) regle yiizeyi R? de timelike regle yiizeydir [14].
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2.66. Onerme

a(u) = a(u) + ca*(u) egrisi S iizerinde bir egri olsun. Eger D(u) = a(u) X, a*(u)
dayanak egrisi timelike egri ve a(u) dogrultman vektorii spacelike ise a*(u) spacelikedir.

Elde edilen ¥ (u, s) regle yiizeyi R? de timelike regle yiizeydir [14].
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3. DUAL KURE UZERINDEKIi IKi FARKLI EGRIYE KARSILIK
GELEN REGLE YUZEYLERIN ARAKESITLERI

Bu boliimde, birim dual kiire iizerinde aldigimiz iki ayr1 dual egriye E. Study doniistimii

yardimiyla karsilik gelen iki ayr regle yiizeylerin arakesit problemleri incelenmistir.

E. Study déniisiimiine gore; birim dual kiirenin noktalarina R3 de yonlii dogrular karsilik
gelir. Bu doniisiimden yararlanarak birim dual kiire DS? {izerinde aldigimiz dual egriye R®
de regle yiizey karsilik gelir. Elde edilen regle yiizeylerin arakesit problemleri R3 de regle

ylizeylerin arakesiti i¢in kullanilan teoremler vasitasiyla incelenmisitir.

3.1. Teorem

Birim dual kiirenin noktalari, R® deki yonlii dogrulara birebir karsilik gelir [21].
3.2. Teorem

a(u) = a(u) + ca*(u) egrisi DS? iizerinde u- parametresiyle verilen bir egri olsun.

@ (u) egrisi tarafindan R3 de iiretilen regle yiizey,

Y(u,s) =a(u) X a*(u) + sa(u),

olup bu regle ylizeyin dayanak egrisi,

Clu) =a(u) X a*(u)

egrisidir [12,13].

Birim dual kiire DS? iizerinde aldigimiz iki ayr1 dual egri, sirasiyla, @; = a;(u) + caj(w)

ve @, = a,(v) + ea;(v) olmak iizere E. Study déniisiimii yardimiyla bu egrilere R® de

karsilik gelen regle ylizeyler, sirasiyla, ¥,(u,s) ve Yg(v,t) yiizeyleri olsunlar. Bu regle
ylzeyler

Pa(w, ) = a1 (w) x ag(w) + sa; (w), (3.1)
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Yp(v,t) = a;(v) X az(v) + tay (v) 3.2)

esitlikleriyle tanimli olsunlar. Burada ¥,(u,s) ve Yg(v,t) regle ylizeylerinin dayanak

egrileri sirasiyla

Ca(w) = ay(w) X aj(w), (3.3)

Cg(v) = a,(v) X a3 (v) (34)
esitlikleriyle ifade edilirler.

Y, (u, s) regle yiizeyinin sabit bir s, parametresi i¢in u- parametre egrisini

L) = ¥a(u, so)

esitligiyle gosterilsin. Benzer sekilde g (v, t) regle yiizeyinin sabit bir t, parametresi igin

v-parametre egrisini
() = Pp(v,t)
esitligiyle verilsin.
3.3. Teorem

Dual birim kiire iizerindeki iki farkli egriye R3 de karsilik gelen iki farkl regle yiizey,

sirastyla, Y, (u, s) ve Yy (v, t) olsun. Bu durumda

u(u,v) = det{a; (W), az(v), (Ca(w) = Cs(»)) } = 0 (35)

ise [, (u) ve lg(v) parametre egrileri kesisir.
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fspat

Dual birim kiire tizerindeki @, (u) ve @,(v) dual egrilerine karsilik gelen regle yiizeyler,
sirastyla, ¥, (u, s) ve Yg (v, t) olsun. Bu regle yiizeylerin kesistigini kabul edelim. O halde
iki regle ylizey asagidaki gibi alinabilir:

1/)A (u, S) = lpB (V, t) (36)

Burada Es. (3.1) ve Es. (3.2) yerlerine yazilip diizenlenirse

Co(u) — Cg(v) = —sa;(u) + ta,(v) esitligi elde edilir. Buaradan C4(u) — Cg(v) vektorii
a,(u) ve a,(v) dogrultman vektorlerinin lineer birlesimi olur. Boylece C,(u) — Cg(v),

a, (u) ve a,(v) vektorleri lineer bagimlidir. Sonug olarak,

det{[C4(u) — Cp(V)], ¢y (W), a,(v)} = 0

olur. Dolayisiyla Es. (3.5) den u(u,v) = 0 dir. Sonug olarak, u(u,v) = 0 oldugundan

l4(u) ve lg(v) parametre egrileri ¢akisir.

3.4. Sonug

DS? iizerinde iki farkli egriye karsilik gelen regle yiizeylerin arakesiti igin u(u,v) = 0

kosuluyla C,(u) = Cg(v) esit oldugu zaman taban egrileri ¢akisir.

DS? iizerinde aldigimiz iki ayr1 dual egriye R® de karsilik gelen ¥4 (u, s) ve g (v, t) regle

yiizeylerinin kesisimi i¢in kullanacagimiz A(w,v), 8;(u,v), 6,(u,v) iki degiskenli

fonksiyonlari

A, v) = llay (W) X a;(W)I?, 3.7)
61w, v) = llay (W) x [Ca(w) — CsW]II%, (3.8)
6, (w, v) = llaz(v) x [Ca(w) — CsW]II? (3.9)

seklinde olsun. Buna gore asagidaki teoremi verebiliriz.



28

3.5. Teorem

Dual birim kiire iizerindeki iki farkli egriye R3 de karsilik gelen y4(u, s) ve g (v, t) iki
farkli regle yiizeylerin, sirasiyla, parametre egrileri L, (1) ve lg(v) olsun. Bu durumda 4 (u)

ve Iz (v) parametre egrilerinin kesismesi i¢in gerekli ve yeterli kosul
A(u,v) =6, (u,v) = 6,(u,v) =0

olmasidir.

fspat

u(u,v) =0 “ m her ¢éziimii C4(u) — Cz(v), a;(u) ve a,(v) vektorleri igin lineer bagimli

oldugundan
mya;(u) + mya,(v) + mg[Ca(w) — Cg(v)] =0 (3.10)

esitligi sifirdan farkli her bir m,, m,, my skalerleri igin saglanir. m3 # 0 oldugunda Es.
(3.6) saglanir ve l,(u) ve lg(v) parametre egrileri ¢akigir. my = 0 alinirsam, # 0ve m, #

0 i¢in Es. (3.10) kullanilarak

o, (u) = —Z—:az(w

esitligi elde edilir. Buradan a4 (u) ve a,(v) paralel oldugu goriiliir. Buradan Es. (3.7) den
A(u,v) = 0 fonksiyonun ¢6ziim kiimesidir. Dolayisiyla A(u,v) = 0 ‘mn ¢ozim kiimesi
pu(u, v) = 0 ‘i ¢éziim kiimesinde kapsanir. [, (u) ve lg(v) parametre egrilerinin ¢akismasi
icin gerekli ve yeterli sart birbirlerine paralel olmalart gerekir. Yani A(u,v) = 0 olmali
ayrica Ve [C4(u) — Cg(v)] vektoriiniin sirasiyla a; (1) ve a,(v) vektorlerine paralel olmasi

gerekir.

@, (u) vektoriniin [C4(u) — Cg(v)] vektoriine paralel olmasi durumu

61w, v) = llay (W) x [Ca(w) — CsW)]II? =0,
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a,(v) vektoriniin [C,(u) — Cg(v)] vektoriine paralel olmasi durumu

65w, v) = llaz(v) x [C4(w) — CsW)]II> =0
esitligi yazilir. Boylece 1, (u) ve lg(v) parametre egrileri gakisir.

Ornek

1 seon (1
a,(u) = (—v—icosu,\/_smu,\/_) aj(u) = (ﬁsmu,\/_cosu 0)

a,(v) = (\/_smv,fcosv,—z) ve a;(v) = (\/_cosv —T51nv ,0) R3 de birer vektor

olsun.

la; (W) =1 ve (a;(u), aj(u) ) =0 oldugundan &;(u) = a;(u) + eaj(u) dual egrisi
birim dual kiiresi izerindedir. Benzer sekilde @, (u) = a,(v) + €a;(v) dual egrisi de birim

dual kiire tizerindedir.
@, (u) = ay(u) X aj(u) dual egrisine karsilik gelen regle yiizey

Ya(w,s) = a;(u) x aj(u) + sa; (W)

1 1 1 1 1 1
= (—Ecosu,—smu,—z)+s(——cosu —sinu,—)

2 V2o V2 2
dir. Bu regle yiizeyin dayanak egrisi ve dogrultmani, sirasiyla,

C,(u) = (—%cosu,%sinu,—%) ve a;(u) cosu smu,\/_) dir.

== v‘ 'z

Benzer sekilde @, (v) = a,(v) + ea;(v) dual egrisine karsilik gelen regle yiizey

Yp(v,t) = az(v) X a;(v) + tay(v)

1 . 1 1 1 . 1 1
= (Esmv,—cosv,—i)+t(—smv —cCcosv,—)

2 V2o N2 V2
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dir. Bu regle ylizeyin dayanak egrisi ve dogrultmanti, sirasiyla,
1, 1 1 1. 1 1
Cp(v) = (Gsinv,Zcosv,—-), ve a,(v) = (ﬁsmv,—zcos v,ﬁ) dir.

Simdi birim dual kiire yiizeyi iizerinde aldigimiz iki egriye karsilik gelen regle yiizeylerin

arakesitini inceleyelim:

P, (u,s) = Pg(v,t) olsun. Buradan

%(—cosu,sinu,—l) +s\%(—cosu,sinu,1) =%(sinv,cosv,—1) +

1
tTE(51nv,cosv,1)

1

1 : :
—-(cosu +sinv,—sinu + cosv,0) = —s—=
2( + ) + ) ) \/E

(—cosu,sinu,1) +t%(sinv,cosv,1)

yazilabilir. Burada C,(u) — Cg(v) = — % (cosu + sinv,—sinu + cosv, 0) fark vektori
a,(u) = \/% (—cosu,sinu,1) ve a,(v)= \/% (sinv,cosv,1) vektorlerinin lineer

birlesimi olarak ifade edilmis olur. Bu ii¢ vektor lineer bagimli oldugundan u(u, v) = 0 dir.

Dolayisiyla u(u, v) = 0 oldugundan I, (u) ve lz(v) parametre egrileri kesisir.

Simdi A(w,v), &,(u,v), 6,(u,v) iki degiskenli fonksiyonlarin1 hesapliyalim. Bu

fonksiyonlar sirasiyla,

A, v) = llay (Wxa,()II?

= —i{(sin(u —v) 4+ 3)(sin(u —v) — D},

81 (w,v) = |lay (W)x[C4 () — Cx(W)]II?
= —%{(sin(u —v) + 3)(sin(u —v) — 1)},

62w, v) = llay(W)x[Ca(w) — Cz(W)]II?

= —%{(sin(u —v) + 3)(sin(u —v) — 1)}

seklinde elde edilir.
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u(u, v) = 0 denkleminin (u,v) = (%,O) ¢oziimii i¢in A(u,v) = 6, (w,v) = 8,(u,v) =0

olacagindan l,(u) ve lg(v) parametre egrileri kesisir. Dolayisiyla ¥4 (u,s) ve Yg(v,t)

regle ytizeyleri kesisir.

Sekil 3.1. DS? de iki farkl1 egriye karsilik gelen iki regle yiizeyin arakesiti
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4. PSEUDO KURELERIN UZERINDEKI iKi FARKLI EGRIYE
KARSILIK GELEN REGLE YUZEYLERIN ARAKESITLERI

Bu béliimde; Pseudo kiirelerin (S? ve H?) iizerinde aldigimiz iki ayr1 dual egriye E. Study
doniisiimii yardimiyla R3 de karsilik gelen iki ayri regle yiizeylerin arakesit problemleri
incelenmistir.

4.1. Teorem

D3 uzayindaki $? dual Lorentz birim kiirenin ve H? dual hiperbolik birim kiirenin noktalar1,
sirastyla, R3 Lorentz ¢izgiler uzaymdaki yonlii spacelike ve timelike dogrulara birebir
karsilik gelir [18].

4.2. Teorem

a(u) = a(u) + ca*(u) egrisi §? iizerinde u- parametresiyle verilen bir egri olsun.

a(u) egrisi tarafindan R3 de iiretilen regle yiizey,
Y(u,s) = a(u) X, a*(u) + sa(u),

olup bu regle yiizeyin dayanak egrisi,

D(u) = a(u) X, a*(u)

egrisidir [13,14].

4.3. Teorem

a(u) = a(u) + ca*(u) egrisi H? iizerinde u- parametresiyle verilen bir egri olsun.

a(u) egrisi tarafindan R3 de iiretilen regle yiizey,

Y(u,s) = a(u) X, a*(u) + sa(u),

olup bu regle ylizeyin dayanak egrisi,
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D(u) = a(u) X, a*(u)

egrisidir [13,14].

4.4. Onerme

a(u) = a(u) + sa*(u) egrisi H? iizerinde bir egri olsun. Eger D(u) = a(u) X, a*(u)
dayanak egrisi spacelike egri ve a(u) dogrultman vektorii timelike ise a*(u) spacelikedr.
Elde edilen ¥ (u, s) regle yiizeyi R? de timelike regle yiizeydir [14].

4.5. Onerme

a(u) = a(u) + ea*(u) egrisi H? iizerinde bir egri olsun. Eger D(u) = a(u) X, a*(u)
dayanak egrisi spacelike egri ve a(u) dogrultman vektorii timelike ise a*(u) timelikedir.
Elde edilen ¥ (u, s) regle yiizeyi R3 de timelike regle yiizeydir [14].

4.6. Onerme

a(u) = a(u) + ea*(u) egrisi S7 iizerinde bir egri olsun. Eger D(u) = a(u) X, a*(u)
dayanak egrisi spacelike egri ve a(u) dogrultman vektorii spacelike ise a*(u) timelikedir.
Elde edilen 1 (u, s) regle yiizeyi R} de spacelike regle yiizeydir [14].

4.7. Onerme

a(u) = a(u) + ea*(u) egrisi S? iizerinde bir egri olsun. Eger D(u) = a(u) X, a*(u)
dayanak egrisi spacelike egri ve a(u) dogrultman vektorii timelike ise a*(u) spacelikedir.
Elde edilen 1 (u, s) regle yiizeyi R3 de timelike regle yiizeydir [14].

4.8. Onerme

a(u) = a(u) + ea*(u) egrisi S? iizerinde bir egri olsun. Eger D(u) = a(u) X, a*(u)

dayanak egrisi spacelike egri ve a(u) dogrultman vektorii timelike ise a*(u) timelikedir.

Elde edilen ¥ (u, s) regle yiizeyi R? de timelike regle yiizeydir [14].
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4.9. Onerme

a(u) = a(u) + ca*(u) egrisi S iizerinde bir egri olsun. Eger D(u) = a(u) X, a*(u)
dayanak egrisi timelike egri ve a(u) dogrultman vektorii spacelike ise a*(u) spacelikedir.

Elde edilen ¥ (u, s) regle yiizeyi R? de timelike regle yiizeydir [14].

4.1. S? Dual Lorentz Birim Kiire Uzerindeki iki Farkh Egriye Karsiik Gelen Regle
Yiizeylerin Arakesitleri

Bu béliimde; dual Lorentz birim kiire $? {izerinde aldigimiz iki ayr1 dual egriye E. Study
doniisiimii yardimiyla R3 de karsilik gelen iki ayr1 regle yiizeyin arakesit problemleri

incelenmistir.

E. Study déniisiimiine gore; S dual Lorentz birim kiirenin noktalarina R3 de yonlii spacelike
veya timelike dogrular karsilik gelir. Bu doniisiimden yararlanarak S$% dual Lorentz birim
kiire {izerinde aldigimiz dual egriye R3 de yonlii spacelike veya timelike regle yiizeyler
karsilik gelir. Elde edilen regle yiizeylerin arakesit problemleri R3 de regle yiizeylerin

arakesiti i¢in kullanilan teoremler vasitasiyla incelenmisitir.

4.1.1. S? Dual Lorentz birim kiire iizerindeki iki farkh egriye karsilik gelen iki timelike
regle yiizeylerin arakesiti

S? dual Lorentz birim kiirenin iizerinde aldigimiz iki ayr1 dual egri, sirasiyla, @;(u) =
a,(u) + eaj(u) ve @,(v) = a,(v) + €a;(v) olmak lizere E. Study doniisiimii yardimiyla
bu egrilere R} de karsilik gelen iki timelike regle yiizeyler, sirasiyla, ¥, (u, s) ve ¥g(v,t)

olsun. Bu timelike regle ylizeyler;

Ya(u,s) = a; () X, a1 () + sa; (w), (4.1)

Yp(v,t) = ay(v) X, a3 (V) + ta,(v) (4.2)

esitlikleriyle tanimli olsunlar. Burada

Dy(u) = ay(w) X, aj(u), (43)



36

Dp(v) = az(v) X, a;(v) (4.4)

,sirastyla, Y, ve g yiizeylerinin timelike dayanak egrileri, @, (u) # 0 ve a,(v) # 0 de

ylizeylerin spacelike dogrultmanlaridir.

Y4 timelike regle ylizeyinin sabit bir s, parametresi i¢in u-parametre egrisini

ky(u) =4 (u,s0),

P, timelike regle yiizeyinin sabit bir t, parametresi i¢in v-parametre egrisini
kg(v) = Pp (v, to)
ile belirtelim.

4.10. Teorem

Dual Lorentz birim kiire iizerindeki iki farkli egriye R3 de karsilik gelen iki farkli timelike

regle yiizey, sirasiyla, ¥4 (u, s) ve Yz (v, t) olsun. Bu durumda

n(u,v) = det{a; (W), a(v), (Da(w) — Ds(1))} = 0 (4.5)
ise k4 (u) ve kg(v) parametre egrileri kesisir.

fspat

Dual Lorentz birim kiire iizerindeki o(u) ve B(v) dual egrilerine R3 de karsilik gelen regle
yuzeyler, sirasiyla, ¥, (u, s) ve Y (v, t) olsun. Bu regle yiizeylerin kesistigini kabul edelim.
O halde iki regle ylizey asagidaki gibi yazilabilir:

Burada Es. (4.1) ve Es. (4.2) yerlerine yazilirsa
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Dy(u) — Dp(v) = —say(u) + tp;(v)

esitligi elde edilir. Buaradan D4 (u) — Dg (v) vektori aq (u) ve B;(v) spacelike dogrultman
vektorlerinin lineer birlesimi olur. Boylece Dy(u) — Dg(v), a;(u) ve a,(v) spacelike

vektorleri lineer bagimlidir. Sonug olarak,

det{[Dy(uw) — Dg(v)], a; (W), ay(v)} =0

olur. Dolayisiyla Es. (4.6) den n(u,v) = 0 dir. Sonug olarak, n(u,v) = 0 oldugundan

k,(u) ve kg(v) parametre egrileri kesisir.

4.11. Sonug

S? iizerindeki iki farkli egriye karsilik gelen iki timelike regle yiizeyin arakesiti igin

n(u,v) = 0 kosuluyla D4(u) = Dg(v) esit oldugu zaman taban egrileri ¢akisir.

$? iizerinde aldigimiz iki ayr1 dual egriye R3 de karsilik gelen ¥4 (u, s) ve g (v, t) timelike

regle yiizeylerin kesisimi i¢in kullanacagimiz A(u,v), 1,(w,v), A,(u,v) iki degiskenli

fonksiyonlari

Aw,v) = llay () X, a;)II, (4.7)
4w, v) = lley (W) X, [D4(w) = Ds(W)]IIE, (4.8)
22w, v) = llaz () X, [D4(w) = Dg(W)]IIE (4.9)

seklinde olsun. Buna gore asagidaki teoremi verebilitiz.

4.12. Teorem

Dual Lorentz birim kiire iizerindeki iki farkli egriye R3 de karsilik gelen y,(u,s) ve
Yp(v,t) iki farkl timelike regle yiizeylerinin, sirasiyla, parametre egrileri k,(u) ve kg(v)
olsun. Bu durumda k,(u) ve kg(v) parametre egrilerinin kesismesi i¢in gerekli ve yeterli

kosul

A, v) =2A4,(w,v) =,(u,v) =0
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Olmasidir.
fspat

n(u,v) = 0 “1n her ¢éziimii Dy (u) — Dg(v), a1 (u) ve a,(v) spacelike vektorleri igin lineer

bagimli oldugundan
myaq(u) + mya,(v) + mg[Dy(uw) — Dg(v)] =0 (4.10)

esitligi sifirdan farkli herbir m,, m,, ms skalerleri i¢in saglanir. ms # 0 oldugunda Es. (4.6)

saglanir ve k,(u) ve kg(v) parametre egrileri ¢akisir. m3 = 0 alinirsa my #= 0 ve m, # 0

icin Es. (4.10) kullanilarak

oy () = —T’Z—:az(w

esitligi elde edilir. Buradan a;(u) ve a,(v) spacelike vektorleri paralel oldugu goriiliir.
Buradan Es. (4.7) den A(u, v) = 0 fonksiyonun ¢6ziim kiimesidir. Dolayisiyla A(u, v) = 0
“in ¢6ziim kiimesi n(w, v) = 0 ‘i ¢dziim kiimesinde kapsanir. k4 (u) ve kg (v) parametre
egrilerinin ¢akismasi i¢in gerekli ve yeterli sart birbirlerine paralel olmalar1 gerekir. Yani
A(u,v) = 0 olmali ayrica [D,(u) — Dg(v)] vektoriiniin sirasiyla a4 (u) ve a,(v) spacelike
vektorlerine paralel olmasi gerekir. a;(u) spacelike vektoriinin  [D4(uw) — Dg(v)]

vektoriine paralel olmasi durumu

M, v) = llay (W) x,, [D4(w) — DsW)]II = 0,

a,(v) spacelike vektoriiniin [D4(u) — Dg(v)] vektoriine paralel olmast durumu

A, v) = lla,(v) Xp, [Da(w) — Dg(W]IIf = 0

esitligi yazilir. Boylece k,(u) ve kg (v) parametre egrileri ¢akisir.
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Ornek

a,(u) = (\/Esinu,\/fcosu, 1), ai(u) = (\/fcosu,—\/isinu, 0) R3 de spacelike
vektorler olsun. (@, (u), @; (w)),=1 ve (a;(u), a;(w)); = 0 oldugundan @, (u) = a;(u) +

ca;(u) dual egrisi S$7 dual Lorentz birim kiiresi iizerindedir.

@, (u) dual egrisine karsilik gelen timelike regle yiizey

Ya(u,s) = a;(w) X, aj(u) + sa; (u)

= (\/Esinu,—\/fcosu,Z) +s(\/§sinu,\/§cosu,1)

dir. Bu timelike regle yiizeyin sirastyla timelike dayanak egrisi ve spacelike dogrultmant
Dy(u) = (\/Esinu ,—V2cosu, 2) ve a; (u) = (V2sinu, V2 cosu, 1) seklindedir.

a,(v) = (—2cosv,V2sinv,1) ve a;(v) = (V2sinv,v2cosv,0) R3 de spacelike
vektorler olsun. (a,(v),a,(v)), =1 ve (a,(v),a;(v)), =0 oldugundan a,(v) =

a,(v) + ea;(v) dual egrisi $? dual Lorentz birim kiiresi iizerindedir.

@, (v) dual egrisine karsilik gelen timelike regle yiizey

Yp(,t) = a,(v) X, a;(v) + tay(v)

= (—\/Ecosv,—\/isinv,Z) + s(—\/fcosv,\/isinv, 1)
dir. Bu timelike regle yiizeyin sirasiyla timelike dayanak egrisi ve spacelike dogrultmani
Dy(v) = (—=V2cosv,—V2sinv,2) ve a,(v) = (—=vV2cosv,V2sinv,1) dir.

Simdi $? dual Lorentz birim kiiresi iizerinde aldigimiz iki dual egriye karsilik gelen iki

timelike regle yiizeylerin arakesitini inceleyelim:

Ya (u,8) = Yg(v,t) olsun.
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(\/fsinu,—\/icosu,Z) +s(\/§sinu,\/§cosu,1) = (—\/fcosv,—\/fsinv,Z) +
t(—\/f cosv,V2sinv, 1)

\/E(sinu +cosv,sinv—cosu,0) = —s(\/f sinu,\/fcos u, 1) + t(—\/fcos v,\/fsinv, 1)

olarak yazilabilir. Burada D, (u) — D (v) = V2(sinuu + cos v, sinv —cos u, 0) fark vektorii
a;(u) = V2sinu,v2cosu,1) ve a,(v) = (—V2cosv,V2sinv,1) vektorlerinin lineer
birlesimi olarak ifade edilmis olur. Bu li¢ vektor lineer bagimli oldugundan n(u, v) = 0 dir.
Dolayisiyla n(u,v) =0 olacagindan n(u,v) = 4cosv (sinv —cosu) oldugundan
n(u,v) = 0 denklemini saglayan (u,v) ikilileri i¢in k,(u) ve kg(v) parametre egrileri

kesigir.

Simdi A(u,v), A;(w,v), A,(uw,v) iki degiskenli fonksiyonlarini hesapliyalim. Bu

fonksiyonlar;

A(u,v) = 4sin(u — v)[sin(u — v) + 1],
A (u,v) = —4{(cos(u + v) + sin 2u)? — (sin(u — v) + 1)},
A (u, v) = —4{(cos(u + v) — sin 2v)? — (sin(u — v) + 1)}

olur. n(u,v) =0 denkleminin (u,v) = (g,g) ¢oziimi icin  A(w,v) = 4, (w,v) =
Ay(u,v) = 0 olup ky(u) ve kg(v) parametre egrileri kesisir. Dolayisiyla ¥4 (u,s) ve

Y (v, t) timelike regle yiizeyleri kesisir.
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2

Sekil 4.1. $2 de iki farkli egriye karsilik gelen iki timelike regle yiizeyin arakesiti

4.1.2. S? Dual Lorentz birim Kkiire iizerindeki iki farkh egriye karsiik gelen iki

spacelike regle yiuizeylerin arakesiti

$2 dual Lorentz birim kiirenin iizerinde aldigimiz iki ayr1 dual egri, sirasiyla, @;(u) = a

+ea," ve @,(v) = a, +ea; olmak iizere E. Study doniisiimii yardimiyla bu egrilere R3 de

karsilik gelen iki spacelike regle yiizeyler, sirasiyla, ¥,(u,s) ve Yg(v,t) olsun. Bu

spacelike regle ylizeyler;

Ya(u,s) = ay (W) x;, a5 (W) + sa; (),

Yp(,t) = a,(v) X, a;(v) + tay(v)

esitlikleri ile verilsin. Burada

Dy(w) = a;(w) X, aj(u),

Dp(v) = ay(v) X, a3 (v)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

,strastyla, P, ve g yiizeylerinin spacelike dayanak egrileri, a;(u) # 0 ve a,(v) # 0 de

ylizeylerin spacelike dogrultmanlaridir.
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Y, spacelike regle yiizeyinin sabit bir s, parametresi i¢in u-parametre egrisini
ka(w) =4 (u,s0),

Yy spacelike regle yilizeyinin sabit bir t, parametresi i¢cin v-parametre egrisini
kg(v) =Yg (v, t)

ile ifade edelim.

4.13. Teorem

Dual Lorentz birim kiire {izerindeki iki farkli egriye R3 de karsilik gelen iki farkli spacelike

regle yiizey, sirasiyla, ¥4 (u, s) ve Yz (v, t) olsun. Bu durumda

n(u,v) = det{a; (W), az(v), (Da(w) — Ds(v))} = 0 (4.15)
ise k,(u) ve kg(v) parametre egrileri kesisir.

fspat

Teoreminin ispat1 benzer sekilde 4.10. Teoreminden yararlanilarak yapilabilir.

4.14. Sonug

S? {izerindeki iki farkli egriye karsilik gelen spacelike regle yiizeyin arakesiti igin n(u, v) =

0 kosuluyla D4(u) = Dg(v) esit oldugu zaman taban egrileri ¢akisir.
$? iizerinde aldigimiz iki ayr1 dual egriye R3 de karsilik gelen 1,4 (u, s) ve Y5 (v, t) spacelike

regle yiizeylerin kesisimi i¢in kullanacagimiz A(u,v), A,(u,v), A,(u,v) iki degiskenli

fonksiyonlari

A, v) = llay(w) X, @, W)IIE, (4.16)
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4w, v) = lley (W) X, [D4(w) = D (W)]IIE, (4.17)
22w, v) = llaz(v) X, [D4(w) = D (W)]IIE (4.18)

seklinde olsun. Buradan agagidaki teoremi verebiliriz.

4.15. Teorem

Dual Lorentz birim kiire iizerindeki iki farkli egriye R3 de karsilik gelen 4 (u,s) ve
Y (v, t) iki farkli spacelike regle ylizeylerinin, sirasiyla, parametre egrileri k,(u) ve k4 (v)
olsun. Bu durumda k,(u) ve k,(v) parametre egrilerinin kesismesi igin gerekli ve yeterli

kosul

A, v) =214, (w,v) =,(u,v) =0

olmasidir.
fspat
Teoreminin ispat1 benzer sekilde 4.12. Teoreminden yararlanilarak yapilabilir.

Ornek

a;(u) = (coshu,0,sinhu) ve ai(u) = (sinhu, 0, coshu), sirastyla, R3 de spacelike ve
timelike vektorler olsun. {(a;(w), a;(u)),=1 ve (a;(u), a;(u)),=0 oldugundan &, (u) =

a,(u) + eaj(u) dual egrisi $? dual Lorentz birim kiiresi iizerindedir.

@, (u) dual egrisine karsilik gelen spacelike regle ylizey

Ya(u,s) = a; () X, aj(u) + sa; ()

= (0,1,0) + s(coshu, 0,sinhu)

dir. Bu spacelike regle yiizeyin sirasiyla spacelike dayanak egrisi ve spacelike dogrultmani

D,(u) = (0,1,0) ve a;(u) = (coshu,0,sinhu) selinde hesaplanir.
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a,(v) = (0,coshv,sinhv) ve a;(v) = (0,sinh v, coshv), sirasiyla, R3 de spacelike ve
timelike vektorler olsun. (a,(v), a,(v)),= 1 ve {(a,(v), a;(v)),= 0 oldugundan &,(v) =

a,(v) + ea;(v) dual egrisi $? dual Lorentz birim kiiresi iizerindedir.

@, (v) dual egrisine karsilik gelen spacelike regle yiizey

Yp(,t) = a,(v) X, a;(v) + tay(v)

= (1,0,0) + t(0, cosh v, sinh v)

dir. Bu spacelike regle yiizeyin, sirasiyla, spacelike dayanak egrisi ve spacelike dogrultmani
Dg(v) = (1,0,0) ve a,(v) = (0, cosh v, sinh v) dir.
Simdi S§? dual Lorentz birim kiiresi iizerinde aldigimiz iki dual egriye karsilik gelen iki

spacelike regle yiizeylerin arakesitini inceleyelim:

Y, (u,s) = Yy(v,t) olsun.

(0,1,0) + s(coshu, 0,sinhu) = (1,0,0) + t(0, cosh v, sinhv)

(—1,1,0) = —s(coshu, 0,sinhu) + t(0, cosh v, sinh v)

yazilabilir. Burada D,(u) —Dg(v) = (—=1,1,0) vektorii a;(u) = (coshu,0,sinhu) ve
a,(v) = (0,coshv,sinhv) vektorlerinin lineer birlesimi olarak ifade edilmis olur. Bu iig
vektor lineer bagimli oldugundan n(u,v) = 0 olur. Dolaysiyla n(u, v) = 0 olacagindan
n(u,v) = —sinh(u + v) oldugundan n(u, v) = 0 denklemini saglayan (u, v) ikilileri i¢in

k,(u) ve kg(v) parametre egrileri kesisir.

Simdi A(w,v), A,(w,v), A,(u,v) iki degiskenli fonksiyonlarin1 hesapliyalim. Bu

fonksiyonlar;

A(u,v) = (sinhusinhv)? — 1,
A, (u,v) = (sinhu)? — 1,
A, (u,v) = (sinhv)? — 1
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seklindedir. Burada sinhu = —1, coshu = V2, sinhv =1, coshv =+2 almirsa
oncelikle n(u,v) = 0 sart1 saglanir. Daha sonra A(u,v) = A, (u,v) = A,(u,v) = 0 sart1
saglanir. Buradan gerekli islemler yapilinca (u, v) = (ln|\/§ - 1| , ln|\/§ + 1|) elde edilir.
Boylece n(u,v) =0 denkleminin  (w,v) = (In|v2 —1|,In|v2 + 1|) ¢bziimii icin
Alu,v) = 4;(u,v) = A,(u, v) = 0 olacagindan k4 (u) ve kgz(v) parametre egrileri kesisir.

Dolayisiyla ¥4 (u,s) ve g (v,t) spacelike regle yiizeyleri kesisir.

Sekil 4.2. §? de iki farkli egriye karsilik gelen iki spacelike regle yiizeyin arakesiti

4.1.3. $? Dual Lorentz birim kiire iizerindeki iki farkli egriye karsihk gelen bir timelike
ve bir spacelike regle yiizeylerin arakesiti

$2 dual Lorentz birim kiirenin {izerinde aldigimiz iki ayr1 dual egri, sirasiyla, @; = a; + ea;*
ve @, = a, +ea; olmak iizere E. Study doniisiimii yardimiyla bu egrilere R$ de karsilik
gelen bir timelike ve bir spacelike regle yiizeyler, sirasiyla, ¥, (u, s) ve ¥y (v, t) olsun. Bu

timelike ve spacelike regle yiizeyler;

Ya(u,s) = a;(u) X, a3 () + sa; (w), (4.19)

Yp(,t) = a(v) X, az(v) + tay(v) (4.20)
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esitlikleri ile ifade edilsin. Burada

Dy(u) = ay(u) X, aj(u), (4.21)

Dp(v) = az(v) x;, a;(v) (4.22)

,sirastyla, ¥, timelike ve g spacelike regle yiizeylerinin timelike ve spacelike dayanak

egrileri, aq(u) # 0 ve a,(v) # 0 de ylizeylerin spacelike dogrultmanlaridir.

P, timelike regle yiizeyinin sabit bir s, parametresi i¢in u-parametre egrisini

ka(u) =4 (u,50),

Y g spacelike regle ylizeyinin sabit bir t, parametresi i¢in v-parametre egrisini

kg(v) =Yg (v, t))

ile alalim.

4.16. Teorem

Dual Lorentz birim kiire {izerindeki iki farkli egriye R3 de karsilik gelen bir timelike ve bir

spacelike regle yiizey, sirasiyla, ¥4 (u, s) ve Yg(v, t) olsun. Bu durumda

n(w,v) = det{a; (W), 1 (), [Da(w) — Dp(W)]} = 0 (4.23)

ise k4 (u) ve kg (v) parametre egrileri kesisir.

fSpat

Teoreminin ispat1 benzer sekilde 4.10. Teoreminden yararlanilarak yapilabilir
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4.17. Sonug

S? iizerinde iki farkli egriye karsilik gelen timelike ve spacelike regle yiizeylerin arakesiti

icin n(u, v) = 0 kosuluyla D, (u) = Dg(v) esit oldugu zaman taban egrileri ¢akisir.

$? iizerinde aldigimiz iki ayr1 egriye RS de karsilik gelen ¥4 (u, s) ve g (v, t) timelike ve
spacelike regle yiizeylerin kesisimi i¢in kullanacagimiz A(u,v), A, (u,v), A,(u,v) iki

degiskenli fonksiyonlar

A, v) = |lay (W) X, a, (W7, (4.24)
A (u,v) = llag(w) X, [Dy(w) — DgW]II, (4.25)
A, v) = llay(v) X, [Da(w) — Dp(W)]II (4.26)

seklinde olsun. Buradan asagidaki teoremi verebiliriz.

4.18. Teorem

Dual Lorentz birim kiire iizerindeki iki farkli egriye R3 de karsilik gelen y,(u,s) ve
Y (v, t) bir timelike ve bir spacelike regle yiizeylerinin, sirasiyla, parametre egrileri k, (u)
ve kg (v) olsun. Bu durumda k4 (u) ve kg (v) parametre egrilerinin kesismesi i¢in gerekli ve
yeterli kosul

A, v) =4, (u,v) =1,(u,v) =0

olmasidir.

fSpat

Teoreminin ispat1 benzer sekilde 4.12. Teoreminden yararlanilarak yapilabilir.
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Ornek

a,(u) = (sinu,cosu,0), aj(u) = (cosu,—sinu,\/f), R3 de spacelike ve timelike
vektorler olsun. (a;(w),a;(w)), =1 ve (a;(uw),a;(w)), =0 oldugundan @&;(u) =

a,(u) + ea;(u) dual egrisi $% dual Lorentz birim kiiresi iizerindedir.

@, (1) dual egrisine karsilik gelen spacelike regle ylizey

Ya(u,s) = a;(w) X, aj(u) + sa; (u)

= (\/fcosu, 2sinu,1) + s(sinu,cosu,0)

dir. Bu spacelike regle yiizeyin sirasiyla spacelike dayanak egrisi ve spacelike dogrultmant

Dy(w) = (V2 cosu,V2sinu,1) ve a;(u) = (sinu,cosu,0) olur.

a,(v) = (—cosv,sinv,0), a;(v) = (sinv,cosv,0) R} de spacelike vektorler olsun.
(ay,(v), a,(v)), =1 ve (a,(v),a;(v)), = 0 oldugundan a,(v) = a,(v) + ea;(v) dual
egrisi $7 dual Lorentz birim kiiresi iizerindedir.

@, (v) dual egrisine karsilik gelen timelike regle yiizey

Yp(,t) = a,(v) X, a;(v) + tay(v)

= (0,0,1) + S(—\/E cosv,V2sinv, 1)

dir. Bu timelike regle yiizeyin, sirasiyla, timelike dayanak egrisi ve spacelike dogrultmani

Dg(v) = (0,0,1) ve a,(v) = (—cosv,sinv, 0) olarak hesaplanir.

Simdi $% dual Lorentz birim kiiresi iizerinde aldigimiz iki dual egriye karsilik gelen bir

spacelike ve bir timelike regle yiizeylerin arakesitini inceleyelim:

P, (u,s) = g (v, 1) olsun. Bu durumda
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(\/Ecosu,\/isinu, 1) + s(sinu,cosu,0) = (0,0,1) + t(—cosv,sinv, 0)

(\/Ecosu,\/fsinu,O) = —s(sinu,cosu,0) + t(—cosv,sinv,0)

olarak diizenlenir. Burada D,(u) — Dg(v) vektorii a;(u) ve a,(v) vektorlerinin lineer
birlesimi olarak ifade edilmis olur. Bu ti¢ vektor lineer bagimli oldugundan n(u, v) = 0 olur.
Dolayisiyla n(u, v) = 0 olacagindan n(u, v) = 0 denklemini saglayan (u, v) ikilileri i¢in

k,(u) ve kg(v) parametre egrileri kesisir.

Simdi A(u,v), A4;(w,v), A,(uw,v) iki degiskenli fonksiyonlarini hesapliyalim. Bu

fonksiyonlar;

A(u,v) = —cos(u — v)?,

A (u,v) = —2(cos 2u)?,

A, (u,v) = —=2(sin(u + v))?

seklindedir. n(u, v) = 0 denkleminin (u, v) = (g, — g) ¢ozimii icin A(u, v) = A4 (u,v) =

A, (u, v) = 0 olacagindan k4 (u) ve kg(v) parametre egrileri kesisgir. Dolayisiyla ¥, (u, s)

spacelike ve Y (v, t) timelike regle yiizeyleri kesisir.
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Sekil 4.3. S7 de iki farkli egriye karsilik gelen bir timelike bir spacelike regle yiizeyin
arakesiti

4.2. H? Hiperbolik Birim Kiirenin Uzerindeki Iki Farkh Egriye Karsiik Gelen Regle
Yiizeylerin Arakesitleri

Bu béliimde; Hiperbolik birim kiire H? iizerinde aldigimiz iki ayr1 dual egriye E. Study
doniisiimii yardimiyla R de karsilik gelen iki ayr1 regle yiizeyin arakesit problemleri
incelenmistir.

E. Study déniisiimiine gore; H? Hiperbolik birim kiirenin noktalarma R3 de yonlii spacelike
veya timelike dogrular karsilik gelir. Bu doniisiimden yararlanarak H? Hiperbolik birim kiire
iizerinde aldigimiz dual egriye R3 de yonlii spacelike veya timelike regle yiizeyler karsilik
gelir. Elde edilen regle yiizeylerin arakesit problemleri R® de regle yiizeylerin arakesiti igin

kullanilan teoremler vasitasiyla incelenmisitir.

4.2.1. H? Hiperbolik birim Kkiire iizerindeki iki farkh egriye karsihk gelen iki timelike
regle yiizeyin arakesiti

H? Hiperbolik birim kiirenin iizerinde aldigimiz iki ayr1 dual egri, sirasiyla, @; = a; + ea;*
Ve @,= a, +ea; olmak iizere E. Study déniisiimii yardimiyla bu egrilere R3 de karsilik gelen

iki timelike regle yiizeyler, sirastyla, ¥, (u, s) ve Y5 (v, t) olsun. Bu yiizeyler
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Ya(u,s) = a; () X, aj(u) + sa; (u), (4.27)

Ye(v,t) = ay(v) X, az(v) + tay(v) (4.28)
esitlikleriyle tanimli1 olsunlar. Burada

Dy(u) = ay(w) X, aj(w), (4.29)

Dp(v) = az(v) x;, a;(v) (4.30)

,sirastyla, Y, ve g ylizeylerinin spacelike dayanak egrileri, ay(u) # 0 ve a,(v) # 0 de

ylizeylerin timelike dogrultmanlaridir.

P, timelike regle yiizeyinin sabit bir s, parametresi i¢cin u-parametre egrisini
ka(w) = ¥, (u,s0),

Py timelike regle yiizeyinin sabit bir t, parametresi i¢in v-parametre egrisini
ks(v) = ¥p (v, to)

ile gosterelim.

4.19. Teorem

Hiperbolik birim kiire iizerindeki iki farkli egriye R3 de karsihik gelen iki farkli timelike

regle ylizey, sirasiyla, 4 (u, s) ve Yg(v, t) olsun. Bu durumda

n(u,v) = det{al(u), a,(v), (DA(u) — Dg (v))} =0 (4.31)

ise k,(u) ve kg(v) parametre egrileri kesisir.
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fspat

Dual hiperbolik birim kiire iizerindeki @; (u) ve @,(v) dual egrilerine R} de karsilik gelen
timelike regle yiizeyler, sirasiyla, ¥, (u, s) ve ¥g(v, t) olsun. Bu timelike regle yiizeylerin

kesistigini kabul edelim. O halde bu iki timelike regle ylizey asagidaki gibi yazilabilir:

Ya (us) = Pp(v,t). (4.32)

Burada Es. (4.27) ve Es. (4.28) yerlerine yazilirsa

Dy(u) — Dp(v) = —sa; (u) + tay(v)

esitligi elde edilir. Buradan D4(u) — Dg(v) vektorii a;(u) ve a,(v) timelike dogrultman
vektorlerinin lineer birlesimi olur. Boylece Dy(u) — Dg(v), a;(u) ve a,(v) timelike

vektorleri lineer bagimlidir. Sonug olarak,

det{[Ds(u) — Dp(v)], a1 (W), az(v)} = 0

olur. Dolayisiyla Es. (4.31) den n(u,v) = 0 dir. Sonug olarak, n(u, v) = 0 oldugundan

k,(u) ve kg(v) parametre egrileri kesisir.

4.20. Sonug

H? {izerinde iki farkl egriye karsilik gelen iki timelike regle yiizeyin arakesiti i¢in n(u, v) =

0 kosuluyla D, (u) = Dg(v) esit oldugu zaman taban egrileri gakisir.

H? iizerinde aldigimz iki ayr1 dual egriye RS de karsilik gelen y,(u,s) ve Yg(v,t) iki
timelike regle ylizeylerin kesisimi i¢in kullanacagimiz A(u,v), A;(u,v), 1,(u,v) iKi

degiskenli fonksiyonlari

A, v) = llay(W) X, a;W)IIE, (4.33)

2w, v) = llay (W) X, [D4(w) = D W)]IIE, (4.34)

22w, v) = llaz () X, [D4(w) = D (W)]IIE (4.35)
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seklinde olsun. Buradan agagidaki teoremi verebiliriz.
4.21. Teorem

Hiperbolik birim kiire iizerindeki iki farkli egriye RS de karsilik gelen 1, (u, s) ve Yg (v, t)
iki farkli timelike regle yiizeylerinin, sirasiyla, parametre egrileri k4 (u) ve kz(v) olsun. Bu

durumda k, (u) ve kg (v) parametre egrilerinin kesismesi i¢in gerekli ve yeterli kosul
A, v) =2A4,(u,v) =2,(u,v) =0

olmasidir.

fspat

n(u,v) = 0 1n her ¢oziimii D, (u) — Dg(v), a;(u) ve a,(v) vektorleri i¢in lineer bagiml

oldugundan
myaq(u) + mya,(v) + mg[Dy(u) — Dg(v)] = 0 (4.36)

esitligi sifirdan farkli her bir my, m,, ms skalerleri i¢in saglanir. ms # 0 oldugunda Es.
(4.32) saglanir ve k4 (u) ve kg (v) parametre egrileri ¢akigir. mz = 0 alinirsa my # 0 ve
m, # 0 i¢in Es. (4.36) kullanilarak

o, () = —z—;az(w

esitligi elde edilir. Buradan a4 (u) ve a,(v) timelike vektorlerinin paralel oldugu goriliir.
Buradan Es. (4.33) den A(u, v) = 0 fonksiyonun ¢6ziim kiimesidir. Dolayisiyla A(u, v) =
0 “in ¢6ziim kiimesi n(u, v) = 0 ‘i ¢dziim kiimesinde kapsanir. k,(u) ve kg (v) parametre
egrilerinin ¢akismasi i¢in gerekli ve yeterli sart birbirlerine paralel olmalar1 gerekir. Yani
A(u, v) = 0 olmali ayrica [D,(u) — Dg(v)] vektoriiniin sirasiyla a; (1) ve a,(v) timelike
vektorlerine paralel olmasi gerekir. a; (u) timelike vektoriiniin [D4(u) — Dg(v)] vektoriine

paralel olmas1 durumu
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M, v) = llay (W) x,, [D4(w) — DeW)]IIE = 0,

a,(v) timelike vektoriiniin [D4(u) — Dg(v)] vektoriine paralel olmasi durumu

A2 (w,v) = llay(v) X, [Dy(w) = DpW)]IIE = 0

esitligi ile yazilir. Boylece k,(u) ve kg (v) parametre egrileri gakisir.

Ornek

a;(w) = (sinu,cosu,v2) ve aj(u) = (cosu,—sinu,0) sirasiyla R3 de timelike ve
spacelike vektorler olsun. (a;(w), @, (w)), = -1 ve (a;(w),a;(w)), =0 oldugundan
@, (u) = a;(u) + eaj(u) dual egrisi H? dual Hiperbolik birim kiiresi iizerindedir.

@, (u) dual egrisine karsilik gelen timelike regle yiizey

Ya(u,s) = ag(w) X, aj(u) + sa;(u)

= (V2sinu,—v2 cosu,1) + s(sinu, cosu,V2)
dir. Bu timelike regle ylizeyin sirasiyla spacelike dayanak egrisi ve timelike dogrultmani
Dy(u) = (\/Esinu ,—/2cosu, Dvea;(u) = (\/f sinu,v/2 cos u,\/i) dir.
a,(v) = (—cosv,sinv,V2) ve aj(v) = (sinv,cosv,0) srasiyla RS de timelike ve
spacelike vektorler olsun. (a,(v),a,(v)), = —1 ve (a,(v),a5(v)), =0 oldugundan
@, (v) = ay(v) + ea;(v) dual egrisi H? dual Hiperbolik birim kiiresi iizerindedir.

@, (v) dual egrisine karsilik gelen timelike regle ylizey

Yp(v,t) = a,(v) X az(v) + tay(v)
= (=V2cosv,—V2sinv,V2) + s(—cosv,sinv,V2)

dir. Bu timelike regle yiizeyin sirasiyla spacelike dayanak egrisi ve timelike dogrultmani
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Dp(v) = (—V2cosv,—V2sinv,v2) ve a,(v) = (= cosv,sinv,/2) olur.

Simdi H? dual Hiperbolik birim kiiresi iizerinde aldigimiz iki dual egriye karsilik gelen iki

timelike regle ylizeylerin arakesitini inceleyelim:
4 (u,8) = P (v,t) olsun. Buradan

(V2sinu,—v2cosu, 1) + s(sinu, cosu,v2) = (—V2 cosv,—V2sinv,1) +
t(— cosv,sinv,\/f)

V2(sinuu + cosv,sinv —cosu,0) = —S(sinu,cosu,\/i) + t(—cos v,sinv,V2)

yazilabilir. Burada D,(u) — Dg(v) vektorii a;(u) ve a,(v) timelike vektorlerinin lineer
birlesimi olarak ifade edilmis olur. Bu ii¢ vektor lineer bagimli oldugundan n(u, v) = 0 olur.
n(u,v) = 4 cosv (sinv — cos u) olup n(u, v) = 0 denklemini saglayan (u, v) ikilileri i¢in

k,(u) ve kg(v) parametre egrileri kesisir.

Simdi A(w,v), A4;(w,v), A,(uw,v) iki degiskenli fonksiyonlarini hesapliyalim. Bu

fonksiyonlar;

Alw,v) = [sin(u —v) + 1][ sin(u —v) + 3],

A (u,v) = —2{(cos(u + v) + sin 2u)? — 4(sin(u — v) + 1)},

Ay (u,v) = —2{(cos(u + v) — sin 2v)? — 4(sin(u — v) + 1)}

seklindedir. n(u, v) = 0 denkleminin (u, v) = (0, g) ¢ozimi i¢in A(u, v) = A, (u,v) =

A, (u, v) = 0 olacagindan k4 (u) ve kg (v) parametre egrileri kesisir. Dolayisiyla ¥, (u, s)

ve P (v, t) timelike regle yiizeyleri kesisir.
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Sekil 4.4. H? de iki farkli egriye karsilik gelen iki timelike regle yiizeyin arakesiti
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5. BIRIM DUAL KURE UZERINDEKI iKi FARKLI EGRININ
KURESEL GOSTERGE EGRILERINE KARSILIK GELEN REGLE
YUZEYLERIN ARAKESITI

Bu boliimde; ilk olarak, birim dual kiire iizerinde aldigimiz iki ayr1 dual egrinin tanjant
kiiresel gosterge egrilerine E. Study doniisiimii yardimiyla karsilik gelen iki ayri regle
yiizeylerin arakesit problemleri incelenmistir. Ikinci olarak, birim dual kiire iizerinde
aldigimiz iki ayr1 dual egrinin aslinormal kiiresel gosterge egrilerine E. Study doniistimi
yardimryla karsilik gelen iki ayr1 regle yiizeylerin arakesit problemleri incelenmistir. Ugiincii
olarak, birim dual kiire lizerinde aldigimiz iki ayr1 dual egrinin binormal kiiresel gdsterge
egrilerine E. Study doniisiimii yardimiyla karsilik gelen iki ayn regle yiizeylerin arakesit
problemleri incelenmistir. Son olarak, birim dual kiire {izerinde aldigimiz iki ayr1 egrinin
dual Pol kiiresel gosterge egrilerine E. Study doniisiimii yardimiyla karsilik gelen iki ayri

regle yiizeylerin arakesit problemleri incelenmistir.

Burada elde edilen regle yiizeylerin arakesit problemleri R® de regle yiizeylerin arakesiti

icin kullanilan teoremler vasitasiyla incelenmisitir.

5.1. Birim Dual Kiire Uzerindeki iki Farkh Egrinin Tanjant Kiiresel Gosterge
Egrilerine Karsilik Gelen Regle Yiizeyin Arakesiti

Birim dual kiire DS? iizerinde aldigimiz iki ayr1 egrinin tanjant kiiresel gosterge egrileri,
sirastyla, Ty = Ty + €T; ve T, = T, + T, olmak iizere E. Study déniisiimii yardimiyla bu
egrilere R® de karsihik gelen regle yiizeyler, sirasiyla, ¥z (u,s) ve ¥z, (v,t) yiizeyleri

olsunlar. Bu regle yiizeyler

Y, (ws) = Ti(w) X Ty (w) + sTy(w), (5.1)

Y1, (0, 1) = T,(v) X T; (v) + sT,(v) (5.2)
esitlikleriyle tanimli olsunlar. Burada
Cr,(w) = Ty (u) X Ty (u), (5.3)

Cr,(v) = T(v) x T; (v) (5.4)
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sirastyla, Y7, Ve Y7, regle yiizeylerinin dayanak egrileridir.

Y7, ylizeyinin sabit bir s, parametresi igin u- parametre egrisini
lz,(u) = Pz, (u,50),

Y7, ylizeyinin sabit bir t, parametresi igin v- parametre egrisini
lz,(v) = Y7, (v, o)

ile ifade edelim.

5.1. Teorem

Birim dual kiire iizerindeki iki farkli egrinin tanjant kiiresel gosterge egrilerine R3 de karsilik

gelen iki farkl regle yiizey, sirasiyla, Yz, (u, s) ve Yz, (v, t) olsun. Bu durumda

ur(u,v) = det {T; (W), T, (), (Cr, @) = €7, () } = 0 (5.5)
ise Iz, (u) ve Iz, (v) parametre egrileri kesisir.

fspat

Dual birim kiire {izerindeki iki farkli egrinin tanjant kiiresel gosterge egrileri T; ve T, ye
karsilik gelen regle yiizeyler, sirasiyla, ¥z, (u,s) ve Pz, (v,t) olsun. Bu regle yiizeylerin
kesistigini kabul edelim. O halde iki regle yiizey asagidaki gibi aliabilir:

Y1, (ws) = Y7, (v, ). (5.6)

Burada Es. (5.1) ve Es. (5.2) yerlerine yazilip diizenlenirse

Cr,(w) = Cr,(v) = =sTh (W) + tT,(v)
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esitligi elde edilir. Buradan Crz, (u) — Cz, (v) vektorii T; (u) ve T,(v) tanjant vektorlerinin
lineer birlesimi olur. Boylece Cz, (u) — Cz,(v), T (u) ve T,(v) vektorleri lineer bagimlidar.

Sonug olarak,
det{[Cz,(W) - C,W)], (W), T, (M} = 0

olur. Dolayisiyla Es. (5.5) den uz(u, v) = 0 dir. Sonug olarak, uz(u, v) = 0 oldugundan

Iz, (u) ve Iz, (v) parametre egrileri kesisir.

5.2. Sonug

pr(u, v) = 0 kosuluyla Cz, (u) = Cr,(v) esit oldugu zaman taban egrileri ¢akisir.

DS? iizerinde aldigimuz iki ayr1 egrinin tanjant kiiresel gosterge egrisine R3 de karsilik gelen

Y7, (u,s) ve Pz, (v,t) regle yiizeylerin kesisimi i¢in kullanacagimiz Az (u,v), 6%(11, V),

5% (u, v) iki degiskenli fonksiyonlari;

Ar(u,v) = |ITy(w) x T,(W)|I?, (5.7)
5h(w,v) = |1y x [C7, ) — ¢, ]|, (5.8)
82(u,v) = ||T,(w) x [Cr,w) — Cr,@)]||”. (5.9)

seklinde olsun. Buradan asagidaki teoremi verebiliriz.
5.3. Teorem

Birim dual kiire izerindeki iki farkli egrinin tanjant kiiresel gosterge egrilerine R* de karsilik
gelen ¥z (u,s) ve Y, (v, t) regle yiizeylerin parametre egrileri, sirastyla, Iz, (u) ve Iz, (v)
olsun. Bu durumda Iz, (u) ve Iz, (v) parametre egrilerinin kesismesi igin gerekli ve yeterli

kosul

Ar(u,v) = 5%(11, v) = 6%(11, v)=0



60

olmasidir.
fspat

pr(u, v) = 0 “ mher ¢oziimii C7, (u) — Cz, (v), T (u) ve T, (v) vektérleri igin lineer bagimly

oldugundan
my Ty (W) + m,T,(v) + ms[Cr, (W) — C,(v)] = 0 (5.10)

esitligi sifirdan farkli her bir my, m,, m; skalerleri igin saglanir. m3 # 0 oldugunda Es.
(5.6) saglanir ve Iz, (u) ve Iy, (v) parametre egrileri cakisir. mz = 0 almirsa m; # 0 ve

m, # 0 i¢in Es. (5.10) kullanilarak
m

T,(w) = ——T,(v)
m;

esitligi elde edilir. Buradan T;(u) ve T,(v) tanjant vektorlerinin paralel oldugu goriiliir.
Buradan Es. (5.7) den Az(u,v) fonksiyonun ¢oziim kiimesidir. Dolayisiyla Az (u, v)‘in
¢oziim kiimesi pur(u,v) = 0 ‘m ¢dziim kiimesinde kapsanir.lz, (u) ve Iz, (v) parametre
egrilerinin ¢akigmasi i¢in gerekli ve yeterli sart birbirlerine paralel olmalar1 gerekir. Yani
Az(u,v) = 0 olmal ayrica ve [Cz, (u) — Cz,(v)] vektoriiniin, sirastyla, T;(u) ve T,(v)
vektorlerine paralel olmas gerekir. T; (u) tanjant vektoriiniin [C7, (u) — C7, (v)] vektoriine

paralel olmas1 durumu

5w, v) = |Ty(w) x [Cr,w) — Cr,W)]||” = 0,

T, (v) tanjant vektoriiniin [Cz, (u) — C7,(v)] vektdriine paralel olmasi durumu

82(u,v) = |T,(w) x [C, ) — Cr, W[ =0

esitligi yazilir. Boylece l7, (u) ve Iz, (v) parametre egrileri ¢akisir.
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5.2. Birim Dual Kiire Uzerindeki Iki Farkhh Egrinin Aslinormal Kiiresel Gosterge
Egrilerine Karsilik Gelen Regle Yiizeylerin Arakesiti

Birim dual kiire DS? iizerinde aldigimiz iki ayr1 egrinin aslinormal kiiresel gosterge egrileri,
sirastyla, N; = N; + eN; ve N, = N, + €N, olmak iizere E. Study déniisiimii yardimiyla
bu egrilere R3 de karsilik gelen regle yiizeyler, sirasiyla, Yy, (u,s) ve Yy, (v, t) yiizeyleri

olsunlar. Bu regle yiizeyler

Yy, (w,s) = Ny (u) X Ny (u) + sN;(w), (5.11)

Y, (0, 1) = N2 (v) X N; (v) + sN,(v) (5.12)

esitlikleriyle tanimli olsunlar. Burada

Cr, (W) = Ny(u) X Ni(w), (5.13)

Cy,(v) = Np(v) X N3 (v) (5.14)

,sirastyla, Yy, ve Yy, regle yiizeylerinin dayanak egrileridir.

Yy, ylzeyinin sabit bir s, parametresi igin u- parametre egrisini

Iy, (W) =Yg, (u,s0),

Yy, ylizeyinin sabit bir ¢, parametresi i¢in v- parametre egrisini

ly,(v) =Yg, (v, to)

ile gosterelim.

5.4. Teorem

Birim dual kiire iizerindeki iki farkli egrinin aslinormal kiiresel gosterge egrilerine R3 de

karsilik gelen iki farkli regle yiizeyler, sirasiyla, ¥y, (u, s) ve P, (v, t) olsun. Bu durumda
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i (w,v) = det {N, (), N,(v), (Cx, (W) — Cy,(®)) } = 0 (5.15)
ise Iy, (u) ve Iy, (v) parametre egrileri kesisir.

fspat

Teoreminin ispat1 benzer sekilde 5.1. Teoreminden yararlanilarak yapilabilir.

5.5. Sonug

uy(u, v) = 0 kosuluyla C, (u) = Cg,(v) esit oldugu zaman taban egrileri ¢akisir.

DS? iizerinde aldigimiz iki ayr1 egrinin aslinormal kiiresel gosterge egrisine R3 de karsilik

gelen Yy, (u,s) ve Py, (v, t) regle yiizeylerinin kesisimi i¢in kullanacagimiz Ag(u, v),

) 11V (u,v), 6 ,% (u, v) iki degiskenli fonksiyonlari;

Ag(u,v) = ([N, () X N,()|I%, (5.16)
5% (,v) = [Ny () x [Cr, (w) = Cr, ]|, (5.17)
5%(1,v) = [|N;(v) x [Cr, () = C, @)]||” (5.18)

seklinde olsun. Buradan asagidaki teoremi verebiliriz.
5.6. Teorem

Birim dual kiire {izerindeki iki farkli egrinin aslinormal kiiresel gosterge egrilerine R3 de
karsilik gelen Yy, (u,s) ve Py, (v, t) regle yiizeylerin parametre egrileri, sirastyla, Iy, (u)
ve Iy, (v) olsun. Bu durumda Iy, (u) ve Iy, (v) parametre egrilerinin kesismesi i¢in gerekli

ve yeterli kosul

Aj(u,v) = 5,}—,(11, v) = 61%(11, v)=0
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olmasidir.
fspat
Teoreminin ispat1 benzer sekilde 5.3. Teoreminden yararlanilarak yapilabilir.

5.3. Birim Dual Kiire Uzerindeki iki Farkh Egrinin Binormal Kiiresel Gosterge
Egrilere Karsiik Gelen Regle Yiizeyin Arakesiti

Birim dual kiire DS? iizerinde aldigimiz iki ayr1 egrinin binormal kiiresel gosterge egrileri,
sirastyla, B; = B, + €B; ve B, = B, + £B; olmak iizere E. Study déniisiimii yardimiyla bu
egrilere R® de karsilik gelen regle yiizeyler, sirasiyla, 5 (u,s) ve g, (v,t) yiizeyleri
olsunlar. Bu regle yiizeyler

Y5, (u,s) = B;(w) X Bi(u) + sB;(w), (5.19)
Y5, (v, 1) = By(v) X B3(v) + sB,(v) (5.20)
olsun. Burada

Cp,(w) = By (u) X Bi(u), (5.21)
Cp,(v) = B,(v) X B3(v) (5.22)
,sirastyla, Yz ve g, regle ylizeylerinin dayanak egrileridir.

Y, yiizeyinin sabit bir s, parametresi igin u- parametre egrisini

l1§1 (u) = ¢E1 (U,SO),

Y g, yiizeyinin sabit bir £, parametresi igin v- parametre egrisini

lg,(v) =Yg, (v,to)

ile alalim.
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5.7. Teorem

Birim dual kiire iizerindeki iki farkli egrinin binormal kiiresel gosterge egrilerine R3 de

karsilik gelen iki farkli regle yiizeyler, sirastyla, ¥p (u, s) ve Yg, (v, t) olsun. Bu durumda

ks, v) = det {B; (w), B (), (C5,0) = C, () } = 0 (5.23)
ise I, (u) ve lg, (v) parametre egrileri kesisir.

fspat

Teoreminin ispat1 benzer sekilde 5.1. Teoreminden yararlanilarak yapilabilir.

5.8. Sonug

pg(u, v) = 0 kosuluyla Cg, (u) = Cg,(v) esit oldugu zaman taban egrileri ¢akisur.

DS? iizerinde aldigimiz iki ayr1 egrinin binormal kiiresel gosterge egrisine R® de karsilik

gelen g (u,s) ve Pg,(v,t) regle ylizeylerinin kesisimi i¢in kullanacagimiz Ag(u,v),

1) % (u,v), 6 é (u, v) iki degiskenli fonksiyonlari;

As(u,v) = [1By(w) X B,)II%, (5.24)
SL(u,v) = ||By(w) % [C5, () — Ca, ]|, (5.25)
52(u,v) = ||B,(w) x [C5, W) — C5,W)]||* (5.26)

seklinde olsun.

5.9. Teorem

Birim dual kiire iizerindeki iki farkli egrinin binormal kiiresel gosterge egrilerine R3 de

karsilik gelen 5 (u,s) ve Pg, (v, t) regle yiizeylerin parametre egrileri, sirasiyla, Iz, (u)
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ve I, (v) olsun. Bu durumda Iz (u) ve lg, (v) parametre egrilerinin kesismesi igin gerekli

ve yeterli kosul

Ag(u,v) = 61%(11, v) = 6§(u, v)=0

olmasidir.

fspat

Teoreminin ispat1 benzer sekilde 5.3. Teoreminden yararlanilarak yapilabilir.

5.4. Birim Dual Kiire Uzerindeki iki Farkh Egrinin Pol Kiiresel Gosterge Egrilere
Karsilik Gelen Regle Yiizeyin Arakesiti

Birim dual kiire DS? iizerinde aldigimiz iki ayr1 egrinin Pol kiiresel gosterge egrileri,
sirastyla, C; = C; + €C; ve C, = C, + £C, olmak iizere E. Study doniisiimii yardimiyla bu
egrilere R® de karsihik gelen regle yiizeyler, sirasiyla, y¢, (u,s) ve ¢, (v,t) yiizeyleri

olsunlar. Bu regle ylizeyler

Ye, (w,s) = G (w) x € () + €, (w), (5.27)

Ye, W, ) = C;(v) X G;(v) +5C,(v) (5.28)

esitlikleriyle taniml1 olsunlar. Burada

Ce,(w) = €, (w) X €7 (w), (5.29)

Ce,(v) = G (v) X C3(v) (5.30)

,sirastyla, Y, ve ¢, regle yiizeylerinin dayanak egrileridir.

V¢, ylizeyinin sabit bir s, parametresi igin u- parametre egrisini

le, W) = ¢, (u,s0),
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Y¢, ylizeyinin sabit bir ¢, parametresi i¢in v- parametre egrisini
le,(@) =g, (V. to)

ile gosterelim.

5.10. Teorem

Birim dual kiire iizerindeki iki farkli egrinin Pol kiiresel gosterge egrilerine R® de karsilik

gelen iki farkli regle yiizeyler, sirasiyla, ¢, (u, s) ve ¥¢, (v, t) olsun. Bu durumda

pe(u,v) = det{C,(w), C;(), (Ce,@) — C5,)) } = 0 (5.31)
ise I, (u) ve l¢, (v) parametre egrileri kesisir.

fspat

Teoreminin ispat1 benzer sekilde 5.1. Teoreminden yararlanilarak yapilabilir.

5.11. Sonug¢

pe(u, v) = 0 kosuluyla C¢, (u) = C¢,(v) esit oldugu zaman taban egrileri ¢akisur.

DS? iizerinde aldigimiz iki ayr1 egrinin Pol kiiresel gosterge egrisine R3 de karsilik gelen
Ye, (U, 5) ve Pe, (v, t) regle ylizeylerinin kesisimi i¢in kullanacagimiz As(u, v), 62—(u, V),

) f: (u, v) iki degiskenli fonksiyonlari;
Ae(u,v) = [[C;(w) X C;(W)|I%, (5.32)

81w, v) = ||C(w) % [Ce, ) — Ce, W], (5.33)

§¢(w,v) = ||C,(v) x [Ce,(w) — Ce,)]||-2 (5.34)
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seklinde olsun. Buradan agagidaki teoremi verebiliriz.
5.12. Teorem
Birim dual kiire iizerindeki iki farkli egrinin Pol kiiresel gdsterge egrilerine R de karsilik
gelen Ye, (u,s) ve Y, (v, t) regle yiizeylerin parametre egrileri, sirastyla, l¢, (u) ve l¢, (v)

olsun. Bu durumda I¢, (u) ve l¢, (v) parametre egrilerinin kesismesi igin gerekli ve yeterli

kosul

Aqr(u,v) = 6%(u, V) = 6§(u, v)=0

olmasidir.

fspat

Teoreminin ispat1 benzer sekilde 5.3. Teoreminden yararlanilarak yapilabilir.
Ornek

Birim dual kiire {izerinde birim hizli @;(u) = (cosu,sinu,0) + e(—sinu, cosu,u?*) ve

@,(v) = (sinv,cosv,0) + £(— cos v, sin v, v*) egrilerini alalm.

[lk olarak bu egrilerin dual tanjant kiiresel gdsterge egrilerini hesaplayalim. Daha sonra dual
tanjant kiiresel gosterge egrilerine karsilik gelen regle yiizeyleri ifade edelim. Son olarak bu

regle ylizeylerin arakesitlerini belirtelim.
@, dual egrisinin dual tanjant kiiresel gosterge egrisi:

n = o

T, + €Ty

(=sinu,cosu,0) + e(—cosu, —sinu, 4u?®)
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dir. Burada T; (u) = (—sinu, cosu, 0) ve Ty (u) = (— cosu, — sinu, 4u®) @, dual tanjant

kiiresel gosterge egrisinin reel ve dual bilesenleridir.

@, dual egrisinin dual tanjant kiiresel gosterge egrisi:

T, = a

= T,+¢T,

(cosv,—sinv,0) + e(sinv, cos v, 4v3)

dir. Burada T,(v) = (cosv,—sinv,0) ve T, (v) = (sinv,cosv,4v3) @, dual tanjant

kiiresel gosterge egrisinin reel ve dual bilesenleridir.

T, (u) dual tanjant kiiresel gosterge egrisine karsilik gelen regle yiizey

Y, (u,s) = (4u’ cosu, 4u®sinu, 1) + s(—sinu, cosu, 0)

dir. Bu regle yiizeyin dayanak egrisi Cr, (u) = (4u® cosu, 4u?sinu, 1) dir.

T,(v) dual tanjant kiiresel gosterge egrisine karsilik gelen regle yiizey
Y1, (v, t) = (—4v3sinv, — 4v3 cos v, 1) + t(cosv, —sinv, 0)
dir. Bu regle yiizeyin dayanak egrisi Cz,(v) = (—4v? sinv, — 4v? cos v, 1) dir.

Simdi birim dual kiire ylizeyi lizerinde aldi§imiz iki dual tanjant kiiresel gosterge egrilerine

karsilik gelen regle yiizeylerin arakesitini inceleyelim:
Yz, (u,s) = Yz, (v, t) olsun. Buradan esitlik diizenlenirse

4(u3cosu + v3sinv,udsinu + v3cosv,0) = —s(—sinu, cosu,0) +

t(cosv,—sinv,0)
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yazilabilir. Burada {C r,(u) — Cr, (v)} fark vektorii T, (u) ve T,(v) tanjant vektorlerinin
lineer birlesimi olarak ifade edilmis olur. Bu ti¢ vektor lineer bagimli oldugundan uz(u, v) =

0 olur. Dolayisiyla 7 (u, v) = 0 oldugundan Iz, (u) ve I, (v) parametre egrileri kesisir.

Ayrica Az(w,v), 837(u,v) ve 8%(u,v) iki degiskenli fonksiyonlari sirastyla asagida

hesaplayalim:

Az (u,v) = (cos(u + v))?,
83 (u,v) = 16(u® + v3 sin(u + v))?,
82(u,v) = 16(v® + u® sin(u + v))>2.
olur. us(u,v) =0 denkleminin (u,v) = (%n,%n) ¢ozimii igin Az(u,v) = 62(u,v) =

82(u,v) =0 olup Iz, (u) ve Iz, (v) parametre egrileri kesisir. Sonug olarak; 7, Ve g,

regle ylizeyleri kesisir.

Sekil 5.1. DS? de T; (u) ve T,(v) egrilerine karsilik gelen regle yiizeylerin arakesiti

Ikinci olarak bu egrilerin dual aslinormal kiiresel gosterge egrilerini hesapliyalim. Daha
sonra dual aslinormal kiiresel gosterge egrilerine karsilik gelen regle yiizeyleri ifade edelim.

Son olarak bu regle yiizeylerin arakesitlerini belirtelim.
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@, dual egrisinin dual aslinormal kiiresel gosterge egrisi:

N; = (—cosu,—sinu,0) + e(sinu, — cosu, 12u?)

dir. Burada N;(u) = (—cosu,—sinu,0) ve N;(u) = (sinu,—cosu,12u?) @, dual

aslinormal kiiresel gosterge egrisinin reel ve dual bilesenleridir.
@, dual egrisinin dual aslinormal kiiresel gosterge egrisi:
N, = (—=sinv,—cosv,0) + e(cos v, —sinv, 12v?)

dir. Burada N,(v) = (—sinv,—cosv,0) ve N;(v) = (cosv,—sinv,12v2) a, dual

aslinormal kiiresel gosterge egrisinin reel ve dual bilesenleridir.
N; (u) dual aslinormal kiiresel gdsterge egrisine karsilik gelen regle yiizey

Yy, (w,s) = (—12u®sinu, 12u® cosu, 1) + s(—cosu, —sinu, 0)

dir. Bu regle yiizeyin dayanak egrisi Cy, (u) = (—12u®sinu, 12u? cosu, 1) dir.

N, (v) dual aslinormal kiiresel gdsterge egrisine karsilik gelen regle yiizey

Y, (w,t) = (—=12v* cosv,12v*sinv, 1) + t(—sinv, —cos v, 0)

dir. Bu regle yiizeyin dayanak egrisi Cy,(v) = (—12v* cos v, 12v?sinv, 1) dir.

Simdi birim dual kiire yiizeyi lizerinde aldigimiz iki dual aslinormal kiiresel gosterge

egrilerine karsilik gelen regle yiizeylerin arakesitini inceleyelim:

12(—u?sinu + v? cosv,u? cosu — v?sinv,0) = —s(—sinu, cosu, 0) +

t(cosv,—sinv,0)
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yazilabilir. Burada {C,vl(u)—C,vz(v)} fark vektorii N;(u) ve N,(v) aslinormal
vektorlerinin lineer birlesimi olarak ifade edilmis olur. Bu ili¢ vektér lineer bagimli
oldugundan uy(u,v) = 0 olur. Dolayistyla uy(w,v) = 0 oldugundan Iy (u) ve lg,(v)

parametre egrileri kesigir.
Ayrica Ay (u, v), 6 ,1\, (u,v) ve & ,ZV (u, v) iki degiskenli fonksiyonlari, sirasiyla,

Ag(u,v) = (cos(u + v))?,

8% (u,v) = 144(v? sin(u + v) — u?),?
8% (u,v) = 144(v? — u?sin(u + v))2.
olur. uy(u,v) =0 denkleminin (u,v) = (g,g) ¢oziimii icin Ay(u,v) = 65 (u,v) =

8%2(u,v) = 0 olup Iy, (u) ve Iy, (v) parametre egrileri kesisir. Sonug olarak; Yy, Ve Py,

regle yiizeyleri kesisir.

Sekil 5.2. DS? de N; (u) ve N,(v) egrilerine karsilik gelen regle yiizeylerin arakesiti

Uciincii olarak bu egrilerin dual binormal kiiresel gdsterge egrilerini hesapliyalim. Daha

sonra dual binormal kiiresel gosterge egrilerine karsilik gelen regle yiizeyleri ifade edelim.
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Son olarak bu regle yiizeylerin arakesitlerini belirtelim.
@, dual egrisinin dual binormal kiiresel gosterge egrisi:

B;(w) = (0,0,1) + e(4udsinu + 12u? cosu, —4u3 cosu + 12u? sinu, 0)

dir. Burada B;(u) =(0,0,1) ve Bj(uw) = (4u3sinu + 12u?cosu,—4u3cosu +

12u? sinu, 0) B, (u) dual binormal kiiresel gdsterge egrisinin reel ve dual bilesenleridir.

@, dual egrisinin dual binormal kiiresel gosterge egrisi:

B,(v) = (0,0,1) + £(4v3 cosv — 12v? sinv, —4v3 sinv — 12v? cos v, 0)

dir. Burada B,(v) =(0,0,1) ve B,(v)= (4v3cosv—12v?sinv,—4v3sinv —

12v2 cosv,0) fB,(v) dual binormal kiiresel gdsterge egrisinin reel ve dual bilesenleridir.

B, (u) dual binormal kiiresel gosterge egrisine karsilik gelen regle yiizey

Y5, (u,s) = (4u® cosu — 12u?sinu, 4u® sinu + 12u” cos u, 0) + s(0,0,1)

dir. Bu regle yiizeyin dayanak egrisi Cz, (u) = (4u® cosu — 12u®sinu, 4u® sinu +

12u? cosu, 0) dir.

B, (v) dual binormal kiiresel gdsterge egrisine karsilik gelen regle yiizey

Yp,(v,t) = (—4v3sinv — 12v2 cos v, —4v* cos v + 12v? sin v, 0) + t(0,0,—1)

dir. Bu regle yiizeyin dayanak egrisi Cz,(v) = (—4v> sinv — 12v? cos v, —4v> cos v +

12v?sinv, 0) dir.

Simdi birim dual kiire ylizeyi iizerinde aldigimiz iki dual binormal kiiresel gosterge

egrilerine karsilik gelen regle ylizeylerin arakesitini inceleyelim:
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Y5, (U, s) = Pp, (v, t) olsun. Buradan esitlik diizenlenirse

({u3 cosu — 3u? sinu + v3sinv + 3v? cos v}, {u3 sinu + 3u? cosu + v3 cosv —

3v2sinv},0) = —s(0,0,1) + t(0,0,—1)

yazilabilir. Burada {C 5, (W) — Cp, (v)} fark vektorti B; (u) ve B, (v) binormal vektorlerinin
lineer birlesimi olarak ifade edilmis olur. Bu ti¢ vektor lineer bagimli oldugundan ug (u, v) =

0 olur. Dolayisiyla g (u, v) = 0 oldugundan [, (u) ve lz,(v) parametre egrileri kesisir.
Ayrica Ag(u,v), 8 % (u,v)ved g (u, v) iki degiskenli fonksiyonlari, sirasiyla,
Ap(u,v) =0,

83 (u,v) = 16{[3(—u? cosu + v?sinv) — (u®sinu + v3 cos v)]? + [3(—u? sinu +

v2 cosv) + (u3 cosu + v3sinv)]?},

8%(u,v) = 16{[3(u? cosu — v?sinv) + (u®sinu + v3 cos v)]? + [3(u?sinu —

v2 cosv) — (u3 cosu + v3sinv)]?}

olur. uz(u,v) =0 denkleminin (u,v) = (0,0) ¢ozimii igin Az(w,v) = §5(u,v) =
§%(u,v) =0 olup lg,(u) ve lg, (v) parametre egrileri kesisir. Sonug olarak; 5, Ve g,

regle yiizeyleri kesisir.
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Sekil 5.3. DS? de B; (u) ve B, (v) egrilerine karsilik gelen regle yiizeylerin arakesiti

Son olarak bu egrilerin dual Pol kiiresel gosterge egrilerini hesapliyalim. Daha sonra dual
Pol kiiresel gosterge egrilerine karsilik gelen regle yiizeyleri ifadelim. Son olarak bu regle

ylizeylerin arakesitlerini belirtelim.

@, dual egrisinin dual Pol kiiresel gosterge egrisi:

C;(w) = (0,0,1) + e(12u? cosu — 24u sinu, 12u? sinu + 24u cosu, 0)

dir. Burada C;(u)=1(0,0,1) ve C;(u) = (12u?cosu — 24usinu,12u?sinu +
24u cosu,0) C;(u) dual Pol kiiresel gosterge egrisinin reel ve dual bilesenleridir.

@, dual egrisinin dual Pol kiiresel gosterge egrisi:

C,(v) = (0,0,—1) + e(—12v? sinv — 24v cos v, —12v? cos v + 24v sinv, 0)

dir. Burada C,(v) = (0,0,—1) ve C;(v) = (—12v?sinv — 24v cosv,—12v% cosv +

24vsinv, 0) ve C,(v) dual Pol kiiresel gosterge egrisinin reel ve dual bilesenleridir.

C, (w) dual Pol kiiresel gosterge egrisine karsilik gelen regle yiizey

Ye, (u,s) = (—12u? sinu — 24u cosu, 12u? cosu — 24u sinu, 0) + s(0,0,1)
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dir. Bu regle yiizeyin dayanak egrisi C¢, () = (—12u? sinu — 24u cosu, 12u® cosu —

24u sinu, 0) dir.
C,(v) dual Pol kiiresel gosterge egrisine karsilik gelen regle yiizey

Y, (0, t) = (—12v?% cos v + 24vsinv, 12v® sinv + 24v cos v, 0) + t(0,0, —1)

dir. Bu regle yiizeyin dayanak egrisi C¢,(v) = (—12v2 cos v + 24v sinv, 12v? sinv +

24v cos v, 0) dir.

Simdi birim dual kiire ylizeyi lizerinde aldigimiz iki dual Pol kiiresel gdsterge egrilerine

karsilik gelen regle yiizeylerin arakesitini inceleyelim:
Ye, (U, s) = P¢, (v, t) olsun. Buradan esitlik diizenlenirse

12({—u? sinu — 2ucosu + v cosv — 2vsinv}, {u? cosu — 2usinu — v? sinv —

2vcosv},0) = —s(0,0,1) +t(0,0,—1)

yazilabilir. Burada {C c,(w) — Ce, (v)} fark vektort C; (u) ve C,(v) Pol vektorlerinin lineer
birlesimi olarak ifade edilmis olur. Bu ii¢ vektor lineer bagimli oldugundan uz(u,v) =0

olur. Dolayistyla pus(u, v) = 0 oldugundan Iz (u) ve g, (v) parametre egrileri kesisir.
Ayrica Az (u, v), 62:(11, V) Ve 65: (u, v) iki degiskenli fonksiyonlari, sirasiyla,
Ac(u,v) =0,

8z (u,v) = 144{[(—u? cosu + v?sinv) + 2(usinu + v cos v)]? + [(—u? sinu +

v2 cosv) — 2(ucosu + vsinv)]?},

8% (u,v) = 144{[(u? cosu — v?sinv) — 2(usinu + v cos v)]? + [(u? sinu —

v2 cosv) + 2(ucosu + vsinv)]?}

olur. us(u,v) =0 denkleminin (u,v) = (0,0) ¢6ziimii i¢in As(u,v) = 661(u, v) =
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82(u,v) =0 olup le,(u) ve l¢, (v) parametre egrileri kesisir. Sonug olarak; ¢, Ve g,

regle ylizeyleri kesisir.

Sekil 5.4. DS? de C, (u) ve C,(v) egrilerine karsilik gelen regle yiizeylerin arakesiti
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alsmasinda, ilk olarak, birim dual kiire {izerinde alinan iki farkli dual egriye R3 de
karsilik gelen regle yiizeylerin arakesitleri ¢ok degiskenli fonksiyonlar yardimiyla

incelenmistir. Elde edilen sonuglar 6rnekler ile desteklenmistir.

Daha sonra, sirastyla ilk olarak birim dual Lorentz kiire iizerinde alinan iki farkli egriye R3
de karsilik gelen iki farkli timelike regle yiizeyin arakesitleri teoremler yardimiyla
incelenmistir. Ikinci olarak, birim dual Lorentz kiire iizerinde alman iki farkli egriye R3

de karsilik gelen iki spacelike regle ylizeyin arakesitleri teoremler yardimiyla incelenmistir.
Ugiincii olarak, birim dual Lorentz kiire iizerinde alman iki farkli egriye R3 de karsilik gelen
bir timelike bir spacelike regle yiizeyin arakesitleri teoremler yardimiyla incelenmistir.
Ikinci olarak hiperbolik birim kiire iizerindeki iki farkli egriye R de karsilik gelen iKi
timelike regle yiizeyin arakesitleri teoremler yardimiyla incelenmistir. Elde edilen sonuglar

ornekler ile irdelenmistir.

Calismanin devaminda sirasiyla ilk olarak, birim dual kiire tizerinde alinan iki farkli egrinin
tanjant kiiresel gosterge egrisine R® de karsilik gelen regle yiizeylerin arakesitleri gok
degiskenli fonksiyonlar yardimiyla incelenmistir. ikinci olarak, birim dual kiire {izerinde
alinan iki farkli egrinin aslinormal kiiresel gosterge egrisine R3 de karsilik gelen regle
yiizeylerin arakesitleri ¢ok degiskenli fonksiyonlar yardimiyla incelenmistir. Ugiincii
olarak, birim dual kiire {izerinde alinan iki farkli egrinin binormal kiiresel gosterge egrisine
R3 de karsilik gelen regle yiizeylerin arakesitleri cok degiskenli fonksiyonlar yardimiyla
incelenmistir. Son olarak, birim dual kiire ilizerinde alinan iki farkli egrinin Pol kiiresel
gosterge egrisine R3 de karsilik gelen regle yiizeylerin arakesitleri cok degiskenli

fonksiyonlar yardimiyla incelenmistir. Elde edilen sonuglar 6rnekler ile arastirilmistir.

Bu tez ¢alismasindaki yontemler kullanilarak diger Oklidyen olmayan geometrilerde regle

ylizeylerin arakesitleri ve 6zellikleri incelenebilir.
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