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ÖZET

YARI SONSUZ ARALIK ÜZER�NDE L�NEER OLMAYAN

KES�RL� SINIR DE�ER PROBLEMLER�

ÇAM, �rem

Yüksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dal�

Tez Dan�³man�: Doç. Dr. Fulya YÖRÜK DEREN

�kinci Dan�³man�: Dr.Ö§r. Üyesi Tu§ba �ENL�K ÇERD�K

Aral�k 2023, 51 sayfa

Bu tez temelde 4 bölümden meydana gelmektedir.

Birinci bölümde, motivasyon kayna§� olan problemler verilerek tez

boyunca çal�³�lacak problem tan�t�lm�³t�r.

�kinci bölümde, ilk olarak kesirli hesap tekni§i ile ilgili gerekli kavramlar

tan�t�lm�³t�r. Daha sonra ise temel analiz ve fonksiyonel analiz konular�ndan

baz�lar�na de§inilmi³tir.

Üçüncü bölümde, Riemann-Liouville kesirli hesap içeren s�n�r de§er prob-

lemi için sabit nokta teoremleri kullan�larak pozitif çözümlerine bak�lm�³t�r.

Bununla birlikte bu teoremin geçerlili§ini gösteren bir örnek sunulmu³tur.

Son bölümde ise yap�lan bu çal�³malarda elde edilen bilgiler do§rultu-

sunda ula³�lan sonuç sunulmu³tur.

Anahtar sözcükler: Riemann-Liouville kesirli türevi, Pozitif çözümler, Guo-

Krasnoselskii ve Leggett-Williams sabit nokta teoremi, Riemann-Liouville

kesirli integrali.
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ABSTRACT

Nonlinear Fractional Boundary Value Problems On A Semi-In�nite

Interval

MSc. in Mathematics Department

Supervisor: Doç. Dr. Fulya YÖRÜK DEREN

Cosupervisor: Dr. Ö§r. Üyesi Tu§ba �ENL�K ÇERD�K

December 2023, 51 pages

This thesis basically includes four chapters.

In the �rst chapter, motivating problems are given and the problem that

will be examined throughout the thesis is presented.

In the second chapter, �rstly the necessary concepts related to fractional

calculus technique are introduced. Then, some of the basic calculus and

functional analysis topics are presented.

In the third chapter, it is proved that the Riemann-Liouville boundary

value problem involving fractional calculus has at least one positive solution

with the help of Guo-Krasnolselskii �xed point theorem and at least three

positive solutions with the help of Leggett Williams �xed point theorem. An

example is also presented to demonstrate the validity of this theorem.

In the fourth section, the conclusion obtained in these studies is

presented.

Keywords: Riemann-Liouville fractional derivative, positive solutions, Guo-

Krasnoselskii and Leggett-Williams �xed point theorems, Riemann-Liouville

fractional integral.
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ÖNSÖZ

Kesirli hesap, 17.yüzy�ldan bu yana Leibniz, Euler, Liouville ve di§er pek

çok ki³inin öncü çal�³malar� arac�l�§�yla geli³tirilmi³tir. Kesirli hesap teorisinin

h�zl� geli³mesi bu tür yap�lar�n �zik, mekanik, kimya, mühendislik vb. alanlarda

uygulamalar�ndan kaynaklanmaktad�r. Fakat sonsuz aral�k üzerinde kesirli

s�n�r de§er problemi ile ilgili çal�³malar sonlu aral�§a göre daha zordur. Bu

nedenle bu tezde do§rusal olmayan sonsuz aral�k üzerinde Riemann-Liouville

kesirli integral operatörünü içeren bir SDP'nin pozitif çözümleri için varl�k

sonuçlar� incelenmi³tir. Kesirli hesap tekni§i, kesirli s�n�r de§er probleminin ve

sabit nokta teorisi ile ilgili önemli çal�³malar�n yer ald�§� kitaplar, makaleler,

bildiriler bu tezin ba³ar�l� olarak bitirilmesi için yararlan�lm�³t�r.

Çoklu noktal� kesirli s�n�r de§er problemleri ilgi çeken bir konudur.

Bu nedenle "YARI SONSUZ ARALIK ÜZER�NDE L�NEER OLMAYAN

KES�RL� SINIR DE�ER PROBLEMLER�" adl� tez konusu seçilmi³tir.

�zmir

15/12/2023

�rem ÇAM
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1 G�R��

1.1 Literatür Taramas�

Kesirli hesaplar, ilk olarak 1695 y�l�nda L'Hospital'�n Leibnitz'e yazd�§�

mektupta bahsedilmi³tir. 17. yüzy�ldan bu yana Leibniz, Euler, Lagrange,

Able, Liouville ve di§er pek çok ki³inin öncü çal�³malar� arac�l�§�yla geli³ti-

rilen kesirli hesap, türev ve integralin kesirli mertebeye genelle³tirilmesi ile

ilgilenmektedir. Türev ve integrallerin matematiksel uygulamalar�n�n yan�nda,

viskoelastisite, elektrik devreleri, elektro-analitik kimya, kesirli multipoller,

nöron modelleme, �zik, kimya ve biyolojik bilimlerdeki ilgili alanlar�nda da

uygulamalar� vard�r. Kesirli diferansiyel denklemler son zamanlarda büyük ilgi

görmektedir. Bu ilgi hem kesirli hesap teorisinin yo§un geli³mesinden hem de

bu tür yap�lar�n disiplinleraras� uygulamalar�ndan kaynaklanmaktad�r.

Tamsay� mertebeli diferansiyel ve integral operatörlerin aksine, kesirli

dereceli diferansiyel operatörler do§as� gere§i yerel de§ildir. Kesirli türevler,

çe³itli malzeme ve süreçlerin haf�za ve kal�tsal özelliklerinin tan�mlanmas� için

mükemmel bir araç sa§lar. Bu, kesirli diferansiyel denklemlerin klasik tam say�

mertebeli modellere k�yasla temel avantaj�d�r. Ayr�ca do§rusal olmayan kesirli

diferansiyel denklemler için SDP'lerin analizi hala ba³lang�ç a³amas�ndad�r

ve bu alan�n birçok yönünün ara³t�r�lmas� gerekmektedir. Özellikle, sonsuz

aral�kta m-noktal� KSDP için pozitif çözümlerin varl�§� literatürde nispeten

az çal�³�lm�³t�r. Sonsuz aral�k üzerinde KSDP'leri çal�³mak, sonsuz aral�k

kompakt olmad�§�ndan dolay� sonlu aral�§a göre daha zordur. Çünkü Arzela

Ascoli teoremi [0,∞) üzerinde kullan�lamamaktad�r. Bu çal�³mada, ele al�nan

operatörün tamamen sürekli oldu§unu göstermek için uygun bir kompaktl�k

kriteri olu³turularak ana zorlu§un üstesinden gelinmi³tir.

Koni üzerinde sabit nokta teoremleri, monoton iteratif yöntemi vb. me-

totlar kullan�larak do§rusal olmayan kesirli diferansiyel denklemlerin çözümle-

rinin varl�§�n� ele alan makaleler literatürde mevcuttur. (Liang, S. and Zhang,

J., 2011) (Cabada, A., Dimitrijevic, S., Tomovic, T. and Aleksic, S. 2017) Bu

tez çal�³mas�nda da sabit nokta teorisi yard�m�yla yar� sonsuz aral�k üzerinde

do§rusal olmayan KSDP'nin pozitif çözümlerinin varl�§� gösterilmi³tir.

Literatürde Riemann-Liouville, Caputo, Grünwald-Letnikov, Hadamard
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ve Caputo-Fabrizio kesirli türevleri gibi türevlerin birkaç farkl� tan�m� öne-

rilmi³tir. (Baleanu, D., Diethelm, K., Scalas, E. and Trujillo, JJ., 2017)

(Ahmad, B., Alsaedi, A., Ntouyas, S.K. and Tariboon, J.) (Caputo, M and

Fabrizio, M., 2015) Riemann-Liouville tipi kesirli türev ve integral ile ilgili

temel kitaplar (Miller, K.S. and Ross, B., 1993), (Samko, S.G, Kilbas,

A.A. and Marichev, O.I. 1993), (Kilbas, A.A., 1999) d�r. Koni üzerinde Guo-

Krasnoselskii ve Legett-Williams sabit nokta teoremi, üst ve alt çözüm tekni§i,

monoton iteratif yöntemi, topolojik derece yöntemi gibi birçok farkl� yöntem,

KSDP'lerin çözümlerinin varl�k sonuçlar�n� elde etmek için kullan�lmaktad�r.

(Cabada, A. and Wang, G. 2012), (Cabada, A., Dimitrijevic, S., Tomovic,

T. and Aleksic, S. 2017), (Abbas, H., Belmekki, M. and Cabada, A. 2021),

(Cabada, A. and Wanassi, O.K., 2021), (Neamprem, K., Muensawat, T.,

Ntouyas, S.K. and Tariboon, J., 2017), (Miller, K.S. and Ross, B., 1993),

(Hao, X., Zhang, L. and Liu, L. 2019), (Li, Y. and Qi, A. 2016), (Han, W.

and Jiang, J. 2021). Literatürde kesirli mertebeden SDP'lerin çözümleri ile

ilgili çal�³malar bulunmaktad�r.

Zhao ve Ge makalelerinde (Ge, W. and Zhao, X., 2008)

Dα
0+℘(t) + f(t, ℘(t)) = 0, t ∈ (0,∞), α ∈ (1, 2),

℘(0) = 0, lim
t→∞

Dα−1
0+ ℘(t) = β℘(ξ)

KSDP'yi ele alm�³lard�r. Burada ξ ∈ (0,∞) ve Dα
0+ Riemann-Liouville

kesirli türevidir. Bu çal�³mada Leray-Schauder nonlinear alternative teoremi

kullan�lm�³t�r. Buna ek olarak, bir pozitif çözüm elde edilmi³tir.

Li, Liu, Jia ve Zhang (Li X., Liu X., Jia M. and Zhang L., 2017)

Dδ
0+℘(t) + q(t)f(t, ℘(t)) = 0 t ∈ (0,∞),

℘(0) = Dδ−1
0+ ℘(+∞) = 0,

Dδ−2
0+ ℘(0) =

∞∑
i=1

g(ξi)D
δ−1
0+ ℘(ξi) + λ

KSDP'yi ele alm�³lard�r. Burada Dδ
0+ Riemann-Liouville kesirli türevidir. 2 <

δ < 3, 0 < ξ1 < ξ2 < ... < ξi < ... < +∞, i = 1, 2, ..., için g(ξi) ≥ 0

ve
∑∞

i=1 g(ξi) yak�nsakt�r. Bu çal�³mada, pozitif çözümlerin varl�k sonuçlar�

ara³t�r�lm�³t�r.
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Liang ve Zhang makalelerinde (Liang, S. and Zhang, J., 2011)

Dα
0+℘(t) + a(t)f(t, ℘(t)) = 0, t ∈ (0,∞), α ∈ (2, 3),

℘(0) = u
′
(0) = 0, Dα−1

0+ ℘(∞) =
m−2∑
i=1

βi℘(ξi)

KSDP'yi ele alm�³lard�r. Burada Dα
0+ bir Riemann-Liouville kesirli türevidir.

i = 1, 2, ...,m − 2, βi ≥ 0, 0 < ξ1 < ξ2 < ... < ξm−2 < +∞ dir ve 0 <∑m−2
i=1 βiξ

α−1
i < Γ(α) e³itsizli§i vard�r. Burada Legget-Williams sabit nokta

teoremi kullan�larak en az üç pozitif çözümün oldu§u gösterilmi³tir.

Wang ve Liu (Wang, W. and Liu, X., 2021)

Dα
0+x(t) + µ(f(t, x(t)) + q(t)g(x(t))) = 0, 0 < t < ∞,

x(0) = 0, x′(0) = 0,

Dα−1
0+ x(∞) = β

∫ η

0

x(s)ds+ λ

KSDP'yi ele alm�³lard�r. Burada Dα
0+ Riemann-Liouville kesirli türevidir. 2 <

α < 3, β, η > 0 ve Γ(α + 1) > βηα; µ, λ > 0'd�r. Bu çal�³mada SDP'nin tek

pozitif çözümünün varl�§� ara³t�r�lm�³t�r.

Literatürde de§inilen makaleler göz önüne al�narak bu tezde a³a§�daki

Dα
0+℘(t) + a(t)f(t, ℘(t)) = 0, 0 < t < ∞,

℘(0) = u
′
(0) = 0,

Dα−1
0+ ℘(∞) =

m−2∑
i=1

∫ ai

0

bi(t)D
βi

0+℘(t)dt+ βIq0+℘(η)

Riemann-Liouville KSDP incelenecektir. Bu çal�³mada problemin pozitif çö-

zümlerinin varl�§� için gerekli ko³ullar sunulacak ve problemin en az bir ve

üç pozitif çözümünün varl�§� ara³t�r�lacakt�r. Bu tezin amac� lineer olmayan

KSDP için s�n�rs�z çözümlerin varl�§�n�n ara³t�r�lmas�d�r.
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2 GENEL KAVRAMLAR

Bu bölümde tez boyunca gerekli olacak ön bilgiler sunulmu³tur. �lk önce

Gamma fonksiyonu, Riemann-Liouville kesirli integrali ve türevinin tan�m�

ve özellikleri ifade edilmi³tir. Daha sonra ise fonksiyonel analizden baz�

kavramlara yer verilmi³tir.

Tan�m 2.0.1. Euler Gamma Fonksiyonu, Γ(w), ikinci tip Euler integrali

Γ(w)=
∫ +∞

0

xw−1e−xdx, (ℜ(w))>0

ile tan�mlan�r. Bu integral her w ∈ C için yak�nsakt�r.

(i) Γ(w + 1)= wΓ(w), (ℜ(w) > 0)

(ii) Γ(1
2
)=

√
π

(iii) Γ(m)= m!, m ∈ N

özellikleri sa§lan�r.

Tan�m 2.0.2. (Kilbas, A.A., 1999) −∞ < α < β < +∞ için R reel say�

ekseni üzerinde κ = [α, β] gibi sonlu bir aral�k olsun. ϑ ∈ C mertebeden Dϑ
β−f

soldan ve Dϑ
α+f sa§dan Riemann-Liouville kesirli türevleri s�ras�yla a³a§�daki

gibi tan�mlan�r;

(Dϑ
α+f)(x) :=

1

Γ(n− ϑ)

( d

dx

)n
∫ x

α

f(t)dt

(x− t)ϑ−n+1
, (x > α);

(Dϑ
β−f)(x) :=

1

Γ(n− ϑ)

(−d

dx

)n
∫ β

x

f(t)dt

(t− x)ϑ−n+1
, (x < β).

Burada Γ(ϑ) fonksiyonu Tan�m 2.0.1 de tan�mlanm�³t�r.

Tan�m 2.0.3. (Kilbas, A.A., 1999) −∞ < α < β < +∞ için R üzerinde

κ = [α, β] gibi sonlu bir aral�k olsun. ϑ ∈ C mertebeden Iϑβ−f soldan ve Iϑα+f

sa§dan Riemann-Liouville kesirli integralleri s�rayla a³a§�daki gibi tan�mlan�r;

(Iϑα+f)(x) :=
1

Γ(ϑ)

∫ x

α

f(t)dt

(x− t)1−ϑ
(x > α),

(Iϑβ−f)(x) :=
1

Γ(ϑ)

∫ β

x

f(t)dt

(t− x)1−ϑ
(x < β).

Burada Γ(ϑ) fonksiyonu Tan�m 2.0.1 de tan�mlanm�³t�r.
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Önerme 2.0.1. (Kilbas, A.A., 1999) ϑ > 0 olsun. O zaman Dϑ
0+℘(t) = 0

Riemann-Liouville kesirli diferansiyel denkleminin çözümü

℘(t) = c1t
ϑ−1 + c2t

ϑ−2 + ...+ cmt
ϑ−m

³eklindedir. Burada ci ∈ R, m = [ϑ] + 1 biçiminde hesaplan�r.

Önerme 2.0.2. (Kilbas, A.A., 1999) ϑ > 0 olsun. O zaman

Iϑ0+D
ϑ
0+℘(t) = ℘(t) + c1t

ϑ−1 + c2t
ϑ−2 + ...+ cmt

ϑ−m

³eklindedir. Burada ci ∈ R, i = 0, 1, 2, ...,m, m = [ϑ]+ 1 biçiminde hesaplan�r.

Tan�m 2.0.4. (Lang, S., 1993) E1 ve E2 herhangi iki küme olmak üzere, bir

H kural� üzerinde D ⊂ E1 in her u eleman�na tek bir v ∈ E2 kar³�l�k geliyorsa

E1 → E2 kümesine H operatörü verilmi³tir ve D, H' nin tan�m bölgesidir denir.

H: D ⊂ E1 → E2 ve H: u → v ³eklinde gösterilir. Ayr�ca E1=E2 durumunda

H ye E1 içerisinde bir operatördür denir.

Tan�m 2.0.5. (Soykan, Y., 2012) (J, d) bir metrik uzay olsun. Bir K ⊂ J

kümesindeki her {℘n} dizisi K nin bir eleman�na yak�nsayan bir alt diziye

sahipse K ye bir kompakt küme denir.

Tan�m 2.0.6. (Lang, S., 1993) Bir dönü³üm her s�n�rl� kümeleri prekompakt

kümelere dönü³türen bir dönü³üm ise buna kompakt dönü³üm ad� verilir.

Tan�m 2.0.7. Bir dönü³üm hem kompakt hem de sürekliyse bu dönü³üme

tamamen sürekli dönü³üm ad� verilir.

Tan�m 2.0.8. (Lang, S., 1993) (E1, ρ) ve (E2, ρ1) iki metrik uzay olsun.

H : M ⊂ E1 → E2 verilsin. �ayet u0 ∈ M için ε > 0 oldu§unda,

∀℘ ∈ M,ρ(u, u0) < δ ⇒ ρ1(Hu,Hu0) < ϵ

olacak ³ekilde bir δ > 0 say�s� var ise H ye u0 noktas�nda sürekli operatör ad�

verilir. E§er H operatörü M nin her noktas�nda sürekli ise H ye M üzerinde

sürekli operatör denir.

Tan�m 2.0.9. (E1, ρ) ve (E2, ρ1) iki metrik uzay olsun. H : M ⊂ E1 → E2

operatörü verilsin. E§er H operatörü M de kompakt ve sürekli operatör ise H

operatörü tamamen sürekli operatör denir.
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Tan�m 2.0.10. F ⊂ C[a, b] bir küme olsun.

(i) ∀℘ ∈ F , ∀t ∈ [a, b] için |℘(t)| ≤ a olacak ³ekilde bir a say�s� varsa F

kümesine ait fonksiyonlara ayn� dereceden s�n�rl� fonksiyonlar denir.

(ii) ε > 0 olsun, ∀t1, t2 ∈ [a, b] ve ∀℘ ∈ F için |t1 − t2| < δ e³itsizli§i

sa§land�§�nda |℘(t1)−℘(t2)| < ε olacak ³ekilde δ > 0 say�s� bulunabiliyorsa F

fonksiyonlar�, ayn� dereceden sürekli fonksiyonlard�r.

Önerme 2.0.3. (Lang, S., 1993) E bir Banach uzay�, U ⊂ E bir s�n�rl� küme

olsun. A³a§�daki ³artlar sa§lan�rsa U , E'de prekompaktt�r.

(i) Herhangi bir ℘(t) ∈ U için, ℘(t)
1+tα−1 , [0,∞) nin herhangi kompakt aral�§�

üzerinde ayn� dereceden süreklidir.

(ii) Herhangi bir ε > 0 için,∣∣∣∣ ℘(t1)

1 + tα−1
1

− ℘(t2)

1 + tα−1
2

∣∣∣∣ < ε t1, t2 ≥ H, ℘ ∈ U (1)

olacak ³ekilde bir H = H(ε) > 0 sabiti vard�r.

Tan�m 2.0.11. (E, ||.||) reel Banach uzay� olsun. P ⊂ E için a³a§�daki

özellikler sa§lans�n. O halde bo³tan farkl�, kapal� ve konveks P kümesine koni

denir.

(i) ℘ ∈ P ⇒ δ℘ ∈ P, ∀δ ≥ 0

(ii) ℘ ∈ P, ℘ ̸= 0 ⇒ −℘ /∈ P
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Tan�m 2.0.12. (Guo, D. and Lakshmikantham, V.,1988) E, Banach uzay� ve

P ise E üzerinde bir koni olarak verilsin. σ : P → [0,∞) sürekli bir dönü³üm

olsun. Bu dönü³üm, ∀t ∈ [0, 1] ve ∀℘, v ∈ P için ³u ko³ulu sa§l�yorsa:

σ(t℘+ (1− t)v) ≥ tσ(℘) + (1− t)σ(v)

Bu durumda, σ dönü³ümüne P üzerinde sürekli ve negatif olmayan bir konveks

fonksiyonel denir.

Tan�m 2.0.13. (Guo, D. and Lakshmikantham, V.,1988) E, Banach uzay�

olsun. P ise E üzerinde bir koni olarak verilsin.. σ : P → [0,∞) sürekli bir

dönü³üm olsun. Bu dönü³üm, ∀t ∈ [0, 1] ve ∀℘, v ∈ P için ³u ko³ulu sa§l�yorsa:

σ(t℘+ (1− t)v) ≤ tσ(℘) + (1− t)σ(v)

Bu durumda, σ dönü³ümüne P üzerinde sürekli ve negatif olmayan bir konveks

fonksiyonel denir.

Teorem 2.0.1. (Aulbach, B. and Neidhart, L., 2004)(Lebesgue Bask�n

Yak�nsakl�k Teoremi)

A ⊂ R s�n�rl� ölçülebilir küme ve {fn} ölçülebilir fonksiyonlar dizisi olmak

üzere ∀t ∈ A için |fn(t)| ≤ g(t) ve fn(t) → f(t) olacak ³ekilde Lebesgue

integrallenebilir g fonksiyonu varsa o zaman f fonksiyonu integrallenebilir ve

a³a§�daki e³itlik sa§lan�r.

lim
n→∞

∫
A
fn(t)dt =

∫
A

lim
n→∞

fn(t)dt =

∫
A
fn(t)dt.
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3 RIEMANN-LIOUVILLE KES�RL� SINIR DE-

�ER PROBLEMLER�N�N POZ�T�F ÇÖZÜM-

LER�

Bu bölümde, tezin giri³ bölümünde belirtilen problemler dikkate al�narak

Riemann-Liouville tipi KSDP'nin pozitif çözümlerinin varl�§� sonsuz aral�k

üzerinde incelenmi³tir.

A³a§�da do§rusal olmayan Riemann-Liouville KSDP verilsin.

 Dα
0+℘(t) + a(t)f(t, ℘(t)) = 0, 0 < t < ∞,

℘(0) = ℘
′
(0) = 0, Dα−1

0+ ℘(∞) =
∑m−2

i=1

∫ ai
0

bi(t)D
βi

0+℘(t)dt+ βIq0+℘(η).

(2)

Burada 2 < α ≤ 3, η, β, q ∈ (0,∞), 0 < a1 < a2 < ... < am−2 < ∞,

i ∈ {1, 2, ...,m − 2} için 0 < βi ≤ α − 1, bi ∈ C([0,+∞), [0,+∞)),

D
(.)

0+ Riemann-Liouville kesirli türevi, I(.)0+ Riemann-Liouville kesirli integrali,

f ∈ C[(0,+∞) × [0,+∞), [0,+∞)] ve herhangi bir t ∈ [0,∞) için f(t, 0) ̸≡ 0

dir.

A³a§�dakiler ko³ullar sa§lans�n :

(C1) ω ∈ C([0,∞), [0,∞)) bir azalmayan fonksiyon olmak üzere, [0,∞)×

[0,∞) üzerinde f(t, (1 + tα−1)℘) ≤ ω(|℘|)'d�r.

(C2) k > 1 olmak üzere 0 < b < c için 0 < γ(b, c) = mint∈[η,kη],℘∈[b,c]f(t, ℘(t)).

(C3) a : [0,∞) → [0,∞) aral�§�n�n herhangi bir alt aral�§�nda s�f�ra e³it

de§ildir ve

0 <

∫ ∞

0

a(ς)dς < ∞

dir.
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3.1 Riemann-Liouville Kesirli S�n�r De§er Probleminin

Çözümü

(2) SDP'nin çözümü için a³a§�daki önermeler sunulmu³tur. Problemin

pozitif çözümlerini elde etmek için sonsuz aral�k üzerinde do§rusal olmayan

kesirli s�n�r de§er problemlerine kar³�l�k gelen do§rusal KSDP'nin çözümü

bulunacakt�r.

Önerme 3.1.1. h ∈ C[0,+∞) ve
∫∞
0

h(ς)dς < ∞ için,


Dα

0+℘(t) + h(t) = 0, 0 < t < ∞, 2 < α ≤ 3,

℘(0) = ℘
′
(0) = 0,

Dα−1
0+ ℘(∞) =

∑m−2
i=1

∫ ai
0

bi(t)D
βi

0+℘(t)dt+ βIq0+℘(η)

KSDP'nin bir çözümü vard�r. Bu çözüm

℘(t) =

∫ ∞

0

K(t, ς)h(ς)dς, t ∈ [0,∞)

ile gösterilir. Burada

K(t, ς) = k1(t, ς) +
tα−1

∆

m−2∑
i=1

∫ ai

0

bi(t)hi(t, ς)dt+
βtα−1

∆
k2(η, ς) (3)

ve

k1(t, ς) =
1

Γ(α)

tα−1 − (t− s)α−1, 0 ≤ s ≤ t < ∞,

tα−1, 0 ≤ t ≤ s < ∞
(4)

k2(η, s) =
1

Γ(α + q)

ηα+q−1 − (η − s)α+q−1, 0 ≤ s ≤ η < ∞,

ηα+q−1, 0 ≤ η ≤ s < ∞,

(5)

ve i = {1, 2, ...,m− 2} olmak üzere

hi(t, ς) =
1

Γ(α− βi)

tα−βi−1 − (t− s)α−βi−1, 0 ≤ s ≤ t < ∞,

tα−βi−1, 0 ≤ t ≤ s < ∞,

(6)

³eklinde gösterilir.
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�spat. Dα
0+℘(t) + h(t) = 0 denklemine Riemann-Liouville kesirli integrali

uygulans�n. Önerme 2.0.2'den

℘(t) = −Iα0+h(t) + c1t
α−1 + c2t

α−2 +
c3
t3−α

bulunur. �imdi de (2) SDP'nin ℘(0) = 0 ko³ulu kullan�ld�§�nda

0 = ℘(0) = −Iα0+h(0) + c10
α−1 + c20

α−2 + c3t
α−3

bulunur. Burada (α− 3) ∈ (−1, 0] 'd�r. O zaman

0 = − 1

Γ(α)

∫ 0

0

(0− s)α−1h(ς)dς + c10
α−1 + c20

α−2 +
c3
t3−α

e³itli§inden 0 = c3
t3−α bulunur. Bunun için c3 = 0 olmal�d�r. Di§er taraftan

℘(t) = −Iα0+h(t) + c1t
α−1 + c2t

α−2

e³itli§inin her iki taraf�n�n türevi al�n�rsa;

℘
′
(t) = −Iα−1

0+ h(t) + c1(α− 1)tα−2 + c2(α− 2)tα−3

bulunur. ℘′(0) = 0 ko³ulu kullan�l�rsa

℘
′
(0) = −Iα−1

0+ h(0) + c1(α− 1)0α−2 +
c2(α− 2)

tα−3
= 0

e³itli§inden 0 = c2(α−2)
tα−3 elde edilir. Bunun için c2 = 0 olmal�d�r. O halde

℘(t) = −Iα0+h(t) + c1t
α−1 (7)

formundad�r. Ayr�ca Tan�m 2.0.2 kullan�larak

Dα−1
0+ ℘(t) = Dα−1

0+ [−Iα0+h(t) + c1t
α−1]

bulunur. Bu e³itlikten

Dα−1
0+ ℘(t) = −I10+h(t) + c1Γ(α) (8)

yaz�l�r. t = ∞, (8) denkleminde yerine yaz�l�rsa
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Dα−1
0+ ℘(∞) = −

∫ +∞

0

h(ς)dς + c1Γ(α)

olur.

�imdi
∑m−2

i=1

∫ ai
0

bi(t)D
βi

0+℘(t)dt ifadesinin e³iti bulunsun. (7) e³itli§inde her iki

taraftan βi mertebeden kesirli türevi al�n�rsa

Dβi

0+℘(t) = − 1

Γ(α− βi)

∫ t

0

(t− s)α−βi−1h(ς)dς +
c1Γ(α)

Γ(α− βi)
tα−βi−1 (9)

elde edilir. (9) e³itli§i bi(t) ile çarp�l�p 0'dan ai 'ye integre edilirse

∫ ai

0

bi(t)D
βi

0+℘(t)dt = − 1

Γ(α− βi)

∫ ai

0

bi(t)

∫ t

0

(t− s)α−βi−1h(ς)dςdt

+
c1Γ(α)

Γ(α− βi)

∫ ai

0

bi(t)t
α−βi−1dt

d�r. Bu e³itlikte her iki taraf�n sigma toplam�na geçilirse

m−2∑
i=1

∫ ai

0

bi(t)D
βi

0+℘(t)dt =
m−2∑
i=1

[− 1

Γ(α− βi)

∫ ai

0

bi(t)

∫ t

0

(t− ς)α−βi−1h(ς)dςdt

+
c1Γ(α)

Γ(α− βi)

∫ ai

0

bi(t)t
α−βi−1dt]

elde edilir.

Son olarak βIq0+℘(η) ifadesinin e³iti bulunsun. (7) de t = η al�narak her

iki taraf�n Iq0+ kesirli integrali al�n�p ilgili e³itlik düzenlenirse

βIq0+℘(η) =
βc1Γ(α)η

α+q−1

Γ(α + q)
− βIα+q

0+ h(η)

elde edilir.

(2) probleminin bir ko³ulu olan Dα−1
0+ ℘(∞) =

∑m−2
i=1

∫ ai
0

bi(t)D
βi

0+℘(t)dt +

βIq0+℘(η) ifadesinde bulunan e³itlikler yerine yaz�l�rsa

−
∫ +∞

0

h(ς)dς + c1Γ(α) =
m−2∑
i=1

[− 1

Γ(α− βi)

∫ ai

0

bi(t)

∫ t

0

(t− ς)α−βi−1h(ς)dςdt

+
c1Γ(α)

Γ(α− βi)

∫ ai

0

bi(t)t
α−βi−1dt] +

βc1Γ(α)η
α+q−1

Γ(α + q)
− βIα+qh(η)

elde edilir. Buradan da
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c1 =
−
∑m−2

i=1
1

Γ(α−βi)

∫ ai
0

bi(t)
∫ t

0
(t− ς)α−βi−1h(ς)dςdt

Γ(α)−
∑m−2

i=1
Γ(α)

Γ(α−βi)

∫ ai
0

bi(t)tα−βi−1dt− βΓ(α)ηα+q−1

Γ(α+q)

+
−βIα+qh(η) +

∫∞
0

h(ς)dς

Γ(α)−
∑m−2

i=1
Γ(α)

Γ(α−βi)

∫ ai
0

bi(t)tα−βi−1dt− βΓ(α)ηα+q−1

Γ(α+q)

olur. c1, (7) de yerine konulursa

℘(t) = − 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− ς)α−1h(ς)dς

+

(
tα−1[1−

∑m−2
i=1

1
Γ(α−βi)

∫ ai
0

bi(t)t
α−βi−1dt+

∑m−2
i=1

1
Γ(α−βi)

∫ ai
0

bi(t)t
α−βi−1dt

Γ(α)[1−
∑m−2

i=1
1

Γ(α−βi)

∫ ai
0

bi(t)tα−βi−1dt− βηα+q−1

Γ(α+q)
]

+

βηα+q−1

Γ(α+q)
− βηα+q−1

Γ(α+q)
]

Γ(α)[1−
∑m−2

i=1
1

Γ(α−βi)

∫ ai
0

bi(t)tα−βi−1dt− βηα+q−1

Γ(α+q)
]

)
×

(∫ ∞

0

h(ς)dς

)

+
tα−1(−

∑m−2
i=1

1
Γ(α−βi)

∫ ai
0

bi(t)
∫ t

0
(t− ς)α−βi−1h(ς)dςdt− βIα+qh(η))

Γ(α)[1−
∑m−2

i=1
1

Γ(α−βi)

∫ ai
0

bi(t)tα−βi−1dt− βηα+q−1

Γ(α+q)
]

³eklinde düzenlenir. Burada

∆ = Γ(α)[1−
m−2∑
i=1

1

Γ(α− βi)

∫ ai

0

bi(t)t
α−βi−1dt− βηα+q−1

Γ(α + q)
]

formunda tan�mlans�n. O halde

℘(t) = − 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(ς)dς +
tα−1

Γ(α)

∫ ∞

0

h(ς)dς

+
tα−1

∆
(
m−2∑
i=1

1

Γ(α− βi)

∫ ai

0

bi(t)t
α−βi−1dt)

∫ ∞

0

h(ς)dς

+
tα−1

∆

βηα+q−1

Γ(α + q)

∫ ∞

0

h(ς)dς

− tα−1

∆

m−2∑
i=1

1

Γ(α− βi)

∫ ai

0

bi(t)

∫ t

0

(t− ς)α−βi−1h(ς)dςdt

− tα−1

∆
βIα+q

0+ h(η)
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=

∫ ∞

0

k1(t, ς)h(ς)dς +
tα−1

∆

m−2∑
i=1

1

Γ(α− βi)

∫ ai

0

(

∫ ∞

0

bi(t)t
α−βi−1h(ς)dς)dt

− tα−1

∆

m−2∑
i=1

1

Γ(α− βi)

∫ ai

0

bi(t)

∫ t

0

(t− ς)α−βi−1h(ς)dςdt

+
tα−1

∆

βηα+q−1

Γ(α + q)

∫ ∞

0

h(ς)dς − tα−1

∆

β

Γ(α + q)

∫ η

0

(η − ς)α+q−1h(ς)dς

=

∫ ∞

0

k1(t, ς)h(ς)dς

+
tα−1

∆

m−2∑
i=1

1

Γ(α− βi)

∫ ai

0

bi(t)[

∫ t

0

(tα−βi−1 − (t− ς)α−βi−1)h(ς)dς

+

∫ ∞

t

tα−βi−1h(ς)dς]dt+
βtα−1

∆

ηα+q−1

Γ(α + q)

∫ ∞

0

h(ς)dς

− tα−1

∆

β

Γ(α + q)

∫ η

0

(η − ς)α+q−1h(ς)dς

=

∫ ∞

0

k1(t, ς)h(ς)dς +
tα−1

∆

m−2∑
i=1

∫ ai

0

bi(t)

∫ ∞

0

hi(t, ς)h(ς)dςdt

+
tα−1β

∆Γ(α + q)
[

∫ η

0

(ηα+q−1 − (η − ς)α+q−1)h(ς)dς +

∫ ∞

η

ηα+q−1h(ς)dς]

=

∫ ∞

0

k1(t, ς)h(ς)dς +

∫ ∞

0

tα−1

∆

m−2∑
i=1

∫ ai

0

bi(t)hi(t, ς)h(ς)dtdς

+
tα−1β

∆

∫ ∞

0

k2(η, ς)h(ς)dς

=

∫ ∞

0

[k1(t, ς) +
tα−1

∆

m−2∑
i=1

∫ ai

0

bi(t)hi(t, ς)dt+
tα−1β

∆
k2(η, ς)]h(ς)dς

=

∫ ∞

0

K(t, ς)h(ς)dς

'd�r. Burada, K(t, ς), k1(t, ς), k2(η, ς), hi(t, ς) ve s�ras�yla (3),(4),(5),(6)

e³itliklerinde tan�mlanm�³t�r.

Önerme 3.1.2. (3) ile tan�mlanan K(t, ς) fonksiyonu a³a§�da verilen özellik-

leri sa§lar:

(i) ∀(t, ς) ∈ [0,∞) × [0,∞) için K(t, ς) fonksiyonu süreklidir ve K(t, ς) ≥ 0

d�r.

(ii) µ = 1
Γ(α)

+ 1
∆

∑m−2
i=1

∫ ai
0

bi(t)t
α−βi−1dt+ 1

∆
βηα+q−1 olmak üzere

∀(t, ς) ∈ [0,∞)× [0,∞) için K(t,ς)
1+tα−1 ≤ µ e³itsizli§i mevcuttur.

(iii) k > 1 olmak üzere ∀ς ∈ [0,∞) için mint∈[η,kη]
K(t,ς)
1+tα−1 ≥ ηα−1

∆(1+ηα−1)
βk2(η, ς)

d�r.
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�spat. K(t, ς) (3) ile tan�mlans�n. (i) için ispat aç�kt�r. Önerme 3.1.2 nin (ii)

nin ispat� a³a§�daki gibidir.

K(t, ς)

1 + tα−1
=

k1(t, ς)

1 + tα−1
+

tα−1

∆(1 + tα−1)

m−2∑
i=1

∫ ai

0

bi(t)hi(t, ς)dt+
tα−1β

∆(1 + tα−1)
k2(η, ς)

≤ 1

Γ(α)
+

1

∆

m−2∑
i=1

∫ ai

0

bi(t)hi(t, ς)dt+
1

∆
βk2(η, ς)

≤ 1

Γ(α)
+

1

∆

m−2∑
i=1

∫ ai

0

bi(t)t
α−βi−1dt+

1

∆
βk2(η, ς)

≤ 1

Γ(α)
+

1

∆

m−2∑
i=1

∫ ai

0

bi(t)t
α−βi−1dt+

1

∆
βηα+q−1

= µ.

Önerme 3.1.2 nin (iii) nin ispat�na bak�lacak olursa

mint∈[η,kη]
K(t, ς)

1 + tα−1
= mint∈[η,kη]

[
k1(t, ς)

1 + tα−1
+

tα−1

∆(1 + tα−1)

m−2∑
i=1

∫ ai

0

bi(t)hi(t, ς)dt

+
tα−1

∆(1 + tα−1)
βk2(η, ς)

]
≥ ηα−1

∆(1 + ηα−1)
βk2(η, ς)

olur.

�imdi, sabit nokta teoremlerinin uygulamas�nda ve (2) probleminin

pozitif çözümlerinin varl�§�n� elde etmede gerekli olan Banach uzay� ve koni

tan�mlans�n.

||℘||E = supt∈[0,∞)
|℘(t)|

1 + tα−1

ile normlanm�³

E = {℘ ∈ C[0,∞) : supt∈[0,∞)
|℘(t)|

1 + tα−1
}

uzay� bir Banach uzay�d�r. P konisi a³a§�daki ³ekilde tan�mlans�n.

P =

{
℘ ∈ E : ℘(t) ≥ 0,∀t ∈ [0,∞)

}
.

(2) probleminin çözümlerini elde edebilmek için P konisi için de

H℘(t) =

∫ ∞

0

K(t, ς)a(ς)f(ς, ℘(ς))dς (10)

ile verilen H operatörü tan�mlans�n. Burada (2) probleminin çözümünün

bulunmas� P içinde (10) ile verilen H operatörünün sabit noktas�n�n elde

edilmesine e³ de§erdir.
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Önerme 3.1.3. (C1)− (C3) ko³ullar� sa§lans�n. O zaman Önerme 3.1.2' den

yararlanarak H : P → P operatörü tamamen süreklidir.

�spat. Her ℘ ∈ P için (H℘(t)) nin pozitif oldu§u aç�kt�r. H nin tamamen

sürekli operatör oldu§u 4 ad�mda gösterilecektir.

Ad�m 1: H : P → P sürekli bir operatördür.

P de n → +∞ olurken ℘n → ℘ dizisi var olsun. Yak�nsak dizilerin s�n�rl�

olmas�ndan dolay� max{||℘||E, supn∈N\{0}||℘n||E} < r0 olacak ³ekilde bir r0

reel say�s� vard�r. Her (t, ς) ∈ [0,∞)× [0,∞) için∫ ∞

0

K(t, ς)

1 + tα−1
a(ς)|f(ς, ℘n(ς))− f(ς, ℘(ς))|dς

≤ µ

∫ ∞

0

a(ς)(f(ς, ℘n(ς)) + f(ς, ℘(ς)))dς

= µ

∫ ∞

0

a(ς)

(
f(ς,

℘n(ς)(1 + ςα+1)

1 + ςα+1
) + f(ς,

℘(ς)(1 + ςα+1)

1 + ςα+1
)

)
dς

= µ2ω(r0)

∫ ∞

0

a(ς)dς

< ∞

olmas� nedeniyle ve Lebesgue bask�n yak�nsakl�k teoremi kullan�larak n → ∞

iken

||H℘n −H℘|| = sup
t∈[0,∞)

∫ ∞

0

K(t, ς)

1 + tα−1
|f(ς, ℘n(ς))− f(ς, ℘(ς))|dς → 0

elde edilir. Öyleyse, H : P → P dizisel süreklidir, yani süreklidir.

Ad�m 2: H : P → P düzgün s�n�rl�d�r, gösterilsin.

ϕ, P nin s�n�rl� bir alt kümesi olsun. ∀℘ ∈ ϕ için ||℘|| ≤ r olacak ³ekilde bir

r > 0 reel say�s� vard�r. ∀t ∈ [0,∞) için

||H℘||E = supt∈[0,∞)
1

1 + tα−1

∫ ∞

0

K(t, ς)a(ς)f(ς, ℘(ς))dς

≤ µ

∫ ∞

0

a(ς)f(ς, ℘(ς))dς

= µ

∫ ∞

0

a(ς)f(ς,
℘(ς)(1 + ςα−1)

(1 + ςα−1)
)dς

≤ µ

∫ ∞

0

a(ς)ω(
|℘(ς)|

1 + ςα−1
)dς

≤ µω(r)

∫ ∞

0

a(ς)dς < ∞

bulunur. Öyleyse Hϕ düzgün s�n�rl�d�r denir.
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Ad�m 3: S > 0, t1, t2 ∈ [0, S], t1 < t2 ve ∀℘ ∈ ϕ içinHϕ , [0,∞) üzerinde

ayn� dereceden süreklidir, gösterilsin.∣∣∣∣ H℘(t2)

1 + tα−1
2

− H℘(t1)

1 + tα−1
1

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ ∫ ∞

0

K(t2, ς)

1 + tα−1
2

a(ς)f(ς, ℘(ς))dς

−
∫ ∞

0

K(t1, ς)

1 + tα−1
1

a(ς)f(ς, ℘(ς))dς

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣ ∫ ∞

0

k1(t2, ς)

1 + tα−1
2

− k1(t1, ς)

1 + tα−1
1

a(ς)f(ς, ℘(ς))dς

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣ ∫ ∞

0

[
(

tα−1
2

∆(1 + tα−1
2 )

− tα−1
1

∆(1 + tα−1
1 )

)

×
m−2∑
i=1

∫ ai

0

bi(t)hi(t, ς)dt

]
a(ς)f(ς, ℘(ς))dς

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣ ∫ ∞

0

(
tα−1
2

∆(1 + tα−1
2 )

− tα−1
1

∆(1 + tα−1
1 )

)
×

(
βk2(η, ς)a(ς)f(ς, ℘(ς))dς

)∣∣∣∣
≤

∫ ∞

0

| k1(t2, ς)
1 + tα−1

2

− k1(t1, ς)

1 + tα−1
2

|a(ς)f(ς, ℘(ς))dς

+

∫ ∞

0

| k1(t1, ς)
1 + tα−1

2

− k1(t1, ς)

1 + tα−1
1

|a(ς)f(ς, ℘(ς))dς

+

∫ ∞

0

∣∣∣∣ tα−1
2

∆(1 + tα−1
2 )

− tα−1
1

∆(1 + tα−1
1 )

∣∣∣∣
× (

m−2∑
i=1

∫ ai

0

bi(t)hi(t, ς)dt)a(ς)f(ς, ℘(ς))dς

+

∫ ∞

0

∣∣∣∣ tα−1
2

∆(1 + tα−1
2 )

− tα−1
1

∆(1 + tα−1
1 )

∣∣∣∣βk2(η, ς)a(ς)f(ς, ℘(ς))dς
=

∫ ∞

0

∣∣∣∣ k1(t2, ς)1 + tα−1
2

− k1(t1, ς)

1 + tα−1
2

∣∣∣∣a(ς)f(ς, ℘(ς))dς
+

∫ ∞

0

tα−1
2 − tα−1

1

(1 + tα−1
2 )(1 + tα−1

2 )
k1(t1, ς)a(ς)f(ς, ℘(ς))dς

+

∫ ∞

0

tα−1
2 − tα−1

1

∆(1 + tα−1
2 )(1 + tα−1

2 )

×
(m−2∑

i=1

∫ ai

0

bi(t)hi(t, ς)dt

)
a(ς)f(ς, ℘(ς))dς

+

∫ ∞

0

tα−1
2 − tα−1

1

(1 + tα−1
2 )(1 + tα−1

1 )

β

∆
k2(η, ς)a(ς)f(ς, ℘(ς))dς
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≤ ω(r)

∫ ∞

0

[∣∣∣∣ k1(t2, ς)1 + tα−1
2

− k1(t1, ς)

1 + tα−1
2

∣∣∣∣
+

tα−1
2 − tα−1

1

(1 + tα−1
2 )(1 + tα−1

2 )
k1(t1, ς)

+
tα−1
2 − tα−1

1

∆(1 + tα−1
2 )(1 + tα−1

2 )

m−2∑
i=1

∫ ai

0

bi(t)hi(t, ς)dt

+
tα−1
2 − tα−1

1

(1 + tα−1
2 )(1 + tα−1

1 )

β

∆
k2(η, ς)

]
a(ς)dς

→ 0 (t1 → t2)

Öyleyse, Hϕ, [0,∞) üzerinde ayn� dereceden süreklidir.

Ad�m 4: H : P → P operatörü sonsuzda ayn� dereceden yak�nsak oldu§u

incelensin. Herhangi bir ℘ ∈ ϕ için,∫ ∞

0

a(ς)f(ς, ℘(ς))dς ≤ ω(r)

∫ ∞

0

a(ς)dς < ∞

ve

lim
t→∞

∣∣∣∣ (H℘)(t)

1 + tα−1

∣∣∣∣ = limt→∞

∣∣∣∣ 1

1 + tα−1

∫ ∞

0

K(t, ς)a(ς)f(ς, ℘(ς))dς

∣∣∣∣
≤

∫ ∞

0

µa(ς)f(ς, ℘(ς))dς

≤ µω(r)

∫ ∞

0

a(ς)dς

< ∞

elde edilir. Öyleyse, Hϕ, [0,∞) üzerinde ayn� dereceden yak�nsakt�r.

Sonuç olarak,H : P → P operatörünün tamamen sürekli oldu§u� gösterilmi³tir.
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3.2 Sabit Nokta Teoremleri Ve Uygulamalar�

3.2.1 Guo-Krasnoselskii Sabit Nokta Teoreminin Uygulamas�

Bu bölümde, Guo-Krasnoselskii sabit nokta teoremi ifade edilerek (2)

KSDP'nin en az bir pozitif çözüme sahip oldu§u gösterilecektir.

Burada kolayl�k için a³a§�daki k�saltmalar tan�mlanm�³t�r.

M = µ

∫ ∞

0

a(ς)dς (11)

m =
η2α+q−2

∆(1 + ηα−1)

β

Γ(α + q)

∫ kη

η

a(ς)dς (12)

Teorem 3.2.1. (Guo-Krasnoselskii Sabit Nokta Teoremi) (Guo, D. and

Lakshmikantham, V.,1988) (Krasnoselskii, M., 1964) E, Banach uzay� ve

P ⊂ E ise koni olsun. Ω1 ve Ω2, P konisinin aç�k alt kümeleri olsun; burada

0 ∈ Ω1 ve Ω1 ⊂ Ω2. Ayr�ca, H : P∩ (Ω2 \Ω1) → P operatörü, a³a§�daki ³artlar�

sa§layacak ³ekilde tamamen sürekli bir operatör olsun.

(i) ||H℘|| ≥ ||℘||, ∀℘ ∈ P ∩ ∂Ω1, ve ||H℘|| ≤ ||℘||, ∀℘ ∈ P ∩ ∂Ω2; veya

(ii) ||H℘|| ≤ ||℘||, ∀℘ ∈ P ∩ ∂Ω1, ve ||H℘|| ≥ ||℘||, ∀℘ ∈ P ∩ ∂Ω2.

O halde H'nin, P ∩ (Ω2 \ Ω1) kümesinde en az bir sabit noktas�na sahiptir.

Teorem 3.2.2. (C1) − (C3) ko³ullar� sa§lans�n. r2 > r1 > 0, ρ1 ∈ (m−1,∞),

ρ2 ∈ (0,M−1) alal�m. Ayr�ca f fonksiyonunun a³a§�daki ko³ullar� sa§lad�§�

kabul edilsin.

(A1) ∀(t, ℘) ∈ [0,∞)× [0, r1] için f(t, (1 + tα−1)℘) ≥ ρ1r1,

(A2) ∀(t, ℘) ∈ [0,∞)× [0, r2] için f(t, (1 + tα−1)℘) ≤ ρ2r2.

O zaman (2) SDP'nin r1 ≤ ||℘||E ≤ r2 e³itsizli§ini gerçekleyen en az bir pozitif

℘ çözümü vard�r.

�spat. Herhangi bir ℘ ∈ P ∩ ∂ϕ1 için ϕ1 = {℘ ∈ E : ||℘||E < r1} kümesi

al�ns�n. Buradan ∀t ∈ [0,∞) için 0 ≤ ℘(t)
1+tα−1 ≤ r1'd�r.

Kabul edelim ki (A1) ko³ulu sa§lans�n. O halde ∀(t, ℘) ∈ [0,∞) × [0, r1] için

f(t, (1 + tα−1)℘) ≥ ρ1r1 e³itsizli§ini sa§layan öyle bir r1 say�s� vard�r. (A1)
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ko³ulundan

||H℘|| = supt∈[0,∞)
1

1 + tα−1

∣∣∣∣ ∫ ∞

0

K(t, ς)a(ς)f(ς, ℘(ς))dς

∣∣∣∣
≥ mint∈[η,kη]

∫ ∞

0

K(t, ς)

1 + tα−1
a(ς)f(ς, ℘(ς))dς

≥
∫ ∞

0

mint∈[η,kη]
K(t, ς)

1 + tα−1
a(ς)f(ς, ℘(ς))dς

≥
∫ ∞

0

ηα−1β

∆(1 + ηα−1)
k2(η, ς)a(ς)f(ς, ℘(ς))dς

≥ βηα−1

∆(1 + ηα−1)Γ(α + q))

∫ kη

η

ηα+q−1a(ς)f(ς, ℘(ς))dς

≥ η2α+q−2

∆(1 + ηα−1)

β

Γ(α + q)
ρ1r1

∫ kη

η

a(ς)dς

≥ r1 = ||℘||E.

(13)

�imdi herhangi bir ℘ ∈ P∩ ∂ϕ2 için ϕ2 = {℘ ∈ E : ||℘||E < r2} kümesi al�ns�n.

∀t ∈ [0,∞) için 0 ≤ ℘(t)
1+tα−1 ≤ r2'd�r.

(A2) ko³ulundan ∀(t, ℘) ∈ [0,∞) × [0, r2] için f(t, (1 + tα−1)℘) ≤ ρ2r2

e³itsizli§ini sa§layan öyle bir r2 say�s� vard�r. (A2) kullan�larak

||H℘||E = supt∈[0,∞)
1

1 + tα−1

∣∣∣∣ ∫ ∞

0

K(t, ς)a(ς)f(ς, ℘(ς))dς

∣∣∣∣
≤ µ

∫ ∞

0

a(ς)f(ς, ℘(ς))dς

≤ µρ2r2

∫ ∞

0

a(ς)dς

≤ r2 = ||℘||E

(14)

e³itsizli§ine ula³�l�r. (13) ve (14) ile Teorem 3.2.1'den yararlanarak H ope-

ratörünün P ∩ (ϕ2\ϕ1) de sabit bir noktas� vard�r. O zaman (2) KSDP'nin

r1 ≤ ||℘|| ≤ r2 e³itsizli§ini gerçekleyen en az bir pozitif ℘ çözümü vard�r.

Teorem 3.2.3. (C1) − (C3) ko³ullar� sa§lans�n. r2 > r1 > 0, ρ1 ∈ (m−1,∞),

ρ2 ∈ (0,M−1) al�ns�n. O zaman f fonksiyonunun a³a§�daki ko³ullar� sa§lad�§�

kabul edilsin.

(A3) ∀(t, ℘) ∈ [0,∞)× [0, r1] için f(t, (1 + tα−1)℘) ≤ ρ2r1 sa§lan�r.

(A4) ∀(t, ℘) ∈ [0,∞)× [0, r2] için f(t, (1 + tα−1)℘) ≥ ρ1r2 sa§lan�r.

O zaman (2) SDP'nin r1 ≤ ||℘||E ≤ r2 e³itsizli§ini gerçekleyen en az bir pozitif

℘ çözümü vard�r.
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�spat. Herhangi bir ℘ ∈ P ∩ ∂ϕ1 için ϕ1 = {℘ ∈ E : ||℘||E < r1} kümesini

alal�m. ∀t ∈ [0,∞) için 0 ≤ ℘(t)
1+tα−1 ≤ r1 bulunur.

(A3) ko³ulundan ∀(t, ℘) ∈ [0,∞) × [0, r1] için f(t, (1 + tα−1)℘) ≤ ρ2r1

e³itsizli§ini sa§layan öyle bir r1 say�s� vard�r. O halde

||H℘||E = supt∈[0,∞)
1

1 + tα−1

[
|
∫ ∞

0

K(t, ς)a(ς)f(ς, ℘(ς))dς|
]

≤
∫ ∞

0

µa(ς)f(ς, ℘(ς))dς

≤ µρ2r1

∫ ∞

0

a(ς)dς

≤ r1 = ||℘||E.

(15)

�imdi herhangi bir ℘ ∈ P∩ ∂ϕ2 için ϕ2 = {℘ ∈ E : ||℘||E < r2} kümesi al�ns�n.

O zaman (A4) ko³ulundan ∀(t, ℘) ∈ [0,∞)× [0, r2] için f(t, (1+ tα−1)℘) ≥ ρ1r2

e³itsizli§ini sa§layan öyle bir r2 say�s� vard�r. O halde

||H℘|| = supt∈[0,∞)
1

1 + tα−1

∣∣∣∣ ∫ ∞

0

K(t, ς)a(ς)f(ς, ℘(ς))dς

∣∣∣∣
≥ mint∈[η,kη]

∫ ∞

0

K(t, ς)

1 + tα−1
a(ς)f(ς, ℘(ς))dς

≥
∫ ∞

0

mint∈[η,kη]
K(t, ς)

1 + tα−1
a(ς)f(ς, ℘(ς))dς

≥
∫ ∞

0

ηα−1β

∆(1 + ηα−1)
k2(η, ς)a(ς)f(ς, ℘(ς))dς

≥ βηα−1

∆(1 + ηα−1)Γ(α + q))

∫ kη

η

ηα+q−1a(ς)f(ς, ℘(ς))dς

≥ η2α+q−2

∆(1 + ηα−1)

β

Γ(α + q)
ρ1r2

∫ kη

η

a(ς)dς

≥ r2 = ||℘||E

(16)

(15) ve (16) ile Teorem 3.2.1'i kullanarak H operatörünün P ∩ (ϕ2\ϕ1) de

sabit bir noktas� vard�r. O zaman (2) KSDP'nin r1 ≤ ||℘|| ≤ r2 e³itsizli§ini

gerçekleyen en az bir pozitif ℘ çözümü vard�r.
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3.2.2 Leggett-Williams Sabit Nokta Teoreminin Uygulamas�

Bu bölümde (2) KSDP'nin en az üç pozitif çözümünün oldu§unu

göstermek için Leggett-Williams sabit nokta teoremi verilecektir. Sonradan

kullan�lmak üzere

Ω =
η2α+q−2

1 + ηα−1
β

∫ kη

η

a(ς)dς

Λ = ∆µΓ(α + q)

∫ ∞

0

a(ς)dς

sabitleri tan�mlans�n.

Teorem 3.2.4. (Leggett, R.W. and Williams, L.R., 1980) E Banach uzay�,

P ise bu uzayda bir koni olsun.

Pc := {℘ ∈ P : ||℘|| < c},P(θ, a, b) := {℘ ∈ P : θ(℘) ≥ a, ||℘|| ≤ b} (17)

³eklinde tan�mlans�n. H : Pc → Pc operatörü tamamen sürekli bir operatör ve

θ, P konisinde sürekli, negatif olmayan, konkav bir fonksiyonel olmak üzere

℘ ∈ Pc için θ(℘) ≤ ||℘|| olsun. E§er

(i){℘ ∈ P(θ, b, d) : θ(℘) > b} ≠ ∅ ve ∀℘ ∈ P(θ, b, d) için θ(H℘) > b;

(ii) ℘ ∈ Pa için ||H℘|| < a ;

(iii) ℘ ∈ P(θ, b, c) ve ||H℘|| > d ise θ(H℘) > b

ko³ullar�n� sa§layan 0 < a < b < d ≤ c say�lar� varsa H operatörünün Pc

içinde

||℘1|| < a, b < θ(℘2) ve a < ||℘3||, θ(℘3) < b

e³itsizliklerini gerçekleyen en az üç ℘1, ℘2, ℘3 sabit noktas� vard�r.
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Teorem 3.2.5. (C1)− (C3) ko³ullar�n�n sa§land�§� kabul edilsin.

0 < a < b < dγ(b,c)Ω
ω(c)Λ

< d ≤ c negatif olmayan say�lar olmak üzere

(A5) ∀(t, ℘) ∈ [0,∞)× [0, c] için f(t, (1 + tα−1)℘) ≤ c
M

;

(A6) ∀(t, ℘) ∈ [η, kη]× [b, d] için f(t, (1 + tα−1)℘) > b
m

;

(A7) ∀(t, ℘) ∈ [0,∞)× [0, a] için f(t, (1 + tα−1)℘) < a
M

ko³ullar� sa§lans�n. O zaman (2) SDP'nin

||℘1|| < a, b < θ(℘2) ve a < ||℘3||, θ(℘3) < b

olacak ³ekilde Pc konisine ait en az üç pozitif ℘1, ℘2, ℘3 çözümü vard�r.

Burada M ve m s�ras�yla (11), (12) ile belirtilmi³tir.

�spat. θ : P → [0,∞) sürekli, negatif olmayan, konkav fonksiyoneli

θ(℘) = minη≤t≤kη
℘(t)

1 + tα−1

³eklinde tan�mlans�n. ℘ ∈ P için θ(℘) ≤ ||℘||E oldu§u aç�kt�r. �lk olarak

H : Pc → Pc oldu§u gösterilsin. ℘ ∈ Pc al�ns�n. (A5) kullan�larak

||H℘||E = supt∈[0,∞)
1

1 + tα−1

∣∣∣∣ ∫ ∞

0

K(t, ς)a(ς)f(ς, ℘(ς))dς

∣∣∣∣
< µ

c

M

∫ ∞

0

a(ς)dς

= c

bulunur. O halde Önerme 3.1.3 dikkate al�nd�§�nda H : Pc → Pc operatörü

tamamen sürekli bir operatördür. �imdi, {℘ ∈ P(θ, b, c) : θ(℘) > b} ≠ ∅ ve

∀℘ ∈ P(θ, b, d) için θ(H℘) > b oldu§u gösterilsin.

℘∗(t) = b+c
2
(1+tα−1), t ∈ [0,∞) al�ns�n. Aç�kça görülür ki ℘∗ ∈ P ve ||℘∗|| = b+c

2

dir. θ(℘) nun tan�m�ndan θ(℘∗) = b+c
2

> b olmas� nedeniyle {℘ ∈ P(θ, b, d) :

θ(℘∗) > b} ≠ ∅ olur.

℘ ∈ P(θ, b, d) al�ns�n. O halde, ∀t ∈ [η, kη] için b ≤ ℘(t)
1+tα−1 ≤ d olur. O zaman
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(A6) ko³ulu kullan�larak,

θ(H℘) = min
η≤t≤kη

H℘(t)

1 + tα−1

≥ min
η≤t≤kη

∫ ∞

0

K(t, ς)

1 + tα−1
a(ς)f(ς, ℘(ς))dς

≥ ηα−1

∆(1 + ηα+1)
β

∫ ∞

0

k2(η, ς)a(ς)f(ς, ℘(ς))dς

≥ ηα−1

∆(1 + ηα−1)
β

∫ kη

η

k2(η, ς)a(ς)f(ς, ℘(ς))dς

>
η2α+q−2

∆(1 + ηα−1)

β

Γ(α + q)

b

m

∫ kη

η

a(ς)dς

= b

elde edilir. Böylece Teorem 3.2.4 (i) ko³ulu sa§lan�r. Di§er yandan, ℘ ∈ Pa için

||H℘||E < a oldu§u gösterilsin. ℘ ∈ Pa al�ns�n. (A7) gere§i ,

||H℘||E = supt∈[0,∞)
1

1 + tα−1

∣∣∣∣ ∫ ∞

0

K(t, ς)a(ς)f(ς, ℘(ς))dς

∣∣∣∣
< µ

a

M

∫ ∞

0

a(ς)dς

= a

bulunur. Böylelikle, Teorem 3.2.4 nin (ii) ko³ulu sa§lan�r. Son olarak θ(H℘) > b

oldu§u gösterilsin. O halde t ∈ [η, kη], ℘ ∈ P(θ, b, c) ve ||H℘|| > d ise

θ(H℘) ≥ η2α+q−2

∆(1 + ηα−1)

β

Γ(α + q)

∫ kη

η

a(ς)f(ς, ℘(ς))dς

≥ η2α+q−1

∆(1 + ηα−1)

β

Γ(α + q)
γ(b, c)

∫ kη

η

a(ς)dς

=
ω(c)µ

∫∞
0

a(ς)dς

∆ω(c)µ
∫∞
0

a(ς)dς

η2α+q−2

1 + ηα−1

β

Γ(α + q)
γ(b, c)

∫ kη

η

a(ς)dς

≥ ||H℘||
∆ω(c)µ

∫∞
0

a(ς)dς

η2α+q−2

1 + ηα−1

β

Γ(α + q)
γ(b, c)

∫ kη

η

a(ς)dς

≥ dγ(b, c)Ω

ω(c)Λ

> b

elde edilir. O zaman Teorem 3.2.4 nin (iii) ³�kk� sa§lan�r. Leggett-Williams

sabit nokta teoremininin tüm ko³ullar� gerçeklendi§inden (2) SDP'nin en az

üç pozitif çözümü vard�r.
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Örnek 3.2.1.

F (t, ℘) = f(t, (1 + t5/2)℘) =



℘, ℘ ∈ [0, 0.1]

1
10

+ 2499(℘− 1
10
), ℘ ∈ [0.1, 0.2]

250 + 89750(℘−0.2)
49999.8

, ℘ ∈ [0.2, 50000]

90000, ℘ ∈ [50000,+∞)

iken  D
7
2

0+℘(t) + a(t)f(t, ℘(t)) = 0, 0 < t < ∞,

℘(0) = ℘
′
(0) = 0, D

7
2
−1

0+ ℘(∞) =
∫ 1

2

0
e−tD

3
2

0+℘(t)dt+
1
2
I

3
2

0+℘(1).

KSDP göz önüne al�ns�n. Burada,

m = 3, α = 7
2
, q = 3

2
, η = 1, βi =

3
2
, a1 = 1

2
, β = 1

2
, bi(t) = e−t, k = 2,

a(t) = e−t, a = 1

oldu§u görülür.

Basit hesaplamalar ile,

∆ = Γ(α)[1−
m−2∑
i=1

1

Γ(α− βi)

∫ ai

0

bi(t)t
α−βi−1dt− βηα+q−1

Γ(α + q)
] ≈ 2.954335,

M = µ

∫ ∞

0

a(ς)dς ≈ 0.500672,

m =
η2α+q−2

∆(1 + ηα−1)

β

Γ(α + q)

∫ kη

η

a(ς)dς ≈ 0.000819583.

bulunur.

�imdi, Teorem 3.2.5'nin ko³ullar�n�n sa§land�§� görülsün. E§er a = 0.1

al�n�rsa,

f(t, (1 + t
5
2 )℘) < 0.1 <

a

M
≈ 0.19973156, (t, ℘) ∈ [0,∞)× [0, a]

bulunur. Böylece Teorem 3.2.5'nin (A7) ko³ulu gerçekle³mi³ olur. b = 0.2

al�n�rsa,

f(t, (1 + t
5
2 )℘) ≥ 250 >

b

m
≈ 244.027429, (t, ℘) ∈ [η, kη]× [b, d]

bulunur. Böylece Teorem 3.2.5'nin (A6) ko³ulu gerçekle³mi³ olur. Son olarak

c = 50000 al�ns�n.

f(t, (1 + t
5
2 )℘) ≤ 90000 <

c

M
≈ 99865, (t, ℘) ∈ [0,∞)× [0, c]
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bulunur. Böylece Teorem 3.2.5'nin (A5) ko³ulu gerçekle³mi³ olur. Yani, Teorem

3.2.5'nin tüm ko³ullar�n� sa§layan a = 0.1, b = 0.2, c = 50000 say�lar� vard�r

ki 0 < a < bdγ(b,c)Ω
ω(c)Λ

< d ≤ c e³itsizli§i gerçeklenir. O halde (2) SDP'nin üç

pozitif ℘1, ℘2 ve ℘3 çözümü için

sup
t∈[0,∞)

|℘1(t)|
1 + t5/2

< 0.1, 0.2 < min
t∈[η,kη]

℘2(t)

1 + t5/2

ve

0.1 < sup
t∈[0,∞)

|℘3(t)|
1 + t5/2

, ile min
t∈[η,kη]

℘3(t)

1 + t5/2
< 0.2

e³itsizlikleri sa§lan�r.
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4 SONUÇ

Bu tez çal�³mas�nda yar� sonsuz aral�k üzerinde lineer olmayan KSDP'nin

çözümlerinin varl�§� ile ilgili baz� ç�kt�lar sunulmu³tur. �lk olarak ele al�nan

problemin çözümlerini elde etme a³amas�nda kullan�lmak üzere ön haz�rl�k

yap�lm�³ ve baz� e³itsizliklere ula³�lm�³t�r. Ayr�ca sabit nokta teoremlerini

uygulayabilmek için gerekli olan alt ve üst s�n�rlar verilmi³tir. Bu a³amada

problemin çözümlerini elde etmek için uygun operatör tan�t�lm�³ ve pozitif

çözümler bu operatörün sabit noktalar�na denk olmu³tur. Koni üzerindeki bir

ve üç pozitif çözümünün varl�§� incelenmi³tir. Bu ara³t�rman�n KSDP üzerinde

çal�³�lmas�n�n ana nedeni, adi SDP'nin geni³lemesi olmas�d�r. Böylelikle litera-

türdeki baz� çal�³malar genelle³tirilmi³ olacakt�r.
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