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OZET
TOPOLOJIK IYI SIRALILIK KAVRAMI UZERINE

Dilan Basak ULUDAG

Yiiksek Lisans Tezi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danisman: Dog. Dr. Mustafa Burc KANDEMIR
Haziran 2021, 45 sayfa

Topolojinin genel tanimi standart Oklid topolojisinin karakteristiklerine dayandigindan,
reel sayilardaki siralama ile topolojisi arasindaki iligkiler zaman icinde genellestirilmis
ve bir¢cok yonden incelenmistir. Kismi sirali kiimelerin, tizerindeki topoloji ile uyumlu-
lugu bircok arastirmaci tarafindan ¢alisilmistir. Ote yandan; iyi siralilik, kiime teorisinin
onemli bir kavramidir. Ancak, topoloji ile iyi siralilik kavramlar1 arasinda dogrudan bir
iligki yoktur. Bu ¢alismada, kiime teorisindeki iyi siraliligin topolojik genellemesi olarak
gordiiglimiiz topolojik iyi siralilik kavrami tanimlanmig ve temel 6zellikleri arastirilmais,
graflar ile topolojik iyi sirali uzaylar arasindaki iligki incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Kismi sirali kiime, iyi sirali kiime, minimum eleman, topoloji,
topolojik 1yi sirali uzay, tist sinir grafi, insidans topoloji.
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ABSTRACT
ON THE CONCEPT OF TOPOLOGICAL WELL-ORDERED SPACES

Dilan Basak ULUDAG

Master of Science (M.Sc.)
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Mustafa Bur¢ KANDEMIR
June 2021, 45 pages

Since the general definition of a topology is based on the characteristics of the standard
Euclidean topology, the relationships between the ordering on real numbers and its topo-
logy have been generalized over time and studied from many aspects. The compatibility of
partially ordered sets with the topology on it has been studied by many researchers. Well-
orderness, on the other hand, is an important concept of set theory. However, there is no
direct relationship between topology and the concept of well-orderness. In this study, we
define the concept of topological well-orderness, which we regard as a topological gene-
ralization of well-orderness in set theory, and investigate its basic properties. In addition,
the relationship between graphs and topological well-ordered spaces is examined.

Keywords: Poset, well-ordered set, minimum element, topology, topological well-ordered
space, upper bound graph, incidence topology.
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1. GIRIS

1.1. Amac ve Kapsam

Insanoglu, iki olgu arasinda se¢im yapacaksa, her zaman daha iistiin olan1 tercih eder ve
bu olgulari, iistiin olandan iistiin olmayana dogru siralayarak veya kiyaslayarak yapar. Do-
layisiyla, iki olguyu kiyaslamak (siralamak, karsilastirmak) neredeyse ilk insanlara kadar
uzanir. Siralamanin kokenleri mantiga, diisiince yasalarina ve matematige dayanmakta-
dir. Siralama bagintist (veya kismi siralama bagintisi) kavrami, iki durumun veya iki se-
yin karsilastirmasini matematiksel bir cerceveye sokar. Siralama, matematigin hemen her
yerinde bulunur. Bununla birlikte, insanlik tarihi boyunca siralama yapilmasina ragmen,
kismi siralama kavramindan 19. yiizyildan 6nce bahsedilmemistir. Bu baglamda, George
Boole’un ¢aligmalar: biiyiik onem tasimaktadir. Ayrica; Charles Sanders Peirce, Richard
Dedekind ve Ernst Schroder’in ¢alismalar1 da siralama teorisi kavramlarini ele almakta-
dir. Elbette ki, siralama teorisi hakkinda daha ayrintili materyaller de bulunmaktadir. Bir
siralama bagintis1 (veya kismi siralama bagintisi) yansima, gecisme ve ters simetri 6zel-
liklerini saglayan bir bagintidir. Formal olarak, X bos kiimeden farkli bir kiime olmak
tizere, X x X = {(x,y) | x,y € X} kiimesine X kiimesinin kendisiyle kartezyen ¢arpimi
ve X x X’in herhangi bir [ alt kiimesine X iizerinde bir baginti denir. B, X tizerinde bir

bagint1 olmak iizere;

* Herx € X i¢in (x,x) € B,
* Her x,y,z € X i¢in (x,y) € B ve (y,z) € B iken, (x,z) € B,

* Herx,y € X icin (x,y) € B ve (y,x) € Biken,x =y

sartlar1 saglamyorsa, B’ya X kiimesi iizerinde kismi siralama bagintisi denir. Uzerinde bir
B kismi siralama bagntisi olan X kiimesine kismi sirali kiime (veya kisaca poset) denir
ve (X, ) ikilisi ile gosterilir. Genellikle 3 sembolii yerine < sembolii kullanilir ve kismi
sirali kiitme (X, <) ikilisi ile gosterilir. Eger (x,y) € < ise, buna x, y’den dnce gelir veya
x, y’den kiiciik esittir denir ve x < y sembolii ile gosterilir. Eger x <y veyay < x ise, x ile

yv’ye karsilastirilabilir (kiyaslanabilir) elemanlar denir. Bir kismi sirali kiime icinde tiim



elemanlardan kiiciik esit olan elemana minimum eleman, tim elemanlar bir elemandan
kiiciikse de bu elemana maksimum eleman denir. Bir kismi sirali kiimenin bos kiimeden
farkl1 her alt kiimesinin minimum eleman1 varsa, bu kiimeye iyi siralt kiime ve kismi si-
ralama bagintisma ise, iyi stralama bagintist denir. lyi siral kiime kavrami, Zermelo’nun
Iyi Siralama Teoremi adi verilen teoremiyle, kiime teorisinin yapi taglarindan biri haline

gelmistir.

Teorem 1.1.1 (Zermelo’ nun Teoremi (Iyi Siralama Teoremi)). Her kiime iyi siralanabi-

lirdir.

Georg Cantor, iyi siralama teoremini "diislincenin temel ilkesi" olarak degerlendirmistir
(Cantor, 1883). Ancak, R reel sayilar kiimesinin iyi siralanmasini gorsellestirmek zor,
hatta imkansiz olarak kabul edilir ve boyle bir gorsellestirmenin Se¢gme Aksiyomu’nu
icermesi gerekir. 1904’te G. Konig, boyle bir iyi siralamanin olamayacagini kanitladigini
iddia etse de sadece birkag hafta sonra Felix Hausdorff, Konig’in kanitinda yanliglik oldu-
gunu tespit etmistir. Bu sebeple, Iyi Siralama Teoremi’nin Se¢me Aksiyomu’na es deger
oldugu ortaya cikmistir. Bununla birlikte, Hausdorff Biiyiikliik Ilkesi ve Zorn Lemma’s1
ile es deger oldugu bilinen bir gercektir (Birkhoff, 1979; Davey vd., 2002; Harzheim,
2005).

Diger taraftan; topoloji, matematigin énemli alt dallarindan biridir. Topoloji, iyi tanim-
lanmis bir matematik disiplini olarak 20. yy. baglarinda ortaya ¢ikmistir; ancak bazi 6zel
sonugclar1 birkag yiizy1l oncesine dayanir. Ornegin, bu 6zel sonuclardan belki de topolo-
jinin ilk onemli uygulamas1 Leonhard Euler’in Konigsberg Kopriisii tizerine yayilamis
oldugu calismasidir. Bu calismada, topolojide ¢ok énemli bir yere sahip olan ve ¢ok yiizlii
formiilii olarak anilan; V, cok yiizliiniin koselerinin sayisi, E, ¢ok yiizliiniin kenarlari-
nin sayisi ve F, ¢ok yiizliiniin yiizlerinin sayisi olmak iizere; V — E + F = 2 formiiliinii
elde etmistir. Baz1 otoriteler bu analizi topolojinin dogusuna isaret eden ilk teorem olarak

gortirler.

Bir topoloji, bir kiimenin belirli 6zelliklerini saglayan bazi alt kiimelerinden olusan ve
kiimenin elemanlarinin uzamsal (uzaysal) olarak birbirleriyle nasil bir iligkide oldugunu
ifade eden matematiksel yapidir. Formal olarak, X # 0 bir kiime ve T, X kiimesinin bazi

alt kiimelerinin bir ailesi olmak iizere;

¢ (0 ve X, T'nun elemamdir,
* T'nun elemanlarinin keyfi sayidaki birlesimi T’ nun elemanidir,

* T'nun sonlu sayidaki elemanlarinin kesisimi T’nun elemanidir



sartlarim1 sagliyorsa, T'ya X kiimesi iizerinde bir topoloji ve (X,7) ikilisine de topolojik

uzay denir. T'nun her bir elemanina ise a¢ik kiime denir.

Genelde, herhangi bir (X, t) topolojik uzayinda, acikca, agik kiimelerin keyfi kesisimi agik
olmak zorunda degildir. Topolojik uzaylarda acik kiimelerin keyfi kesisiminin ag¢ik oldugu
durumlar ilk defa Alexandroff (1937) tarafindan calisilmistir. Bu sekilde tanimlanan, yani,
keyfi sayidaki acik kiimenin kesisiminin bir agik kiime oldugu topolojik uzaylara, Alex-
androff uzaylar denir. Alexandroff bir (X, <) poseti iizerinde B = {Tx | x € X} veya
B’ = {| x | x € X} ailesini alt baz kabul eden bir Alexandroff uzay 6rnegi vermistir.

Boylece, topolojik uzaylar ve kismi sirali kiimeler arasinda direkt bir iligski kurulmustur.

Bircok bilim insani, topoloji ile siralama arasindaki temel iligkileri incelemistir. R {ize-
rindeki aligilmig siralama bagintis1 kullanilarak sira topolojisi tanimlanmigtir (Munkres,

2000). Daha sonra, bu kavram tiim tam sirali kiimeler iizerine genigletilmistir.

(X, ) bir topolojik uzay ve <, X iizerinde bir kismi siralama bagntist olsun. Eger <, X x
X carpim uzayinda kapali kiime ise (X,7T, <) uzaywna kismi siralt uzay (veya kisaca po-
uzay) denir. Po-uzaylari, teorik bilgisayar biliminde, (yiiksek boyutlu) otomata teorisinde

ve eg zamanli ¢alisan sistemlerde siklikla kullanilmaktadir (Fajstrup vd., 2006).

Kismi sirali kiimeler ile topolojik uzaylar arasinda kurulan giiclii iligskilerden bir tanesi
de Scott uzaylaridir. Ilk olarak, B. J. Day ve G. M. Kelly tarafindan, ¢ok ozel bir poset
olan, yonlendirilmis tam kismi sirali kiime veya kisaca DCPO iizerinde tanimlanan topo-
lojinin, tiim genellemelerini yaparak ve uygulanabilirligini gostererek yeniden tanimlayan
D. Scott olmugtur (2003). Scott topoloji ismi ilk defa Isbell (1975) tarafindan kullanilmis-
tir. Scott topoloji de, po-uzaylari gibi, teorik bilgisayar bilimi ve topolojik kafes teorisinde

oldukca kullanigh kavramlardir.

Engelking vd. (1968), tam siralanmis bir topolojik uzay iizerinde kapali kiimelerin mini-
mularinin varliklar tizerinden topolojik iyi sirali uzay kavramini tanitmislardir. Formal
olarak, <, X {iizerinde bir tam siralama bagintis1 olmak iizere; X {izerindeki T alisilmig
sira topolojisiyle birlikte (X, T, <) ii¢liisiine tam sirali uzay denir. (X, T, <) tam sirali uzay
ve A, X’in bir alt uzay1 olmak iizere; A’nmin bogs kiimeden farkli her kapali alt kiimesinin
bir minimum elemani varsa A alt uzayina topolojik iyi sirali uzay denir. Artico ve Marconi
(2001) ve Gutev (2002, 2004), Engelking vd.’nin tanimin1 kullanarak se¢me kavramu ile

topolojik iyi siralilik kavrami arasindaki iligkiyi incelemislerdir.

Engelking vd. tarafindan tanimlanan topolojik 1yi siralilik kavrami cok dar bir kaliba sa-
hiptir. Bu calismada; Engelking vd. tarafindan verilen topolojik iyi siralilik kavramindan
bagimsiz bir sekilde ve farkli bir perspektife sahip olan, keyfi bir topolojik uzay ve iize-

rinde verilen kismi siralama bagintisiyla ¢ok daha genis kapsama sahip olan topolojik iyi



siralilik kavrami tanimlanacaktir. Tanimi geregi, iyi siralilik kavramindan biraz farklidir.
Bu sebeple, topolojik iyi sirali uzaylarin iyi sirali kiimelerden farkli oldugu, hatta 6zel
bir genislemesi oldugu kabul edilecektir. Bazi temel tamimlar yapildiktan sonra, topolojik
1yi sirali uzaylarin temel 6zellikleri tartisilacaktir. Daha sonra, iyi siralilik kavrama ile to-
polojik iyi siralilik arasindaki iligkiler incelenecektir. Bunlarla birlikte, tizerinde keyfi bir
topoloji tanimlanmis poseti topolojik iyi sirali yapmak i¢in iki temel yol tanimlanacaktir.
Ayrica, Alexandroff, Fort, Fortissimo uzaylar gibi 6zel uzaylar ile topolojik iyi siralilik
arasindaki iligkiler verilecektir. Daha sonra, bazsal iyi siralilik kavrami tanimlanacak ve

bazi temel o0zellikleri incelenecektir.

Graf teorisi, tepeler ve ayritlardan olusan matematiksel yapilar1 inceleyen matematigin
bir alt dalidir. Temelleri, daha once de belirtildigi gibi, Leonhard Euler’in Konigsberg
Kopriisii problemini ele aldigi makalesine dayanir. Graf teorsinin, topoloji ve kismi siralt
kiimeler ile direkt olarak iligkisi bulunmaktadir. Bu caligmanin son kisminda, topolojik

1yi sirali uzaylarin graf teorisine bazi uygulamalar1 verilecektir.



2. ONBILGILER

Bu boliimde, tez calismamiz boyunca gerek duyacagimiz temel kavramlar ve teoremler

ile ilgili kisa bir literatiir 6zeti verilecektir.

2.1. Temel Kavramlar

Bu boliimdeki ilgili tanim ve teoremler Coker, Ozer ve Tas (2010), Davey ve Priestly
(2002), Kocgak (2011), Mucuk (2011), Munkres (2000), Seebach ve Steen (1995), Taylor
(1999) ve Yiiksel (2006) kaynaklarindan alinmastir.

2.1.1. Kiime Teorisi

Belirli bir kurala gore verilmis nesneler topluluguna veya listesine kiime ve bu nesnelere
de kiimenin elemanlar: denir. Kiimeler genellikle A, B, X gibi biiyiik harflerle, kiimenin
elemanlar1 da a,b,x gibi kiigiik harflerle gosterilir. x’in bir X kiimesinin elemani oldugu
x € X ile, eleman1 olmadigiysa x ¢ X gosterimiyle belirtilir. Hi¢bir elemant olmayan kii-
meye bog kiime denir ve 0 semboliiyle gosterilir.

X ve Y iki kiime olmak iizere, X in her eleman1 ayn1 zamanda Y’ye aitse, X kiimesine
Y’nin bir alt kiimesi denir ve X C Y gosterimi kullanilir. Elemanlar1 kiimeler olan kii-
melere, kiimelerin bir kolleksiyonu veya ailesi denir ve genellikle 4, B gibi siislii biiyiik
harflerle gosterilir. Bir X kiimesinin biitiin alt kiimelerinin kolleksiyonuna X’in kuvvet kii-
mesi denir ve P(X) ile gosterilir.

X bir kilme ve A C X olmak iizere, X in A kiimesinde bulunmayan elemanlarinin kiime-
sine A’min X’e gére tiimleyeni denir ve A’ ile gosterilir. X ve Y iki kiime olmak iizere hem
X hem de Y kiimesinin i¢inde bulunan elemanlarin olusturdugu kiimeye X ve Y’nin kesi-
simi denir ve X NY ile gosterilir. X kiimesi veya Y kiimesi i¢inde bulunan elemanlardan
olusan kiimeye X ve Y’nin birlesimi denir ve X UY ile gosterilir. Bir X kiimesi i¢inde

bulunmasina karsin Y kiimesi i¢inde bulunmayan elemanlarin olusturdugu kiimeye X’in



Y’den fark: denir ve X \ Y ile gosterilir.

Tamim 2.1.1. X ve Y kiimeleri verilsin. x € X ve y € Y olmak iizere biitiin (x,y) sirali

ikililerinin kiimesine X ve Y nin kartezyen ¢arpumi denir ve
XxY={(x,y)|xeX NyeY}

ile gosterilir.

Tanim 2.1.2. X ve Y kiimeleri verilmis olsun. X x Y kiimesinin herhangi bir alt kiimesine
X'’ten Y ’ye bir baginti denir. R, X ten Y’ye bir bagint1 olsun. Eger x ile y baglh ise xRy
seklinde yazilir. X ten Y’ye bir R bagintisi

R={(x,y)|x€eX, yeY}

ya da
(x,y) € R <= xRy

yazilarak belirtilir.

Ozel olarak, X x X’in bir alt kiimesine X iizerinde bir baginti denir.

Tanmim 2.1.3. R, X kiimesi iizerinde bir bagint1 olsun.

e Her x € X icin xRx sart1 saglaniyorsa, R’ye yansiyan baginti denir.
* Her x,y € X icin xRy = yRx sart1 sa8lamyorsa, R’ye simetrik baginti denir.

e Her x,y € X i¢in (xRy A yRx) = x =y sart1 saglaniyorsa, R’ye ters simetrik

baginti denir.

* Her x,y,z € X i¢cin (xRy A yRz) = xRz sart1 saglaniyorsa, R’ye gecisken baginti

denir.

Tanim 2.1.4. X kiimesi iizerindeki bir R bagintis1 yansima, simetri ve gecisme ozellik-
lerini sagliyorsa, R bagintisina kismi siralama bagintisi ve X kiimesine R bagintisiyla

birlikte kismi stralr kiime (poset) denir. Genel olarak (X, <) ikilisi ile gosterilir.



Ornek 2.1.5. R gergel sayilar kiimesi iizerinde alisilmis < bagimtist bir kismi siralama

bagintisidir.

Tanim 2.1.6. (X, <) kismi siral1 bir kiime olsun. x,y € X icin x < y yada y < x ise, x ve

y elemanlarina karsilastirilabilir elemanlar denir.

Uyar 2.1.7. (X, <) kismi sirali kiime ve x,y € X olmak iizere; x <y fakat x # y ise, x <y

seklinde gosterilir.

Tanmm 2.1.8. (X, <) kismi sirali kilme ve x,y € X igin x < y olsun. x < z < y olacak
sekilde bir z € X eleman1 yoksa; y, x’i orter denir.

Tanim 2.1.9. X sonlu bir kismi siral1 kiime olsun. X in her bir elemanin1 diizlem iizerin-
deki noktalar olarak alip y, x’1 orttiigiinde x’ten y’ye bir dogru parcasi ¢izilerek olusturulan

sekle Hasse diyagrami denir.

Tanim 2.1.10. (X, <) kismi sirali bir kiime olsun. X kiimesi tizerinde
XSqy < y=«x

kurali ile tanimlanan <; kismi siralama bagintisina, < bagintisinin duali denir.

Ornek 2.1.11. X kiimesi iizerindeki < kismi siralama bagimtisi ve bu bagintiya karsilik

gelen <; dual bagintisinin Hasse diyagrami Sekil 1°deki gibidir.
b c a
NS N
a b c
Sekil 1 (X,<) ve (X,<,) posetlerinin Hasse diyagrami

Tanmm 2.1.12. (X, <) kismi sirali bir kiime olsun. Her x,y € X i¢cin x <y, y < x ya
da x = y oluyorsa, bu kismi siralama bagintisina tam siwralama bagintist ve (X, <) siral

ikilisine de tam sirali kiime denir.



Tanmm 2.1.13. (X, <) kismi siral1 bir kiime ve m € X olsun. X in m’den daha biiyiik olan
hicbir eleman1 yoksa, m’ye X’ in maksimal elemani denir.
Benzer sekilde (X, <) kismi siralt bir kiime ve n € X olsun. X in n’den daha kii¢iik olan

hicbir elemani yoksa, n’ye X’in minimal elemani denir.

Tanmm 2.1.14. (X, <) kismi sirali bir kiime olsun. Her x € X i¢in x < a olacak sekilde bir
a € X varsa, a’ya X kiimesinin en biiyiik elemant ya da maksimum elemani denir.
Benzer sekilde her x € X icin b < x olacak sekilde bir b € X varsa, b’ye X kiimesinin en

kiiciik elemani ya da minimum elemani denir.

Ornek 2.1.15. Bir X # 0 kiimesi icin P(X) kuvvet kiimesi iizerindeki C bagintisin ele
alalim. (P (X), C) kismi sirali kiimesinin en kii¢iik eleman: 0 ve en bilyiik elemani X tir.

Tamim 2.1.16. (X, <) kismi sirali bir kiime ve A C X olsun.

(i) Her x € A icin x < a olacak sekilde bir @ € X elemanina A’nin bir iist sinir1 denir.

(i1) Her x € A i¢in b < x olacak sekilde bir b € X elemanina A’nin bir alt siniri denir.

Ornek 2.1.17. R kiimesi iizerinde aligtlmis < bagmtisi verilsin.
A =[—1,2) kiimesinin bir iist sinir1 2 € R\ A veya 2’den biiyiik herhangi bir sayidir. A’nin
bir alt sinir1 da —1 € A veya —1°den daha kiiciik olan herhangi bir sayidir.

Tanim 2.1.18. (X, <) kismi siral1 bir kiime ve A C X olsun.

(1) a € X elemani, A’nin iist sinirlar1 kiimesinin en kiiciik elemani ise, a’ya A’nin en

kiictik iist stnirt denir ve a = ekiis(A) veya a = sup(A) seklinde gosterilir.

(i) b € X elemani, A’nmin alt sinirlar1 kiimesinin en biiyiik elemani ise, b’ye A’nin en

biiyiik alt stmirt denir ve b = ebas(A) veya b = inf(A) seklinde gosterilir

Ornek 2.1.19. (R, <) kismi sirali kiimesinin A = [—1,2) alt kiimesini ele alalim.
ekiis(A) = 2 ve ebas(A) = —1'dir.



Tanim 2.1.20. (X, <) kismi sirali kiime ve A C X bos kiimeden farkli olsun. Her x,y € A
icin x < z ve y < z olacak sekilde bir z € A varsa; A’ya yonlendirilmis kiime denir. X in

yonlendirilmig her alt kiimesinin ekiisii varsa; X kiimesine DCPO denir.

Ornek 2.1.21. N dogal sayilar kiimesi, < alistlmis siralama bagintisi ve A C N bos kii-
meden farkli olsun. Her x,y € A i¢in, z = max(x,y) € A ve x < z, y < z oldugundan A
yonlendirilmis kiimedir. Ancak N dogal sayilar kiimesinin ekiisii olmadigindan DCPO
degildir.

Tanmm 2.1.22. (X, <) tam siralt bir kiime, a,b € X ve a < b olsun.

(a,b) ={x € X | a < x < b} olmak iizere, (a,b) kiimesine X te bir a¢ik aralik denir.
[a,b) ={xe€ X |a<x<b}ve (a,b]={xeX|a<x<b} kimelerine yar: actk aralik
ve [a,b] = {x € X | a < x < b} kiimesine de kapali aralik denir.

Tanmm 2.1.23. (X, <y) ve (¥, <y) iki kismi sirali kiime olsun. X x Y iizerindeki <; ba-
gintis1 asagidaki sekilde tanimlansin.

(x1,1) <5 (x2,y2) <= (x1 <x x2) yada (x; =xp ve y1 <y y2)

<, bagitisina sozliik siralama bagintisi denir.

Ornek 2.1.24. X = {1,2,3} ve < aligilmus siralama bagintis1 olsun. X x X iizerindeki

sozliik sirama bagintisina gore (2,1) <; (1,2) olur.

Tanmm 2.1.25. (X, <y) ve (Y, <y) iki kismi siralt kiime olsun. X x Y iizerindeki <, ba-

gintist agsagidaki sekilde tanimlansin.
(x1,51) e (x2,y2) <= (x1 <x x2) ve (y1 <y y2)
<. bagintisina ¢arpim siralama bagintisi denir.
Ornek 2.1.26. X = {1,2,3} ve < ahigilmis siralama bagintisi olsun. X x X iizerindeki

carpim sirama bagintisina gore (1,1) <. (2,2)’dir ancak (2,1) ve (1,2) elemanlar1 kargi-

lastirllamaz elemanlardir.



Tanmm 2.1.27. (X, <) tam sirali bir kiime olsun. X in bog kiimeden farkli her alt kiime-
sinin bir en kiiciik eleman1 varsa, X’e iyi sirali kiime denir. Buradaki siralama bagintisina

da iyi siralama bagintist denir.

Teorem 2.1.28 (Iyi Siralama Teoremi). Her kiime iyi siralanabilir.

Sonuc 2.1.29. Sayilamaz iyi sirali bir kiime vardir.

Tanim 2.1.30. X ve Y bos kiimeden farkli iki kiime olsun. X’in her x elemanini Y nin
yalniz bir y elemanina karsilik getiren bir f bagintisina X ten Y’ye bir fonksiyon denir ve
f X — Y ile gosterilir. X kiimesine fonksiyonun fanim kiimesi, Y kiimesine de fonksiyo-

nun deger kiimesi denir.

Tanim 2.1.31. f: X — Y bir fonksiyon olsun. X in farkli herhangi iki elemaninin goriin-
tilleri de farkliysa, f’ye birebir (1-1) fonksiyon denir. Yani;

f: X =Y birebirdir <= Vxj,x; € X (x1 #x3 = f(x1) #f(m))

Tanim 2.1.32. f: X — Y bir fonksiyon olsun. Her bir y € Y i¢in f(x) = y olacak sekilde

bir x € X varsa, f’ye orten fonksiyon denir. Yani;

f:X =Y értendir < VycY, IxeX (f(x)=y)

Ornek 2.1.33. f: R — R™, f(x) = x? fonksiyonu 6rtendir ancak 1-1 degildir.

Tanim 2.1.34. f: X — Y bir fonksiyon olsun.

(i) Bir A C X alt kiimesi i¢in, ¥’ nin f(A) = {f(x) € Y | x € A} seklinde tanimlanan alt

kiimesine A’nin f altindaki goriintiisii denir.

(ii) Bir B C Y alt kiimesi icin, X’in f~!(B) = {x € X | f(x) € B} seklinde tamimlanan

alt kiimesine B’nin f altindaki ters goriintiisii denir.
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Tanmm 2.1.35. f: X — Y bir fonksiyon ve A C X olsun. Her x € A i¢in g(x) = f(x)
ozelligini saglayan g : A — Y fonksiyonuna f’nin A’ya kisitlanmigi denir ve genellikle f4

ile gosterilir.

Tanim 2.1.36. X,Y kismi sirali kiimeler ve f : X — Y bir fonksiyon olsun. Her x,y € X
icin x <y = f(x) < f(y) oluyorsa, f’ye sira korur fonksiyon ya da artan fonksiyon
denir. Her x,y € X igin x <y = f(x) < f(y) oluyorsa, f’ye stki artan fonksiyon denir.

Tanim 2.1.37. X,Y kismi sirali kiimeler ve f : X — Y bir fonksiyon olsun. f birebir,
orten ve her x,y € X i¢in x <y <= f(x) < f(y) kosullarin1 saghyorsa, f’ye sirasal

esyapt doniisiimii denir.

Teorem 2.1.38. f: A — B bir sirasal esyap1 doniisiimii ise,

x<y <= f(x) <f(y)
dir.
Tanim 2.1.39. X kismi sirali kiime, A C X ve y € X olsun. Herx € Avey<xiciny € A
oluyorsa, A’ya down-set (asag kiime) denir.

Bir x € X icin down-set | x = {y € X | y < x} seklinde tanimlanir. Benzer sekilde bir
A C X icin down-set | A = {y € X | (Ix € A) y < x} seklinde tanimlanir.

Tanim 2.1.40. X kismi sirali kiime, A C X ve y € X olsun. Herx e Ave x <yiciny € A
oluyorsa, up-set (yukart kiime) denir.

Bir x € X i¢in up-set T x = {y € X | x < y} seklinde tanimlanir. Benzer sekilde bir A C X
icinup-set 1A ={y € X | (Ix € A) x < y} seklinde tanimlanur.

Tanim 2.1.41. X kismi sirali bir kiilme ve A C X olmak iizere;

(i) A down-settir,

(i) Her x,y € A i¢in, x < z ve y < z olacak sekilde z € A vardir

kosullar1 saglaniyorsa, A kiimesine sira ideali denir.

11



Ornek 2.1.42. R gergel sayilar kiimesi iizerinde aligtlmis siralama bagintis1 tanimlansin.
A =[3,—o0) ve B=(—o0,0] alt kiimeler olmak iizere, A kiimesi up-set ve B kiimesi down-

settir.

Tanim 2.1.43. X kismi sirali kiime ve her i € [ i¢in x; € X olsun.
Her x; <x; < ... <x, < ... artan zinciri i¢in, Xy = Xx+1 = ... olacak sekilde bir k € N

varsa, X kiimesi artan zincir kosulunu (ACC) sagliyor denir.

Tanim 2.1.44. X kismi sirali kiime ve her i € [ icin x; € X olsun.
Her ... <x, < ... <xp < xp azalan zinciri i¢in, x; = x;+1 = ... olacak sekilde bir k € N

varsa, X kiimesi azalan zincir kosulunu (DCC) sagliyor denir.

2.1.2. Topolojik Kavramlar

Tanim 2.1.45. X bos kiimeden farkl bir kiime ve T C P (X) olsun.

(i) X ve 0 kiimeleri T’ya aittir,
(i) T’nun herhangi bir alt kolleksiyonuna ait kiimelerin birlesimi yine T’ya aittir,

(ii1) T’ya ait sonlu ¢cokluktaki elemanlarin kesisimi T’ya aittir

ozellikleri saglaniyorsa, T’ya X iizerinde bir topoloji, (X,t) siral ikilisine de ropolojik
uzay denir. Eger bir karisiklik meydana gelmeyecekse, X in kendisine bir topolojik uzay

diyecegiz.

Ornek 2.1.46. X = {a,b,c,d,e} ve T = {X,0,{a},{a,b},{a,c,d},{a,b,c,d}} olmak
iizere (X, 1) bir topolojik uzaydir.

Tanim 2.1.47. (X,7) bir topolojik uzay ve A C X olsun. Bu durumda A iizerindeki
4 ={UNA | U € 1} topolojisine alt uzay topolojisi denir. (A,T4) uzayina da (X, 1) uza-
yinin bir alt uzay: denir. Eger bir karisiklik meydana gelmeyecekse, A’nin kendisine X’in

bir alt uzay1 diyecegiz.
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Ornek 2.1.48. X = {a,b,c,d} ve 1= {0,X,{a},{b},{a,b},{a,c},{a,c,d}} olsun,
A ={a,b,d} kiimesi iizerindeki alt uzay topolojisi T4 = {0,A, {a},{b},{a,b}} olur.

Tanim 2.1.49. (X, 1) bir topolojik uzay oldun. T'nun elemanlarma (X,T) uzaymn agik

kiimeleri denir.

Tanim 2.1.50. (X,T) bir topolojik uzay ve K C X olsun. X \ K kiimesi (X, ) uzayinda
aciksa, K’ya (X, 1) uzaymn kapali kiimesi denir.

Ornek 2.1.51. X = {a,b,c,d,e, f} ve 1 = {0,X,{a},{c,d},{a,c,d},{b,c,d e, f}} ol-
mak iizere (X, T) uzayinin kapali kiimeleri 0, X, {a},{b,e, f},{a,b,e, f},{b,c,d,e, f} kii-

meleridir.

Tanim 2.1.52. (X, 1) bir topolojik uzay ve A, X’in bir alt kiimesi olsun. A’y1 kapsayan

tiim kapal1 kiimelerin ara kesitine A’nin kapanis: denir ve A ile gosterilir.

Ornek 2.1.53. X = {a,b,c,d, e} kiimesi iizerinde T = {0, X, {a},{c,d},{a,c,d},{b,c,d,e}}
topolojisi verilsin. Buna gore A = {b,c,d} ve B= {a, b} kiimelerinin kapaniglar1 sirasiyla
A={b,c,d,e} ve B={a,b,e} dir.

Tammm 2.1.54. (X, 1) bir topolojik uzay ve A C X olsun. A = X ise, A’ya (X,T) uzaymin

yogun alt kiimesi denir.

Ornek 2.1.55. X # 0 ve T = {0, X} kaba topolojik uzay olsun. Bos kiimeden farkl1 bir A
alt kiimesi i¢in A = X oldugundan, A kiimesi X’in yogun bir alt kiimesidir.

Tanim 2.1.56. (X), 7 bir topolojik uzay ve B acik kiimelerin bir kolleksiyonu olsun.

() BCr,

(i) T’nun her eleman B’ye ait bir takim elemanlarin birlesimi olarak yazilabilir

sartlar1 saglaniyorsa, B’ye T topolojisinin bir bazi denir.
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Ornek 2.1.57. X = {a,b,c,d, e} ve
1=10,X,{a},{b},{a,b},{a,c},{b,d},{a,b,c},{a,b,d},{a,b,c,d} olmak iizere (X,T)
uzay1 ve B = {{a},{b},{a,c},{b,d},X} kolleksiyonu verilsin.

(i) BCt

(i1)
{a,b} ={a}U{b}, {a,b,c} ={b}U{a,c}
{a,b,d} ={a}U{b,d}, {a,b,c,d} ={a,c}U{b,d}

oldugundan, B kolleksiyonu T’ nun bir bazidir.

Teorem 2.1.58. X bos olmayan bir kiime ve B, X’in alt kiimelerinden olusan bir kollek-

siyon olsun.

(i) Xx=JB,

BeB

(i) Her By,B; € B i¢in B1 N B, kiimesi B’ye ait bir takim kiimelerin birlesimidir

sartlar1 saglaniyorsa, B, X lizerinde tek bir topolojinin bazidir.

Tanim 2.1.59. (X, 1) bir topolojik uzay ve X’in baz1 agik alt kiimelerinin bir koleksiyonu
A olsun. Eger A4’ya ait kiimelerin sonlu ara kesitlerinden elde edilen B sinifi T i¢in bir baz

ise, A4’ya 1T topolojisi i¢in bir alt baz denir.

Tanim 2.1.60. (X,T) topolojik uzay olsun. Eger U UV = X ve U NV = 0 olacak sekilde
bos kiimeden farkli U ve V acik kiimeleri varsa, X uzayia baglantisiz aksi halde baglan-

til1 denir.

Teorem 2.1.61. (X,7) topolojik uzay olmak iizere asagidaki ifadeler denktir.

(i) (X,7) uzay1 baglantisizdir.

(i) X’in bos kiime ve kendisinden farkli hem acik hem de kapali olan bir alt kiimesi

vardir.
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Tanim 2.1.62. (X, 1) bir topolojik uzay ve x,y € X olsun. f(0) = x ve f(1) =y olacak
sekilde siirekli bir f : [0, 1] — X fonksiyonuna X iizerinde xten y’ye bir yol denir.
f:[0,1] = X, x’ten y’ye bir yol ise, f~! : [0,1] — X, y’den x’e bir yoldur.

Tanim 2.1.63. f, X iizerinde x’ten y’ye bir yol ve g, X iizerinde y’den z’ye bir yol olsun.
f:10,1] — X olmak iizere,

f21), te€]0,1\2]
g(2t—1), re[l\2,1]

h(t) =

fonksiyonu x’ten z’ye bir yoldur ve bu yola f ve g yollarinin ¢carpimi denir.

Tanim 2.1.64. (X, 7) bir topolojik uzay olsun. Her x,y € X ikilisi i¢in x’ten y’ye bir yol

varsa, X uzayina yol baglantili denir.

Tanim 2.1.65. (X, 1) bir topolojik uzay olsun. x # y 6zelligindeki her x,y € X noktalari
icinx e U veyé¢Uveyay € U ve x ¢ U olacak sekilde bir U € T varsa, bu uzaya bir
To-uzay denir.

Ornek 2.1.66. X = {a,b,c} ve 1 = {0,X,{a},{b},{a,b}} olsun.
(i) aeXigina € {a} ve b,c ¢ {a}
(i) beXicinb € {b} ve c ¢ {b}
oldugundan (X, ) uzay1 Tp’dur.
Tanim 2.1.67. (X,7) bir topolojik uzay olsun. x # y 6zelligindeki her x,y € X noktalar

icinxeU, y¢UveyeV, x¢V olacak sekilde bir U,V € 1 varsa, bu uzaya bir T} -uzay

denir.

Ornek 2.1.68. (X,1,) topolojik uzay ve 1, = {a € U | U C X} U{0} olmak iizere x # a
olsun. U € 1, ve x € U ise T, nin tanimi geregi a € U’dur. O halde x € U, a ¢ U olacak

sekilde hicbir U € 1, yoktur. Boylece (X,T,) uzayi 77 degildir.

15



Teorem 2.1.69. Sonlu bir topolojik uzay 77’dir ancak ve ancak ayriktir.

Tanim 2.1.70. (X,7) bir topolojik uzay olsun. x # y 6zelligindeki her x,y € X noktalari
icinxe U, yeV ve UNV = 0 olacak sekilde bir U,V € 1 varsa, bu uzaya bir T>-uzay

veya Hausdorff uzay: denir.

Ornek 2.1.71. (X,P(X)) ayrik uzay, x # y ve x,y € X olsun. Keyfi x,y € X elemanlart
icin {x},{y} € P(X)’tir. x € {x}, y € {y} ve {x} N {y} = 0 oldugundan, (X,P(X)) uzay:
Hausdorff uzaydir.

Tanim 2.1.72. X bog kiimeden farkli bir kiime, {(Y¥;,0;) | i € I} topolojik uzaylarin bir

koleksiyonu ve her i € I i¢in f; : X — Y siirekli fonksiyonu verilsin.

a={J{f7'W0) |V ea}

iel

koleksiyonunu alt baz kabul eden topolojiye, X tizerindeki baslangi¢c topolojisi denir.

Tanim 2.1.73. Her i € I i¢in (X;,T;) topolojik uzay, Y bos kiimeden farkli bir kiime ve

heri € I i¢in f; : X; — Y siirekli fonksiyon olsun. Y iizerinde tanimlanan
c={UCY|f ' (U)ewy, Vie I}

topolojisine, f; fonksiyonlarina gore Y iizerindeki bitis topolojisi denir.

Ornek 2.1.74. X = X, = {a,b,c} olmak iizere X; iizerinde, T; = {0,X,,{a,b},{c}} to-
polojisi ve X; iizerinde de T, = {0,X,, {a},{b,c}} topolojisi verilsin. Y = {1,2,3} olsun.
f1: X1 — Y fonksiyonu f; = {(a,1),(b,2),(c,3)} ve fo: X — Y fonksiyonu ise,
f»={(a,3),(b,2),(c,1)} olarak tammlansin. f; ve f, fonksiyonlarina goére Y iizerindeki
bitis topolojisi 6 = {U C Y | f; {(U) € 1y ve f; '(U) € 12} oldugundan,
c=1{0,Y{1,2},{3}} olur.

Tanim 2.1.75. X ve Y topolojik uzay, f : X — Y Orten fonksiyon olsun.
U CY alt kiimesi Y 'de aciktir <= f~'(U) C X alt kiimesi X 'te actktir

kosulu saglaniyorsa, f fonksiyonuna béliim doniisiimii denir.
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Tamim 2.1.76. X bir uzay, A bir kiime ve f : X — A orten bir fonksiyon olmak iizere; f
fonksiyonu boliim doniisiimii olacak sekilde A iizerinde bir T topolojisi vardir. Bu topolo-

jiye f tarafindan iiretilen boliim topolojisi denir.

Tanmm 2.1.77. {(X;,7;) | i € I} topolojik uzayarin keyfi bir koleksiyonu ve X = [];c; X;
olmak lizere, ; : X — X;, x — x; 1zdlisiim fonksiyonlarina gore X iizerindeki baslangi¢

topolojisine keyfi carpim topolojisi denir.

Tanmm 2.1.78. {(X;,7;) | i € I} topolojik uzayarin bir koleksiyonu ve X = [];c; X; olmak
tizere; B = {[1ic; Ui | U; € 1;} koleksiyonunu baz kabul eden X iizerindeki topolojiye kuru

topolojisi denir.

Tamm 2.1.79. (X, 7;) ve (Y, 1) iki topolojik uzay ve f : X — Y bir fonksiyon olsun. Her
bir U € 1, igin f~1(U) € 1y ise, f fonksiyonuna siirekli fonksiyon denir.

Ornek 2.1.80. (X,7) ve (Y,0) topolojik uzaylar olmak iizere; sabit bir f : (X,t) — (¥,0)
fonksiyonu siireklidir. Gergekten f fonksiyonu sabit ise, her x € X i¢in f(x) = ¢ olacak
sekilde bir ¢ € Y vardir. Eger U C Y alt kiimesi Y’de agik bir kiime ise;

X, celU
0, c¢U

)=

ters goriintiisii X 'te aciktir.

Tanim 2.1.81. f: (X,1;) — (Y, 12) bir fonksiyon olsun.

* X’in agik her U alt kiimesinin f altindaki goriintiisii olan f(U) kiimesi Y nin agik

bir alt kiimesi ise, f’ye ac¢tk fonksiyon denir.

* X’in kapali her K alt kiimesinin f altindaki goriintiisii olan f(K) kiimesi ¥ nin

kapal1 bir alt kiimesi ise, f’ye kapali fonksiyon denir.

Ornek 2.1.82. X = {a,b,c,d}, t1 ={0,X,{a},{a,b},{a,b,c}}veY = {x,y,z,w},

T2 =1{0,Y,{y}, {y,w},{y,z,w}} olsun.
fla) = f(b) =y, f(c) =w, f(d) =z seklinde tanimli f : (X,7;) — (Y, T2) fonksiyonu

verilsin.
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f0)=0e, f(X)={rzv}en, f({a}) ={y} e
f(a,b}) ={yt € v, f({a,b,c}) ={yw} e

oldugundan f fonksiyonu agiktir.

* (X,71) uzaymn kapal1 kiimelerinin kolleksiyonu K| = {0,X,{d},{c,d},{b,c,d}},
(Y,72) uzaymnin kapali kiimelerinin kolleksiyonu K = {0,Y, {x},{x,z},{x,z,w}}
olur. {d} € K ve f({d}) = {z} ¢ K> oldugundan f kapali fonksiyon degildir.

Tamm 2.1.83. f: (X,7;) — (Y,7,) birebir, 6rten bir fonksiyon olsun. f ve f~! fonksiyon-
lariin her ikisi de siirekli ise, f’ye bir homeomorfizm, X ve Y uzaylarina da homeomorfik
denir.

Ornek 2.1.84. X = {a,b,c,d,e}, Y = {1,2,3,4,5} olmak iizere;

1, =10,X,{a},{c,d},{a,c,d},{b,c,d,e}} veto ={0,Y,{1},{3,4},{1,3,4},{2,3,4,5}}
olsun. f fonksiyonu f(a) =1, f(b) =2, f(c¢) =3, f(d) =4, f(e) =5 seklinde tanim-
lansin.

(1) f birebir ve ortendir.
(i1)
flo=oern, (1) ={a}eu, f'({1,3,4}) ={a,c.d} ey
W =xeu, ;134N ={cdten, ({2345} ={bcdelen

oldugundan, f fonksiyonu siireklidir.
(iii) f’nin ters fonksiyonu f~'(1) =a, f~1(2)=b, f'(3) =c, f1(4) =
f~1(5) = e seklinde tanimlanan f~!: ¥ — X fonksiyonudur.
rHl'e=0cn, (FH '@ =ren
() ' dah={1ken,  (F)7
(F) 'ed) =34 en, (1) ({bedel) ={2345}en

oldugundan, f~! fonksiyonu siireklidir.

({a,c,d})={1,3,4} e,

(1), (11) ve (ii1)’den X ve Y uzaylart homeomorfiktir.

18



Tanim 2.1.85. (X, 1) topolojik uzayinda agik kiimelerin keyfi kesigimleri yine agik kiime

ise, bu uzaya Alexandroff uzay denir.

Ornek 2.1.86. X bir kiime ve P(X), X’in kuvvet kiimesi olmak iizere; (X, (X)) topolo-
jik uzay1 bir Alexandroff uzaydir.

Teorem 2.1.87. Her sonlu uzay Alexandroff uzaydir.

Teorem 2.1.88. Bir Alexandroff uzay 77’dir ancak ve ancak ayrik uzaydir.

Tamm 2.1.89. Bir topolojik uzayda agiklarin sayilabilir kesisimleri de aciksa, bu uzaya
P-uzay denir.

Tamm 2.1.90. X sonsuz bir kiime, xy € X belirli bir eleman olsun.
Tr={UCX |x¢U} U{UCX|X\U sonlu}

ile tanimlanan topolojiye Fort topolojisi, (X ,Tr) uzayma da Fort uzay: denir.

Tamim 2.1.91. X sayilamaz bir kiime, xo € X belirli bir eleman olsun.
T ={UCX |xo¢U} U{UCX|X\U saydlabilir}

ile tanimlanan topolojiye Fortissimo topolojisi, (X ,Tr) uzayina da Fortissimo uzayt denir.
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3. KAYNAK OZETLERI

Bu boliimde, siralama ve topoloji kavramlart ile iligkili tanim ve teoremlerin kisa bir lite-

ratur Ozeti verilecektir.

3.1. Siralama ve Topoloji

Bu boliimdeki ilgili tamim ve teoremler Al-Hanafi(2008), El Atrash(2005), Engelking,
Heath ve Michael (1968), Gierz, Hofmann, Keimel, Lawson, Mislove ve Scott (2003),
Gutev ve Nogura (2004), Munkres (2000) ve Raussen (2000) kaynaklarindan alinmustir.

Tanim 3.1.1. X en az iki elemanl bir tam sirali kiime olsun. B, asagida verilen tipteki

tiim kiimelerin kolleksiyonu olsun.

(i) (a,b) CX
(ii) X kiimesinin ag gibi bir en kiiciik eleman1 varsa, [ag,b) C X

(iii) X kiimesinin by gibi bir en biiyiik elemani varsa, (a,bg] C X

B kolleksiyonu X {iizerinde bir topolojinin bazidir ve bu topolojiye siralama topolojisi

denir.

X kiimesinin bir en kii¢iik eleman1 yoksa (ii) tipindeki kiimelerin olmadig1 ve X kiimesi-

nin bir en biiyiik eleman1 yoksa (iii) tipindeki kiimelerin olmadig1 aciktir.

Ornek 3.1.2. N dogal sayilar kiimesi iizerinde alistlmis siralama bagintisim ele alalim.
Hern € Nicin {n} ={xeN|x>n—1}N{x € N|x < n+ 1} kiimesi acik oldugundan
N kiimesi iizerindeki siralama topolojisi ayrik topolojidir.
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Teorem 3.1.3. (X, <) kismi siralt kiime olsun. Sirastyla B={Tx|x € X} ve

B = {] x | x € X} ailesi tarafindan iiretilen t(<") ve t(<*t) topolojileri Alexandroff
topolojidir. B = {1 x | x € X} ailesi tarafindan iiretilen t(<") Alexandroff topolojinin
kapali kiimeleri | A seklindeki kiimelerken B’ = {| x | x € X} tarafindan iiretilen t(<V)
Alexandroff topolojinin kapali kiimeleri 1 A tipindeki kiimelerdir.

Tanim 3.1.4. (X, 1) bir topolojik uzay olsun. Her x,y € X igin,
x<iy <= VUer, (xeU = yeU)

seklinde tanimlanan < siralama bagintisina Alexandroff dzellesmis siralamasi denir.

Tamm 3.1.5. (X,1(<")) Tp-Alexandroff uzay olsun. X, ACC kosulunu saglayan bir kismi

siral1 kiime ise, bu uzaya Artinian To-Alexandroff uzay denir.

Teorem 3.1.6. (X,t(<")) Artinian Ty-Alexandroff uzay olsun. A’nin X kiimesinin yogun
bir alt kiimesi olmas i¢in gerek ve yeter kosul M (X) C A olmasidur.

Tamm 3.1.7. (X,1(<")) Ty-Alexandroff uzay olsun. X, DCC kosulunu saglayan bir kismi
siral1 kiime ise, bu uzaya Noetherian Ty-Alexandroff uzay denir.

Teorem 3.1.8. (X,7(<")) Ty-Alexandroff uzay ve A C X olsun.

(1) Aaciktir <= A=1TA

(i) A kapalidir <= A=A

Teorem 3.1.9. (X,7(<")) Noetherian Ty-Alexandroff uzay ve m(X), X’in minimal ele-

manlarinin kiimesi olsun. A C X alt kiimesi kapali ise, her x € A i¢in | xNm(X) C A’dur.

Tamim 3.1.10. (X, <) bir DCPO ve U C X olsun.

(1) U kiimesi bir up-settir,
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(ii) Her D C X yonlendirilmis kiimesi i¢in ekiis(D) var ve ekiis(D) € U ise,
DNU # 0dir

kosullarini saglayan U kiimesine Scott agik kiime denir. X in tiim Scott acik kiimelerinin

ailesi X te bir topoloji olusturur, bu topolojiye Scott topoloji denir ve 6(X) ile gosterilir.

Tanim 3.1.11. (X, <) tam sirali kiime ve T aligilmig siralama topolojisi olmak iizere; X’e

tam stralt uzay denir.

Tanim 3.1.12. (X, 7) tam sirali uzay ve A C X olsun. (A,14) alt uzayinda bos kiimeden
farkli her kapali kiimenin minimumu varsa; (A,74) alt uzayina topolojik iyi sirali alt uzay

denir.

Tanim 3.1.13. (X, <) kismi sirali kiime ve (X, 7) topolojik uzay olsun. < kismi siralama
bagmtist X X X carpim uzayinda kapaliysa, < bagintisina kapali siralama ve (X,t,<)

uzayina po-uzayi denir.
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4. BULGULAR VE DEGERLENDIRMELER

Bu boliimiin 1. kisminda; yeni bir topolojik iyi siralilik tanimi yapilarak var olan topo-
lojik iyi siralilik tanimi genisletilmis, yar1 topolojik iyi sirali uzay, bazsal iyi sirali uzay
ve topolojik 1yi siralilagtirma kavramlar: tanimlanmistir. Kismi sirali kiimeler ve topolo-
jik uzaylar arasinda dogrudan bir iligki kurulmug ve temel 6zellikleri arastirilmistir. Bu
boliimiin 2. kisminda ise, topolojik iyi sirali uzaylarla graflar arasindaki bazi iligkiler in-

celenmistir.

4.1. Topolojik Iyi Sirah Uzaylar

Tanmm 4.1.1. (X,T) bir topolojik uzay ve <, X iizerinde bir kismi siralama bagintisi
olsun. Bos kiime ve evrensel kiimeden farkli her acik kiimenin bir minimum elemani

varsa, (X,T, <) tcliisiine yar: topolojik iyi sirali uzay veya kisaca y-tis denir.

Ornek 4.1.2. X = {0,1} ve T = {0,X,{1}} olsun. Herhangi bir kismi siralama baginti-
styla birlikte (X, T, <) Sierpinski uzay1 y-tis’tir.

Ornek 4.1.3. Reel sayilar kiimesi, T = {0, R, {0}} topolojisi ve alisilmig siralama bagin-
tis1 ile birlikte y-tis’tir.

Ornek 4.1.4. (R, U) alisiimis topolojik uzay1, alisilmis siralama bagintisiyla birlikte y-tis
degildir.

Teorem 4.1.5. (X, <) kismi sirali bir kiime olsun. X iizerinde (X, t, <) y-tis olacak sekilde

bir T topolojisi vardir.
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Kamit. X tizerinde T = {0,X} kaba topolojiyi ele alalim. (X,T, <) uzaymin y-fis oldugu
aciktir. 0

Tanim 4.1.6. (X, 1) bir topolojik uzay ve <, X iizerinde bir kismi siralama bagintis1 ol-
sun. Bos kiimeden farkli her agik kiimenin bir minimum elemani varsa, (X, <) ii¢liisiine

topolojik iyi sirali uzay veya kisaca tis denir.

Ornek 4.1.7. X = {a,b,c,d}, 1= {0,X,{a},{a,b},{a,c},{a,b,c}} ve
< ={(a,a),(b,b),(c,c),(d,d),(a,b),(a,c),(b,c),(a,d)} olmak iizere, (X,t,<) topolo-
jik iyi sirali uzaydir.

Ornek 4.1.8. Dogal sayilar kiimesi iizerinde T = {{1,2,...,n} | n € N} U {0} topolojisi

ve aligilmig siralama bagintis1 tanimlansin. Bu durumda (N, t, <) #is’tir.

Ornek 4.1.9. (X, <) keyfi bir kismi strali kiime,a € X ve 1, ={U C X |ac U VvV U =0}

olsun. min{X} = a ise, (X,7,, <) uzay tis tir.

Tanim 2.1.27°de de belirtildigi gibi 1yi sirali kiime, her alt kiimesinin bir minimumu olan
tam sirali bir kiimedir. Ancak verilen 6rneklerden de goriilebilecegi iizere, bir uzayin fis
olmasi icin verilen kiimenin tam sirali olmasina gerek yoktur.

Biliyoruz ki; R reel sayilar kiimesi tizerindeki alisilmig siralama bagintisina gore olus-
turulan siralama topolojisi, alisilmg topolojidir. Dikkat edilmelidir ki, (R, ) alisilmisg
topolojik uzayi ne tis ne de y-tis’tir. Dolayisiyla, bir kismi sirali kiime, iizerindeki kismi
siralama bagintisina gore olusturulmus siralama topolojisiyle birlikte #is ya da y-fis olma-
yabilir. Ancak asagidaki ornek, sirali bir kiimenin, iizerinde tanimlanan siralama topolo-

jisiyle birlikte #is oldugunu gosterir.

Ornek 4.1.10. Z* pozitif tamsayilar kiimesi iizerinde aligtlmig siralama bagintisini ala-

lim. Z iizerindeki siralama topolojisi ayrik topolojidir. Dolayisiyla bu uzay #is’tir.

Teorem 4.1.11. Herhangi bir (X, T, <) uzay: is ise, her bir U agik kiimesi DCC kosulunu
saglar.

Kamit. Bir uzay tis ise, bog kilmeden farkli her bir U a¢i1ginin minimum elemant vardir.

Dolayisiyla her bir acik kiime DCC kosulunu saglar. [l
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Teorem 4.1.12. (X, <) kismi sirali kiime ve (X,T) topolojik uzay olsun. Bog kiimeden

farkli her U € 1 agik kiimesinin maksimum elemant varsa, (X, 7, <;) tis tir.

Kanit. Tanim 2.1.10’dan asikardir. [
Tanim 4.1.1 ve Tanim 4.1.6’dan asagidaki teorem elde edilir.
Teorem 4.1.13. (X, 71, <) tis ise, y-tis’tir.

Uyan 4.1.14. Teoremin tersi dogru degildir.

Ornek 4.1.15. Reel sayilar kiimesi iizerinde aligilmis siralama bagintisim ve T = {0, R, {0} }

topolojisini ele alalm. (R, T, <) y-tis’tir, fakat tis degildir.

Uyan 4.1.16. Y-tis veya tis olmayan bir uzayin alt uzay y-tis veya tis olabilir.

Ornek 4.1.17. X = {a,b,c,d,e}, ©={0,X,{c},{c,d},{c,e},{c,d,e}} ve X kiimesi
tizerindeki kismi siralama bagintis1 da Sekil 2’deki gibi olsun.

b/a\d
VAN

Sekil 2 (X, <) posetinin Hasse diyagrami

(X,7,<) uzay1 y-tis degildir; ancak A = {c,d} alt kiimesini alirsak T4 = {0,A,{c}} alt
uzay topolojisiyle birlikte (A, T4, <4) tis’tir. Ayrica B = {c, e} alt kiimesi, T3 = {0,B,{c}}
alt uzay topolojisiyle birlikte (B, Tg, <p) y-tis’tir.

Topolojik iyi sirali bir uzayn alt uzayi topolojik iyi sirali olmayabilir. Bunun i¢in asagi-

daki 6rnegi verebiliriz.
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b/a\d
N

Sekil 3 (X, <) posetinin Hasse diyagrami

Ornek 4.1.18. X = {a,b,c,d}, 1= {0,X,{b,c,d}} ve X kiimesi iizerindeki kismi sira-
lama bagintis1 Sekil 3’deki gibi olsun.

(X, 7, <) uzaymn tis oldugu agiktir. Ancak A = {b,d} alt kiimesi ve t4 = {0,A} alt uzay
topolojisiyle birlikte (A, T4, <4) uzayi tis degildir.

Teorem 4.1.19. (X, 7, <) uzay1 tis ve A C X acik ise, (A,T4,<4) tis’tir.

Kanit. U € 14 olsun. Bu durumda U = ANV olacak sekilde bir V € T vardir. A € 7T ol-
dugundan, ANV =U € tolur. (X,7, <) tis oldugundan, U’ nun minimum elemani vardir.
Dolayistyla (A, T4, <) tis’tir. O

Teorem 4.1.20. (X,t,<) tis ve A C X, X’in bos kiimeden farkl1 bir alt kiimesi olsun. A
down-set ise, (A, T4, <a) tis’tir.

Kanit. U € t4 ve a € U olsun. U € T4 oldugundan, U = ANV olacak sekilde bir V €
t vardir. Dolayisiyla a € A ve a € V’dir. (X,t,<) #is oldugundan, V’nin m < a olacak
sekilde bir m minimum eleman vardir. A down-set oldugundan, m € A’dir. Boylece m €
ANV olur. U CV oldugundan m, U’nun minimum elemanidir. Dolayisiyla (A, T4, <4)
tis’ tir. [

Teorem 4.1.20’den asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.1.21. (X,t,<) tis ve A, X’in bos kiimeden farkli bir alt kiimesi olsun.
A sira ideali ise, (A, T4, <4) tis’tir.
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Teorem 4.1.22. (X, <) minimum elemana sahip kismi sirali kiime ve (X,t) topolojik

uzay olsun. Bos kiimeden farkli her U € T ag1g1 down-set ise, (X, T, <) fis’tir.

Kanit. 0 # U € T down-set olsun. X kiimesinin minimumu oldugundan, Tanim 2.1.39’dan

U’nun minimum elemani vardir ve minU = minX tir. Dolayisiyla (X, 1, <) #is’tir. O

Teorem 4.1.23. (X, <) kismi sirali kiime, T, ve T, de X iizerinde iki topoloji olsun.
T C 1o ve (X, 712, <) tis ise, (X, 11, <) fis’tir.

Kamit. Asikardir. [

Teorem 4.1.24. (X, <) ve (¥, <) kismi siral1 iki kiime, (X,7) ve (¥,7 ) topolojik uzaylar
ve f: X — Y siirekli ve sira korur bir fonksiyon olsun. (X, 7, <) topolojik iyi sirali uzay

ise, (f(X )>T}(x)v g}(x) ) topolojik iyi sirali uzaydur.

Kanit. U, ( fx )’T,f(X)) uzaymnin bos kiimeden farkli bir agik kiimesi olsun. f siirekli
ve (X,7,<) tis oldugundan, f~!(U) € t ve her x € f~!(U) i¢in m < x olacak sekilde
birm € f~!(U) elemani vardur. f sira korur oldugundan, f(m) < f(x) ve f(m), f(x) €U
olur. f(x) keyfi oldugundan, f(m), U’nun minimum elamanidir. U € Tlf(X) keyfi ve U’nun

minimumu oldugundan, ( f(X),t 1 < £X) ) tis’tir. O]

X)’

Sonuc 4.1.25. (X, <;) ve (Y, <) kismi siral iki kiime, (X,71) ve (Y, T2) topolojik uzaylar
ve f: X — Y siirekli, orten ve sira korur bir fonksiyon olsun. (X, T, <) topolojik iyi sirali

uzay ise, (Y, 1, <) topolojik iyi sirali uzaydir.

Teorem 4.1.26. (X, <;) ve (¥, <) kismi siral1 iki kiime, (X,71) ve (Y,72) topolojik uzay-
lar ve f: X — Y sirasal egyapr doniistimii ve agik fonksiyon olsun. (¥,1,,<;) topolojik

iyi sirali uzay ise, (X,71,<;) topolojik iyi sirali uzaydir.
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Kamit. U, (X,71,<1) uzaymin bos kiimeden farkli bir agik kiimesi olsun. f agik oldu-
gundan, f(U), Y de agiktir. (Y, 15, <) #is olduundan, her y € f(U) i¢in m <; y olacak
sekilde bir m € f(U) vardir. f sirasal esyap1 doniisiimii oldugundan, mg <; x, f(mg)=m
ve f(x) =y olacak sekilde mg, x € U vardir. mg, U nun minimum elemanidir. Dolay1siyla
(X,’C],S]) tis’tir. OJ

Teorem 4.1.27. f: (X,7,<;) — (¥,0, <) bolim doniisiimii ve sira korur fonksiyon ol-
sun. (X,t,<;) tis ise, (Y,0,<,) bolim uzayi #is tir.

Kamit. f boliim doniisiimii oldugundan, Tanim 2.1.75’tenc = {U C Y | f~'(U) € 1}’dur.

Bos kiimeden farkli bir U € 6 igin, f~!(U) =V olacak sekilde bir V € t vardir. (X,7,<))

tis oldugundan, her x € V icin xo < x olacak sekilde xo € V vardir. f sira korur fonksiyon

oldugundan, f(xp) € U ve her f(x) € U igin f(xo) < f(x)’tir. f 6rten oldugundan,

U= UX f(x)’tir ve f(xp), U nun minimum elemanidir. Dolayisiyla (Y, 6, <) #is’tir. [
xe

Teorem 4.1.28. (X, <) kismi siral bir kiime olsun. (X, P(X), <) ayrik uzayinin tis olmast

icin gerek ve yeter kosul X kiimesinin iyi siral1 olmasidir.

Kanit. X kiimesinin her alt kiimesi, (X ) topolojisinin bir elemani oldugundan; agikardur.
]

Teorem 4.1.29. (X, <) kismi sirali kiime ve (X,7(<")) Alexandroff uzay olsun. X’in mi-

nimum elemaninmin olmas igin gerek ve yeter kosul (X,t(<*t), <) uzaymin tis olmasidur.

Kanit. X’in minimum elemant xq olsun. O zaman her x € X icin xo €] x’tir. Bunun sonucu
olarak; xo, bos kiimeden farkli tiim agik kiimelerin elemanidir. Dolayisiyla, (X, 'c(gi), <)
tis’tir. Diger taraftan; (X,t(<V), <) tis ise, X € 1(<*) oldugundan, X kiimesinin bir mini-

mum elemani vardir. O]

Iyi Stralama Teoremi 2.1.28’den, her kiimenin iyi siralanabilecegini biliyoruz. Bu bakis
acistyla; her topolojik uzayin, topolojik iyi sirali yapilabilecegini gosterece8iz. Bunun

i¢in ispat1 asikar olan asagidaki teoremi verebiliriz.
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Teorem 4.1.30. (X, <) bir kismi sirali kiime ve T, X iizerinde bir topoloji olsun. X iyi

siral bir kiime ise, (X, T, <) uzay1 topolojik iyi siralidir.

Kamit. T, X tizerinde bir topoloji olmak iizere; T C P(X)’tir. Teorem 4.1.23 ve Teorem
4.1.28’den, asikardr. O]

Dikkat edecek olursak, Teorem 4.1.30°dan her iyi sirali kiime, bir topoloji ile birlikte
tis tir.

Teorem 4.1.30 ve Teorem 2.1.28 Iyi Siralama Teoremi’nden asagidaki sonug elde edilir.

Sonuc¢ 4.1.31. Her kismi sirali kiime, iizerinde bir topolojiyle birlikte topolojik iyi sirali

yapilabilir.

Ornek 4.1.32. Z tam sayilar kiimesi iizerinde keyfi bir topoloji alalim. Aligilmis siralama
bagintisina gore Z’nin minimum elemani olmadigindan (Z, 1, <) tis degildir. Z iizerinde

<z kismi siralama bagintisim1 agsagidaki bi¢imde tanimlayalim.

x<zy <= (Ix| <|yl) yada (]x| = |y| vex <)

<z stralama bagintisina gore 0 <z —1 <z 1 <7 -2 <7 2 <7 ... elde edilir. Dolayisiyla
(Z,<z) iyi siralidir. Teorem 4.1.30’dan (Z,t, <z) tis’tir.

Teorem 4.1.30, Sonug 4.1.31 ve Ornek 4.1.32’den tis uzay elde etmeye, uzayin topolojik

iyi stralilastirmasi (tislestirmesi) denir.

Uyan 4.1.33. (X, <) kismi sirali kiime ve (X,T) bir topolojik uzay olsun. m € X, X’in

minimum elemaniysa, T topolojisinden tiiretilen
v={U U {m}|Ue1t} U {0}
topolojisiyle birlikte (X, ', <) uzay: tis’tir.
Daha genel olarak, farz edelim ki X kiimesinin bir minimum elemani olmasin. Her x € X

icin * < x olacak sekilde yeni bir X* = X U {x} kiimesi tanimlayalim. Buradan,

T ={U U {x}|U et} U {0}
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kapal1 genisleme topolojisini (ingilizcesi: closed extention topology) elde ederiz (Seebach
ve Steen, 1995). Boylece (X*,t*, <*) uzayi, (X,7, <) uzaymdan tiiretilmis bir #is’tir.

Tanim 4.1.34. (X, <) kismi sirali kiime ve (X, T) bir topolojik uzay olsun. Uyar1 4.1.33’te
elde edilen topolojik iyi sirali (X*, 1%, <*) uzayna, (X, T, <) uzaymin tek nokta tislestirmesi

denir.

Ornek 4.1.35. (R, 1) alisiimis topolojik uzay ve < de, R iizerindeki alisilmis siralama
bagntisi olsun. R™° = RU {—oo} kiimesini tanimlayalim. 2~*°, U topolojisindeki her

acigin —oo elemantyla birlestirilmesiyle olusturulur.
U™ ={U U {—oo} |U € U} U {0}

Buradan (R™, U™, <™*) uzay tis’tir ve (R, U, <) uzaymin tek nokta fislestirmesidir.

Dikkat edilmelidir ki Ornek 4.1.35’ten tislestirilen uzay Ty degildir ciinkii, —oo elemanini

diger elemanlardan ayiramayiz.

Teorem 4.1.36. Tek nokta tislestirmesi ile tislestirilen uzaylar baglantilidir.

Kanit. (X,T,<) uzaymnn tek nokta fislestirmesi (X*,t*, <*) olsun. Her 0 # U € t* a¢i81
icin * € U oldugundan, * ¢ X \ U’dur. X in bog kiime ve kendisinden bagka hem acik
hem de kapali bir alt kiimesi olmadigindan, Teorem 2.1.61’den (X*,1*,<*) baglantilt
uzaydir. [

Uyari 4.1.37. Tis uzaylar baglantili olmayabilir.
Ornek 4.1.38. (X, <) kismi sirali kiimesinin Hasse diyagrami Sekil 4’teki gibi olsun.

©={0,X,{a,b,c},{d}} olmak iizere (X,T,<) uzayi tis’tir. {d} kiimesi bu uzayda hem
acik hem de kapali oldugundan, Teorem 2.1.61°den (X, 1, <) baglantisiz uzaydir.

Teorem 4.1.39. (X, 7, <) tis ve bos kiimeden farkli her agik kiimenin minimum eleman1

xo ise, (X, 7, <) uzay1 baglantilidir.
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Sekil 4 (X,<) posetinin Hasse diyagrami
Kanit. (X7, <) tis olsun. Bos kiimeden farkli her U € T i¢in minU = x¢ oldugundan X’in

U NV = 0 olacak sekilde bir agik ayrigim1 yoktur. Dolayisiyla (X, T, <) baglantili uzaydir.
O

Teorem 4.1.40. Tek nokta tislestirmesi ile tislestirilen uzaylar yol baglantilidir.
Kamit. (X,7,<) uzaymin tek nokta fislestirmesi (X*, 7", <*) olsun. Her x € X ve
* € X*\ X noktalar1 i¢in o, : I — X* olmak iizere;

x, t=0
x, te(0,1]

fonksiyonu, X* tizerinde x’ten x’a bir yoldur. Ayrica bir x € X i¢in, Tanim 2.1.62’den
+’dan x’e, o, ! yolu vardir. Keyfi x,y € X* i¢in, Tamim 2.1.63’ten o, ve oy ! yollarmin
carpimi x’ten y’ye bir yoldur. Dolayisiyla (X*,t*, <*) yol baglantilidir. O

Biliyoruz ki her sonlu 77 uzay1 ayrik uzaydir. Bu argiitmani kullanarak asagidaki teoremi

elde edebiliriz.
Teorem 4.1.41. (X,7,<) sonlu 7} uzayi #is ise, X iyi sirali kiimedir.

Kanit. Teorem 4.1.28’den, agikardir. [

Teorem 4.1.42. (X, <) kismi sirali kiime, xo € X ve T topolojisi

T={UCX|xdUlU{X}
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olarak tanimlansin. (X, 7, <) uzayi #is ve her x € X i¢in xo < x ya da x < xq ise, X kiimesi

1yi siralidir.

Kanit. A, X’in bos kiimeden farkl1 bir alt kiimesi olsun. xo ¢ A ise, A € T'dur. (X, 7T, <) tis
oldugundan, A’nin minimum eleman1 vardir.

X0 € A olsun. O zaman A \ {xo} € T’dur. (X,7,<) tis oldugundan, A \ {xp}’1n minimum
eleman vardir. min (A \ {xo}) = a olsun. Hipoteze gore, her x € X i¢in xp <xyadax <xo
oldugundan, xo < a ya da a < x¢’dir. Boylece minA = a ya da minA = xp’dir. Dolayisiyla
A’nin minimum elemant vardir.

Sonug olarak, X’in bos kiimeden farkli bir keyfi alt kiimesinin minimum eleman: oldu-

gundan, X iyi sirali kiimedir. [

Fort uzay1 ve Fortissimo uzay1 kavramlart Tanim 2.1.90 ve Tanim 2.1.91°de verilmistir.
Teorem 4.1.42’°deki argiiman ile Fort ve Forttissimo uzaylarinin tanimlarindan asagidaki

sonuclar1 verebiliriz.

Sonuc 4.1.43. (X, <) kismi sirali kiime, T ve Ty, sirasiyla X tizerindeki Fort topolojisi

ve Fortissimo topolojisi olsun.
Tr={UCX |xp¢U} U{UCX|X\U sonlu}
T ={UCX |xo¢U} U{UCX|X\U saydabilir}

(1) (X,tr,<) tis ve her x € X i¢in ya xp < x ya da x < xo ise, X kiimesi iyi siralidir.

(i1) (X,Tp, <) tis ve her x € X igin ya xo < x ya da x < xp ise, X kiimesi iyi siralidir.

Teorem 4.1.44. (X,t,<) T;-Alexandroff uzayi #is ise, X kiimesi iyi siralidir.

Kanit. Teorem 2.1.88’den X ayrik uzaydir. X uzay1 fis oldugundan; Teorem 4.1.28’den,

X kiimesi iyi siralhidir. O

Teorem 4.1.45. (X,t,<) uzay1 T}, P-uzay, tis ve X sayilabilir kiime ise; X iyi siralidir.
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Kamit. (X,7,<), P-uzay oldugundan aciklarin sayilabilir kesigimleri acgiktir. Ayrica, X
kiimesi sayilabilir oldugundan, (X,t, <) Alexandroff uzay olur. (X,t,<) uzay1 7] ve tis

oldugundan; Teorem 2.1.88’den, X kiimesi iyi siralidir. O]

Teorem 4.1.46. (X,t(<"), <) Artinian Ty-Alexandroff uzay olsun.
DBt={U CX |U, (X,1(<"), <) uzaymmn yogun bir alt kiimesidir} U {0}
topolojisini tanimlayalim. (X, DBt, <) tis ise;

(i) X’in maksimal elemanlarimin kiimesi M(X) olmak iizere, M(X)’in eleman sayisi
1"dir.

(i1) X kiimesi iyi siralidir.

Kamit. (i) Teorem 3.1.6’dan DB7 topolojisi;
DBt={UCX|M(X)CU}u{0}

seklinde yazilabilir. M(X) C M(X) oldugundan, M(X) € DBt olur. (X,DBrt,<)
uzay1 tis oldugundan, min(M (X)) = M olacak sekilde M € M (X)) vardir.

M' € M(X) olsun. min(M (X)) = M oldugundan, M < M’ olur. Dolayisiyla

M = M’ bulunur. M’ keyfi ve M < M’ oldugundan, M (X) tek elemanl bir kiimedir
ve M(X) = {M} olur.

(ii) (i)’den M(X) = {M} oldugunu biliyoruz. Bu bilgiye gére DBT topolojisini tekrar
yazarsak;
DBt ={UCX|M(X)CU}U{0}
={Ucx|{M}cU;uU{0}
={U=PU{M}|PeP(X\{M})}U{0}

X’in bos kiimeden farkli bir U = PU{M} alt kiimesini alalm. (X, DBt, <) uzay1
tis oldugundan, U’nun minimum eleman: vardir. minU = m olsun. m € PU{M} ol-

dugundan, minP = m oldugu aciktir. Bu nedenle, X \ {M } nin keyfi alt kiimelerinin
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minimum elemani vardur. Yani, X \ {M} kiimesi iyi sirahdir. (X \ {M}) UM (X) =X

oldugundan, X kiimesi iyi siralidir.

]

Teorem 4.1.47. (X,t(<")) Noetherian Ty-Alexandroff uzay olsun. (X,t(<"), <) tis ise,
X’in her kapal1 alt kiimesinin bir minimum eleman: vardir ve bu minimum eleman X’in

minimum elemanidir.

Kamit. (X,7,<) tis oldugundan; Tanim 4.1.6’dan, xop € X minimum eleman1 vardir.
m(X) = xo’dir. Diger taraftan, (X,7(<"), <) Noetherian Ty-Alexandroff uzay oldugundan,
Teorem 3.1.9°dan, X’in her kapal1 A alt kiimesindeki her x € A i¢in | xNxp = {xo} CA
olur. xp, X’in minimum elemani oldugundan, A’nin minimum elemani vardir ve xq’dir.
[

Tanim 4.1.48. (X, <) kismi sirali bir kiime, (X,t) topolojik uzay ve B, T’nun bir bazi
olsun. B’nin her elemaninin bir minimum eleman varsa, (X, T, <) uzayina bazsal iyi sirali

ya da kisaca bis denir.

Ornek 4.1.49. R reel sayilar kiimesi iizerinde alisilmug siralama bagintisim ve U alt
limit topolojisini ele alalim. B; = {[a,b) | a,b € R}, U, topolojisinin bir bazidir. Her baz

elemaninin bir minimumu oldugundan, (R, U, <) bis’tir.

Ornek 4.1.50. (X, <) kismi siral kiime, (X, P(X)) ayrik topolojik uzay olsun.
B ={{x} | x € X} ve min{x} = x oldugundan, (X, P (X), <) bis’tir.

Teorem 3.1.3’ten, (X, (<), <) Alexandroff uzayinin bis oldugu agiktir.

Teorem 4.1.51. (X, <) kismi siral kiimesinin minimum elemani varsa, (X,t(<%),<)

uzay1 bis’tir.

Kanit. Teorem 3.1.3’ten asikardr. [
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Teorem 4.1.52. (X,t,<) uzay: #is ise, bis’tir.

Kamit. Tanim 2.1.56’dan B C t’dur. O zaman her B € B i¢in B € t’dur. (X, 1, <) tis oldu-

gundan, B’nin minimum eleman: vardir. Dolayisiyla (X, t, <) bis’tir. 0

Uyan 4.1.53. Teorem 4.1.52’nin tersi dogru degildir. Ornegin (R, U}, <) bis’tir. Her
a,b € R i¢in (a,b) € U dir. Ancak (a,b) agik araliginin minimumu olmadigindan,
(R, Uy, <) tis degildir.

Teorem 4.1.54. (X,7t;,<;) ve (Y,T2,<2) uzaylari #is olsun. 15, X x Y iizerindeki kutu
topolojisi olmak {iizere; X x Y iizerindeki sozliik siralamasi ya da ¢arpim siralamasiyla
birlikte (X x Y, g, <) bis’tir.

Kanit. Asikardir. [

Sonug 4.1.55. Her i € I i¢in (X;,T;, <;) tis ve Tg, [[;c; X; lizerindeki kutu topolojisi olsun.

(ITic1 Xi, T8, <) uzay1 sozliik siralamasi ya da carpim siralamastyla birlikte bis’tir.

Teorem 4.1.56. Her i € I icin (X;,T;, <;) tis ve T¢, [[;e;X; lizerindeki ¢arpim topolojisi
olsun. ([T;c; Xi,Tc, <) uzayi sozliik siralamasi ya da ¢arpim siralamasiyla birlikte bis’tir.

Kamit. Asikardir. [

4.2. Tis Uzaylarin Graf Teoriye Uygulanmasi

Bu boliimdeki ilgili tamim ve teoremler Chartrand ve Zhang (2012), Harary (2018), Kilic-
man ve Abdulkalek (2018) kaynaklarindan alinmustir.
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Tanim 4.2.1. V bir kiime ve E C {{x,y} | x,y € V ve x # y} olmak iizere, G = (V,E)
siral ikilisine graf denir. V kiimesine grafin tepeler kiimesi ve E’ye ayritlar kiimesi denir.

Sembolik olarak {x,y} € E ayrit1 xy seklinde de ifade edilebilir.

Tanim 4.2.2. G = (V,E) bir graf olmak iizere, xy € E olsun. x ve y’ye bitisik (komsu)
tepeler denir. Herhangi bir tepeyle komsu olmayan tepelere izole tepe denir.

Tanmm 4.2.3. G = (V,E) bir graf ve x € V olmak iizere, x’in komgu oldugu tepelerin

toplam sayisina x’in derecesi denir ve d(x) ile gosterilir.

Tanim 4.2.4. Bir grafin tiim tepelerin derecesi & ise, bu grafa k-regiiler graf; herhangi iki
tepesi bitisik olan graflara ise tam graf denir. n tepeli bir tam grafin tiim tepe dereceleri

n— 1’dir.

Ornek 4.2.5. V = {1,2,3,4,5} olmak iizere, G = (V,E) tam grafi Sekil 5’teki gibidir.

AN

Sekil 5 G = (V,E) tam grafi

Ayrica her x € V igin d(x) = 4 oldugundan, G grafi 4-regiilerdir.

Tamim 4.2.6. n tepeli bir grafta sadece tek bir tepenin derecesi n — 1 ve geri kalan tepelerin

derecesi 1 ise, bu grafa n-yildiz denir ve genellikle S, ile gosterilir.

Ornek 4.2.7. V = {1,2,3,4,5} olmak tizere, Ss yildiz grafi Sekil 6’daki gibidir.
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Sekil 6 S5 yildiz grafi
Tanim 4.2.8. G = (V,E) bir graf ve xg,xy,...,x; € V olmak iizere;
P = {xpx1,x1x2,...,%i—1x;} CE

alt kiimesi bulunabiliyorsa, P’ye xo’dan x;’ye bir yol denir ve i’ye P yolunun uzunlugu

denir.

Tanim 4.2.9. Bir G grafinda herhangi iki tepe arasinda en az bir yol varsa, G’ye baglantili
graf denir.

Uyan 4.2.10. (X, <) kismi sirali kiime ve x,y € X olsun. y’nin, x’i orttiigii durumda x
ile y arasinda bir ayrit olusturularak elde edilen G = (X, E) grafim, (X, <) kismi sirali
kiimesine karsilik gelen graf olarak adlandiracagiz. Diger bir deyisle; y, x’1 Ortiiyorsa

xy € E’dir.

Tanim 4.2.11. (X, <) kismi sirali kiimesine kargilik gelen G grafi baglantil graf ise,
(X, <) kiimesine yol baglantili poset denir.

Tanim 4.2.12. G = (V,E) bir graf ve S C V olsun. V' \ §’deki her tepe S’deki en az bir te-
peye bitisik ise, S’ ye baskin kiime denir. Eleman sayis1 en az olan baskin kiimenin eleman

sayisina da G grafimin baskinlik sayisi denir ve Y(G) ile gosterilir.

Tanim 4.2.13. P = (X, <) kismi sirali kiime olsun.
xy € E <= x,y < z olacak sekilde z € Xvardir

kosulunu saglayan UB(P) grafina iist stnir grafi (ingilizcesi: upper bound graf) denir.
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Sekil 7 P = (X, <) posetinin Hasse diyagrami

X /Z

Sekil 8 UB(P) iist sinur grafi

Ornek 4.2.14. P = (X, <) kismi siral kiimesinin Hasse diyagrami Sekil 7°deki gibi olsun.
Buradan elde edilen UB(P) grafi Sekil 8’deki gibidir.

Tanim 4.2.15. G = (V,E) izole tepesi olmayan bir graf ve bir e € E igin, e ayritinin ug
tepelerinin kiimesi /, olsun. S = {I,|e € E'} ailesini V kiimesi iizerinde alt baz kabul eden

TG topolojisine insidans (incidence) topoloji denir.

Teorem 4.2.16. 15, G = (V,E) grafindan iiretilmis topoloji olsun. Bir x € V i¢in d(x) > 2
ise, {x} € 15 dir.

Teorem 4.2.17. (X, 7, <) tis olsun. Bos kiimeden farkli her U a¢181 yol baglantili posettir.

Kamit. (X,7,<) tis oldugundan, 0 # U € 7T i¢in minU = m olacak sekilde m € U vardir.
Keyfi x,y € U i¢in m < x ve m < y’dir. Dolaysiyla G = (U, E) grafinda mx,my € E’dir.
Buradan x ve y arasinda P = {xm,my} yolu vardir. G baglantili graf oldugundan dolayi,

U kismi sirali kiimesi yol baglantilidir. O
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Teorem 4.2.18. (X,1,<) sonlu uzayi tis olsun. Keyfi bos kiimeden farkli U € 1 i¢in
minU = my, olmak iizere, UB(U) grafinda d(m,) = |U| — 1"dir.

Kamit. (X,7,<) tis, 0 # U € © ve minU = m,, olsun. x # m,, kosulunu saglayan her x € U

icin, x ile m, arasinda bir ayrit vardir. Dolayisiyla d(m,,) = |U| — 1’dir. O

Teorem 4.2.19. (X,t, <) sonlu topolojik uzay olsun. Her 0 # U € T i¢in UB(U) grafi tam
graf oluyorsa, (X, 7, <) tis tir.

Kamit. UB(U) tam graf ise, Tanim 4.2.13’ten, keyfi x,y € U i¢cin yax <y yaday<x
olur. Her elemani karsilastirilabilir oldugundan, U zincirdir. Sonlu U zincirinin minimum

eleman1 vardir. Dolayisiyla (X, T, <) tis’tir. O

Teorem 4.2.20. (X,t,<) sonlu topolojik uzay olsun. Her 0 # U € 7 i¢in UB(U) grafi
(|U| — 1)-regiiler oluyorsa, (X,t, <) tis tir.

Kamnit. n tepeli bir graf n — 1-regiiler ise, tam graftir. Dolayisiyla UB(U ) grafi tam graftir.
Teorem 4.2.19’dan, (X,t, <) fis’tir. O

Teorem 4.2.21. (X, 7, <) sonlu uzay: tis olsun ve keyfi bos kiimeden farkli U € 7 verilsin.
x # y kosulunu saglayan her x,y € U i¢in UB(U) grafinda x ile y tepeleri arasindaki en

kisa yolun uzunlugu ya 1 ya da 2’dir.

Kamit. x # y kosulunu saglayan her x,y € U i¢in x <y yaday < x ise, UB(U) grafinda x
ile y arasinda bir ayrit vardir. Dolayisiyla xy yolunun uzunlugu 1°dir.

x ile y kargilagtirllamaz olsun. (X,t, <) tis oldugundan, minU = m olacak sekilde m € U
vardir ve m < x, m <y olur. UB(U) grafinda m ile x ve m ile y arasinda ayrit vardir.

P = {xm,my}, x’ten y’ye uzunlugu 2 olan bir yoldur. O

Teorem 4.2.22. (X, 7, <) sonlu uzay1 #is olsun. Her 0 # U € 7T i¢in UB(U) grafinin bas-
kinlik sayis1 1°dir.
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Kamit. (X,7,<) sonlu uzayi tis oldugundan, 0 # U € 7 i¢in minU = m olacak sekilde
m € U vardir. x # m kosulunu saglayan her a € U i¢in a < a ve m < a oldugundan, a ile
m arasinda bir ayrit vardir. Dolayisiyla S = {m} kiimesi UB(U) grafinin baskin kiimesidir

ve bu grafin baskinlik sayis1 1°dir. [

Teorem 4.2.23. S, bir yildiz graf ve bu grafi iist sinir grafi kabul eden kismi sirali kiime
(X, <) olsun. Bu durumda (X, tg, <) tis’tir.

Kamt. S, yildiz grafinda Tanim 4.2.6’dan, d(xp) = n — 1 olacak sekilde xo € X vardir.
Tanim 2.1.59 ve Tanim 4.2.15’ten Bg = {xo} U {{x0,x} | xo # x, x € X} ailesi 1 topo-
lojisinin bazidir. Her B € B¢ i¢in minB = minX = xo oldugundan, bos kiimeden farkl1 her
U € 15 i¢in minU = x(’dir. Dolayisiyla (X, tg, <) #is’tir. O

Ornek 4.2.24. Sekil 9°da verilen S yildiz grafini iist simr grafi kabul elen kismi sirali
kiime (X, <) olsun. Buradan < = {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4)(4,1),(4,2),(4,3) } bulunur.

1

4

2/ \3

Sekil 9 4 yildiz grafi
d(4) =3 veherx € X \ {4} i¢in d(x) = 1 oldugundan,
B = {{4}7 {174}7 {274}7 {3?4}}

w6 ={0,X,{4},{1,4},{2,4},{3,4},{1,2,4},{1,3,4},{2,3,4}}

olur. Bog kiimeden farkli her U € 1¢ agigimim minimumu oldugundan, (X, ¢, <) tis’tir.
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5. SONUCLAR

Tez calismasmin 2. boliimiinde, Coker, Ozer ve Tas (2010), Davey ve Priestly (2002),
Kocgak (2011), Mucuk (2011), Munkres (2000), Seebach ve Steen (1995), Taylor (1999)
ve Yiiksel (2006) kaynaklar1 kullanilarak kiime teorisi ve topolojik kavramlar hakkinda
genel tanmim ve teoremler verilmistir. Ozel olarak kismi sirali kiime, iyi sirali kiime, mi-
nimum eleman, sira korur fonksiyon, down-set, up-set kavramlarindan ve lyi Siralama
Teoremi’nden; baglantili uzay, yol baglantili uzay, boliim topolojisi vb. kavramlardan
bahsedilmis; Alexandroff uzayi, P-uzayi, Fort uzayi ve Fortissimo uzay1 gibi baz1 6zel

topolojik uzaylarin tanimlari verilmistir.

Tez caligmasinin 3. boliimiinde, Al-Hanafi(2008), EI Atrash(2005), Engelking, Heath ve
Michael (1968), Gierz, Hofmann, Keimel, Lawson, Mislove ve Scott (2003), Gutev ve
Nogura (2004), Munkres (2000) ve Raussen (2000) kaynaklar1 kullanilarak siralama ile
iliski kuran bazi 6zel topolojilerin ve uzaylarin tanimlarina deginilmis ve ilgili teorem-
lere yer verilmistir. Siralama topolojisi, Alexandroff 6zellesmis siralamasi ile tanimlanan
Alexandroft topoloji, Scott topoloji, topolojik iyi sirali uzay ve po-uzay kavramlarindan

bahsedilmistir.

Tez calismasinin 4. boliimiiniin 1. kisminda, yeni bir topolojik iyi sirali uzay (tis) kav-
rami1 tanimlanarak var olan topolojik iyi sirali uzay kavrami genisletilmistir. Bu kisimda
yar1 topolojik iyi sirali uzay (y-tis), bazsal iyi sirali uzay (bis), tislestirme ve tek nokta
tislestirmesi kavramlar1 da tanimlanmistir. Bir uzayin #is olmasi i¢in gereken kosullar
ve tis uzaylarin sagladig1 ozellikler incelenmistir. Ayrica fis uzaylar ve iyi sirali kiime-
ler arasinda baglanti kurulmustur. Artinian 7p-Alexandroff uzay tizerinden DBT topolojisi

tanimlanmis ve bu topolojiye gore fis olan uzaylarla ilgili 6zelliklere yer verilmistir.

Tez ¢alismasinin 4. boliimiiniin 2. kisminda ise, fis uzaylar ve graf teori ile iligki kurul-
mustur. Yol baglantili posetlerle #is uzaylar arasindaki iligski gosterilmis, tist sinir graflar
ve tis uzaylar arasindaki iligski incelenmis ve fis uzaylarin tist sinir graflarinin sagladigi

baz1 6zellikler gosterilmisgtir.

Her kismi sirali kiime ile bu kiimenin sira kompleksi ad1 verilen bir soyut simleks komp-
leks iligkilendirilebilir (Wachs, 2007). Dolayisiya, ileriki caligsmalarda tis uzaylar ve sira

kompleksi arasindaki iligkiler incelenebilir. Ayrica yonlii graflar ve #is uzaylar arasindaki

41



iligkiler tizerine caligmalar yapilabilir. YOnsiiz bir grafin tepeleri arasinda, tepe dereceleri
ve komsuluklar dikkate alinarak sira belirlenebilir ve tepe kiimesi kismi sirali bir kiime
haline getirilebilir. Buradan yola ¢ikarak insidans topoloji ve tis arasindaki baglant1 ince-

lenebilir.
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