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OZET

N-ESNEK TOPOLOJIK UZAYLARIN BAZI OZELLIKLERI

Merve OKURER
Diizce Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii, Matematik Anabilim Dali
Yiiksek Lisans Tezi
Danmigman: Dog. Dr. izzettin DEMIR
Aralik 2023, 26 sayfa

Bu tez calismasinda, Riaz ve dig. [1] tarafindan verilen N-esnek kiimelerin topolojik yapisi
calisilmaya devam edilmistir. Ilk olarak, Demir [2] tarafindan dnerilen N-esnek kiimelerin
tiimleyen islemi kullanilarak N-esnek kapali kiimeler yeniden tanimlanmais ve bu kiimelerin
temel Ozellikleri incelenmistir. Daha sonra, bir N-esnek siirekli doniisiim kavrami verilerek
bu doniisiim ve bir N-esnek kapali kiime arasindaki iligkiler aragtirilmigtir. Ayrica, N-esnek
doniisiimler ailesi yardimiyla bir baslangi¢c N-esnek topolojisi elde edilmistir. Bunun yani
sira, yeni bir N-esnek topolojik alt uzay kavrami tamimlanmis ve bu kavramin 6nemli
ozellikleri calisilmistir. Son olarak, elde edilen sonuclarin daha iyi anlasilabilmesi i¢in
baz1 6rnekler gosterilmistir.

Anahtar sozciikler: Esnek kiime, N-esnek kiime, N-esnek topoloji, N-esnek siireklilik,
N-esnek kapanis, baglangi¢c N-esnek topoloji, N-esnek alt uzay.
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ABSTRACT

SOME PROPERTIES OF N-SOFT TOPOLOGICAL SPACES

Merve OKURER
Diizce University
Graduate School, Department of Mathematics
Master Thesis
Supervisor: Dog. Dr. Izzettin DEMIR
December 2023, 26 pages

In this thesis, the topological structure of N-soft sets given by Riaz et al. [1] was further
studied . Firstly, using the complement operation of N-soft sets proposed by Demir [2],
N-soft closed sets were redefined and their basic properties were investigated. Then, the
concept of an N-soft continuous mapping was introduced, and the relations between this
mapping and an N-soft closed set were determined. Also, by a family of N-soft mappings,
the initial N-soft topology was obtained. Furthermore, a new concept of N-soft topological
subspace was established and some important properties of this concept were analyzed.
Finally, to better understand the defined concepts, several examples were presented.

Keywords: Soft set, N-soft set, N-soft topology, N-soft continuity, N-soft closure, initial
N-soft topology, N-soft subspace.
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1. GIRIS

Hayatimizin bir¢ok alaninda, iyi, giizel, uzun gibi kisiden kisiye veya duruma gore
degisiklik gosteren ve matematiksel anlamda tam olarak ifade edilemeyen cesitli belirsiz
kavramlar vardir. Klasik mantik ile belirsizlik i¢ceren bu kavramlarin matematiksel olarak
modellenmesi miimkiin degildir. Bu kavramlar1 matematiksel olarak modellemek ve
bunlara sistematik ¢oziimler iiretmek i¢in aragtirmacilar her gecen giin yeni teoriler ortaya
atmaktadir. Bu teorilerden bazilar1 olasilik teorisi, aralik matematigi, bulanik kiime teorisi
ve kaba kiime teorisidir. Her bir teorinin gii¢lii oldugu uygulamalar bulunmasinin yani sira
kendine 6zgii zorluklar1 da vardir.

Bu teoriler arasinda en dikkat ¢ceken Zadeh [3] tarafindan ortaya atilan bulanik kiimeler
teorisidir. Bu teoride Zadeh, dogruluk degerleri kiimesini [0,1] reel sayilar araligina
genellestirmistir. Boylece bulanik kiimelerde bir elemanin bir kiimeye ait olma degeri
daha duyarh bir sekilde ifade edilmistir. Bir bulanik kiime onun iiyelik fonksiyonu yardimi
ile tanimlanir. Diger teorilerde oldugu gibi bulanik kiimeler teorisinin de bir zorlugu
vardir. Molodtsov [4]’a gore liyelik fonksiyonu bireysel olarak belirlendiginden her bir
durum i¢in bir iiyelik fonksiyonu insa etme zorluguyla karsilasilir. Bu nedenle, iiyelik
fonksiyonu ingasindan bagimsiz bir kiimeler teorisine ihtiya¢ vardir. Buradan, Molodtsov
[4] belirsizlik ve kararsizlik modelleri i¢in yeni bir yaklasim olan ve bulanik kiimelerin
sahip oldugu zorluklardan bagimsiz bir esnek kiime teorisi tanimlamigtir. Daha sonra bu
teoriyi, Riemann integrali, Perron integrali ve l¢iim teorisi gibi bir¢cok alana basariyla
uygulamistir. Bu da esnek kiime teorisinin 0zellikle karar verme problemlerinde, tip ve
bilgisayar bilimlerinde hizli bir sekilde yiikselmesine sebep olmustur [5-9].

Esnek kiime teorisi ve uygulamalari ile ilgili matematigin bir¢cok alaninda ¢aligsmalar
yapilmistir. Maji ve dig. [10, 11] karar verme problemlerine esnek kiimeler teorisini
uygulamig ve esnek kiimelerde bazi islemler tanimlamigtir. Chen ve dig. [12] esnek
kiimelerde yeni bir parametre indirgeme kavrami vermistir. Ayrica, Aktas ve Cagman [13]
esnek gruplari tanimlamis ve esnek kiimeyi bulanik kiime ve kaba kiime ile karsilastirmigtir.

Ali ve dig. [14] esnek kiimelerin bazi1 cebirsel iglemlerini incelemigtir. Kharal ve Ahmad



[15] bir esnek kiimenin bir esnek doniisiim altindaki goriintiisiiniin ve ters goriintiisiiniin
ozelliklerini aragtirmistir. Sonrasinda, Das ve Samanta [16] esnek reel sayilari tanimlamis
ve ilgili 6zelliklerini incelemistir. Bunun yani sira, esnek kiime ve topoloji kavramini
birlestirerek Shabir ve Naz [17] bir esnek topoloji fikrini ileri siirmiig ve esnek topolojinin
bazi 6zelliklerini elde etmistir. Bu amag dogrultusunda, Aygiinoglu ve Aygiin [18] bir esnek
topoloji iizerinde esnek kompaktlik ve carpim esnek topoloji gibi kavramlart ¢calismistir.
2021 yilinda Al-Shami [19] esnek ayirma aksiyomlarinin ilk pratik uygulamasini vermistir.
Daha sonra, Al-Shami ve dig. [20] esnek acik kiimelerin bir genellemesi olan esnek kismen
acik kiimeler yardimiyla esnek kompaktlik ve esnek baglantililik kavramlarini incelemistir.
Bu calismalardan etkilenen bir¢ok aragtirmaci esnek topoloji lizerine daha ileri ¢alismalar
gerceklestirmeye devam etmistir [21-25].

Esnek kiimelerin kullanim1 nesnelerin ikili degerlendirilmesine imkan tanimasina ramen
giinliik hayatta, ikili olmayan ve sayilabilen veri yapisini iceren bir¢ok karar verme
problemiyle karsilasmaktayiz. Bu ikili olmayan degerlendirme genellikle yildiz sayisi,
noktalar, dereceler veya herhangi bir genellestirilmis gosterim gibi ¢coklu degerlerle temsil
edilebilen derecelendirme veya siralama durumlarinda ortaya ¢ikmaktadir. Bu durumdan
esinlenen Fatimah ve dig. [26], giinliik yasamdaki bazi problemlerde ortaya c¢ikan
derecelendirmenin ve siralamanin anlamini gostermek i¢in esnek kiimelerin genigletilmis
bir formu olarak bir N-esnek kiime fikrini 6nermistir. Bu kavramin ortaya ¢ikmasindan
itibaren arastirmacilar N-esnek kiimeler iizerine bir¢ok calisma gerceklestirmistir. Riaz
ve dig. [1] N-esnek kiimeler iizerinde bazi yeni islemler calismig ve bir N-esnek topoloji
tanimlamistir. Dahasi, Riaz ve dig. [27] bir notrosofik N-esnek kiime kavramini vermis ve
bu kavrami bir karar verme problemine uygulamigtir. N-esnek kiimelerin bir genellemesi
olarak Akram ve dig. [28, 29] bulanik N-esnek kiime ve tereddiitlii N-esnek kiime
tanimlarim1 ortaya atmig ve cesitli uygulamalarini elde etmistir. Daha sonra, Akram
ve dig. [30, 31] yeni bir karar verme karma modeli olarak sezgisel bulanik N-esnek kaba
kiime teorisini onermis ve N-esnek kiimelerde parametre indirgemesi iizerine ¢alismistir.
Kamaci ve Petchimuthu [32] bir bipolar N-esnek kiime kavraminmi vermis ve bazi karar
verme yaklasimlari kurmusgtur. Liu ve dig. [33] hem notrosofik belirsiz kiimeleri hem de
N-esnek kiimeleri genelleyerek notrosofik belirsiz N-esnek kiimeleri tanitmustir.

Bu ¢alismada, N-esnek kiimelerin topolojik yapisi incelenmistir. Oncelikle, Demir [2]

tarafindan verilen sonuclarin 1s5181inda, N-esnek kapali kiimeler tanimlanmis ve ilgili



ozellikleri verilmigtir. Daha sonra, bir N-esnek siirekli doniisiim kavrami tanimlanarak
bu doniisiim ile N-esnek kapali kiimeler arasindaki iligkiler belirlenmistir. Ayrica, bir
baslangic N-esnek topolojinin varlig1 gosterilmis ve bundan faydalanarak N-esnek topolojik
uzaylarin ¢arpimi arastirilmistir. Son olarak, yeni bir N-esnek topolojik alt uzay kavrami

verilmig ve bunun baz1 6zellikleri karakterize edilmistir.



2. GENEL BILGILER

Bu boliimde, tezin diger kisimlarinda kullanilacak olan temel tanim ve teoremler
verilecektir. Bu c¢alisma boyunca, ® segeneklerin (nesnelerin) bir kiimesi ve I’da ©®

icin uygun parametrelerin (6zelliklerin) bir kiimesi olsun.

Tammm 2.1. 29, ®’ni bir kuvvet kiimesi olsun. y : I' — 2@ bir doniisiim olmak iizere (y,T)
ikilisine @ iizerinde bir esnek kiime denir.

Diger bir deyisle, esnek kiime ®@’nin alt kiimelerinin parametrelerle ifade edilen bir ailesidir.
Her p €T i¢in y(p) deger kiimesine esnek kiimenin bir p-elemani denir. Burada, y(p)

kiimesi bog kiime veya ®’nin bos olmayan bir alt kiimesidir. Bir (y,I") esnek kiimesi

D) ={(p.¥(P) : peT, ¥(p) €2°)

seklinde ikililer yardimiyla gosterilir [4].

Ornek 2.2. © = {x1,x2,x3,Xx4, x5} arabalarin bir kiimesi ve I' = {p1, p2, p3,p4,ps5} =
{giizel, ucuz, manuel, benzinli,arkasi ¢ikintili} ilgili 6zelliklerin bir kiimesi olsun. Buradan,
bir (y,I') esnek kiimesi bir kisinin satin almay1 diisiindiigii arabalarin durumunu asagidaki

gibi gosterebilir:
(v, 1) = {(pl, {x1,x3,x5)), (P2, {x1, x4)) , (P3, {x3, x4, X5}) , (P4, {Xz,X4}),(ps,{m,xz,xs})}-

(y,I') esnek kiimesi Cizelge 2.1°de gosterildigi gibi tablo seklinde temsil edilebilir:

Cizelge 2.1. (y,I')’nin tablosal gosterimi

(y,I) p1 P2 P3 P4 ps
X1 1 1 0 0 1
X2 0 0 0 1 1
x3 1 0 1 0 1
x4 0 1 1 1 0
X5 1 0 1 0 0




Tamim 2.3. O nesnelerin bir kiimesi ve I parametrelerin bir kiimesi olsun. Ayrica, N =
{2,3,...} olmak iizere £ ={0,1,2,..., N — 1} siral1 derecelerin bir kiimesi olsun. Her p € I'

ve her x € O i¢in bir tek {’gx € L derecesi var olacak sekilde
u(p) ={(x, fgx) 1x€0 ve {’Zx € L, x’in derecesidir}
seklinde tanimlanan bir y : T — 29%£ doniisiimii var ise (u, I, N) iicliisiine © iizerinde bir
N-esnek kiime denir [26].
Not 2.4. N =2 olmasi durumunda N-esnek kiimeler ile esnek kiimeler ¢akigir [26].

Bu makale boyunca, O iizerindeki tiim N-esnek kiimeler ailesi SN (O, ile gosterilecektir.

Ornek 2.5. ® = {x,x2,x3} cep telefonlarin bir kiimesi ve I' = {p1, p2, p3,p4,ps} =
{dizayn, donanim, performans, batarya siiresi, kamera} ilgili 6zelliklerin bir kiimesi

olsun.
0 = ozellige sahip olmama, 1 = diisiik, 2 = orta, 3 =yiiksek, 4 = en yiiksek

olmak tizere £ =1{0,1,2,3,4} siral1 derecelerin bir kiimesi olsun. Uzmanlar tarafindan
ozelliklerine gore cep telefonlarina atanan dereceler Cizelge 2.2’de verilir. Buradan, bir

5-esnek kiime asagidaki gibi gosterilebilir:

@.T,5) = {1, 0o, 1), (62, 3), (63, 20, (pa, {(x1,4), (32, 2), (33, 2)1),
<p3’ {(XI,O), (Xz’ 1)7 (x3’4)}>a <p4—’ {(X], 2)5 (xz’ 3)’ (.X3, 1)}>’
(p5:((x1,3),(x2,2), (x3,3)D)}.

Cizelge 2.2. (u,I',5)’in tablosal gosterimi

(u.T',5) p1 P2 P3 P4 ps
X1 1 4 0 2
X2 3 2 1 3 2
x3 2 2 4 1 3

Tanim 2.6. ® nesnelerin bir kiimesi, I' parametrelerin bir kiimesi ve £ ={0,1,2,..., N — 1}

olsun. Bu durumda,



(i) Her p €T ve her x € ® icin @y(p) = (x,0) 6zelligine sahip O : ' — 2910 doniisiimii
olmak iizere (®,I', N) iicliisiine ® iizerinde bir bos N-esnek kiime denir.

(i1) Her p € I" ve her x € ® i¢in On_1(p) = (x, N — 1) 6zelligine sahip On_1 : [ — 2OXIN-1}
doniisiimii olmak iizere (Oy_1,I, N) iicliisiine O {izerinde bir mutlak N-esnek kiime denir

[1].

Tamim 2.7. (u,T,N), (o,T,N) € S¥(®,T) olsun. Bu durumda,

(1) Her p €T ve her x € O icin

M o
Cpx < 05y

saglamyorsa (u,I', N)’ye (o,I', N)'nin bir N-esnek alt kiimesi denir. Bu durum, (u,I', N) C
(o,I',N) ile sembolize edilir.
(i1) Her p € I" ve her x € O i¢in

M _ po
€px—€px

saglamyorsa (u,I', N) ve (0,1, N)’ye iki esit N-esnek kiime denir. Bu durum, (u,I',N) =
(o,I',N) ile sembolize edilir.

(ii1) (u,I',N) ve (o,I', N)’nin toplami (u, I, N) @ (o, I, N)=(u® o,I', N) N-esnek kiimesidir.
Burada,

t";x+€(’ o< +{ <N-1;

7o _ px -

px )
N-1, O+ >N-1

olmak iizere her p € I' icin (u®o)(p) = {(x, {’Zfa) : x € B} olarak tamimlanair.
@v) (u,I',N) ve (o,I',N)’nin fark1 (u,I',N)e (o,I',N)=(ue o,I',N) N-esnek kiimesidir.
Burada,

o

“ .
oo Cpx >3

HOT px
oy =

0, diger,

olmak iizere her p € I' icin (ue o)(p) = {(x, KZ?J) . x € ®} olarak tamimlanir [1].

Tanmm 2.8. (u,I',Ny) € SN (@®,T) ve (0,T,N>) € SN2(0,T) olsun. Bu durumda,

1) w,I',Ny) ve (o,I,Ny)’nin birlesimi (u,I',Ny) U (0,1, No)=(u U o, I',max{Ny,N2})
N-esnek kiimesidir. Burada,

Lo
oy =max{l,,, oyl



olmak iizere her p € I' icin (ull o)(p) = {(~x, 5’;)';'0) : x € ®} olarak tanimlanir.
(1) (w,I',Ny) ve (o,I,N2) nin kesisimi (u,I,Ny) N (o,I',No)=(u N o,I',min{Ny, N2})
N-esnek kiimesidir. Burada, her p € I" i¢in

Mo .
€‘;x = mm{{’gx,{’gx}

olmak iizere (uno)(p) = {(x, {";;'0) : x € O} olarak tanimlanir [26].

Tamm 2.9. Bir (u,I, N) N-esnek kiimesinin alt zayif tiimleyeni (u, F,N)b = (,ub JI,N)

N-esnek kiimesidir. Burada,

. 0, e > 0;

H
Cpx =

N-1, &,=0,

olmak iizere her p € I' i¢in ,uh (p) =1{(x, f’;i) : x € ®} olarak tanimlanir [26].

Tamm 2.10. Bir (u,I', N) N-esnek kiimesinin tiimleyeni (u,I',N)" = (u",I', N) N-esnek
kiimesidir. Burada,
f‘;x =N-1- f’;x

olmak iizere her p € I' icin u"(p) = {(x, f’;;) : x € O} olarak tanimlanir [2].

Onerme 2.11. w,I',N), (u1,I',N) ve (up,I', N) © iizerinde N-esnek kiimeler olsun. Bu
durumda, asagidaki 6zellikler saglanir:

() (wT,N)) = (u,T,N).

(i) (1. N) M (2. T N))" = (i, T N)Y U (2, T, N

(iii) ((u1, T, N) U (2, T, V) = (u1, T, NY 11 (2, T, N)

@iv) (u1,I,N) E (u2,I', N) ise (up, I, N)" C (u1,I,N)" [2].

Tanm 2.12. SN(®,T) ve SY(T,Q) srasiyla I’ ve Q’daki 6zelliklere sahip ® ve Y
tizerindeki tiim N-esnek kiimelerin ailesi olsun. 1: ® — Y ve a: I' = Q iki doniisiim olsun.
Bu durumda, bir 1, : S¥(@®,T) — SV(T, Q) doniisiimiine ®dan ’a bir N-esnek doniisiim

denir.

() (u,T,N) € S¥(®,T) olsun. Bu durumda, 1,(u,I,N) = (114(1), Q, N) asagidaki gibi



tanimlanan Y uUizerinde bir N-esnek kiimedir:

) _ { max{ty: pe L), xew (), a”l(k) 0, u"l(y) # 0;
ky

0, diger

olmak iizere her k € Q icin

() =0, 6" 1y € 1)

dir. ua(u,I', N)’ye bir (u,I', N) N-esnek kiimesinin bir N-esnek goriintiisii denir.

(i) (o, Q,N) € S¥(T,Q) olsun. Bu durumda, ua‘l(O',Q,N) = (ua‘l(O'),F, N) asagidaki gibi

tanimlanan ® iizerinde bir N-esnek kiimedir:

ul o) _
Ex = Lo

olmak iizere her p € I i¢in
-1
07 @)p) = (6 7)1 x € ©)

dir. ua_' (0,Q,N)’ye bir (0,Q,N) N-esnek kiimesinin bir N-esnek ters goriintiisii denir [2].

Teorem 2.13. Bir 11, : S¥(0,T) —» SY(Y,Q) N-esnek doniisiimii alinsin. Bu durumda, J
bir indeks kiimesi olmak {iizere, (u;,I,N), (u2,I,N) ve (u;,I',N) € SN(®,F) (i€ J)igin
asagidaki ozellikler saglanir:

(1) u(®g, I, N) = (T, Q,N).

(i) ua(ON-1,I,N) E (Ty-1,Q2,N).

(ii1) (u1,I,N) E (ua, I, N) ise uq(u1, I, N) Eug(ua, I, N).

(iv) ug((u1, I, N) U (u2,IT,N)) = ug(uy, T, N) Ung(up, I, N).

Genel olarak, u,(| |jc;(ui,I'sN)) = | Jieg ta(ui, I, N) olur.

(V) uo((u1, T, N) A (2, T, N)) E g (1, T, N) Mt (o, T, N).

Genel olarak, u,([J;c; (i, T, N)) C [ jes tta(ui, T', N) olur [2].

Teorem 2.14. Bir u, : S¥(O,T) —» SN(T,Q) N-esnek doniisiimii alinsin. Bu durumda, J
bir indeks kiimesi olmak iizere, (71, Q, N), (02,Q,N) ve (o;, 2, N) € SN(Y,Q) (i € J) igin

asagidaki ozellikler saglanir:



i) u;'(To, Q N) = (0),T,N).

(i) 1 1 (Ty-1,Q,N) = (Oy_1,T,N).

(iii) (01, Q,N) C (02, Q,N) ise u; (o1, Q,N) Cu; (02, Q,N).
(iv) 17 (01, Q,N) U (02, Q,N)) = 17 (o, Q, N) L (02, Q,N).
Genel olarak, ugl(l_l,-eJ(O'i,Q,N)) = lies ug](O'i,Q,N) olur.

W1 (01, QN) M (02, Q,N)) = u; (o, Q,N) s (02, Q,N).

Genel olarak, u; ! ([N;c, (01, Q,N)) = [N;e; 15 ' (071, Q, N) olur [2].

Teorem 2.15. 1, : SN(®,I") — SY(",Q) bir N-esnek doniisiim olsun. Bu durumda,
u,T,N) e S¥(@,T) ve (0, Q,N) € S¥(T,Q) icin asagidaki 6zellikler saglanir:

(i) @.I,N) Eug ! (e, T, N)).
(i) u,(u; (o, Q,N)) C (0, Q, N) [2].

Tanim 2.16. 7, O iizerindeki N-esnek kiimelerden olusan bir aile olsun. Bu takdirde,
(Nst1) (©9,I',N), (Oy-1,I,N) €,

(Nst) T°dan alinan herhangi sayidaki N-esnek kiimelerin birlesimi 7’ya aittir,

(Nst3) T°dan alinan sonlu sayidaki N-esnek kiimelerin kesisimi 7’ya aittir

ozellikleri saglanirsa 7 ailesine ® iizerinde bir N-esnek topoloji denir. (®,I,N,7)
dortliisiine bir N-esnek topolojik uzay ve 7 ailesinin iiyelerine ®’da bir N-esnek agik
kiime denir. N-esnek agik kiimelerin Tanim 2.9’a gore tanimlanan alt zay1f tiimleyenlerine

de N-esnek kapali kiimeler denir [1].

Tamm 2.17. (®,I,N,7) bir N-esnek topolojik uzay ve (u,I',N) € SN@®,T) olsun.
(u,T',N)’nin N-esnek i¢i (u,I', N)’nin tiim N-esnek acik alt kiimelerinin birlesimidir ve
(u, I, N)? ile gosterilir.

(u,I', N)? N-esnek kiimesinin (u,I', N) tarafindan kapsanan en biiyiik N-esnek agik kiime
oldugu kolay bir sekilde goriiniir [1].

Tanim 2.18. (O,I', N, 7) bir N-esnek topolojik uzay ve B3, 7’nun bir alt ailesi olsun. 7’nun
her bir eleman1 B’nin bazi elemanlarinin birlesimi olarak yazilabiliyorsa B ailesine 7

N-esnek topolojisi i¢in bir N-esnek taban denir [1].



3. N-ESNEK KAPALI KUMELER VE N-ESNEK SUREKLILIK

Riaz ve dig. [1] N-esnek acik kiimelerin alt zayif tiimleyenlerini alarak N-esnek kapali
kiimeleri tanimladi. Diger taraftan, bu tiimleyen islemi N-esnek kiimelerde ¢ift tiimleyen
kural1 i¢in uygun olmadigindan klasik anlamdaki kapanis operatorlerinin baz1 6zellikleri
N-esnek anlamda calisilamamistir. Bu nedenle, bu boliimde, Demir [2] tarafindan verilen
bir N-esnek acik kiimenin tiimleyen kavrami kullanilarak, Tanim 2.16’dakinden farkli bir
sekilde N-esnek kapali kiimeler yeniden tanimlanacak ve ilgili 6zellikleri arastirilacaktir.
Ayrica, bir N-esnek siirekli doniisiim ve bir baslangic N-esnek topoloji kavramlari

verilecektir.

Tamm 3.1. (0,1, N, 1) bir N-esnek topolojik uzay ve (u,I', N) € SN(®,T) olsun. (u,I,N) €
T ise (u,I', N)’ ye @’da bir N-esnek kapali kiime denir.

Teorem 3.2. (O,I',N,7) bir N-esnek topolojik uzay olsun. Bu durumda, asagidaki
ozellikler saglanir:

(Nscy) (©9,I',N), (Oy-1,I', N) N-esnek kapali kiimelerdir.

(Nsc>) Herhangi iki N-esnek kapali kiimenin birlesimi bir N-esnek kapali kiimedir.
(Nsc3) N-esnek kapali kiimelerden olugan herhangi bir ailenin kesisimi bir N-esnek kapali

kiimedir.

Ispat. Bu 6zellikler De Morgan kurallarindan ve N-esnek acik kiimelerin (Nst;) — (Nst3)

ozelliklerinden kolay bir sekilde gosterilir. O

Tanmmm 3.3. (O,I',N,7) bir N-esnek topolojik uzay ve (u,I,N) € SN(@®,T) olsun.
(u,T',N)’nin bir N-esnek kapanisi, (u,I,N)’yi igeren tim N-esnek kapali kiimelerin
kesisimidir ve (u,I',N) ile gosterilir. (u,I', N) N-esnek kiimesinin (u,I', N)’yi iceren ®

tizerindeki en kiiciik N-esnek kapali kiime oldugu aciktir.

Teorem 3.4. (®,T, N, ) bir N-esnek topolojik uzay ve (u,I", N), (o, T,N) € SN(®,T) olsun.

Bu durumda, asagidaki ozellikler saglanir:

(1) (©,I',N) =(09,I',N) ve (Oy-1,I',N) = (Oy_1,I',N).
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(ii) (T, N) € (. T, N).

(iii) (u,IT', N) bir N-esnek kapali kiime & (u,T, N) = (u,T, N).
(iv) (u,T,N) = (u,T, N).

(v) (u,I',N) C (0,T,N) ise (iu,T,N) C (o, T, N).

(vi) (u,I,N)U(o,I,N) = (u,I,N)u (o,T',N).

(vil) (u,I',N)r(o,I',N) E (u,I',N)r1(o,I',N).

Ispat. (i), (ii) ve (v) 6zellikleri N-esnek kapanis tanimindan hemen gelir.

(ii1) (u,I', N) bir N-esnek kapal1 kiime olsun. m, (u,I', N)’yi iceren O iizerindeki
en kiigiik N-esnek kapali kiime oldugundan (u,I, N) C (u,I',N) olur. Boylece, (ii)’den
(u,T,N) = (u,T,N) oldugu takip edilir. Tersine, (u,I,N) = (u,I',N) olsun. (u,I,N) bir
N-esnek kapal1 kiime oldugundan (u,I', N) bir N-esnek kapali kiimedir.

(iv) (u,I', N)’nin bir N-esnek kapali kiime oldugu gerceginden takip edilir.

(vi) Ozellik (v)’den (u,T,N) € (u,I,N)U(o.T,N) ve (0.T,N) E (u.I,N)U(o.T,N)
bulunur. Buradan, (u,I',N)U (o, I',N) C (u,I,N)u(o,I',N) elde edilir. Diger yandan,
w,I,N)U(o,I',N), (u,I',N)LU (o,',N)’yi iceren en kiicilk N-esnek kapali kiime
oldugundan ve (u,I', N)U (o,I',N) E (u,I', N) U (o, I', N) ifadesinden (u,I', N) Ll (o, I, N) E

(u,T,N)u (o,T',N) elde edilir. Boylece, (vi) esitligi saglanir.

(vii) N-esnek kapanig tanimindan ve 6zellik (v)’den agiktir. O

Teorem 3.5. Asagidaki 6zelliklere sahip olacak sekilde her bir (u,I', N) € SN(®,T) N-esnek
kiimesini bir bagka (u,T, N) € SN (®,T) N-esnek kiimesine tasiyan bir operatér diisiiniilsiin:
(Nscor) (u.T,N) € (u,T,N),

(Nscop) (u,I',N) = (u,I', N),

(Nsco3) (u,I',N)U (o, I',N) = (u,I,N) U (o,I,N),

(Nscos) (@0, N) = (€, T, N).

Bu durumda,

r={(I.N)eSV@©.I): WI,NY = wI.N)}

ailesi O iizerinde bir N-esnek topolojidir ve her (u,I', N) € SN@O,I) icin, (u,I’, N) N-esnek
kiimesi (®,I', N, ) N-esnek topolojik uzayinda (u,I', N)’nin bir N-esnek kapanisidir.

Bu operatore bir N-esnek kapanis operatorii denir.
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Ispat. Teoremin ilk kismim ispatlamak icin N-esnek kapali kiimelerden olusan bir
C= {(y,F, N): m = (,u,I“,N)} ailesinin (Nsc1) — (Nsc3) ozelliklerine sahip oldugunu
gostermek yeterlidir. Her (u,I', N) E (On—1,I,N) i¢in m C (®y-1,1,N) oldugundan
(®n_1,I,N) C (Oy_1,T,N) olur ve bu durum (Nscoy) 6zelligi ile birlikte (@y_1,T,N) =
(On-1,I,N) oldugunu gosterir. (Nscos) yardimiyla (©9,T,N) = (0y,T',N) ve buradan C
ailesi (Nscy) ozelligine sahiptir.

(u,I',N),(o,I',N) € C alinsin. (Nsco3) geregince

W LLN)U (o5 TLN) = @I, N)U (o, T, N) = (u,T,N) LU (o, T, N)

ve bu da (u,I,N) L (0,I', N) € C oldugunu gosterir. O halde, C ailesi (Nscp) 6zelligine
sahiptir.

(Nscos) ozelligi geregince

(u,T,N)C (o,T,N) ise (u,I,N)C (o, T, N) 3.1)

ifadesine sahip olundugu belirtilsin. Gercekten, (u,I',N) C (o,I,N) ise (u,I,N)U
(o,I'N) = (o,T',N) ve (u,I,N)u (o,I',N) = (u,I,N)uU(o,I',N) = (o,I',N) olur. Son
esitlikten, (u,I', N) C (o,I',N) elde edilir. Simdi, / C N olmak iizere, C deki kiimelerden
olusan bir {(u;,I',N)}ie; ailesi alinsin, yani i € [ ig¢in m = (u;,I',N) olsun.
[Niesui, I, N) E (u;,I', N) oldugundan ve (3.1) yardimiyla [ |,¢;(wi, I, N) E (u;,I,N) =
(;,T,N) bulunur. Buradan, [J;c;(;, [, N) C [Nies(ui- T, N) elde edilir. Ozellik (Nscoy)

ile birlikte son icerme ifadesinden m = lie;(i, I, N) saglanir. Boylece, C ailesi
(Nsc3) ozelligine de sahiptir.

(®,T', N, 1) N-esnek topoloji uzayindaki bir (i, I, N) N-esnek kiimesinin N-esnek kapanisi
c((u,I',N)) ile sembolize edilsin. Bu durumda, her (u,I',N) € SN@®,T) icin c((u, I, N)) =
(u,T,N) oldugu gosterilsin. Bunun igin, (Nsco) 6zelliginden, her (u,I', N) € S¥(®,T) icin
(u,T,N) € C ve buradan ¢((1,T", N)) C (1, T, N) elde edilir. Diger yandan, (u,I", N)’yi iceren
® iizerindeki her (n,I', N) N-esnek kapali kiimesi i¢in (3.1)’den, (u,I',N) C (,I',N) =
(n,I', N) saglanir. Bu takdirde,

@M E | [{01.T,N) : (7,7, N) N-esnek Kapah kiime ve (1, T, N) € (7,T, N)}

= c((u.I,N)).
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Buise c((u,I',N)) = (u,I', N) oldugunu ispatlar. O

Teorem 3.6. (O,I',N,7) bir N-esnek topolojik uzay ve (u,I',N) € SN(@®,I) olsun. Bu
durumda,

(@) ((I.N)°)" = (TN

(i) (.T.N))" = ((.T.NY)’.

Ispat. Onerme 2.11 (iv) ve Teorem 3.4 (v)’den agiktir. o

Tanmm 3.7. (®,I',N, 1), (V,Q,N,1>) iki N-esnek topolojik uzay ve u, : (®,I,N,71) —
(0, Q, N, 77) bir N-esnek doniisiim olsun. Her (0, Q, N) € 73 icin ugl(o:Q,N) €Ty ise u,’ya

bir N-esnek siirekli doniisiim denir.

Ornek 3.8. ® =T ={0,1,2} olsun. I' parametreler kiimesine sahip @ iizerinde asagidaki

(u1,T,3) ve (01,T,3) 3-esnek kiimeleri diisiiniilsiin: Her p € I ve her x € © i¢in,

s 0, 0<x<p; 1= p—x, 0<x<p;
px — px —
X—p, <2 0, p<x<2.

Bu durumda, 71 = {(®,I',3),(02,1',3), (u1,1,3),(01,17,3), (1,1, 3) L (01,1, 3)} ailesi ®
tizerinde bir 3-esnek topolojidir.

Diger yandan, T = Q = {a,b, c} olsun ve

(12,Q,3) = {(a, {(a,0),(b,1),(c,2)}),(b,{(a,0),(b,0),(c, D}, (e, {(a,0),(b,0), (C,O)}>},
(02,Q,3) = {(a, {(a,0),(b,1),(c,2)}),<b,{(a, 1),(b,0),(c, D}).(c.{(a,2),(D, 1), (C,O)}>}

olacak sekilde Q parametreler kiimesine sahip 1 iizerinde (u,€,3) ve (02,€2,3) 3-esnek
kiimeleri alinsin. Buradan, 5 = {(9, <, 3), (T2,Q,3), (12,Q,3),(02,€,3)} ailesi Y iizerinde

bir 3-esnek topolojidir. Simdi,

u(0) = a, u(l)=>o, u2)=c,

a0 =a, al)=b, a@)=c

yardimi ile bir 1, : (0,1,3,71) — (V,Q,3,77) 3-esnek doniisiimii tanimlansin. Boylece,
ua‘l(yz,Q,3) = (u1,I,3) ey ve ugl(02,9,3) = (u1,I,3) U (01,1,3) € 71 oldugundan u,

3-esnek doniisiimii bir 3-esnek siireklidir.
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Onerme 3.9. (1U1)q, : (O,I,N,71) = (T, Q,N,12) ve (112), : (T,Q,N,72) — (E,A,N,73) iki
N-esnek siirekli doniisiim ise up o1y : @ — Zve apoay : I'— A olmak iizere (112)q, 0 (111 )q, =

(12 0 U )(ap0qp) : (O,I,N,71) — (E,A, N, 73) bilegkesi de bir N-esnek siirekli doniigiimdiir.
Ispar. Her (7.A.N) € SNE.A) igin (1 0!, (1.AN) = ()5 ()7} (1.A.N))
oldugunu ispatlamak yeterlidir. Buradan, her p € T" ve her x € ® icin

-1
(uz0uy )(“2°n1 )(77) o

wa(dm) o
px = by Ve €

px T Tar(pu(x) T Taa(ar(p)uz(ur(x))

oldugundan istenilen esitlik saglanir. O

Onerme 3.10. Bir 1, : SO, — SY(r,Q) N-esnek doniisiimii alinsin ve (u,I',N) €
SN@O,T) ve (o, Q,N) € SN (", Q) olsun. Bu takdirde, asagidaki sonugclar saglanir.

(1) (ua(,u’ r’ N))r ; ua(/'l’ r’ N)r
(i) i (o, QN)) =17 (o, Q,N)".

Ispat. Tanim 2.10’dan ve Teorem 2.13’den kolay bir sekilde takip edilir. O

Teorem 3.11. (O,I',N, 1) ve (T,Q, N, 17) iki N-esnek topolojik uzay ve u, : (®,I',N,71) —
(0, Q, N, 1) bir N-esnek doniisiim olsun. Bu durumda, asagidaki ifadeler denktir:

(1) uq, N-esnek siireklidir.

(i1) Y tizerindeki her (0, Q, N) N-esnek kapal1 kiimesi icin 1151(0',Q,N) ® {iizerinde bir
N-esnek kapali kiimedir.

(iii) Her (u,T,N) € S¥(®,T) igin uy(u, T, N) C uo(u, T, N).

(iv) Her (o, Q,N) € SV(T, Q) igin 17 (0, Q, N) T u; (0, O, V).

(v) Her (0, Q,N) € S¥(7,Q) igin u; ! (0, Q,N)° C (7 (0, Q, N))°.

Ispat. (i) = (ii) aciktur.
(i) = (iii) oldugu ispatlansin. ua‘l(ua(,u,F,N)) N-esnek kiimesi, (¢, I, N)’yi iceren bir

N-esnek kapal kiimedir ve dolayistyla (u, I, N) C 1 ' (u,(u, T, N)). Bu ise

(i1, T, N) E 1,(1t; L (1141, T, N))) E (11, T, N)

oldugunu ifade eder.

(i11)) = (iv) oldugunu ispatlamak i¢in (u,I',N) = ua_l(a,Q,N) N-esnek kiimesi (iii)’ye
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uygulansin. Buradan,

1, (17 (o, Q,N)) C (17 (0, Q,N)) C (0, Q,N)

icermesi elde edilir ve dolayisyla 117! (o, Q, N) C u; ! (0, Q, N) bulunur.
(iv) = (v) oldugunu ispatlamak icin (o, Q,N)" N-esnek kiimesi (iv)’ye uygulansin. Bu

takdirde, ugl(a,Q,N ) C ua_l(o: Q,N)" elde edilir ve dolayisiyla

1 o, QN =1 (0, QN = (0] (0, QN

C (u; (o, QN)) = ((ua—1 (o-,Q,N))r)r

= (ua_l(O',Q,N))"

saglanir.

Teoremin ispatim1 tamamlamak i¢in (v) = (i) oldugunu gostermek kalir. Her (0, QQ,N) € 73
icin (0, Q,N) = (0, Q, N)° bulunur ve (v)’den ;' (0, Q,N) C (11; ' (0, Q, N))? takip edilir.
Boylece, (17! (0, Q,N))° = u;' (0, Q,N), yani u; ' (0, Q,N) € 71 elde edilir. O
Teorem 3.12. u,: (®,I',N,71) — (,Q, N, 17) bir N-esnek doniisiim ve B ailesi 7 icin bir
N-esnek taban olsun. Bu durumda, 11,’nin bir N-esnek siirekli doniigiim olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul her (o, Q,N) € B icin ugl (0, Q,N) € 71 olmasidir.

Ispat. N-esnek taban tanimindan ve Teorem 2.14 (iv)’den hemen takip edilir. m|

Tanim 3.13. (®,I', N, 7) bir N-esnek topolojik uzay ve S, 7’nun bir alt ailesi olsun. &’daki
N-esnek kiimelerin sonlu arakesitlerinden olusan bir aile 7 icin bir N-esnek taban oluyorsa

S ailesine 7 i¢in bir N-esnek alt taban denir.

Teorem 3.14. (®¢,I,N),(®y_1,I', N) € S olacak sekilde @ iizerindeki N-esnek kiimelerden
olusan bir & ailesi alinsin. Bu durumda, asagidaki 7 ailesi ® iizerinde bir N-esnek

topolojidir:

T:{U[ﬂw;ﬂ,m

ie] \meA;

(", T,N) €S, Jkeyfi, A; sonlu indeks kiimesi ;.

Ispat. Ispat aciktir. o
Tanmm 3.15. (u,T,N) € SN(®,T) ve (0,Q,N) € S¥(T,Q) olsun. (u,T,N) X (5, Q,N)

N-esnek carpimu bir I' X Q) parametre kiimesine sahip ® X Y {izerindeki bir (u X o,I' X Q, N)
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N-esnek kiimesidir. Burada, her (p,k) € I' X Q ve her (x,y) € ® XY i¢in

UXT _ . M
oty = Mintlpe )

olarak tanimlanir.

Ornek 3.16. O, = {xl,x’l}, 0, = {xz,x’z}, = {pl,p'l} vel, = {pz,p’z} olsun. Sirasiyla I'y

ve I'» parametreler kiimesine sahip ®; ve ®; lizerinde asagidaki gibi iki 5-esnek kiime

diisiiniilsiin:

1T1,5) = {(p1 (e, 2), (1L DD, (P ((1,3), (3, 3D
ve

(:T2,5) = {(p2, {(x2,0), (x, DI, (P {(x2, 1), (x5, D).
Bu takdirde,

(ux0o,I'1 xI,5) = {((PI’PZ), {((x1,%2),0), ((x1,%5), 1), ((x],x2),0), ((x], x5), D}),
((p1, P2, 1((x1,x2), 1), ((x1,%5), 1), ((x], x2), 1), ((x], x5), DY),
(P}, 2): {((x1,%2),0), ((x1, x5), 1), (x], x2),0), ((x], x3), D},
(P} P> 1((x1,x2), 1), ((x1,%3), D), ((x], x2), 1), ((x], x3), 1)}>}-

Not 3.17. i € {1,2} olmak iizere uf 101 X0, > 0; ve af : ' xXI'y = T izdiistim doniisiimleri

alinsm. (u,I'1,N) € SN@;,T)) ve (0,2, N) € SN(©,,T,) olsun. Genel olarak, (uf)azla(u X
o, 1 xI'p,N) ve (u’z’)ag(y x o,y XI'y, N) N-esnek kiimeleri sirasiyla (u, ', N) ve (0,12, N)

3 Wh) p(uxar)
N-esnek kiimelerine esit olmak zorunda degildir. Gergekten, Ornek 3.16 da, £ pllxl ! =
1#2= f’;m olmasi sebebiyle (uf)azlo(,u xo,I'y XI2,5) # (u,I'1,5) bulunur. Diger yanda,

() (1, N) = (X (@2)y-1,T1 X T2, ),

(u’;’);g(a,rz,zv) = ((®1)N-1 X0, T'1 XTI, N)

oldugu kolay bir sekilde goriiliir.
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Tamm 3.18. {((;,Q;, N, T)}ics, N-esnek topolojik uzaylardan olusan bir aile ve her bir
i€ J igin (1) : SN@®,T) - (1;,Q;, N, ;) bir N-esnek doniisiim olsun. Bu durumda,
S = {(ui)a_il(U,Qi,N) (0, Q;,N)eT;,i€ J} N-esnek alt tabanmindan {iiretilen T N-esnek
topolojisine {(1;)q}ics N-esnek doniisiimleri ve {(1;,€;,N,7i)}ic; N-esnek topolojik

uzaylari tarafindan iiretilen ® {izerinde bir baslangi¢c N-esnek topoloji denir.

Not 3.19. {(u)q, : SV(O,1) = (Y, Q;,N,7)| _, ailesi ile iiretilen © iizerindeki bir
baslangi¢ N-esnek topolojisinin her bir i € J i¢in (1;),, N-esnek doniisiimlerini N-esnek

stirekli yapan O iizerindeki en kaba N-esnek topoloji oldugu agiktir.

Tamm 3.20. {(O;,I;,N,7;)},c;, N-esnek topolojik uzaylardan olusan bir aile olsun. Bu
durumda, u? : [];c;®; = ©; ve of : [[;e;Ti — T izdiisiim doniisiimleri olmak iizere,
{(uf7 )aip }iEJ ailesi ile tiretilen ® = [[,c; ®; iizerindeki baslangi¢c N-esnek topolojisine ©
tizerinde bir ¢carpim N-esnek topoloji denir.

Teorem 3.21. {(®;,I';, N,7;)},c;, N-esnek topolojik uzaylardan olusan bir aile ve 77, ©® =
[[;cs ©; lizerinde bir carpim N-esnek topoloji olsun. Bir (1,Q, N,7) N-esnek topolojik
uzay1 diisiiniilsiin ve bir u, : (C,Q,N,7) — (0,1, N,77) N-esnek doniisiimii alinsin. Bu

takdirde, 1, nin N-esnek siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her i € J icin (uf7 )o? O Uq :

(r,Q,N,7) — (0;,I';, N, 7;) N-esnek doniisiimiiniin N-esnek siirekli olmasidir.

Ispat. Not 3.19°dan ve carpim N-esnek topoloji tanimindan kolay bir sekilde ispatlanir.

O

Teorem 3.22. {(O;,I';, N,7)}ics, {((;,Q;, N, T;)}ie 7 iki N-esnek topolojik uzaylar ailesi ve
(©,I,N, 7)), (T, Q,N,7}) sirasiyla onlarin ¢arpim N-esnek topolojik uzaylar olsun. Her
i€ Jigin (1) : (@;, 1, N, 1i) = (i, Q. N, T;) N-esnek doniisiimii alinsin. Bu takdirde, her
i € J igin, (1;),; N-esnek doniisiimii N-esnek siirekli ise (U)o = [[;c; (1), 1 (O,T, N, Tf )—
(T,Q,N, T’z’ ) carpim N-esnek doniisiimii N-esnek siireklidir.

Ispat. Bir carpim N-esnek doniisiimii asagidaki gibi tanimlansin: Her bir x € © = [];c; 0;
icin, (W’ (x)); = ui(uf’ (x)), yani her bir x € ® icin u”(x), T = [[;c; T;’de bir noktadir ve
bu noktanin her i € J i¢in 7’inci bileseni ui(ul’.’ (x)) seklindedir. Benzer sekilde, her bir
sel =[];ey T icin, (a?(s)); = ai(af(s)), yani her bir s € I' icin a”(s), Q = [];c; Q;’de bir
noktadir ve bu noktanin her i € J icin i’inci bileseni ai(af7 (s)) seklindedir. Boylece, carpim
N-esnek doniisiimiiniin N-esnek siirekli oldugu Onerme 3.9°dan ve Teorem 3.21’den takip

edilir. O
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4. YENI N-ESNEK TOPOLOJIiK ALT UZAYLAR

Klasik alt uzaylarda kapali kiimeler icin korunan bazi temel sonuglar, Riaz ve dig. [1]
tarafindan onerilen N-esnek topolojik alt uzaylarda saglanmamaktadir. Bu nedenle, yeni bir
N-esnek topolojik alt uzay kavram verilerek ilgili temel 6zellikleri ¢alisilacak ve drnekler

yardimut ile bu 6zellikler desteklenecektir.

Tamm 4.1. (O,I',N,7) bir N-esnek topolojik uzay ve (u,I',N) € SN(@®,T) olsun. Bu
durumda, 7, = {(u,I',N)M(o,T',N) : (o,I',N) € 7} olmak iizere, ((u,I',N),7,) ikilisine
(®,T, N,7)’nun bir N-esnek topolojik alt uzayi denir.

7, ailesinin (@, I, N), (u,I', N) € 7, ile birlikte sonlu kesigimler ve keyfi birlesimler altinda
kapali olduguna dikkat edilsin. Buradan, 7, ailesi bir N-esnek topolojidir ve bu topoloji

N-esnek alt uzay topolojisi olarak adlandirilir [1].

Tanm 4.2. Bir ((u,I',N),7,) N-esnek topolojik alt uzayinin her bir iiyesine (u,I', N)’de
bir N-esnek agik kiime denir. (¢,I',N) C (u,I',N) ve (u,I'N)o(5,I',N) € 7, ise (¢,I',N)
N-esnek kiimesine (u,I", N)’de bir N-esnek kapali kiime denir.

Klasik anlamdaki bir (X, 7) topolojik uzayinda ®’nin bir A alt kiimesi verilsin. Bu durumda,
T alt uzay topolojisindeki bir kiimenin kapali olmasi icin gerek ve yeter kosulun bu
kiimenin ®’daki bir kapali kilmeyle A’ nin kesisimine esit olmasi1 gerektigi bilinir. Fakat,
N-esnek topolojik alt uzaylar i¢in benzer bir durum diisiiniildiigiinde, asagidaki ornekte

gosterildigi gibi bu durum her zaman gegerli degildir.

Ornek 4.3. © = {x,x2} ve I = {p1, p»} olsun.

(u1,,5) = {[(p1 A, 1), (62, 3)D, (P2, ((x1,3), (22,201,
(12,T,5) = {1, 4Gt 1), (62,201, (P, ((31,2), (12, D)

olmak iizere (u1,I,5), (u2,I',5) € S3 (®,T") alinsin. Bu takdirde,

7={(04,I,5),(00.I,5), (1.1, 5), (u2,T’, 5)}
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ailesi O iizerinde bir 5-esnek topolojidir.

(1, I,5) = {1, {(x1,2), (x2,2)}), (p2,{(x1,3), (x2, DH}

olacak sekilde (@4, P,5)’in bir (u,I',5) 5-esnek alt kiimesi diisiiniilsiin. Buradan,

T = {(w,1,5),(00,1,5), p1, {(x1, 1), (x2,2)}), {2, {(x1,3), (x2, DD}, (2, T, 5)}

olmak iizere bir ((u,I',5),7,) 5-esnek topolojik alt uzay1 elde edilir. Diger yandan, (¢,I',5) =
{(p1,{(x1, 1), (x2,0)}),{p2,{(x1,0),(x2,0)})} 5-esnek kiimesi (u,I',5)’de bir 5-esnek kapali
kiime olmasina ragmen (i, I',5) ile kesisimi (g,I',5)’e esit olan ®@’da bir 5-esnek kapali

kiime yoktur.

Dolayisiyla, bu eksikligi giderebilmek i¢in daha gii¢lii bir N-esnek topolojik alt uzay

kavrami tanimlanir.

Tanim 4.4. (0,1, N,7) bir N-esnek topolojik uzay ve (u,I',N) € SN(®,T) olsun.
7, ={(w,IN)N(o,I,N) : (0,I',N) € 7} ailesi asagidaki kogullar1 saghyorsa ((u,I',N),7,)

ikilisine (®,I, NV, 7)’nun bir giiclii N-esnek topolojik alt uzayi denir:

(s1) K ailesi ®’daki N-esnek kapal1 kiimelerden olusmak iizere, her (7,I',N) € 7, i¢in
w.I',Nye(n,I',N) = (u,I', N)M(s,,T',N) olacak sekilde bir (g,,I', N) € IC vardur.

(s2) Her (£,T,N) € K igin (u,I',N)e ((u,I',N)(¢£,I,N)) = (u,I',N) M (0¢,T', N) olacak
sekilde bir (o¢,I', N) € T vardir.

Ornek 4.5. (®,T,5,7), Ornek 4.3’de tanimlanan bir S-esnek topolojik uzay olsun.
(04,1',5)’1in asagidaki gibi bir (u,I',5) S5-esnek alt kiimesi tanimlansin:

(1, 1,5) = {(p1,{(x1,4), (02,001, (P2, {(x1,0), (x2, D1} .

Buradan,

Ty = {(,u,l",5),(®0,F,5),{<p1,{(X1, D), (x2,0)1),{p2,{(x1,0), (x2,2)P)},
{1 AGe, D, (02,001, (p2,{(x1,0), (x2, 1)}>}}

olacak sekilde (®,I,5,7) nun bir ((u,I',5),7,) gii¢lii 5-esnek topolojik alt uzay: elde edilir.
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Ornek 4.6. © nesnelerin bir kiimesi, I’ parametrelerin bir kiimesi ve N > 1 olsun. «a €

{0,1,...,N —1} ile birlikte her p € " ve x € ® icin
f’;(; =a
olacak sekilde bir (u*,I", N) N-esnek kiimesi tanimlansin. Bu durumda,
T={Ww*,N):a€{0,1,...N-1}}

ailesi O iizerinde bir N-esnek topolojidir. Simdi, asagidaki gibi bir (o, I', N) N-esnek
kiimesi diisiiniilsiin: A, ®’nin bostan farkli klasik bir alt kiimesi olmak iizere,

te{l,...,N—1} ile birlikte her p € I" ve her x € O icin,

o 0, x¢A;
P t, x€A.

Bu takdirde, ((o,I',N),75), (O,I',N,7) N-esnek topolojik uzayin bir giicli N-esnek
topolojik alt uzayidir. Gergekten de, (,I',N) € 7, olsun. Buradan, & € {0, 1,...,¢} ile

birlikte her p € I ve her x € ® i¢in

0, x¢A;
0 =
px

h, xeA

olur. O halde, (o, T,N)e (#,T,N) = (u'™",T,N) 11 (c,T,N) sebebiyle ve (1! T,N)" =
uN=1=0=1 T N) € 7 oldugu gergeginden (s;) 6zelliginin saglandig1 takip edilir.

Simdi, (¢£,T', N) € K olsun. Bu durumda, (£,T', N) € 7 elde edilir ve dolayisiyla (¢,I,N) =
(u*,T',N) saglayan bir a € {0,1,...,N — 1} bulunur. ((o,I',N)o ((¢£,T,N) N (o,T',N)))
N-esnek kiimesi, her p € I" ve her x € O i¢in,

0, xé¢A;
5(;)69(6"0) _

t—min{a,t}, x€A

ile tanimlanir. min{a,t} = ¢ ise ((o,T,N)e ((¢£,T,N)n (o,I,N))) = (o, T,N) N (,uO,F,N)
olacak sekilde bir (u°,T', N) € T vardir. min{a, t} =  ise ((o,T, N)o ((¢,T,N)N (o, T, N))) =
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(o, I,N) (u'~%,T",N) olacak sekilde yine bir (u"~%,T', N) € 7 vardir. Boylece, (s2) dzelligi

de saglanir.

Teorem 4.7. ((u,I',N),7,), (®,I',N,7) N-esnek topolojik uzaym bir giiclii N-esnek
topolojik alt uzay1 olsun. Bir (¢,I',N) C (u,I', N) N-esnek kiimesinin (u,I", N)’de N-esnek
kapal1 olmasi icin gerek ve yeter kosul (¢,I', N) = (u,I', N) M (£,I', N) olacak sekilde ®’da
bir (£,1°, N) N-esnek kapali kiimesi olmasidir.

Ispat. Gerek ve yeter kosul, sirastyla (s1) ve () dzellikleri kullanilarak kolay bir sekilde

gosterilir. m|

Yardimci Teorem 4.8. (u,I',N),(o,I,N),(n,I',N) € SN(®,T) olsun. Bu durumda,

(. I, N)N (o, T, M) o (. T, N) 1 ((w.I',N) M (0, ', N)))

= (LN e (@I MN I N))N((e.I,N)e(@.I,N)N(o,I,N))).

Ispat. p €T ve x € @ olsun. 9, < )

px < {py alinsin. Buradan, asagidaki 3 durum disiiniilsiin:

Durum 1. £, < fzx < f‘lﬁx olsun. Dolayisiyla, yukaridaki esitligin sol tarafi £, — €7, =0 ve

sag tarafi min{(€,, — £},), (€5, — £5,)} = 0 olur.

Durum 2. £, < £5, < £}, olsun. Bu takdirde, yukaridaki esitligin sol tarafi £5, — €} ve sag

tarafi min{(f’;x - {’Zx), (é’gx - fzx)} = é’gx - fzx bulunur.
Durum 3. {7, < by <€

sag tarafi min{ (f‘lﬁx — {’Zx), (fgx - é’gx)} =0 elde edilir.

x olsun. O halde, yukaridaki esitligin sol tarafi £7, - £7, =0 ve

6’5 « <L), ise aymi siireg tekrar edilerek ispat sonlandirilir. O

Onerme 4.9. ((u1,T,N),7y,) ve (u2,I',N),7,), (©,I', N,7) N-esnek topolojik uzayin iki
gliclii N-esnek topolojik alt uzay1 olsun. Bu durumda, ((u1 Mu2,I,N), 7yymu, ), (©,1,N, 1)
N-esnek topolojik uzayin bir giiclii N-esnek topolojik alt uzayidir.
Ispat.

T/.l1|_|/.12 = {((/’ll HMZ)’FaN) I_l (0-7F’N) : (0-7F7N) € T}

ailesinin (s1) ve (sp) 0zelliklerine sahip oldugu gosterilsin.

(s1) ,I',N) € 74, olsun. Bu durumda, (i7,I',N) = (1 Mu2),I',N) M (o, I, N) olacak
sekilde bir (o,I', N) € 7 vardir. (¢1,I,N) ve (&,I°,N) ®@’da N-esnek kapali kiimeler olmak
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tizere, Teorem 4.7 ve Yardimci Teorem 4.8°den,

((u1 Mp2), T, Ny (1 Mp2), IN) 1 (0, T, N))

= ((1,IN)o ((u1,I,N) (o, I, N)) N ((u2, I, N) © (2, T, N) M (0, ', N)))
= ((u1, T, N)N (€1, N) N (2. T, M) (£2.T,N))

= (1, I, N) N (2, T, N)) N (61,1, N) 1 (£2.T, N))

= ((u1 Mu2),T,N)N((61M&2),T,N)

takip edilir. (Nsc3) kosulu geregince ve ((¢1 M&),I,N), ®’da bir N-esnek kapali kiime

oldugundan (sy) 6zelligi saglanir.

(s2) (£,T,N) € K olsun. (o1,I,N) ve (02,1, N) ®’da iki N-esnek acik kiime olmak iizere,

Teorem 4.7 ve Yardimci Teorem 4.8 kullanilarak

(1 M), T, N)© (1 Mp2), I, N) (€T, N))

= (u1,T,N) e ((u1,I, NN (&I, N)) N (2, T, N) © (2, T, N) M (£, T, N)))
= (1, T,N) (o1, T, N) N (2, T N) M (02, T, N))

= (i, TN A2, T, N)) 1 (o1, T, N) M (02,1, N))

= ((,ul I_I,uz),r,N)l_I((O'] |_|0'2),F,N)

oldugu goriiliir. (Nst3) kosulu yardimu ile ((o-1 M o2),I, N) € 7 olur. Bu da ispati tamamlar.

O
Sonraki 6rnek, ((u1,I',N),7,,) ve ((u2,I',N),74,), (©,I',N,7) N-esnek topolojik uzayin

iki gii¢lii N-esnek topolojik alt uzayi ise ((u1 Up2,I, N), 7y 1u,) nin her zaman bir giiclii

N-esnek topolojik alt uzay olmadigini gosterir.

Ornek 4.10. © = Z ve I keyfi parametreler kiimesi olsun. Ornek 4.6’dan, T = {(u®,T,6) :
a €{0,1,2,...,5}} olmak iizere, (®,I',6,7) ailesinin bir 6-esnek topolojik uzay oldugu takip

edilir. Her p € I" ve her x € O icin

- 0, xeZ; 4, xeZ;
L= 2 =
px px

3, xeZ"uU{o}, 0, xeZ"u{o}
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kurali yardimiyla (o1,I,6),(03,1,6) € SO, diisiiniilsiin. Bu durumda, Ornek 4.6
geregince, ((071,I',6),7+,) ve ((02,I',6),74,)’'nin (O,I,6,7) nun iki giiclii 6-esnek topolojik
alt uzayi oldugu bilinir. Diger yandan, ((o1 Uo02,1',6),7¢,10,), (©,1',6,7) nun bir giiclii
6-esnek topolojik alt uzay1 degildir. Gergekten, her p € I" ve her x € ® i¢in f;c,x = 1 olacak
sekilde ®@’da bir (¢,17,6) 6-esnek kapali kiimesi alinsin. Buradan, her p € I" ve her x € ®
i¢in

3, xe€Z7;

pO1H02)S(EN(T1U02)) _ (o Uo2)E
px px
2, xeZ"U{0}

elde edilir. Boylece, (s2) 6zelliginin saglanmadig1 goriiliir.

Teorem 4.11. ((u,I',N),7,), (O,I',N,7) N-esnek topolojik uzayin bir giiglii N-esnek
topolojik alt uzayi ve (¢,I', N) C (u,I, N) olsun. Bu takdirde, (¢,I', N) N-esnek kiimesinin
(u,I', N)’deki N-esnek kapanisi (¢,I', N) M (u,I', N) N-esnek kiimesine esittir.

Ispat. Teorem 4.7den kolay bir sekilde ispatlanir. O
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Kapal1 kiimeler, bir kiime {izerinde kurulan topolojinin temel konularin1 olusturdugundan
genel topolojide ¢ok Onemli bir yer tutar. Ayrica, ayirma aksiyomlari, kompaktlik
ve baglantililik gibi bir¢ok topolojik 6zelliklerin calisilmasinda kapali kiimeler 6nemli
katkilar saglar. Diger yandan, siirekli doniisiimler, sadece genel topolojinin degil ayni
zamanda matematigin diger dallarinda da ¢ok etkili bir arastirma konusudur. Ozel olarak,
topoloji alanindaki pek ¢ok arastirmaci, hangi topolojik 6zelliklerin bu doniisiimler altinda
korundugu ile ilgilenmektedir. Bundan dolayi, bircok matematikgi tarafindan, hem siirekli
doniisiimlerin hem de kapali kiimelerin daha giiclii ve daha zay1f formlar1 kesfedilmekte
ve calisilmaktadir.

Bu tez calismasinda, [2]’deki tiimleyen tamimi kullanmilarak yeni bir N-esnek kapali
kiime tanimlanmis ve bazi temel sonuglar1 belirlenmistir. Ayrica, bir N-esnek siirekli
doniisiim kavrami verilmis ve bu doniisiimler ile N-esnek kapali kiimeler arasindaki iligkiler
karakterize edilmistir. Bunun yani sira, bir baglangi¢c N-esnek topoloji tanimlanmistir. Daha
sonra, klasik alt uzaylarda kapali kiimeler i¢in korunan bazi temel sonuglar Tanim 4.1
sebebiyle N-esnek kiime teorisinde saglanmadigindan farkli bir N-esnek topolojik alt uzay
kavramu ileri siiriilmiistiir. Son olarak, ornekler ile 6nerilen sonuclarin kullanilabilirligi
gosterilmisgtir.

Sonraki ¢aligmalarda, N-esnek kapali kiimeler ailesi ve N-esnek siirekli dontistimler
yardimiyla ayirma aksiyomlari, kompaktlik, baglantililik ve parakompaktlik gibi daha
ileri topolojik kavramlar incelenebilir. Ayrica, verilen sonuglar, bulanik N-esnek kiimeler,
bipolar N-esnek kiimeler, tereddiitlii N-esnek kiimeler, nétrosofik N-esnek kiimeler ve
kompleks bulanik N-esnek kiimeler gibi bagka N-esnek modellere genellestirilebilir.
Dahasi, bu bagka N-esnek modeller iizerinde verilen sonucglara uygun olarak topolojik

yapilar elde edilebilir ve karar verme metodlari gelistirilebilir.
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