
N-ESNEK TOPOLOJİK UZAYLARIN BAZI ÖZELLİKLERİ
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SİMGELER ............................................................................................ vii
ÖZET ...................................................................................................... viii
ABSTRACT ............................................................................................ ix
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SİMGELER
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ÖZET

N-ESNEK TOPOLOJİK UZAYLARIN BAZI ÖZELLİKLERİ

Merve OKURER
Düzce Üniversitesi

Lisansüstü Eğitim Enstitüsü, Matematik Anabilim Dalı
Yüksek Lisans Tezi

Danışman: Doç. Dr. İzzettin DEMİR
Aralık 2023, 26 sayfa

Bu tez çalışmasında, Riaz ve diğ. [1] tarafından verilen N-esnek kümelerin topolojik yapısı
çalışılmaya devam edilmiştir. İlk olarak, Demir [2] tarafından önerilen N-esnek kümelerin
tümleyen işlemi kullanılarak N-esnek kapalı kümeler yeniden tanımlanmış ve bu kümelerin
temel özellikleri incelenmiştir. Daha sonra, bir N-esnek sürekli dönüşüm kavramı verilerek
bu dönüşüm ve bir N-esnek kapalı küme arasındaki ilişkiler araştırılmıştır. Ayrıca, N-esnek
dönüşümler ailesi yardımıyla bir başlangıç N-esnek topolojisi elde edilmiştir. Bunun yanı
sıra, yeni bir N-esnek topolojik alt uzay kavramı tanımlanmış ve bu kavramın önemli
özellikleri çalışılmıştır. Son olarak, elde edilen sonuçların daha iyi anlaşılabilmesi için
bazı örnekler gösterilmiştir.

Anahtar sözcükler: Esnek küme, N-esnek küme, N-esnek topoloji, N-esnek süreklilik,
N-esnek kapanış, başlangıç N-esnek topoloji, N-esnek alt uzay.
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ABSTRACT

SOME PROPERTIES OF N-SOFT TOPOLOGICAL SPACES

Merve OKURER
Düzce University

Graduate School, Department of Mathematics
Master Thesis

Supervisor: Doç. Dr. İzzettin DEMİR
December 2023, 26 pages

In this thesis, the topological structure of N-soft sets given by Riaz et al. [1] was further
studied . Firstly, using the complement operation of N-soft sets proposed by Demir [2],
N-soft closed sets were redefined and their basic properties were investigated. Then, the
concept of an N-soft continuous mapping was introduced, and the relations between this
mapping and an N-soft closed set were determined. Also, by a family of N-soft mappings,
the initial N-soft topology was obtained. Furthermore, a new concept of N-soft topological
subspace was established and some important properties of this concept were analyzed.
Finally, to better understand the defined concepts, several examples were presented.

Keywords: Soft set, N-soft set, N-soft topology, N-soft continuity, N-soft closure, initial
N-soft topology, N-soft subspace.
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1. GİRİŞ

Hayatımızın birçok alanında, iyi, güzel, uzun gibi kişiden kişiye veya duruma göre

değişiklik gösteren ve matematiksel anlamda tam olarak ifade edilemeyen çeşitli belirsiz

kavramlar vardır. Klasik mantık ile belirsizlik içeren bu kavramların matematiksel olarak

modellenmesi mümkün değildir. Bu kavramları matematiksel olarak modellemek ve

bunlara sistematik çözümler üretmek için araştırmacılar her geçen gün yeni teoriler ortaya

atmaktadır. Bu teorilerden bazıları olasılık teorisi, aralık matematiği, bulanık küme teorisi

ve kaba küme teorisidir. Her bir teorinin güçlü olduğu uygulamalar bulunmasının yanı sıra

kendine özgü zorlukları da vardır.

Bu teoriler arasında en dikkat çeken Zadeh [3] tarafından ortaya atılan bulanık kümeler

teorisidir. Bu teoride Zadeh, doğruluk değerleri kümesini [0,1] reel sayılar aralığına

genelleştirmiştir. Böylece bulanık kümelerde bir elemanın bir kümeye ait olma değeri

daha duyarlı bir şekilde ifade edilmiştir. Bir bulanık küme onun üyelik fonksiyonu yardımı

ile tanımlanır. Diğer teorilerde olduğu gibi bulanık kümeler teorisinin de bir zorluğu

vardır. Molodtsov [4]’a göre üyelik fonksiyonu bireysel olarak belirlendiğinden her bir

durum için bir üyelik fonksiyonu inşa etme zorluğuyla karşılaşılır. Bu nedenle, üyelik

fonksiyonu inşasından bağımsız bir kümeler teorisine ihtiyaç vardır. Buradan, Molodtsov

[4] belirsizlik ve kararsızlık modelleri için yeni bir yaklaşım olan ve bulanık kümelerin

sahip olduğu zorluklardan bağımsız bir esnek küme teorisi tanımlamıştır. Daha sonra bu

teoriyi, Riemann integrali, Perron integrali ve ölçüm teorisi gibi birçok alana başarıyla

uygulamıştır. Bu da esnek küme teorisinin özellikle karar verme problemlerinde, tıp ve

bilgisayar bilimlerinde hızlı bir şekilde yükselmesine sebep olmuştur [5–9].

Esnek küme teorisi ve uygulamaları ile ilgili matematiğin birçok alanında çalışmalar

yapılmıştır. Maji ve diğ. [10, 11] karar verme problemlerine esnek kümeler teorisini

uygulamış ve esnek kümelerde bazı işlemler tanımlamıştır. Chen ve diğ. [12] esnek

kümelerde yeni bir parametre indirgeme kavramı vermiştir. Ayrıca, Aktaş ve Çağman [13]

esnek grupları tanımlamış ve esnek kümeyi bulanık küme ve kaba küme ile karşılaştırmıştır.

Ali ve diğ. [14] esnek kümelerin bazı cebirsel işlemlerini incelemiştir. Kharal ve Ahmad
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[15] bir esnek kümenin bir esnek dönüşüm altındaki görüntüsünün ve ters görüntüsünün

özelliklerini araştırmıştır. Sonrasında, Das ve Samanta [16] esnek reel sayıları tanımlamış

ve ilgili özelliklerini incelemiştir. Bunun yanı sıra, esnek küme ve topoloji kavramını

birleştirerek Shabir ve Naz [17] bir esnek topoloji fikrini ileri sürmüş ve esnek topolojinin

bazı özelliklerini elde etmiştir. Bu amaç doğrultusunda, Aygünoğlu ve Aygün [18] bir esnek

topoloji üzerinde esnek kompaktlık ve çarpım esnek topoloji gibi kavramları çalışmıştır.

2021 yılında Al-Shami [19] esnek ayırma aksiyomlarının ilk pratik uygulamasını vermiştir.

Daha sonra, Al-Shami ve diğ. [20] esnek açık kümelerin bir genellemesi olan esnek kısmen

açık kümeler yardımıyla esnek kompaktlık ve esnek bağlantılılık kavramlarını incelemiştir.

Bu çalışmalardan etkilenen birçok araştırmacı esnek topoloji üzerine daha ileri çalışmalar

gerçekleştirmeye devam etmiştir [21–25].

Esnek kümelerin kullanımı nesnelerin ikili değerlendirilmesine imkan tanımasına rağmen

günlük hayatta, ikili olmayan ve sayılabilen veri yapısını içeren birçok karar verme

problemiyle karşılaşmaktayız. Bu ikili olmayan değerlendirme genellikle yıldız sayısı,

noktalar, dereceler veya herhangi bir genelleştirilmiş gösterim gibi çoklu değerlerle temsil

edilebilen derecelendirme veya sıralama durumlarında ortaya çıkmaktadır. Bu durumdan

esinlenen Fatimah ve diğ. [26], günlük yaşamdaki bazı problemlerde ortaya çıkan

derecelendirmenin ve sıralamanın anlamını göstermek için esnek kümelerin genişletilmiş

bir formu olarak bir N-esnek küme fikrini önermiştir. Bu kavramın ortaya çıkmasından

itibaren araştırmacılar N-esnek kümeler üzerine birçok çalışma gerçekleştirmiştir. Riaz

ve diğ. [1] N-esnek kümeler üzerinde bazı yeni işlemler çalışmış ve bir N-esnek topoloji

tanımlamıştır. Dahası, Riaz ve diğ. [27] bir nötrosofik N-esnek küme kavramını vermiş ve

bu kavramı bir karar verme problemine uygulamıştır. N-esnek kümelerin bir genellemesi

olarak Akram ve diğ. [28, 29] bulanık N-esnek küme ve tereddütlü N-esnek küme

tanımlarını ortaya atmış ve çeşitli uygulamalarını elde etmiştir. Daha sonra, Akram

ve diğ. [30, 31] yeni bir karar verme karma modeli olarak sezgisel bulanık N-esnek kaba

küme teorisini önermiş ve N-esnek kümelerde parametre indirgemesi üzerine çalışmıştır.

Kamacı ve Petchimuthu [32] bir bipolar N-esnek küme kavramını vermiş ve bazı karar

verme yaklaşımları kurmuştur. Liu ve diğ. [33] hem nötrosofik belirsiz kümeleri hem de

N-esnek kümeleri genelleyerek nötrosofik belirsiz N-esnek kümeleri tanıtmıştır.

Bu çalışmada, N-esnek kümelerin topolojik yapısı incelenmiştir. Öncelikle, Demir [2]

tarafından verilen sonuçların ışığında, N-esnek kapalı kümeler tanımlanmış ve ilgili
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özellikleri verilmiştir. Daha sonra, bir N-esnek sürekli dönüşüm kavramı tanımlanarak

bu dönüşüm ile N-esnek kapalı kümeler arasındaki ilişkiler belirlenmiştir. Ayrıca, bir

başlangıç N-esnek topolojinin varlığı gösterilmiş ve bundan faydalanarak N-esnek topolojik

uzayların çarpımı araştırılmıştır. Son olarak, yeni bir N-esnek topolojik alt uzay kavramı

verilmiş ve bunun bazı özellikleri karakterize edilmiştir.
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2. GENEL BİLGİLER

Bu bölümde, tezin diğer kısımlarında kullanılacak olan temel tanım ve teoremler

verilecektir. Bu çalışma boyunca, Θ seçeneklerin (nesnelerin) bir kümesi ve Γ’da Θ

için uygun parametrelerin (özelliklerin) bir kümesi olsun.

Tanım 2.1. 2Θ, Θ’nın bir kuvvet kümesi olsun. γ : Γ→ 2Θ bir dönüşüm olmak üzere (γ,Γ)

ikilisine Θ üzerinde bir esnek küme denir.

Diğer bir deyişle, esnek küme Θ’nın alt kümelerinin parametrelerle ifade edilen bir ailesidir.

Her p ∈ Γ için γ(p) değer kümesine esnek kümenin bir p-elemanı denir. Burada, γ(p)

kümesi boş küme veya Θ’nın boş olmayan bir alt kümesidir. Bir (γ,Γ) esnek kümesi

(γ,Γ) =
{
(p,γ(p)) : p ∈ Γ, γ(p) ∈ 2Θ

}
şeklinde ikililer yardımıyla gösterilir [4].

Örnek 2.2. Θ = {x1, x2, x3, x4, x5} arabaların bir kümesi ve Γ = {p1, p2, p3, p4, p5} =

{güzel,ucuz,manuel,benzinli,arkası çıkıntılı} ilgili özelliklerin bir kümesi olsun. Buradan,

bir (γ,Γ) esnek kümesi bir kişinin satın almayı düşündüğü arabaların durumunu aşağıdaki

gibi gösterebilir:

(γ,Γ) =
{
(p1, {x1, x3, x5}) , (p2, {x1, x4}) , (p3, {x3, x4, x5}) , (p4, {x2, x4}) , (p5, {x1, x2, x3})

}
.

(γ,Γ) esnek kümesi Çizelge 2.1’de gösterildiği gibi tablo şeklinde temsil edilebilir:

Çizelge 2.1. (γ,Γ)’nın tablosal gösterimi

(γ,Γ) p1 p2 p3 p4 p5

x1 1 1 0 0 1

x2 0 0 0 1 1

x3 1 0 1 0 1

x4 0 1 1 1 0

x5 1 0 1 0 0
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Tanım 2.3. Θ nesnelerin bir kümesi ve Γ parametrelerin bir kümesi olsun. Ayrıca, N =

{2,3, ...} olmak üzere L = {0,1,2, ...,N −1} sıralı derecelerin bir kümesi olsun. Her p ∈ Γ

ve her x ∈ Θ için bir tek `µpx ∈ L derecesi var olacak şekilde

µ(p) = {(x, `µpx) : x ∈ Θ ve `µpx ∈ L, x’in derecesidir}

şeklinde tanımlanan bir µ : Γ→ 2Θ×L dönüşümü var ise (µ,Γ,N) üçlüsüne Θ üzerinde bir

N-esnek küme denir [26].

Not 2.4. N = 2 olması durumunda N-esnek kümeler ile esnek kümeler çakışır [26].

Bu makale boyunca, Θ üzerindeki tüm N-esnek kümeler ailesi SN(Θ,Γ) ile gösterilecektir.

Örnek 2.5. Θ = {x1, x2, x3} cep telefonların bir kümesi ve Γ = {p1, p2, p3, p4, p5} =

{dizayn, donanım, per f ormans, batarya süresi, kamera} ilgili özelliklerin bir kümesi

olsun.

0 = özelliğe sahip olmama, 1 = düşük, 2 = orta, 3 = yüksek, 4 = en yüksek

olmak üzere L = {0,1,2,3,4} sıralı derecelerin bir kümesi olsun. Uzmanlar tarafından

özelliklerine göre cep telefonlarına atanan dereceler Çizelge 2.2’de verilir. Buradan, bir

5-esnek küme aşağıdaki gibi gösterilebilir:

(µ,Γ,5) =
{
〈p1, {(x1,1), (x2,3), (x3,2)}〉, 〈p2, {(x1,4), (x2,2), (x3,2)}〉,

〈p3, {(x1,0), (x2,1), (x3,4)}〉, 〈p4, {(x1,2), (x2,3), (x3,1)}〉,

〈p5, {(x1,3), (x2,2), (x3,3)}〉
}
.

Çizelge 2.2. (µ,Γ,5)’in tablosal gösterimi

(µ,Γ,5) p1 p2 p3 p4 p5

x1 1 4 0 2 3

x2 3 2 1 3 2

x3 2 2 4 1 3

Tanım 2.6. Θ nesnelerin bir kümesi, Γ parametrelerin bir kümesi ve L = {0,1,2, ...,N −1}

olsun. Bu durumda,
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(i) Her p ∈ Γ ve her x ∈ Θ için Θ0(p) = (x,0) özelliğine sahip Θ0 : Γ→ 2Θ×{0} dönüşümü

olmak üzere (Θ0,Γ,N) üçlüsüne Θ üzerinde bir boş N-esnek küme denir.

(ii) Her p ∈ Γ ve her x ∈ Θ için ΘN−1(p) = (x,N −1) özelliğine sahip ΘN−1 : Γ→ 2Θ×{N−1}

dönüşümü olmak üzere (ΘN−1,Γ,N) üçlüsüne Θ üzerinde bir mutlak N-esnek küme denir

[1].

Tanım 2.7. (µ,Γ,N), (σ,Γ,N) ∈ SN(Θ,Γ) olsun. Bu durumda,

(i) Her p ∈ Γ ve her x ∈ Θ için

`
µ
px ≤ `

σ
px

sağlanıyorsa (µ,Γ,N)’ye (σ,Γ,N)’nin bir N-esnek alt kümesi denir. Bu durum, (µ,Γ,N) v

(σ,Γ,N) ile sembolize edilir.

(ii) Her p ∈ Γ ve her x ∈ Θ için

`
µ
px = `σpx

sağlanıyorsa (µ,Γ,N) ve (σ,Γ,N)’ye iki eşit N-esnek küme denir. Bu durum, (µ,Γ,N) =

(σ,Γ,N) ile sembolize edilir.

(iii) (µ,Γ,N) ve (σ,Γ,N)’nin toplamı (µ,Γ,N)⊕ (σ,Γ,N)=(µ⊕σ,Γ,N) N-esnek kümesidir.

Burada,

`
µ⊕σ
px =


`
µ
px + `σpx, 0 ≤ `µpx + `σpx < N −1;

N −1, `
µ
px + `σpx ≥ N −1

olmak üzere her p ∈ Γ için (µ⊕σ)(p) = {(x, `µ⊕σpx ) : x ∈ Θ} olarak tanımlanır.

(iv) (µ,Γ,N) ve (σ,Γ,N)’nin farkı (µ,Γ,N)	 (σ,Γ,N)=(µ	σ,Γ,N) N-esnek kümesidir.

Burada,

`
µ	σ
px =


`
µ
px− `

σ
px, `

µ
px > `

σ
px;

0, diğer,

olmak üzere her p ∈ Γ için (µ	σ)(p) = {(x, `µ	σpx ) : x ∈ Θ} olarak tanımlanır [1].

Tanım 2.8. (µ,Γ,N1) ∈ SN1(Θ,Γ) ve (σ,Γ,N2) ∈ SN2(Θ,Γ) olsun. Bu durumda,

(i) (µ,Γ,N1) ve (σ,Γ,N2)’nin birleşimi (µ,Γ,N1) t (σ,Γ,N2)=(µ t σ,Γ,max{N1,N2})

N-esnek kümesidir. Burada,

`
µtσ
px = max{`µpx, `

σ
px}
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olmak üzere her p ∈ Γ için (µtσ)(p) = {(x, `µtσpx ) : x ∈ Θ} olarak tanımlanır.

(ii) (µ,Γ,N1) ve (σ,Γ,N2) nin kesişimi (µ,Γ,N1) u (σ,Γ,N2)=(µ u σ,Γ,min{N1,N2})

N-esnek kümesidir. Burada, her p ∈ Γ için

`
µuσ
px = min{`µpx, `

σ
px}

olmak üzere (µuσ)(p) = {(x, `µuσpx ) : x ∈ Θ} olarak tanımlanır [26].

Tanım 2.9. Bir (µ,Γ,N) N-esnek kümesinin alt zayıf tümleyeni (µ,Γ,N)b = (µb,Γ,N)

N-esnek kümesidir. Burada,

`
µb

px =


0, `

µ
px > 0;

N −1, `
µ
px = 0,

olmak üzere her p ∈ Γ için µb(p) = {(x, `µ
b

px) : x ∈ Θ} olarak tanımlanır [26].

Tanım 2.10. Bir (µ,Γ,N) N-esnek kümesinin tümleyeni (µ,Γ,N)r = (µr,Γ,N) N-esnek

kümesidir. Burada,

`
µr

px = N −1− `µpx

olmak üzere her p ∈ Γ için µr(p) = {(x, `µ
r

px) : x ∈ Θ} olarak tanımlanır [2].

Önerme 2.11. (µ,Γ,N), (µ1,Γ,N) ve (µ2,Γ,N) Θ üzerinde N-esnek kümeler olsun. Bu

durumda, aşağıdaki özellikler sağlanır:

(i)
(
(µ,Γ,N)r)r

= (µ,Γ,N).

(ii)
(
(µ1,Γ,N)u (µ2,Γ,N)

)r
= (µ1,Γ,N)r t (µ2,Γ,N)r.

(iii)
(
(µ1,Γ,N)t (µ2,Γ,N)

)r
= (µ1,Γ,N)r u (µ2,Γ,N)r.

(iv) (µ1,Γ,N) v (µ2,Γ,N) ise (µ2,Γ,N)r v (µ1,Γ,N)r [2].

Tanım 2.12. SN(Θ,Γ) ve SN(Υ,Ω) sırasıyla Γ ve Ω’daki özelliklere sahip Θ ve Υ

üzerindeki tüm N-esnek kümelerin ailesi olsun. u : Θ→ Υ ve a : Γ→Ω iki dönüşüm olsun.

Bu durumda, bir ua : SN(Θ,Γ)→ SN(Υ,Ω) dönüşümüne Θ’dan Υ’a bir N-esnek dönüşüm

denir.

(i) (µ,Γ,N) ∈ SN(Θ,Γ) olsun. Bu durumda, ua(µ,Γ,N) = (ua(µ),Ω,N) aşağıdaki gibi
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tanımlanan Υ üzerinde bir N-esnek kümedir:

`
ua(µ)
ky =

 max{`µpx : p ∈ a−1(k), x ∈ u−1(y)}, a−1(k) , ∅, u−1(y) , ∅;

0, diğer

olmak üzere her k ∈Ω için

ua(µ)(k) = {(y, `ua(µ)
ky ) : y ∈ Υ}

dir. ua(µ,Γ,N)’ye bir (µ,Γ,N) N-esnek kümesinin bir N-esnek görüntüsü denir.

(ii) (σ,Ω,N) ∈ SN(Υ,Ω) olsun. Bu durumda, u−1
a (σ,Ω,N) = (u−1

a (σ),Γ,N) aşağıdaki gibi

tanımlanan Θ üzerinde bir N-esnek kümedir:

`
u−1
a (σ)

px = `σ
a(p)u(x)

olmak üzere her p ∈ Γ için

u
−1
a (σ)(p) = {(x, `u

−1
a (σ)

px ) : x ∈ Θ}

dir. u−1
a (σ,Ω,N)’ye bir (σ,Ω,N) N-esnek kümesinin bir N-esnek ters görüntüsü denir [2].

Teorem 2.13. Bir ua : SN(Θ,Γ)→ SN(Υ,Ω) N-esnek dönüşümü alınsın. Bu durumda, J

bir indeks kümesi olmak üzere, (µ1,Γ,N), (µ2,Γ,N) ve (µi,Γ,N) ∈ SN(Θ,Γ) (i ∈ J) için

aşağıdaki özellikler sağlanır:

(i) ua(Θ0,Γ,N) = (Υ0,Ω,N).

(ii) ua(ΘN−1,Γ,N) v (ΥN−1,Ω,N).

(iii) (µ1,Γ,N) v (µ2,Γ,N) ise ua(µ1,Γ,N) v ua(µ2,Γ,N).

(iv) ua
(
(µ1,Γ,N)t (µ2,Γ,N)

)
= ua(µ1,Γ,N)tua(µ2,Γ,N).

Genel olarak, ua
(⊔

i∈J(µi,Γ,N)
)

=
⊔

i∈J ua(µi,Γ,N) olur.

(v) ua
(
(µ1,Γ,N)u (µ2,Γ,N)

)
v ua(µ1,Γ,N)uua(µ2,Γ,N).

Genel olarak, ua
(�

i∈J(µi,Γ,N)
)
v
�

i∈J ua(µi,Γ,N) olur [2].

Teorem 2.14. Bir ua : SN(Θ,Γ)→ SN(Υ,Ω) N-esnek dönüşümü alınsın. Bu durumda, J

bir indeks kümesi olmak üzere, (σ1,Ω,N), (σ2,Ω,N) ve (σi,Ω,N) ∈ SN(Υ,Ω) (i ∈ J) için

aşağıdaki özellikler sağlanır:
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(i) u−1
a (Υ0,Ω,N) = (Θ0,Γ,N).

(ii) u−1
a (ΥN−1,Ω,N) = (ΘN−1,Γ,N).

(iii) (σ1,Ω,N) v (σ2,Ω,N) ise u−1
a (σ1,Ω,N) v u−1

a (σ2,Ω,N).

(iv) u−1
a

(
(σ1,Ω,N)t (σ2,Ω,N)

)
= u−1
a (σ1,Ω,N)tu−1

a (σ2,Ω,N).

Genel olarak, u−1
a

(⊔
i∈J(σi,Ω,N)

)
=

⊔
i∈J u

−1
a (σi,Ω,N) olur.

(v) u−1
a

(
(σ1,Ω,N)u (σ2,Ω,N)

)
= u−1
a (σ1,Ω,N)uu−1

a (σ2,Ω,N).

Genel olarak, u−1
a

(�
i∈J(σi,Ω,N)

)
=
�

i∈J u
−1
a (σi,Ω,N) olur [2].

Teorem 2.15. ua : SN(Θ,Γ) → SN(Υ,Ω) bir N-esnek dönüşüm olsun. Bu durumda,

(µ,Γ,N) ∈ SN(Θ,Γ) ve (σ,Ω,N) ∈ SN(Υ,Ω) için aşağıdaki özellikler sağlanır:

(i) (µ,Γ,N) v u−1
a

(
ua(µ,Γ,N)

)
.

(ii) ua
(
u−1
a (σ,Ω,N)

)
v (σ,Ω,N) [2].

Tanım 2.16. τ, Θ üzerindeki N-esnek kümelerden oluşan bir aile olsun. Bu takdirde,

(Nst1) (Θ0,Γ,N), (ΘN−1,Γ,N) ∈ τ,

(Nst2) τ’dan alınan herhangi sayıdaki N-esnek kümelerin birleşimi τ’ya aittir,

(Nst3) τ’dan alınan sonlu sayıdaki N-esnek kümelerin kesişimi τ’ya aittir

özellikleri sağlanırsa τ ailesine Θ üzerinde bir N-esnek topoloji denir. (Θ,Γ,N, τ)

dörtlüsüne bir N-esnek topolojik uzay ve τ ailesinin üyelerine Θ’da bir N-esnek açık

küme denir. N-esnek açık kümelerin Tanım 2.9’a göre tanımlanan alt zayıf tümleyenlerine

de N-esnek kapalı kümeler denir [1].

Tanım 2.17. (Θ,Γ,N, τ) bir N-esnek topolojik uzay ve (µ,Γ,N) ∈ SN(Θ,Γ) olsun.

(µ,Γ,N)’nin N-esnek içi (µ,Γ,N)’nin tüm N-esnek açık alt kümelerinin birleşimidir ve

(µ,Γ,N)o ile gösterilir.

(µ,Γ,N)o N-esnek kümesinin (µ,Γ,N) tarafından kapsanan en büyük N-esnek açık küme

olduğu kolay bir şekilde görünür [1].

Tanım 2.18. (Θ,Γ,N, τ) bir N-esnek topolojik uzay ve B, τ’nun bir alt ailesi olsun. τ’nun

her bir elemanı B’nin bazı elemanlarının birleşimi olarak yazılabiliyorsa B ailesine τ

N-esnek topolojisi için bir N-esnek taban denir [1].

9



3. N-ESNEK KAPALI KÜMELER VE N-ESNEK SÜREKLİLİK

Riaz ve diğ. [1] N-esnek açık kümelerin alt zayıf tümleyenlerini alarak N-esnek kapalı

kümeleri tanımladı. Diğer taraftan, bu tümleyen işlemi N-esnek kümelerde çift tümleyen

kuralı için uygun olmadığından klasik anlamdaki kapanış operatörlerinin bazı özellikleri

N-esnek anlamda çalışılamamıştır. Bu nedenle, bu bölümde, Demir [2] tarafından verilen

bir N-esnek açık kümenin tümleyen kavramı kullanılarak, Tanım 2.16’dakinden farklı bir

şekilde N-esnek kapalı kümeler yeniden tanımlanacak ve ilgili özellikleri araştırılacaktır.

Ayrıca, bir N-esnek sürekli dönüşüm ve bir başlangıç N-esnek topoloji kavramları

verilecektir.

Tanım 3.1. (Θ,Γ,N, τ) bir N-esnek topolojik uzay ve (µ,Γ,N) ∈SN(Θ,Γ) olsun. (µ,Γ,N)r ∈

τ ise (µ,Γ,N)’ye Θ’da bir N-esnek kapalı küme denir.

Teorem 3.2. (Θ,Γ,N, τ) bir N-esnek topolojik uzay olsun. Bu durumda, aşağıdaki

özellikler sağlanır:

(Nsc1) (Θ0,Γ,N), (ΘN−1,Γ,N) N-esnek kapalı kümelerdir.

(Nsc2) Herhangi iki N-esnek kapalı kümenin birleşimi bir N-esnek kapalı kümedir.

(Nsc3) N-esnek kapalı kümelerden oluşan herhangi bir ailenin kesişimi bir N-esnek kapalı

kümedir.

İspat. Bu özellikler De Morgan kurallarından ve N-esnek açık kümelerin (Nst1)− (Nst3)

özelliklerinden kolay bir şekilde gösterilir. �

Tanım 3.3. (Θ,Γ,N, τ) bir N-esnek topolojik uzay ve (µ,Γ,N) ∈ SN(Θ,Γ) olsun.

(µ,Γ,N)’nin bir N-esnek kapanışı, (µ,Γ,N)’yi içeren tüm N-esnek kapalı kümelerin

kesişimidir ve (µ,Γ,N) ile gösterilir. (µ,Γ,N) N-esnek kümesinin (µ,Γ,N)’yi içeren Θ

üzerindeki en küçük N-esnek kapalı küme olduğu açıktır.

Teorem 3.4. (Θ,Γ,N, τ) bir N-esnek topolojik uzay ve (µ,Γ,N), (σ,Γ,N) ∈ SN(Θ,Γ) olsun.

Bu durumda, aşağıdaki özellikler sağlanır:

(i) (Θ0,Γ,N) = (Θ0,Γ,N) ve (ΘN−1,Γ,N) = (ΘN−1,Γ,N).
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(ii) (µ,Γ,N) v (µ,Γ,N).

(iii) (µ,Γ,N) bir N-esnek kapalı küme⇔ (µ,Γ,N) = (µ,Γ,N).

(iv) (µ,Γ,N) = (µ,Γ,N).

(v) (µ,Γ,N) v (σ,Γ,N) ise (µ,Γ,N) v (σ,Γ,N).

(vi) (µ,Γ,N)t (σ,Γ,N) = (µ,Γ,N)t (σ,Γ,N).

(vii) (µ,Γ,N)u (σ,Γ,N) v (µ,Γ,N)u (σ,Γ,N).

İspat. (i), (ii) ve (v) özellikleri N-esnek kapanış tanımından hemen gelir.

(iii) (µ,Γ,N) bir N-esnek kapalı küme olsun. (µ,Γ,N), (µ,Γ,N)’yi içeren Θ üzerindeki

en küçük N-esnek kapalı küme olduğundan (µ,Γ,N) v (µ,Γ,N) olur. Böylece, (ii)’den

(µ,Γ,N) = (µ,Γ,N) olduğu takip edilir. Tersine, (µ,Γ,N) = (µ,Γ,N) olsun. (µ,Γ,N) bir

N-esnek kapalı küme olduğundan (µ,Γ,N) bir N-esnek kapalı kümedir.

(iv) (µ,Γ,N)’nin bir N-esnek kapalı küme olduğu gerçeğinden takip edilir.

(vi) Özellik (v)’den (µ,Γ,N) v (µ,Γ,N)t (σ,Γ,N) ve (σ,Γ,N) v (µ,Γ,N)t (σ,Γ,N)

bulunur. Buradan, (µ,Γ,N)t (σ,Γ,N) v (µ,Γ,N)t (σ,Γ,N) elde edilir. Diğer yandan,

(µ,Γ,N)t (σ,Γ,N), (µ,Γ,N) t (σ,Γ,N)’yi içeren en küçük N-esnek kapalı küme

olduğundan ve (µ,Γ,N)t (σ,Γ,N) v (µ,Γ,N)t (σ,Γ,N) ifadesinden (µ,Γ,N)t (σ,Γ,N) v

(µ,Γ,N)t (σ,Γ,N) elde edilir. Böylece, (vi) eşitliği sağlanır.

(vii) N-esnek kapanış tanımından ve özellik (v)’den açıktır. �

Teorem 3.5. Aşağıdaki özelliklere sahip olacak şekilde her bir (µ,Γ,N) ∈SN(Θ,Γ) N-esnek

kümesini bir başka (µ,Γ,N) ∈ SN(Θ,Γ) N-esnek kümesine taşıyan bir operatör düşünülsün:

(Nsco1) (µ,Γ,N) v (µ,Γ,N),

(Nsco2) (µ,Γ,N) = (µ,Γ,N),

(Nsco3) (µ,Γ,N)t (σ,Γ,N) = (µ,Γ,N)t (σ,Γ,N),

(Nsco4) (Θ0,Γ,N) = (Θ0,Γ,N).

Bu durumda,

τ =
{
(µ,Γ,N) ∈ SN(Θ,Γ) : (µ,Γ,N)r = (µ,Γ,N)r

}
ailesi Θ üzerinde bir N-esnek topolojidir ve her (µ,Γ,N) ∈ SN(Θ,Γ) için, (µ,Γ,N) N-esnek

kümesi (Θ,Γ,N, τ) N-esnek topolojik uzayında (µ,Γ,N)’nin bir N-esnek kapanışıdır.

Bu operatöre bir N-esnek kapanış operatörü denir.
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İspat. Teoremin ilk kısmını ispatlamak için N-esnek kapalı kümelerden oluşan bir

C =
{
(µ,Γ,N) : (µ,Γ,N) = (µ,Γ,N)

}
ailesinin (Nsc1)− (Nsc3) özelliklerine sahip olduğunu

göstermek yeterlidir. Her (µ,Γ,N) v (ΘN−1,Γ,N) için (µ,Γ,N) v (ΘN−1,Γ,N) olduğundan

(ΘN−1,Γ,N) v (ΘN−1,Γ,N) olur ve bu durum (Nsco1) özelliği ile birlikte (ΘN−1,Γ,N) =

(ΘN−1,Γ,N) olduğunu gösterir. (Nsco4) yardımıyla (Θ0,Γ,N) = (Θ0,Γ,N) ve buradan C

ailesi (Nsc1) özelliğine sahiptir.

(µ,Γ,N), (σ,Γ,N) ∈ C alınsın. (Nsco3) gereğince

(µ,Γ,N)t (σ,Γ,N) = (µ,Γ,N)t (σ,Γ,N) = (µ,Γ,N)t (σ,Γ,N)

ve bu da (µ,Γ,N)t (σ,Γ,N) ∈ C olduğunu gösterir. O halde, C ailesi (Nsc2) özelliğine

sahiptir.

(Nsco3) özelliği gereğince

(µ,Γ,N) v (σ,Γ,N) ise (µ,Γ,N) v (σ,Γ,N) (3.1)

ifadesine sahip olunduğu belirtilsin. Gerçekten, (µ,Γ,N) v (σ,Γ,N) ise (µ,Γ,N) t

(σ,Γ,N) = (σ,Γ,N) ve (µ,Γ,N) t (σ,Γ,N) = (µ,Γ,N)t (σ,Γ,N) = (σ,Γ,N) olur. Son

eşitlikten, (µ,Γ,N) v (σ,Γ,N) elde edilir. Şimdi, I ⊆ N olmak üzere, C deki kümelerden

oluşan bir {(µi,Γ,N)}i∈I ailesi alınsın, yani i ∈ I için (µi,Γ,N) = (µi,Γ,N) olsun.�
i∈I(µi,Γ,N) v (µi,Γ,N) olduğundan ve (3.1) yardımıyla

�
i∈I(µi,Γ,N) v (µi,Γ,N) =

(µi,Γ,N) bulunur. Buradan,
�

i∈I(µi,Γ,N) v
�

i∈I(µi,Γ,N) elde edilir. Özellik (Nsco1)

ile birlikte son içerme ifadesinden
�

i∈I(µi,Γ,N) =
�

i∈I(µi,Γ,N) sağlanır. Böylece, C ailesi

(Nsc3) özelliğine de sahiptir.

(Θ,Γ,N, τ) N-esnek topoloji uzayındaki bir (µ,Γ,N) N-esnek kümesinin N-esnek kapanışı

c((µ,Γ,N)) ile sembolize edilsin. Bu durumda, her (µ,Γ,N) ∈ SN(Θ,Γ) için c((µ,Γ,N)) =

(µ,Γ,N) olduğu gösterilsin. Bunun için, (Nsco2) özelliğinden, her (µ,Γ,N) ∈ SN(Θ,Γ) için

(µ,Γ,N) ∈ C ve buradan c((µ,Γ,N)) v (µ,Γ,N) elde edilir. Diğer yandan, (µ,Γ,N)’yi içeren

Θ üzerindeki her (η,Γ,N) N-esnek kapalı kümesi için (3.1)’den, (µ,Γ,N) v (η,Γ,N) =

(η,Γ,N) sağlanır. Bu takdirde,

(µ,Γ,N) v
� {

(η,Γ,N) : (η,Γ,N) N-esnek kapalı küme ve (µ,Γ,N) v (η,Γ,N)
}

= c((µ,Γ,N)).
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Bu ise c((µ,Γ,N)) = (µ,Γ,N) olduğunu ispatlar. �

Teorem 3.6. (Θ,Γ,N, τ) bir N-esnek topolojik uzay ve (µ,Γ,N) ∈ SN(Θ,Γ) olsun. Bu

durumda,

(i) ((µ,Γ,N)o)r = (µ,Γ,N)r.

(ii)
(
(µ,Γ,N)

)r
= ((µ,Γ,N)r)o.

İspat. Önerme 2.11 (iv) ve Teorem 3.4 (v)’den açıktır. �

Tanım 3.7. (Θ,Γ,N, τ1), (Υ,Ω,N, τ2) iki N-esnek topolojik uzay ve ua : (Θ,Γ,N, τ1)→

(Υ,Ω,N, τ2) bir N-esnek dönüşüm olsun. Her (σ,Ω,N) ∈ τ2 için u−1
a (σ,Ω,N) ∈ τ1 ise ua’ya

bir N-esnek sürekli dönüşüm denir.

Örnek 3.8. Θ = Γ = {0,1,2} olsun. Γ parametreler kümesine sahip Θ üzerinde aşağıdaki

(µ1,Γ,3) ve (σ1,Γ,3) 3-esnek kümeleri düşünülsün: Her p ∈ Γ ve her x ∈ Θ için,

`
µ1
px =

 0, 0 ≤ x ≤ p;

x− p, p ≤ x ≤ 2,
`σ1

px =

 p− x, 0 ≤ x ≤ p;

0, p ≤ x ≤ 2.

Bu durumda, τ1 = {(Θ0,Γ,3), (Θ2,Γ,3), (µ1,Γ,3), (σ1,Γ,3), (µ1,Γ,3)t (σ1,Γ,3)} ailesi Θ

üzerinde bir 3-esnek topolojidir.

Diğer yandan, Υ = Ω = {a,b,c} olsun ve

(µ2,Ω,3) =
{
〈a, {(a,0), (b,1), (c,2)}〉, 〈b, {(a,0), (b,0), (c,1)}〉, 〈c, {(a,0), (b,0), (c,0)}〉

}
,

(σ2,Ω,3) =
{
〈a, {(a,0), (b,1), (c,2)}〉, 〈b, {(a,1), (b,0), (c,1)}〉, 〈c, {(a,2), (b,1), (c,0)}〉

}
olacak şekilde Ω parametreler kümesine sahip Υ üzerinde (µ2,Ω,3) ve (σ2,Ω,3) 3-esnek

kümeleri alınsın. Buradan, τ2 = {(Υ0,Ω,3), (Υ2,Ω,3), (µ2,Ω,3), (σ2,Ω,3)} ailesi Υ üzerinde

bir 3-esnek topolojidir. Şimdi,

u(0) = a, u(1)= b, u(2) = c,

a(0) = a, a(1) = b, a(2) = c

yardımı ile bir ua : (Θ,Γ,3, τ1)→ (Υ,Ω,3, τ2) 3-esnek dönüşümü tanımlansın. Böylece,

u−1
a (µ2,Ω,3) = (µ1,Γ,3) ∈ τ1 ve u−1

a (σ2,Ω,3) = (µ1,Γ,3)t (σ1,Γ,3) ∈ τ1 olduğundan ua

3-esnek dönüşümü bir 3-esnek süreklidir.
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Önerme 3.9. (u1)a1 : (Θ,Γ,N, τ1)→ (Υ,Ω,N, τ2) ve (u2)a2 : (Υ,Ω,N, τ2)→ (Ξ,∆,N, τ3) iki

N-esnek sürekli dönüşüm ise u2◦u1 : Θ→Ξ ve a2◦a1 : Γ→∆ olmak üzere (u2)a2 ◦ (u1)a1 =

(u2 ◦u1)(a2◦a1) : (Θ,Γ,N, τ1)→ (Ξ,∆,N, τ3) bileşkesi de bir N-esnek sürekli dönüşümdür.

İspat. Her (η,∆,N) ∈ SN(Ξ,∆) için (u2 ◦ u1)−1
(a2◦a1)(η,∆,N) = (u1)−1

a1

(
(u2)−1

a2
(η,∆,N)

)
olduğunu ispatlamak yeterlidir. Buradan, her p ∈ Γ ve her x ∈ Θ için

`
(u2◦u1)−1

(a2◦a1)(η)
px = `

η
a2(a1(p))u2(u1(x)) ve `

(u1)−1
a1

(
(u2)−1

a2
(η)

)
px = `

(u2)−1
a2

(η)
a1(p)u1(x) = `

η
a2(a1(p))u2(u1(x))

olduğundan istenilen eşitlik sağlanır. �

Önerme 3.10. Bir ua : SN(Θ,Γ)→ SN(Υ,Ω) N-esnek dönüşümü alınsın ve (µ,Γ,N) ∈

SN(Θ,Γ) ve (σ,Ω,N) ∈ SN(Υ,Ω) olsun. Bu takdirde, aşağıdaki sonuçlar sağlanır.

(i) (ua(µ,Γ,N))r v ua(µ,Γ,N)r.

(ii) (u−1
a (σ,Ω,N))r = u−1

a (σ,Ω,N)r.

İspat. Tanım 2.10’dan ve Teorem 2.13’den kolay bir şekilde takip edilir. �

Teorem 3.11. (Θ,Γ,N, τ1) ve (Υ,Ω,N, τ2) iki N-esnek topolojik uzay ve ua : (Θ,Γ,N, τ1)→

(Υ,Ω,N, τ2) bir N-esnek dönüşüm olsun. Bu durumda, aşağıdaki ifadeler denktir:

(i) ua, N-esnek süreklidir.

(ii) Υ üzerindeki her (σ,Ω,N) N-esnek kapalı kümesi için u−1
a (σ,Ω,N) Θ üzerinde bir

N-esnek kapalı kümedir.

(iii) Her (µ,Γ,N) ∈ SN(Θ,Γ) için ua(µ,Γ,N) v ua(µ,Γ,N).

(iv) Her (σ,Ω,N) ∈ SN(Υ,Ω) için u−1
a (σ,Ω,N) v u−1

a (σ,Ω,N).

(v) Her (σ,Ω,N) ∈ SN(Υ,Ω) için u−1
a (σ,Ω,N)o v (u−1

a (σ,Ω,N))o.

İspat. (i)⇒ (ii) açıktır.

(ii) ⇒ (iii) olduğu ispatlansın. u−1
a (ua(µ,Γ,N)) N-esnek kümesi, (µ,Γ,N)’yi içeren bir

N-esnek kapalı kümedir ve dolayısıyla (µ,Γ,N) v u−1
a (ua(µ,Γ,N)). Bu ise

ua(µ,Γ,N) v ua
(
u
−1
a (ua(µ,Γ,N))

)
v ua(µ,Γ,N)

olduğunu ifade eder.

(iii) ⇒ (iv) olduğunu ispatlamak için (µ,Γ,N) = u−1
a (σ,Ω,N) N-esnek kümesi (iii)’ye
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uygulansın. Buradan,

ua(u−1
a (σ,Ω,N)) v ua(u−1

a (σ,Ω,N)) v (σ,Ω,N)

içermesi elde edilir ve dolayısyla u−1
a (σ,Ω,N) v u−1

a (σ,Ω,N) bulunur.

(iv)⇒ (v) olduğunu ispatlamak için (σ,Ω,N)r N-esnek kümesi (iv)’ye uygulansın. Bu

takdirde, u−1
a (σ,Ω,N)r v u−1

a (σ,Ω,N)r elde edilir ve dolayısıyla

u
−1
a (σ,Ω,N)o = u−1

a

(
(σ,Ω,N)r)r

=
(
u
−1
a (σ,Ω,N)r)r

v
(
u−1
a (σ,Ω,N)r)r

=

((
u−1
a (σ,Ω,N)

)r
)r

= (u−1
a (σ,Ω,N))o

sağlanır.

Teoremin ispatını tamamlamak için (v)⇒ (i) olduğunu göstermek kalır. Her (σ,Ω,N) ∈ τ2

için (σ,Ω,N) = (σ,Ω,N)o bulunur ve (v)’den u−1
a (σ,Ω,N) v (u−1

a (σ,Ω,N))o takip edilir.

Böylece, (u−1
a (σ,Ω,N))o = u−1

a (σ,Ω,N), yani u−1
a (σ,Ω,N) ∈ τ1 elde edilir. �

Teorem 3.12. ua : (Θ,Γ,N, τ1)→ (Υ,Ω,N, τ2) bir N-esnek dönüşüm ve B ailesi τ2 için bir

N-esnek taban olsun. Bu durumda, ua’nın bir N-esnek sürekli dönüşüm olması için gerek

ve yeter koşul her (σ,Ω,N) ∈ B için u−1
a (σ,Ω,N) ∈ τ1 olmasıdır.

İspat. N-esnek taban tanımından ve Teorem 2.14 (iv)’den hemen takip edilir. �

Tanım 3.13. (Θ,Γ,N, τ) bir N-esnek topolojik uzay ve S , τ’nun bir alt ailesi olsun. S’daki

N-esnek kümelerin sonlu arakesitlerinden oluşan bir aile τ için bir N-esnek taban oluyorsa

S ailesine τ için bir N-esnek alt taban denir.

Teorem 3.14. (Θ0,Γ,N), (ΘN−1,Γ,N) ∈S olacak şekilde Θ üzerindeki N-esnek kümelerden

oluşan bir S ailesi alınsın. Bu durumda, aşağıdaki τ ailesi Θ üzerinde bir N-esnek

topolojidir:

τ =

⊔i∈J

�
m∈Λi

(µm
i ,Γ,N)

 : (µm
i ,Γ,N) ∈ S, J keyfi, Λi sonlu indeks kümesi

 .
İspat. İspat açıktır. �

Tanım 3.15. (µ,Γ,N) ∈ SN(Θ,Γ) ve (σ,Ω,N) ∈ SN(Υ,Ω) olsun. (µ,Γ,N) × (σ,Ω,N)

N-esnek çarpımı bir Γ×Ω parametre kümesine sahip Θ×Υ üzerindeki bir (µ×σ,Γ×Ω,N)
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N-esnek kümesidir. Burada, her (p,k) ∈ Γ×Ω ve her (x,y) ∈ Θ×Υ için

`
µ×σ
(p,k)(x,y) = min{`µpx, `

σ
ky}

olarak tanımlanır.

Örnek 3.16. Θ1 = {x1, x′1}, Θ2 = {x2, x′2}, Γ1 = {p1, p′1} ve Γ2 = {p2, p′2} olsun. Sırasıyla Γ1

ve Γ2 parametreler kümesine sahip Θ1 ve Θ2 üzerinde aşağıdaki gibi iki 5-esnek küme

düşünülsün:

(µ,Γ1,5) =
{
〈p1, {(x1,2), (x′1,4)}〉, 〈p′1, {(x1,3), (x′1,3)}〉

}
ve

(σ,Γ2,5) =
{
〈p2, {(x2,0), (x′2,1)}〉, 〈p′2, {(x2,1), (x′2,1)}〉

}
.

Bu takdirde,

(µ×σ,Γ1×Γ2,5) =
{
〈(p1, p2), {((x1, x2),0), ((x1, x′2),1), ((x′1, x2),0), ((x′1, x

′
2),1)}〉,

〈(p1, p′2), {((x1, x2),1), ((x1, x′2),1), ((x′1, x2),1), ((x′1, x
′
2),1)}〉,

〈(p′1, p2), {((x1, x2),0), ((x1, x′2),1), ((x′1, x2),0), ((x′1, x
′
2),1)}〉,

〈(p′1, p
′
2), {((x1, x2),1), ((x1, x′2),1), ((x′1, x2),1), ((x′1, x

′
2),1)}〉

}
.

Not 3.17. i ∈ {1,2} olmak üzere up
i : Θ1×Θ2→Θi ve ap

i : Γ1×Γ2→ Γi izdüşüm dönüşümleri

alınsın. (µ,Γ1,N) ∈ SN(Θ1,Γ1) ve (σ,Γ2,N) ∈ SN(Θ2,Γ2) olsun. Genel olarak, (up
1)ap

1
(µ×

σ,Γ1×Γ2,N) ve (up
2 )ap

2
(µ×σ,Γ1×Γ2,N) N-esnek kümeleri sırasıyla (µ,Γ1,N) ve (σ,Γ2,N)

N-esnek kümelerine eşit olmak zorunda değildir. Gerçekten, Örnek 3.16 da, `
(up

1 )
a

p
1

(µ×σ)

p1x1 =

1 , 2 = `
µ
p1x1 olması sebebiyle (up

1)ap
1
(µ×σ,Γ1×Γ2,5) , (µ,Γ1,5) bulunur. Diğer yanda,

(up
1)−1
a

p
1

(µ,Γ1,N) = (µ× (Θ2)N−1,Γ1×Γ2,N),

(up
2)−1
a

p
2

(σ,Γ2,N) = ((Θ1)N−1×σ,Γ1×Γ2,N)

olduğu kolay bir şekilde görülür.
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Tanım 3.18. {(Υi,Ωi,N, τi)}i∈J , N-esnek topolojik uzaylardan oluşan bir aile ve her bir

i ∈ J için (ui)ai : SN(Θ,Γ)→ (Υi,Ωi,N, τi) bir N-esnek dönüşüm olsun. Bu durumda,

S =
{
(ui)−1
ai

(σ,Ωi,N) : (σ,Ωi,N) ∈ τi, i ∈ J
}

N-esnek alt tabanından üretilen τ N-esnek

topolojisine {(ui)ai}i∈J N-esnek dönüşümleri ve {(Υi,Ωi,N, τi)}i∈J N-esnek topolojik

uzayları tarafından üretilen Θ üzerinde bir başlangıç N-esnek topoloji denir.

Not 3.19.
{
(ui)ai : SN(Θ,Γ)→ (Υi,Ωi,N, τi)

}
i∈J

ailesi ile üretilen Θ üzerindeki bir

başlangıç N-esnek topolojisinin her bir i ∈ J için (ui)ai N-esnek dönüşümlerini N-esnek

sürekli yapan Θ üzerindeki en kaba N-esnek topoloji olduğu açıktır.

Tanım 3.20. {(Θi,Γi,N, τi)}i∈J , N-esnek topolojik uzaylardan oluşan bir aile olsun. Bu

durumda, up
i :

∏
i∈J Θi → Θi ve ap

i :
∏

i∈J Γi → Γi izdüşüm dönüşümleri olmak üzere,{
(up

i )ap
i

}
i∈J

ailesi ile üretilen Θ =
∏

i∈J Θi üzerindeki başlangıç N-esnek topolojisine Θ

üzerinde bir çarpım N-esnek topoloji denir.

Teorem 3.21. {(Θi,Γi,N, τi)}i∈J , N-esnek topolojik uzaylardan oluşan bir aile ve τp, Θ =∏
i∈J Θi üzerinde bir çarpım N-esnek topoloji olsun. Bir (Υ,Ω,N, τ) N-esnek topolojik

uzayı düşünülsün ve bir ua : (Υ,Ω,N, τ)→ (Θ,Γ,N, τp) N-esnek dönüşümü alınsın. Bu

takdirde, ua’nın N-esnek sürekli olması için gerek ve yeter koşul her i ∈ J için (up
i )ap

i
◦ua :

(Υ,Ω,N, τ)→ (Θi,Γi,N, τi) N-esnek dönüşümünün N-esnek sürekli olmasıdır.

İspat. Not 3.19’dan ve çarpım N-esnek topoloji tanımından kolay bir şekilde ispatlanır.

�

Teorem 3.22. {(Θi,Γi,N, τi
)
}i∈J , {(Υi,Ωi,N, τ′i)}i∈J iki N-esnek topolojik uzaylar ailesi ve

(Θ,Γ,N, τp
1), (Υ,Ω,N, τp

2) sırasıyla onların çarpım N-esnek topolojik uzayları olsun. Her

i ∈ J için (ui)ai : (Θi,Γi,N, τi
)
→ (Υi,Ωi,N, τ′i) N-esnek dönüşümü alınsın. Bu takdirde, her

i ∈ J için, (ui)ai N-esnek dönüşümü N-esnek sürekli ise (up)ap =
∏

i∈J(ui)ai : (Θ,Γ,N, τp
1 )→

(Υ,Ω,N, τp
2) çarpım N-esnek dönüşümü N-esnek süreklidir.

İspat. Bir çarpım N-esnek dönüşümü aşağıdaki gibi tanımlansın: Her bir x ∈ Θ =
∏

i∈J Θi

için, (up(x))i = ui(u
p
i (x)), yani her bir x ∈ Θ için up(x), Υ =

∏
i∈J Υi’de bir noktadır ve

bu noktanın her i ∈ J için i’inci bileşeni ui(u
p
i (x)) şeklindedir. Benzer şekilde, her bir

s ∈ Γ =
∏

i∈J Γi için, (ap(s))i = ai(a
p
i (s)), yani her bir s ∈ Γ için ap(s), Ω =

∏
i∈J Ωi’de bir

noktadır ve bu noktanın her i ∈ J için i’inci bileşeni ai(a
p
i (s)) şeklindedir. Böylece, çarpım

N-esnek dönüşümünün N-esnek sürekli olduğu Önerme 3.9’dan ve Teorem 3.21’den takip

edilir. �
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4. YENİ N-ESNEK TOPOLOJİK ALT UZAYLAR

Klasik alt uzaylarda kapalı kümeler için korunan bazı temel sonuçlar, Riaz ve diğ. [1]

tarafından önerilen N-esnek topolojik alt uzaylarda sağlanmamaktadır. Bu nedenle, yeni bir

N-esnek topolojik alt uzay kavramı verilerek ilgili temel özellikleri çalışılacak ve örnekler

yardımı ile bu özellikler desteklenecektir.

Tanım 4.1. (Θ,Γ,N, τ) bir N-esnek topolojik uzay ve (µ,Γ,N) ∈ SN(Θ,Γ) olsun. Bu

durumda, τµ = {(µ,Γ,N)u (σ,Γ,N) : (σ,Γ,N) ∈ τ} olmak üzere, ((µ,Γ,N), τµ) ikilisine

(Θ,Γ,N, τ)’nun bir N-esnek topolojik alt uzayı denir.

τµ ailesinin (Θ0,Γ,N), (µ,Γ,N) ∈ τµ ile birlikte sonlu kesişimler ve keyfi birleşimler altında

kapalı olduğuna dikkat edilsin. Buradan, τµ ailesi bir N-esnek topolojidir ve bu topoloji

N-esnek alt uzay topolojisi olarak adlandırılır [1].

Tanım 4.2. Bir ((µ,Γ,N), τµ) N-esnek topolojik alt uzayının her bir üyesine (µ,Γ,N)’de

bir N-esnek açık küme denir. (ς,Γ,N) v (µ,Γ,N) ve (µ,Γ,N)	 (ς,Γ,N) ∈ τµ ise (ς,Γ,N)

N-esnek kümesine (µ,Γ,N)’de bir N-esnek kapalı küme denir.

Klasik anlamdaki bir (X, τ) topolojik uzayında Θ’nın bir Λ alt kümesi verilsin. Bu durumda,

τΛ alt uzay topolojisindeki bir kümenin kapalı olması için gerek ve yeter koşulun bu

kümenin Θ’daki bir kapalı kümeyle Λ’nın kesişimine eşit olması gerektiği bilinir. Fakat,

N-esnek topolojik alt uzaylar için benzer bir durum düşünüldüğünde, aşağıdaki örnekte

gösterildiği gibi bu durum her zaman geçerli değildir.

Örnek 4.3. Θ = {x1, x2} ve Γ = {p1, p2} olsun.

(µ1,Γ,5) =
{
〈p1, {(x1,1), (x2,3)}〉, 〈p2, {(x1,3), (x2,2)}〉

}
,

(µ2,Γ,5) =
{
〈p1, {(x1,1), (x2,2)}〉, 〈p2, {(x1,2), (x2,1)}〉

}
olmak üzere (µ1,Γ,5), (µ2,Γ,5) ∈ S5(Θ,Γ) alınsın. Bu takdirde,

τ = {(Θ4,Γ,5), (Θ0,Γ,5), (µ1,Γ,5), (µ2,Γ,5)}
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ailesi Θ üzerinde bir 5-esnek topolojidir.

(µ,Γ,5) = {〈p1, {(x1,2), (x2,2)}〉, 〈p2, {(x1,3), (x2,1)}〉}

olacak şekilde (Θ4,P,5)’in bir (µ,Γ,5) 5-esnek alt kümesi düşünülsün. Buradan,

τµ = {(µ,Γ,5), (Θ0,Γ,5), {〈p1, {(x1,1), (x2,2)}〉, 〈p2, {(x1,3), (x2,1)}〉}, (µ2,Γ,5)}

olmak üzere bir ((µ,Γ,5), τµ) 5-esnek topolojik alt uzayı elde edilir. Diğer yandan, (ς,Γ,5) =

{〈p1, {(x1,1), (x2,0)}〉, 〈p2, {(x1,0), (x2,0)}〉} 5-esnek kümesi (µ,Γ,5)’de bir 5-esnek kapalı

küme olmasına rağmen (µ,Γ,5) ile kesişimi (ς,Γ,5)’e eşit olan Θ’da bir 5-esnek kapalı

küme yoktur.

Dolayısıyla, bu eksikliği giderebilmek için daha güçlü bir N-esnek topolojik alt uzay

kavramı tanımlanır.

Tanım 4.4. (Θ,Γ,N, τ) bir N-esnek topolojik uzay ve (µ,Γ,N) ∈ SN(Θ,Γ) olsun.

τµ = {(µ,Γ,N)u (σ,Γ,N) : (σ,Γ,N) ∈ τ} ailesi aşağıdaki koşulları sağlıyorsa ((µ,Γ,N), τµ)

ikilisine (Θ,Γ,N, τ)’nun bir güçlü N-esnek topolojik alt uzayı denir:

(s1) K ailesi Θ’daki N-esnek kapalı kümelerden oluşmak üzere, her (η,Γ,N) ∈ τµ için

(µ,Γ,N)	 (η,Γ,N) = (µ,Γ,N)u (ςη,Γ,N) olacak şekilde bir (ςη,Γ,N) ∈K vardır.

(s2) Her (ξ,Γ,N) ∈ K için (µ,Γ,N)	
(
(µ,Γ,N)u (ξ,Γ,N)

)
= (µ,Γ,N)u (σξ,Γ,N) olacak

şekilde bir (σξ,Γ,N) ∈ τ vardır.

Örnek 4.5. (Θ,Γ,5, τ), Örnek 4.3’de tanımlanan bir 5-esnek topolojik uzay olsun.

(Θ4,Γ,5)’in aşağıdaki gibi bir (µ,Γ,5) 5-esnek alt kümesi tanımlansın:

(µ,Γ,5) = {〈p1, {(x1,4), (x2,0)}〉, 〈p2, {(x1,0), (x2,4)}〉} .

Buradan,

τµ =
{
(µ,Γ,5), (Θ0,Γ,5), {〈p1, {(x1,1), (x2,0)}〉, 〈p2, {(x1,0), (x2,2)}〉},

{〈p1, {(x1,1), (x2,0)}〉, 〈p2, {(x1,0), (x2,1)}〉}
}

olacak şekilde (Θ,Γ,5, τ)’nun bir ((µ,Γ,5), τµ) güçlü 5-esnek topolojik alt uzayı elde edilir.
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Örnek 4.6. Θ nesnelerin bir kümesi, Γ parametrelerin bir kümesi ve N > 1 olsun. α ∈

{0,1, ...,N −1} ile birlikte her p ∈ Γ ve x ∈ Θ için

`
µα

px = α

olacak şekilde bir (µα,Γ,N) N-esnek kümesi tanımlansın. Bu durumda,

τ =
{
(µα,Γ,N) : α ∈ {0,1, ...,N −1}

}
ailesi Θ üzerinde bir N-esnek topolojidir. Şimdi, aşağıdaki gibi bir (σ,Γ,N) N-esnek

kümesi düşünülsün: Λ, Θ’nın boştan farklı klasik bir alt kümesi olmak üzere,

t ∈ {1, ...,N −1} ile birlikte her p ∈ Γ ve her x ∈ Θ için,

`σpx =

 0, x < Λ;

t, x ∈ Λ.

Bu takdirde, ((σ,Γ,N), τσ), (Θ,Γ,N, τ) N-esnek topolojik uzayın bir güçlü N-esnek

topolojik alt uzayıdır. Gerçekten de, (η,Γ,N) ∈ τσ olsun. Buradan, h ∈ {0,1, ..., t} ile

birlikte her p ∈ Γ ve her x ∈ Θ için

`
η
px =

 0, x < Λ;

h, x ∈ Λ

olur. O halde, (σ,Γ,N)	 (η,Γ,N) = (µt−h,Γ,N)u (σ,Γ,N) sebebiyle ve (µt−h,Γ,N)r =

(µN−1−(t−h),Γ,N) ∈ τ olduğu gerçeğinden (s1) özelliğinin sağlandığı takip edilir.

Şimdi, (ξ,Γ,N) ∈K olsun. Bu durumda, (ξ,Γ,N) ∈ τ elde edilir ve dolayısıyla (ξ,Γ,N) =

(µα,Γ,N) sağlayan bir α ∈ {0,1, ...,N − 1} bulunur.
(
(σ,Γ,N) 	 ((ξ,Γ,N) u (σ,Γ,N))

)
N-esnek kümesi, her p ∈ Γ ve her x ∈ Θ için,

`
σ	(ξuσ)
px =

 0, x < Λ;

t−min{α, t}, x ∈ Λ

ile tanımlanır. min{α, t} = t ise
(
(σ,Γ,N)	 ((ξ,Γ,N)u (σ,Γ,N))

)
= (σ,Γ,N)u (µ0,Γ,N)

olacak şekilde bir (µ0,Γ,N) ∈ τ vardır. min{α, t} = α ise
(
(σ,Γ,N)	 ((ξ,Γ,N)u (σ,Γ,N))

)
=
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(σ,Γ,N)u (µt−α,Γ,N) olacak şekilde yine bir (µt−α,Γ,N) ∈ τ vardır. Böylece, (s2) özelliği

de sağlanır.

Teorem 4.7. ((µ,Γ,N), τµ), (Θ,Γ,N, τ) N-esnek topolojik uzayın bir güçlü N-esnek

topolojik alt uzayı olsun. Bir (ς,Γ,N) v (µ,Γ,N) N-esnek kümesinin (µ,Γ,N)’de N-esnek

kapalı olması için gerek ve yeter koşul (ς,Γ,N) = (µ,Γ,N)u (ξ,Γ,N) olacak şekilde Θ’da

bir (ξ,Γ,N) N-esnek kapalı kümesi olmasıdır.

İspat. Gerek ve yeter koşul, sırasıyla (s1) ve (s2) özellikleri kullanılarak kolay bir şekilde

gösterilir. �

Yardımcı Teorem 4.8. (µ,Γ,N), (σ,Γ,N), (η,Γ,N) ∈ SN(Θ,Γ) olsun. Bu durumda,

(
(µ,Γ,N)u (σ,Γ,N)

)
	

(
(η,Γ,N)u ((µ,Γ,N)u (σ,Γ,N))

)
=

(
(µ,Γ,N)	 ((η,Γ,N)u (µ,Γ,N))

)
u

(
(σ,Γ,N)	 ((η,Γ,N)u (σ,Γ,N))

)
.

İspat. p ∈ Γ ve x ∈ Θ olsun. `σpx ≤ `
µ
px alınsın. Buradan, aşağıdaki 3 durum düşünülsün:

Durum 1. `σpx ≤ `
η
px ≤ `

µ
px olsun. Dolayısıyla, yukarıdaki eşitliğin sol tarafı `σpx− `

σ
px = 0 ve

sağ tarafı min{(`µpx− `
η
px), (`σpx− `

σ
px)} = 0 olur.

Durum 2. `ηpx ≤ `
σ
px ≤ `

µ
px olsun. Bu takdirde, yukarıdaki eşitliğin sol tarafı `σpx− `

η
px ve sağ

tarafı min{(`µpx− `
η
px), (`σpx− `

η
px)} = `σpx− `

η
px bulunur.

Durum 3. `σpx ≤ `
µ
px ≤ `

η
px olsun. O halde, yukarıdaki eşitliğin sol tarafı `σpx − `

σ
px = 0 ve

sağ tarafı min{(`µpx− `
µ
px), (`σpx− `

σ
px)} = 0 elde edilir.

`
µ
px ≤ `

σ
px ise aynı süreç tekrar edilerek ispat sonlandırılır. �

Önerme 4.9. ((µ1,Γ,N), τµ1) ve ((µ2,Γ,N), τµ2), (Θ,Γ,N, τ) N-esnek topolojik uzayın iki

güçlü N-esnek topolojik alt uzayı olsun. Bu durumda, ((µ1uµ2,Γ,N), τµ1uµ2), (Θ,Γ,N, τ)

N-esnek topolojik uzayın bir güçlü N-esnek topolojik alt uzayıdır.

İspat.

τµ1uµ2 =
{
((µ1uµ2),Γ,N)u (σ,Γ,N) : (σ,Γ,N) ∈ τ

}
ailesinin (s1) ve (s2) özelliklerine sahip olduğu gösterilsin.

(s1) (η,Γ,N) ∈ τµ1uµ2 olsun. Bu durumda, (η,Γ,N) = ((µ1 u µ2),Γ,N)u (σ,Γ,N) olacak

şekilde bir (σ,Γ,N) ∈ τ vardır. (ξ1,Γ,N) ve (ξ2,Γ,N) Θ’da N-esnek kapalı kümeler olmak
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üzere, Teorem 4.7 ve Yardımcı Teorem 4.8’den,

((µ1uµ2),Γ,N)	
(
((µ1uµ2),Γ,N)u (σ,Γ,N)

)
=

(
(µ1,Γ,N)	 ((µ1,Γ,N)u (σ,Γ,N))

)
u

(
(µ2,Γ,N)	 ((µ2,Γ,N)u (σ,Γ,N))

)
=

(
(µ1,Γ,N)u (ξ1,Γ,N)

)
u

(
(µ2,Γ,N)u (ξ2,Γ,N)

)
=

(
(µ1,Γ,N)u (µ2,Γ,N)

)
u

(
(ξ1,Γ,N)u (ξ2,Γ,N)

)
=

(
(µ1uµ2),Γ,N

)
u

(
(ξ1u ξ2),Γ,N

)
takip edilir. (Nsc3) koşulu gereğince ve ((ξ1u ξ2),Γ,N), Θ’da bir N-esnek kapalı küme

olduğundan (s1) özelliği sağlanır.

(s2) (ξ,Γ,N) ∈K olsun. (σ1,Γ,N) ve (σ2,Γ,N) Θ’da iki N-esnek açık küme olmak üzere,

Teorem 4.7 ve Yardımcı Teorem 4.8 kullanılarak

((µ1uµ2),Γ,N)	
(
((µ1uµ2),Γ,N)u (ξ,Γ,N)

)
=

(
(µ1,Γ,N)	 ((µ1,Γ,N)u (ξ,Γ,N))

)
u

(
(µ2,Γ,N)	 ((µ2,Γ,N)u (ξ,Γ,N))

)
=

(
(µ1,Γ,N)u (σ1,Γ,N)

)
u

(
(µ2,Γ,N)u (σ2,Γ,N)

)
=

(
(µ1,Γ,N)u (µ2,Γ,N)

)
u

(
(σ1,Γ,N)u (σ2,Γ,N)

)
=

(
(µ1uµ2),Γ,N

)
u

(
(σ1uσ2),Γ,N

)
olduğu görülür. (Nst3) koşulu yardımı ile ((σ1uσ2),Γ,N) ∈ τ olur. Bu da ispatı tamamlar.

�

Sonraki örnek, ((µ1,Γ,N), τµ1) ve ((µ2,Γ,N), τµ2), (Θ,Γ,N, τ) N-esnek topolojik uzayın

iki güçlü N-esnek topolojik alt uzayı ise ((µ1tµ2,Γ,N), τµ1tµ2)’nin her zaman bir güçlü

N-esnek topolojik alt uzay olmadığını gösterir.

Örnek 4.10. Θ = Z ve Γ keyfi parametreler kümesi olsun. Örnek 4.6’dan, τ = {(µα,Γ,6) :

α ∈ {0,1,2, ...,5}} olmak üzere, (Θ,Γ,6, τ) ailesinin bir 6-esnek topolojik uzay olduğu takip

edilir. Her p ∈ Γ ve her x ∈ Θ için

`σ1
px =

 0, x ∈ Z−;

3, x ∈ Z+∪{0},
`σ2

px =

 4, x ∈ Z−;

0, x ∈ Z+∪{0}
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kuralı yardımıyla (σ1,Γ,6), (σ2,Γ,6) ∈ S6(Θ,Γ) düşünülsün. Bu durumda, Örnek 4.6

gereğince, ((σ1,Γ,6), τσ1) ve ((σ2,Γ,6), τσ2)’nin (Θ,Γ,6, τ)’nun iki güçlü 6-esnek topolojik

alt uzayı olduğu bilinir. Diğer yandan, ((σ1tσ2,Γ,6), τσ1tσ2), (Θ,Γ,6, τ)’nun bir güçlü

6-esnek topolojik alt uzayı değildir. Gerçekten, her p ∈ Γ ve her x ∈ Θ için `ξpx = 1 olacak

şekilde Θ’da bir (ξ,Γ,6) 6-esnek kapalı kümesi alınsın. Buradan, her p ∈ Γ ve her x ∈ Θ

için

`
(σ1tσ2)	(ξu(σ1tσ2))
px = `

(σ1tσ2)	ξ
px =

 3, x ∈ Z−;

2, x ∈ Z+∪{0}

elde edilir. Böylece, (s2) özelliğinin sağlanmadığı görülür.

Teorem 4.11. ((µ,Γ,N), τµ), (Θ,Γ,N, τ) N-esnek topolojik uzayın bir güçlü N-esnek

topolojik alt uzayı ve (ς,Γ,N) v (µ,Γ,N) olsun. Bu takdirde, (ς,Γ,N) N-esnek kümesinin

(µ,Γ,N)’deki N-esnek kapanışı (ς,Γ,N)u (µ,Γ,N) N-esnek kümesine eşittir.

İspat. Teorem 4.7’den kolay bir şekilde ispatlanır. �
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5. SONUÇLAR VE ÖNERİLER

Kapalı kümeler, bir küme üzerinde kurulan topolojinin temel konularını oluşturduğundan

genel topolojide çok önemli bir yer tutar. Ayrıca, ayırma aksiyomları, kompaktlık

ve bağlantılılık gibi birçok topolojik özelliklerin çalışılmasında kapalı kümeler önemli

katkılar sağlar. Diğer yandan, sürekli dönüşümler, sadece genel topolojinin değil aynı

zamanda matematiğin diğer dallarında da çok etkili bir araştırma konusudur. Özel olarak,

topoloji alanındaki pek çok araştırmacı, hangi topolojik özelliklerin bu dönüşümler altında

korunduğu ile ilgilenmektedir. Bundan dolayı, birçok matematikçi tarafından, hem sürekli

dönüşümlerin hem de kapalı kümelerin daha güçlü ve daha zayıf formları keşfedilmekte

ve çalışılmaktadır.

Bu tez çalışmasında, [2]’deki tümleyen tanımı kullanılarak yeni bir N-esnek kapalı

küme tanımlanmış ve bazı temel sonuçları belirlenmiştir. Ayrıca, bir N-esnek sürekli

dönüşüm kavramı verilmiş ve bu dönüşümler ile N-esnek kapalı kümeler arasındaki ilişkiler

karakterize edilmiştir. Bunun yanı sıra, bir başlangıç N-esnek topoloji tanımlanmıştır. Daha

sonra, klasik alt uzaylarda kapalı kümeler için korunan bazı temel sonuçlar Tanım 4.1

sebebiyle N-esnek küme teorisinde sağlanmadığından farklı bir N-esnek topolojik alt uzay

kavramı ileri sürülmüştür. Son olarak, örnekler ile önerilen sonuçların kullanılabilirliği

gösterilmiştir.

Sonraki çalışmalarda, N-esnek kapalı kümeler ailesi ve N-esnek sürekli dönüşümler

yardımıyla ayırma aksiyomları, kompaktlık, bağlantılılık ve parakompaktlık gibi daha

ileri topolojik kavramlar incelenebilir. Ayrıca, verilen sonuçlar, bulanık N-esnek kümeler,

bipolar N-esnek kümeler, tereddütlü N-esnek kümeler, nötrosofik N-esnek kümeler ve

kompleks bulanık N-esnek kümeler gibi başka N-esnek modellere genelleştirilebilir.

Dahası, bu başka N-esnek modeller üzerinde verilen sonuçlara uygun olarak topolojik

yapılar elde edilebilir ve karar verme metodları geliştirilebilir.
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