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OZET

YUKSEK LiSANS TEZIi

FARKLI KESIiRLI OPERATORLER iCEREN HEPATIT C MODELI iCiN
DETERMINISTIK VE STOKASTIK YAKLASIMLAR

ipek KORKMAZ

Siirt Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman  : Dog. Dr. Seda IGRET ARAZ

2024, 97+X Sayfa

Bu tez calismasinda, deterministik ve stokastik Hepatit C modelinde klasik tiirevin Caputo,
Caputo-Fabrizio ve Atangana-Baleanu gibi kesirli tiirevler ile degistirilmesi ile elde edilen versiyonlarini
ele almaktadir. Deterministik model i¢in modelin ¢6ziimlerinin pozitifligi, temel ¢ogalma sayist ve Newton
polinomuna dayali bir niimerik metot sunulurken, stokastik model i¢in ¢6ziimiin var ve tek oldugu kosullar
ve ayrica bu model igin ilgili niimerik metot tiiretilir. Dahasi, deterministik ve stokastik modeli birlikte ele
almaya olanak saglayan ve yeni tanitilan pargali tiirev yardimiyla Hepatit C modeli yeniden insa edilir.
Bahsedilen modeller i¢in bazi farkli senaryolar dikkate alinir ve bu senaryolarin Matlab programi
kullanilarak elde edilen niimerik simiilasyonlar1 grafiksel gosterimlerle sunulur.

Anahtar Kelimeler: Hepatit C modeli, kesirli tiirev ve integral, niimerik simiilasyonlar, parcali tiirev ve
integral, stokastik



ABSTRACT

MS THESIS

DETERMINISTIC AND STOCHASTIC APPROACHES HEPATITIS C MODEL
INCLUDING DIFFERENT FRACTIONAL OPERATORS

Ipek KORKMAZ

The Graduate School of Natural and Applied Science of Siirt University
The Degree of Master of Science in Mathematics

Supervisior : Assoc. Prof. Dr. Seda IGRET ARAZ

2024, 97+X Pages

This thesis discusses the versions obtained by replacing the classical derivative with fractional
derivatives such as Caputo, Caputo-Fabrizio and Atangana-Baleanu in the deterministic and stochastic
Hepatitis C model. For the deterministic model, a numerical method based on the Newton polynomial, the
positivity of the solutions of the model, the basic reproduction number and is presented, while for the
stochastic model, the conditions under which the solution exists and is unique, as well as the associated
numerical method for this model, are derived. In addition, the Hepatitis C model is reconstructed using the
newly introduced piecewise derivative, which allows the deterministic and stochastic models to be
considered together. Some different scenarios are considered for the mentioned models and the numerical
simulations of these scenarios obtained using the Matlab program are presented with graphical
representations.

Keywords: Fractional derivative and integral, Hepatitis C model, numerical simulations, piecewise
derivative and integral, stochastic



1. GIRIS

Diferansiyel denklemler, bagimsiz degiskene bagli bir fonksiyonu ve bu
fonksiyonun tiirevlerini igeren denklemler olarak bilinmektedirler. Diferansiyel
denklemler teorisi, Isaac Newton ve Gottfried Wilhelm Leibniz’in kalkiiliis ¢alismalari
sirasinda 17. ylizyillda ortaya ¢ikmistir. 17. yiizyilin sonlarmma dogru diferansiyel
denklemler ile ilgili analitik ¢6ziim yontemleri gelistirilmis, 18. ylizyilda analitik yollarla
coziilemeyen denklemler icin sayisal yontemler kullanilmistir. 19. yiizyilda oldukca
verimli sayisal metotlar onerilirken, 20. yiizyilda lineer olmayan diferansiyel denklemler
icin geometrik metotlar aragtirllmigtir. Son yillarda ise kaos ve fraktallar kesfedilmis,
bir¢ok arastirmacinin ilgi odagi haline gelmistir. Stvilarin hareketi, kaos, katilardaki 1s1
yayilimi, bir popiilasyondaki degisimi, elektrik devrelerindeki akimin akisi, bir viriisiin
yayilimi gibi problemleri yorumlamak ve analiz etmek i¢in diferansiyel denklemler
teorisinden faydalanilmaktadir (Boyce ve DiPrima, 2012). Giinliik yagsam problemlerinin
fiziksel bir siireclerini ele alan diferansiyel denklemlere matematiksel model denir. Bu
siirecleri anlamak ve tahmin etmek i¢in bir¢ok arastirmaci matematiksel modeller
gelistirmis ve siireci basarili sekilde analiz etmislerdir.

Matematiksel modeller olusturulurken dikkat edilecek hususlar sunlardir:
¢ Bagiml ve bagimsiz degiskenleri iyi belirlemek gerekir. Matematiksel modeller,
genellikle bir siirecin zamana bagli degisimini incelediginden, bagimsiz degisken
cogunlukla zaman olarak alinir.

< Her bir degisken i¢in birim uygun sekilde segilmelidir. Ornegin, bir viriisiin
yayilimi i¢in zaman giin olarak alinirken, firlatilan bir roketin hizindaki degisim
i¢in zaman saat olarak segilebilir.

¢ Modellenecek problem, Newton’un hareket kanunu gibi temel prensiplere ya da
ele alinacak probleme uygun kabullere dayandirilabilecekse, bu durum goz
oniinde bulundurulmalidir.

¢ Degiskenler ve parametrelerin tanimlari iyi belirlenmeli ve siirece uygun degerler
kullanilmalidir. Ornegin, yere diisen bir cismin herhangi bir andaki hizin
aragtirirken, yer ¢cekimi ivmesi kullanilmali ve bu deger 9.8 olarak alinmalidir.

¢ Modelde yer alan tiim terimlerin fiziksel birimler ayn1 olmali ve birbiri ile tutarli

olmalidir.



% Ele alinan probleme gore, olusturulacak olan matematiksel model bir veya birden
fazla diferansiyel denklem igerebilir. Modelde yer alacak denklem sayisi,

kullanilacak bagimli degiskenlerin sayisina gore secilmelidir.

Matematiksel model elde edildikten sonra, modelin ¢alisabilirligini dogrulamak i¢in
¢ Varsayimlarin mantiga uygun olup olmadigi

L)

* (Cozlimlerin elde edilip edilmedigi

0

X/
L %4

Coziimlerin var ve tek olup olmadigi

X/
o

Denklemlerin boyutsal olarak tutarli olup olmadig1

% Modelin ¢iktilarinin deneysel veri ile uyumlu olup olmadiginin incelenmesi

dikkat edilmesi gereken bazi hususlar arasindadir (Nagle ve ark., 2013).
Matematiksel modellemeye ornek olarak, hormonlarin salgilanmasina yonelik bir
matematiksel model sunalim.

Hormonlarin kana salgilanmasi durumu genellikle periyodiktir. 24 saatlik bir
dongiide salgilanan bir hormonun neden oldugu kandaki hormon seviyesinin degisim
hizini ifade eden baslangi¢ deger problemi asagidaki sekilde gosterilebilir (Nagle ve ark.,
2013):

dx (nt) '
at = P Beos\p) ~kx,
x(0) = x,

(1.1)

Burada belirtilen x(t), t aninda kanda bulunan hormon miktarini, f hormon
salgilamadaki giinliik degisim miktarin1 ve k, viicudun kandaki hormonu uzaklastirdig:
zaman hizini etkileyen bir sabittir. Burada k > 0’dur.

Simdi sonraki boliimlerde matematiksel model olarak ele alacagimiz hepatit C
hastaligi ile ilgili bazi 6nemli hususlara deginelim. Transfiizyonla iligkili hepatit
vakalarmin rapor edildigi 1970°1i yillardan kisa bir siire sonra yeni tip hepatitin varlig
anlasilmistir. Hepatit A ve Hepatit B virtisleri gibi bilinen hepatotropik viriislerin yeni tip
hepatitten sorumlu olmadig1 goriiliince, bu yeni tip hepatite A-B olmayan Hepatit ismi
verilmistir. A-B olmayan Hepatit viriisii hakkinda yillar siiren arastirmalar yapilmis ve
ilk kez 1989 yilinda Hepatit C viriisii olarak kesfedilmistir (Feinstone ve ark., 1975; Choo
ve ark., 1989; Kuo ve ark., 1989; Dietz ve Maasoumy, 2022). Hepatit C, karacigerin temel

hiicresi olan hepatositlere saldirarak enfeksiyona yol acip karacigerin iltihaplanmasina



yol agan bir viriistiir (Sadki ve ark., 2023). Hepatit C enfeksiyonu semptomlarinin ¢ogu
spesifik degildir diger bir deyisle asemptomatik hastalik seyri goriiliir. Dolayisiyla
bireyler bilmeden enfekte olabilirler. Goriilen vakalarin %80’inde akut Hepatit C, kronik
Hepatit C enfeksiyonuna doniisiir (Maasoumy ve Wedemeyer, 2012; Dietz ve Maasoumy,
2022). Kroniklesen Hepatit, siroz gibi ¢esitli karaciger hastaligina yol agmaktadir. Bazi
tahminler Diinya niifusunun yaklasik %1 inin Hepatit C viriisiiyle enfekte oldugunu 6ne
stirmektedir (Choo ve ark., 1989; Collaborators, 2017; Duncan ve ark., 2020). Parenteral
yollardan bulasan enfeksiyonun en 6nemli kaynaklarindan biri kontamine kan {iriinleridir.
Gliniimiizde cesitli 6nlemlerin alinmasi ve transfiizyon ilaciyla birlikte enfeksiyonlar,
intravendz ilag kullanimi1 ve buna bagl cesitli igne paylasimindan kaynaklanmaktadir
(Larney ve ark., 2017). Son yillarda Hepatit C viriisiiniin artmasiyla Diinya Saglik Orgiitii
2030 yilina kadar bu sorunlar i¢in hedef belirlemistir. Ancak Hepatit C viriisiine kars1 bir
asmin bulunmamasi halinde bu hedefi gerceklestirmek zorlayici olacaktir (Duncan ve
ark., 2020).

Hastaligin yayilimini anlamak ve tedavi yontemlerinin etkisini incelemek
amaciyla literatiirde Hepatit C ile ilgili matematiksel modellere rastlanir (Dayan ve ark.
2023). Bu ¢alismalardan biri Vujovic ve ark. (2020) tarafindan yapilmis olup, Vujovic ve
ark. (2020) ¢alismalarinda izolasyon asamali iki stokastik Hepatit C modelinin stabilite
ozelliklerini olusturup, global pozitif stokastik c¢oziimiin varligmi ve tekligini
kanitlamiglardir. Dahasi, stokastik modelin ¢iktilarin1 gdstermek amaciyla, bu model igin
nlimerik simiilasyonlar sunmuglardir.

Lestari ve ark. (2023) ¢alismalarinda, Hepatit C'nin yan etkiyi en aza indiren ve
kontrol degiskenleri yeni bir enfeksiyonu ve viriis liretimini engellemek i¢in kullanilan
ilag tedavisini temsil eden bir stokastik diferansiyel denklem igin optimal kontrolii
problemini ele almislardir.

Bu tez calismasinda ise Lestari ve ark. (2022) tarafindan klasik tiireve sahip bir
Hepatit C matematiksel modeli kesirli ve parcali diferansiyel operatorler ile yeniden
incelenecek ve bu opertdrler altinda modelin farkli kaliplart sunulacaktir.

Bu tez ¢alismasi asagida verilen sekilde diizenlenmistir.

2. boliimde, tez ¢alismasinda kullanilan bazi 6zel fonksiyonlarin ve kesirli

diferansiyel operatorlerin tanimlari ve 6zellikleri sunulmustur.



3. boliimde, farkli kesirli tiirevli, stokastik kesirli ve stokastik pargali tiirevli
diferansiyel denklemler i¢in Newton polinomlu niimerik metot verilmistir. Kullanilan
denklemler i¢in simiilasyonlar sunulmustur.

4. bolimde, bir Hepatit C modeli ve bu modelin parametreleri agiklanmistir.
Deterministik modelin ¢oziimlerinin pozitifligi aragtirilmis, denge noktalar1 ve temel
cogalma sayist hesaplanmistir. Stokastik modelin varhigi ve tekligi arastirilmistir.
Deterministik ve stokastik modelin kesirli diferansiyel operatorleriyle ¢oziimii i¢in
Newton polinomlu niimerik metot kullanilmistir. Dahasi, deterministik ve stokastik
modeli birlikte ele almaya olanak saglayan pargali tiirev ile birlikte Hepatit C modeli

yeniden insa edilmis ve elde edilen niimerik simiilasyonlar sunulmustur.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu baslik altinda, daha sonraki boliimlerde deginilecek olan bazi 06zel
fonksiyonlarla birlikte kesirli tiirevlerin ve kesirli integrallerin tanimlar1 sunulacaktir.

Simdi kesirli tiirev teorisinin ortaya ¢ikisi hakkinda bilgi sunalim.

2.1. Baz1 Kesirli Tiirev Ve Integral Tanimlar:

Kesirli diferansiyel ve integral operatorlerine dayali kuvvet yasasi, matematiksel
olarak bilim teknoloji ve miihendislik gibi bircok alanda uygulanabilirdir. Bu baslik
altinda kuvvet yasasi ¢ekirdegine dayanan kesirli tiirevlerin nasil ortaya ¢iktigindan s6z
edecegiz. Literatiirde yer alan baz1 ¢aligmalarda kesirli integralin tekrarlanan Cauchy
formiiliinden geldigi vurgulanmaktadir (Gorenflo ve Mainardi, 1998; Atangana ve

Hammouch, 2019). Bunu sunmak igin iyi bilinen Cauchy formiilii asagidaki gibidir:

fxfx fx fGdx, ... dxdx, = o 11)'f(x_l)n oL
(2.1)

Burada f fonksiyonu siirekli ve orijinde sifirdir. (2.1) formiiliinde tekrar
sayisinin 1’den biiyiik oldugu aciktir. Kesirli hesaplama c¢ercevesinde tam sayinin yerini
kesirli saymin aldigina inanilmaktadir. Fakat burada kesirli saymin n—1<a<n
araliginda oldugu soylenebilir (Atangana ve Hammouch, 2019).

Eger kesirli integral Cauchy formiiliinden elde ediliyorsa, kesirli derece tamsay1
oldugunda Cauchy formiiliiniin tekrar elde edilmesi beklenir. Yani a, n olamayacagi ama
n — 1 olabileceginde ilk Cauchy integralinin elde edilmesi beklenmektedir. Yine de,

tamsay1y1 kesirli sayiyla degistirerek sunu elde ederiz (Atangana ve Hammouch, 2019):

1 t
RLjx _ oa—1

(2.2)
Buradan — 1 < a < n’dir. a, n olamayacagindan en azindan o, n — 1 olabilir. O

halde, eger a, n — 1 ise asagida verilen Cauchy formiilii elde edilir:

LO LO f f(x)dx, ...dxdx, = 2)'f (x — D™ 2dl.
2.3)



(2.3) denkleminde n integrali i¢in Cauchy formiilii elde edilemedigi fakat n — 1 integrali
icin sagladig1 gorilmiistiir. Dolayisiyla bu durum hatali yorumlamaya neden olabilir.
Normalde, kesirli integralin Cauchy formiiliinden n defa tekrarlanan integralden elde
edilmesi durumunda a = n olmasi gerekir. Bu nedenle, Cauchy formiiliine uygun olarak
bir f fonksiyonun kesirli integrali asagidaki sekilde verilmektedir (Atangana ve
Hammouch, 2019):

1 t 1
RLtf(t):mfo(t—l) f(Ddl.

(2.4)
Burada n < a < n + 1’dir. Bu durumda a = n iken Cauchy formiilii elde edilir.
Dolayisiyla (2.4) denklemi ile birlikte kuvvet yasasina dayali kesirli tiirevin durumu
asagidaki sekildedir:
1 ar [t
WEO) = o g |, €~ DO

(2.5)

Simdi kesirli tiirev tanimlarinda karsimiza ¢ikabilecek bazi 6zel fonksiyonlarin
tanimlarini verecegiz ve sonrasinda kesirli tiirev ve integral tanimlarina deginecegiz.

Tanim 2.1. Euler tarafindan tanimlanan Gamma fonksiyonu,

r'(n) = f x"le™*dx; n>0
0
(2.6)
seklinde tanimlanmustir (Podlubny, 1998).

n’nin pozitif olan degerleri i¢in bu belirli integral yakinsak olur. (2.6) formiiliinde

n = 1 olarak alindiginda

r'(1) =fxoe‘xdx
0

(2.7)
esitligi elde edilir. Yine (2.6) denkleminde n yerine n + 1 yazildiginda;
n+1)= f x"e *dx
0
(2.8)



esitligi elde edilir. (2.8) integrali i¢in kismi integrasyon yontemi uygulanirsa

u=x" du=nx"'dx, dv=e¥dx, v=—e*
(2.9)
olur. Bulunan degerler
fudv=uv—fvdu
(2.10)
formiiliinde yerlerine yazildiginda elde edilen sonug
rn+1) = f x"e *dx = nf x" e *dx
0 0
(2.11)
olur ve
I'(n+ 1) =nl'(n)
(2.12)
esitligi elde edilir. (2.12) esitliginde esitligin her iki tarafi n ile boliindiigiinde
'n+1
') ey
(2.13)
esitligi elde edilir. Eger n degeri
-1<n<0
(2.14)

araliginda olursa, n + 1 pozitif olur. Dolayisiyla I'(n) hesaplanabilir. Bu hesaplama
(2.12) esitliginden
n=1icinl'(2) =1I'1) =1=1!
n=2i¢inI'(3) = 2I'(2) = 2.1 = 2!
n =3i¢inI'(4) = 3r'3) =3.2.1 = 3!
n =4icin['(5) = 4I'(4) = 4.3.2.1 = 4!
(2.15)
seklinde devam edildiginde
rn+1)=n!
(2.16)
esitligi elde edilir. Bu esitlikte n = 0 yazilirsa



0'=r(1) =1
(2.17)
bulunur.
Gamma fonksiyonu, kesirli tiirev ve integral teorisinde kullanilan kuvvet yasasi

fonksiyonunda kullanilmaktadir. Bu fonksiyon asagidaki verilmistir:

-a
K(t,a) = )
(2.18)
Ilk olarak ekonomide kullanilmis olan kuvvet yasasi davranisi gosteren bu
fonksiyon, daha sonralarda birgok bilim ve miihendislik alaninda kullanilmigtir. Negatif
bir sabit iislii dagilimlar i¢in kullanilan davranig, zamanla geliserek Gauss dagilimimdan
daha yavas bozunan dagilimlar1 icerecek sekilde gelismistir. Cekirdekler, bir sistemin
fiziksel problemlerini simiile etmek i¢in veri ve algoritmalart kullanmaya odaklanan
cesitli alanlarda 6nemli bir rol oynamaktadir (Ghoshdastidar ve Dukkipati, 2013). Bu
yiizden, arastirmacilar tarafindan cesitli ¢ekirdekler kullanilip incelenmis ve gilinliik
yasam problemlerine en uygun olanlar1 bir matematiksel ara¢ olarak kullanilmistir.
Ornegin, kuvvet yasasi fonksiyonu, Riemann, Liouville ve Caputo tarafindan kullanilip
incelenmis ve sonrasinda bu fonksiyon kesirli tiirev ve integral kavramlar: ig¢in bir
cekirdek olarak kullanilmaya baglanmistir (Denk, 2022).
K (t, @) fonksiyonunun t degiskeni ve kesirli tirevde mertebeyi gosteren a
degiskenine gore grafigi Sekil 2.1°de verilmistir.

Kuvvet yasasi fonksiyonu

«=0.95
a=0.9
a=0.85
a=0.8
a=0.75
a=0.7

35}

K(t, )

25 3 35 4 4.5
Zaman

Sekil 2.1. Kuvvet yasasi fonksiyonu i¢in simiilasyon



Caputo-Fabrizio kesirli tiirevi ise tistel fonksiyonlu ¢ekirdek igermektedir. Bu

fonksiyon i¢in simiilasyon Sekil 2.2’de verilmistir.

Ustel fonksiyon

25 3 35 4 45
Zaman
Sekil 2.2. Ustel fonksiyon igin simiilasyon

Tamim 2.2. Beta fonksiyonu Euler integralinin ilk hali olarak da bilinir ve Gamma

fonksiyonu ile iligkilendirilebildiginden dolay1 6nemli bir fonksiyondur. Beta fonksiyonu
1

B(a,pB) = f t21(1 — t)F-1qt

0
(2.19)
esitligi ile tanimlanir (Podlubny, 1998). Bu tanima esdeger olarak,
ua—l
B(a,p) = A1 0eF du
0
(2.20)
B(a,B) = 2 [[/* sin?*"1(0)cos?#~1(0)d6 , Re(a) > 0, Re(B) > 0
(2.21)

esitlikleri yazilabilir (Podlubny, 1998; Bell, 2004). Beta fonksiyonunun Gamma
fonksiyonu cinsinden gosterimi asagidaki gibidir (Bell, 2004):

I'(a).T(B)

PP =Tavp



(2.22)

Beta fonksiyonunun farkli § degerleri i¢in simiilasyonu Sekil 2.3’te verilmistir.

Beta fonksiyonu

— [3=0.05
140 — =01
3=0.15
—3=0.2
120 —=0:25
3=0.3
100 p
80 I
60
40 -
20

0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Sekil 2.3. B(a, B) fonksiyonunun farkli 8 degerleri i¢in simiilasyonu

Ayrica tamamlanmamis beta fonksiyonunun tanima,

X

B(x;a,B) = f t@1(1 — t)F1qt
0
(2.23)

seklindedir (Podlubny, 1998). Ozel olarak x = 1 i¢in Beta foksiyonu elde edilir.

Beta fonksiyonu 6zellikle fraktal-kesirli tiirevlere sahip fonksiyonlarin integralini
hesaplamada kullanilmaktadir.

Tamamlanmamis beta fonksiyonunun farkli ¢ ve f degerleri i¢in simiilasyonu

Sekil 2.4°te verilmistir.
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Tamamlanmamig Beta fonksiyonu

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 2.4. B(x; a, B) fonksiyonunun farkli & ve B degerleri i¢in simiilasyonu

Tanim 2.3. Brownian hareketi
Iskogyali Robert Brown, bir sividaki polen parcaciklarinin mikroskobik
seviyedeki hareketlerinin diizensiz, hizli ve zikzak benzeri hareketler sergiledigini fark
etmistir. Sonraki yapilan ¢alismalarda pargacigin bu sekildeki diizensiz hareketine, daha
kiigiik olan ve rassal sekilde hareket halinde olan sivi molekiilleriyle polen pargacigi
arasindaki ¢arpigsmalarin neden oldugu gortilmiistiir. Bu hareket Brownian hareketi ile
adlandirilmistir (Topuz, 2021).
Tamim 2.4. Stokastik bir siire¢ olan Brownian hareketi {B(t)} (Wiener siireci), asagida
verilen dzellikleri saglar (Klebaner, 2006; Onalan, 2010; Topuz, 2021):
e B(0) =0veB(t),t =0 t’nin siirekli bir fonksiyonudur.
e 0<p<ticinB(t)—B(p)~N(0,t — p) seklindedir.
e Bitin0<t; <t, <- <ty leri¢in B(t,),B(t,) — B(ty), ..., B(ty) — B(tx—1)
bagimsizdirlar.
Tamim 2.5. Mittag-Leffler fonksiyonu kesirli analizlerde yaygin olarak kullanilan bir
fonksiyondur. Mittag-Leffler, e? istel fonksiyonunun bir parametreli genellemesini

asagida vermistir (Mittag-Leffler, 1903):

Eu(2) = ;m

(2.24)

Iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonunun tanima;

11



o0 Zk
Ea’ﬁ(Z):;m , (a>0,ﬁ>0)

(2.25)
seklindedir. Bu tanimin baz1 degerleri igin;
a=1,0=1icin
Zk Zk
Ei.1(z) = Z?:om = Z?:oﬁ =e?,(a>0,>0),
(2.26)
a=1,0=2i¢gin
E12(2) = Sfomiry = S0 = 150 s = St (@ > 0,8 > 0),
(2.27)
a =1, =3icin
Ey5(2) =§L=iizli At el YR
’ P I'(k +3) e (k+2) 2z o (k+2) z2
(2.28)

elde edilir.

B =1 ve farkli a degerleri i¢in E, z(z) Mittag-Leffler fonksiyonunun grafigi
Sekil 2.5’te verilmistir (Denk, 2022).

Mittag-Leffler fonksiyonu
T : :

4 : |

5 10 15 20

Sekil 2.5. Farkli a degerleri i¢in Mittag-Leffler fonksiyonunun simiilasyonu

12



Tamim 2.6. y(t) fonksiyonu diferansiyellenebilir olsun. Bu fonksiyon i¢in Riemann-

Liouville ve Caputo kesirli tiirevinin tanim1

ReDEf(t) = f (t — D~f(Ddl

— ) dt
(2.29)

DEYO = s f Y@ - D) dr

(2.30)
seklinde olup, burada 0 < a < 1 dir (Atangana ve Igret Araz, 2021a).
Tanmm 2.7. y(t) fonksiyonu diferansiyellenebilir olsun. Bu fonksiyon i¢in Caputo-

Fabrizio kesirli tiirevi

M(a) [ —
Boy(®) = 1o [y @ ewp|-a 2]
0

(2.31)
seklinde olup, buradaki M(a) normalizasyon fonksiyonudur. Bu normalizasyon
fonksiyonu i¢in M(0) = M(1) = 1 dir (Caputo ve Fabrizio, 2015).

Tanmm 2.8. y(t) fonksiyonu diferansiyellenebilir olsun. Bu fonksiyonun Atangana-

Baleanu kesirli tiirevi

t
AB —17)%
ey =T y'(r)Ea[—a“ 2 ldr
0

l1-a

(2.32)

seklinde olup, burada AB () normalizasyon fonksiyonudur ve
AB(a)=1—a«a +ﬁ ve AB(0) =AB(1) =1

(2.33)
seklinde tanimlanir (Atangana ve Baleanu, 2016).
Tamim 2.9. Kuvvet ¢ekirdegi iceren Caputo kesirli integral tanimu,

t
SIEYy () =y + — F( ) y@(t—1)*tdr
(2.34)
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seklinde tanimlanir (Atangana ve Igret Araz, 2021a). ¥(t) = 0 i¢in Riemann- Liouville
kesirli integral tanimi elde edilir (Atangana, 2021).

Tanim 2.10. Ustel bozunma cekirdegi iceren Caputo-Fabrizio kesirli integral tanimu,

1 _ t
GIEYD) = 37O + s f or:

(2.35)
seklinde tanimlanir (Caputo ve Fabrizio, 2015).
Tamm 2.11. Mittag-Leffler ¢ekirdegi iceren Atangana-Baleanu kesirli integral tanimu,

1—«a

AB(@) y(@©(t -1 dr

ARlfy(©) = y(©) +

t
a
(2.36)
seklinde tanimlanir (Atangana ve Baleanu, 2016).

Simdi Atangana ve Igret Araz (2021b) tarafindan tanitilan ve farkli araliklarda
farkli tiirevler kullanimini Oneren bazi parcali diferansiyel operatdrlerin tanimlarini
verelim. Burada, pargali tiirev kavraminin, Caputo kesirli tiirevinin farkli araliklarda
farkli tiirev mertebeleri icin parcali olarak sunuldugu Wu ve ark. (2019) ¢alismasinda
sunulan kisa gecmis (short memory) kavramindan farkli oldugunu vurgulamakta fayda
vardir. Yeni bir tiirev tanimindan ziyade gercekten kisa ge¢misi anlatan bu kavram ile
parcali tlirev kavrami arasindaki farklar Atangana ve ark. (2022c¢)’nin g¢alismasinda
detayli olarak ele alinmigtir.

Tamm 2.12. f fonksiyonu diferansiyellenebilir olsun. Klasik ve kuvvet yasasi ¢ekirdegi
iceren pargcal1 tiirev

f'(t),0<t<t
PCna —
oDEf () = {tfugff(t), t,<t<T

(2.37)
seklinde gosterilir. Burada sunulan P§D&, 0 <t <t, araliginda klasik tiirevi ifade
ederken, t; <t < T araliginda Caputo kesirli tiirevi igeren pargali tiirevi ifade
etmektedir. Ayrica burada a degeri, 0 < a < 1 dir (Atangana ve Igret Araz, 2021b).
Tanmm 2.13. f fonksiyonu [0, t,] aralignda diferansiyellenebilir, [t;, T] araliginda ise
siirekli ama tiirevli olmas1 gerekmeyen bir fonksiyon olsun. Klasik ve pargali tiirevli

Riemann-Liouville kesirli tiirevi

14



"),0<t<t
PoDEf() = {Rtf{)f‘( f)(t), t, <t sl T
(2.38)
seklinde gosterilir. Burada sunulan PRSD®, 0 < t < t; araligindaki klasik tiirevi ifade
ederken, t; < t < T araliginda ise Riemann-Liouville kesirli tiirev i¢eren pargali tiirevi
ifade etmektedir. Ayrica burada a degeri, 0 < a <1 dir (Atangana ve Igret Araz,
2021Db).
Tanmm 2.14. f fonksiyonu [0, T] aralignda diferansiyellenebilir olsun. Klasik ve tstel
bozunma ¢ekirdegi iceren Caputo-Fabrizio pargali tiirev
'®,0<t<t
oDEf () = {%’igg’( f)(t), t, <t ; T
(2.39)
ve
"®),0<t<t
"oDEf () = {C”t’fi);g;(t), t, <t 1s T
(2.40)
seklinde gosterilir. Burada sunulan P¢6D® 0 <t < t, arahiginda klasik tiirevi ifade
ederken, t; < t < T araliginda Caputo Fabrizio kesirli tiirev iceren parcali tiirevi ifade
etmektedir. Ayrica burada a degeri, 0 < a < 1 dir (Atangana ve Igret Araz, 2021b).
Tamim 2.15. Klasik ve Mittag-Leffler ¢ekirdegi i¢eren pargali tiirev
'), 0<t<t
PRDEF(D) = {Agj]ch‘(fzt), t, <t sl T
(2.41)
seklinde gosterilir. Burada sunulan P48D# 0 <t <t, arahiginda klasik tiirevi ifade
ederken, t; <t < T araliginda Atangana-Baleanu kesirli tiirevi igeren pargali tiirevi ifade
etmektedir. Ayrica burada a degeri, 0 < a < 1 dir (Atangana ve Igret Araz, 2021b).
Tamim 2.16. f fonksiyonu siirekli bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun klasik ve kuvvet
yasasi ¢ekirdegi iceren parcali integrali

( “
ff(s)ds,O <t<t

PRSIES(8) =4

0
Lf t—8) s, t; <t<T
Ll—‘(a)t f(S)( S) S, 1= -
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(2.42)
seklinde gosterilir. Burada PRLI® 0 < t < t; araliginda klasik integrali ifade ederken,
t; <t < T araliginda kuvvet yasas1 ¢ekirdegi ile integrallenmeyi ifade eder (Atangana
ve Igret Araz, 2021b).

Tamm 2.17. f fonsiyonu siirekli bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun klasik ve {istel
bozunma ¢ekirdegine karsilik gelen parcali integrali

( t

f f(s)ds,0<t<t,
0

PESIEF () = 5
1—«a

i O+

t
ﬁjﬂs)ds,g <t<T
t1

(2.43)

seklinde gosterilir. Burada P¢EI& | 0 < t < t; araliginda klasik integrali ifade ederken,
t; <t < T araliginda Caputo-Fabrizio integrali ile integrallenmeyi ifade eder (Atangana
ve Igret Araz, 2021b).
Tamim 2.18. f fonksiyonu siirekli bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun klasik ve Mittag-

Leffler ¢ekirdege karsilik gelen parcali integrali

( “
Jf(s)ds,O <t<t
0

PASIEF () = 4 t
o SO —8)*ds,t; <t<T
kAB(a)f(t) +AB(a)F(a)Jf(s)(t s) s, t;<t<

1

(2.44)
seklinde gosterilir. Burada P481%, 0 < t < t, arahiginda klasik integrali ifade ederken,
t; <t <T araliginda Atangana-Baleanu integrali ile integrallenmeyi ifade eder
(Atangana ve Igret Araz, 2021b).

Teorem 2.1. Varhk-Teklik teoremi
F(t,Y), Banach uzayinda tanimli bir fonksiyon olmak {izere, bir stokastik diferansiyel
denklemin ¢6ziimii asagidaki kosullar altinda var ve tektir (Steele, 2010):

1) (Lipschitz kosulu) Her Y,Y € H ve k; > 0 igin;

IF.(t, ) — F(6, )% |6:(6 V) — G:(69)|* < kv =¥t = 0
(2.45)
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2) (Lineer biiyiime kosulu) Her Y € H ve k; > 0 igin;

IFEVR|6GED)] <k@+1Y2),t20
(2.46)

2.2. Kesirli Tiirev Iceren Diferansiyel Denklemlerin Analitik Céziimleri

Bu baslik altinda, kesirli tlirev igeren diferansiyel denklemlerin tam ¢6ziimlerini
gostermek i¢in bazi 6rnekler sunacagiz.
Ornek 2.2.1. Caputo-Fabrizio kesirli tiirevine sahip asagidaki baslangi¢ problemini ele

alalim;

{Cng‘y(t) = sin(t),

y(0) = yo
(2.47)
Bu problemi ¢6zmek i¢in denklemin her iki yanin1 integralleyelim:
t
y(t) = L( )sm(t) +— M( ) sin(t)dt
(2.48)
olup, bu problem i¢in tam ¢6zliim
1 a
y(t) = M( )sm(t) — M(a) cos(t) +1
(2.49)

seklinde olacaktir.
Ornek 2.2.2. Caputo kesirli tiirevine sahip asagidaki baslangi¢ problemini ele alalim:
{SDE‘y(t) =t
y(0) =y,
(2.50)

(2.50) denkleminin her iki tarafinin Caputo integralini alirsak denklemin tam ¢ozimii

t

F( ) (t—1)* Yt

y(®) =y(0) +—

(2.51)
olup, (2.51) esitligindeki integralinin hesaplanmasiyla asagidaki gibi elde edilir:

a+1

y(t) = y(0) + Tat2)
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Ornek 2.2.3. Atangana-Baleanu Kkesirli tiirevli Cauchy problemi

{ABﬁDf‘y(t) =t
y(0) = o

seklinde olup, bu problemin Atangana-Baleanu kesirli integrali alinirsa

(t— 1) Yt

l1-«a a t
y(t) =y(0) +AB(a) t+ AB(a)F(Oé)bf

oldugu goriiliir. Bu problemin tam ¢6zimii

1-—a Ly tatt
AB(a) AB(a)T(a + 2)

y(@) = y(0) +

seklindedir.

(2.52)

(2.53)

(2.54)

(2.55)
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3. MATERYAL VE METOT

Bu boliimde, tamsay1 ve kesirli mertebeden deterministik ve stokastik diferansiyel

denklemleri ¢6zmek i¢in Newton polinomuna dayali bir niimerik metodu sunacagiz.
3.1. Stokastik Bir Diferansiyel Denklem I¢in Newton Polinomlu Metot

Oncelikle, basit bir popiilasyon biiyiime modelini kullanarak deterministik
modelde stokastik modele gecisi sunalim. Bunun i¢in asagidaki popiilasyon biiylime
modelini sunalim:

dy
= = (Y.
(3.1)
Burada y(t) fonksiyonunu popiilasyon boyutu ve c(t) ise biiyiime oranini temsil
etmektedir. a(t) fonksiyonunun rassal etkilere sahip oldugu disiiniildiigiinde, bu
fonksiyon
c(t) = a(t) + "guralti"
(3.2)
seklinde yazilir. Olasilik dagilimi olarak bilinen giiriiltii terimi eklendigi durumda,

popiilasyon biiylime modeli

% = (a(t) + o"gurultu")y(t)
(3.3)
formuna doniisiir. (3.3) denkleminin her iki tarafi integrallenirse
t
y(t) —y(0) = j(a(s) + o"gurilti")y(s)ds
0
t t
= f a(s)y(s)ds + J oy(s)"gurilti"ds
0 0
(3.4)

Glirtiltii teriminin matematiksel yorumu Brownian hareketinin tiirevi yani

L olarak bilindiginden

t t

y(©) = y(0) = f a(s)y(s)ds + f oy(s)dB(s)

0 0
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(3.5)
esitligi elde edilir. Burada o stokastik sabiti ve dB(t) fonksiyonu ise Brownian hareketini
(Wiener siirecini) ifade eder. Eger bir y(t) fonksiyonu (3.5) esitligini sagliyorsa, bu
fonksiyon

dy(t) = a(®y()dt + oy(6)dB(t)

(3.6)
diferansiyel denkleminin bir ¢éziimidir denir. Daha genel formda bir stokastik
diferansiyel denklem asagidaki formda yazilabilir:

dy(t) = f(t,y(@©)dt + oy (£)dB ().
(3.7)
Boyle bir diferansiyel denklem igin niimerik ¢dziimii (Atangana ve Igret Araz,

2022c) igin (3.7) denkleminin her iki yaninin integralini alalim:

y(©) = y(0) = f £ (i y () dis + f oy () dB ()
0 0

(3.8)
Yukaridaki denklem, verilen t =t;, ve t=t,,q,k=0,1,2,.. noktalarinda

yazilip, bu denklemlerin farki alinirsa, asagidaki esitlik elde edilir:

th+1 tk+1

f(wy(w)du + J oy(wdB ().

2%

Y(tess) — y(t0) = j

2%

(3.9
f (,u,y(u)) fonksiyonu, Newton interpolasyon polinomu kullanilarak asagidaki
sekilde yaklasik olarak yazilabilir:

fO.m) = P(u) = FOF % tep) + — tk—z)

f(yk_li tk—l) _ f(yk—Z’ tk—Z) (
h h H

k’ 2 k—l’ » k—2’ _2
+[f(};h2tk)_ f(y2h2tk AC thtk >] (= ) (i = t_s).

(3.10)

Yukarida verilen bu yaklasim, (3.9) ifadesinde yerine yazilirsa

Ukt te+1
Vir1 = Ve + FOF 2 tey) du + J oy(w)dB(u)
t

tk k

k-1 k-2 tk+1
+[f(y h,tk_l)_f(y ,tk_z)u it )du

h

k
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+

k, 2 k—l’ 1 k—Z’ 2 tk+1
f(y tk) _ f(y ty ) + f(y Ty )]f (‘Ll _ tk—Z)(M — tk_l)du.

2h? 2h? 2h? .

(3.11)

Yukarida verilen integraller

tk+1 5
f (4 = ti—p)dp = — h*
tk
tk+1 23
[Tt tede =2

tk

(3.12)

seklinde hesaplanir. Bu hesaplamalar (3.11) denkleminde yazilirsa, niimerik algoritma
y =y +h <%f(tk—2'yk_2) 4 gf(tk—l'yk_l) + gf(tk,y")>
+ (0y(c) (Bters) = B(t)))  k = 2

(3.13)
seklinde olup, burada c;, € [ty, ti+1] dir. Ayrica o = 0 iken, bu denklemin ¢6ziimii klasik
tiirevli niimerik ¢oziimii gdsterecektir. (3.13) algoritmasinda k = 2 alindiginda, y°, y* ve
y? degerlerinin hesaplanmasina ihtiya¢ duyuldugu goriilecektir. y° degerinin baslangic
kosulu oldugu asikardir. Bununla birlikte, y! ve y? degerleri sirastyla Euler ve Adams-
Bashforth yontemi ile asagidaki sekilde formiile edilir:

¥t =y° + hf(to,y®) + 0y(co)(B(t1) — B(ty))
(3.14)

ve

h
y:=y'+ > [3f (t1, 1) — f(to, ¥°)] + ay(c)(B(t2) — B(ty)).
(3.15)

3.2. Kesirli Diferansiyel Denklemler Icin Newton Polinomuna Dayah Niimerik

Metot

Bu alt b6liimde, Newton polinomuyla insa edilen bir metodu kesirli diferansiyel

denklemlere uygulayarak elde edilen bu denklemler i¢in niimerik yaklagimlar sunacagiz.

3.2.1. Caputo tiirevli kesirli diferansiyel denklemin niimerik ¢6ziimii
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Bu alt baglik altinda Newton polinomuna dayal1 niimerik metot kullanacagiz.

{8Dé"y(t) =f(y,t)
y0) =y,

(3.16)
Yukarida verilen denkleme Caputo integrali uygulandiginda, asagidaki esitlik elde edilir:
Y =30 + s [ FOr0E— 10 a

(3.17)

t = ty 41 noktasinda (3.17) esitligini yeniden yazalim:

y(tes1) = y(0) +r( )z n+1f(y,u)(tk+1 W tdu

(3.18)
elde edilir. Burada f(y, u) fonksiyonu Newton polinomundan faydalanilarak asagidaki
gibi yaklagtirilabilir:

f(yn_l' tn—l) _ f(yn_z' tn—Z)
h

fO.m) =B =fO" 2ty + (1= tn—2)

f(y t)  2f T e 1)+f(y” 2, th—z)
2h? 2h? 2h?

l( —th)(U—tphg)n =2,
(3.19)

Bu polinom (3.18) denklemindeki integralde yerine konuldugunda, asagidaki denklem
elde edilir:

k
k1 — y(0) + 1 il 2 NS
Yt =y(0) @ ¢ fO 2 tna) (tesr — )" dp
tn

tn+1 f(yn 1 tn 1) f(yn 2 tn 2) .
F(a) Z f [ l (1= th2)(trpr — ) " du

ft"“ fO"t)  2fO™ tad) +f(y”‘2,tn_z)
F(a) 2h? 2h? 2h?

X (= tn_p) (U — tp_1) (txer — W dp.

(3.20)
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(3.20)’de verilen integraller i¢in asagidaki hesaplamalar yapilir:

trrs A [(k —n 4 1)
_palgy =2
J; (L1 — ) du al —(k —n) ]

tne1 R [(k—n+1)%k—n+3+2a)
_ _ a-1 -
j; (.u tn—z)(tk+1 .u) dﬂ a(a + 1) —(k _ Tl)a(k —n+3+ 30{)

j— ha
Cala+D(a+2)

tn+1
f (= tn2) (U — ty_1) (tgyr — W tdu
t

n

—n)2 —
(k—n + 1)% (Z(k n) -I-Z(Sa +10)(k n))
% +2a“ +9a + 12
a(2(k —n)?+ (5a + 10)(k —n)
—(k—mn)
+6a? + 18a + 12

(3.21)
Bu hesaplamalar, (3.20) denkleminde yerine yazildiginda asagida verilen niimerik
algoritma elde edilir (Atangana ve igret Araz, 2021a):

k
ha
y<rt = y(0) + m;f(y"‘z, tn) [k =+ D = (e = )]

k
h® _ S
+m;[f(y Ltno1) = F(Y" 7% b))

(k—n+1D*k—n+3+2a)
—(k—n)*k—n+3+3a)

ha_ k n n-1 n—2
Tr@+3) Z O™ ) = 2f " tues) + F 2 )]

(k—n+1)® (Z(k —n)? -I-2(3a +10)(k — n))
x +2a“ +9a + 12
2(k —n)? + (5a + 10)(k — n))

- k—n“(
( ) +6a? + 18a + 12

(3.22)

3.2.1. Ornek:

Bu 6rnekte asagidaki Caputo kesirli tiireve sahip diferansiyel denklemi ele alalim:

{SDé"y(t) = ysin(0.5t)
y(0) =1
(3.23)

Yukaridaki denkleme Caputo integrali uygulandiginda, asagidaki esitlik elde edilir:

23



Y(© =) + o [ 100 -0
(3.24)
t = t4, noktasinda, (3.24) denklemi
Y(tes) =y(0) + —— @) Z f n+1ysm(0 51) (tger — 1) * Hdu
(3.25)

seklinde yazilir. Burada f(y,u) fonksiyonu iki adim Newton polinomu kullanilarak

asagidaki sekilde yaklastirilabilir:

th+1
P =y + s E :f y"25in(0.56 ) (tsr — 1) dp

tnt1 [yn= 1sm(0 S5t,_) y” 2sln(O 5tp—2)
F(a) f I l

X (1= ty_2)(teer — W * Hdp

Jtnﬂ y"sin(0.5t,) 2y™ 1sin(0.5t,_;) +y”‘zsin(0.5tn_2)
F(a) 2h? 212 2h?

X (f = tn_p) (U — ty_1) (txer — W dp.

(3.26)

Gerekli diizenlemeler yapildiktan sonra, asagida verilen niimerik algoritma elde edilir:
ha
Yol =1 4 mz Y1 25in(0.5¢,_,)[(k — n + 1) — (k — n)7]
n=2
h(X
+ m;[yn_lsin(O.Stn_l) — y™ 25in(0.5t,,_,)]

(k—n+1D*k—n+3+2a)
—(k—n)*k—n+3+3a)
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k
h&
—_— Ngj — oyn—1gi n—2.:
+2F(a + 3)22[)] Sln(O-Stn) 2}7 Sln(O.Stn_l) +y Sln(O'Stn—z)]
n=

(k —n + 1) (Z(k —n)?+ (Ba +10)(k — n))
+2a? +9a + 12
—(k—n)® (Z(k —n)?+ (5a + 10)(k — n))
+6a? + 18a + 12

X

(3.27)
Caputo tiirevine sahip baslangic deger probleminin ¢oziimii i¢in niimerik

simiilasyon Sekil 3.1°de verilmistir.

a=0.95
a=0.9 ,/'
@=0.85
a=0.8
a=0.75

0

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
t
Sekil 3.1. Caputo tiirevli kesirli diferansiyel denkleminin niimerik simiilasyonu

3.2.2. Atangana-Baleanu kesirli tiirevli Cauchy problemi i¢in bir niimerik algoritma

Bu alt boliimde, Atangana-Baleanu kesirli tiirevli Cauchy problemini ¢6zmek i¢in
Newton polinomuna dayali bir niimerik metodu kullanacagiz.
{ABSDé"y(t) =f(,0)
yO@ =y
(3.28)
Yukarida verilen kesirli tiirev denklemine Atangana-Baleanu kesirli integrali

uyguladiginda, asagidaki esitlik elde edilir:

— 0 (1—(1) a ‘ a—-1
y() =y(0) + AB(@) f(t,}’)+mfof(%ﬂ)(f—ﬂ) du.
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(3.29)
t = t,,1noktasinda yazildiginda, (3.29) denklemi

k
1-— tn+1
y(te+1) = y(0) + %f(tk'yk) + mz . fF ) (tesr —)* du

n=0

(3.30)
seklinde yeniden diizenlenir. Burada verilen f(y,u) fonksiyonu iki adim Newton
polinomu ile yaklasik olarak ¢oziiliip yukaridaki integralde yerine konuldugunda

denklem, asagidaki gibi olur:
(1-a

yk+t = y(0) + mf(tk,yk)
k
o i n-2 a-1

+mz y fO™ % tho2) (teer — W) dp
k

M7 4 z f If(yn-l, tt) fOM tH)l

['(a)AB(a) tn At At

n=2

X (= th_p)(trser — W) * 'du

k
P j mf " t)  2f (" ton) +f(yn_2»tn—2)
['(a2)AB(a) . 2(At)? 2(At)? 2(At)?
n=2

X (U= tn_2) (U — tn_1) (tisr — W dp.

(3.31)

Yukarida verilen integraller i¢in (3.21) de yapilan hesaplamalar (3.31) denkleminde
yerine yazildiginda asagidaki niimerik algoritma elde edilir (Atangana ve Igret Araz,

2021a):

yt =y + D )

k
ah® ~ . }
@t DAB@ nzzzf "2 taa) [0 =+ 1) = (k = )]

k
aha -1 n-—2
T+ 4B nzzz[f(y o) IO )
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(k—n+1D%k—-—n+3+2a)
—(k—n)*(k—n+3+3a)

ah® k . , o .
+2F(a+3)AB(a);[f(y ) = 2f " tna) + FONTE )]

(k —n+ 1)° (Z(k —n)? + Ba +10)(k - n))

+2a? +9a + 12
2(k —n)? + (5a + 10)(k — n))
+6a? + 18a + 12

X

—(k—n)® (

(3.32)
3.2.2. Ornek:
Asagidaki Atangana-Baleanu kesirli tiireve sahip diferansiyel denklemi ele

alalim:

{A%Df‘y(t) = 0.5ye™"

y(0) = 0.1
(3.33)
Yukarida verilen denkleme Atangana-Baleanu integrali uygulandiginda, asagidaki esitlik
elde edilir:
t
Y(0) = ¥(0) + G5 f000) + s [ FOa =0
(3.34)
t = ti,1noktasinda, (3.27) denklemi
Y(tr+1) = y(0) + SB_(;)) 0.5y(t,)e "
a - tne1
+ AB(T(a) Z ftn 0.5y (e (terr — W) du
n=0
(3.35)

seklinde yeniden yazilir. Burada f(y,u) fonksiyonuna iki adim Newton polinomu

uygulandiginda asagidaki sekilde yaklastirilabilir:
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1-a
AB(a)

a th+1
—— E n—2 o a1
T BT (@ ft 0.5y 2(t,_p)e " n2(typr — W) 'du
n=2

k
a th+1[0,5yn " le~tn-1 0,5y 2" tn-2
T BT (@) L h B n
n=2

X (= th_p)(tysr —W)*'d

th+1[0,5y"e~tn  0.5y" letn-1 05y 2etn-2
AB(a)F(a) f [ 2h2 2h? * 2h? l

X (# — tn—2) (U — ty_1) (tis1 — 1)~ 'd

0 Syk —ty

" =y(0) +

(3.36)

Gerekli diizenlemeler yapildiginda asagida verilen niimerik algoritma elde edilir:

1-a) k ,—t
—01+AB()05ye k
ah® o
+ E 0.5y" 2e~tn2[(k — n+ 1)% — (k — n)%]

AB(@T(a+1) 4

a
O. n-1 _tn—l — . n-2 —tn_z
+AB(a)F(a+2)Z[ yTe 0.5y emn=]
n=

(k—n+1D*k—n+3+2a)
—(k—n)*(k—n+3+3a)

0.5y™ —tn _ 2% 0. n-1,—-tn—1 . n-2,—tp—>»
+2AB(a)F(a+3)ZZ[ y"e 0.5y" e + 0.5y “e ]
n=

(k—n+1)* (Z(k —n)? -I-2(3a +10)(k — n))
% +2a“ +9a + 12
2(k —n)? + (5a +10)(k — n))

- k—n“(
( ) +6a?% + 18a + 12

(3.37)
Atangana-Balenau tiirevine sahip baslangic deger probleminin ¢dzlimii igin

nlimerik simiilasyon S$ekil 3.2°de verilmistir.
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Sekil 3.2. Atangana-Baleanu kesirli tiirevli Cauchy problemi i¢in bir niimerik simiilasyon
3.2.3. Caputo-Fabrizio kesirli tiirevli Cauchy problemi i¢in niimerik algoritma

Bu alt baslikta, asagida verilen Caputo-Fabrizio kesirli tiirevli genel bir adi
diferansiyel denklemi ¢6zecek bir niimerik algoritma sunalim. Bu problem asagidaki
gibidir:

{C’SD?&) = f(ty(®)

y(0) = yo
(3.38)
Bu denklemin her iki tarafina Caputo-Fabrizio kesirli integrali uygulayalim:
y(©) - y(0) = =2 f (D) + f tf (b y(W))du.
M(a) M(a) J,
(3.39)

Yukarida verilen denklemde, k = 0,1,2, ... olamak {lizere t = t;, Ve t =ty
noktalarini yazildiktan sonra bu iki denklemin farki alindiginda asagidaki esitlik elde

edilir:

1 —
Y(tre1) —y(ty) = W‘S [f(tk'y(tk)) - f(tk—l'y(tk—l))]

Tk+1

+ ﬁ . f(wy()du.

(3.40)
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Newton interpolasyon polinomu yontemi kullanilarak [t, ty4,] araliginda (3.40)

ifadesi asagidaki sekilde yazilir:

1- k=2 ¢ o
yk+1 =yk +M( )[f(tk,y ) — F(tier,y k ]+ M?a)f(y . tk—2) ) du
O tk D fOF )] (e
M(a) h l ftk (U — ty—)dp
’ 2 k=1 1 k-2 tk+1
M‘(Za) lf(}zlhztk) f(yth th—1) f(y tk )l j; Gt )t — )

(3.41)
(3.12) denklemindeki hesaplamalar (3.41) esitliginde yazildiktan sonra diizenlenirse,

ilgili nimerik algoritma

YViev1 = Yk + M(@) [f(tkry(tk)) f(tk-1,y(tr=1))]
ah -
vl BT S
(3.42)
seklinde yazilir (Atangana ve Igret Araz, 2021a).
3.2.3. Ornek:
Bu 6rnekte Caputo-Fabrizio kesirli tiirevli bir problemi ele alalim:
{C’SD? O =y+t?
y(0) =1
(3.43)
Bu denklemin her iki tarafina Caputo-Fabrizio kesirli integrali uygulandiginda asagidaki
sekilde olur:
y(6) = (0) =~ (y 4 £) + —— Jt(y + u?)dp.
M(a) M(a) J,
(3.44)
Yukarida verilen denklemde k = 0,1,2,... olamak Tlizere t=1¢t;, ve t=

tr+1noktalarinda yazildiktan sonra bu iki denklemin farki alindiginda asagida verilen

esitlik elde edilir:

— a Tk+1

l1—-«a
y(ter) =y(0) = 35 (OF D) = O+ o)) +es | O+ d

M(a)
(3.45)
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Newton interpolasyon polinomu yontemi kullanilarak [ty, ty, ;] arali@inda, (3.45) ifadesi

L—a @ OF ) [
a [r+t2_) G2+t ftkﬂ
- —ty_)d
+M(a) h h " (1 — ty—1)du
a (yk + t]%) Z(y"_l + tl%—l) (yk_z + ti_z) j‘tk+1
M(a)| 2h? 2h? * 2h? . (1 — ty—2) (1 — ty—1)dp

(3.46)
seklinde diizenlenir. Yukarida verilen integraller hesaplandiginda, ele aldigimiz 6rnek
icin agagidaki niimerik algoritma elde edilir:

l1-«a
Yk+1 = Vi T W[()’k +t) — F T+ t-)]
ah [23(y* +t3) —16(y* L +tZ_,)
12M(a) +5(F 2+ t7 ) '
(3.47)
Caputo-Fabrizio tiirevine sahip baslangi¢ deger probleminin ¢éziimii i¢in niimerik

simiilasyon Sekil 3.3’te verilmistir.
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Sekil 3.3. Caputo-Fabrizio kesirli tiirevli Cauchy problemi i¢in niimerik simiilasyonu
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3.3. Stokastik Kesirli Diferansiyel Denklemler i¢in Newton Polinomuna Dayah
Niimerik Metot

Bu alt baslik altinda, Newton polinomuyla insa edilen bir metodu stokastik kesirli
diferansiyel denklemlere uygulayarak bu denklemlerin niimerik yaklagimlarini

sunacagiz.

3.3.1. Stokastik Caputo tiirevli kesirli diferansiyel denkleminin niimerik ¢6ziimii

Metodu tiiretmek icin, dncelikle Caputo tiirevine sahip bir stokastik diferansiyel

denklemi ele alalim. S6z konusu model asagidaki problem ile ifade edilir:

{CDt y(t) = f(,£) + oydB(t)
y(0) =y,
(3.48)

Yukarida verilen denkleme Caputo integrali uygulandiginda, asagidaki esitlik elde edilir:

t
Y =0 + s [ FOn0E =0 e+ s [ G0 - 077 a8,

F( ) Jo
(3.49)
t = t,1 noktasinda, yukaridaki esitlik
tnta
Y(tes1) = y(0) +r( )Z f 1) (tirr — W tdu
tht1

T )Zf Y (tir — W 1dB ()

(3.50)

seklinde elde edilir.

f fonksiyonu Newton polinomuyla yaklastirildiktan sonra bu hesaplamalar (3.50)
denkleminde yerine yazildiginda asagidaki niimerik algoritma elde edilir (Atangana ve
Igret Araz, 2021a):

Y = y(0) + = Zf(y” %tk =1+ D = (k = n)°]

I'(a +1)
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k
h¢ _ n—
+mnz=2[f(y Ltna) = FO b))

(k—=n+1)%k—-—n+3+2a)
—(k—n)*tk—n+3+3a)

k
ha
EPYCER) ,Zz[f O tn) = 2f " ) + FO 7 b))
(k —n+ 1)° (Z(k —n)? + Ba +10)(k — n))
+2a? + 9a + 12

2(k —n)? + (5a + 10)(k — n))
+6a? + 18a + 12

X

—(k —n)® (

k
ha—l
+m;ay(cn>(3<tn+o ~ B[k —n + D — (k —n)“].

(3.51)
Omek 3.2.1°deki problem stokastik eklenerek yeniden c¢oziiliirse asagidaki

niimerik algoritma elde edilir:

k
ha
k+1 _ AP h B W
ykHt = 1+F(a+1)zy sin(0.5¢,_5)[(k — n + 1)® — (k — n)<]
n=2
he +
n—1; Ao n=2g;
+F(a+2)zz[y sin(0.5¢,_1) — y™ ?sin(0.5t,_,)]
n=

(k—n+1)%k—-—n+3+2a)
—(k—n)*(k—n+3+3a)

k
h®
_— Ngy _ n—1g; n—2.:
+ ZF(a 1+ 3) Zz[y Sln(O-Stn) 2y Sln(O-Stn_1) + y SlI’l(O.Stn_z)]
n:

(k—n+1)" (Z(k —n)? + Ba +10)(k - n))
X +2a* +9a + 12
2(k —n)? + (5a + 10)(k — n))

_ k_na(
( ) +6a% + 18a + 12

k
ha—l
+ m; O-y(cn) (B(tn+1) - B(tn))

(3.52)
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Stokastik Caputo tiirevine sahip baslangic deger probleminin ¢oéziimi igin

nlimerik simiilasyon Sekil 3.4’te verilmistir.

0

0

0.5

1

1.5
t

2

2.5

3

Sekil 3.4. ¢ = 0,9 ve o = 0, 25 i¢in stokastik Caputo kesirli tiirevli Cauchy problemi i¢in bir niimerik

simiilasyon

3.3.2. Stokastik Atangana-Baleanu kesirli tiirevli Cauchy problemi i¢in bir niimerik

algoritma

Bu alt boliimde, Atangana-Baleanu kesirli tiirevine sahip bir stokastik diferansiyel

denklemini ¢6zmek i¢in Newton polinomuna dayali bir niimerik metodu Sunacagiz. S6z

konusu model agagidaki problem ile ifade edilir:

{ABSDf‘y(t) = f(y,t) + oydB(t)
y(0) =y, -

(3.53)

Yukarida verilen denkleme Atangana-Baleanu kesirli integrali uyguladiginda, asagidaki

esitlik elde edilir:
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1-a) (1-a)
AB(a )f(t,y) AB(@)

y() =y(0) + ———oydB(t)

Wf f(y».u)(t —‘u)a 1dy

ao 1
e | 700 - s

(3.54)
(3.54) denklemi t = t;,; noktasinda,
1-— 1
Yt =y + : % 90 + e 07 (BErn) = B@w)
a tnt1 ~
+ mz Ln fO 1) (ter — 1)~ tdu
n=0
aoc tnta a1y
+ T()AB (@) j;n y() (tsr — ) * dB (1)
n=0
(3.55)

seklinde yazilir.

f fonksiyonu Newton polinomuyla yaklastirildiktan sonra bu hesaplamalar (3.55)
denkleminde yerine yazildiginda asagidaki niimerik algoritma elde edilir (Atangana ve
Igret Araz, 2021a):

y =y + (AB_( ))f(tk,yk)

F(a+1)AB(a)Zf(yn % ta-) [k —n+ D% = (k —n)°]

ah® -1 n-2
"T@+24B@) ;[ﬂy 2 TS0 2]

(k—n+ 1%k —n+3+2a)
—(k—n)%Ck —n+ 3 + 3a)

k
T2 (@ + 3)4B(@) ,;[f(yn' tn) = 2f " tret) + F O )]
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(k—n+ 1)@ (Z(k —n)? + (3a +10)(k —n))
x +2a? + 9a + 12
—(k—n)® (Z(k —n)% + (5a +10)(k — n))
+6a? + 18a + 12
ah® 1

—_ —_ a __ _ a
n=
(3.56)
Ornek 3.2.2’de ele alinan diferansiyel denkleme stokastik eklenirse, bu denklemin
¢Oziimii asagidaki gibidir:

1-a —t, 1-a
AB@ ¢ T v

yk+1 =01+ O-yk(B(tk+1) _ B(tk))

k
ah® v, ) a
+A3(a)F(a+1);0-5y 2¢=tn—2[(k — n + 1) — (k — n)?]

ah® &
n-1,-tp_1 _ n-2,-tp_»
+AB(a)F(a+2)Z[O'5y & 0.5y %e~*n=2]
n=

(k—n+1D*k—-—n+3+2a)
—(k—n)*(k—n+ 3+ 3a)

0.5y"e~th — y"~lg=tn-1 4 (0 5yn~2¢ tn-2]

K
ah®
* 2AB(a)T'(a + 3) ;[

(k—n+1)® (Z(k —n)? + (3a + 10)(k — n))
x +2a? + 9a + 12
n_va (2(k —n)* + (5a +10)(k —n)
Ve ( +6a? + 18a + 12 )
a,ha—l k

+AB(0c)F(a DL oy 2(B(ty_1) — B(tn_2))[(k —n + 1)* — (k — n)“].

(3.57)
Stokastik Atangana-Baleanu tiirevine sahip baslangi¢ deger probleminin ¢6ziimi

i¢cin niimerik simiilasyon Sekil 3.5’te verilmistir.
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Sekil 3.5. a = 0,95 ve g = 0, 05 icin stokastik Atangana-Baleanu kesirli tiirevli Cauchy problemi i¢in
bir niimerik simiilasyon

3.3.3. Stokastik Caputo-Fabrizio Kesirli tiirevli Cauchy problemi icin niimerik

algoritma

Bu alt baglikta, asagidaki Caputo-Fabrizio kesirli tiirevli genel bir adi diferansiyel

denklemini ¢ézecek bir nliimerik algoritma sunalim. Bu problem asagidaki gibidir:

{CﬁDé"(t) = f(t.y(D) + oydB(t)

y(0) = yo
(3.58)
Bu denklemin her iki tarafina Caputo-Fabrizio kesirli integrali uygulayalim:
t
y() —y(0) = f(t y(6)) + —— M( A y(WdB ().
(3.59)

Yukarida verilen denklemde k = 0,1,2, ... olmak lizere t =t;, ve t =ty
noktalar1 yazildiktan sonra elde edilen iki denklemin farki alindiginda asagidaki esitlik

elde edilir:

V(tes1) —y(ty) = M( )[f(tk'y(tk)) f(tk 1Y (k- 1))]

(2751 (2251

Y@ ), f(uyn)du + 3o . oy (1)dB(u).

(3.60)
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Yukarida verilen integraller hesaplandigi zaman asagidaki algoritma elde edilir

(Atangana ve Igret Araz, 2021 a):
yktt = yk + M(@) [f(tk'y(tk)) f(tk 1Y (k- 1))]

N 1—a [ oy*(B(tks1) — B(tr))
hM (@) |—oy*~ 1 (B(t) — B(tx-1))

ah  123f(ty, yi) — 16f(tk—llyk—1)]
12M(a) +5f (tk—2, Y-2)

oy(c) (B(tys1) — B(&)).

o
e
(3.61)
Ornek 3.2.3’de Caputo-Fabrizio kesirli tiirevli problemine stokastik terim

eklendigi durumda olusan diferansiyel denklemin niimerik ¢oziimii asagidaki gibidir:

1—
yk+t = yk 4+ e )[(y +tp) — O+ )]

1—a| oy*(B(ts1) —B(ty))
M(a) |—oy* *(B(ty) — B(ty-1))

ah  [23(y* +t2) —16(y* 1t +ti_)
12M (a) +5(y% 2 +tZ_,)

oy(ci) (B(trs1) — B(t)).

a
"M@
(3.62)
Stokastik Caputo-Fabrizio tiirevine sahip baslangi¢ deger probleminin ¢oziimii

icin niimerik simiilasyon Sekil 3.6’da verilmistir.
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Sekil 3.6. « = 0,5 ve o = 0, 15 i¢in stokastik Caputo-Fabrizio kesirli tiirevli Cauchy problemi i¢in
niimerik simiilasyonu

3.4. Parcah Tiirevli Diferansiyel Denklemler icin Newton Polinomuna Dayah

Niimerik Metot

Bu baslik altinda, parcali tiirevli diferansiyel denklemler i¢in Newton polinomuna
dayal1 bir niimerik metot sunulacaktir. Bunun i¢in, bir insan viicudunda kandaki hormon
degisimini modelleyen bir diferansiyel denklem, pargali tiirev ile modifiye edilecektir
(Atangana ve Igret Araz, 2021b). Birinci aralikta stokastik Caputo kesirli tiirevini ve
ikinci aralikta Atangana-Baleanu kesirli tiirevini igeren parcali tiirevli diferansiyel

denklem asagidaki gibi yazilabilir:

mt
ED&x(t) = p — Bcos (E) —kx+oxdB(t) ; 0<t<t

Tt
AEDEx(t) = p — Bcos (E) — kx ;o tH <t<T

(3.63)

Yukarida verilen parcali tiirevli denklem integrallenirse,
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I[ x(0) + m y(u)dB(u)(t - W) tdu ]I
I I
N |

; 0<t<t
x() = ['a )f [p d COS(12> "x(s)] (t—s)*ds
|[ X(t1)+AB( )[P ﬁCOs( ) kx(t)] ]I
| rt l; t,<t<T
[-I'AB(a)F(a)f [P Bcos (12) kx(s)] (t—S)“_ldSJ
(3.64)

oldugu goriiliir. Integralde yer alan fonksiyon Newton interpolasyon polinomu ile

yaklastirilirsa asagidaki niimerik algoritma elde edilir (Atangana ve Igret Araz, 2022a,
2022b):

x™ = x(0) + r( + 1) Z [p ﬁcos( t12 ) kle_z] {(ril(r_lljl—;;g‘a}

Jj1=2

3 [ e (7)) = - o (2) - 10

J1=2

x {(nl — i+ —j; +3+ 2“)}
—(ny —j)%ny —j; + 3+ 3a)

oo () ) -2 - s () -

mt; _ .
T r@+3) & (p BCOS< Ja 2> _ kxh—z)
12
(ny — j, + 17 [2(n1 —Jj)* + Ba +10)(ny —1'1)]
9 +2a? 4+ 9a + 12

—(ny — j,)"¥ [2(711 —Jj1)? + (5a +10)(ny _j1)]
v +6a? +18a + 12

ha—l k
T D Z 0y () (B(tns1) = B(ta)) [(k = n+ D® = (k =), t € [0, ¢]

(3.65)

x™ = x(ty) +

T |~ 50 (”f;) |

+ AB(Z)(?Z: D [p Beos (nt12 ) - ksz_z]

X {(n — 2+ D= (n— )%}
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5 3 [l ses(5) o)

_ <p _ Bcos (@) ~kx ,-2_2)] {(n —Jjz+ D*(n—j; +3+ Za)}

12 —(n—j)*(n—j,+3+3a)
HEYY: (C:z()AFt(): +3) h;ﬁg [(p — Bcos (7;%) — kxf'z)
oo (45 o - (55 1)

(Tl —jz + 1)a Z(Tl _jz)z + (36! + 10)(" _jz)

% +2a?% 4+ 9a + 12 te[t,T].
—(n— j,)" 2(n—j)* + Ga+10)(n—j)] |’ ’

+6a? + 18a + 12

(3.66)
(3.63) probleminde p = 0,05; f = 0,02; k = 0,09 parametreleri kullanilarak

elde edilen niimerik simiilasyon Sekil 3.7°de verilmistir.
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Sekil 3.7. a = 0,85 ve 6 = 0, 1 icin kandaki hormonun zamana bagl degisimini gosteren niimerik
simiilasyon

Pargali tiirev tanimindan yola ¢ikarak, modelin farkli araliklarda farkli tiirev
kullanilabilecek sekilde insa edilebilecegini biliyoruz. Bu yiizden burada, birinci aralikta

stokastik Caputo-Fabrizio kesirli tiirev, ikinci aralikta Caputo kesirli tiirev ve {igiincii
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aralikta Atangana-Baleanu kesirli tiirevin yer aldigi model asagidaki sekilde modifiye

edilebilecektir:
Tt
(CFDtlx(t) = p — Bcos (12> kx + oxdB(t) ; 0<t< tl\
mt
é £DEx(t) = p — Beos (12> kx ; tu<t<t, L
it
l ABEDEX() = p — ﬁcos(lz) kx ; t,<t<T J

(3.67)
Yukarida verilen pargali tiirevli denklemi integrallersek,
x(t)
( x(O) + <p ﬁcos( t) kx(t)) _
M(a) 12

<p ﬁcos 1;) kx(s))ds ; 0ttty
M(a)f

x(ty) + mj; <p — Bcos (1—;> — kx(s)) (t—9s)*ds ; t; <t<t,
[ x(t,) + 1:3_( a) <p Bcos (E) kx(t)) ]

{ o - j S, <t<T
a—1
\ +WL2 (p — Pcos (ﬁ) - kx(s)) (t—s)*"'ds

s f x()dB(w)du

J
(3.68)
oldugu goriiliir. Integralde yer alan fonksiyon Newton interpolasyon polinomu ile

yaklastirilirsa asagidaki niimerik algoritma elde edilir (Atangana ve Igret Araz, 2022a,
2022b):

[p Bcos <nt2) kxh]At

x™ = x(0) + M(a ) ( n1—1) +—— M(a) Z ——[p Bcos (ntilz_1> kxh‘l] At

=2
]1 T[t

[p ﬁcos( T )—kle‘Z]At_

+ it X @) (Bir) = B@) L € [0,81]
ny — (an® N _ mtj,—2 _ (ny —jz + D*
x = x(t) + 5 D L <p ﬁcos( 12 ) kx(tf2‘2)>{ —(ny — jy)® }
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P8O S (- eos(B2) — ki) (5 peos (22 - )|
j2=nqi+3

{(nz —Jj2+ 1% (n, —j2+3+ 2“)}
—(n, _jz)a(nz —j2+3+ 3a)

b0 S (o= oo (5) - ) - 2 peos () - e

J2=n1+3

Tt; _ .
(o= peos (S52) 2|
{(nz —j, + 1) 2(ny = j2)? + Ba + 10)(ny — j,)
+2a%+9a + 12

2(ny —ju)? + (5a+10)(n, —j )}
—(n & 2 g 2 2 t €ty,t
(n2 = J2) +6a? + 18a + 12 [t 2]

x™ = x(ty) +:B—(a) (p Bcos (nltz ) kex™ )

a0 < (p—peos (FE22)\ (s — js + D
+AB(a)F(a+1) +3< kxf< 212 >){ —(n; —j3)* }

AB(Z)(??; 2 Z [( ﬁws( ) kxj3_1>

(o= peos ("?z i)

{(n3 —j3s+ 1%z —j3+3+ 2“)}
—(n3 —j3)a(n3 jz+3+3a)

e () -ae8)
a(At)”

20B(@)T(a+3) La 2 (p ﬁcos( ) e 1)

(P ﬁcos( 13‘2_2> Jex 3 2)_

2(n3 —jz)* + Ba +10)(nz — j3)
+2a% +9a + 12

e [2(n3 —j3)? + (5a + 10)(n —j)}
— (N, — a 3 3 3 3 Et,T
(n5 =J3) +6a% + 18a + 12 [tz 7]

X {(ns —jz+ 1D
(3.69)

43



(3.67) probleminde p = 0,05; § = 0,02; kK = 0,09 parametreleri kullanilarak

elde edilen niimerik simiilasyon Sekil 3.8’de verilmistir.
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Sekil 3.8. « = 0,85 ve g = 0, 2 i¢in kandaki hormonun zamana bagli degisimini gosteren niimerik
simiilasyon
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu basglikta, Lestari ve ark. (2022) tarafindan tanitilan bir Hepatit C modeli igin
deterministik ve stokastik yaklasimlar ile ele alinacaktir. Deterministik model i¢in denge
noktalarimin bulunmasi, ¢oziimlerin pozitifligi ve temel cogalma gibi analizler
sunulurken, stokastik model i¢in modelin ¢6ziimiiniin varlik ve teklik ispatinin yan sira
nliimerik ¢oziimii arastirilacaktir. Dahasi, s6z konusu model pargali tiirevler ile modifiye
edilerek, bu kavram sayesinde deterministik ve stokastik yaklasimlarin bir arada ele
alinmasi saglanacaktir. Deterministik, stokastik ve deterministik-stokastik kaliplarina

sahip modeller Newton polinomlu metot ile niimerik olarak ¢6ziilecektir.

4.1. Hepatit C Modeli Ve Baz1 Ozellikleri

Lestari, Megawati, Susyanto ve Adi-Kusumo (Lestari ve ark., 2022) Hepatit C

viriisii i¢in deterministik matematiksel bir model sunmustur. Bu model,

dT

E= A—(SlT—(l—T])ﬁVT
dl

ar = A=mBVT = 5,1

dV— 1 ki |74
Tt =( €) c

(4.1)
seklinde ifade edilir. Burada T enfekte olmamis hiicrelerin sayisini, I enfekte olmus
hiicrelerin sayisin1 ve V serbest viriislerin sayisini ifade etmektedir. Enfekte olmamis
hiicreler A oraninda iiretilir ve dogal olarak &; oraninda Oliirler. Hiicreler sabit bir 8
hizinda bir viriisle etkilesime girdiklerinde enfekte olurlar ve enfekte olduktan sonra §,
oraninda Oliirler. 7nilacin virlisii durdurmadaki, € ise ilacin virlisii engellemedeki
etkinligidir. Hepatit C viriisii, enfekte hiicreler tarafindan sabit bir k oraninda tiretilir ve
sabit bir ¢ oraninda temizlenir. Modeldeki biitiin parametrelerin tanimlarindan dolayi
pozitif oldugu goz onilinde bulundurulmalidir.

Bu model i¢in baslangi¢ kosullari,
T0)=T,=>0, 1(0)=1,>=0, V)=V, =0
(4.2)

olarak sec¢ilmistir.

45



4.1.1. Deterministik modelin denge noktalari

Sistemin hastalik viriisii olmadan denge noktasi (E;) i¢in, hastalik viriisii
parametreleri 0 olarak kabul edilir. Yani, I = 0 ve V = 0 igin,
A—6,T=0
(4.3)

olur. Buradan T = ai olarak bulunur. Dolayisiyla hastalik viriisii olmadan denge noktasi

1
6] n

(4.4)
olacaktir (Lestari ve ark., 2022). Simdi endemik denge noktasin1 (E;) bulalim.

3.denklemden v = £=2% ojur. By ifadeyi modelde yer alan ikinci denklemde yerine
yazarsak,
(1-¢e)kl
(1 —n)ﬁfT— 6,1 =0
(4.5)
olur. Buradan
d,C
T =
(1-m-e)kp
(4.6)

olarak bulunur. Daha sonra birinci ve ikinci denklemi taraf tarafa toplayip bulunan T

degerini yazarsak

A—5, 0ac = 5,1
(1-mnA-ekp
4.7)
olur. Buradan
/- A 6:C
6, (A-m@A-ekp
(4.8)

olur. Son olarak yukarida bulunan T degerini birinci denkleme yazarak V degeri bulunur.
Yani,

) .~
(1 —-m@ -ekp (1 -1 -ekp

A_61
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(4.9)
yazilir. Buradan,

(1—e)ka o

YT T T a-mp
(4.10)
olur. Dolayisiyla bu sistemin endemik denge noktasi
E, = ( 8,c A 8,¢ (1 —¢€)ka & )
A-mA-ekp’'s, (A-mA—-ekB 8¢ (1-mp
(4.11)

olacaktir (Lestari ve ark., 2022).

4.1.2. Deterministik modelin ¢oziimlerinin pozitifligi

Bu baslik altinda, baslangi¢ kosullarinin pozitif oldugu kabul edilerek modelin

¢dziimlerinin pozitifligini gosterelim. Oncelikle I(t) fonksiyonu ile baslayalim.

= (1 =mBVT = 8,1
dt
(4.12)
denkleminde V (t) ve T(t) fonksiyonlarinin ayni isaretli oldugu kabul edilirse ve
1-n>0
(4.13)
iken
ﬂ > —0,1
dt
(4.14)
seklinde yazilir. Bu denklemin ¢6ziimii i¢in agagidaki esitsizlik yazilir:
1(t) > 1(0)e~%2¢,
(4.15)

Simdi V (t) fonksiyonunun pozitif oldugunu gosterelim. Bunun i¢in sistemin

ticlincii denklemini yazalim:
d—V =(1-—e)kl —cV.
dt
(4.16)
I(t) = 0 oldugundan ve

(1-¢e)>0
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(4.17)
kabulii ile (4.16) esitligi

(4.18)
seklinde yazilir.
V(t) =V(0)e <t
(4.19)
olur.

T (t) fonksiyonunun ¢oziimiinii incelemeden 6nce asagidaki normu tanimlayalim:

Ifllc = sup |f].
telo,T]

(4.20)
Simdi T (t) fonksiyonunun ¢6ziimiinii arastiralim.
dT
— = A= 8T — (1 =mBVT
(4.21)
denklemi,
T
P > —(6,T+ (1 —n)BVT)
(4.22)
seklinde yazilir.
SEZ =T+ (L= mBIVIT)
> — (61T + (1 —n)B sup |V] T)
te[o,T]
=2 =6+ A =mBIVIle)T
(4.23)
olup
sk
dt —
(4.24)

seklinde yazilir. Bu denklemin ¢6ziimii,

T(t) > T(0)e ™kt
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(4.25)
seklindedir. Burada,
k=6+0-mBlIVIe
(4.26)
ile ifade edilir.

Buradan, modelin ¢6zlimlerinin pozitif oldugu sonucu elde edilmistir.

4.1.3. Temel ¢cogalma sayisi

Bu baslik altinda tezde sundugumuz Hepatit C modeli i¢in temel ¢ogalma sayisi
hesaplanacaktir. Temel c¢ogalma sayisi, salginin seyrini belirlemekte ve salginin
gelecekteki seyrini tahmin etmede kullanilir. Burada temel ¢ogalma sayisi yeni nesil
matris (next generation matrix) yontemi kullanilarak hesaplanmaktadir (Driessche ve
Watmough, 2002). Simdi modelimizin enfekte siniflarini ele alalim:

I'=(1—-n)BVT — §,1
V' =1 —-¢e)kl —cV.

(4.27)
Denklem sisteminin nonlineer matrisi
F= [(1 - Z)BVT]
(4.28)
seklinde olup ve denklem sisteminin lineer matrisi ise asagidaki gibi yazilir:
A |
—(—e)kl+cV
(4.29)
Bu matrisler i¢in Jakobyen matrisleri
jr=[0 G- meT)
(4.30)
ve
JV = [—(16—2 e)k (C)]
(4.31)

seklinde elde edilir. Buradan
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ryt=[g G P : [(1_Ce)k 0]

0 8¢ 5,
(4.32)
elde edilir. Buradan islemi gerceklestirdigimizde
1
— 0
[0 (1- n)ﬁT] P
0 0 1T1-ek 1
8,C c
(4.33)
yani
(1-mBT(A-e)k (1-n)pT
0,C c
0 0
(4.34)

matrisi elde edilir. Buradan (F.V~1) matrisinin 6zdegerlerinin en biiyiigii, diger bir
deyisle spektral yarigapi
(1 -mBT(A —-e)k (1—-n)BT
det - [

A0
8, c 0 /1] 0
0 0
(4.35)
formiilii ile hesaplanip, temel ¢ogalma sayisi

_ @ -mBA—-e)ka

Ry = —

0,C 01
(4.36)

seklinde bulunur. Burada temel ¢ogalma sayist yani Ry > 1 oldugu durumlarda viriisiin
yayiliminin zamanla artacagi, Ry < 1 oldugu durumlarda ise viriisiin yayiliminin bitecegi

sonucuna varilmaktadir (Lestari ve ark., 2022).

4.2. Hepatit C Modeli i¢in Newton Metodu ve Niimerik Coziimleri

Bu boliimde, Lestari ve ark. (2022) tarafindan tanitilan matematiksel modeli
Newton metoduyla klasik tiirevi, stokastik niimerik ¢oziimii, Caputo-Fabrizio, Atangana-
Baleanu, Caputo kesirli tiirevi, stokastik kesirli tiirevi, parcali tiirevi ve pargali stokastik

ile modifiye edilen modelin niimerik ¢dziimleri sunulacaktir.
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4.2.1. Klasik tiirevli Hepatit C modeli ve niimerik ¢oziimleri

Kesirli Hepatit C modelinin niimerik ¢oziimiinii sunmadan once klasik versiyon
ile baslayalim. Bir 6nceki boliimde oldugu gibi, (4.1) denklem sisteminin her iki tarafi
integrallenir ve Newton polinomu ile yaklastirilirsa, klasik tiireve sahip modelin niimerik

¢Ozimii asagidaki algoritma ile elde edilir:
— 5 —
o (=8, — (1 =BV 2T )

4
Tn+1 =Tn + h —§(A _ 61Tn_1 _ (1 _ n)ﬁvn—lTn—l)

23
+ 35 (0= 8T = (L= mpYT™)

— 5 -
ﬁ ((1 _ T])ﬂVn_ZTn_Z _ 62171—2)

1n+1 =" +h _g((l _ n)ﬁVn_lTn_l _ 52171—1)

23
+ 5 (@ =mpyrTT = 8;1") |

£ 5 =
(ﬁ (1—-e)ki"? - cV”‘Z)

V=Y 4 b —g((1 — kI — eV )|

+§((1 — e)kI™ — cV™)
L 12 i

(4.37)
Klasik tiireve sahip Hepaptit C modeli i¢in niimerik simiilasyonlar Sekil 4.1-4.3’te

verilmistir.
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35T 1
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Sekil 4.1. Enfekte olmamus hiicrelerin sayisinin Newton metotlu niimerik simiilasyonu
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Sekil 4.2. Enfekte olmus hiicrelerin sayisinin Newton metotlu niimerik simiilasyonu




%108

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Zaman
Sekil 4.3. Serbest viriislerin sayisinin Newton metotlu niimerik simiilasyonu

4.2.2. Stokastik Hepatit C modeli ve niimerik ¢6ziimleri

Deterministik sisteme stokastik giiriiltii ekleyerek sistemin stokastik siireglere
genellestirilebildigini biliyoruz. Asagidaki denklem sisteminde B;(t),i = 1,2,3 standart
Brownian hareketi olup, o;,i = 1,2,3 ise giirtiltiiniin yogunlugu olarak bilinen gergek bir
sabittir. Stokastik denklem,

dT = (o —6,T — (1 —n)BVT)dt + 0,TdB,(t)
dl = ((1 = n)BVT — 8,1)dt + 0,1dB, ()
dV = ((1 — e)kl — cV)dt + a3V dBs(¢)
(4.38)
seklindedir.

Stokastik denklem sisteminin niimerik ¢6zlimii,
5
Tl =T"+h E(A —6,T"2 - (1 —n)BV2T""2)
4 n-—1 n—1pn-1
— 5= 8T~ (1 =By

23
T € n)ﬁV”T”)] + 0, T(¢) (By (tn41) — B1(t))
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5 4
In+1 ="+ h [ﬁ ((1 _ n)ﬁvn—ZTn—Z _ 62171—2) _ § ((1 _ T])ﬁVn_lTn_l _ 62171—1)

23
+ 5 (A=Y T™ = 51| + 031 (Baltsn) = Balen)

5 4
Vil =yn +h [(E(l — )kl 2 — cV"-2> -3 (A —ekmt —cvr)

23
+ 25 (1= OKI™ = V)| + 03V (B (tnen) = Ba(e)
(4.39)
seklinde olacaktir. o; = 0, = o3 = 0 iken, (4.39) niimerik ¢6ziim klasik tiirevli modelin

¢Ozlimiinii verecektir.

Stokastik denklem sisteminin niimerik simiilasyonu Sekil 4.4-4.6’da verilmistir.
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Sekil 4.4. 0 = 0, 08 igin enfekte olmamis hiicrelerin sayisinin stokastik niimerik simiilasyonu
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Sekil 4.5. 6 = 0, 14 icin enfekte olmus hiicrelerin sayisinin stokastik niimerik simiilasyonu
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Sekil 4.6. 0 = 0, 18 igin serbest viriislerin sayisinin stokastik niimerik simiilasyonu

4.2.3. Stokastik Hepatit C modeli i¢in varhk-tekligin incelenmesi

Bu alt baslik altinda, (4.38) ile verilen stokastik Hepatit C modelinin ¢6ziimiiniin
varlik ve tekligi i¢in gerekli kosullarini sunacagiz. Bunun i¢in, Teorem 2.1’ de sunulan

kosullar1 inceleyecegiz. Oncelikle asagidaki normu tanimlayalim:

Ifllo = sup [f(E)].
tefo,T]
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(4.40)

Arastirmaya (4.38) modelinin birinci denkleminin sag tarafindaki fonksiyon ile
baslayalim:

|Fi(Ty, £) = Fy(To, )12 = |=6,(Ty = To) = (1 = BV (T, — T)|?

< 2(|61|2 +(1- U)ZﬁZVZNTl - T2|2

<2 <|61|2 +(1- U)Zﬁz sup |V|2> |T; — T2|2
]

telo,T

< 2(16:12 + (A = m2B2IVIIEIIT, — T2|?

< k4|T, — T, |?.
(4.41)
Burada,
ky = 2016112 + (1 —n)?B2IIVIIZ)
(4.42)
seklindedir. (4.38) modelinin ikinci denkleminin sag tarafindaki fonksiyonu i¢in
|Fy (11, t) — F> (I, t)|2 = |=6,(1; — Iz)lz
< (a; + 8,191 — L|?
< kol = L|?
(4.43)
oldugu goriiliir. Burada a, yeterince kiigiik bir say1 olmak iizere,
ky =a; +16,1°
(4.44)

seklindedir. Son olarak, (4.38) modelinin {iglincii denkleminin sag tarafindaki fonksiyonu
icin
|F3(Vy,t) = F3(Vo, )| = |[—c(Vy = V,)I?
< |cl?|Vy — Vol?
< (az + [c|))|V; = V,|?
< k3|Vy — V2|2

(4.45)
bulunur. Burada a, yeterince kiigiik bir say1 olmak {izere,

k3 = az + |C|2
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(4.46)
seklindedir. Stokastik kisim i¢in de asagidaki esitsizliklerin gecerli oldugu goriiliir:
|G, (t, Ty) — G1(t, T,)|? = of [Ty — T,|?
< (of + a3)|Ty — T, |?
G2 (t, 1) — Go(t, I)I? = af |, — L|?
< (07 + allly — L|?
1G3(t, V1) — G3(t, V)|? = 03 |Vy — V,|?
< (0 +ag)|Vy — V5%
(4.47)
Boylece ¢ozlimiin varlik-tekligi icin Teorem 2.1°in 1. kosulunun saglandig: goriiliir.
Simdi Teorem 2.1’in 2. kosulunu inceleyelim.
|F (T, O)|* = |[=6,T — (1 =n)BVT|?
< 2[18, PITI? + A = m?B2IVI?ITI?]

< 2|18, 1*ITI? + (1 — n)?B? sup |[V|?|T|?
telo,T]

< 2[1611% + (A = m)2B2IVISIITI?
<k 1+1TI%)
(4.48)
Burada,
k= 2[16:1* + (1 = m)?B2IVIIZ]
(4.49)
seklindedir.
I (1,17 = (1 = mBVT — 8,117
< 2((A=m?BAVIAITI? + (6)%111%)
< 2(1—m?p? sup |V|? sup |T|? + 2(8)* 1]
] telo,T]

te[o,T
<201 —m?BAIVIENTIE + 2(82)%1112
205,)° |1|2>
1=m?B2IVIEITIIE

< A -m?BIVIEITIZ) (1 T30

205,)° |I|2)
2(L=m2B2IVIENTIIE

<k, <1 +
(4.50)
olup, burada
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ky =21 =n)*BAVIEITIZ
(4.51)
ve
2(8,)?
21 =m2B2IVIENTIIE

<lven+1

(4.52)
dir. (4.38) sisteminin ti¢iincii denklemdeki sag taraf fonksiyonu i¢in ise
|F3(V,0)]? = |(1 — e)kl — cV|?
< 2(1 — €)2k?|I|? + 2c?|V|?

< 2(1 —€)?k? sup |I]?> + 2c?|V|?
telo,T]

< 2(1 — )2k2||1)|% + 2¢2|V|?

2c?
[V|% ).
1—e)2k?||I|%
(4.53)

S(Hl—d%ﬂm&)o+¢(

oldugu goriiliir. Burada,

2c?

<1 1
20— ozkzs Ve

(4.54)
seklindedir.
Simdi bu kosulu G, (t,T), G,(t, 1), G5(t, V) fonksiyonlar1 i¢in inceleyelim.
G (¢, T)I? = |0y T|?
< (of +b)ITI?
< ky|T|?
G2 (¢, DI? = |o,1]?
< (a)?l1]?
< (07 + b1
< k|2
1G3(t, V)|* = |o5V|?
< (03 + by)IV|?
< ks|V|2.
(4.55)
Dolayisiyla, ele alinan Hepatit C modeli igin
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{ 2(8,)? 2c? }< .
max )
2(1 —=n)2BAIVIENITIE 2(1 — e)2k2||1]|%

(4.56)
kosulu altinda ele alinan stokastik denklemin ¢oziimiiniin var ve tek oldugu sonucu
cikarilir.

4.2.4. Kesirli tiirevlere sahip Hepatit C modeli ve niimerik ¢oéziimleri

Bu baglik altinda, ele alinan Hepatit C modelini kesirli tiirevler ile modifiye edip,
boyle modeller i¢cin Newton polinomunun uygulanisini sunacagiz. S6z konusu
matematiksel modeli hatirlatalim:

dT
dt
dl

Fie (1 =n)BVT — 6,1

= Aa—6,T— (1 —n)BVT

d—V =(1—¢e)kl —cV.
dt
(4.57)
(4.56) denklemindeki klasik tiirev, Caputo-Fabrizio kesirli tiirevi ile degistirilirse
CEDET(t) = a—6,;T — (1 —n)BVT
CODEI() = (1 —=mBVT — 8,1
CEDEV(t) = (1 — e)kl — cV
(4.58)
sistemi elde edilir. Bu denklem sistemini daha sade yazalim:
“ODET () = f(T,1,V)
“ODEI) = g(T,1,V)
CEDEV(t) = h(T,1, V).
(4.59)
Bu denklem sisteminin Newton polinomunun kullanilmasiyla elde edilen Caputo-

Fabrizio kesirli tlirevi i¢in niimerik algoritmasi asagidaki gibi olur:
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1-«a (TR 15, VE, t)

Tk+1 — Tk +
M(a) _f(Tk—l'Ik—l' Vk_lltk—l)

_%f(Tk_Z, Ik—z' Vk—Z’ tk—z) |
+ I\jIZ(Aat) _gf(Tk—1’1k—1’ Vk—l’ tk—l)
+§f(T",I", vk t)
1-a g(T*, 1%, Vk )

Ik+1 — Ik +
M((l) _g(Tk_l,Ik_l,Vk_l, tk—l)

— 5 —
Eg(Tk_Z, Ik—Z, Vk—Z' tk—Z)
alt 4

T k-1 7k-1 k-1

+M(a) 3g(T ,I ,V 'tk—l)
23
+Eg(Tk,Ik, VE t,)

l1-«a h'(Tkylk; Vk' tk)

Vk+1 — Vk +
M(a) |[—h(T* L, 11 Ve ¢ )

— 5 —
12 h(T*2, 172, V2,1 5)

alt 4
—§h(T"‘1, =Lyt Df

V@

23
k 1k yk
+12h(T VR )

(4.60)
Farkli kesirli mertebeden tiirevler i¢in Hepatit C salgin modelinin Caputo-Fabrizio

niimerik ¢6ziimii i¢in simiilasyonlar Sekil 4.7-4.9°da verilmistir.
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Sekil 4.7. Farkl kesirli mertebeden tiirevler i¢in enfekte olmamig hiicrelerin sayisinin Caputo-Fabrizio
kesirli tiirevli niimerik simiilasyonu
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Sekil 4.8. Farkli kesirli mertebeden tiirevler i¢in enfekte olmus hiicrelerin sayisimin Caputo-Fabrizio
kesirli tiirevli niimerik simiilasyonu
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Sekil 4.9. Farkl kesirli mertebeden tiirevler i¢in serbest viriislerin sayisinin Caputo-Fabrizio kesirli
tirevli niimerik simiilasyonu

(4.56) denklem sistemini Atangana-Baleanu tiireviyle sade bi¢imde yazarsak
denklem
ABSDET () = f(T,1,V)
ABSDEI(E) = g(T,1,V)
ABEDAV (t) = h(T,1,V)
(4.61)
seklinde olur.
Simdi verilen denklem sistemin Atangana-Baleanu tiirevinin Newton polinomu
kullanilarak elde edilen nlimerik algoritmasini bulalim.

1—«a

Tkl =T(0) + 18(@)

f(T* 1%, VE, t,)
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K
a(At)® N2 e e (k—n+1)“
+ I'(a + 1)AB(a) nsz(T SITEVI ts) I —(k—n)=

K
a(At)* fartm-tynte Y 1|k—n+ D%k —n+ 3+ 2a)
I'(a + 2)AB(a) ~ —f(rn2,m2vn2t, )| —(k—n)*(k —n+ 3+ 3a)

fam vt e, ‘

a(At)”
"2 +3)4B(@) £

=2

—Zf(Tn_l, In_l, Vn_l, t‘n—l)
+f(Tn_2, ITL—ZI Vn—Z’ tn—Z)

2(k —n)? 2(k —n)?
X[(k—n+ 1D +Ba+10)(k —n)| — (k —n)* |+(5a + 10)(k — n)
+2a? +9a + 12 +6a? + 18a + 12
1 =1(0) + 1 N g(T®, 1%, V¥ t,)
AB(a) o

k
a(At)® W A (k—n+1)“
T e+ DAB (@ ;Q(T SRV o) [ —(k — n)“

k
a(At)* gLyt H1[k—-n+ 1%k —n+3 + 2a)
I'(a+ 2)AB(a) r— —g(T 2, 12,y 2 t, )| —(k—n)*(k—n+ 3+ 3a)

g(T™ 1" V", ty) ]

a(At)”*
2I'(a + 3)AB (@) L

=2

—Zg (Tn_l, In_l, Vn_l, tn—l)
+g (Tn—Z’ In—z’ Vn—z' tn—z)

2(k —n)? 2(k —n)?
X|(k—n+1)*[+@Ba+10)(k —n)| — (k —n)*|+(5a + 10)(k — n)
+2a? +9a + 12 +6a? + 18a + 12
VR = V(0) + % F(TR, 15V )
AB(a)’ Tk
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k
a(At)® 2 e m2 (k—n+1)“
t e+ DAB @) nZz RS I5 V5 ) | g

L ay i [ h(rn1, =t ynt e 3 [k —n+ D%k —n + 3 + 2a)
I'(a + 2)AB(a) ~ —h(T™ 2, "2y 2t, )| —(k—n)*(k—n+ 3+ 3a)

h(T™ I, V" t,)
—hf(Tn_l, In_l, Vn_l, t‘n—l)
+h(Tn_2, ITL—Z‘ Vn—Z’ tn—Z)

a(At)”*
T e+ 3)4B () Z,

2(k —n)? 2(k —n)?
X|(k—n+1)%|+Ba+10)(k —n)| — (k —n)*|+(5a + 10)(k — n)
+2a? +9a + 12 +6a? + 18a + 12

(4.62)

Farkli kesirli mertebeden tiirevler i¢cin Hepatit C salgin modelinin Atangana-
Baleanu kesirli tiirevinin nlimerik ¢6ziimii i¢in simiilasyonlar Sekil 4.10-4.12°de

verilmigtir.
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Sekil 4.10. Farkli kesirli mertebeden tiirevler i¢in enfekte olmamus hiicrelerin sayisimin Atangana-Baleanu
kesirli tlirevli niimerik simiilasyonu
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Sekil 4.11. Farkli kesirli mertebeden tiirevler i¢in enfekte olmus hiicrelerin sayisinin Atangana-Baleanu
kesirli tiirevli niimerik simiilasyonu
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Sekil 4.12. Farkli kesirli mertebeden tiirevler i¢in serbest viriislerin sayisinin Atangana-Baleanu kesirli
tiirevli niimerik simiilasyonu

(4.56) matematiksel modeli Caputo tiireviyle sade bigimde yazarsak denklem
6DET(6) = f(T,LV)
6DE1(e) = g(T,1,V)
GDEV(t) = h(T,1,V)
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(4.63)
seklinde olur.
Simdi verilen denklem sistemi i¢in Caputo tiirevinin Newton polinomlu niimerik

¢Oziimiinii bulalim.

( )“ (k—n+ 1
Tk+1 =T Z Tn= 2 In 2 yn—-2
(O) + f( WV » o 2) (k n)a
(At)a f(TTl—l’ ITl—l’ Vn_ll tn—l)
F(a+2) &l=f (T2 172, V"2 1, )

(k—n+1D%k—-n+3+2a)
—(k—n)*(k—n+ 3+ 3a)

(T Irm,vet,)
—Zf(Tn_l, In_l, Vn_l, tn—l)
n=2 +f(Tn_2, In—Z’ Vn—Z' tn—Z)

2(k —n)?
(k—n+1)*|+Ba+10)(k —n)
+2a? +9a + 12
2(k —n)?
—(k—n)*|+(5a +10)(k —n)
+6a? + 18a + 12

(At)*
T or@+3)

[(k—n+1)%

Ik+1=1(0)+ ( )“ Z (TnzanVHZtn 2) _(k_n)a

(At)a z [ g(Tn—l'In—l' Vn—l’ tn—l)
F(a +2) —g(T™ 2,12, V"2 t,_5)

(k—n+1D%k—-—n+3+2a)
I —(k—n)*(k—n+3+3a)

g™ 1, vht,)
—Zg(Tn_l, In—l’ Vn—l' tn—l)
n=z| +g(T"%,1" 2, V"2, 1, )

2(k —n)?
(k—=n+1)*|+@Ba+10)(k —n)
+2a? 4+ 9a + 12
2(k —n)?
—(k—n)*|+Ga+10)(k —n)
+6a? + 18a + 12

(At)*
+ 2I'(a + 3)
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( )“ (k—n+ 1)
k+1 — n-2 n—-2 yn-—2
V= V(0) + zh(T T TS ] i
(At)% z [ h(T™ L -Lynte 1)
F(a + 2) h(Tn 2: ITI. 2: Vn 21 tTl—Z)

(k—n+1D%k—-n+3+2a)
—(k—n)*(k—n+3+3a)

h(T™ 1™, V" t,)
_zh(TTl—l' ITl—l' Vn_ll tn—l)
n=2| +h(T" %, 1" 2, V"%, t,_,)

2(k —n)?
(k—n+21)*|+Ba+10)(k —n)
+2a? +9a + 12
2(k —n)?
—(k—n)*|+(5a + 10)(k — n)
+6a? + 18a + 12

(Ap)*
T or@+3)

(4.64)
Farkl1 kesirli mertebeden tiirevler i¢in Hepatit C salgin modelinin Caputo kesirli

tiirevinin ¢6ziimii i¢in niimerik simiilasyonlar Sekil 4.13-4.15’te verilmistir.
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Sekil 4.13. Farkli kesirli mertebeden tiirevler i¢in enfekte olmamus hiicrelerin sayisinin Caputo kesirli
tiirevli niimerik simiilasyonu
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Sekil 4.14. Farkli kesirli mertebeden tiirevler i¢in enfekte olmus hiicrelerin sayisinin Caputo kesirli
tiirevli niimerik simiilasyonu
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Sekil 4.15. Farkli kesirli mertebeden tiirevler i¢in serbest viriislerin sayisinin Caputo kesirli tiirevli
niimerik simiilasyonu




4.2.5. Stokastik Kkesirli Hepatit C modeli ve niimerik ¢éziimleri

Hiicresel diizeyde stokastik Hepatit C salgin modeli,
dT = (o —6:T — (1 —n)BVT)dt + 0,TdB,(t)
dl = ((1 —=n)BVT — 8,1)dt + 0,1dB,(t)
dV = ((1 — e)kl — cV)dt + a3V dBs(¢)

(4.65)
seklindedir. Bu stokastik matematiksel modeli Caputo-Fabrizio kesirli tiirevi igin
uygulayalim.

CEDET(t) =a—6;T — (1 —n)BVT + 0,TdB;(t)
CEDEI(t) = (1 —n)BVT — 8,1 + 0,1dB,(t)
CEDEV(t) = (1 — €)kl — cV + a5V dBs(t)

(4.66)
Denklemin daha sade hali
CEDET(t) = f(T,1,V) + 0,TdB,(t)
CEDEI(t) = g(T,1,V) + 0,1dB,(t)
CEDEV(t) = h(T,1,V) + o3VdB;(t)
(4.67)
seklinde olur. Her bir denklem i¢in ayr1 ayr1 integral islemi uygularsak
T(t) = T(0) + e )f(T LV) +M( )f f(T,1, V)dr+ e )aleBl(t)
a t
+ WJ;) 0,TdB, (1)
16) = 1(0) + —— g(T, 1, V) + —— f g(T,1,V)dt + —— -  6,1dB,(0)
M(a) M(a) M(a)
a t
+ M) . 0,1dB,(7)
V() = V(0) + —h(T 1, V) + —— f BT, 1V dr + —2 6,V dBy (1)
M(a) M(a) M(a)
t
+ ﬁfo 03VdB5(1)
(4.68)
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elde edilir. Denklem sisteminin Newton polinomunun kullanilmasiyla elde edilen

nlimerik algoritmasi

1—-«a
M(a) f(Tk—l’ Ik—l’ Vk_ll tk—l)

Tk+1 — Tk

11—«

)

4 alt
M(a)

M()

5 -
Ef(Tk—Zl Ik_z, Vk_z, tk—Z)
4
_ §f(Tk_1, Ik_l, Vk_l, tk—l)

23
k 1k 7k
+12f(T V5 )

f(Tki Ik: Vk' tk)

U1Tk(31(tk+1) - B (tk))

_GlTk_l(Bl (tx) — By (tk—l))

01T(Ck)(B1 (tk+1) — By (tk))

1—«a

1k+1 — Ik

M(a)

1—al

T M@

alt

T @

+

1
V(tesr) = V() +

4 alt
M(a)

a
M(a)

1—«a
M(a)

— 5 -
E h(Tk—Z’ Ik—Z, Vk—Z' tk—Z)
4
—3 (TR 1 1L vt )

23
—h(Tk, 1%, V5t
+12 ( %)

g(Tk 1%, VE t.)

—g(T 1 =LVt g q)

Uzlk(Bz (tk+1) — B2 (tk))

-_Uzlk_l(Bz (tx) — B (tk—l))

5 -
Eg(Tk_z' Ik—Z’ Vk—Z' tk—Z)

4
_ §g(Tk_1: Ik_l, Vk_l, tk—l)

23
k 1k yk
+12g(T VR )

Uzl(ck)(Bz(tkﬂ) — B, (tk))

—a h(Tk' Ik; Vkl tk)
M(a)

—h(Tk_l, Ik_l, Vk_l, tk—l)

03Vk(B3 (tk+1) — B3 (tk))

—03V¥~1(B3(ty) — B3(tg-1))
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+ %(1)03V(Ck)(33 (te+1) — B3(t))
(4.69)

seklinde olur.
Hepatit C salgin modelinin Caputo-Fabrizio kesirli tlirevinin ¢oziimi igin

stokastik niimerik simiilasyonlar1 Sekil 4.16-4.18’de verilmistir.
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Zaman

Sekil 4.16. @ = 0,8 ve ¢ = 0, 08 i¢in enfekte olmamus hiicrelerin sayisinin Caputo-Fabrizio kesirli
tiirevli stokastik niimerik simiilasyonu
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Sekil 4.17. a = 0,8 ve g = 0, 14 i¢in enfekte olmus hiicrelerin sayisinin Caputo-Fabrizio kesirli tiirevli
stokastik nlimerik simiilasyonu
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Sekil 4.18. ¢ = 0,8 ve ¢ = 0, 18 i¢in serbest viriislerin sayisinin Caputo-Fabrizio kesirli tiirevli
stokastik nlimerik simiilasyonu
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(4.64)’ de verilen stokastik modeli Atangana-Baleanu kesirli tiireviyle sade
sekilde yazarsak denklem,
ABEDET (¢) = f(T,1,V) + 0,TdB,(t)
ABCDEI(t) = g(T,1,V) + 0,1dB,(t)
ABCDAY () = h(T,1,V) + 05VdB;(t)
(4.70)
seklinde olur. Verilen stokastik modelin Atangana-Baleanu kesirli tiirevinin Newton

polinomu kullanilarak elde edilen niimerik algoritmasi

1-—
f(Tk 5, Ve t) +

T+ = T(0) + 1- 15(@)

AB(a)

U1Tk(B1 (tk+1) — By (tk))

a(A)* i 4y (k—n+ 1)
+F(a+1)AB(a)zf(T VTR ) | e

a(AD)® o[ FLmeL vt e ) [k —n+ D%k —n+ 3 + 2a)
I'(a + 2)AB(a) ~ —f(rn2,m2vn2 ¢, )| —(k—n)*(k —n+ 3+ 3a)

f@ vt e,)
—Zf(Tn_l, In_l, Vn—l' tn—l)
+f(Tn_2, In—Z’ Vn—2, tn—Z)

a(At)®
t 3rta + 3)4AB(@) L,

2(k —n)?
X|[(k—n+1)*|+@Ba+ 10)(k —n)
+2a? 4+ 9a + 12

2(k —n)?
—(k—n)*|+Ga +10)(k —n)
+6a? + 18a + 12

a(At)*1
T @+ DAB@) VA

— 1)«
011 (B1(tn+1) — Bi(ty)) l( (kn +n)3(

1-—
g(Tk % VEt) + ——

1-
I+t =1(0) + 1B(@)

AB(a)

021 (Bz(tk+1) B, (tk))
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k
a(At)? e (k—n+1)7
" Tla+ DAB(a) ;g(T SRV o) l —(k —n)«

k
N a(At)” Z [ grvtmtyrle D)1|[k—n+ D%k —n+3+ 2a)
I'(a + 2)AB(a) p] —g(T 2122t Il —(k—n)*(k—n+ 3+ 3a)

n yn n
a(At)a k g(T 'I FV 'tn)

+ —2g(T™ 4, "LV 6y _y)
2@+ DAB@ L4 | | - opn—z n-2 yn-z p 3

2(k —n)? 2(k —n)?
X|[(k—n+1D+Ba+10)(k —n)|— (k —n)*|+(5a + 10)(k — n)
+2a? + 9a + 12 +6a? + 18a + 12 |

a(At)*? . (k —n+1)%]
e+ DAB(@ L 721" (Batnsa) = B (1) [ —(k —n)® |

l1-a l-a
k 1k vk k _
AB(CK) h(T ,I ,V ltk) +AB(CZ) G3V (B3(tk+1) B3(tk))

VL =v(0) +

k
(A6 & 4 (k—n+1)°
Tt l)AB(a)nZ;h(T SRV ) I (k- n)a

a(At)® zk: [ (vt =Lyt D) 1[k—n+ 1Dk —n+ 3+ 2a)
I'(a + 2)AB(a) ] —h(T™ 2,12, y"2 ¢, )| —(k —n)*(k —n+ 3 + 3a)
n n n
a(At)d k h'(T FI ;V ;tn)

_th(Tn—l'In—l' Vn_l,t _1)
2r(a+AB@ Ly | |y orn-z oz yn-z | ")
) ) )y n—

2(k —n)? 2(k —n)?
X|[(k—n+1)*|+Ba+10)(k —n)|— (k —n)*|[+(5a + 10)(k —n)
+2a? + 9a + 12 +6a’ + 18a + 12 ||
k -
a(At)e ! N (k—n+1)“
I'(a+DAB(a) & 73V" (B3(tnsa) = B3(tn) —(k—n)® |

(4.71)
seklinde olur.

Hepatit C salgin modelinin Atangana-Baleanu kesirli tiirevinin ¢6zimii i¢in

stokastik niimerik simiilasyonlar1 Sekil 4.19-4.21°de verilmistir.
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Sekil 4.19. ¢ = 0,95 ve ¢ = 0, 09 igin enfekte olmamis hiicrelerin sayisinin Atangana-Baleanu kesirli
tiirevli stokastik niimerik simiilasyonu
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Sekil 4.20. ¢ = 0,95 ve ¢ = 0, 1 i¢in enfekte olmus hiicrelerin sayisinin Atangana-Baleanu kesirli
tirevli stokastik niimerik simiilasyonu
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Sekil 4.21. o = 0,95 ve o = 0, 15 icin serbest viriislerin sayisinin Atangana-Baleanu kesirli tiirevli
stokastik nlimerik simiilasyonu

(4.64)’de verilen stokastik modeli Caputo kesirli tiireviyle sade sekilde yazarsak
SDET(t) = f(T,1,V) + 0,TdB, (¢)
EDEI(t) = g(T,1,V) + 0,1dB,(t)
DAV (t) = h(T,1,V) + 03VdB;5(t)
(4.72)
olur. Verilen stokastik modelin Caputo kesirli tiirevinin Newton polinomu kullanilarak
elde edilen niimerik algoritmasi

(At)*
I'a+1)

k—n+1)°

TH*1 =T(0) + —(k = )@

Zk (
f(Tn_Z, In—Z’ Vn—Z’ tn—Z) l
n=2

(ADE ~O[ Frmt -l yni ] (k—n+1)%%k —n +3 + 2a)
I'a+2) ] —f(rn2,m2yn2¢ N —(k—n)*(k —n+ 3+ 3a)

f(amrvet,)

At)“
ETIZ 4@ v g, )
2(k — n)? 2(k — n)?
X[(k—=—n+1)*|+Ba+10)(k —n)|— (k —n)*|[+(Ga + 10)(k — n)
+2a? +9a + 12 +6a? + 18a + 12
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(At)a—l " (k n -+ 1)(1
TarnL ™ (Baltns) =Ba) | _ gy
o (80" w2 ez ynez [t D
1k1‘1(0)+r( P G Ztnz)[ —(k —n)

k
(AD)“ gLty ) 1[k—n+ 1%k -—n+3+ 2a)
I'a+2) ~ —g(T 212 v 2 t,_ Il —(k—n)*(k—n+3+3a)

g™ 1r,vtt,)
—Zg(Tn_l, In_l, Vn_l, tn—l)
n=2 +g(Tn_2, 111—2’ Vn—Z' tn—Z)

(At)*
T or@+3

2(k — n)? 2(k —n)?
X [(k—n+1)%|+Ba+10)(k —n)|[— (k —n)*|+(5a + 10)(k — n)
+2a% + 9a + 12 +6a? + 18a + 12

(At)a—l
I'(a + 1)

k 1D«
0'21 (Bz(tn+1) Bz(tn)) ( (kn +n)3z
(k—n+1)°

+1 _ (At)a n-— n-— n—
VEtl =y (0) + ——— Zh(T 22 yn2 ) (k- e

a+1)

(AD)“ Z[h(T” L1 yn-1 e Y 1[(k—n+ 1%k —n+ 3+ 2a)
F(a+2) h(T™ 2,12,V 2 ¢, )| —(k—n)*(k—n+ 3+ 3a)

h(T™ I, V™ t,)
_Zh(Tn_l’ ]n—l’ VTL—l’ tn—l)
+h(T" 2,12, V2, 5)

(At)*
T or@+3) L,

2(k —n)? 2(k —n)?
X|[(k—=n+1)%|+Ba+10)(k —n)|[— (k —n)*|+(5a + 10)(k — n)
+2a? +9a + 12 +6a® 4 18a + 12
(At)* 1 (k—n+1)°
+mn 03V " (B3 (tns1) — B3(tn)) —(k —n)®

(4.73)
seklinde olur.
Hepatit C salgin modelinin Caputo kesirli tiirevinin ¢oziimii i¢in stokastik

nlimerik simiilasyonlar1 Sekil 4.22-4.24’te verilmistir.
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Sekil 4.22. & = 0,9 ve g = 0, 09 icin enfekte olmamis hiicrelerin sayisinin Caputo kesirli tiirevli
stokastik niimerik simiilasyonu
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Sekil 4.23. @ = 0,9 ve o = 0, 1 i¢in enfekte olmus hiicrelerin sayisinin Caputo kesirli tiirevli stokastik
niimerik simiilasyonu
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Sekil 4.24. a = 0,9 ve g = 0, 1 i¢in serbest viriislerin sayisinin Caputo kesirli tiirevli stokastik niimerik

simiilasyonu

4.2.6. Parcal tiireve sahip Hepatit C modeli ve niimerik ¢oziimleri

Simdi Hepatit C modelini pargali tiirev kavramini kullanarak yeniden

modelleyelim:
Y'(t) = F(t,Y), 0<t<t,
EDFY() = F(t,Y), to<t<t.
DEY() =F(t,Y), t<t<T
Burada,
T A—6,T —(1—-n)BVT
Y = 1] VeF(t,Y)=| (1—n)BVT —6,1
%4 (1—-e)kl —cV

(4.74)

(4.75)

seklinde olur. 0 <t < t; i¢in Newton polinomuna dayali nliimerik metot asagidaki

gibidir:
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Y™ =y(0) + Z ftkﬂ lF(tk—z;Yk_Z)

F(teo, Y1) — F(ty_p, Y*72
N (tk-1 )h (tk—z )(s—tk_z)lds
tk+1 F(te, Y®) — 2F (t_1, Y1) + F(ty_p, Y72
+ I (te, Y5) (k12h2 )+ F(ti— )(s—tk_z)(s—tk_l)lds.
k=2
(4.76)
nq nq
n+1 k-2 k-1 k-2 Sh
Y=Y +h ) F(ten v ) + ) (Fltey, YE) = Pt YD) ) 2
k=2 k=2
e 23h
+z F(te, Y) = 2F (tey, Y1) + F(ti, Y<°2) ) - TR
k=2
(4.77)

to <t< tl 1(;1n

th+1
P = (k) + s Z [P D s - e
@ 2 ),

k=n{+1

tk+1
F(a) Z jt [F(ti—, YU — F(ti—s, Y2 (s — tr_z) (thsr — )% ds

k=nq,+1

Uett [F (b, Y) = 2F (tg—, YE°I) + F(ty—p, Y*72)
F(a) Z _]; [ 2

X (5 = tg—2)(s = tg—1) (tns1 — 5)*"'ds

Y= Y (t) + Z F(tia, Y2) (1 = ke + D = (1 = 1))

k= n{+1

I'(a +1)

b 2 [F(ti1, Y5 = (b, YE2)]

—n1 +1

(n,—k+1)%n, —k+3+2a)
—(n, —k)*(n, —k+ 3+ 3a)
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np

F(tk’ Y¥) = 2F (g1, Y1) + F(ty—, Yk_z))
ZF(CZ + 3) Z

2

—n1+1

(n, — k + 1) [2(712 —k)?+ (Ba+10)(n, — k)]
2 +2a? + 9a + 12
—(n, — k)? [Z(n2 —k)?+ (5a+10)(n, — k)]
2 +6a? + 18a + 12

X

(4.78)
olur.

t; <t <Tigin,

Yl =v(t) + —— 1-
Y AB()

tk+1
* TB@, Z J Pt V') (¢ = ) ds

F(tki Yk)

tk+1
AB(a)r(a) 2 f [F(tim1, Y51 = F (b, Y72 (5 = tye2) (£ — )% 2ds

tk+1 F(tk, Yk) a ZF(tk 1 Yk- 1) +F(tk ZIYk 2))
AB(a)F(a) Z ft 2

X (s = tgz)(s = tg_1)(t — 5)* ds

1 1—«a
Y™ =vY(t,) + 15 )F(tk,Yk)

ah® n—k+ 1~
AB(a:)F(a+1) Z F(ti-z, Y 2)[ —(n— k)“]

ah® 3 )
’ AB(a)I ' (a + 2) kznz+1[F(tk_1,Yk ) — F(ty—y, vk 2)]

n—k+1D*n—k+3+2a)
—-(n—-k)X*(n—k+3+3a)
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n

ah® B i
T 2AB(@ I (@ +3) k:z (F (ti Y5) = 2F (ty—g, YO + F(tg—z, Y* 2))

n2+1
(n—k +1)° 2(n—k)?*+ Ba +10)(n — k)]
9 +2a?% 4+ 9a + 12
—(n— k)" 2(n—k)?>+ (5a+10)(n — k)]
+6a? + 18a + 12

(4.79)
seklinde olur.

a = 0,9 i¢in pargali tlirevin simiilasyonlar1 Sekil 4.25-4.27°de verilmistir.
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Sekil 4.25. Enfekte olmamus hiicrelerin sayisini gosteren pargali tiirev simiilasyonu
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Sekil 4.26. Enfekte olmus hiicrelerin sayisini gosteren pargali tiirev simiilasyonu
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Sekil 4.27. Serbest viriislerin sayisini gosteren pargali tiirev simiilasyonu
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4.2.7. Parcal ve stokastik tiireve sahip Hepatit C modeli ve niimerik ¢oziimleri

Simdi Hepatit C modelini stokastik ve kesirli tiirev kavramini kullanarak parcali
tiirev ile yeniden modelleyelim:
dY(t) = F(t,Y)dt +0;Y;dB;(t) , 0<t<t,
EDEY() =F(t,Y) , tp<t<t
BDEY() = F(t,Y) +0;YidBi(t) , t; <t<T

(4.80)
Buradai =1, ... ,3 ve
T
Y = [1
vV
(4.81)
olmak iizere,
(a—=6,T = (1 —-n)pVT)
F(t,Y)= | ((@=mBVT —5,I)
((1 — ekl —cV)
(4.82)

seklinde olur. 0 <t <t, icin Newton polinomuna dayali niimerik metot asagidaki

sekildedir:

ny
5h 4h 23h
Y"1 =Y(0) + Z [_Fi(tk—z'yk_z) — —Fi(tg—1, Y* ) + —F;(t;, Y)
k1=2 12 3 2
1:

+ O-iYi(Cn)[(Bi(tTHl) - Bi(tn))]-

(4.83)
to <t <t;igin,
<
Yt =Y (o) + mkz_znl:ﬂ]:i(tkz—z, Yi,—2)[(ng — ky + D — (ny — k)%

n;
h(X
k2=n1+2
(n, —k, +1)%(ny, — ky + 3 + 2a)

X _(nz - kz)a(nz - kz + 3 + 3“)
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ha
2F(a+3) Z F(t"Z’Ykz) 2F; (tkz 1 Y- 1)+F(tk2 2 Yie,— 2)]

—n1+2

(n, — ky + 1)° (Z(nz —ky)?+ Ba+10)(n, — k2)>
% +2a? 4+ 9a + 12
—(n, — ky)“ (2(712 - kz)z + (5a + 10)(n; — kz))
+6a? + 18a + 12

(4.84)
t; <t <Tigin,
1-a)
Y™ =Y (t) + =~ AB@ L i(tny Yy)
ns
ah“ (n3 k3 + 1)0!
+ I'(a + 1)AB(a) 2 F(tk3 2 Yies- 2)[ —(n3 — k3)“
k3=n2+2
he o
a
YTt 0AB@ ). b= Yooma) = Pt Vi)
_nz
(k—n+1D)*k—n+3+2a)
—(k —-n)*k—-—n+3+3a)
IF i(tiey Yie,) — 2Fi (i1, Yk3_1)l
ZF(a + 3)AB(a) +F;(tiy—2 Yie,—2)
n2+2
_ 2 —
(ns — ks + 1)% (2(713 k3) -I-2(3a +10)(n3 ks))
x +2a°+9a + 12
2
—(n5 — k3)® (2(713 —k3)* + (5a +10)(n3 — ks))
+6a? + 18a + 12
ns
ah*™! § (n3 — ks + 1)°
+ F(O{ + 1)AB(G!) UiYi(Ck3) (Bi(tk3) - Bi(tk3)) _(n3 _ k3)a
k3=n2+2
(4.85)

a=209; 04 =01; 0, =0,15ve g3 = 0,18 degerleri i¢in parcali ve stokastik
tiirevlere sahip Hepatit C modeli i¢in niimerik simiilasyonlar Sekil 4.28-4.30’da

verilmistir.
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Sekil 4.28. ¢ = 0,9; 6, = 0,1; 0, = 0,15; 03 = 0,18 degerleri i¢in parcali tiireve sahip enfekte
olmamus hiicrelerin sayisini gdsteren simiilasyon
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Sekil 4.29. a = 0,9; 01 = 0,1; 0, = 0,15; 03 = 0,18 degerleri i¢in parcali tiireve sahip enfekte
olmus hiicrelerin sayisin1 gosteren simiilasyon
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Sekil 4.30. ¢ = 0,9; 01 = 0,1; 0, = 0,15; a3 = 0,18 degerleri icin parcali tiireve sahip serbest
viriislerin sayisini gosteren simiilasyon

Simdi Hepatit C modelini 0 <t <t, araliginda stokastik ve t, <t<T

araliginda deterministik olarak ele alalim. S6z konusu model

dY(t) = F(t,Y)dt + 0;Y;dB;(t) , 0<t<t,
thfo(t) =G(tY) , to<t<T

(4.86)

ile temsil edilir. 0 < t <t i¢in, niimerik ¢6ziim asagidaki sekildedir:

nq
5h 4h 23h
yn+l — Y(O) + Z [_Fi(tk—z: Yk—Z) — _Fi (tk—1, Yk_l) + —Fi(tk, Yk)
P 12 3 12
1:

+ 0;Y;(c)[(Bi(tns1) — Bi(t)]-

(4.87)
to <t <tyigin,
h* -
=Yt + mh;ﬂ Fi(tiy-2,Yip—2)[(n = kez + 1) = (n = k)]

n
he
+ l"(a + 2) . Z [Fi(tkz—l’ Ykz—l) - Fi(tk2—2! Ykz—Z)]

2=nq1+2
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n—k,+1)*n—k, +3+2a)
—(n—ky)*(n—k, +3+3a)

he -
+ 2T (a + 3) . z [Fi(tkz’ Ykz) - ZFi(tkz—l' Ykz—l) + Fi(tkz—z, Ykz—z)]

2=Nq1+2
(n—ky + ) (207 k2)? + (Bar + 10)(n — k)
x +2a? 4+ 9a + 12
2 +6a% + 18a + 12

(4.88)

o1 = 0,18; 0, = 0,16 ve g3 = 0,21 degerleri i¢in pargali ve stokastik tiirevlere

sahip Hepatit C modeli i¢in niimerik simiilasyonlar Sekil 4.31-4.33°te verilmistir.
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Sekil 4.31. Enfekte olmamis hiicrelerin sayisini gosteren pargali tiirev simiilasyonu
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Sekil 4.32. Enfekte olmus hiicrelerin sayisini gosteren parcali tiirev simiilasyonu
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Sekil 4.33. Serbest viriislerin sayisini gosteren pargali tiirev simiilasyonu

Son olarak, Hepatit C modelini 0 < t < t, araliginda deterministik ve t, < t <
T araliginda stokastik olarak ele alalim. S6z konusu model asagidaki sistem ile
hiikmedilir:

Y'(t) = F(t,Y) , 0<t<t,
EDEY(H) = F(t,Y) + 0;Y;dB;i(t) , tp<t<T
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(4.89)
0 <t <ty i¢in, genel hali asagidaki sekildedir:

n
S5h 4h 23h
Y"1l =v(0) + Z [E Fi(tg—p, Y*72) = ?Fi(tk—l; Y1) + EFi(tk; Yk)]-

(4.90)
tO <t< tl i(;in,
h &
R CORS oy z Fi(tky-2,Yi-2)[(n = kz + D% — (n — k2)]
ky=ni+1
he -
+ [(a+2) z [Fi(try-1, Yie,—1) — Fi(tie,—2 Yiey—2) ]
ky=nq+2
n—k,+1)*n—k, +3 +2a)
—(n—ky)*(n—ky, + 3+ 3a)
he -
torreg s O It ) = 2Rt Vo) + Rt 2 Vi)
k2=n1+2
_ 2 _
(n—k, +1)° (Z(n k) -|-2(3a +10)(n k2)>
% +2a® +9a + 12
—-(n— kz)
+6a® + 18a + 12
nz
h® (n—k, + 1)%
Framr ) ) (B) - ) [T )
k2=n1+2
(4.92)

o, =0,18; 0, = 0,16 ve 03 = 0,21 degerleri i¢in pargali ve stokastik tiirevlere

sahip Hepatit C modeli i¢in niimerik simiilasyonlar Sekil 4.34-4.36’da verilmistir.
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Sekil 4.34. Enfekte olmamus hiicrelerin sayisini gosteren pargali tiirev simiilasyonu
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Sekil 4.35. Enfekte olmus hiicrelerin sayisin1 gosteren pargali tiirev simiilasyonu
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Sekil 4.36. Serbest viriislerin sayisint gosteren pargali tiirev simiilasyonu
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5. SONUC VE ONERILER

Leibniz’in L’Hospital’e sordugu bir soru (Leibniz, 1859; Baleanu ve Fernandez,
2019) ile ilk temelleri atilan kesirli analiz teorisinde, Riemann-Liouville, Caputo, Caputo-
Fabrizio ve Atangana- Baleanu gibi bir¢ok kesirli tiirev taniminin ortaya ¢ikmasina ve
arastirmacilarin literatiirde var olan matematiksel modelleri bu tiirevler ile yeniden
modifiye edip modellerin farkli davraniglarinin incelenmesine olanak saglamistir. Farkli
cekirdekler kullanan bu tlirevler farkli siiregler ortaya ¢ikmis ve bu tiirevlerin kullanildigi
modeller gegmis (memory), solan gegmis (fading memory), ¢aprazlama (crossover) gibi
davraniglar gézlenmistir. Bununla birlikte, boyle diferansiyel denklemleri analitik olarak
¢ozmek zor oldugundan, niimerik yontemlere ihtiya¢ duyuldugunu biliyoruz. Bu yilizden
kesirli diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerini elde etmek i¢in Newton polinomuna dayali
bir niimerik metottan faydalanilmistir. Sonraki boliimde, Lestari ve ark. (2022) tarafindan
tanitilan bir Hepatit C modeli, tamsay1 ve tamsay1 olmayan mertebeden tiirevler ile ele
alimmustir. Deterministik ve stokastik yaklagimlar ele alinan ilgili modelin ¢6zliimii igin
Newton polinomlu niimerik metot sunulmustur. Deterministik model i¢in denge
noktalari, temel ¢ogalma sayisi, ¢oziimlerin pozitifligi arastirilirken, stokastik Hepatit C
modelinin ¢oziimiinlin varlik-tekliginin saglandig1 kosullar elde edilmis ve ayrica bu
model i¢in niimerik algoritma sunulmustur. Daha sonra Hepatit C modeli, deterministik
ve stokastik siireci birlikte ele almay1 dneren ve Atangana ve ark. (2021b) tarafindan
tanitilan pargali tiirevler kullanilarak yeniden ele alinmistir. Bu kavram tanitilmadan 6nce
ozellikle deterministik-stokastik modellerin birlikte yer aldigi modellerin literatiirde
olmamasi, bu operatdrler sinifin1 diger operatorlerden farkl kilmis ve ilgileri tizerinde
toplamustir. Boylece bu tezde literatiire onemli bir katki olarak hem deterministik hem de
stokastik bir siirecin olabilecegi senaryolar1 farkli mertebeden kesirli tiirevler i¢in goz
Oniine alinmistir. Modelin bu senaryolar1 i¢in grafiksel gosterimler simiile edilmistir.

Sekiller incelendiginde, parcali tiirev kavraminin modellemede literatiirde yer
alan operatorlere nazaran farkl bir bakis acis1 getirdigi ve modellemede gergeklige daha
fazla yaklasildigt durumlar gozlenmistir. Ornegin, farkli kaliplart  sunuldugu
simiilasyonlardan deterministik modellerin daha ¢ok toplamsal (accumulative) datayi,
stokastik modellerin anlik datalar1 ve deterministik-stokastik modellerin ise belirli bir
zaman araliginda toplamsal (accumulative) datayi, diger zaman araliginda anlik datalari

modellemede basarili olabilecegi sonucuna varilabilir.

93



6. KAYNAKLAR

Atangana, A., 2021. Mathematical model of survival of fractional calculus, critics and
their impact: How singular is our world?, Advances in Difference Equations, 2021
(1), 1-59.

Atangana, A. and Baleanu, D., 2016. New fractional derivatives with non-local and non-
singular kernel: Theory and application to heat transfer model, Thermal Science, 20
(2), 763-769.

Atangana, A. and Hammouch, Z. 2019. Fractional calculus with power law: The cradle
of our ancestors, The European Physical Journal Plus, 134 (9), 429.

Atangana, A. and Igret Araz, S., 2021a. New numerical scheme with Newton polynomial:
Theory, = methods and  applications,  Elsevier,  Academic  press,
ISBN:9780323854481.

Atangana, A. and Igret Araz, S., 2021b. New concept in calculus: Piecewise differential
and integral  operators, Chaos, Solitons and Fractals, 145.
https://doi.org/10.1016/j.chaos.2020.110638.

Atangana, A. and igret Araz S., 2022a. Rhythmic behaviors of the human heart with
piecewise derivative, Mathematical Biosciences and Engineering, 19 (3), 3091-
31009.

Atangana, A. and Igret Araz, S., 2022b. Piecewise derivatives versus short memory
concept: Analysis andapplication, Mathematical Biosciences and Engineering, 19

(8).

Atangana, A. and Igret Araz, S., 2022c. Fractional Stochastic Differential Equations
Applications To Covid-19 Modeling, Springer.

Baleanu, D. and Fernandez, A., 2019. On fractional operators and their
classifications, Mathematics, 7 (9), 830.

Bell, W.W., 2004. Special functions for scientists and engineers, Courier Corporation.

Boyce, W.E. and DiPrima, R.C., 2012. Solutions For Elementary Differential Equations
And Boundary Value Problem, John Wiley and Sons, USA.

Caputo, M. and Fabrizio, M., 2015. A new definition of fractional derivative without
singular kernel, Progress in Fractional Differentiation & Applications, 1 (2), 73-
85.

Choo, Q.L., Kuo, G., Weiner, A.J., Overby, L.R., Bradley, D.W., Houghton, M., 1989.
Isolation of a cDNA clone derived from a blood-borne non-A, non-B viral hepatitis
genome, Science, 244, 359-362.

Collaborators, H., 2017. Global prevalence and genotype distribution of hepatitis C virus
infection in 2015: A modelling study, Lancet Gastroenterol Hepatol, 2, 161-176.

Dayan, F., Ahmed, N., Bariqg, A., Akgiil, A., Jawaz, M., Rafig, M., Raza, A., 2023.
Computational study of a co-infection model of HIV/AIDS and hepatitis C virus
models, Scientific Reports, 13 (1), 21938.

94



Denk,.E., 2022. Tiimér-Viriis Iliskisini Ve Tiimériin Viroterapi Yt')ntemj [le Tedavisini
I¢eren Kesirli Tiimor Biiylime Modeli, Yiiksek Lisans Tezi, Siirt Universitesi Fen
Bilimleri Enstitiisii, Siirt, 9-12.

Dietz, C. and Maasoumy, B., 2022. Direct-acting antiviral agents for hepatitis C virus
infection-From drug discovery to successful implementation in clinical
practice, Viruses, 14 (6), 1325.

Driessche, P.V. and Watmough, J., 2002. Reproduction numbers and sub-threshold
endemic equilibria for compartmental models of disease transmission,
Mathematical Biosciences, 180 (1-2), 29-48.

Duncan, J.D., Urbanowicz, R.A., Tarr, AW., Ball, J.K., 2020. Hepatitis C virus vaccine:
Vhallenges and prospects, Vaccines, 8 (1), 90.

Feinstone, S.M., Kapikian, A.Z., Purcell, R.H., Alter, H.J., Holland, P.V., 1975.
Transfusion-associated hepatitis not due to viral hepatitis type A or B, New England
Journal of Medicine, 292 (15), 767-770.

Ghoshdastidar, D. and Dukkipati, A., 2013. On power-law kernels, corresponding
reproducing kernel Hilbert space and applications, Proceedings of the AAAI
Conference on Artificial Intelligence, 27 (1), 365-371.

Gorenflo, R. and Mainardi, F., 1998. Fractional calculus and stable probability
distributions, Archives of Mechanics, 50 (3), 377-388.

Klebaner, F.C., 2006. Introduction to Stochastic Calculus with Applications, Imperial
Colllege Prress, Singapore.

Kuo, G., Choo, Q.L., Alter, H.J., Gitnick, G.L., Redeker, A.G., Purcell, R.H., Miyamura,
T., Dienstag, J.L., Alter, M.J., Stevens, C.E., Tegtmeier, G.E., Bonino, M., Lee,
W.S., Kuo, C., Berger, K., Shuster, J.R., Overby, L.R., Bradley, D.W., Houghton,
M., 1989. An assay for circulating antibodies to a major etiologic virus of human
non-A, non-B hepatitis, Science, 244, 362-366.

Larney, S., Peacock, A., Leung, J., Colledge, S., Hickman, M., Vickerman, P., Grebely,
J., Dumchev, K.V., Griffiths, P., Hines, L., Cunningham E.B., Mattick R.P.,
Lynskey M., Marsden J., Strang J., Degenhardt L., 2017. Global, regional, and
country-level coverage of interventions to prevent and manage HIV and hepatitis C
among people who inject drugs: A systematic review, The Lancet Global Health,
5, 1208-1220.

Lestari, D., Megawati, N. Y., Susyanto, N., Adi-Kusumo, F., 2022. Qualitative behaviour
of a stochastic hepatitis C epidemic model in cellular level, Mathematical
Biosciences and Engineering, 19, 1515-1535.

Lestari, D., Adi-Kusumo, F., Megawati, N. Y., Susyanto, N., 2023. A minimum principle
for stochastic control of hepatitis C epidemic model, Boundary Value
Problems, 2023 (1), 1-12.

Leibniz, G.W., 1859. Mathematische Schriften: aus den Handschriften der Koniglichen
Bibliothek zu Hannover. Briefwechsel zwischen Leibniz, Wallis, Varignon, Guido
Grandi, Zendrini, Hermann und Freiherrn von Tschirnhaus, Volume 1, Druck und
Verlag von H. W. Schmidt: Halle, Germany.

95



Maasoumy, B. and Wedemeyer, H., 2012. Natural history of acute and chronic hepatitis
C, Best practice & Research Clinical Gastroenterology, 26 (4), 401-412.

Mittag-Leffler, G.M., 1903. Sur la nouvelle fonction Ea(x), C.R. Academie des Sciences,
Paris, 137, 554-558.

Nagle, R.K., Saff, E.B., Snider, A.D., 2013. Fundamentals of Differential Equations,
Pearson.

Onalan, O., 2010. Stokastik Siiregler, Avciol Basim Yayin, Istanbul.

Podlubny, 1., 1998. Fractional differential equations: an introduction to fractional
derivatives, fractional differential equations, to methods of their solution and some
of their applications. Elsevier.

Sadki, M., Danane, J., Allali, K., 2023. Hepatitis C virus fractional-order model:
Mathematical Analysis, Modeling Earth Systems and Environment, 9 (2), 1695-
1707.

Steele, M.J., 2010. Stochastic Calculus and Financial Applications, Springer.

Topuz, C., 2021. Stokastik Diferensiyel Denklemler Icin Parametre Tahmini, Yiiksek
Lisans Tezi, Ankara Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii, Ankara, 33-34.

Vujovic, V. and Krstic, M., 2020. Stability of Stochastic Model for Hepatitis-C
Transmission with an Isolation stage, Filomat, 34 (14), 4795-4809.

Wu, G.C., Deng Z.G., Baleanu D., Zeng D.Q., New variable-order fractional chaotic
systems for fast image encryption, Chaos, 29, 2019.

96



OZGECMIS

KIiSISEL BILGILER

Adi Soyadi

EGITIM

Derece

Lise
Universite
Yiksek Lisans
Doktora

IS DENEYIMLERI

Yil
2022-. ..

Ipek KORKMAZ

Ady, Tlge, 11

Ozel Yeni Aci Temel Lisesi, Merkez, Siirt
Siirt Universitesi, Merkez, Siirt

Siirt Universitesi, Merkez, Siirt

Kurum
Park Ortaokulu

Bitirme Yih
2016
2021
2024

Gorevi
Ogretmen

97



