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Üçüncü bölümde, 3-boyutlu Öklid uzayında minimum açısal hızlı çatı (RMF) yardımıyla yörün-
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İÇİNDEKİLER
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ŞEKİLLER DİZİNİ ................................................................................... vii
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1 MİNKOWSKİ UZAYINDA MİNİMUM AÇISAL HIZLI HAREKET ... 41
4.1 3-Boyutlu Minkowski Uzayında Split Kuaterniyonlar ile Dönme
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1. GİRİŞ

Hareketler, kinematikte özellikle robot kinematiğinde önemli bir yere sahiptir. Robot ha-

reketlerinin minimum açısal hızla verilmesi kolaylık sağlamaktadır. Bu yüzden bununla

ilgili yapılan çalışmalarda ilk olarak minimum açısal hızlı çatı (RMF) ön plana çıkmak-

tadır. minimum açısal hızlı çatı, bilgisayar destekli tasarımlarda, robotik hareketlerde ve

süpürülen yüzey modellemelerinde yaygın olarak kullanılmaktadır. Uzay eğrilerinde mi-

nimum açısal hızlı çatı (RMF), ilk olarak 1975 yılında Bishop tarafından ortaya konul-

muştur. Frenet çatısına alternatif çatı olarak geliştirilmiştir. Daha sonra Klok, minimum

açısal hızlı çatıyı yaklaşık olarak hesaplamak için projeksiyon metodunu kullanmıştır.

Wang ve arkadaşları, 3-boyutlu uzayda bir eğrinin RMF’sini doğru ve kararlı bir şekilde

hesaplayabilmek için yeni,basit ve etkili bir yöntem sunmuşlardır. Tam bir RMF’ye yak-

laşmak için çatıların bir dizisini oluşturan ve kendisinden önce gelen her çatıyı elde eden

bu yönteme double yansıma metodu denilmektedir. RMF ayrıca, hareketli bir hedefi takip

eden hareketli bir kameranın kararlı hareketinin tasarlanması problemi ile de yakından

ilgilidir. Burada kamerayı ve hedefi bağlayan vektör etrafındaki rotasyonun, kamera hare-

keti sırasında olası koşullara bağlı olarak en aza indirilmesi gerekir.minimum açısal hızlı

çatı kullanılarak modellenen bir yılan örneği ve küresel bir eğri üzerinde minimum açı-

sal hızlı çatı şekil 1.1’de gösterilmiştir.(Klok 1986, Wang vd. 2008, Jüttler 1998, Bishop

1975, Goemans ve Overmars 2005).

Son zamanlarda, geometrik tasarım konusunda da RMF’nin önemi artmıştır. Bu konuyla

ilgili çeşitli araştırmalar yapılmıştır. Onlardan bazılarını kısaca ifade edelim.Jüttler,

kuaterniyonları kullanarak RMF yaklaşımı için bir metot geliştirmiştir. Bu çalışmada,

verilen bir küresel yörünge eğrisi için,olası küresel hareketler arasında minimum açısal

hızlı hareket olma durumu sorgulanmıştır. Eğer küresel yörünge eğrisi , eğrinin birim

teğeti tarafından üretiliyorsa, o zaman sonuç olarak hareket eğrinin RMF’si olacaktır.

minimum açısal hızlı hareketin bir karakterizasyonu açısal hızlarına göre verilmektedir.

Açısal hızın minimum olması durumunda küresel hareket, minimum açısal hızlı hareket

(RMM) olarak adlandırılmaktadır.
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(a) (b)

Şekil 1.1 (a) RMF kullanılarak modellenen bir yılan. (b) Küresel bir eğrinin RMF göste-

rimi

Bu çalışmada ilk olarak, R3 Öklid uzayında, birim küre üzerinde minimum açısal hızlı

hareket (RMM) için yeni bir yöntem verilmiştir. Bu yöntemde, diğer yöntemlerden farklı

olarak minimum açısal hızlı hareketin inşası için minimum açısal hızlı çatı kullanılmıştır.

Küresel hareketlerde bir noktanın yörüngesi; hareket matrisi ile o noktanın koordinat-

larından oluşan vektörün çarpımı ile bulunabilmektedir. A(t), 3 × 3 tipinde bir dönme

matrisi ve P de bir nokta olmak üzere α(t) = A(t).P ifadesi bize P noktasının yörünge

eğrisini vermektedir. Ters problem olarak, α(t) bir küresel eğri ise bu eğriye karşılık

gelecek şekilde birçokA(t) ortogonal matrisleri yazılabilmektedir.W (t) = ȦA−1 matrisi

hareketin açısal hız matrisi olup bu matris antisimetriktir. Antisimetrik matrislere w⃗(t)

gibi bir vektör karşılık gelmektedir. Bu vektörün uzunluğu ∥w⃗(t)∥ olup bize hareketin

açısal hızını vermektedir. Bu hızın minimum olması durumunda hareketin; Rotating

minimizing hareket (RMM) olduğu gösterilmiştir.

İkinci olarak, yörünge eğrilerinin özel seçilmesi halinde kuaterniyonik eğrilerin nasıl

elde edileceği araştırılmıştır. Bu bölümün son kısmında bir helis eğrisi üzerinde yöntemin

uygulaması gösterilmiştir.

Üçüncü olarak, 3 boyutlu Minkowski uzayında minimum açısal hızlı çatı (RMF) yardı-

mıyla minimum açısal hızlı hareket (RMM) elde edilmiştir. Burada S2
1 Lorentz küresi

ve H2
0 hiperbolik küre üzerinde alınan bir eğrinin Darboux çatısı elde edilmiştir. Daha
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sonra bu çatı
∫
α(t) etrafında döndürülerek RMF elde edilmiş ve yörünge eğrisi α(t)

olan 3× 3 tipindeki A(t) dönme matrisinin minimum açısal hızlı hareket (RMM) olduğu

gösterilmiştir. Son olarak, bu yöntem örneklerle desteklenmiş olup Öklid uzayındaki

yapılan çalışmaların benzerlikleri ve farklılıkları gösterilmiştir.

Son bölümde ise tezden elden sonuçlara ve gelecekte yapılacak çalışmalara yer verilmiş-

tir.
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2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu bölümde, tez için kullanılacak bazı temel tanım ve kavramlardan bahsedilecektir.

2.1 Öklid Uzayı için Temel Tanım ve Kavramlar

Tanım 2.1 (İç Çarpım Uzayı) Y bir vektör uzayı ve R reel sayılar cismi olsun. Bu du-

rumda,

⟨, ⟩ : Y×Y → R

şeklinde tanımlı ⟨, ⟩ fonksiyonu,

• ⟨η1, η2⟩ = ⟨η2, η1⟩

• ∀ι1, ι2 ∈ R için ⟨ι1η1 + ι2η2, η3⟩ = ι1⟨η1, η3⟩+ ι2⟨η2, η3⟩

• η1 ̸= 0 için ⟨η1, η1⟩ ≥ 0, η1 = 0 ⇔ ⟨η1, η1⟩ = 0

özelliklerini sağladığında ⟨, ⟩ fonksiyonuna Y üzerinde bir iç çarpım fonksiyonu, (Y, ⟨, ⟩)

ikilisine bir iç çarpım uzayı ve ⟨η1, η2⟩ sayısına da η1 ile η2 nun iç çarpımı denir (O’Neill

2006).

Tanım 2.2 (Öklid İç Çarpım) Rn vektör uzayında, ∀ι = (ι1, ι2, ..., ιn), υ =

(υ1, υ2, ..., υn) ∈ Rn olmak üzere,

⟨ι, υ⟩ =
∑

ιiυi,

şeklinde tanımlanan iç çarpıma Öklid iç çarpımı adı verilir (Sabuncuoğlu 2004).

Tanım 2.3 (Bir Vektörün Normu)

∥.∥ : Rn → R

p→ ∥p∥ =
√

⟨p, p⟩

şeklinde tanımlı dönüşüm Rn üzerinde bir norm olup (Rn, ∥.∥) ikilisi bir normlu uzaydır

(O’Neill 2006).
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Tanım 2.4 R3 Öklid uzayında , ∀ν = (ν1, ν2, ..., νn), ς = (ς1, ς2, ..., ςn) ∈ R3 için Öklid

vektörel çarpımı,

ν × ς = (ν2ς3 − ν2ς3, ν3ς1 − ς3ν1, ν1ς2 − ς2ν1),

şeklinde tanımlanır (Hacısalihoğlu 2000).

Tanım 2.5 J ⊂ R açık aralık olsun. α : J → Rn biçiminde düzgün C∞ sınıfından bir α

dönüşümü, Rn uzayında bir eğri olarak adlandırılmaktadır (Sabuncuoğlu 2004).

Tanım 2.6 (Hız Vektörü) (n+ 1) boyutlu Öklid uzayı Rn+1 de, M eğrisi (I, ρ) komşu-

luğu olsun. ρ : I ⊂ R → Rn+1 in Öklidyen koordinat fonksiyonları ρ1, ρ2, ..., ρn olmak

üzere (ρ1, ρ2, ..., ρn+1), ρ ∈M eğrisinin diferensiyeli,

ρ′(t) = (
dρ1
dt
,
dρ2
dt
, ...,

dρn+1

dt
)

şeklindedir. ρ′(t) tanjant vektörüne, M eğrisinin t ∈ J parametre değerine karşılık gelen

ρ(t) noktasında, (J, ρ) komşuluğuna göre hız vektörü olarak tanımlanmaktadır (Hacısali-

hoğlu 2000).

Tanım 2.7 (Birim Hızlı Eğri) Bir ρ : J ⊂ R → Rn eğrisinin her s ∈ J noktasındaki hız

vektörü olan ρ′(s) vektörü, birim vektör ise, yani ∥ρ′(s)∥ = 1 ise, ρ eğrisine birim hızlı

eğri adı verilmektedir (Özdemir 2020).

Tanım 2.8 (Regüler Eğri) J, R uzayının bir açık aralığı verilsin. Bu durumda γ : J →

Rn eğrisinde, eğer t ∈ J olduğunda γ′(t) ̸= 0 ise, bu eğri regüler eğri olarak adlandırılır

(Özdemir 2020).

Tanım 2.9 (Küresel Eğri) Bir küre üzerinde bulunan eğrilere küresel eğri denir (Özde-

mir 2020).

Tanım 2.10 (Frenet-Serret Çatısı) Eğri birim hızlı ise, ∥β′(t)∥ = 1 olduğundan,

β′(t) = T vektörüne eğrinin birim teğet vektör alanı denir. ⟨T ,T ⟩ = 1 olduğun-

dan türev alınarak ⟨T ′,T ⟩+ ⟨T ,T ′⟩ = 0 ⇒ ⟨T ′,T ⟩ = 0 elde edilir. Yani birim hızlı

bir eğride T ′ vektörü, eğri boyunca teğete dik bir vektördür. Bu vektör birim olmaya-

bilir. O yüzden normunu alarak birim hızlı hale getirerek elde edilen vektöre de eğrinin
5



normali denir. Bu vektör N ile gösterilir. Buna göre,

N =
T′

∥T′∥
=

β′′

∥β′′∥

şeklinde olacaktır. Artık, eğri boyunca birbirine dik olan iki birim vektör oldu. Bu iki

vektöre dik olan üçüncü vektör de, vektörel çarpımla elde edilerek, eğri üzerinde birbirine

dik üç birim vektör olacaktır. B eğrinin birnomali olmak üzere B = T × N olacaktır.

Sonuç olarak {T,N,B} çatısı elde edilir. Bu çatıya Frenet-Serret Çatısı denilmektedir

(Özdemir 2020).

Tanım 2.11 (Eğrilik fonksiyonu) R3 uzayı için birim hızlı ξ : P → R3 eğrisi verilsin.

ϵ1 : P → R, ϵ1(s) = ∥T ′∥

fonksiyonu, ξ eğrisinin eğrilik fonksiyonu olarak tanımlanmaktadır.Ayrıca ϵ1(s) sayısına

eğrinin ξ(s) noktasındaki eğriliği olarak tanımlanır (Sabuncuoğlu 2004).

Tanım 2.12 (Burulma Fonksiyonu) R3 uzayında birim hızlı β : J → R3 eğrisi veril-

sin. T,N,B üçlüsü Frenet vektör alanları olmak üzere,

ϵ2 : J → R, ϵ2(s) = −⟨B′(s),N(s)⟩

fonksiyonu, β eğrisinin burulma fonksiyonu olarak adlandırılır ve ϵ2(s) sayısına eğrinin

β(s) noktasındaki burulması adı verilir (Sabuncuoğlu 2004).

Teorem 2.1 {T,V,R}, ζ eğrisinin Frenet çatısı, ϵ1 eğrilik fonksiyonu ve ϵ2 burulma

fonksiyonu olmak üzere,

T′ = ϵ1N

N′ = −ϵ1T+ ϵ2B

B′ = −ϵ2N

eşitlikleri sağlanır. Bu eşitliklere Frenet-Serret Formülleri denir. Bu eşitlik matris for-

munda, 
T′

N′

B′

 =


0 ϵ1 0

−ϵ1 0 ϵ2

0 −ϵ2 0




T

N

B

 ,
yazılabilir (Özdemir 2020).
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Tanım 2.13 (Açısal hız vektörü) Bir parçacığın açısal hızı denilince , seçilen bir merkez

etrafında dönme hızı anlaşılır. yani açısal hız, parçacığın açısal pozisyonun değişim hızını

ifade eder. Genelikle ω ile gösterilir. Bu dönme sırasında dönme ekseni de söz konusudur.

İşte bu dönme eksenine anlık dönüş ekseni veya açısal hız vektörü denir (Özdemir

2020).

Tanım 2.14 (Darboux vektörü) Bir uzay eğrisinin Frenet çatısının açısal hız vektörüne

Darboux vektörü denir. Buna göre, bir γ eğrisinin {T,N,B} Frenet çatısı için,

T′ = ω⃗0 × T

N′ = ω⃗0 ×N

B′ = ω⃗0 ×B

denklemini sağlayan ω⃗0 vektörüne, Frenet çatısının Darboux vektörü denir (Özdemir

2020).

Tanım 2.15 (Darboux vektör alanı) Birim hızlı her β : I → R3 eğrisi olmak üzere

{T,N,B} Frenet çatısı için,

D = ϵ2T+ ϵ1B

vektör alanı, β eğrisinin Darboux vektör alanı olarak tanımlanır (Hacısalihoğlu 2000).

Tanım 2.16 (Helis Eğrisi) E3 uzayında eğriliği sıfırdan farklı bir ζ eğrisinin tanjant doğ-

ruları sabit bir vektör ile sabit bir açı yaptığında ζ eğrisine helis eğrisi adı verilmektedir.

Buna göre bir ζ : I ⊂ R → R3 eğrisi verilsin. ∀s ∈ I için

• v′ = 0,

• ⟨T (s), v⟩ = cosθ, (θ sabit),

şartlarını sağlayan bir v vektörü varsa, bu durumda ζ eğrisi helistir. Bir helis eğrisinin

hem eğrilik fonksiyonu hem de burulma fonksiyonu sıfırdan farklı ve aynı zamanda sabit

ise bu helis dairesel helis olarak adlandırılır (Özdemir 2020).
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Teorem 2.2 (Lancret Teoremi) Regüler bir eğri ζ(s) olarak verilsin. ζ eğrisinin helis

olması için gerek ve yeter koşul τ
κ
(s) sabit çıkmasıdır (İzumiya ve Takeuchi 2004).

Tanım 2.17 (CCR Eğrisi) ζ : I → Rn eğrisi verilsin. Eğrilikleri oranı sabitse yani ki+1

ki

oranı sabit ise ζ eğrisine sabit eğrilikli oran eğrisi denir. Kısaca CCR eğrisi denir. Bu

anlamda CCR eğrisi R3 de genel helislerin Rn’e bir genellemesidir (Monterde 2004).

Tanım 2.18 (Dönme matrisi) Determinantı 1 olan ortogonal matrislere dönme matrisi

denir. 3 Boyutlu Öklid uzayında dönme matrislerinin kümesi,

SO(3) = {Z ∈ M3×3(R) : ZtZ = I ve detZ = 1}

ile gösterilir. Bu küme, matrisle çarpma işlemine göre bir gruptur. Dönme matrisleri açı-

ları ve uzunlukları koruyan dönüşümlerdir. R3 de her dönme matrisi bir n ekseni etrafında

ϕ açısı kadar dönmeyi ifade eder. ϕ açısına dönme açısı, n eksenine dönme ekseni denir.

R3 uzayında,

Zx =


1 0 0

0 cosΘ −sinΘ

0 sinΘ cosΘ

 , Zy =

cosΘ 0 −sinΘ

0 1 0

sinΘ 0 cosΘ

 , Zz =

cosΘ −sinΘ 0

sinΘ cosΘ 0

0 0 1

 ,
matrisleri sırasıyla x , y, z eksenleri etrafında ϕ açısı kadar dönmeyi ifade eden matrisler-

dir (Özdemir 2020).

Tanım 2.19 3 boyutlu Öklid uzayı R3 de, γ : J ⊂ R → R3 birim hızlı bir eğri olmak

üzere, γ(s) eğrisi boyunca, {Ξ1,Ξ2,Ξ1∧Ξ2 = Ξ3} hareketli çatısına alternatif hareketli

çatı denir. Burada Ξ3, γ(s) eğrisinin Darboux vektörü, Ξ1 asli normal vektör ve Ξ2 asli

normal vektörün türevidir. Alternatif hareketli çatının türev denklemleri,
Ξ′
1

Ξ′
2

Ξ′
3

 =


0 f 0

−f 0 g

0 −g 0




Ξ1

Ξ2

Ξ3

 ,
şeklindedir. Ayrıca
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Ξ1 =
Ξ′
1

∥Ξ′
1∥

Ξ3 =
τT+ κΞ2√
κ2 + τ 2

Ξ3 = Ξ1 ∧ Ξ2

eşitlikleri sağlanır. Burada f =
√
ϵ21 + ϵ22 ve g =

ϵ21
(ϵ21+ϵ

2
2)

3/2 (
ϵ2
ϵ1
)′f = σf alternatif hare-

ketli çatısına göre γ eğrisinin eğrilikleridir. Ayrıca burada, ϵ1, Frenet çatısının γ eğrisinin

eğriliği ve ϵ2, γ eğrisinin torsiyonu olmaktadır (Uzunoğlu vd. 2016).

2.2 Lorentz Uzayı için Temel Tanım ve Kavramlar

R3 uzayında µ = (µ1, µ2, µ3)ve λ = (λ1, λ2, λ3) için,

⟨µ, λ⟩L = −µ1λ1 + µ2λ2 + µ3λ3

ve

µ×L λ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−i j k

µ1 µ2 µ3

λ1 λ2 λ3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
şeklinde tanımlanan

⟨, ⟩L : R3 × R3 → R, ×L : R3 × R3 → R3,

fonksiyonlarına, R3 uzayında, (−,+,+) işaretine göre tanımlanmış sırasıyla Lorentziyen

skaler ve vektörel çarpım denir. Bu çarpımlarla birlikte R3 uzayına Lorentz uzayı veya

3-boyutlu Minkowski uzayı denir. Kısaca R3
1 veya E3

1 ile gösterilir. ⟨µ, λ⟩L = 0 ise µ ve

λ vektörleri pseudo ortogonal veya Lorentziyen ortogonal vektörlerdir (Özdemir 2020).

Bu uzayda herhangi bir φ ∈ E3
1 vektörü olmak üzere,

• ⟨ϖ,ϖ⟩L > 0 ⇒ ϖ vektörü spacelike,

• ⟨ϖ,ϖ⟩L < 0 ⇒ ϖ vektörü timelike,

• ⟨ϖ,ϖ⟩L = 0 ⇒ ϖ vektörü lightlike veya null,
9



şeklinde tanımlanır. Ayrıca, ϖ vektörünün normu da,

∥ϖ∥L =
√

|⟨ϖ,ϖ⟩L|

şeklinde tanımlanır. ⟨ϖ,ϖ⟩L = ±1 ise ϖ vektörüne birim vektör denir. Bu uzayda,

S2
1(r) = {m ∈ E3

1 : ⟨m,m⟩L = r2} = {(a, b, c) : −a2 + b2 + c2 = r2}

kümesine r yarıçaplı pseudoküre,

H2
0(r) = {m ∈ E3

1 : ⟨m,m⟩L = −r2} = {(a, b, c) : −a2 + b2 + c2 = −r2}

kümesine,r yarıçaplı hiperbolik küre,

L = {m ∈ E3
1 : ⟨m,m⟩L = 0} = {(a, b, c) : −a2 + b2 + c2 = 0}

kümesine de ışık konisi veya null koni denir.(O’Neil 1983).

Şekil 2.1’de sırasıyla Hiperbolik küre, Pseudoküre, Işık konisi verilmiştir (Lopez 2014).

Şekil 2.1 H2
0(r) Hiperbolik küre, S2

1(r) Pseudoküre, L Işık konisi

Önerme 2.1 C ⊂ E3
1 bir vektör altuzayı olmakm üzere,

1. dim(C⊥) = 3− dim(C)

2. (C⊥)⊥ = C

3. Eğer C non-dejenere ise, bu durumda (C⊥) de non-dejenere altuzaydır.

4. C timeliketır (sırasıyla spacelike,lightlike) ancak ve ancak C⊥ spacelike (sırasıyla

timelike, lightlike)’tır.
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Önerme 2.2 ϖ1, ϖ2 ∈ E3
1 olmak üzere Lorentziyen vektörel çarpımı aşağıdaki özellik-

leri sağlar:

• ϖ1 ×L ϖ2 = −ϖ2 ×L ϖ1

• ϖ1 ×L ϖ2 vektörü ϖ1 ve ϖ2 ye diktir.

• ϖ1×Lϖ2 = 0 olması için gerek ve yeter şart bu vektörlerin bağımlı olmamalarıdır.

• ϖ1 ×L ϖ2 ̸= 0 olmak üzere P = ⟨ϖ1, ϖ2⟩L düzleminde olması için P lightlike

olmalıdır(Demir 2010).

Teorem 2.3 σ1, σ2, σ3 ∈ E3
1 vektörleri olmak üzere aşağıdaki özellikler sağlanır:

• ⟨σ1 ×L σ2, σ3⟩L = −det(σ1, σ2, σ3),

• (σ1 ×L σ2)×L σ3 = −⟨σ1, σ3⟩L σ2 + ⟨σ2, σ3⟩L σ1,

dir(Ceylan 2023).

Teorem 2.4 ϖ⃗1 ve ϖ⃗2 3-boyutlu Minkowski uzayında iki vektör olmak üzere,

• Eğer ϖ⃗1 ve ϖ⃗2 timelike vektörler ise bu durumda ϖ⃗1×Lϖ⃗2 spacelike bir vektördür.

• Eğer ϖ⃗1 ve ϖ⃗2 spacelike vektörler ise bu durumda ϖ⃗1×Lϖ⃗2 timelike bir vektördür.

• Eğer ϖ⃗1 spacelike, ϖ⃗2 de timelike vektör ise bu durumda ϖ⃗1 ×L ϖ⃗2 spacelike bir

vektördür (Ceylan 2023).

Tanım 2.20 E3
1 in bir izometrisi A : E3

1 → E3
1 Lorentz metriğini koruyan bir izomorfi-

zimdir. Öyle ki

⟨A σ1,A σ2⟩L = ⟨σ1, σ2⟩L, σ1, σ2 ∈ E3
1

dir. E3
1 in bütün izometrilerinin cümlesi O1(3) ile gösterilir (Lopez 2014).

Tanım 2.21 E3
1 de dönme, bir vektörü, K doğrusu üzerinde bir nokta etrafında hareket

ettiren izometridir. K doğrusuna dönmenin ekseni denir. E3
1 üç farklı durumuna göre yani

eksenin timelike, spacelike veya lightlike olması durumuna göre üç farklı dönme hareketi

mevcuttur. Bu durumda K sırasıyla z , x veya (1, 0, 1) vektörü tarafından üretilen doğru

alınabilir. Dönme hareketinin matrisi de yine K nin durumuna göre değişiklik gösterir

(Demir 2010).
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1. K = {(0, 0, 1)} biçiminde timelike vektör durumunda dönme matrisi A ,

A =


cosψ −sinψ 0

sinψ cosψ 0

0 0 1

 , ψ ∈ R

2. K = {(1, 0, 0)} biçiminde timelike vektör durumunda dönme matrisi A ,

A =


1 0 0

0 coshψ sinhψ

0 sinhψ coshψ

 , ψ ∈ R

3. K = {(1, 0, 1)} biçiminde timelike vektör durumunda dönme matrisi A ,

A =


1− ψ2

2
ψ ψ2

2

−ψ 1 ψ

−ψ2

2
ψ 1 + ψ2

2

 , ψ ∈ R

olur.(Lopez 2014).

Tanım 2.22 β, E3
1’ de bir eğri olsun. Eğer bir s ∈ I için β′(s) spacelike (sırasıyla time-

like, lightlike) ise β(s) spacelike (sırasıyla timelike, lightlike)’tır (Lopez 2014).

Tanım 2.23 (Eğrilik,burulma ve Frenet denklemleri) ζ : I → E3
1 yay uzunluk

parametreli regüler bir eğri olsun. T(s) = ζ ′(s) s’de bir tanjant vektör olmak

üzere,⟨T(s),T(s)⟩L sabit olduğundan yani 1,−1 veya 0’ a eşit olduğundan her iki ta-

rafın s’ye göre türevi alınırsa ⟨T(s),T′(s)⟩L = 0 elde edilir. Bu durumda T′(s), T(s)’ ye

diktir. T′(s) ̸= 0 olmak üzere T′(s) ile T(s) lineer bağımlı değildir. Bu durum eğrinin

düz bir çizgi olmasını önler. Bundan dolayı T(s)’in karakterine bağlı olarak üç durum

mevcuttur:

1. Eğri timelike olsun.

Bu durumda T(s) timelike bir vektör olduğundan T′(s) de spacelike bir

vektördür.T′(s) ̸= 0 olmak üzere T(s) ile lineer bağımsızdır. s noktasındaki ζ’nın

eğriliği, ϵ1(s) = ∥T′(s)∥L şeklinde tanımlanır. N(s) normal vektör olmak üzere,

P (s) =
T′(s)

ϵ1(s)
⇒ T′(s) = ϵ1(s)P (s)
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Buradan ϵ1(s) = ⟨T′(s), P (s)⟩L elde edilir. R(s) binormal vektör olmak üzere,

R(s) = T(s)×L P (s) şeklinde tanımlanır. R(s) vektörü birim ve spacelike vektör-

dür. Her s ∈ I için {T, P, R} üçlüsü E3
1 ’in ortonormal bir bazıdır. det(T, P, R) =

⟨T(s) ×L P (s), R(s)⟩L = ⟨R(s), R(s)⟩L = 1 > 0 olduğundan {T, P, R} üç-

lüsü pozitif tanımlıdır. s noktasındaki ζ’nın burulması ϵ2 olmak üzere ϵ2(s) =

⟨P ′(s), R(s)⟩L şeklinde tanımlanır.Türev yardımıyla Frenet denklemleri,
T′

P ′

R′

 =


0 ϵ1 0

ϵ1 0 ϵ2

0 −ϵ2 0




T

P

R

 ,
şeklindedir.

2. Eğri spacelike olsun.

Bu durumda T(s) spacelike vektördür.T′(s), T(s)’ye dik olduğu için T′(s) space-

like, timelike veya lightlike olabilir.

(a) T′(s) spacelike vektör ise,Frenet denklemleri,
T′

P ′

R′

 =


0 ϵ1 0

−ϵ1 0 ϵ2

0 ϵ2 0




T

P

R

 ,
şeklindedir.Burada ζ’nın burulması ϵ2 olmak üzere, ϵ2(s) = −⟨P ′(s), R(s)⟩L
biçiminde tanımlanır. det(T, P, R) = ⟨T(s) ×L P (s), R(s)⟩L =

⟨R(s), R(s)⟩L = −1 < 0 olduğundan {T, P, R} bazı negatif tanımlıdır.

(b) T′(s) timelike vektör ise, Frenet denklemleri,
T′

P ′

R′

 =


0 ϵ1 0

ϵ1 0 ϵ2

0 ϵ2 0




T

P

R

 ,
şeklindedir.Burada ζ’nın burulması ϵ2 olmak üzere, ϵ2(s) = ⟨P ′(s), R(s)⟩L
biçiminde tanımlanır. Frenet üçlüsü pozitif tanımlıdır.

(c) T′(s) her s ∈ I için lightlike vektör ise Frenet denklemleri,
T′

P ′

R′

 =


0 1 0

0 ϵ2 0

1 0 −ϵ2




T

P

R

 ,
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biçimindedir. Burada ϵ2 burulma fonksiyonu ζ eğrisinin pseudo-torsiyonu ola-

rak adlandırılır. T′(s) lightlike vektör olduğundan ζ eğrisinin eğriliği tanım-

lanamaz. Ayrıca P ve R lightlike olduğu için {T, P, R}, E3
1’in ortonormal bir

bazı değildir. {T, P, R} üçlüsüne bir null çatı denir.

3. Eğri lightlike olsun.

ζ , pseudo yay uzunluk parametreli bir lightlike eğri olmak üzere, teğeti T(s) =

ζ ′(s) lightlike vektördür. Normal vektör alanı N(s) = T′(s) şeklinde tanımlanırsa

N(s) bir birim spacelike vektör olur. Binormal vektör tek lightlike vektör olup

N(s)’ye diktir öyle ki ⟨T(s), B(s)⟩L = −1’dir. Böylece {T, N,B}, E3
1’in bir null

çatısıdır. Frenet denklemleri,
T′

P ′

R′

 =


0 1 0

ϵ2 0 1

0 ϵ2 0




T

P

R

 ,
biçimindedir (Lopez 2014).

2.3 Kuaterniyonlar ile ilgili Temel Tanım ve Kavramlar

Tanım 2.24 (Reel Kuaterniyon) µ0, µ1, µ2, µ3 reel sayılar olmak üzere, q = µ0 + µ1i+

µ2j + µ3k şeklinde yazılan ve

i2 = j2 = k2 = −1, ijk = −1

eşitliklerini sağlayan sayılara reel kuaterniyon denir. Kuaterniyonlar kümesi H ile gös-

terilir. Buna göre kuaterniyonlar kümesi,

H = {µ0 + µ1i+ µ2j + µ3k : i2 = j2 = k2 = −1, ijk = −1, µ0, µ1, µ2, µ3 ∈ R}

şeklinde ifade edilir.

Bir q = µ0 +µ1i+µ2j+µ3k kuaterniyonunun, µ1i+µ2j+µ3k kısmına vektörel kısım

denir, vq ile gösterilir. µ0 değerine de kuaterniyonun skaler kısmı denir, sq ile gösterilir.

Dolayısyla her kuaterniyon

q = sq + vq
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şeklinde bir vektör ile bir skaler toplamı olarak ifade edilir.

H kuaterniyonlar kümesinde,

p = µ1 + µ2i+ µ3j + µ4k ve q = ν1 + ν2i+ ν3j + ν4k

iki kuaterniyonu için, eşitliği, toplaması, skalerle çarpması ve iki kuaterniyonun çarpımı

aşağıdaki şekilde tanımlanır.

• İki Kuaterniyonun Eşitliği:

p = q ⇔ µ1 = ν1, µ2 = ν2, µ3 = ν3, µ4 = ν4

• Toplama:

p+ q = (µ1 + ν1) + (µ2 + ν2)i+ (µ3 + ν3)j + (µ4 + ν4)k

• Skalerle Çarpma: µ ∈ R için,

µp = µµ1 + µµ2i+ µµ3j + µµ4k

• İki Kuaterniyonun Çarpımı:

İki kuaterniyon çarpılırken, i2 = j2 = k2 = −1, ij = −ji = k,

jk = −kj = i, ki = −ik = j eşitlikleri dikkate alınır.

pq = (µ1 + µ2i+ µ3j + µ4k)(ν1 + ν2i+ ν3j + ν4k)

= µ1ν1 − (µ2ν2 + µ3b3 + µ4b4) + (µ1ν2 + ν1µ2 + µ3ν4 − ν3µ4)i

+ (µ1ν3 + ν1µ3 + µ4ν2 − ν4µ2)j+ (µ1ν4 + ν1µ4 + µ2ν3 − ν2µ3)k

şeklinde yazılabilir. .

Kuaterniyon çarpımı,

pq = (sp + vp)(sq + vq) = spvq − ⟨vp, vq⟩+ spvq + sqvp + vp × vq

şeklinde Öklidiyen iç çarpımı ve vektörel çarpımı yardımıyla ifade edilebilir (Özdemir

2020).

Tanım 2.25 (Bir Reel Kuaterniyonun Eşleniği) p = a1 + a2i + a3j + a4k = sq + vq

kuaterniyonu için, vektörel kısmın değiştirilmesiyle elde edilen,

sq − vq = a1 − a2i− a3j − a4k
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kuaterniyonuna, q kuaterniyonunun eşleniği denir ve q̄ ile gösterilir (Özdemir 2020).

Tanım 2.26 (Bir Kuaterniyonun Normu) Kuaterniyonlar kümesinde herhangi bir

p = a1 + a2i+ a3j + a4k ∈ H kuaterniyonun normu,

∥.∥ : H → R+ ∪ 0

q → ∥q∥ =
√
qq̄ =

√
q̄q =

√
a21 + a22 + a23 + a24

şeklinde tanımlanır (Özdemir 2020).

Tanım 2.27 (Birim Kuaterniyon) Normu 1 olan kuaterniyona birim kuaterniyon de-

nir. q sıfırdan farklı olmak üzere, q0 = q
∥q∥ birim kuaterniyondur (Özdemir 2020).

Teorem 2.5 Kuaterniyonlar kümesinde herhangi bir r ∈ H kuaterniyonun tersi tektir ve

r−1 =
r̄

∥r∥2

kuaterniyonuna eşittir. r birim kuaterniyon ise r−1 = r̄ olur (Özdemir 2020).

Tanım 2.28 (Kuaterniyonik Eğri) H reel kuaterniyonlar kümesinde, t ∈ I = [0, 1] ol-

mak üzere,

ζ : I ⊂ R → H

t→ ζ(t) =
4∑
i=1

ζ i(t)ei, e4 = 1

şeklinde tanımlanan ζ eğrisine kuaterniyonik eğri denir (Yoon 2012).

Teorem 2.6 (Kuaterniyonik Helis) H reel kuaterniyonlar kümesinde, ξ = ξ(s) birim

hızlı kuaterniyonik eğri ve sıfırdan farklıM(s),m(s), r(s)−M(s) eğrilikleri olmak üzere,

ξ eğrisi kuaterniyonik helistir olması için gerek ve yeter şart(M
m

)2
+

1

(r −M)2

((M
m

)′)2
= sabit

olmasıdır (Yoon 2012).

Tanım 2.29 (Split Kuaterniyonlar) i2 = −1, j2 = k2 = ijk = 1 koşullarını sağla-

yan q = b0 + b1i + b2j + b3k sayı dörtlülerin oluşturduğu birleşimli, fakat değişmeli ve
16



bölmeli olmayan sayı cebirine split kuaterniyon cebiri denir.Bu sayı dörtlülerin oluştur-

duğu cümle Ĥ ile gösterilir. Bu cümleyi kısaca,

Ĥ = {q = b0 + b1i+ b2j + b3k : bi ∈ R, i2 = −1, j2 = k2 = ijk = 1}

ifade edebiliriz. Split kuaterniyon çarpımı Şekil 2.2’e göre yapılmaktadır.

Şekil 2.2 Split kuaterniyon çarpımı

Split kuaterniyonlar sq kısmı skaler ve vq kısmı da vektörel olmak üzere iki kısma ayrılır:

q = sq + vq

şeklinde yazılır. Eğer sq = 0 ise o zaman q = vq olur. Bu durumda q split kuaterniyonuna

has split kuaterniyon denir (Özdemir 2020).

Tanım 2.30 (Split Kuaterniyon Çarpımı) Ĥ split kuaterniyonlar kümesinde verilen

herhangi iki

q = sq + vq, p = sp + vp

split kuaterniyonun çarpımı, kuaterniyonun vektör ksıımlarını R3
1 uzayı ile özdeşleştire-

rek (−,+,+) işaretine göre tanımlanmış Lorentziyen skaler çarpım ve vektörel çarpım

yardımıyla

pq = (sp + vp)(sq + vq) = spvq + ⟨vp, vq⟩L + spvq + sqvp + vp ×L vq

biçiminde gösterilir (Özdemir 2020).
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Tanım 2.31 (Split Kuaterniyonun Eşleniği) q = b0+ b1i+ b2j+ b3k = sq+ vq bir split

kuaterniyon olmak üzere, split kuaterniyonun eşleniği,

q̄ = sq − vq = b0 − b1i− b2j − b3k

biçiminde tanımlanır. q̄ ile gösterilir (Aslan vd. 2021).

Tanım 2.32 (Split Kuaterniyonun Normu) q = b0+b1i+b2j+b3k split kuaterniyonun

normu,

∥q∥ =
√

|Nq| =
√

|qq̄| =
√

|b20 + b21 − b23 − b24|

biçiminde tanımlanır. Eğer Nq = ±1 ise q birim split kuaterniyon olarak adlandırılır

(Aslan vd. 2021).

Tanım 2.33 (Split Kuaterniyonun Sınıflandırılması) (R4,−,−,+,+) ∼= E4
2 olmak

üzere, q split kuaterniyonu

−Nq = −b20 − b21 + b22 + b23 = ⟨q, q⟩E4
2

şeklinde ifade edilebilir. Yani her split kuaterniyon E4
2 uzayının bir elemanı olarak kabul

edilebilir. Bu durumda aşağıdaki sınıflandırma verilebilir.

1. Nq > 0 ise, ⟨q, q⟩E4
2
< 0 olacağından q’ya timelike split kuaterniyon,

2. Nq < 0 ise, ⟨q, q⟩E4
2
> 0 olacağından q’ya spacelike split kuaterniyon,

3. Nq = 0 ise, ⟨q, q⟩E4
2
= 0 olacağından q’ya lightlike split(bölünmüş) kuaterniyon

olarak ifade edilir (Özdemir ve Ergin 2006).

Tanım 2.34 (Split Kuaterniyonun Tersi) q = b0 + b1i + b2j + b3k split kuaterniyonun

tersi, Nq ̸= 0 olmak üzere,

q−1 =
q̄

Nq

biçiminde tanımlanır. Buna göre spacelike ve timelike kuaterniyonların split kuaterniyon

çarpımına göre tersleri vardır, fakat lightlike split kuaterniyonun tersi yoktur (Özdemir

2020).
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Teorem 2.7 q = a1 + a2i+ a3j + a4k spacelike kuaterniyonu verilsin.

sinhφ =
a1
∥q∥

, coshφ =

√
−a22 + a23 + a24

∥q∥
, m =

a2i+ a3j + a4k√
−a22 + a23 + a24

olmak üzere,

q = ∥q∥(sinhφ+mcoshφ)

şeklinde yazılabilir. Burada m vektörü, E3
1 ile gösterilen (−,+,+) işarerli Lorentz uza-

yında spacalike birim vektördür.

Teorem 2.8 q = a1 + a2i+ a3j + a4k = sq + vq timelike kuaterniyonu verilsin.

1. Eğer vq vektörel kısmı spacelike ise,

coshφ =
|a1|
∥q∥

, sinhφ =

√
−a22 + a23 + a24

∥q∥
, m =

a2i+ a3j + a4k√
−a22 + a23 + a24

olmak üzere

q = ∥q∥(sinhφ+mcoshφ)

şeklinde yazılabilir.

2. Eğer vq vektörel kısmı timelike ise,

cosφ =
|a1|
∥q∥

, sinφ =

√
a22 − a23 − a24

∥q∥
, m =

a2i+ a3j + a4k√
a22 − a23 − a24

olmak üzere

q = ∥q∥(sinφ+mcosφ)

şeklinde yazılabilir (Özdemir ve Ergin 2006).

Teorem 2.9 Her q = sq + vq birim timelike kuaterniyon olsun.

1. Eğer vq ∈ E3
1 spacelike ise,

q = coshφ+msinhφ

biçimindedir ve S2
1 veya H2

0 üzerinde bir büyük hiperbolik yayına karşılık gelir.

2. Eğer vq ∈ E3
1 timelike ise,

q = cosφ+msinφ

şeklindedir ve S2
1 üzerinde bir büyük elips yayına karşılık gelir (Özdemir ve Ergin

2006).
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Tanım 2.35 (Lorentziyen Dönme Matrisi) Determinantı 1 olan Lorentziyen ortogonal

matrislere Lorentziyen dönme matrisi denir. Lorentziyen dönme matrisleri kümesi,

SO(3, 1) = {A ∈ M3×3(R) : AT I∗A = I∗ ve detA = 1}

ile gösterilir. Lorentz uzayındaki dönme matrisleri, bir v ekseni etrafında, v ekseni spa-

celike ise φ açısı kadar hiperbolik dönmeyi, v ekseni timelike ise φ açısı kadar eliptik

dönmeyi ifade eder. φ açısına dönme açısı, v eksenine dönme ekseni denir (Özdemir

2020).

Teorem 2.10 Bir q = a1 + a2i+ a3j + a4k birim timelike kuaterniyonu için

Âq : R3
1 → R3

1, Âq(v) = qvq−1

dönme dönüşümüne karşılık gelen matris:

Âq =


a21 + a22 + a23 + a24 2a1a4 − 2a2a3 −2a1a3 − 2a2a4

2a2a3 + 2a4a1 a21 − a22 − a23 + a24 −2a3a4 − 2a2a1

2a2a4 − 2a3a1 2a2a1 − 2a3a4 a21 − a22 + a23 − a24

 ,
matrisidir. Bu matris ÂT I∗Â = I∗ ve detÂq = (a21 + a22 − a23 − a24)

3 = 1 özelliklerini

sağladığından Âq matrisi 3-boyutlu Lorentz uzayında bir dönme matrisidir (Özdemir ve

Ergin 2006).
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3. R3 ÖKLİD UZAYINDA MİNİMUM AÇISAL HIZLI HAREKET

3.1 Minimum Açısal Hızlı Hareketin (RMM) İnşası

Bu bölümde minimum açısal hızlı hareketin inşası için bir metot verilecektir.

Tanım 3.1 X(t) birim vektör alanı verilsin.Bu durumda α boyunca {T (t), X(t), T ×

X(t)} çatısına minimum açısal hızlı Çatı veya Bishop Çatısı denir. δ⃗ = δ⃗(t) eğrisi

t ∈ [0, 1] parametresiyle S2 ⊂ R3 birim küre üzerinde bir eğri olsun. A(t) küresel hareket

ve −→p ∈ S2 keyfi bir nokta olmak üzere
−→
δ (t) = A(t)−→p olsun. Burada

−→
δ (t) yörünge-

sini veren birçok küresel hareket yazılabilir. Bu küresel hareketler içerisinde açısal hızı

minimum olan harekete minimum açısal hızlı hareket (RMM) denir.

Tanım 3.2 Yörüngesi δ(t) olan A(t) küresel hareketin açısal hızı minimum ise, yani∫ 1

0

∥ω⃗(t)∥dt

integrali minimum ise A(t) hareketine minimum açısal hızlı hareket (RMM) denir. Bu-

rada t ∈ [0, 1] ve ω⃗(t) hareketin açısal hız vektörüdür (Jüttler 1998).

Önerme 3.1 Yörüngesi δ⃗(t) olan A(t) küresel hareket, minimum açısal hızlı harekettir

ancak ve ancak hareketin açısal hızı

ω⃗(t) = δ⃗(t)× ˙⃗
δ(t) (3.1)

olmasıdır (Jüttler 1998).

İspat. Kabul edelim ki A(t) küresel hareketi (3.1) eşitliğini sağlasın. B = B(t) hareketi-

nin açısal hızı

ν⃗(t) = ω⃗(t) + φ̇δ⃗(t)

olsun. Bunun sonucunda

∥⃗δ × ˙⃗
δ + φ̇δ⃗∥ ≥ ∥⃗δ × ˙⃗

δ∥

∫ 1

0

∥ν⃗∥dt ≥
∫ 1

0

∥ω⃗∥dt
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şeklinde yazılabilir. Burada eşitliğin olması durumu φ̇ ≡ 0 olmasıyla mümkündür. Burada

φ ve δ⃗, C1 fonksiyon olduğundan bu durum iddiamızı kanıtlar (Jüttler 1998).

Sonuç 3.1 Yörüngesi δ⃗ olan A(t) minimum açısal hızlı hareketi verilen küresel eğri

δ⃗(t)’nin parametre seçiminden bağımsızdır. (Jüttler 1998).

İspat. k = k(s), verilen küresel δ⃗ eğrisinin C1 parametre dönüşümü olsun. Aynı zamanda
′ = d

ds
olsun. s parametresine göre açısal hız ω⃗∗ olmak üzere, ω⃗∗ = k′(s)ω⃗ = k′(s)⃗δ× ˙⃗

δ =

δ⃗×δ⃗
′
şeklinde yazabiliriz. Böylece verilen küresel eğri ile ilişkili olan RMMC1 parametre

dönüşümlerine göre değişmezdir (Jüttler 1998).

γ(t) ⊂ S2 küresel eğri olsun. Açısal hız vektörü

w(t) = γ(t)× γ′(t)

olan küresel hareketi elde edeceğiz. Burada ’ = d
dt

dir. Yörüngesi γ⃗(t) olan A(t) küresel

hareketi minimum açısal hızlı harekettir ancak ve ancak küresel hareketin açısal hızı

w⃗(t) = γ⃗ × γ⃗′

dir.(B.Jüttler)

Küre üzerinde γ(s) eğrisi için Sabban çatısını inşa edelim. p = γ′(s)
∥γ′(s)∥ ve ∥γ′(s)∥ = a

olmak üzere


γ(s)

p(s)

r(s)


′

=


0 a 0

−a 0 b

0 −b 0



γ(s)

p(s)

r(s)


şeklinde olsun. Burada b

a
= kg, γ(s) eğrisinin geodezik eğriliğidir. {γ(s), p(s), r(s)}

çatısıyla elde edilen küresel hareketin

Darboux vektörü w = bγ(s) + as(s) dir. Bu hareketin açısal hızı

∥w∥ =
√
b2 + a2

dir.

φ = −
∫
b(s)ds olmak üzere γ etrafında {p, r} vektör alanlarının φ kadar döndürerek

{γ, n1, n2} RMF’yi elde ederiz.
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n1 = cosφp+ sinφr,

n2 = − sinφp+ cosφr

olmak üzere

n′
1 = −a cosφγ(s),

n′
2 = a sinφγ(s)

elde edilir.


γ

n1

n2


′

=


0 a cosφ −a sinφ

−a cosφ 0 0

a sinφ 0 0




γ

n1

n2


{γ(s), n1(s), n2(s)} çatısı,

∫
γ(s)ds eğrisi üzerinde RMF’dir.

Yörüngesi γ(s) eğrisi olan küresel RMM’nin inşası için aşağıdaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.1 γ⃗(s) ⊂ S2 küresel eğri olsun. {γ(s), n1(t), n2(t)} çatısı ve
∫
γ(s)ds eğrisi

üzerinde RMF olsun.

γ⃗(s) = A(s)⃗e1

olmak üzere A(s), yörüngesi γ⃗(s) eğrisi olan bir RMM belirtir. Burada e⃗1 = (1, 0, 0) dir.

İspat. {γ(s), p(s), r(s)} çatısıyla elden edilen küresel hareketin açısal hızı ∥w∥ =
√
b2 + a2 dir. Şimdi bu açısal hızı minimum yapacak hareketi elde edelim. Bunun için

{γ(s), n1(s), n2(s)} RMF ile elde edilen A(s) =
[
γ⃗(s) n1(s) n2(s)

]
küresel hareke-

tini ele alalım. Bu hareketin


γ

n1

n2


′

=


0 a cosφ −a sinφ

−a cosφ 0 0

a sinφ 0 0




γ

n1

n2


türev denklemleri olmak üzere

bu hareketin Darboux vektörü (açısal hız vektörü),

ŵ(t) = a sinϕn1 + a cosϕn2
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dir.

n1 = a cosφp+ a sinφr,

n2 = −a sinφp+ a cosφr

n1 ve n2 yukarıdaki denklemde yerine yazılırsa

ŵ(s) = ar(s)

elde edilir. Buradan hareketin açısal hızı ∥ŵ∥ = a olup ∥ŵ∥ < ∥w∥ dir. Bu da açısal hızın

minimum olduğunu gösterir.

Sonuç 3.2 A(t) =
[
n1 n2 γ

]
küresel hareketi, e3 = (0, 0, 1) noktasının yörüngesi

γ(t) olan RMM’dir.

Örnek 3.1 ξ = ξ(s) = (sinΛ cos(sφ), sinΛ sin(sφ), cos Λ) ⊂ S2 küçük bir çember

olsun. Yörüngesi ξ(t) olan RMM’yi elde edelim.



ξ′ = (−φ sinΛ sin(sφ), φ sinΛ cos(sφ), 0),

|ξ′| = φ sinΛ = a,

p = (− sin(sφ), cos(sφ), 0),

r = (− cos Λ cos(sφ),− cos Λ sin(tφ), sinΛ)

Burada r′ = −bp olduğundan b = φ cos Λ olur. ξ(s) eğrisinin geodezik eğriliği
b
a
= kg = cotΛ dir.

{ξ, n1, n2} çatısının Darboux vektörü

ŵ = as = φ sinΛs

=
(
− cos(tφ)φ sinΛ cosΛ,− sin(tφ)φ sinΛ cosΛ, φ cos2 Λ + φ

)
Bu da B.Jüttler’in "Rotating Minimizing Spherical Motions" çalışmasındaki (11) deki

eşitlikle aynıdır. Buradaki açısal hız (3.1) deki

ŵ = ξ⃗ × ξ⃗
′

eşitliği sağlar.

Şimdi RMM’nin matrisini bulalım.
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A(s) =
[
ξ n1 n2

]
,

n1 = cosϕp+ sinϕr,

n2 = − sinϕp+ cosϕr,

ϕ = −
∫
φ cos Λds

= −φ cos Λ

∫
ds

= −φ cos(Λ)p

olmak üzere,

A(s) =


sinΛ cos(sφ) − cosϕ sin(sφ)− sinϕ cos Λ cos(sφ) sinϕ sin(sφ)− cosϕ cos Λ cos(sφ)

sinΛ sin(sφ) cosϕ cos(sφ)− sinϕ cos Λ sin(sφ) − sinϕ cos(sφ)− cosϕ cos Λ sin(sφ)

cos Λ sinϕ sinΛ cosϕ sinΛ


biçiminde elde edilir. Böylece A(s) matrisi bize yörüngesi ξ⃗(s) olan RMM’yi verir. Yani

A(s)e1 = ξ⃗(s) dir. Ayrıca ∥ŵ(s)∥ = a elde edilir ki bu da açısal hızın minimum olduğunu

gösterir.

3.2 Küresel Hareket ve Kuaterniyonik Helisler

Tanım 3.3 r ∈ H kuaterniyonu olmak üzere,

r + r̄ = 0

denklemini sağlıyorsa r kuaterniyonuna uzaysal (spatial) kuaterniyon adı verilir (Yoon

2012).

Tanım 3.4 I = [0, 1] , R üzerinde bir açık aralık ve t ∈ I düzgün bir eğri boyunca yay

uzunluk paramatresi olmak üzere,

δ : I ∈ R → H

t→ δ(t) =
3∑
i=1

δi(t)ei, (1 ≤ i ≤ 3).
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biçiminde tanımlanan diferansiyellenebilir δ(t) eğrisine uzaysal kuaterniyonik eğri adı

verilir (Yoon 2012).

δ : I ⊂ R → H birim hızlı kuaterniyonik eğri ve p(s) = δ′(s) birim uzunluklu teğet

olsun.

p′ ∗ p̄+ p ∗ p̄′ = 0 (3.2)

eşitliği gereğince p′, p ’ye diktir ve p′ ∗ p̄ bir uzaysal kuaterniyondur. Buradaki ” ∗ ” ,

kuaterniyonik çarpımdır.

{p,m1,m2} üçlüsü δ(s) eğrisinin Frenet çatısı olsun. Bu durumda Frenet formülleri,

p′ = kn1,

m′
1 = −kp+ rn2,

m′
2 = −rn1

biçimindedir. Burada p,m1,m2 sırasıyla birim tanjant,birim asli normal ve binormal ku-

aterniyonik eğrilerdir.Ayrıca burada k ve r fonksiyonları sırasıyla δ eğrisinin esas eğriliği

ve burulmasıdır (Yoon 2012).

Tanım 3.5 ξ : I ⊂ R → H birim hızlı kuaterniyonik eğri, T (s) = ξ′(s) birim uzunluklu

teğet ve s yay uzunluk parametresi olsun. Bu durumda

ξ : I ⊂ R → H

s→ ξ(s) =
4∑
i=1

ξi(s)ei, e4 = 1

şeklinde tanımlansın. R4’de uzay eğrisinin Frenet çatısı {TF (s),M1(s),M2(s),M3(s)}

olmak üzere, Frenet formülleri

TF
′(s) = KM1(s),

M′
1(s) = −KTF(s) + kM2(s),

M′
2(s) = −kM1(s) + (r −K)M3(s),

M′
3(s) = −(r −K)M2(s)

(3.3)

şeklindedir. Burada M1 = p ∗TF, M2 = m1 ∗TF, M3 = m2 ∗TF ve K = ∥TF
′(s)∥

dir.
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ξ eğrisinin bu Frenet formülleri, R3 deki δ eğrisinin Frenet formüllerinden elde edilmiştir.

Ayrıca ξ ve δ eğrilerinin eğrilikleri arasında bir bağıntı mevcuttur. ξ(s) eğrisinin esas

eğriliği K(s) = ∥T ′(s)∥, burulması k, bitorsiyonu (r −K) şeklindedir (Yoon 2012)

Tanım 3.6 Herhangi iki r ve q kuaterniyon olmak üzere,

j(r, q) =
r ∗ q̄ + q ∗ r̄

2

eşiti her zaman bir reel sayıdır. Bu reel sayıya r ve q kuaterniyonlarının iç çarpımı denir.

(Özdemir 2020).

Teorem 3.2 ς = ς(t), H’de birim hızlı kuaterniyonik bir eğri olsun. Eğrilikleri P(t), p(t)

ve r(t)− P (t) sıfırdan farklı olmak üzere, ς bir genel helistir ancak ve ancak

(
P

p

)2

+
1

(r − P )2

((
P

p

)′)2

= c

dir. (c ∈ R) (Yoon 2012).

İspat. ς(t), H’ de ekseni sabit ve birim vektör olan Φ genel helis için, eğri boyunca

j(T,Φ) = c

eşitliği sabittir. (c ∈ R). Bu denklemde t ye göre türev alındığında ve (3.2) deki eşitlik

kullanıldığında

0 =
d

dt
j(T,Φ) =

1

2

d

dt
(T ∗ Φ̄+Φ ∗ T̄)

=
1

2

(
T′ ∗ Φ̄+Φ ∗ T̄′)

= j (T′,Φ)

= Kj (M1,Φ) .

eşitliği elde edilir. Böylece Φ birim vektörü

Φ = b1(t)T(t) + b2(t)M2(t) + b3(t)M3(t), (3.4)

şeklinde yazılabilir. Burada
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b1(t) = j(T,Φ) = c,

b2(t) = j (M2,Φ) ,

b3(t) = j (M3,Φ) ,

b21 + b22 + b23 = 1

dir. (3.4) denkleminde türev alınırsa

(b1P − b2p)M1 + (b′2 − b3(r − P ))M2 + (b′3 + b2(r − P ))M3 = 0

elde edilir.Buradan da

b1P − b2p = 0,

b′2 − b3(r − P ) = 0,

b′3 + b2(r − P ) = 0,

eşitlikleri elde edilir. Böylece

b2 =
P

p
b1 = − 1

r − P
b′3,

b′2 = b3(r − P ).

(3.5)

denklemi elde edilir. (3.5)’in birinci denkleminde türev alınıp, ikinci denklemi yerinde

yazılırsa,

b′′3 −
(r − P )′

r − P
b′3 + (r − P )2b3 = 0 (3.6)

b3’e göre diferensiyel denklemi elde edilir.

Eğer (3.6) denkleminde ρ =
∫ t
0
(r − P )dt şeklinde değişken değiştirilirse

d2b3
dρ2

+ b3 = 0 (3.7)

diferensiyel denklemi elde edilir. Böylece (3.7) deki diferensiyel denklemin çözümü,

b3 = Γcos ρ(t) + ∆ sin ρ(t), (3.8)
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biçiminde elde edilir.Burada Γ ve ∆ sabit katsayılardır. (3.5) and (3.8)’den

b2 =
P

p
b1 = Γ sin ρ(t)−∆cos ρ(t),

b3 =
1

r − P

(
P

p

)′

b1 = Γcos ρ(t) + ∆ sin ρ(t).

eşitlikleri bulunur. Yukarıdaki denklemlerden

Γ = b1

(
P

p
sin ρ(t) +

1

r − P

(
P

p

)′

cos ρ(t)

)
,

∆ = b1

(
1

r − P

(
P

p

)′

sin ρ(t)− P

p
cos ρ(t)

)
,

eşitlikleri elde edilir ki bu da

Γ2 +∆2 = b21

((
P

p

)2

+
1

(r − P )2

((
P

p

)′)2
)
.

olduğunu gösterir. Böylece

(
P

p

)2

+
1

(r − P )2

((
P

p

)′)2

= sabit (3.9)

ifadesinin sabit olduğunu göstermiş olduk. Tersine, (3.9)’daki durum sağlansın. Bu du-

rumda j(T,Φ) = c eşitliğini sağlayan Φ sabit birim vektörünü daima elde edebiliriz.

Birim vektör

Φ = TF +
P

p
M2 +

1

r − P

(
P

p

)′

M3

şeklinde tanımlanırsa her iki tarafın türevi alındığında Φ′ = 0 olduğu açıkça görülür. Bu

durum bize Φ sabit bir vektör olduğunu gösterir. Sonuç olarak, ς eğrisi H de bir genel

helistir.

Şimdi küresel hareket yardımıyla Kuaterniyonik çatı elde edilecektir. Ardından Kuaterni-

yonik eğrinin R4 de helis olma karakterizayonları verilecektir. İlk olarak dönme matrisle-

riyle ilgili temel tanım ve kavramlar verilecektir.

ℜ(t) ∈ SO(n) olmak üzere

[
ℜℜT (t)

]
= [In]

denklemini sağlar. Her iki tarafın türevi alındığında,
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[
∆̇∆T

]
+
[
∆∆̇T

]
= [0][

∆̇∆T
]
= −

[
∆∆̇T

]
[
∆̇∆T

]
= −

[
∆̇∆T

]T

elde edilir. Sonuç olarak
[
∆̇ℜ−1

]
=
[
∆̇∆T

]
= [∇] tanjant operatörü antisimetriktir. [∇]

matrisi, [∆(t)] dönme matrisinin açısal hız matrisidir. Şimdi SO(3) uzay dönmelerinde,

bir sabit açısal hız matrisi [∇] verildiğinde,

[∆̇(t)] = [∇][∆(t)]

diferensiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin bir çözümü,

∆(t) = et[∇]

ile dönmelerin 1-parametreli grubu elde edilir.

Bu üstel ifadeyi farklı biçimde yazarsak,

[∇] =


0 −ε3 ε2

ε3 0 −ε1
−ε2 ε1 0



elde edilir. [∇] antisimetrik matrisine karşılık gelen vektör

ε = (ε1, ε2, ε3) olmak üzere
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η = ∥ w∥ =
√
ε21 + ε22 + ε23,

[∇]

η
= [Ω] ve

ε1
η

= e,
ε2
η

= f,
ε3
η

= g denirse,

[Ω] =


0 −g f

g 0 −e

−f e 0

 antisimetrik matrisini elde ederiz ve e2 + f 2 + g2 = 1 dir.

[
Ω2
]
=


0 −g f

g 0 −e

−f e 0




0 −g f

g 0 −e

−f e 0

 =


−g2 − f 2 ef eg

ef −g2 − e2 fg

eg fg −e2 − f 2


[
Ω3
]
= [Ω]

[
Ω2
]
=


0 −g f

g 0 −e

−f e 0




−g2 − f 2 ef eg

ef −g2 − e2 fg

eg fg −e2 − f 2

 =


0 g −f

−g 0 e

f −e 0


[Ω] = [Ω]

[
Ω2
]
=
[
Ω2
]

[
Ω3
]
= −[Ω]

[
Ω4
]
= [Ω]

[
Ω3
]
= −

[
Ω2
]

[
Ω5
]
= [Ω]

[
Ω4
]
= −

[
Ω3
]
= [Ω]

[
Ω6
]
= [Ω]

[
Ω5
]
=
[
Ω2
]
, . . .

∆(t) = et[∇] = eηt[Ω]

∆(t) =
∞∑
n=0

(ηt[Ω])n

n!

∆(t) = I +
ηt

1!
[Ω] +

(ηt)2

2!

[
Ω2
]
+

(ηt)3

3!
[ Ω3︸︷︷︸
−Ω

] +
(ηt)4

4!
[ Ω4︸︷︷︸
−Ω2

] +
(ηt)5

5!
[ Ω5︸︷︷︸

Ω

] +
(ηt)6

6!
[ Ω6︸︷︷︸

Ω2

] + . . .

∆(t) = I +

(
ηt

1!
− (ηt)3

3!
+

(ηt)5

5!
+ . . .

)
[Ω] +

(
(ηt)2

2!
− (ηt)4

4!
+

(ηt)6

6!
+ . . .

)[
Ω2
]

∆(t) = I +
∞∑
n=0

(−1)n
(ηt)2n+1

(2n+ 1)!
[Ω]−

∞∑
n=1

(−1)n
(ηt)2n

(2n)!

[
Ω2
]

∆(t) = I +
∞∑
n=0

(−1)n
(ηt)2n+1

(2n+ 1)!
[Ω] +

(
1−

∞∑
n=0

(−1)n
(ηt)2n

(2n)!

)[
Ω2
]

∆(t) = I + sin(ηt)[Ω] + (1− cos(ηt))
[
Ω2
]

elde edilir.Bu [∇] açısal hız matrisinden elde edilen ε ekseni çevresinde bir dönmenin

denklemidir.ηt açısı dönme açısı olmak üzere, cisim ε etrafında η sabit açısal hızıyla dön-

mektedir.
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Örnek 3.2

k ∈ R− {0} olmak üzere [B] =


0 0 k

0 0 0

−k 0 0

 antisimetrik matrisini olmak üzere

Bu antisimetrik matristen Cayley formülü yardımıyla bir ortogonal dönme matrisi oluştu-

ralım.

A(k) = [I3 + B(k)] [I3 − B(k)]−1

A(k) =


1 0 k

0 1 0

−k 0 1




1 0 −k

0 1 0

k 0 1


−1

A(t) =


1 0 k

0 1 0

−k 0 1




1/ (1 + k2) 0 k/ (1 + k2)

0 1 0

−k/ (1 + k2) 0 1/ (1 + k2)



A(k) =


(1− k2) / (1 + k2) 0 2k/ (1 + k2)

0 1 0

−2k/ (1 + k2) 0 (1− k2) / (1 + k2)


detA(k) = 1

ve A−1(k) =


(1− k2) / (1 + k2) 0 −2k/ (1 + k2)

0 1 0

2k/ (1 + k2) 0 (1− k2) / (1 + k2)

 = AT (k)

olduğundan

A(k) ortogonal bir dönme matrisidir. Dönme açısı ϕ ise

cosϕ =
izA− 1

2
=

1− k2

1 + k2
,

sinϕ =
√

1− cos2 ϕ =
2k

1 + k2
,

A(k) =


cosϕ 0 sinϕ

0 1 0

− sinϕ 0 cosϕ


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A(k), y-ekseni etrafında ϕ açısı kadar dönme yapar.

Şimdi A(k) dönme matrisinin tanjant operatörünü(açısal hız matrisini) bulalım.

[Ȧ(k)] =


− sinϕ 0 cosϕ

0 0 0

− cosϕ 0 − sinϕ


[∇] =

[
ȦA−1(k)

]

[∇] =


− sinϕ 0 cosϕ

0 0 0

− cosϕ 0 − sinϕ




cosϕ 0 − sinϕ

0 1 0

sinϕ 0 cosϕ



[∇] =


0 0 1

0 0 0

−1 0 0


elde edilir.

Şimdi ise küresel hareket ve kuaterniyonik çatı bağlantısı yapılacaktır. Birim kuaterni-

yonlar, küresel hareketi tanımlamak için kullanılabilir. Bu konuyu, O.Bothema ve B.Roth

Theoretical Kinematics adlı kitabında ayrıntılı bir şekilde ele almıştır. Kuaterniyonlarla,

dönme dönüşümlerinin tanımlanması son zamanlarda bilgisayar ve animasyon teknoloji-

lerinde sıkça kullanılmaktadır.Birim kuaterniyon yardımıyla dönme matrisinin kurulması

çok daha kolaydır.

S(t) =
[
s1 s2 s3

]
orthogonal matris olsun. ṠST = ∇(t) olacak şekilde açısal hız

matrisi vardır.Bu açısal hız matrisine karşılık gelen vektör ∇(t) ∼= w⃗(t) darboux vektörü-

dür. Darboux vektörü

w × s1 = s′1,

w × s2 = s′2,

w × s3 = s′3

eşitliğini sağlar.Herhangi bir dönme matrisi A için Q = (q1, q2, q3, q4) olacak şekilde bir

birim kuaterniyon bulunabilir. Bu birim kuaterniyon

Aλ⃗ = Q(t) ∗ λ⃗ ∗ Q̄(t) (3.10)
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denklemini sağlar. Burada λ⃗ ∈ R3 vektörü λ⃗ = (0, λ1, λ2, λ3) kuaterniyon şeklinde ta-

nımlanır. Ayrıca ” ∗ ”, kuaterniyonik çarpım ve Q̄ ise Q kuaterniyonun eşleniğidir.

Böylece
Q̇
∥Q̇∥

= N(t),

2Q̇(t) ∗ Q̄(t) = w⃗(t),

wb(t) =
w(t)

∥w(t)∥
, (birim)

w′
b

∥w′
b∥

= z1,

wb × z1 = z2

(3.11)

eşitlikleri yazıldığında Frenet formülleri


wb

z1

z2


′

=


0 m 0

−m 0 n

0 −n 0



wb

z1

z2


biçimindedir. Burada m ve n, {wb, z1, z2} çatısına göre eğriliklerdir. Bu durumda

wb ∗ Q = N,

z1 ∗ Q = Y,

z2 ∗ Q = Z

(3.12)

şeklinde tanımlanırsa


Q

N

Y

Z



′

=


0 K 0 0

−K 0 m 0

0 −m 0 n−K

0 0 K − n 0




Q

N

Y

Z


kuaterniyonik çatısı elde edilir. Burada K,m ve n − K, β(t) =

∫
Q(t)dt olmak üzere β

kuaterniyonik eğrisinin kuaterniyonik çatıya göre eğrlikleridir (Aksar vd. 2023).

Örnek 3.3
ζ : I → E3

t→ ζ(t)
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eğrisinin Frenet çatısı {T,X, Y } olsun.Frenet denklemleri
T ′

X ′

Y ′

 =


0 k1 0

−k1 0 k2

0 −k2 0



T

X

Y

 ,
şeklinde olmak üzere ζ(t) eğrinin eğrilikleri yardımıyla kuaterniyonik eğrinin R4 de helis

olma karakterizasyonunu verilecektir. B(t) =
[
T X Y

]
ortogonal matris olsun. ζ

eğrisinin darboux vektörü

w = k2T + k1Y

dir.

wb =
k2√
k21 + k22

T +
k1√
k21 + k22

Y (birim)

olmak üzere,



C =
X ′

∥X ′∥
,

wb = X × C,

f =
√
k21 + k22,

g =
k21(

k2
k1
)′

(k21 + k22)
= σf

(3.13)

eşitlikleri kullanılarak 
wb

−C

X


′

=


0 g 0

−g 0 f

0 −f 0




wb

−C

X


şeklinde çatı denklemleri elde edilir. g ve f , {wb,−C,X} çatısına göre eğriliklerdir.

(Uzunoğlu vd. 2016).

β(t) =
∫
Q(t)dt Kuaterniyonik eğrisinin eğrilikleri için aşağıdaki karakterizasyonlar ve-

rilebilir. 

K =
∥wb∥
2

=
f

2
,

f =
√
k22 + k21,

m = g = σf,

n = f

(3.14)
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elde edilir. (3.14)’deki eşitlikler (3.9) denkleminde yerine yazılırsa aşağıdaki sonucu ve-

rebiliriz.

Sonuç 3.3 β(t) =
∫
Q(t)dt bir helistir ancak ve ancak 1

4

(
f
g

)2
+ 1

f2

((
f
g

)′)2

= c,

(c ∈ R)

Sonuç 3.4 ζ : I → E3

 k1 = µ cosϕ,

k2 = µ sinϕ

olsun. ζ sabit precessiyonlu bir eğri olsun.Burada k1 ve k2 , γ eğrisinin Frenet çatısına

göre eğrilikleridir.µ keyfi bir sabittir. (3.10)’ daki eşitlikler göz önüne alındığında f ve g

eğrilikleri sabit çıkar. Bu da β(t) =
∫
Q(t)dt eğrisinin bir C.C.R eğrisi olduğunu göste-

rir. Gerçekten K,m, n eğrilikleri sabit olup aynı zamanda oranları da sabittir (Monterde

2004).

Sonuç 3.5 f
g
= µ sabit olsun. Bu durumda, ζ helistir.(Lancert teoremi)

β(t) =
∫
Q(t)dt, eğrisi de R4’ de bir C.C.R eğrisidir.

Gerçekten,



K = c1 =
f
2
,

c2 = g,

c3 = n−K = f − f
2
,

= K

elde edilir.

 c1
c2

= f
2g

= sabit ,
c2
c3

= 2g
f
= sabit

olduğundan dolayı β(t) =
∫
Q(t)dt, R4 de bir C.C.R eğrisidir.

3.3 Minimum Açısal Hızlı Hareket ve Kuaterniyonik Helisler

Bu bölümde R3 de verilen bir eğri yardımıyla RMM tanımlanacaktır. Bu RMM’ye göre

helis olma karakterizasyonu verilecektir. γ(t) ⊂ R3 de bir eğri ve {T,N,B} Frenet çatısı
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olsun. {T,X1, X2}, γ eğrisi üzerinde RMF olsun. Bu durumda {T,X1, X2} çatısı
∫
Tdt

üzerinde bir RMF’dir. Λe1 = T = γ′(t) olduğundan Λ =
[
T X1 X2

]
matrisi bize e1

noktasında yörüngesi T olan RMM’yi verir. Böylelikle RMM’nin Darboux vektörü W =

κB ve Wb birim vektör olmak üzere Wb = B dir. Şimdi aşağıdaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.3 ξ(s) ⊂ R3 helis olmayan bir eğri olsun. ξ üzerinde RMF’ye karşılık gelen

kuaterniyonik eğri Q olmak üzere
∫
Q(s)ds helistir ancak ve ancak

1

4

(
ϵ1
ϵ2

)2

+
1

ϵ21

((
ϵ2
ϵ1

)′)2

= c2

olmasıdır.
(
ϵ2
ϵ1

̸= c
)

İspat. ξ(s) eğrisi üzerinde RMF’ye karşılık gelen kuaterniyonik eğri Q olsun. Bu du-

rumda (3.11) deki eşitlikten

2Q̇(s) ∗ Q̄(s) = ϵ1B

elde edilir. Buradan da

2∥Q̇(s)∥ = ϵ1

elde edilir. (3.14) deki eşitlikler yardımıyla

K =
ϵ1
2
,

r −K = ϵ1 −
ϵ1
2

=
ϵ1
2
,

k = ϵ2

eğrilikleri (3.9) da yerine yazılırsa

1

4

(
ϵ1
ϵ2

)2

+
1

ϵ21

((
ϵ2
ϵ1

)′)2

= c2

elde edilir.

Örnek 3.4 γ(s) =
(√

3
2
sin s, −

√
3

2
cos s, 1

2
s
)

helis eğrisi için,

1. γ(s)’nin T teğetler göstergesi için yörüngesi T olan RMM’yi bulalım.

2. Bu RMM’ye karşılık gelen Q kuaterniyonunu belirleyelim.

3. Q kuaterniyonik eğrisinin kuaterniyonik çatısını ve eğriliklerini bulalım.
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4. W =
√
3
2
B için R4 de C.C.R eğrisini bulalım.

Çözüm

1. Yörüngesi T olan RMM’yi bulalım. γ(ρ) eğrisinin Frenet çatısı {T,Γ,Σ} olmak

üzere,

T(ρ) =

(√
3

2
cos ρ,

√
3

2
sin ρ,

1

2

)
,

Γ(ρ) = (− sin ρ, cos ρ, 0),

Σ(ρ) =

(
−1

2
cos ρ,−1

2
sin ρ,

√
3

2

)
şeklinde bulunur. γ(s) eğrisinin {T,Γ,Σ} çatısına göre eğrilikleri ϵ1 ve ϵ2 olmak

üzere,

ϵ1(ρ) =

√
3

2
,

ϵ2(ρ) =
1

2

eşitlikleri sağlanır. φ =
∫

1
2
dρ olmak üzere {T,Γ,Σ} çatısı T yörüngesi etrafında

φ kadar dönme yaptığında oluşan {T,Y1,Y2} çatısı RMF’dir. Burada

Y1 = cosφN− sinφB,

Y2 = sinφN+ cosφB


dir. γ(s) üzerinde RMF için R =

[
−Y2 Y1 T

]
, Teorem 3.1 gereğince RMM

belirtir. Burada, RMM altında e3 = (0, 0, 1) noktasının yörüngesi T dir. {T, Y1, Y2}

RMF’nin dönme matrisi R(ρ) olmak üzere matrisi

R(ρ) =


sin(ρ) sin

(
ρ
2

)
+ 1

2
cos(ρ) cos

(
ρ
2

)
− cos

(
ρ
2

)
sin(ρ)− 1

2
cos(s) sin

(
ρ
2

) √
3
2
cos(ρ)

− cos ρ sin
(
ρ
2

)
+ 1

2
sin(ρ) cos

(
ρ
2

)
cos(ρ) cos

(
ρ
2

)
− 1

2
sin(ρ) sin

(
ρ
2

) √
3
2
sin ρ

−
√
3
2
cos
(
ρ
2

) √
3
2
sin
(
ρ
2

)
1
2


(3.15)

şeklindedir.

2. (3.15) de verilen R(ρ) küresel hareketine karşılık gelen Q birim kuaterniyonunu

elde edelim. (3.10)’daki eşitlik kullanılarak Rλ⃗ = Q(t) ∗ λ⃗ ∗ Q̄(t) ve λ ∈ R3
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denkleminde gerekli hesaplamalar yapıldığında birim kuaterniyon

Q =

(√
3

2
cos
(ρ
4

)
,−1

2
sin

(
3ρ

4

)
,
1

2
cos

(
3ρ

4

)
,

√
3

2
sin
(ρ
4

))

olarak bulunur.

3. (3.12)’deki metot kullanıldığında, kuaterniyonik çatı

Q =

(√
3

2
cos
(ρ
4

)
,−1

2
sin

(
3ρ

4

)
,
1

2
cos

(
3ρ

4

)
,

√
3

2
sin
(ρ
4

))
,

N =

(
−1

2
sin
(ρ
4

)
,−

√
3

2
cos

(
3ρ

4

)
,−

√
3

2
sin

(
3ρ

4

)
,
1

2
cos
(ρ
4

))
,

Y =

(
1

2
cos
(ρ
4

)
,

√
3

2
sin

(
3ρ

4

)
,−

√
3

2
cos

(
3ρ

4

)
,
1

2
sin
(ρ
4

))
,

Z =

(
−
√
3

2
sin
(ρ
4

)
,−1

2
cos

(
3ρ

4

)
,
1

2
sin

(
3ρ

4

)
,

√
3

2
cos
(ρ
4

))

olarak hesaplanır.Şimdi ise Q kuaterniyonik eğrinin {Q, N, Y, Z} çatısına göre eğ-

riliklerini bulalım.
K = ∥W∥

2
=

√
3
4
,

k = τ = 1
2
,

r = κ =
√
3
2
,

r −K =
√
3
4

= K


eğrilikleri elde edilir.

Burada K, k, r − K , Q(ρ) kuaterniyonik eğrisinin eğrilikleridir. Sonuç 3.5’den

3-boyutlu uzayda kuaterniyonik eğrinin eğriliklerini aşağıdaki gibi bulabiliriz.

K = c1 =
√
3
4
,

k = c2 =
1
2
,

r −K = c3 =
√
3
4

 (3.16)

dir. Burada c1, c2, c3’ler
∫
Q(ρ)dρ eğrisinin Frenet eğrilikleridir.

4. R4 de C.C.R eğirisini elde edelim. (3.16)’da elde ettiğimiz eğriliklerin oranları

c1
c2

=

√
3

2
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ve
c2
c3

=
2√
3

olduğundan β(s) =
∫
Q(ρ)dρ eğrisi R4’de bir C.C.R eğrisidir. C.C.R eğrisi

β(ρ) =

(
2
√
3 sin

(ρ
4

)
,
2

3
cos

(
3ρ

4

)
,
2

3
sin

(
3ρ

4

)
,−2

√
3 cos

(ρ
4

))
biçimindedir.β(s) C.C.R eğrisinin R3 de projeksiyonu şekil 3.1 de gösterilmiştir.

Şekil 3.1 C.C.R eğrisinin projeksiyon görüntüsü
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4. E3
1 MİNKOWSKİ UZAYINDA MİNİMUM AÇISAL HIZLI HAREKET

Bu bölümde 3-boyutlu Lorentz Minkowski uzayında RMF kullanılarak RMM tanımlana-

caktır. Bu çalışmanın 3.bölümünde 3-boyutlu Öklid Uzayında birim küre üzerinde RMM

hareketin inşası için bir metot verildi. Ayrıca RMM ve helisler arasındaki ilişki incelendi.

Burada da 3-boyutlu Öklid uzayı ve 3-boyutlu Lorentz Minkowski uzayındaki RMM’nin

benzerlikleri ve farklılıkları ele alınacaktır. İlk olarak Split kuaterniyonlarla dönme dönü-

şümleri ve uygulamaları incelenecek daha sonra RMM’nin inşa metodu verilecektir.

4.1 3-Boyutlu Minkowski Uzayında Split Kuaterniyonlar ile Dönme Dönüşümü

Bu kısımda, 3-boyutlu Minkowski uzayında Birim timelike kuaterniyonlarda dönme

konusu ele alınacaktır (Özdemir ve Ergin 2006)

Dönme dönüşümünü temsil etmek için ortonormal matrisler, Euler açıları ve kuaterniyon-

lar gibi kullanılan birçok yöntem vardır. Bunların arasından kuaterniyonlar en kullanışlı

yöntemdir. Ortonormal matrislerle karşılaştırdığımızda , bir ortonormal matrisin her

kolonunun birim vektör olması ve birbirine dik olması gerektiğinden bazı kısıtlamalar

mevcuttur. Bu kısıtlamalar, dokuz sayı kullanarak ortonormal bir matris oluşturmayı

zorlaştırır. Ancak bir birim kuaterniyon kullanılarak kolayca bir dönme matrisi oluş-

turulabilir. Yani bir dönüşü temsil etmek için dört sayı yeterlidir, öyle ki kuaterniyon

normunun 1’e eşit olması gereken tek bir kısıtlama vardır.

Kuaterniyonlar Öklid uzayında bir dönme belirtir. Eğer ϕ = 0 ise o zaman bu dönme r =

(1, 0, 0, 0) kuaterniyonu ile temsil edilir. r = (µ0, µ1, µ2, µ3) kuaterniyonu kullanılarak bir

dönme matrisi elde edilebilir. D , r kuaterniyonuna karşılık gelen dönme matrisi olmak

üzere

Dr =


µ2
0 + µ2

1 − µ2
2 − µ2

3 −2µ0µ3 + 2µ1µ2 2µ0µ2 + 2µ1dµ3

2µ1µ2 + 2µ3µ0 µ2
0 − µ2

1 + µ2
2 − µ2

3 2µ2µ3 − 2µ1µ0

2µ1µ3 − 2µ2µ0 2µ1µ0 + 2µ2µ3 µ2
0 − µ2

1 − µ2
2 + µ2

3


şeklinde 3-boyutlu Öklid uzayında dönme belirtir (Özdemir ve Ergin 2006).
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Ayrıca x, y, z eksenleri etrafında Θ açısı kadar dönmeyi ifade eden matrisler :

Drx =


1 0 0

0 cos ϱ − sin ϱ

0 sin ϱ cos ϱ

 , Dry =


cos ϱ 0 sin ϱ

0 1 0

− sin ϱ 0 cos ϱ

 ve

Drz =


cos ϱ − sin ϱ 0

sin ϱ cos ϱ 0

0 0 1


şeklinde olacaktır (Özdemir ve Ergin 2006).

Bu dönme matrislerini sırasıyla rx =
(
cos ϱ

2
, sin ϱ

2
, 0, 0

)
, ry =

(
cos ϱ

2
, 0, sin ϱ

2
, 0
)

ve

rz =
(
cos ϱ

2
, 0, 0, sin ϱ

2

)
birim kuaterniyonlar şeklinde ifade edebiliriz.

Şimdi ise bu kısımda 3 boyutlu Minkowski uzayında dönmeleri gerçekleştirmek için birim

timelike kuaterniyonların nasıl kullanıldığı ve bir dönüşü nasıl temsil ettiği gösterilecektir.

İlk olarak tanımlanacak olan D̂ dönüşümünün bir dönme belirttiğini ifade eden bir teorem

verilcektir. Ardından timlike split kuaterniyonun vektörel kısmının timelike veya space-

like olmasına göre dönme türünün değiştiği gösterilecektir. TŜ ve TŜb sırasıyla timelike

split ve birim timelike split kuaterniyonların cümlesini temsil edecektir.

Teorem 4.1 r ve p timelike kuaterniyonlar olsun. Bu durumda

D̂ : TŜ → TŜ, D̂r(p) = rpr−1

şeklinde tanımlanan D̂ dönüşümü, normu, p timelike kuaterniyonun skalar kısmını koru-

yan bir lineer dönüşümdür (Özdemir 2020).

İspat. c ∈ R ve q1, q2 ∈ Ŝ split kuaterniyonları olmak üzere,

D̂r (cq1 + q2)) = r (cq1 + q2) r
−1 =

(
rcq1r

−1
)
+ (qq2 r

−1
)

= c
(
rq1r

−1
)
+
(
rq2r

−1
)

= cD̂r(q1) + D̂r (q2)

olduğundan D̂r dönüşümü lineerdir. D̂r(p) dönüşümünün skaler kısmı ,

S
(
D̂r(p)

)
= S

(
rpr−1

)
= S

(
rr−1 p) = Sp
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dir.Böylece D̂r dönüşümü p kuaterniyonun skaler kısmını değiştirmez. Ayrıca

∥D̂r(p)∥ = ∥rpr−1∥ = ∥r∥∥p∥∥r−1∥ = ∥p∥∥rr−1∥ = ∥p∥

olduğu için D̂r dönüşümü normu korur.

Teorem 4.2 Bir r = r1 + r2i+ r3j + r4k birim timelike kuaterniyon olmak üzere,

D̂r : R3
1 → R3

1, D̂r(p) = rpr−1

dönme dönüşümüne karşılık gelen matris:

D̂r =


r21 + r22 + r23 + r24 2r1r4 − 2r2r3 −2r1r3 − 2r2r4

2r2r3 + 2r4r1 r21 − r22 − r23 + r24 −2r3r4 − 2r2r1

2r2r4 − 2r3r1 2r2r1 − 2r3r4 r21 − r22 + r23 − r24

 (4.1)

dir. Bu matris D̂T I∗D̂ = I∗ ve detD̂r = (r21+r
2
2−r23−r24)3 = 1 eşitliklerini sağlar.Kısaca,

D̂r matrisi 3 boyutlu Minkowski uzayında bir dönme matrisidir (Özdemir ve Ergin 2006).

İspat. D̂r lineer dönüşümüne karşılık gelen matris:

D̂r =
[
−D̂r(i) D̂r(j) D̂r(k)

]
dir.Bu durumda

D̂r(i) = rir−1

= (r1 + r2i+ r3j + r4k)i(r1 − r2i− r3j − r4k)

= (r1i− r2 − r3k + r4j)(r1 − r2i− r3j − r4k)

= ((r21 + r22 + r23 + r24)i+ (2r2r3 + 2r4r1)j + (2r2r4 − 2r3r1)k

Benzer şekilde,

D̂r(j) = rjr−1

= (r1 + r2i+ r3j + r4k)j(r1 − r2i− r3j − r4k)

= (r1j + r2k − r3 + r4i)(r1 − r2i− r3j − r4k)

= (2r1r4 − 2r2r3)i+ (r21 − r22 − r23 + r24)j + (r21 − r22 + r23 − r24)k
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olur.Aynı şekilde

D̂r(k) = rkr−1

= (r1 + r2i+ r3j + r4k)k(r1 − r2i− r3j − r4k)

= (r1k − r2j − r3i+ r4)(r1 − r2i− r3j − r4k)

= (−2r1r3 − 2r2r4)i+ (−2r3r4 − 2r2r1)j + (r21 − r22 + r23 − r24)k

elde edilir. Böylece (4.1) dönme matrisi elde edilmiş oldu. r21 − r22 + r23 − r24 = 1 olduğu

için detD̂r = (r21 + r22 − r23 − r24)
3 = 1 elde edilir.Aynı zamanda I∗ = diag(−1, 1, 1)

köşegen matrisi olmak üzere,D̂T I∗D̂ = I∗ olduğundan D̂ ∈ SO(1, 2) olur öyle ki D̂ , 3

boyutlu Minkowski uzayında bir dönme matrisidir.

Bir birim timelike kuaterniyonun vektörel kısmı spacelike veya timelike olması duru-

munda, dönme hiperbolik veya küresel olur. Eğer vektörel kısmı bir spacelike vektör ise

r kuaterniyonu hiperbolik dönme, eğer timelike ise r kuaterniyonu bir küresel dönme

belirtir.

Teorem 4.3 r = coshψ+ µ0sinhψ birim timelike kauterniyonu verilsin. Bu kuaterniyo-

nun vektörel kısmı spacelike ve µ null olmayan bir lorentziyen vektör olmak üzere,

D̂r(µ) = rµr−1

dönüşümü, µ0 spacelike ekseni etrafında 2ψ açısı kadar hiperbolik dönme yapar (Özdemir

ve Ergin 2006).

İspat. İlk olarak, {µ0, µ1, µ2} üçlüsünü alalım. Bu durumda

µ0 ×L µ1 = µ2, µ2 ×L µ0 = −µ1, µ1 ×L µ2 = µ0

, eşitlikleri sağlanır. Ayrıca µ ve µ0 vektörlerinin gerdiği düzlemde ⟨µ0, µ1⟩L = 0 olacak

şekilde bir µ1 timelike vektörü bulunur.Böylece µ vektörünün timelike veya spacelike

olması durumuna göre sırasıyla

µ = (cosh ρ)µ0 + (sinh ρ)µ1 µ = (sinh ρ)µ0 + (cosh ρ)µ1

eşitlikleri vardır. Şimdi ise D̂r(µ) = rµr−1 dönüşümünün µ0 ve µ1 vektörlerini nasıl

değiştirdiğini gösterelim. V⃗ r vektörel kısım µ0 vektörüne paralel olduğundan , rµ0 = µ0r

eşitliği vardır öyle ki

D̂r (µ0) = rµ0r
−1 = µ0rr

−1 = µ0
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. elde edilir. Bu durum , µ0 vektörünün D̂r dönüşümü altında değişmediğini gösterir. Diğer

yandan,

D̂r (µ1) =rµ1r
−1 = (coshψ + µ0 sinhψ)µ1 (coshψ − µ0 sinhψ)

=µ1 cosh
2 ψ − coshψ sinhψ (µ1µ0) + coshψ sinhψ (µ0µ1)

− (µ0µ1)µ0 sinh
2 ψ

(4.2)

elde edilir. Bu denklemde ortogonal has split kuaterniyonlar için µ1µ0 = µ1 ×L µ0 oldu-

ğunu biliyoruz. Ayrıca ζ1, ζ2, ζ3 Lorentz vektörleri olmak üzere,

ζ⃗1 ×L

(
ζ⃗2 ×L ζ⃗3

)
= ⟨⃗ζ1, ζ⃗2⟩Lz⃗ − ⟨⃗ζ1, ζ⃗3⟩Lζ⃗2

özdeşliğinden ve ayrıca µ0 birim spacelike olduğundan

(µ0µ1)µ0 = (µ0 ×L µ1)×L µ0 = −µ1

elde edilir. Bu eşitlik (4.2)’de yerine yazılırsa,

D̂r (µ1) = µ1 cosh 2ψ + µ2 sinh 2ψ

olarak bulnur. Bu durum bize, µ Lorentziyen vektörünün µ0 etrafında 2ψ açısı kadar hi-

perbolik dönme yaptığını gösterir (Özdemir ve Ergin 2006).

Örnek 4.1 r = 3 + i+ 3j split kuaterniyonu verilsin. Bu durumda

(a). Split kuaterniyonunu sınıflandıralım.

(b). Kuaterniyona karşılık gelen dönme matrisini bulalım.

(c). v = (2, 2, 1) spacelike vektörünü dönme dönüşümüne göre bulalım.

Çözüm

(a). r = 3 + i+ 3j kuaterniyonu için,

Nr = r21 + r22 − r23 − r24

= 9 + 1− 9 = 1 > 0

olduğundan r timelike kuaterniyondur.
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(b). r kuaterniyonunun vektörel kısmı vr olmak üzere, vr = (1, 3, 0) olduğundan,

⟨vr, vr⟩L = ⟨(1, 3, 0), (1, 3, 0)⟩L

= −1 + 9 = 8 > 0

olduğundan vektörel kısmı spaceliketır. Bu durumda hiperbolik dönme söz konusu-

dur. r kuaterniyonuna karşılık gelen matris (4.1)’den

D̂r =


19 −6 −18

6 −1 −6

−18 6 17


olarak bulunur. Ayrıca,

r = 3 + i+ 3j = 3 + 2
√
2

(
i+ 3j

2
√
2

)
olduğundan r timelike kuaterniyonu µ0 = ( 1

2
√
2
, 3
2
√
2
, 0) spacelike ekseni etrafında

coshψ = 3 olmak üzere, 2ψ kadar hiperbolik dönme yapar.

(c). v = (2, 2, 1) spacelike vektörü D̂r dönüşümü altında ,

D̂r(v) =


19 −6 −18

6 −1 −6

−18 6 17




2

2

1

 =


8

4

−7


vektörü elde edilir.

Teorem 4.4 r = cosφ+ ν0sinφ birim timelike kauterniyonu verilsin. Bu kuaterniyonun

vektörel kısmı timelike ve ν null olmayan bir lorentziyen vektör olmak üzere,

D̂r(ν) = rνr−1

dönüşümü, ν0 spacelike ekseni etrafında 2φ açısı kadar dönme yapar (Özdemir ve Ergin

2006).

İspat. İlk olarak, {ν0, ν1, ν2} üçlüsünü alalım. Bu durumda

ν0 ×L ν1 = ν2, ν2 ×L ν0 = ν1, ν1 ×L ν2 = −ν0
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, eşitlikleri vardır. Aynı zamanda ν ve ν0 vektörlerinin gerdiği düzlemde ⟨ν0, ν1⟩L =

0 olacak şekilde bir ν1 spacelike vektörü bulunur.Böylece ν vektörünün timelike veya

spacelike olması durumuna göre sırasıyla

ν = (cosh ρ)ν0 + (sinh ρ)ν1 ν = (sinh ρ)ν0 + (cosh ρ)ν1

eşitlikleri mevcuttur. Şimdi ise D̂r(ν) = rνr−1 dönüşümünün ν0 ve ν1 vektörlerinin nasıl

değiştiğini gösterelim. v⃗r vektörel kısım ν0 vektörüne paralel olduğundan , rν0 = ν0r

eşitliğini yazabiliriz. Böylece,

D̂r (ν0) = rν0r
−1 = ν0rr

−1 = ν0

eşitliği elde edilir. Bu durum , ν0 vektörünün D̂r dönüşümü altında değişmediğini gösterir.

Diğer yandan,

D̂r (ν1) =rν1r
−1 = (cosφ+ ν0 sinφ) ν1 (cosφ− ν0 sinφ)

=ν1 cosh
2 φ− cosφ sinφ (ν1ν0) + cosφ sinφ (ν0ν1)

− (ν0ν1) ν0 sin
2 φ

(4.3)

elde edilir. Bu denklemde ortogonal has split kuaterniyonlar için ν1ν0 = ν1 ×L ν0 oldu-

ğunu biliyoruz. Ayrıca ζ⃗1, ζ⃗2, ζ⃗3, Lorentziyen vektörler olmak üzere,

ζ⃗1 ×L

(
ζ⃗2 ×L ζ⃗3

)
= ⟨ζ⃗1, ζ⃗2⟩Lζ⃗3 − ⟨ζ⃗1, ζ⃗3⟩Lζ⃗2

özdeşliğinden ve ayrıca ν0 birim timelike olduğundan

(ν0ν1) ν0 = (ν0 ×L ν1)×L ν0 = −ν0×L (ν0 ×L ν1) = −⟨ν0, ν0⟩Lν1+ ⟨ν0, ν1⟩Lν0 = ν1

elde edilir. Bu eşitlik (4.3)’de yerine yazıldığında,

D̂r (ν1) = ν1 cos 2φ+ ν2 sin 2φ

olarak bulnur. Bu eşitlik, ν Lorentziyen vektörünün ν0 etrafında 2φ açısı kadar küresel

dönme yaptığını ifade eder (Özdemir ve Ergin 2006).

Örnek 4.2 Vektörel kısmı timelike olan r = cosφ+isinφ birim timelike kuaterniyonuna

karşılık gelen dönme matrisinin

ν = coshτi+ sinhτk
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timelike vektörünü 2φ açısı kadar küresel dönme yaptırdığını gösterelim.

v⃗r vektörel kısım i vektörüne paralel olduğundan , ri = ir eşitliğini yazabiliriz.Buna

göre,

D̂r(i) = rir−1 = irr−1 = i

elde edilir. Diğer taraftan,

D̂r(k) = (cosφ+ isinφ)k(cosφ− isinφ) = k cos 2φ− j sin 2φ

olur. Böylece D̂r dönüşümü ν vektörünün i bileşenin değiştirmezken, k bileşeni −2φ açısı

kadar i timelike vektörü etrafında küresel olarak dönme yapar. Ayrıca, r = cosφ+ isinφ

kuaterniyonuna karşılık gelen dönme matrisi (4.1)’den

D̂r =


1 0 0

0 cos2φ −sin2φ

0 sin2φ cos2φ


olarak bulunur.

Örnek 4.3

Ar =


9 8 −4

8 7 −4

4 4 −1


dömme matrisine karşılık gelen birim timelike kuaterniyonunu, dönme eksenini ve açısını

bulalım.

3-boyutlu Minkowski uzayında 3 × 3 tipinde verilen bir ortonormal matrisi için karşılık

gelen birim timelike kuaterniyonunu aşağıdaki formülle bulabiliriz:

r21 =
1

4
(1 + Aq2,2 + Aq3,3) , r2 =

1

4r1
(Aq3,2 − A2,3) ,

r3 = − 1

4r1
(Aq1,3 + Aq3,1) r4 =

1

4r1
(Aq2,1 + Aq1,2)

dir. (r1 ̸= 0) Buradan r = (2, 1, 0, 2) birim timelike kuaterniyonu elde edilir. Vektörel

kısmı spacelike olduğundan hiperbolik dönme yapar. Yani,

r = 2 + i+ 2k = 2 +
√
3

(
i+ 2k√

3

)
olduğundan, r timelike kuaterniyonu µ0 = ( 1√

3
, 0, 2√

3
) spacelike ekseni etrafında coshϕ =

2 olmak üzere, 2ϕ kadar hiperbolik dönme yapar.
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Ek olarak, D̂r dönme matrisi olmak üzere, özdeğeri +1 olan birim özvektörin dönmenin

ekseni olarak tanımlanan µ0 birim vektörüne eşit olduğunu bulabiliriz. D̂r1,1 ve cosh2 ϕ
2
−

sinh2 ϕ
2

= 1 veya cos2 ϕ
2
+ sin2 ϕ

2
= 1, denklemleri kullanılarak dönme açısı olan ϕ

bulunur.

Örnek 4.4

B =


9
4

−2 1
4

−1 1 −1

−7
4

2 1
4


dömme matrisine karşılık gelen birim timelike kuaterniyonunu, dönme eksenini ve açısını

bulalım.

Bu matrisin özdeğerlerinden birisi +1 olduğundan yukarıdaki metot kullanılabilir. Şöyle

ki özdeğeri +1 olan özvektör aynı zamanda dönme ekseni µ0 dır. Dolayısıyla dönme

ekseni µ0 = (2, 1,−2) elde edilir. µ0 spacelike vektör olduğundan, karşılık gelen birim

timelike kuaterniyonu

r = ±
(
cosh

ϕ

2
+ µ0 sinh

ϕ

2

)
biçimindedir. Diğer taraftan B1,1 = r21 + r22 + r23 + r24 =

9
4

denklemi ve

r = ±
(
cosh

ϕ

2
+ (2, 1,−2) sinh

ϕ

2

)
(4.4)

eşitliği yerine yazılarak,

cosh2
(
ϕ

2

)
+ 9sinh2

(
ϕ

2

)
=

9

4

cosh2
(
ϕ

2

)
− sinh2

(
ϕ

2

)
= 1

denklemleri taraf tarafa işlem yapılırsa,

cosh

(
ϕ

2

)
=

3√
8
, sinh

(
ϕ

2

)
=

1√
8

elde edilir. Bu eşitlikler (4.4)’de yerine yazılırsa

q = ±
(

3√
8
,
2√
8
,
1√
8
,
−2√
8

)
birim timelike kuaterniyonu bulunur. Ayrıca r timelike kuaterniyonu µ0 spacelike ekseni

etrafında,

ϕ = 2cosh−1

(
3

2
√
2

)
açısı kadar hiperbolik dönme yapar.

49



4.2 E3
1 Minkowski Uzayında Minimum Açısal Hızlı Hareketin (RMM) İnşası

Bu bölümde 3-boyutlu Lorentz-Minkowski uzayında minimum açısal hızlı çatı (RMF)

yardımıyla minimum açısal hızlı hareket (RMM) tanımlanacaktır. Lorentz birim küre

üzerinde verilen bir eğrinin spacalike veya timelike olması durumuna göre RMM incele-

necektir. Ayrıca 3-boyutlu Öklid uzayındaki RMM ile 3-boyutlu Minkowski uzayındaki

RMM arasındaki benzerlikler ve farklılıklar ortaya konulacaktır.

Bu bölümde RMM’nin inşası için 2 durum incelenecektir. Öklid uzayı için yapılan çalış-

maların benzer sonuçları burada da elde edilecektir. 3-boyutlu Lorentz-Minkowski uza-

yındaki birim küreler,

S2
1 = {(ξ1, ξ2, ξ3) : −ξ21 + ξ22 + ξ23 = 1} H2

0 = {(ξ1, ξ2, ξ3) : −ξ21 + ξ22 + ξ23 = −1}

olmak üzere, bu küreler üzerinde verilen bir eğri için RMM’nin inşası verilecektir.

4.2.1 S2
1 Üzerinde Minimum Açısal Hızlı Hareket

Bu kısımda S2
1 küresi üzerinde timelike veya spacelike eğriler dikkate alınacaktır. S2

1 kü-

resi üzerinde verilen bir timelike eğrinin RMM’si aşağıdaki teoremle verilecektir.

Teorem 4.5 ξ(t), S2
1 üzerinde bir timelike eğri olsun. {ξ(t), T (t), S(t)} yüzey üzerinde

Darboux çatısı olsun. Ayrıca {ξ,Γ1,Γ2} üçlüsü
∫
ξ(t)dt boyunca RMF olsun. Bu du-

rumda yörüngesi ξ(t) = A(t)e1 olan bir eğri için A(t) bir RMM’dir. Burada e1 = (1, 0, 0)

ve A(t) , 3× 3 tipinde bir matris belirtmek üzere A(t) =
[
ξ −Γ2 Γ1

]
.

İspat. ξ ⊂ S2
1 regüler bir eğri olsun. t noktasındaki teğet vektörü T (t) = ξ′(t)

∥ξ′(t)∥ olmak

üzere,

⟨ξ, ξ⟩L = −ξ21 + ξ22 + ξ23 = 1

eşitliğinden ξ(t) bir spacelike vektördür. ⟨T, ξ⟩L = 0 olduğundan T timelike vektör-

dür. S = ξ ×L T eşitliğinden S spacelike vektördür. ξ(t) eğrisi için ortonormal çatı

{ξ(t), T (t), S(t)} olmak üzere türev denklemleri,
ξ′(t)

T ′(t)

S ′(t)

 =


0 m 0

m 0 −n

0 −n 0



ξ(t)

T (t)

S(t)

 (4.5)
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dir. Burada {ξ(t), T (t), S(t)} ortonormal çatısı ξ×L T = S, T ×L S = ξ, S×L ξ = −T

eşitliklerini sağlar. Ayrıca geodezik eğriliği n/m = kg dir. Burada ∥ξ′(t)∥ = m dir. Ayrıca

{ξ(t), T (t), S(t)} çatılı küresel hareketin Darboux vektörü ise W = −nξ(t) − mS(t)

dir.Aynı zamanda bu küresel hareketin açısal hızı,

∥W (t)∥ =
√
n2 +m2 (4.6)

dir. T ve S vektör alanları ξ(t) etrafında φ = −
∫
n(t)dt açısı kadar dönme yaptığında

{ξ,Γ1,Γ2} çatısı elde edilir.Buradan

Γ1 = cosh(φ)T + sinh(φ)S,

Γ2 = sinh(φ)T + cosh(φ)S
(4.7)

şeklinde yazılabilir. Daha sonra (4.7)’de her tarafın türevi alındığında,

Γ′
1 = m cosh(φ)ξ(t),

Γ′
2 = m sinh(φ)ξ(t)

(4.8)

elde edilir. Böylece {ξ,Γ1,Γ2} çatısı,
∫
ξ(t)dt eğrisi boyunca bir RMF’dir. Bu çatının

türev denklemleri,
ξ′(t)

Γ1
′(t)

Γ2
′(t)

 =


0 m cosh(φ) −m sinh(φ)

m cosh(φ) 0 0

m sinh(φ) 0 0




ξ(t)

Γ1(t)

Γ2(t)

 (4.9)

şeklindedir. {ξ,Γ1,Γ2} çatısına karşılık gelen hareketin Darboux vektörü

Ŵ (t) = −m sinh(φ)Γ1 +m cosh(φ)Γ2 (4.10)

olarak bulunur. (4.7)’deki Γ1 ve Γ2, (4.10)’da yerine yazılırsa

Ŵ (t) = mS(t) (4.11)

elde edilir. A(t) = [ξ(t),−Γ2,Γ1] hareketin açısal hızı

∥Ŵ (t)∥ = m (4.12)

olarak bulunur. (4.6)’dan ∥W (t)∥ =
√
n2 +m2 olduğundan ∥Ŵ (t)∥ ≤ ∥W (t)∥ elde

edilir. Bu durum RMF’nin açısal hızının minimum olduğunu gösterir. Sonuç olarak,

A(t) =
[
ξ −Γ2 Γ1

]
, S2

1 üzerinde e1 = (1, 0, 0) noktasında yörüngesi ξ(t) olan bir

RMM’dir.
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Örnek 4.5 Υ ∈ S2
1 timelike bir eğri olmak üzere,

Υ = Υ(t) =

(
1√
2
sinh t,

1√
2
cosh t,

1√
2

)
verilsin. Şimdi e1 = (1, 0, 0) noktasında yörüngesi Υ(t) olan RMM’yi bulalım. ilk olarak

verilen eğri üzerinde ortonormal çatıyı inşa edelim.

Υ′(t) =

(
1√
2
cosh t,

1√
2
sinh t, 0

)
,

∥Υ′(t)∥ =

√∣∣∣∣− 1

2
cosh2t+

1

2
sinh2t

∣∣∣∣ = 1√
2
,

TΥ =
Υ′(t)

∥Υ′(t)∥
= (cosht, sinh t, 0),

SΥ = Υ×L, TΥ =
1√
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−e1 e2 e3

sinh t cosh t 1

cosht sinh t 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
SΥ =

1√
2
(sinh t, cosh t,−1)

eşitlikleri elde edilir. Diğer taraftan S ′
Υ = −nTΥ olduğundan n = − 1√

2
olarak elde edilir.

Υ′ = 1√
2
TΥ olduğundan m = 1√

2
olarak bulunur. Υ eğrisinin {Υ, TΥ, SΥ} çatısının Dar-

boux vektörü W olmak üzere

W ×L Υ = Υ′,

W ×L TΥ = T ′
Υ,

W ×L SΥ = S ′
Υ

(4.13)

eşitliklerini sağlar. (4.13) koşullarını sağlayan Darboux vektörü ise

W =
1√
2
Υ− 1√

2
SΥ (4.14)

dir. {Υ, TΥ, SΥ} çatısının Darboux vektörü W , (4.5) denklemini sağlar. Burada hareketin

açısal hızı ∥W (t)∥ = 1 dir.

TΥ ve SΥ vektör alanları Υ(t) etrafında φ = −
∫
n(t)dt =

∫
1√
2
dt açısı kadar dönme

yaptığında Darboux vektör alanı çatısı {Υ,Γ1,Γ2} elde edilir. Bu çatının Darboux vektörü

(4.11)’den Ŵ = mS = 1√
2
S olarak bulunur. Hareketin açısal hızı ise (4.12) gereğince
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∥Ŵ (t)∥ = m = 1√
2

elde edilir. Buradan ∥Ŵ (t)∥ ≤ ∥W (t)∥ olduğu açıkça görülür. Bu

durum RMF’nin açısal hızının minimum olduğunu gösterir. Teorem 4.5.’den, A(t) =[
ξ −Γ2 Γ1

]
hareketinin S2

1 birim küre üzerinde e1 = (1, 0, 0) noktasında yörüngesi

Υ(t) olan bir RMM olduğu gösterilmiştir.

Şimdi ise S2
1 birim küresi üzerinde verilen bir spacelike eğri için aşağıdaki teorem verile-

cektir.

Teorem 4.6 Σ(t), S2
1 üzerinde bir spacelike eğri olsun. {Σ(t), T (t), S(t)} yüzey üzerinde

Darboux çatısı olmak üzere, {Σ,Π1,Π2} üçlüsü
∫
Σ(t)dt boyunca RMF olarak verilsin.

Bu durumda yörüngesi Σ(t) = B(t)e1 olan bir eğri için B(t) bir RMM’dir. Burada e1 =

(1, 0, 0) ve B(t) , 3× 3 tipinde bir matris belirtmek üzere A(t) =
[
ξ −Π2 Π1

]
dir.

İspat.

Σ ⊂ S2
1 regüler bir eğri olsun. t noktasındaki tanjant vektörü T = Σ′(t)

∥Σ′(t)∥ olmak üzere,

We have

⟨Σ,Σ⟩L = −Σ2
1 + Σ2

2 + Σ2
3 = 1

denkleminden Σ spacelike vektördür. ⟨T,Σ⟩L = 0 olduğundan T spacelike vektördür.

S = Σ ×L T eşitliği gereğince S timelike vektördür. Σ(t) eğrisine göre ortonormal çatı

{Σ(t), T (t), S(t)} olmak üzere bu çatının türev denklemleri


Σ′(t)

T ′(t)

S ′(t)

 =


0 m 0

−m 0 n

0 n 0




Σ(t)

T (t)

S(t)

 (4.15)

şeklinde yazılabilir.Burada {Σ(t), T (t), S(t)} çatısı,

Σ×L T = −S, T ×L S = Σ, S ×L Σ = T

denklemlerini sağlar. (4.15)’de verilen küresel çatının geodezik eğriliği n/m = kg dir.

Ayrıca ∥Σ′(t)∥ = m eşitliği mevcuttur. Diğer taraftan {Σ(t), T (t), S(t)} çatılı küresel

hareketin Darboux vektör alanı ise

W (t) = −nΣ(t) +mS(t) (4.16)
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dir. Burada W (t) Darboux vektör alanı (4.13)’deki koşulları sağlar. Bu durumda küresel

hareketin açısal hızı

∥W (t)∥ =
√
|n2 −m2| (4.17)

olarak bulunur. T and S vektör alanları Σ(t) etrafında ϕ = −
∫
n(t)dt açısı kadar dönme

yaptığında {Σ,Π1,Π2} çatısı elde edilir. Buradan,

Π1 = cosh(ϕ)T + sinh(ϕ)S,

Π2 = sinh(ϕ)T + cosh(ϕ)S
(4.18)

elde edilir. Burada (4.18)’de her iki tarafın türevi alınırsa,

Π′
1 = m cosh(ϕ)Σ(t),

Π′
2 = −m sinh(ϕ)Σ(t)

(4.19)

olarak bulunur. Böylece {Σ,Π1,Π2} çatısı,
∫
Σ(t)dt eğrisi boyunca bir RMF’dir. Bu ça-

tının türev denklemleri
Σ′(t)

Π1
′(t)

Π2
′(t)

 =


0 m cosh(ϕ) −m sinh(ϕ)

m cosh(ϕ) 0 0

−m sinh(ϕ) 0 0




Σ(t)

Π1(t)

Π2(t)

 (4.20)

biçimindedir. {Σ,Π1,Π2} çatısına karşılık gelen Darboux vektörü

Ŵ (t) = −m sinh(ϕ)Π1 +m cosh(ϕ)Π2 (4.21)

olarak hesaplanır. (4.18)’deki denklemler (4.21)’de yerine yazılırsa

Ŵ (t) = mS(t) (4.22)

elde edilir. {Σ,Π1,Π2} çatısına karşılık gelen hareketin açısal hızı,

∥Ŵ (t)∥ = m (4.23)

olarak hesaplanır. Burada iki durum söz konusudur:

• Eğer |n| <
√
2|m| ise bu durumda ∥W (t)∥ ≤ ∥Ŵ (t)∥ eşitsizliği elde edilir. Bu du-

rumda {Σ,Π1,Π2} çatısı RMF olarak seçilmesine rağmen, {Σ(t), T (t), S(t)} çatısı

RMF olmuştur. Çünkü, {Σ(t), T (t), S(t)} çatısına karşılık gelen açısal hız değeri,
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{Σ,Π1,Π2} çatısının açısal hız değerinden küçüktür. Sonuç olarak, S2
1 üzerinde

verilen bir spacelike eğrisi için RMF’yi açısal hızın minimum olduğu çatı olarak

seçmeliyiz.

• Eğer |n| >
√
2|m| ise bu durumda ∥Ŵ (t)∥ ≤ ∥W (t)∥ eşitsizliği elde edilir. Burada

{Σ,Π1,Π2} çatısının açısal hızı minimum olduğundan {Σ,Π1,Π2} çatısı RMF ol-

muştur.

Örnek 4.6 ϱ ⊂ S2
1 spacelike bir eğri olsun.

ϱ = ϱ(t) = (1,
√
2 cos t,

√
2 sin t)

şeklinde verilsin. e1 = (1, 0, 0) noktasındaki yörünge eğrisi ϱ(t) olan RMM’yi bulalım.

İlk önce verilen eğri üzerindeki ortonormal çatıyı oluşturalım.

ϱ′(t) = (0,−
√
2 sin t,

√
2 cos t),

∥ϱ′(t)∥ =
√
2sin2t+ 2cos2t =

√
2,

T =
ϱ′(t)

∥ϱ′(t)∥
= (0,− sin t, cos t),

S = ϱ×L T =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−e1 e2 e3

1
√
2 cos t

√
2 sin t

0 − sin t cos t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
S = (−

√
2,− cos t,− sin t)

eşitlikleri elde edilir. Diğer yandan S ′ = −nT olduğundan n = 1 elde edilir. Ayrıca

ϱ′ = mT olduğundan m =
√
2 olarak hesaplanır. Böylece,

ϱ′(t) =
√
2T,

T ′ = −
√
2ϱ+ S,

S ′ = −T


eşitlikleri ve (4.15) dikkate alındığında ortonormal çatı

ϱ′(t)

T ′(t)

S ′(t)

 =


0

√
2 0

−
√
2 0 1

0 1 0



ϱ(t)

T (t)

S(t)

 (4.24)
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şeklinde yazılabilir. {ϱ, T, S} çatısına karşılık gelen hareketin Darboux vektörü ise

Ω = −ϱ+
√
2S (4.25)

olarak hesaplanır. Bu hareketin açısal hızı ise ∥Ω(t)∥ =
√

|1− 2| = 1 dir.

T ve S vektör alanları ϱ(t) etrafında ψ = −
∫
n(t)dt = −

∫
dt açısı kadar dönme

yaptığında Darboux vektör alanının çatısı {ϱ,Π1,Π2} elde edilir. Bu çatının Darboux

vektörü (4.22)’den Ω̂ = mS =
√
2S olarak bulunur. Hareketin açısal hızı ise (4.23)

’den ∥Ω̂(t)∥ = m =
√
2 elde edilir. Burada |n| <

√
2|m| koşulu sağlandığından yani

1 < 2 olduğundan ∥Ω(t)∥ ≤ ∥Ω̂(t)∥ elde edilir. Sonuç olarak, ∥Ω(t)∥ açısal hızına sahip

{ϱ, T (t), S(t)} çatısı
∫
ϱ(t)dt eğrisi boyunca RMF’dir.

4.2.2 H2
0 Üzerinde Minimum Açısal Hızlı Hareket

Bu kısımda H2
0 birim küresi üzerinde spacelike eğriler üzerinde çalışılacaktır. Çünkü hi-

perbolik küre üzerinde sadece spacelike eğriler yatmaktadır. H2
0 birim küresi üzerinde

verilen bir spacelike eğrinin RMM’si aşağıdaki teoremle gösterilecektir.

Teorem 4.7 Φ(s) ,H2
0 üzerinde spacelike bir eğri olsun. {Φ(s), T (s), S(s)} Darboux ça-

tısı olsun. {Φ,Ξ1,Ξ2} çatısı ise
∫
Φ(s)ds eğri boyunca RMF olsun. Bu durumda yörünge

eğrisi Φ(s) = D(s)e1 olan bir eğri için D(s) =
[
Φ Ξ1 Ξ2

]
bir RMM’dir. Burada

e1 = (1, 0, 0) ve D(s) , 3 × 3 tipinde bir matris olmak üzere D(s) =
[
Φ −Ξ2 Ξ1

]
dir.

İspat. Φ = Φ(s) ⊂ H2
0 regüler bir eğri olsun. s noktasındaki teğet vektörü T (s) = Φ′(s)

∥Φ′(s)∥

olmak üzere,

⟨Φ,Φ⟩L = −Φ2
1 + Φ2

2 + Φ2
3 = −1

eşitliğinden Φ bir timelike vektördür. ⟨T,Φ⟩L = 0 olduğundan T spacelike vektördür.

S = Φ ×L T denkleminden S spacelike vektördür. Φ(s) eğrsinin ortonormal çatısı

{Φ(s), T (s), S(s)} olmak üzere,
Φ′(s)

T ′(s)

S ′(s)

 =


0 ϵ1 0

ϵ1 0 ϵ2

0 −ϵ2 0




Φ(s)

T (s)

S(s)

 (4.26)
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şeklinde yazılabilir. Burada {Φ(s), T (s), S(s)} ortonormal çatısı

Φ×L T = S, T ×L S = −Φ, S ×L Φ = T

eşitliklerini sağlar. Bu çatının geodezik eğriliği ϵ1
ϵ2

= kg dir. Diğer taraftan ∥Φ′∥ = ϵ1

eşitliği sağlanır. {Φ(s), T (s), S(s)} çatılı küresel hareketin Darboux vektörü ise W(s) =

ϵ2Φ(s) + ϵ1S(s) dir.Bu küresel hareketin açısal hızı ise

∥W(s)∥ =
√

|ϵ21 − ϵ22| (4.27)

dir. T and S vektör alanları Φ(s) etrafında θ = −
∫
ϵ2(s)ds açısı kadar dönme yaptığında

{Φ,Ξ1,Ξ2} çatısı elde edilir. Buradan,

Ξ1 = cos(θ)T + sin(θ)S,

Ξ2 = − sin(θ)T + cos(θ)S
(4.28)

elde edilir. Burada (4.28)’de her iki tarafın türevi alınırsa,

Ξ′
1 = ϵ1 cos(θ)Φ(s),

Ξ′
2 = −ϵ1 sin(θ)Φ(s)

(4.29)

olarak hesaplanır. Böylece {Φ,Ξ1,Ξ2} çatısı,
∫
Φ(s)ds eğrisi boyunca bir RMF’dir. Bu

çatının türev denklemleri
Φ′(s)

Ξ1
′(s)

Ξ2
′(s)

 =


0 ϵ1 cos(θ) −ϵ1 sin(θ)

ϵ1 cos(θ) 0 0

−ϵ1 sin(θ) 0 0




Φ(s)

Ξ1(s)

Ξ2(s)

 (4.30)

şeklinde yazılabilir. {Φ,Ξ1,Ξ2} çatısına karşılık gelen Darboux vektörü

Ŵ(s) = ϵ1 sin(θ)Ξ1 + ϵ1 cos(θ)Ξ2 (4.31)

elde edilir. (4.28)’deki denklemler (4.31)’de yerine yazılırsa

Ŵ(s) = ϵ1S(s) (4.32)

elde edilir. {Φ,Ξ1,Ξ2} çatısına karşılık gelen hareketin açısal hızı,

∥Ŵ(s)∥ = ϵ1 (4.33)

olarak bulunur. (4.27)’den ∥W(s)∥ =
√
|ϵ21 − ϵ22| olduğundan ∥W(s)∥ ≤ ∥Ŵ(s)∥ eşit-

sizliği elde edilir. Burada iki durum söz konusudur:
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• Eğer |ϵ2| <
√
2|ϵ1| ise bu durumda ∥W(t)∥ ≤ ∥Ŵ(t)∥ eşitsizliği elde edilir. Bu

durumda {Φ,Π1,Π2} çatısı RMF olarak seçilmesine rağmen, {Φ(t), T (t), S(t)} ça-

tısı RMF olmuştur. Çünkü, {Φ(t), T (t), S(t)} çatısına karşılık gelen açısal hız de-

ğeri, {Φ,Π1,Π2} çatısının açısal hız değerinden küçüktür. Sonuç olarak, H2
0 üze-

rinde verilen bir spacelike eğrisi için RMF’yi açısal hızın minimum olduğu çatı

olarak seçmeliyiz.

• Eğer |ϵ2| >
√
2|ϵ1| ise bu durumda ∥Ŵ(t)∥ ≤ ∥W(t)∥ eşitsizliği elde edilir.

Burada {Φ,Π1,Π2} çatısının açısal hızı minimum olduğundan {Φ,Π1,Π2} çatısı

RMF olmuştur.

Örnek 4.7 ℘ ⊂ H2
0 spacelike eğrisi

℘ = ℘(s) = (
√
3,
√
2 cos s,

√
2 sin s)

olmak üzere, e1 = (1, 0, 0) noktasındaki yörünge eğrisi ℘ olan RMM’yi elde edelim. İlk

olarak verilen eğri üzerinde ortonormal çatıyı bulalım.

℘′(s) = (0,−
√
2 sin s,

√
2 cos s),

∥℘′(s)∥ =
√
2sin2s+ 2cos2s =

√
2,

T =
℘′(s)

∥℘′(s)∥
= (0,− sin s, cos s),

S = ℘×L T =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−e1 e2 e3
√
3

√
2 cos s

√
2 sin s

0 − sin s cos s

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
S = (−

√
2,−

√
3 cos s,−

√
3 sin s)

eşitlikleri bulunur. Diğer taraftan S ′ = −ϵ2T olduğundan

S = −
√
3(0,− sin s, cos s) = −

√
3T

denkleminde ϵ2 =
√
3 olarak bulunur.

Ayrıca ℘′ = ϵ1T olduğundan,

℘′(s) = (0,−
√
2 sin s,

√
2 cos s) =

√
2T
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denkleminden ϵ1 =
√
2 olarak hesaplanır. Böylece,

℘′(s) =
√
2T,

T ′ =
√
2℘+

√
3S,

S ′ = −
√
3T


eşitlikleri yazılabilir. Bu eşitlikler (4.26)’da yerine yazılırsa

℘′(s)

T ′(s)

S ′(s)

 =


0

√
2 0

√
2 0

√
3

0 −
√
3 0



℘(s)

T (s)

S(s)

 (4.34)

ortonormal çatı elde edilir. {℘, T, S} çatısına karşılık gelen hareketin Darboux vektörü

ise

W =
√
2℘+

√
3S (4.35)

olarak yazılır. Bu hareketin açısal hızı Darboux vektörünün normuna eşittir. Buradan

da ∥W(s)∥ =
√
| − 3 + 2| = 1 elde edilir. T ve S vektör alanları ℘(s) etrafında

θ = −
∫
ϵ2(s)ds = −

∫ √
3ds açısı kadar dönme yaptığında Darboux vektör alanının ça-

tısı {℘,Ξ1,Ξ2} olarak bulunur. Bu çatının Darboux vektörü (4.32)’den Ŵ(s) = ϵ1S(s) =
√
2S olarak bulunur. Dolayısıyla bu çatıya karşılık gelen hareketin açısal hızı (4.33)’den

∥Ŵ(s)∥ = ϵ1 =
√
2 olarak hesaplanır. Burada |ϵ2| <

√
2|ϵ1| koşulu sağlandığından yani

√
3 < 2 olduğundan ∥W∥ ≤ ∥Ŵ(t)∥ elde edilir. Sonuç olarak, ∥W∥ açısal hızına sahip

{℘, T (t), S(t)} çatısı
∫
℘(t)dt eğrisi boyunca RMF’dir.

4.3 E3
1 Minkowski Uzayında Küresel Hareket ve Kuaterniyonik Helisler

Bu kısımda E3
1 Minkowski uzayında küresel hareket ve kuaterniyonik çatı arasındaki ilişki

gösterilecektir. Burada Öklid uzayından farklı olarak Split kuaterniyonlar kullanılacaktır.

Split kuaterniyonlar yardımıyla 3 boyutlu Minkowski uzayında dönme dönüşümleri ince-

lenbilir. Yani birim hiperboloidaler üzerindeki hareketleri split kuaterniyonlar yardımıyla

incelemek mümkündür.

A(t) =
[
a1 a2 a3

]
matrisi 3 × 3 tipinde orthogonal matris olsun. ȦA−1 = Ω(t)

olacak şekilde açısal hız matrisi vardır. Bu açısal hız matrisine karşılık gelen vektör

Ω(t) ∼= ω⃗(t) darboux vektörüdür. Darboux vektörü
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ω ×L a1 = a′1,

ω ×L a2 = a′2,

ω ×L a3 = a′3

eşitliklerini sağlar. E3
1 Minkowski uzayında herhangi bir dönme matrisi U için S =

(s1, s2, s3, s4) olacak şekilde bir birim split kuaterniyon bulunabilir. Bu birim split ku-

aterniyon

U µ⃗ = S(t) ∗ µ⃗ ∗ S̄(t) (4.36)

denklemini sağlar. Burada µ⃗ ∈ R3 vektörü µ⃗ = (0, µ1, µ2, µ3) split kuaterniyon şeklinde

tanımlanır. Ayrıca ” ∗ ”, split kuaterniyonik çarpım ve S̄ ise S kuaterniyonun eşleniğidir.

Böylece
Ṡ

∥Ṡ∥
= M1(t),

2Ṡ(t) ∗ S̄(t) = ω⃗(t),

∥ω(t)∥ = 2∥Ṡ(t)∥,

ωb(t) =
ω(t)

∥ω(t)∥
, (birim)

ω′
b

∥ω′
b∥

= t1,

ωb ×L t1 = t2

(4.37)

eşitlikleri yazıldığında Frenet formülleri


ωb

t1

t2


′

=


0 κ 0

−κ 0 τ

0 −τ 0



ωb

t1

t2


biçimindedir. Burada κ ve τ , {ωb, t1, t2} çatısına göre eğriliklerdir. Bu durumda

ωb ∗ S = M1,

t1 ∗ S = M2,

t2 ∗ S = M3

(4.38)

şeklinde tanımlanırsa
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
S

M1

M2

M3



′

=


0 K 0 0

−K 0 k 0

0 −k 0 r −K

0 0 K − r 0




S

M1

M2

M3


kuaterniyonik çatısı elde edilir. Burada K, k ve r −K, γ(t) =

∫
S(t)dt olmak üzere γ

kuaterniyonik eğrisinin kuaterniyonik çatıya göre eğrlikleridir.

Örnek 4.8 γ = γ(t) = (1,
√
2cost,

√
2sint) ⊂ S2

1 bir spacelike eğri olmak üzere, yö-

rüngesi γ(t) olan RMM’yi elde edip bu harekete karşılık gelen Q split kuaterniyonunu

belirleyelim.

Bu eğri üzerindeki ortonormal çatı Örnek 4.6’dan

γ′(t) = (0,−
√
2 sin t,

√
2 cos t),

∥γ′(t)∥ =
√
2sin2t+ 2cos2t =

√
2,

T =
γ′(t)

∥γ′(t)∥
= (0,− sin t, cos t),

S = γ ×L T =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−e1 e2 e3

1
√
2 cos t

√
2 sin t

0 − sin t cos t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
S = (−

√
2,− cos t,− sin t)

şeklindedir. Buradan n = 1 ve m =
√
2 elde edilir. {γ, T, S} çatısına karşılık gelen

hareketin açısal hızı ∥w(t)∥ = 1 dir. T ve S vektör alanları γ(t) etrafında ϕ = −
∫
dt açısı

kadar dönme yaptığında oluşan çatıya karşılık gelen hareketin açısal hızı ise ∥w̄(t)∥ =
√
2

olarak bulunur. Burada RMF olarak {γ, T, S} çatısını almalıyız. Bu durumda U(t) =

γ(t)e2 olmak üzere yörüngesi γ(t) olan U(t) hareketini, U(t) =
[
−S γ T

]
şeklinde

yazabiliriz. Buradan da

U(t) =


√
2 1 0

cos t
√
2 cos t − sin t

sin t
√
2 sin t cos t

 (4.39)

biçiminde yazılır. U(t) hareket matrisi detU(t) = 1 ve UT I∗U = I∗ koşullarını sağlar.

Burada, I∗ = diag(−1, 1, 1) köşegen matrisidir.
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U(t) hareketine karşılık gelen birim timelike split kuaterniyonu S = (s1, s2, s3, s4) olmak

üzere, (4.1)’den

s1 =

√
1 +

√
2
√
1 + cos t

2
,

s2 =

√
1 +

√
2
√
1− cos t

2
,

s3 = −
√
1− cos t

2
√

1 +
√
2
,

s4 =

√
1 + cos t

2
√
1 +

√
2


(4.40)

biçiminde hesaplanır.Yani,

S =

(√
1 +

√
2
√
1 + cos t

2
,

√
1 +

√
2
√
1− cos t

2
,−

√
1− cos t

2
√

1 +
√
2
,

√
1 + cos t

2
√

1 +
√
2

)
(4.41)

elde edilir. Bu durumda (4.37)’deki eşitlikten ∥w(t)∥ = 2∥Ṡ(t)∥ sağlandığını gösterelim.

Şimdi S = (s1, s2, s3, s4) birim timelike kuaterniyonunun t ye göre türevini alalım. Bu

durumda,

ṡ1 = −
√

1 +
√
2
√
1− cos t

4
,

ṡ2 =

√
1 +

√
2
√
1 + cos t

4
,

ṡ3 = −
√
1 + cos t

4
√

1 +
√
2
,

ṡ4 = −
√
1− cos t

4
√

1 +
√
2


(4.42)

olarak bulunur. Şimdi de Ṡ(t) = (ṡ1, ṡ2, ṡ3, ṡ4) kuaterniyonunun normunu hesaplayalım.

∥Ṡ(t)∥ =
√
ṡ21 + ṡ22 − ṡ23 − ṡ24 olduğunu biliyoruz. (4.42)’deki denklemlerin karelerini

alındığında,

ṡ21 =
(1 +

√
2)(1− cos t)

16
,

ṡ22 =
(1 +

√
2)(1 + cos t)

16
,

ṡ23 =
1 + cos t

16(1 +
√
2)
,

ṡ24 =
1− cos t

16(1 +
√
2)


(4.43)
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elde edilir. Bu eşitlikleri birim timelike kuaterniyonunda yerine yazılırsa,

∥Ṡ(t)∥ =
√
ṡ21 + ṡ22 − ṡ23 − ṡ24

=

√
(1 +

√
2)(1− cos t)

16
+

(1 +
√
2)(1 + cos t)

16
− 1 + cos t

16(1 +
√
2)

− 1− cos t

16(1 +
√
2)

=

√√√√√√
(1 +

√
2)(1− cos t)

16
+

(1 +
√
2)(1 + cos t)

16︸ ︷︷ ︸
1+

√
2

8

− 1 + cos t

16(1 +
√
2)

− 1− cos t

16(1 +
√
2)︸ ︷︷ ︸

−1
8(1+

√
2)

=

√
1 +

√
2

8
− 1

8(1 +
√
2)

=

√
1

4
=

1

2
(4.44)

olarak bulunur. Böylece S = (s1, s2, s3, s4) kuaterniyonu ∥w(t)∥ = 2∥Ṡ(t)∥ denklemini

sağlamış oldu.

Şimdi de S = (s1, s2, s3, s4) birim timelike kuaterniyonunun Teorem 3.2’ den bir genel

helis olduğunu gösterelim. İlk olarak (4.38)’daki denklemler yardımıyla kuaterniyonik

çatıyı oluşturalım. Gerekli hesaplamalar yapıldığında,

S =

(√
1 +

√
2
√
1 + cos t

2
,

√
1 +

√
2
√
1− cos t

2
,−

√
1− cos t

2
√

1 +
√
2
,

√
1 + cos t

2
√

1 +
√
2

)
,

M1 =

(
−
√
1 +

√
2
√
1− cos t

4
,

√
1 +

√
2
√
1 + cos t

4
,−

√
1 + cos t

4
√

1 +
√
2
,−

√
1− cos t

4
√

1 +
√
2

)
,

M2 =

(
−
√
1 +

√
2
√
1 + cos t

8
,−
√

1 +
√
2
√
1− cos t

8
,

√
1− cos t

8
√

1 +
√
2
,−

√
1 + cos t

8
√

1 +
√
2

)
,

M3 =

(√
1 +

√
2
√
1− cos t

16
,−
√

1 +
√
2
√
1 + cos t

16
,

√
1 + cos t

16
√

1 +
√
2
,

√
1− cos t

16
√

1 +
√
2

)

elde edilir. Şimdi ise S kuaterniyonik eğrinin {S,M1,M2,M3} çatısına göre eğrilikle-

rini elde edelim. (3.14)’e göre hesaplandığında,

P =
∥w(t)∥

2
=

1

2
,

p = τ =
√
2,

r = κ = 1,

r − P =
1

2

(4.45)
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eğrilikleri elde edilir. Burada P, p ve r−P , δ(t) =
∫
S(t)dt olmak üzere δ kuaterniyonik

eğrisinin kuaterniyonik çatıya göre eğrlikleridir. Teorem 3.2’den elde edilen eğrilikler,(
P

p

)2

+
1

(r − P )2

((
P

p

)′)2

= c

denkleminde yerine yazılırsa,( 1
2√
2

)2

+
1

(1
2
)2

(( 1
2√
2

)′)2

=
1

8

elde edilir. Teorem 3.2 gereğince δ(t) =
∫
S(t)dt eğrisi kuaterniyonik helistir. Ayrıca R4

1

de C.C.R eğrisini elde edelim. (4.45)’de elde ettiğimiz eğrilikleri,
P = c1 =

1

2
,

p = c2 =
√
2,

r − P = c3 =
1

2

şeklinde yazarsak,
c1
c2

=

√
2

4
ve

c2
c3

= 2
√
2

olduğundan δ(t) =
∫
S(t)dt eğrisi bir C.C.R eğrisidir. δ(t) eğrisinin R3

1 de projeksiyonu

Şekil 4.1’de gösterilmiştir.

Şekil 4.1 C.C.R eğrisinin projeksiyon görüntüsü
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ

Hareketler konusu bilgisayar destekli programlarda,kinematik, fizik gibi birçok alanlarda

önemli bir yere sahiptir. Robot kinematiğinde, robot hareketlerinin minimum açısal hızla

verilmesi kolaylık sağlamaktadır. Bu tez çalışmasında Öklid uzayında minimum açısal

hızlı çatı (RMF) yardımıyla minimum açısal hızlı hareket (RMM) elde edilmiştir. B.Jüttler

Rotation minimizing spherical motions adlı çalışmasında RMM’nin inşası için birim ku-

aterniyonları kullanmıştır. Bu çalışmada ise yeni ve farklı bir metot verilmiştir.Bu açıdan

önemlidir. Diğer taraftan, RMF’ye karşılık gelen küresel hareketin açısal hızının mini-

mum olması durumunda hareketin RMM olduğu gösterilmiştir. Buna ek olarak küresel

çatı hareketine karşılık gelen birim kuaterniyonlar yardımıyla kuaterniyonik helis veya

C.C.R eğrisi olma karakterizasyonları verilmiştir. Daha sonra elde edilen sonuçlarla ilgili

örnekler üzerinde uygulamaları gösterilmiştir. Tezin diğer bölümlerinde Öklid uzayı için

yapılan çalışma 3 boyutlu Minkowski uzayında yapılmıştır. Burada 3 boyutlu Öklid uza-

yında RMM inşa edilmesindeki yöntem kullanılmıştır. Lorentziyen birim küre üzerinde

verilen bir eğrinin spacelike ya da timelike olması durumuna göre Minkowski uzayında

RMM elde edilmiştir. Buna ek olarak 3-boyutlu Minkowski uzayında split kuaterniyon-

lar yardımıyla dönme dönüşümleri incelenmiştir. Burada E3
1 Minkowski uzayında birim

timelike kuaterniyonlarda dönmeler ele alınmıştır. Split kuaterniyonların 3 boyutlu Lo-

rentz uzayında dönmelere karşılık geldiği ifade edilmiştir. Ayrıca verilen birim timelike

kuaterniyonu için vektörel kısmı timelike veya spacelike olması durumuna göre sırasıyla

küresel veya hiperbolik dönmeye karşılık geldiği belirtilmiştir. Daha sonra elde edilen so-

nuçlarla ilgili örnekler üzerinde uygulama yapılmıştır. Bunun yanı sıra, Minkowski uza-

yında, küresel harekete karşılık gelen birim split kuaterniyonlar yardımıyla kuaterniyonik

helis olma karakterizasyonları incelenmiştir. Gelecekteki çalışmalarda Galile uzayında

minimum açısal hızlı hareketler elde edilebilir. Dahası elde edilen bu sonuçlar dual uza-

yında da incelenebilir.
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Taşköprü, K. 2013. E3, 3-Boyutlu Öklid Uzayında Sabban Çatısına göre Smarandache
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