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In the second chapter, preliminaries and some definitions that will be needed for other sections of
the thesis are given.

In the third chapter, in 3-dimensional Euclidean space,it is given the structure of the motion RMM
with the spherical curve orbit by using rotation minimizing frames (RMF).For the determinates
of these motions,in “Rotation Minimizing Spherical Motions” by B. JUTTLER, quaternions have
been used. How to obtain quaternionic helices if orbital curves are chosen specifically has been
investigated. In the last part of this chapter, an application is given for the Rotation minimizing
motion.

In the fourth chapter, the results obtained for rotation minimizing motions in 3-dimensional Euc-
lidean space are also examined in 3-dimensional Minkowski space and similar results are obtained.

In the fifth chapter, the results which are obtained from the thesis and some proposals are given.
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1. GIRIS

Hareketler, kinematikte 6zellikle robot kinematiginde 6nemli bir yere sahiptir. Robot ha-
reketlerinin minimum agisal hizla verilmesi kolaylik saglamaktadir. Bu yilizden bununla
ilgili yapilan caligmalarda ilk olarak minimum agisal hizli ¢cati (RMF) 6n plana ¢ikmak-
tadir. minimum agisal hizli ¢ati, bilgisayar destekli tasarimlarda, robotik hareketlerde ve
stipiiriilen yilizey modellemelerinde yaygin olarak kullanilmaktadir. Uzay egrilerinde mi-
nimum acisal hizli ¢att (RMF), ilk olarak 1975 yilinda Bishop tarafindan ortaya konul-
mustur. Frenet catisina alternatif cati olarak gelistirilmistir. Daha sonra Klok, minimum
acisal hizlh catiy1 yaklasik olarak hesaplamak i¢in projeksiyon metodunu kullanmusgtir.
Wang ve arkadaglari, 3-boyutlu uzayda bir egrinin RMF’sini dogru ve kararl bir sekilde
hesaplayabilmek i¢in yeni,basit ve etkili bir yontem sunmuglardir. Tam bir RMF’ye yak-
lagmak icin ¢atilarin bir dizisini olusturan ve kendisinden 6nce gelen her catiy1 elde eden
bu yonteme double yansima metodu denilmektedir. RMF ayrica, hareketli bir hedefi takip
eden hareketli bir kameranin kararli hareketinin tasarlanmasi1 problemi ile de yakindan
ilgilidir. Burada kameray1 ve hedefi baglayan vektor etrafindaki rotasyonun, kamera hare-
keti sirasinda olas1 kosullara bagl olarak en aza indirilmesi gerekir.minimum agisal hizli
cat1 kullanilarak modellenen bir yilan 6rnegi ve kiiresel bir egri iizerinde minimum agi-
sal hizli cat1 sekil 1.1°de gosterilmistir.(Klok 1986, Wang vd. 2008, Jiittler 1998, Bishop
1975, Goemans ve Overmars 2005).

Son zamanlarda, geometrik tasarim konusunda da RMF’nin 6nemi artmistir. Bu konuyla
ilgili c¢esitli arastirmalar yapilmistir. Onlardan bazilarini kisaca ifade edelim.Jiittler,
kuaterniyonlar1 kullanarak RMF yaklasimi i¢in bir metot gelistirmistir. Bu ¢alismada,
verilen bir kiiresel yoriinge egrisi i¢in,olasi kiiresel hareketler arasinda minimum agisal
hizl1 hareket olma durumu sorgulanmistir. Eger kiiresel yoriinge egrisi , egrinin birim
tegeti tarafindan iiretiliyorsa, o zaman sonu¢ olarak hareket egrinin RMF’si olacaktir.
minimum agisal hizli hareketin bir karakterizasyonu acisal hizlarina gore verilmektedir.
Acisal hizin minimum olmasi durumunda kiiresel hareket, minimum agisal hizli hareket

(RMM) olarak adlandirilmaktadir.



(@) (b)
Sekil 1.1 (a) RMF kullanilarak modellenen bir yilan. (b) Kiiresel bir egrinin RMF goste-

rimi

Bu ¢alismada ilk olarak, R Oklid uzayinda, birim kiire iizerinde minimum agisal hizl
hareket (RMM) i¢in yeni bir yontem verilmistir. Bu yontemde, diger yontemlerden farkli
olarak minimum acisal hizli hareketin ingasi icin minimum acisal hizli ¢ati kullanilmustir.
Kiiresel hareketlerde bir noktanin yoriingesi; hareket matrisi ile o noktanin koordinat-
larindan olusan vektoriin carpimi ile bulunabilmektedir. A(t), 3 x 3 tipinde bir donme
matrisi ve P de bir nokta olmak iizere a(t) = A(t).P ifadesi bize P noktasinin yoriinge
egrisini vermektedir. Ters problem olarak, «(t) bir kiiresel egri ise bu egriye karsilik
gelecek sekilde bircok A(t) ortogonal matrisleri yazilabilmektedir. W (t) = AA~" matrisi
hareketin agisal hiz matrisi olup bu matris antisimetriktir. Antisimetrik matrislere w(t)
gibi bir vektor kargilik gelmektedir. Bu vektoriin uzunlugu ||@(¢)|| olup bize hareketin
acisal hizim vermektedir. Bu hizin minimum olmasi durumunda hareketin; Rotating

minimizing hareket (RMM) oldugu gosterilmistir.

Ikinci olarak, yoriinge egrilerinin 6zel segilmesi halinde kuaterniyonik egrilerin nasil
elde edilecegi arastirilmistir. Bu boliimiin son kisminda bir helis egrisi iizerinde yontemin

uygulamasi gosterilmisgtir.

Uciincii olarak, 3 boyutlu Minkowski uzayinda minimum agisal hizli cati (RMF) yardi-
miyla minimum agisal hizli hareket (RMM) elde edilmistir. Burada S? Lorentz kiiresi

ve HZ hiperbolik kiire iizerinde alinan bir egrinin Darboux catisi elde edilmistir. Daha
2



sonra bu ¢ati [ «(t) etrafinda dondiiriilerek RMF elde edilmis ve yoriinge egrisi (?)
olan 3 x 3 tipindeki A(¢) donme matrisinin minimum agisal hizli hareket (RMM) oldugu
gosterilmistir. Son olarak, bu yontem 6rneklerle desteklenmis olup Oklid uzayindaki

yapilan ¢alismalarin benzerlikleri ve farkliliklarr gosterilmistir.

Son boliimde ise tezden elden sonuglara ve gelecekte yapilacak calismalara yer verilmis-

tir.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu boliimde, tez icin kullanilacak bazi temel tanim ve kavramlardan bahsedilecektir.

2.1 Oklid Uzay icin Temel Tanim ve Kavramlar

Tamm 2.1 (I¢ Carpim Uzay1) 2) bir vektdr uzay: ve R reel sayilar cismi olsun. Bu du-

rumda,
() YxY—=R
seklinde tanmiml (, ) fonksiyonu,
* (M) = (N2, M)
* Vi, 2 € Rigin (Lny + tany, n3) = 10y, m3) + (12, ms)
* ny # 0igin (ny,7,) 2 0,1, =0 (ny,71) =0

ozelliklerini sagladiinda (, ) fonksiyonuna ) iizerinde bir i¢ ¢arpim fonksiyonu, (9), (,))
ikilisine bir i¢ carpim uzayi ve (n,,n,) sayisina da 7, ile 7, nun i¢ ¢carpimi denir (O’Neill

2006).

Tamm 2.2 (Oklid I¢ Carpmm) R™ vektor uzayinda, Vi = (i1,9,...00),0 =

(v1, V2, ..., v,) € R™ olmak iizere,
(t,v) = Z LiUs,
seklinde tanimlanan i¢ carpima Oklid i¢ ¢arpim adh verilir (Sabuncuoglu 2004).
Tanmim 2.3 (Bir Vektoriin Normu)
Il : R* = R

p— llpll = v {p, p)

seklinde tanimli doniisiim R™ tizerinde bir norm olup (R”, ||.||) ikilisi bir normlu uzaydir

(O’Neill 20006).



Tamim 2.4 R? Oklid uzayinda , Vv = (v1,va, ..., V), s = (1,52, ..., ) € R igin Oklid

vektorel ¢carpimi,
VXGe= (V2§3 — V2Q3,V3C1 — G3V1, V162 — §2V1),
seklinde tanimlanir (Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.5 J C R acik aralik olsun. o : J — R” biciminde diizgiin C*° siifindan bir «

doniisiimii, R™ uzayinda bir egri olarak adlandirilmaktadir (Sabuncuoglu 2004).

Tamim 2.6 (Hiz Vektorii) (n + 1) boyutlu Oklid uzayr R™! de, 9 egrisi (I, p) komsu-
lugu olsun. p : I C R — R"*! in Oklidyen koordinat fonksiyonlar1 p,, p,, ..., p,, olmak
tizere (py, Pa, -, Puy1)s p € M egrisinin diferensiyeli,

dp, dp dp.
1oy (%P1 aPy n+1

seklindedir. p/(¢) tanjant vektoriine, 9T egrisinin ¢ € J parametre deZerine kargilik gelen
p(t) noktasinda, (J, p) komguluguna gore hiz vektérii olarak tanimlanmaktadir (Hacisali-

hoglu 2000).

Tamm 2.7 (Birim Hizh Egri) Bir p: J C R — R" egrisinin her s € J noktasindaki hiz
vektorii olan p/(s) vektorii, birim vektor ise, yani ||p'(s)|| = 1 ise, p egrisine birim hizli

egri ad1 verilmektedir (Ozdemir 2020).

Tamm 2.8 (Regiiler Egri) J, R uzayimnin bir acik aralig verilsin. Bu durumda v : J —
R™ egrisinde, eger ¢t € J oldugunda ~'(t) # 0 ise, bu egri regiiler egri olarak adlandirilir
(Ozdemir 2020).

Tamm 2.9 (Kiiresel Egri) Bir kiire iizerinde bulunan egrilere kiiresel egri denir (Ozde-

mir 2020).

Tanim 2.10 (Frenet-Serret Catis1) Egri birim hizhi ise, ||5'(¢)|] = 1 oldugundan,
B'(t) = 7 vektoriine egrinin birim teget vektor alam denir. (7, 7) = 1 oldugun-
dan tiirev alinarak (., .7) + (7, 9") =0 = (7', .7) = 0 elde edilir. Yani birim hizl
bir egride .7’ vektorii, egri boyunca tegete dik bir vektordiir. Bu vektor birim olmaya-

bilir. O yiizden normunu alarak birim hizli hale getirerek elde edilen vektore de egrinin
5



normali denir. Bu vektor 1 ile gosterilir. Buna gore,
{Z/ 1

N= — = ﬁ_/,

1= 11870

seklinde olacaktir. Artik, egri boyunca birbirine dik olan iki birim vektor oldu. Bu iki

vektore dik olan iiciincii vektor de, vektorel carpimla elde edilerek, egri tizerinde birbirine

dik ti¢ birim vektor olacaktir. 5 egrinin birnomali olmak iizere B8 = T x 1 olacaktir.

Sonug olarak {T, M, B} catisi elde edilir. Bu gatiya Frenet-Serret Catis1 denilmektedir

(Ozdemir 2020).

Tamm 2.11 (Egrilik fonksiyonu) R? uzayi igin birim hizli £ : & — R3 egrisi verilsin.
€&1: P = Re(s)= |7

fonksiyonu, £ egrisinin egrilik fonksiyonu olarak tanimlanmaktadir.Ayrica € (s) sayisina

egrinin £(s) noktasindaki egriligi olarak tanimlanir (Sabuncuoglu 2004).

Tanmim 2.12 (Burulma Fonksiyonu) R® uzayinda birim hizli 5 : _# — R® egrisi veril-

sin. ¥, 9, *B li¢liisti Frenet vektor alanlar olmak iizere,
e: 7 — R e(s) = —(B'(s),N(s))

fonksiyonu, /3 egrisinin burulma fonksiyonu olarak adlandirilir ve €;(s) sayisina egrinin

S(s) noktasindaki burulmasi ad1 verilir (Sabuncuoglu 2004).

Teorem 2.1 {T,0, R}, ¢ edrisinin Frenet ¢atisi, €; egrilik fonksiyonu ve € burulma

fonksiyonu olmak iizere,

T/ = €1m
N = —aT+ B
%/ = —€2m

esitlikleri saglanir. Bu esitliklere Frenet-Serret Formiilleri denir. Bu esitlik matris for-

munda,
T/ 0 e 0 T
N | = - 0 e n |,
B’ 0 —e O B

yazilabilir (Ozdemir 2020).



Tanim 2.13 (Acisal iz vektorii) Bir parcacigin agisal hizi denilince , secilen bir merkez
etrafinda donme hiz1 anlagilir. yani acisal hiz, par¢acigin agisal pozisyonun degisim hizini
ifade eder. Genelikle w ile gosterilir. Bu donme sirasinda donme ekseni de s6z konusudur.
Iste bu donme eksenine anlik doniis ekseni veya acisal hiz vektorii denir (Ozdemir

2020).

Tanim 2.14 (Darboux vektorii) Bir uzay egrisinin Frenet ¢atisinin acisal hiz vektoriine

Darboux vektorii denir. Buna gore, bir «y egrisinin {¥, 9, B} Frenet catis1 igin,

S’/ = QQXS
N = (I)’OX’J‘T
B = dyxB

denklemini saglayan J, vektoriine, Frenet catisimn Darboux vektorii denir (Ozdemir

2020).

Tamm 2.15 (Darboux vektor alam) Birim hizli her 3 : J — R3 egrisi olmak iizere
{Z, N, B} Frenet ¢atis1 i¢in,
D = 62(3: + 61%

vektor alani, S egrisinin Darboux vektor alam olarak tanimlanir (Hacisalihoglu 2000).

Tamim 2.16 (Helis Egrisi) £ uzayinda egriligi sifirdan farkli bir ¢ egrisinin tanjant dog-
rular1 sabit bir vektor ile sabit bir ac1 yaptiginda ¢ egrisine helis egrisi ad1 verilmektedir.

Buna gore bir ¢ : J C R — R? egrisi verilsin. Vs € J i¢in

e (T(s),v) = cosb, (0 sabit),

sartlarini saglayan bir v vektorii varsa, bu durumda ( egrisi helistir. Bir helis egrisinin
hem egrilik fonksiyonu hem de burulma fonksiyonu sifirdan farkli ve ayn1 zamanda sabit

ise bu helis dairesel helis olarak adlandirilir (Ozdemir 2020).
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Teorem 2.2 (Lancret Teoremi) Regiiler bir egri ((s) olarak verilsin. ¢ egrisinin helis

olmas icin gerek ve yeter kosul ~(s) sabit ¢tkmasidir (Izumiya ve Takeuchi 2004).

Tanmim 2.17 (CCR Egrisi) ¢ : I — R" egrisi verilsin. Egrilikleri oran1 sabitse yani %
orani sabit ise ¢ egrisine sabit egrilikli oran egrisi denir. Kisaca CCR egrisi denir. Bu

anlamda CCR egrisi R? de genel helislerin R™’e bir genellemesidir (Monterde 2004).

Tanim 2.18 (Donme matrisi) Determinanti 1 olan ortogonal matrislere donme matrisi

denir. 3 Boyutlu Oklid uzayida dénme matrislerinin kiimesi,
SO(3)={Z e M3,3R):Z2'"Z =1 ve detZ =1}

ile gosterilir. Bu kiime, matrisle carpma islemine gore bir gruptur. Donme matrisleri agi-
lar1 ve uzunluklar1 koruyan doniisiimlerdir. R? de her ddnme matrisi bir n ekseni etrafinda
¢ acis1 kadar donmeyi ifade eder. ¢ acgisina donme acisi, n eksenine donme ekseni denir.

R3 uzayinda,

1 0 0 cos® 0 —sin® cos® —sin® 0
Zy=10 cos® —sin® |,Z,= 0 1 0 L= | sin® cos® 0
0 sin® cosO sin® 0 cosO 0 0 1

matrisleri sirasiyla x , y, z eksenleri etrafinda ¢ agis1 kadar donmeyi ifade eden matrisler-

dir (Ozdemir 2020).

Tanim 2.19 3 boyutlu Oklid uzay1 R® de, v : J € R — R? birim hizl1 bir egri olmak
lizere, y(s) egrisi boyunca, {1, =2, 21 A =9 = Z3} hareketli catisina alternatif hareketli
cati denir. Burada =3, () egrisinin Darboux vektorii, =; asli normal vektor ve =, asli

normal vektoriin tiirevidir. Alternatif hareketli ¢atinin tiirev denklemleri,

= 0O f 0 =1
E | =|-f 0 g 2 |
Eg 0 —g 0 E3

seklindedir. Ayrica



—r

—_ _ —1
=1
—1

TE 4+ K=

- VK2 + 12

23 = ZiND
2
esitlikleri saglanir. Burada f = (/€3 + €2 ve g = (GQ:GW(E—?)’ f = of alternatif hare-
1 2

ketli catisina gore «y egrisinin egrilikleridir. Ayrica burada, €;, Frenet ¢atisinin «y egrisinin

egriligi ve ey, v egrisinin torsiyonu olmaktadir (Uzunoglu vd. 2016).
2.2 Lorentz Uzayi icin Temel Tanim ve Kavramlar
R3 uzayinda p = (puy, po, f13)ve X = (A1, A, A3) igin,

<:U’7 )\>L = — A1+ Ho A2 + 33

ve
ik
HXLA=| gy g |
Al Ay As

seklinde tanimlanan
() R*xR® - R, xr: R? x R® = R?,

fonksiyonlarina, R® uzayinda, (—, +, +) isaretine gore tanimlanmus sirasiyla Lorentziyen
skaler ve vektorel carpim denir. Bu ¢arpimlarla birlikte R? uzayina Lorentz uzay: veya
3-boyutlu Minkowski uzay1 denir. Kisaca R? veya E? ile gosterilir. (1, \);, = 0 ise u ve
X vektorleri pseudo ortogonal veya Lorentziyen ortogonal vektorlerdir (Ozdemir 2020).

Bu uzayda herhangi bir p € E} vektorii olmak iizere,
* (w,w)r > 0 = w vektorii spacelike,
* (w,w) < 0= w vektorii timelike,

* (w,w) = 0 = w vektdrii lightlike veya null,
9



seklinde tanimlanir. Ayrica, w vektoriiniin normu da,
ool = V(@ @)
seklinde tanimlanir. (o, @), = %1 ise w vektoriine birim vektor denir. Bu uzayda,
S¥r)={m € E}: (m,m) =r*} = {(a,b,¢) : —a® + b* + * = r?}
kiimesine r yaricapli pseudokiire,
Hi(r) = {m € E}: (m,m), = —r*} = {(a,b,c) : —a® +b* +* = —r*}
kiimesine,r yarigapl hiperbolik kiire,
L={meE}: (mm),=0}={(a,bc):—a®>+b*+c* =0}

kiimesine de 151k Kkonisi veya null koni denir.(O’Neil 1983).

Sekil 2.1°de sirasiyla Hiperbolik kiire, Pseudokiire, Isik konisi verilmistir (Lopez 2014).

Sekil 2.1 HZ(r) Hiperbolik kiire, S7(r) Pseudokiire, L Isik konisi

Onerme 2.1 ¢ C E‘;’ bir vektor altuzay1 olmakm iizere,
1. dim(¢€t) = 3 — dim(€)

2. (eH)t=¢

W

. Eger € non-dejenere ise, bu durumda (€+) de non-dejenere altuzaydir.

N

. € timeliketir (sirasiyla spacelike,lightlike) ancak ve ancak ¢ spacelike (sirasiyla

timelike, lightlike)’tir.
10



Onerme 2.2 w@;, w, € E} olmak iizere Lorentziyen vektorel carpimi asagidaki 6zellik-

leri saglar:
* Wy X[ Wy = —Wy X[ W1
* w; X wo vektorii w ve wy ye diktir.
* w; X we = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart bu vektorlerin bagimli olmamalaridir.

* wy Xy wy # 0 olmak iizere P = (w;, wsy), diizleminde olmasi igin P lightlike

olmalidir(Demir 2010).

Teorem 2.3 o,,0,,03 € E} vektorleri olmak iizere asagidaki dzellikler saglanir:

* (01 Xy 09,03), = —det(01,02,03),
* (01 XL 02) Xp 03 = — <01703>L02 + (02703>L01,
dir(Ceylan 2023).

Teorem 2.4 w7, ve ws 3-boyutlu Minkowski uzayinda iki vektor olmak iizere,

* Eger @, ve w, timelike vektorler ise bu durumda @} X 1, @ spacelike bir vektordiir.
* Eger @, ve > spacelike vektorler ise bu durumda o) X 1 @5 timelike bir vektordiir.

» Eger « spacelike, @, de timelike vektor ise bu durumda o, X @5 spacelike bir

vektordiir (Ceylan 2023).

Tamm 2.20 E?} in bir izometrisi <7 : E} — E? Lorentz metrigini koruyan bir izomorfi-
zimdir. Oyle ki

<d017‘%02>[/ - <01702>L7 01,02 S E?

dir. E? in biitiin izometrilerinin ciimlesi O, (3) ile gosterilir (Lopez 2014).

Tamim 2.21 Ei‘ de donme, bir vektorii, K dogrusu iizerinde bir nokta etrafinda hareket
ettiren izometridir. K dogrusuna dénmenin ekseni denir. E? ii¢ farkli durumuna gore yani
eksenin timelike, spacelike veya lightlike olmas1 durumuna gore ii¢ farkli donme hareketi
mevcuttur. Bu durumda K sirasiyla z , x veya (1,0, 1) vektorii tarafindan iiretilen dogru
alinabilir. Donme hareketinin matrisi de yine /K nin durumuna gore degisiklik gosterir

(Demir 2010).
11



1. K ={(0,0,1)} biciminde timelike vektor durumunda dénme matrisi .27,

costyp —simyp 0
o = | sinp cosp 0|, YeER
0 0 1

2. K ={(1,0,0)} biciminde timelike vektor durumunda dénme matrisi .27,

1 0 0
o = |0 coshy sinhy |, YER
0 sinhy coshi

3. K ={(1,0,1)} biciminde timelike vektor durumunda donme matrisi <7,

1-% y &
o = - 1 Y , YveR
¥y 14 %

olur.(Lopez 2014).

Tamm 2.22 3, E¥ de bir egri olsun. Eger bir s € [ i¢in 3'(s) spacelike (sirasiyla time-
like, lightlike) ise () spacelike (sirasiyla timelike, lightlike) tir (Lopez 2014).

Tamm 2.23 (Egrilik,burulma ve Frenet denklemleri) ( : 7 — [E3 yay uzunluk
parametreli regiiler bir egri olsun. T(s) = ('(s) s’de bir tanjant vektor olmak
tizere,(T(s), ¥(s)) sabit oldugundan yani 1, —1 veya 0 a esit oldugundan her iki ta-
rafin s ye gore tiirevi alinirsa (¥(s), ¥'(s)), = 0 elde edilir. Bu durumda T'(s), T(s)’ ye
diktir. ¥'(s) # 0 olmak iizere T'(s) ile ¥(s) lineer bagimli degildir. Bu durum egrinin
diiz bir ¢izgi olmasini 6nler. Bundan dolay1 ¥(s)’in karakterine baglh olarak ii¢ durum

mevcuttur:

1. Egri timelike olsun.
Bu durumda ¥(s) timelike bir vektor oldugundan %’(s) de spacelike bir
vektordiir. %' (s) # 0 olmak iizere T(s) ile lineer bagimsizdir. s noktasindaki ¢’nin

egriligi, €1 (s) = ||T'(s)||. seklinde tanimlanir. N (s) normal vektor olmak iizere,

_Ts)
61(8)

P(s) = T'(s) = e1(s)P(s)

12



Buradan €;(s) = (%'(s), P(s)). elde edilir. R(s) binormal vektor olmak iizere,
R(s) = %(s) x 1, P(s) seklinde tanimlanir. R(s) vektorii birim ve spacelike vektor-
diir. Her s € I i¢in {T, P, R} iicliisii E? *in ortonormal bir bazidir. det(%, P, R) =
(T(s) xg P(s),R(s))r = (R(s),R(s))r = 1 > 0 oldugundan {%T, P, R} ii¢-
lisii pozitif tanimhidir. s noktasindaki ¢’nin burulmasi e, olmak iizere ey(s) =

(P'(s), R(s))r seklinde tanimlanir.Tiirev yardimiyla Frenet denklemleri,

‘Z’ 0 €1 0 T
Pl - €1 0 €9 P ;
R, 0 —€9 0 R

seklindedir.

. Egri spacelike olsun.
Bu durumda % (s) spacelike vektordiir.T'(s), ¥(s)’ye dik oldugu igin ¥'(s) space-
like, timelike veya lightlike olabilir.

(a) T'(s) spacelike vektor ise,Frenet denklemleri,

T/ 0 ¢ 0 T

P l=]- 0 e P |,

R 0 e O R
seklindedir.Burada (’nin burulmasi €5 olmak iizere, ex(s) = —(P'(s), R(s))r,
biciminde tamimlanir. det(T,P,R) = (%(s) x5 P(s),R(s))r =

(R(s), R(s))L = —1 < 0 oldugundan {¥, P, R} baz1 negatif tamimlidir.

(b) ¥'(s) timelike vektor ise, Frenet denklemleri,

"S’ 0 €1 0 T
P’ = €1 0 €9 P )
R, 0 €9 0 R

seklindedir.Burada ¢’nin burulmasi e, olmak iizere, ea(s) = (P'(s), R(s))r

biciminde tanimlanir. Frenet tigliisti pozitif tanimlidir.

(c) ¥'(s) her s € [ igin lightlike vektor ise Frenet denklemleri,

I 01 0 T
P, — 0 62 O P bl
R/ 1 0 —€9 R

13



bicimindedir. Burada e, burulma fonksiyonu ( egrisinin pseudo-torsiyonu ola-
rak adlandirihr. T'(s) lightlike vektor oldugundan ¢ egrisinin egriligi tanim-
lanamaz. Ayrica P ve R lightlike oldugu i¢in {%, P, R}, E3’in ortonormal bir
bazi degildir. {T, P, R} ticliisiine bir null ¢ati denir.

3. Egri lightlike olsun.
¢, pseudo yay uzunluk parametreli bir lightlike egri olmak iizere, tegeti T(s) =
('(s) lightlike vektordiir. Normal vektor alan1 N(s) = T'(s) seklinde tanimlanirsa
N(s) bir birim spacelike vektor olur. Binormal vektor tek lightlike vektor olup
N(s)’ye diktir 8yle ki (Z(s), B(s));, = —1’dir. Boylece {, N, B}, E¥’in bir null

catisidir. Frenet denklemleri,

I 0 1 0 <
Pl = €9 0 1 P )
R/ 0 €9 0 R

bicimindedir (Lopez 2014).
2.3 Kuaterniyonlar ile ilgili Temel Tanim ve Kavramlar

Tanmim 2.24 (Reel Kuaterniyon) (i, 14, (15, 115 Teel sayilar olmak lizere, ¢ = p + 12 +
o] + sk seklinde yazilan ve

=2 =k=-1, ijk=-1

esitliklerini saglayan sayilara reel kuaterniyon denir. Kuaterniyonlar kiimesi H ile gos-

terilir. Buna gore kuaterniyonlar kiimesi,

H = {pg + pyi + pof + pgk =12 = j° = k> = =1, ijk = =1,  pg, iy, o, 13 € R}

seklinde ifade edilir.

Bir ¢ = pg + pqt + 97 + psk kuaterniyonunun, gi,7 4 1157 + 5k kismina vektorel kisim
denir, v, ile gosterilir. i, degerine de kuaterniyonun skaler kismu denir, s, ile gosterilir.
Dolayisyla her kuaterniyon

q =S¢+ vy
14



seklinde bir vektor ile bir skaler toplami olarak ifade edilir.

H kuaterniyonlar kiimesinde,
P =g+ pot + pigf + gk ve g =v1+ Vol + 3]+ vak

iki kuaterniyonu igin, esitligi, toplamasi, skalerle carpmasi ve iki kuaterniyonun carpimi

asagidaki sekilde tanimlanir.

« Iki Kuaterniyonun Esitligi:

D=q < [y = V1, g = V2, U3 = V3, gy = V4

e Toplama:

ptq=(u +vi)+ (o +va)i+ (p3 +v3)j+ (g +va)k

e Skalerle Carpma: i, € R icin,

[P = iy + pfigt + ppsd + ppgk

« Iki Kuaterniyonun Carpim:
Iki kuaterniyon carpilirken, i2 = j2 = k? = —1, ij = —ji =k,

Jk = —kj =1, ki = —ik = j esitlikleri dikkate alinir.

pq = (g + pol + pgj + pgk) (V1 + voi + vsj + v4k)
= 1 — (ol + pgbs + pigby) + (g Vo + Viply + pizvs — Vapiy)i

+ (ivs +vipis + pgva — vape)j + (pyva + vipy + povs — vapg)k

seklinde yazilabilir. .
Kuaterniyon ¢arpimu,
Pq = (Sp + 1,)(8q + vg) = $pvg — (Vp, Vg) + SpUg + SqUp + 1y X U,

seklinde Oklidiyen i¢ carpimi ve vektorel carpimi yardimiyla ifade edilebilir (Ozdemir
2020).

Tamm 2.25 (Bir Reel Kuaterniyonun Eslenigi) p = a1 + asi + asj + ask = s, + v,

kuaterniyonu i¢in, vektorel kismin degistirilmesiyle elde edilen,

Sq — Vg = Q1 — Gt — a3] — Quk

15



kuaterniyonuna, q kuaterniyonunun eslenigi denir ve q ile gosterilir (Ozdemir 2020).

Tanim 2.26 (Bir Kuaterniyonun Normu) Kuaterniyonlar kiimesinde herhangi bir

p = a1 + ast + azj + ask € H kuaterniyonun normu,

II:H = RYUO
¢~ llall = VoG = Vi = \Ja? + a3 + % + 3

seklinde tanimlanir (Ozdemir 2020).

Tanim 2.27 (Birim Kuaterniyon) Normu 1 olan kuaterniyona birim kuaterniyon de-

nir. ¢ sifirdan farkli olmak iizere, gy = ﬁ birim kuaterniyondur (Ozdemir 2020).

Teorem 2.5 Kuaterniyonlar kiimesinde herhangi bir » € H kuaterniyonun tersi tektir ve

-1 r

2

7]

kuaterniyonuna esittir. 7 birim kuaterniyon ise r ! = 7 olur (Ozdemir 2020).

Tanim 2.28 (Kuaterniyonik Egri) H reel kuaterniyonlar kiimesinde, t € I = [0, 1] ol-
mak iizere,

(:ICR—-H

4
t—=C(t) =Y ¢t)es, ea=1
=1

seklinde tanimlanan ( egrisine kuaterniyonik egri denir (Yoon 2012).

Teorem 2.6 (Kuaterniyonik Helis) H reel kuaterniyonlar kiimesinde, £ = £(s) birim
hizli kuaterniyonik egri ve sifirdan farkli M (s), m(s), r(s)—M (s) egrilikleri olmak iizere,

¢ egrisi kuaterniyonik helistir olmasi icin gerek ve yeter sart

() ﬁ () = sabi
olmasidir (Yoon 2012).

Tamim 2.29 (Split Kuaterniyonlar) > = —1, j2 = k* = ijk = 1 kosullarim sagla-

yan g = by + b1i + byj + bsk say1 dortliilerin olusturdugu birlesimli, fakat degismeli ve
16



bolmeli olmayan say1 cebirine split kuaterniyon cebiri denir.Bu say1 dortliilerin olustur-

dugu ciimle H ile gosterilir. Bu ciimleyi kisaca,
H={q=bo+bii+byj+bsk:beR, i*=-1, 7=k =ijk=1}

ifade edebiliriz. Split kuaterniyon ¢arpimi Sekil 2.2°e gore yapilmaktadir.

1 51 Co F:

1| 1| 61 |<s2| <3

S1 || 51 -1 §3 | —S2

Sz |ls2|—s3| 1 |—¢1

$3 o3 Sz &1 1

Sekil 2.2 Split kuaterniyon ¢arpimi

Split kuaterniyonlar s, kismi skaler ve v, kismi da vektorel olmak tizere iki kisma ayrilir:
q =S4+ 1,

seklinde yazilir. Eger s, = 0 ise 0 zaman g = v, olur. Bu durumda ¢ split kuaterniyonuna

has split kuaterniyon denir (Ozdemir 2020).

Tamm 2.30 (Split Kuaterniyon Carpimi) H split kuaterniyonlar kiimesinde verilen
herhangi iki

q = Sq+ vy, P=S,+ 1
split kuaterniyonun ¢arpimi, kuaterniyonun vektor ksumlarim R? uzayi ile 6zdeslestire-

rek (—, +, +) isaretine gore tanimlanmis Lorentziyen skaler ¢arpim ve vektorel carpim

yardimiyla
Pq = (8p+vp) (8¢ + vg) = 5pvq + (Up, Vo) 1, + 8pVq + SqUp + Vp X1 Vg

biciminde gosterilir (Ozdemir 2020).
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Tamm 2.31 (Split Kuaterniyonun Eslenigi) ¢ = by + b17 + byj + bsk = s, + v, bir split

kuaterniyon olmak iizere, split kuaterniyonun eslenigi,
qzsq—vq:bg—bli—bgj—bgk
biciminde tanimlanir. g ile gosterilir (Aslan vd. 2021).

Tanim 2.32 (Split Kuaterniyonun Normu) ¢ = by + b1+ boj + bsk split kuaterniyonun

normu,

lal = \/INo| = VIadl = /19 + 3 — 83 — 83

bi¢ciminde tanimlanmir. Eger N, = =£1 ise ¢ birim split kuaterniyon olarak adlandirilir

(Aslan vd. 2021).

Tanim 2.33 (Split Kuaterniyonun Simflandirilmasi) (R*, — — +,+) = Ej olmak

tizere, q split kuaterniyonu
—Ng = —b5 — b} + b5 + b3 = (¢, @)ms

seklinde ifade edilebilir. Yani her split kuaterniyon Ej uzayinin bir eleman olarak kabul

edilebilir. Bu durumda asagidaki siniflandirma verilebilir.
1. N, > 0ise, (g, q>E3 < 0 olacagindan ¢’ya timelike split kuaterniyon,
2. N, < 0ise, (g, q>E§ > () olacagindan ¢’ya spacelike split kuaterniyon,
3. N, =0ise, (¢, ¢)rs = 0 olacagindan ¢’ya lightlike split(bdliinmiis) kuaterniyon

olarak ifade edilir (Ozdemir ve Ergin 2006).

Tanim 2.34 (Split Kuaterniyonun Tersi) ¢ = by + b7 + boj + bsk split kuaterniyonun

tersi, N, # 0 olmak iizere,
1 q
L

q

biciminde tanimlanir. Buna gore spacelike ve timelike kuaterniyonlarin split kuaterniyon
carpimina gore tersleri vardir, fakat lightlike split kuaterniyonun tersi yoktur (Ozdemir

2020).
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Teorem 2.7 ¢ = a; + ast + asj + a4k spacelike kuaterniyonu verilsin.

) 2 2 ~ : k
sinhgpzﬁ, coshyp — \/ a2+a3+a4’ m— ast + asj + ag
ql lal Bt EtE

olmak iizere,

q = ||q||(sinhg + mcoshy)

seklinde yazilabilir. Burada m vektori, E? ile gosterilen (—, +, +) isarerli Lorentz uza-

yinda spacalike birim vektordiir.

Teorem 2.8 ¢ = a; + ast + agj + ask = s, + v, timelike kuaterniyonu verilsin.

1. Eger v, vektorel kismu spacelike ise,

COShQO = ‘a_l" S'th@ _ V _a% + Clg + ai’ il CLQi + Clgj + a4k
lal lal V—a3 +aj +aj
olmak tizere
q = [|ql|(sinhp + mcoshyp)
seklinde yazilabilir.

2. Eger v, vektorel kismi timelike ise,

a] _ ya3—a3 —aj _agi +agj + ask
cosp = —, sing = , m=
lal gl NG

olmak uizere

0 = lal(sino + meosy)
seklinde yazilabilir (Ozdemir ve Ergin 2006).
Teorem 2.9 Her ¢ = s, + v, birim timelike kuaterniyon olsun.
1. Eger v, € E} spacelike ise,
q = coshyp + msinhy
bi¢imindedir ve S? veya H3 iizerinde bir biiyiik hiperbolik yayina kargilik gelir.

2. Eger v, € EJ timelike ise,
q = cosp + msing

seklindedir ve S? iizerinde bir biiyiik elips yayina karsilik gelir (Ozdemir ve Ergin

2006).
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Tanim 2.35 (Lorentziyen Donme Matrisi) Determinanti 1 olan Lorentziyen ortogonal

matrislere Lorentziyen donme matrisi denir. Lorentziyen donme matrisleri kiimesi,
SO(3,1) = {A € M3,3(R) : ATI*A=T1* wve detA=1}

ile gosterilir. Lorentz uzayindaki donme matrisleri, bir v ekseni etrafinda, v ekseni spa-
celike ise ¢ acis1 kadar hiperbolik donmeyi, v ekseni timelike ise ¢ acis1 kadar eliptik
donmeyi ifade eder. ¢ acisina donme acisi, v eksenine donme ekseni denir (Ozdemir

2020).
Teorem 2.10 Bir ¢ = a; + asi + asj + a4k birim timelike kuaterniyonu icin
Eq :R? — R, A\q(v) =quq1

donme doniisiimiine kargilik gelen matris:

a% + a% + a% + ai 2a1a4 — 20503 —2aq1a3 — 2asa4
Ay = 2a9a3 + 2a4a;  at —ai —ai+ad  —2azaq — 2asa; |
2a5a4 — 2a3a; 2a0a1 — 2azay  a? — a3 +ai —a?

matrisidir. Bu matris ATI*A = I* ve detA, = (a2 + a2 — a2 — a2)® = 1 6zelliklerini
sagladigindan Eq matrisi 3-boyutlu Lorentz uzayinda bir dsnme matrisidir (Ozdemir ve

Ergin 2006).

20



3. R?* OKLID UZAYINDA MINIMUM ACISAL HIZLI HAREKET

3.1 Minimum Acisal Hizh Hareketin (RMM) Insasi

Bu boliimde minimum agisal hizli hareketin insasi i¢in bir metot verilecektir.

Tamim 3.1 X (¢) birim vektor alani verilsin.Bu durumda « boyunca {T'(¢), X (t),T x
X(t)} catistna minimum agisal hizli Cati veya Bishop Catisi denir. 5 = O(t) egrisi
t € [0, 1] parametresiyle S? C R3 birim kiire iizerinde bir egri olsun. A(t) kiiresel hareket

e D € S? keyfi bir nokta olmak iizere ?(t) — A(t)T olsun. Burada ?(t) yoriinge-
sini veren bir¢ok kiiresel hareket yazilabilir. Bu kiiresel hareketler igerisinde agisal hizi

minimum olan harekete minimum acisal hizli hareket (RMM) denir.

Tanim 3.2 Yoriingesi d(¢) olan A(t) kiiresel hareketin agisal hizi minimum ise, yani

/ 165(0) |t

integrali minimum ise A(¢) hareketine minimum acisal izl hareket (RMM) denir. Bu-

rada ¢t € [0, 1] ve &(¢) hareketin agisal hiz vektorudiir (Jiittler 1998).

Onerme 3.1 Ydriingesi 4(¢) olan A(t) kiiresel hareket, minimum agisal hizli harekettir

ancak ve ancak hareketin acisal hiz1
G(t) = 6(t) x (1) (3.1)

olmasidir (Jiittler 1998).

Ispat. Kabul edelim ki A(t) kiiresel hareketi (3.1) esitligini saglasin. B = B(t) hareketi-

nin agisal hizi

olsun. Bunun sonucunda

1 1
[ 19 = [ jafar
0 0
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seklinde yazilabilir. Burada esitligin olmasi durumu ¢ = 0 olmasiyla miimkiindiir. Burada

Y ve 5, O fonksiyon oldugundan bu durum iddiamizi kanitlar (Jiittler 1998). m

Sonu¢ 3.1 Yoriingesi § olan A(t) minimum agisal hizli hareketi verilen kiiresel egri

i (t)’nin parametre se¢iminden bagimsizdir. (Jiittler 1998).

Ispat. k = k(s), verilen kiiresel 5 egrisinin C'! parametre doniisiimii olsun. Ayn1 zamanda

' = 4 olsun. s parametresine gore agisal hiz " olmak iizere, & = k/(s)& = ¥/ ()0 %6 =
5x8 seklinde yazabiliriz. Boylece verilen kiiresel egri ile iligkili olan RMM C' parametre
doniistimlerine gore degismezdir (Jiittler 1998). m

v(t) C S? kiiresel egri olsun. Agisal hiz vektorii

w(t) =~(t) x(t)
olan kiiresel hareketi elde edecegiz. Burada > = < dir. Yoriingesi 7(¢) olan A(t) kiiresel

hareketi minimum acisal hizli harekettir ancak ve ancak kiiresel hareketin acisal hizi

dir.(B.Jiittler)

Kiire tizerinde ~(s) egrisi i¢in Sabban catisini inga edelim. p = H;’:ﬁ ve ||V (s)|l = a

olmak uizere

/

(s) 0 a 0] |~(s)
p(s) | = | —a 0 b || p(s)
7(s) 0 —b 0 r(s)

seklinde olsun. Burada 2 = k,, ~(s) egrisinin geodezik egriligidir. {7(s),p(s),7(s)}
catisiyla elde edilen kiiresel hareketin

Darboux vektorii w = by(s) + as(s) dir. Bu hareketin agisal hizi

Jull = ViE+ a2
dir.
¢ = — [ b(s)ds olmak iizere ~ etrafinda {p,r} vektdr alanlarinin ¢ kadar dondiirerek

{~,n1,n2} RMF’yi elde ederiz.
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ni = cos p + sin pr,

N9 = — sin p + cos pr

olmak tizere

ny = —acos p(s),

ny = asin py(s)

elde edilir.
!/
0% 0 acosp —asine v
ni = | —acosp 0 0 nq
No asin ¢ 0 0 N9

{7(s),n1(s),n2(s)} cats, [ ~(s)ds egrisi iizerinde RMF’dir.

Yoriingesi v(s) egrisi olan kiiresel RMM’nin insast i¢in asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.1 7(s) C S? kiiresel egri olsun. {(s),n(t), n2(t)} catist ve [ ~(s)ds egrisi

tizerinde RMF olsun.

olmak iizere A(s), yoriingesi 7(s) egrisi olan bir RMM belirtir. Burada €; = (1,0, 0) dir.

Ispat. {7(s),p(s),7(s)} catisiyla elden edilen kiiresel hareketin acisal hz1 |w| =
V0% + a? dir. Simdi bu agisal hizi minimum yapacak hareketi elde edelim. Bunun i¢in
{(7(s), m1(s), na(s)} RMF ile elde edilen A(s) = [V(s) nu(s) na(s) | Kiiresel hareke-

tini ele alalim. Bu hareketin

/

0% 0 acosy —asing 0
ny = | —acosp 0 0 ny
N9 asin ¢ 0 0 Ng

tirev denklemleri olmak tizere

bu hareketin Darboux vektorii (agisal hiz vektorii),

w(t) = asin ¢pny + a cos pny
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dir.

N1 = @ Cos Pp + asin er,
N9 = —a Sin pp + a cos Yr

ny ve no yukaridaki denklemde yerine yazilirsa

~

w(s) = ar(s)

elde edilir. Buradan hareketin agisal hizi ||| = a olup ||@|| < ||w|| dir. Bu da agisal hizin

minimum oldugunu gosterir. m

Sonu¢ 3.2 A(t) = [ nmo na ] kiiresel hareketi, e3 = (0,0, 1) noktasinin yoriingesi
7(t) olan RMMdir.

Ornek 3.1 ¢ = £(s) = (sinAcos(sp),sin Asin(sg),cos A) C S? kiiciik bir cember
olsun. Yoriingesi £(¢) olan RMMyi elde edelim.

( ¢ = (—psin Asin(sp), psin A cos(sp), 0),
€'l = psinA = a,

p = (—sin(syp), cos(sp),0),

r = (—cos A cos(sp), — cos Asin(tp),sin A)

\
/

Burada 1 = —bp oldugundan b = @cosA olur.  &(s) egrisinin geodezik egriligi
g =k, = cot A dir.

{&, n1, no} catisinin Darboux vektorii

w = as = psinAs
(— cos(tp)psin A cos A, — sin(tp)psin A cos A, ¢ cos® A + gp)

Bu da B.Jiittler’in "Rotating Minimizing Spherical Motions" calismasindaki (11) deki
esitlikle aynidir. Buradaki acisal hiz (3.1) deki

S5

I
Iy
X
Y

esitligi saglar.
Simdi RMM’nin matrisini bulalim.
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A(S):[f ny nz]a
ny = cos ¢p + sin ¢r,

ng = — sin ¢p + cos ¢r,

o= —/gpcosAds

= —gpcosA/ds

= —pcos(A)p
olmak uzere,

Als) =

sin A cos(sp) — cos@sin(sp) — sin ¢ cos A cos(sp)  sin ¢ sin(sg) — cos ¢ cos A cos(sy)
sin Asin(sy)  cos ¢ cos(sp) — sin g cos Asin(sp)  —sin ¢ cos(sp) — cos ¢ cos A sin(sp)

cos A sin ¢ sin A cos ¢sin A

biciminde elde edilir. Boylece A(s) matrisi bize yoriingesi E (s) olan RMM’yi verir. Yani

A(s)er = &(s) dir. Ayrica ||w(s)|| = a elde edilir ki bu da agisal hizin minimum oldugunu

gosterir.

3.2 Kiiresel Hareket ve Kuaterniyonik Helisler

Tamim 3.3 r € H kuaterniyonu olmak iizere,

r+7r=20

denklemini saghiyorsa r kuaterniyonuna uzaysal (spatial) kuaterniyon ad1 verilir (Yoon

2012).

Tanmmm 3.4 [ = [0, 1], R iizerinde bir agik aralik ve ¢ € I diizgiin bir egri boyunca yay

uzunluk paramatresi olmak iizere,

0:IeR—-H

t—0(t) =) ditle;, (1<i<3).
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biciminde tanimlanan diferansiyellenebilir §(¢) egrisine uzaysal kuaterniyonik egri adi

verilir (Yoon 2012).

§ : I C R — H birim hizli kuaterniyonik egri ve p(s) = §'(s) birim uzunluklu teget

olsun.

p'xp+pxp =0 (3.2)
esitligi geregince p’, p ’ye diktir ve p’ x p bir uzaysal kuaterniyondur. Buradaki ” * 7,
kuaterniyonik ¢arpimdir.

{p, m;, my} iicliisii 6(s) egrisinin Frenet ¢atis1 olsun. Bu durumda Frenet formiilleri,

/
P = knl?
/
ml = _kp + o,
r_
bicimindedir. Burada p, m;, m; sirasiyla birim tanjant,birim asli normal ve binormal ku-

aterniyonik egrilerdir.Ayrica burada k ve r fonksiyonlari sirastyla § egrisinin esas egriligi

ve burulmasidir (Yoon 2012).

Tamm 3.5 ¢ : [ C R — H birim hizli kuaterniyonik egri, 7'(s) = £'(s) birim uzunluklu

teget ve s yay uzunluk parametresi olsun. Bu durumda

¢:ICR—H

4

s—=&(s) =) &ls)es, eg=1

i=1
seklinde tanimlansin. R*’de uzay egrisinin Frenet catist {Tr(s), M;(s), Ma(s), M3(s)}

olmak tizere, Frenet formiilleri

) (3.3)
) = —KMy(s) + (r — K)Mi(s),

s) = —(r — K)Ma(s)

seklindedir. Burada M; = p * Tg, My = m; * Tp, M3 = my * Tp ve K = ||Tx'(s)||
dir.
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¢ egrisinin bu Frenet formiilleri, R* deki § egrisinin Frenet formiillerinden elde edilmistir.
Ayrica & ve § egrilerinin egrilikleri arasinda bir baginti mevcuttur. £(s) egrisinin esas

egriligi K (s) = ||T"(s)||, burulmasi &, bitorsiyonu (r — K) seklindedir (Yoon 2012)

Tanim 3.6 Herhangi iki » ve ¢ kuaterniyon olmak {iizere,

Tkq+qgx*xT

j(T’Q) = 9

esiti her zaman bir reel sayidir. Bu reel sayiya r ve ¢ kuaterniyonlarinin i¢ carpim denir.

(Ozdemir 2020).

Teorem 3.2 ¢ = ¢(t), H’de birim hizli kuaterniyonik bir egri olsun. Egrilikleri P(¢), p(¢)

ve r(t) — P(t) sifirdan farkli olmak iizere, < bir genel helistir ancak ve ancak
P\? 1 P\’
G) e (5) =

dir. (¢ € R) (Yoon 2012).
Ispat. ¢(t), H’ de ekseni sabit ve birim vektor olan & genel helis icin, egri boyunca

J(T,®) =c

esitligi sabittir. (¢ € R). Bu denklemde ¢ ye gore tiirev alindiginda ve (3.2) deki esitlik
kullanildiginda
0= d (T, ®) = L d(T*‘i>+'1>*T)
“at? T T 2
1 — —
=—(T'«®+®xT
LT B e T)
=j (T, ®)
=Kj(M;,®).

esitligi elde edilir. Boylece ® birim vektorii
® = by (1)T(t) + ba(1)Ma(t) + bs(1)Ms(1), (3.4)

seklinde yazilabilir. Burada
27



bi(t) = j(T, @) =¢,
bQ(t) =7 (M2, ‘I’) )
bs(t) = j (Ms, @),

b+ b3 +b5=1

dir. (3.4) denkleminde tiirev alinirsa

(01P — bop) My + (b — b3(r — P)) M + (b3 + ba(r — P)) M3 = 0

elde edilir.Buradan da

blp—bQPIO,
bé_bS(r_P):Oa
bg—i—bg(’f‘—P):O,

esitlikleri elde edilir. Boylece

P 1
by = —by = ————b,,

p r—PpP (3.5)
bg:bg(’f’—P)

denklemi elde edilir. (3.5)’in birinci denkleminde tiirev alinip, ikinci denklemi yerinde

yazilirsa,
— py

bs’e gore diferensiyel denklemi elde edilir.

Eger (3.6) denkleminde p = fg (r — P)dt seklinde degisken degistirilirse

d_p2 +0b3=0 (3.7)

diferensiyel denklemi elde edilir. Boylece (3.7) deki diferensiyel denklemin ¢oziimii,

by = I"cos p(t) + Asin p(t), (3.8)
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biciminde elde edilir.Burada ' ve A sabit katsayilardir. (3.5) and (3.8)’den

P
by = —by = T'sinp(t) — A cos p(t),
p

1 (PY
by = — (E) by =T cos p(t) + Asin p(t).

esitlikleri bulunur. Yukaridaki denklemlerden

I=b (gsinp(t) + f _1 5 (g)/cos p(t)> :
A—b ( 1 ; (£> sin p(t) — gcos p(t)) :

r—P\p

esitlikleri elde edilir ki bu da

o) 2 (2)))

oldugunu gosterir. Boylece

DR (O

ifadesinin sabit oldugunu gostermis olduk. Tersine, (3.9)’daki durum saglansin. Bu du-
rumda j(T,®) = c esitligini saglayan ® sabit birim vektoriinii daima elde edebiliriz.
Birim vektor

P 1 P\’
<I>:TF+—M2+—(—> M,
P r—P \p

seklinde tanimlanirsa her iki tarafin tiirevi alindiginda ®’ = 0 oldugu agikga goriiliir. Bu
durum bize ® sabit bir vektor oldugunu gosterir. Sonug olarak, ¢ egrisi H de bir genel
helistir. m

Simdi kiiresel hareket yardimiyla Kuaterniyonik cati elde edilecektir. Ardindan Kuaterni-
yonik egrinin R* de helis olma karakterizayonlar1 verilecektir. Ilk olarak donme matrisle-
riyle ilgili temel tanim ve kavramlar verilecektir.

R(t) € SO(n) olmak iizere

[RRT(¢)] = [L,]

denklemini saglar. Her iki tarafin tiirevi alindiginda,
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:MT: + [AAT} — [0]

:AAT: _ [AAT

:AAT: _ [AAT

elde edilir. Sonug olarak [A%_l} = [AAT] = [V] tanjant operatorii antisimetriktir. [V]
matrisi, [A(t)] donme matrisinin agisal hiz matrisidir. Simdi SO(3) uzay dénmelerinde,

bir sabit agisal hiz matrisi [V] verildiginde,

diferensiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin bir ¢oziimii,

At) = eVl

ile donmelerin 1-parametreli grubu elde edilir.

Bu iistel ifadeyi farkli bicimde yazarsak,

elde edilir. [V] antisimetrik matrisine kargilik gelen vektor

e = (&1, &9, £3) olmak iizere
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=
I
=
I
(@)
Ll V)
+
n
[N\
+
(@)
C;Jl\’)
= ‘ﬁ
I
=
<
o
3|0
I
\'('b
= |9
I
-
I
Q
[N
o
=
B.
E
w2
o

0 —g f
Q] = g 0 —e | antisimetrik matrisini elde ederiz ve 2+ f2 4+ ¢* = 1dir.
—f e 0
0 —g f 0 —g f —g*—f*  ef eg
[@]=1 g 0 -e g 0 —e|= ef —g¥—€  fg
—f e 0 —f e 0 eg fa —e? — f2
0 —g f —g*—f  ef eg 0 g
@] =[Q]=| ¢ 0 -e ef -g° =  fg =| -9 0
-f e 0 eg fyg —e? — f? [ —e

=1 [@] =[]
9] =9 [0 = (0] [07] =~ [07]
] = @ [0 =~ [0 =[] 2] = (0[] =[] ..

n!
A =1+ oy 0 [0y (”3%)3[\%] ) 24 ) 2 ("gﬁﬁ[?;] ..
o (2 O 0 Y (O oY
a0 = 1+ Y1 o) - S o
At) = ”i(‘””éﬁ)ﬁ;v[ )+ (1 - i(—n"@:) 07

A(t) = I +sin(nt)[Q) + (1 — cos(nt)) [©?]

elde edilirBu [V] acisal hiz matrisinden elde edilen ¢ ekseni ¢evresinde bir donmenin
denklemidir.nt acis1t donme agis1 olmak iizere, cisim ¢ etrafinda 7 sabit a¢isal hiziyla don-

mektedir.
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Ornek 3.2

0 0 k

k€ R — {0} olmakiizere [B]=| 0 0 0 | antisimetrik matrisini olmak iizere

—k 0 0

Bu antisimetrik matristen Cayley formiilii yardimiyla bir ortogonal dénme matrisi olustu-

ralim.

-1

1 0 k 1 0 —k

Ak)=1 0 1 0]|l0 1 0
-k 0 1 kK 0 1
1 0 k 1/ (1+k2) 0 k/(1+4)
At)y=1 0 1 0 0 1 0
k0 1| | —k/(1+E) 0 1/(1+K)
1—k)/(1+K) 0 2%/ (1+K)
Alk) = 0 1 0
k) (14K 0 (1—kY)/(1+4)

det A(k) =1
1—-k)/(1+k) 0 —2k/(1+k)
ve AL (k) = 0 1 0 = A" (k)
2k/ (1 + k%) 0 (1—-k%)/(1+Ek?
oldugundan

A(k) ortogonal bir donme matrisidir. Dénme agis1 ¢ ise
izA—1  1—Fk?

2 14k
ok

sin ¢ = /1 — cos? REpyEL
cos¢p 0 sing
A(k) = 0 1 0
—sing 0 cos¢
32
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A(k), y-ekseni etrafinda ¢ acisi kadar donme yapar.

Simdi A(k) donme matrisinin tanjant operatoriinii(agisal hiz matrisini) bulalim.

—sing 0 cos¢
ARI=| 0 0 0
—cos¢p 0 —sing
V] = A4~ (k)
-—sin¢ 0 coso cos¢p 0 —sing
V] = 0 0 0 0 1 0

—cos¢p 0 —sing sing 0 cos¢

0 01
V= 0 0 0
-1 0 0

elde edilir.

Simdi ise kiiresel hareket ve kuaterniyonik ¢at1 baglantis1 yapilacaktir. Birim kuaterni-
yonlar, kiiresel hareketi tanimlamak i¢in kullanilabilir. Bu konuyu, O.Bothema ve B.Roth
Theoretical Kinematics adli kitabinda ayrintili bir sekilde ele almistir. Kuaterniyonlarla,
donme doniisiimlerinin tanimlanmasi son zamanlarda bilgisayar ve animasyon teknoloji-
lerinde sik¢a kullanilmaktadir.Birim kuaterniyon yardimiyla donme matrisinin kurulmasi
cok daha kolaydir.

S(t) = [ S1 So S3 ] orthogonal matris olsun. SS” = V(t) olacak sekilde agisal hiz
matrisi vardir.Bu agisal hiz matrisine karsilik gelen vektor V (t) = (t) darboux vektorii-

dir. Darboux vektorii

w X s1 = 8,
W X Sy = Sy,
w X 83 = Sy
esitligini saglar.Herhangi bir donme matrisi A i¢in Q = (q1, g2, g3, ¢4) olacak sekilde bir

birim kuaterniyon bulunabilir. Bu birim kuaterniyon

AX = Q(t) x X« O(t) (3.10)
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denklemini saglar. Burada X € R3 vektorii X = (0, A1, A2, A3) kuaterniyon seklinde ta-

mimlanir. Ayrica ” * 7, kuaterniyonik ¢arpim ve Q ise Q kuaterniyonun eslenigidir.

Boylece
2 _ N,
e
2Q(t) * Q(t) = (t),
w(t) .
wy(t) = ,  (birim) (3.11)
lw(®)]
wy
b —
[
Wy X 21 = 29
esitlikleri yazildiginda Frenet formiilleri
/
Wy 0 m 0 Wy
Z1 =1 -m 0 n 21
22 0 -n O 22

bicimindedir. Burada m ve n, {wy, 21, 22} ¢atisina gore egriliklerdir. Bu durumda

wy*x Q@ =N,
21%Q =Y, (3.12)
2ox Q=7
seklinde tanimlanirsa
_ o - - -
Q 0 K 0 0 Q
N| | =K 0 m 0 N
Y N 0 —m 0 n—K Y
i A | I 0 0 K—-n 0 | Z

kuaterniyonik catisi elde edilir. Burada K, m ve n — K, 8(t) = [ Q(t)d¢t olmak iizere /3

kuaterniyonik egrisinin kuaterniyonik ¢atiya gore egrlikleridir (Aksar vd. 2023).

Ornek 3.3
¢:1—E?
t— ((t)
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egrisinin Frenet ¢atis1 {7, X, Y’} olsun.Frenet denklemleri

T 0 ky O T
X' = — ]{31 0 ]{32 X )
Y’ 0 —ko O Y

seklinde olmak iizere ((t) egrinin egrilikleri yardimiyla kuaterniyonik egrinin R* de helis
olma karakterizasyonunu verilecektir. B(t) = [ T XY } ortogonal matris olsun. ¢
egrisinin darboux vektorii

w = kQT+k’1Y

dir.
ko ad _Y (birim)

= T +

olmak tizere,

( X/
C=m
X7
wp = X X 07
(3.13)
f=\/ki + K,
. k() of
(7 (kK3

esitlikleri kullanilarak

!/

wy, 0 g 0 Wy
| =|=g 0 s||-C
X 0 —f 0 X

seklinde ¢ati1 denklemleri elde edilir. g ve f, {w,, —C, X'} catisina gore egriliklerdir.
(Uzunoglu vd. 2016).
p(t) = f Q(t)dt Kuaterniyonik egrisinin egrilikleri i¢in asagidaki karakterizasyonlar ve-

rilebilir. ) oy ;
Wy
’C = — = —
2 2’
f= i+ oo
m=g=of.
\n - f
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elde edilir. (3.14)’deki esitlikler (3.9) denkleminde yerine yazilirsa asagidaki sonucu ve-

rebiliriz.

2 N 2
Sonug 3.3 S(t) = [ Q(t)dt bir helistir ancak ve ancak } (g) + 7 ((5) ) =,
(c e R)

Sonu¢34 ¢:1— E®

ki = pcoso,

ko = psing
olsun. ( sabit precessiyonlu bir egri olsun.Burada %, ve k5 , v egrisinin Frenet catisina
gore egrilikleridir.;c keyfi bir sabittir. (3.10)’ daki esitlikler goz oniine alindiginda f ve g
egrilikleri sabit ¢ikar. Bu da 3(t) = [ O(t)dt egrisinin bir C.C.R egrisi oldugunu goste-
rir. Gergekten /C, m, n egrilikleri sabit olup ayn1 zamanda oranlar1 da sabittir (Monterde

2004).

Sonug 3.5 g = o sabit olsun. Bu durumda, ¢ helistir.(Lancert teoremi)
B(t) = [ O(t)dt, egrisi de R*" de bir C.C.R egrisidir.

Gergekten,

elde edilir.

oldugundan dolay1 5(t) = [ Q(t)d¢t, R* de bir C.C.R egrisidir.
3.3 Minimum Acisal Hizhh Hareket ve Kuaterniyonik Helisler

Bu béliimde R? de verilen bir egri yardimiyla RMM tanimlanacaktir. Bu RMM’ye gore

helis olma karakterizasyonu verilecektir. (¢) C R de bir egri ve {T, N, B} Frenet ¢atist
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olsun. {7, X1, X5}, v egrisi lizerinde RMF olsun. Bu durumda {7T', X, X5} catis1 [ T'd¢
tizerinde bir RMF’dir. Aey; =T = +/(¢) oldugundan A = | T X, X, ] matrisi bize e;
noktasinda yoriingesi 7' olan RMM’yi verir. Boylelikle RMM’nin Darboux vektorii W =

kB ve W, birim vektor olmak tizere W, = B dir. $imdi agagidaki teoremi verebiliriz.
Teorem 3.3 £(s) C R3 helis olmayan bir egri olsun. ¢ iizerinde RMF’ye karsilik gelen
kuaterniyonik egri Q olmak iizere [ Q(s)ds helistir ancak ve ancak

2

1 €1 2 1 €9 ! 9
4(‘)*‘((—) - ¢

Ispat. £(s) egrisi iizerinde RMF’ye karsilik gelen kuaterniyonik egri Q olsun. Bu du-
rumda (3.11) deki esitlikten

olmasidir. (E—f # c)

20(s) * Q(s) = e, B

elde edilir. Buradan da
2|Q(s)|| = e

elde edilir. (3.14) deki esitlikler yardimiyla

€1
K==
27

€1 €1

K= — = ==

T €1 2 2,
k:EQ

elde edilir. m

Ornek 3.4 ~(s) = <\/7§ sin s, %g COS S, %s) helis egrisi igin,
1. ~y(s) nin T tegetler gostergesi i¢in yoriingesi T olan RMM’yi bulalim.
2. BuRMM’ye karsilik gelen Q kuaterniyonunu belirleyelim.

3. Q kuaterniyonik egrisinin kuaterniyonik ¢atisin1 ve egriliklerini bulalim.
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4. W= \/753 icin R* de C.C.R egrisini bulalim.
Coziim

1. Yoriingesi T olan RMM’yi bulalim. v(p) egrisinin Frenet catis1 {T, ", ¥} olmak

V3 V3 .1
T(p) = TCOS[), TSlnp7§ )

uzere,

F(p> = (_ Siﬂp, Cos p, 0)7

1 1 3
X(p) = <—§ cos p, =3 sin p, g)

seklinde bulunur. y(s) egrisinin {T,T", X} catisina gore egrilikleri €; ve €5 olmak

uzere,

esitlikleri saglanir. ¢ = f %dp olmak iizere {T,I", ¥} catis1 T yoriingesi etrafinda
¢ kadar donme yaptiginda olusan {T, Y1, Yy} catist RMF’dir. Burada

Y] = cos pN — sin pB,
Y, = sin pN + cos B

dir. y(s) tizerinde RMF i¢cin R = | —Y, Y; T |, Teorem 3.1 geregince RMM
belirtir. Burada, RMM altinda e3 = (0, 0, 1) noktasinin yoriingesi T dir. {T, Y7, s}

RMF’nin dénme matrisi R(p) olmak iizere matrisi

sin(p) sin (£) + 1 cos(p) cos (8)  — cos (£) sin(p) — & cos(s)sin () ¥ cos(p)

R(p) = | —cospsin (&) + Lsin(p)cos (2) cos(p)cos (2) — Lsin(p)sin (£)  Esinp
Leos () Han () %
(3.15)

seklindedir.

2. (3.15) de verilen R(p) kiiresel hareketine karsilik gelen Q birim kuaterniyonunu

elde edelim. (3.10)’daki esitlik kullamilarak RX = Q(t) * X * Q(t) ve A € R3
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denkleminde gerekli hesaplamalar yapildiginda birim kuaterniyon

V3 py 1 (3p\ 1 30\ V3 .. (p
Q= (7 (5) 3 “(z)a‘m (1)7781“(1)
olarak bulunur.
3. (3.12)’deki metot kullanildiginda, kuaterniyonik c¢ati
o= (Feon(5) g () 3o () P ()
=\|-—cos|~),—zsmn|— ], = — |,—smn|{ —
2 “C\1) 72 1) 2%\ ) g ) |
v (g () e () P (%) e ()
=|—=zsm|(—|,—— — |,———sm|— |,z —
"M\ g) T P\ )T 1) 2%\ |
v (1 @>¢§.3p V3 3p 1.<®
=1 = =), —sm|—|,——— — | ,zsin |-
2 “®\ 1) 2 4 )T P\ )ty )
7 = —ﬁsin (/—)> —l 0S % 1sin 3_/) ECOS <£>
N 2 4)7 2 4 )92 4 )7 2 4

olarak hesaplanir.Simdi ise Q kuaterniyonik egrinin {Q, N, Y, Z} catisina gore e3-

riliklerini bulalim.

)

_ Wl _ v3
K="=,
_ _ 1
k—’i’—ﬁ,
T:/{:\/Tg’
r—K=¥%=K

egrilikleri elde edilir.
Burada IC, k, r — K, Q(p) kuaterniyonik egrisinin egrilikleridir. Sonu¢ 3.5°den

3-boyutlu uzayda kuaterniyonik egrinin egriliklerini agsagidaki gibi bulabiliriz.

K261:T37
F=c =1, (3.16)
T—K203:‘/T§

dir. Burada ¢;, ¢y, ¢3’ler [ Q(p)dp egrisinin Frenet egrilikleridir.

4. R*de C.C.R egirisini elde edelim. (3.16)’da elde ettifimiz egriliklerin oranlar

V3

2

C1

Co
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ve
Co 2

C3 a \/§
oldugundan 3(s) = | Q(p)dp egrisi R*’de bir C.C.R egrisidir. C.C.R egrisi

=50 3 (3) 20 (3) )

bi¢imindedir.3(s) C.C.R egrisinin R? de projeksiyonu sekil 3.1 de gosterilmisgtir.

Sekil 3.1 C.C.R egrisinin projeksiyon goriintiisii
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4. E3 MINKOWSKI UZAYINDA MINIMUM ACISAL HIZLI HAREKET

Bu boliimde 3-boyutlu Lorentz Minkowski uzayinda RMF kullanilarak RMM tanimlana-
caktir. Bu calismanin 3.béliimiinde 3-boyutlu Oklid Uzayinda birim kiire iizerinde RMM
hareketin insas1 i¢in bir metot verildi. Ayrica RMM ve helisler arasindaki iliski incelendi.
Burada da 3-boyutlu Oklid uzay1 ve 3-boyutlu Lorentz Minkowski uzayindaki RMMnin
benzerlikleri ve farkliliklari ele alinacaktir. Tlk olarak Split kuaterniyonlarla donme donii-

stimleri ve uygulamalar1 incelenecek daha sonra RMM’nin inga metodu verilecektir.
4.1 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Split Kuaterniyonlar ile Donme Doniisiimii

Bu kisimda, 3-boyutlu Minkowski uzayinda Birim timelike kuaterniyonlarda donme

konusu ele alinacaktir (Ozdemir ve Ergin 2006)

Do6nme doniisiimiinii temsil etmek i¢in ortonormal matrisler, Euler agilart ve kuaterniyon-
lar gibi kullanilan bir¢cok yontem vardir. Bunlarin arasindan kuaterniyonlar en kullanigh
yontemdir. Ortonormal matrislerle karsilastirdigimizda , bir ortonormal matrisin her
kolonunun birim vektér olmasi ve birbirine dik olmasi gerekti§inden baz1 kisitlamalar
mevcuttur. Bu kisitlamalar, dokuz say1 kullanarak ortonormal bir matris olusturmayi
zorlastirir. Ancak bir birim kuaterniyon kullanilarak kolayca bir donme matrisi olug-
turulabilir. Yani bir doniisii temsil etmek icin dort say1 yeterlidir, dyle ki kuaterniyon

normunun 1’e esit olmas1 gereken tek bir kisitlama vardir.

Kuaterniyonlar Oklid uzayinda bir donme belirtir. Eger ¢ = 0 ise 0 zaman bu dénme r =
(1,0,0,0) kuaterniyonu ile temsil edilir. r = (p, f41, i9, t5) kuaterniyonu kullanilarak bir
donme matrisi elde edilebilir. & , r kuaterniyonuna karsilik gelen donme matrisi olmak

uzere

[+ 13— gy — 15 —2pppts + 200y 2pigpy + 241 dpg
Dr = | 2papig + 20300 1o — pF +p3 — pE 2fiapy — 2041
i fis = 2Hakty 24 flg + 2iapty  pG— [} — 5+ 3

seklinde 3-boyutlu Oklid uzayinda dénme belirtir (Ozdemir ve Ergin 2006).
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Ayrica x, y, z eksenleri etrafinda © agis1 kadar donmeyi ifade eden matrisler :

10 0 cosp 0 sinp
Dy, =| 0 cosp —sinp |, Z,=1]0 10 ve
0 sing cosp —sing 0 cosp

cosp —sing 0
Y,, = | sinp cospo 0
0 0 1

seklinde olacaktir (Ozdemir ve Ergin 2006).
Bu dénme matrislerini sirasiyla r, = (cos— sin 2, 0, 0) = (Cosg,O,sing,O) ve

T (Cos 0,0,sin § ) birim kuaterniyonlar seklinde ifade edebiliriz.

Simdi ise bu kisimda 3 boyutlu Minkowski uzayinda donmeleri gerceklestirmek icin birim
timelike kuaterniyonlarin nasil kullanildigi ve bir doniisii nasil temsil ettigi gosterilecektir.
flk olarak tanimlanacak olan & doniisiimiiniin bir ddnme belirttigini ifade eden bir teorem
verilcektir. Ardindan timlike split kuaterniyonun vektorel kisminin timelike veya space-

like olmasina gére donme tiiriiniin degistigi gosterilecektir. TS ve TS, sirastyla timelike

split ve birim timelike split kuaterniyonlarin climlesini temsil edecektir.

Teorem 4.1 r ve p timelike kuaterniyonlar olsun. Bu durumda

2 : TS — TS, .@T(p) = rpr—?
seklinde tanimlanan 9 doniisiimii, normu, p timelike kuaterniyonun skalar kismini koru-
yan bir lineer doniisiimdiir (Ozdemir 2020).

Ispat.c c Rve q1, qo € S split kuaterniyonlar1 olmak iizere,

Dy (cqi + @) =7 (cqi + q)r ' = (reqir™) + (qq2 771)
c(r

C-@r Ch) + -@r (QQ)

rqir ) 4 (rgert)
(

oldugundan &, doniisiimii lineerdir. &, (p) doniisiimiiniin skaler kismi ,

S <92r(p)> =9 (rpr_l) =5 (r?"_l p) = Sp
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dir.Boylece 9, doniisiimii p kuaterniyonun skaler kismini degistirmez. Ayrica
1Z: @)l = lrpr =1 = Il llie =1 = lplllrr = = llpl
oldugu i¢in 2, doniisiimii normu korur. m
Teorem 4.2 Bir r = ry + r9t + r37 + r4k birim timelike kuaterniyon olmak iizere,
D, R? — R3, Qr(p) = rprt

donme doniisiimiine kargilik gelen matris:

7“% + T% + 7“§ + ri 2r1ry — 271973 —2r1r3 — 2r9Ty
Dr = | 27913 + 2m4m) T2 — 13 — 134+ rd —2ryry — 2ror 4.1)
2rory — 21317 2rory — 2131y r% — r% + T% — ri

dir. Bu matris 27 1*9 = I* ve det9, = (r2+ri—r2—r?)® = 1 esitliklerini saglar.Kisaca,

9, matrisi 3 boyutlu Minkowski uzayinda bir dsnme matrisidir (Ozdemir ve Ergin 2006).

Ispat. 9, lineer doniisiimiine karsilik gelen matris:

~

D=\ -9.) D) D(k)

dir.Bu durumda

~

PD,(i) = rir~!
= (7”1 + T’Q’i + ng —+ 7”4]6)7:(’)“1 — TQi — 7’3j — 7”4]€)
= (7’1@ — To — Tgk + 7’4j)<7’1 — Tgi — 7’3j — 7“4]€)

= ((r% + r% + 7"§ + ri)z’ + (2rarg 4 2ry11)j + (2r9ry — 21371k

Benzer sekilde,

A

D (j) = rgr!
= (r1+rai +13j + rak)j(re — rai — r3j — rak)
= (7"1j+7“2k3-7’3+7’4i)(7’1 —T'Qi —T’3j —T4k3)

= (2riry — 2rors)i+ (r; — 5 —r5 + 1)+ (rf =5 + 05—k
43



olur.Ayni1 sekilde

A

P (k) = rkr™!

= (r1 4+ roi +1r3j + rak)k(ry — rot — r3j — rak)

= (rik —roj —rgi +14)(r1 — roi — r3j — r4k)

= (=2ry7r3 — 2rory)i + (—2rsry — 2rory)j 4+ (X2 — 72 + 02 — Dk
elde edilir. Boylece (4.1) donme matrisi elde edilmis oldu. 7? — r2 + 72 — r? = 1 oldugu
icin det9, = (r2 + r2 — r2 — r2)® = 1 elde edilir. Aym zamanda I* = diag(—1,1,1)
kosegen matrisi olmak iizere, 9T1* 9 = I* oldugundan 9 c SO(1,2) olur dyle ki 2.3
boyutlu Minkowski uzayinda bir donme matrisidir. m
Bir birim timelike kuaterniyonun vektorel kismi spacelike veya timelike olmasi duru-
munda, donme hiperbolik veya kiiresel olur. Eger vektorel kismi bir spacelike vektor ise
r kuaterniyonu hiperbolik donme, eger timelike ise r kuaterniyonu bir kiiresel donme

belirtir.

Teorem 4.3 r = coshiy + p,sinhi) birim timelike kauterniyonu verilsin. Bu kuaterniyo-

nun vektorel kismi spacelike ve ;o null olmayan bir lorentziyen vektor olmak tizere,

~

Do) = rr™!

doniisiimii, 11, spacelike ekseni etrafinda 2v agis1 kadar hiperbolik dénme yapar (Ozdemir

ve Ergin 2006).

Ispat. ilk olarak, {11, ,, it} tigliisiinii alalim. Bu durumda

Ho XL M1 = Hos  Ho XL Ho = —H1, [ XL Mo = Ho

, esitlikleri saglanir. Ayrica  ve i, vektorlerinin gerdigi diizlemde (44, f11); = 0 olacak
sekilde bir p, timelike vektorii bulunur.Boylece jv vektoriiniin timelike veya spacelike

olmas1 durumuna gore sirasiyla

= (coshp)py + (sinhp)py  p = (sinh p)py + (cosh p)py

esitlikleri vardir. Simdi ise @T(u) = rur~! doniigimiintin p, ve p, vektorlerini nasil
degistirdigini gosterelim. Vr vektorel kistm {1 vektoriine paralel oldugundan , ry, = o7

esitligi vardir oyle ki

~

Dy (o) = rpagr™" = porr ™ = g

44



. elde edilir. Bu durum , y, vektoriiniin 9, doniisiimii altinda degismedigini gosterir. Diger

yandan,

Py () =rpr™" = (cosh ) + g sinh ) g, (cosh b — pig sinh )
=1, cosh? ¢ — cosh ¢ sinh ) (1 14) + cosh @ sinh ¥ (pgp,) 4.2)
— (pot) pg sinh® ¢

elde edilir. Bu denklemde ortogonal has split kuaterniyonlar i¢in 4, 14y = 14y X1, pto oldu-

gunu biliyoruz. Ayrica ¢, ¢, (3 Lorentz vektorleri olmak iizere,

— —

51 XL <52 XL 53> = <E1752>L5_ <<1>E3>LC2
0zdesliginden ve ayrica ji, birim spacelike oldugundan

(fokty) po = (Ho XL fy) XL ftg = — iy

elde edilir. Bu esitlik (4.2)’de yerine yazilirsa,

A

Dy (1) = py cosh 2 + py sinh 29

olarak bulnur. Bu durum bize, ;1 Lorentziyen vektoriiniin y, etrafinda 2¢) acis1 kadar hi-

perbolik donme yaptigin1 gosterir (Ozdemir ve Ergin 2006). m

Ornek 4.1 ~ = 3 + i + 3; split kuaterniyonu verilsin. Bu durumda

(a). Split kuaterniyonunu siniflandiralim.

(b). Kuaterniyona karsilik gelen donme matrisini bulalim.

(c). v=(2,2,1) spacelike vektoriinii donme doniisiimiine gore bulalim.
Coziim

(a). r =34 ¢+ 3j kuaterniyonu ig¢in,

2 2 2 2

=94+1-9=1>0

oldugundan r timelike kuaterniyondur.
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(b). r kuaterniyonunun vektorel kismi v, olmak iizere, v, = (1,3, 0) oldugundan,
<UT> U?">L = <(17 37 O)’ (17 37 0)>L
= —149=8>0

oldugundan vektorel kismi spaceliketir. Bu durumda hiperbolik donme s6z konusu-

dur. r kuaterniyonuna karsilik gelen matris (4.1)’den

19 —6 —18
2= 6 -1 —6
18 6 17

olarak bulunur. Ayrica,

r i+ 3j
r=34+i4+3i=3+2V2
/ (2¢§>

oldugundan r timelike kuaterniyonu p, = ( 0) spacelike ekseni etrafinda

L 3
2v27 2v/2?
coshiy = 3 olmak iizere, 2¢) kadar hiperbolik donme yapar.

(©). v=(2,2,1) spacelike vektorii @T doniisiimii altinda ,

19 —6 —18 | | 2 8
Z,0)=1 6 -1 —6 21 =1 4
18 6 17 1 —7

vektori elde edilir.

Teorem 4.4 r = cosy + vysingp birim timelike kauterniyonu verilsin. Bu kuaterniyonun

vektorel kismi timelike ve v null olmayan bir lorentziyen vektor olmak iizere,
D, (v) = rvr!

doniisiimii, v, spacelike ekseni etrafinda 2¢ acis1 kadar donme yapar (Ozdemir ve Ergin

2006).

Ispat. 1k olarak, {vy, v1, vy} ticliisiinii alalim. Bu durumda

Vo X[ V1 = Vg, Vo XpVg=V1, ViX[plVa=—Vg
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, esitlikleri vardir. Ayn1 zamanda v ve v, vektorlerinin gerdigi diizlemde (vg,vq);, =
0 olacak sekilde bir 11 spacelike vektorii bulunur.Boylece v vektoriiniin timelike veya

spacelike olmasi durumuna gore sirasiyla
v = (cosh p)vy + (sinh p)ry v = (sinh p)vy + (cosh p)ry

esitlikleri mevcuttur. Simdi ise @T(V) = rvr~! doniigiimiiniin v ve v, vektdrlerinin nasil
degistigini gosterelim. vr vektorel kisim v vektoriine paralel oldugundan , rvy = vor
esitligini yazabiliriz. Boylece,

~

D (o) =rvor t =verrt =1y

esitligi elde edilir. Bu durum , v vektoriiniin 9, doniigiimii altinda degismedigini gosterir.
Diger yandan,
D, (v1) =rv1r~! = (cos @ + vgsin @) v (cos p — v sin @)
—v, cosh® ¢ — cos @ sin o (V1) + cos @ sin ¢ (vor;) (4.3)
— (vovy1) vosin® ¢
elde edilir. Bu denklemde ortogonal has split kuaterniyonlar icin vy = v X vy oldu-

gunu biliyoruz. Ayrica C:, 52, C;, Lorentziyen vektorler olmak iizere,

- - —

Goxe (621 G) = (GGG — (G G
0zdesliginden ve ayrica v birim timelike oldugundan
(vov1) vo = (Vo X1 V1) Xpvo = —vo X, (Vo X1 v1) = —(Vo, Vo) L1 + (Yo, V1) LVo = V1
elde edilir. Bu esitlik (4.3)’de yerine yazildiginda,

Dy (V1) = 11 €082 + Vg sin 2¢

olarak bulnur. Bu esitlik, ~ Lorentziyen vektoriiniin v etrafinda 2¢ agis1 kadar kiiresel

donme yaptigini ifade eder (Ozdemir ve Ergin 2006). m

Ornek 4.2 Vektorel kismi timelike olan 7 = cosp+ising birim timelike kuaterniyonuna

karsilik gelen donme matrisinin

v = coshti + sinhtk
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timelike vektoriinii 2 acis1 kadar kiiresel donme yaptirdigini gosterelim.
v, vektorel kisim ¢ vektoriine paralel oldugundan , ri = ir esitligini yazabiliriz.Buna

gore,

~

2.(i) =rir ' =irr !t =i

elde edilir. Diger taraftan,

A

D(k) = (cosp + isinp)k(cosp — ising) = kcos 2¢ — j sin 2p

olur. Boylece 2, doniisiimii v vektoriiniin ¢ bilegsenin degistirmezken, £ bileseni —2¢ agis1
kadar ¢ timelike vektorii etrafinda kiiresel olarak donme yapar. Ayrica, r = cosp + isinp

kuaterniyonuna karsilik gelen donme matrisi (4.1)’den
1 0 0
Dy =10 cos2p —sin2yp
0 sin2¢ cos2e

olarak bulunur.
Ornek 4.3
9 8§ —4
A= 8 7 —4
4 4 —1

domme matrisine karsilik gelen birim timelike kuaterniyonunu, donme eksenini ve acisini
bulalim.
3-boyutlu Minkowski uzayinda 3 x 3 tipinde verilen bir ortonormal matrisi i¢in karsilik

gelen birim timelike kuaterniyonunu asagidaki formiille bulabiliriz:

1 1
7’% = —(1+Apa+Agz), 12=-— (42— A23),
4 4ry
1 1
rs = ——4r1 (Aq1,3 + Aq3,1> Ty = 4T1 (Aq271 + Aq1’2>

dir. (r; # 0) Buradan r = (2,1,0,2) birim timelike kuaterniyonu elde edilir. Vektorel

kismi spacelike oldugundan hiperbolik dénme yapar. Yani,

i+ 2k
r:2+¢+2k:2+v§( )
V3
1

oldugundan, r timelike kuaterniyonu p, = (73, 0, \/%) spacelike ekseni etrafinda cosh¢ =

2 olmak tizere, 2¢ kadar hiperbolik donme yapar.
48




Ek olarak, &, donme matrisi olmak iizere, 6zdegeri +1 olan birim 6zvektorin donmenin

ekseni olarak tanimlanan i, birim vektoriine esit oldugunu bulabiliriz. .@rm ve cosh? %

sinh2§ = 1 veya COSQ§ + sin2§ = 1, denklemleri kullanilarak donme acist olan ¢
bulunur.
Ornek 4.4
9 1
i 72 g
B=|-1 1 -1
7 1
-1 2

domme matrisine karsilik gelen birim timelike kuaterniyonunu, donme eksenini ve acisini
bulalim.

Bu matrisin 6zdegerlerinden birisi +1 oldugundan yukaridaki metot kullanilabilir. Soyle
ki dzdegeri +1 olan 6zvektor ayn: zamanda donme ekseni p, dir. Dolayistyla donme

ekseni p, = (2,1, —2) elde edilir. , spacelike vektor oldugundan, kargilik gelen birim

r=d= (COSh ¢ + f1p sinh ?)

bigimindedir. Diger taraftan By ; = 7 + 173 + 12 + 13 = 9 denklemi ve

timelike kuaterniyonu

r=4+ (coshg + (2,1, —2) sinh ?) (4.4)

cosh? (%) + 98mh2( > = %
cosh2< ) — sinh? (%) =1

denklemleri taraf tarafa iglem yapilirsa,

()3 n(l)-

elde edilir. Bu esitlikler (4.4)’de yerine yazilirsa

esitligi yerine yazilarak,

_ 4 ( 3 2 1 —2)
B VERRVERVEIRVE
birim timelike kuaterniyonu bulunur. Ayrica r timelike kuaterniyonu g, spacelike ekseni
etrafinda,

— ocosh [ =2
¢ = 2cosh (2\/5>

acis1 kadar hiperbolik donme yapar.
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4.2 [E? Minkowski Uzaymnda Minimum Agsal Hizh Hareketin (RMM) Insas

Bu béliimde 3-boyutlu Lorentz-Minkowski uzaymda minimum acisal hizli cati (RMF)
yardimiyla minimum agisal hizli hareket (RMM) tanimlanacaktir. Lorentz birim kiire
tizerinde verilen bir egrinin spacalike veya timelike olmast durumuna gére RMM incele-
necektir. Ayrica 3-boyutlu Oklid uzayindaki RMM ile 3-boyutlu Minkowski uzayindaki

RMM arasindaki benzerlikler ve farkliliklar ortaya konulacaktir.

Bu boliimde RMM ’nin ingasi igin 2 durum incelenecektir. Oklid uzay1 igin yapilan ¢alis-
malarin benzer sonuglart burada da elde edilecektir. 3-boyutlu Lorentz-Minkowski uza-

yindaki birim kiireler,

St={(61,€8&) i+ &+ =11 Hy={(§,&,8) €& +&+&=-1}

olmak iizere, bu kiireler iizerinde verilen bir egri icin RMM’nin ingas1 verilecektir.
4.2.1 S? Uzerinde Minimum Acisal Hizl Hareket

Bu kistmda S? kiiresi iizerinde timelike veya spacelike egriler dikkate alinacaktir. S kii-

resi iizerinde verilen bir timelike egrinin RMM’si asagidaki teoremle verilecektir.

Teorem 4.5 £(t), S lizerinde bir timelike egri olsun. {£(¢), T'(t), S(¢)} yiizey iizerinde
Darboux catist olsun. Ayrica {&,I'1, T} tigliisii [ £(¢)dt boyunca RMF olsun. Bu du-
rumda ydriingesi £(t) = 2(¢)e; olan bir egri i¢in 2((¢) bir RMM’dir. Burada e; = (1,0, 0)
ve 2((t) , 3 x 3 tipinde bir matris belirtmek iizere () = [ £ Ty Ty

Ispat. ¢ C S? regiiler bir egri olsun. ¢ noktasindaki teget vektorii 7'(t) = ||5/(t) olmak

gl
lizere,

€Or=-+6+&=1
esitliginden &(t) bir spacelike vektordiir. (T',€);, = 0 oldugundan 7' timelike vektor-
dir. S = ¢ xp T esitliginden S spacelike vektordiir. £(¢) egrisi i¢in ortonormal cati

{&(t), T(t), S(t)} olmak iizere tiirev denklemleri,

¢'(t) 0 m 0 §(t)
Tty |=|m 0 —n T(t) (4.5)
S'(t) 0 —n 0 S(t)



dir. Burada {£(t),T'(t), S(t)} ortonormal ¢atis1 § X, T'= S, T'xp, S =¢, Sxp & =-T
esitliklerini saglar. Ayrica geodezik egriligi n/m = k, dir. Burada ||’ (¢)|| = m dir. Ayrica
{&(t), T(t),S(t)} catih kiiresel hareketin Darboux vektorii ise # = —n&(t) — mS(t)

dir.Ayn1 zamanda bu kiiresel hareketin agisal hizi,
17 ()]l = Vn? +m? (4.6)

dir. T ve S vektdr alanlari () etrafinda ¢ = — [ n(t)dt agis1 kadar donme yaptiginda
{£,Tq, Ty} catist elde edilir.Buradan

I’y = cosh(¢)T + sinh(p)S,

4.7)
I'y = sinh(y)T" + cosh(p)S
seklinde yazilabilir. Daha sonra (4.7)’de her tarafin tiirevi alindiginda,
Iy = m cosh(p)¢(t),
' (4.8)

[ = msinh()&(t)
elde edilir. Boylece {£,T'y, T2} catst, [ £(¢)dt egrisi boyunca bir RMF’dir. Bu ¢atinin

tirev denklemleri,

g'(t) 0 mcosh(¢) —msinh(p) £(t)
[y(t) | = | mecosh(yp) 0 0 Iy (t) (4.9)
Y (t) m sinh(yp) 0 0 [y (t)

seklindedir. {&, Ty, T's} ¢atisina kargilik gelen hareketin Darboux vektorii

—~

W (t) = —msinh(p)l'y + m cosh(p)ly (4.10)

olarak bulunur. (4.7)’deki I'; ve I'5, (4.10)’da yerine yazilirsa

—~

W (t) = mS(t) @.11)

elde edilir. 24(t) = [£(t), —', I';] hareketin acisal hizi

—~

|7 ()] = m (4.12)

olarak bulunur. (4.6)’dan ||# (t)|| = v/n?+ m? oldugundan ||7//\(t)|| < ||[#(t)| elde
edilir. Bu durum RMF’nin agisal hizinin minimum oldugunu gosterir. Sonug olarak,
A(t) = | ¢ —Ty Ty |, S7 tizerinde e; = (1,0,0) noktasinda yoriingesi £() olan bir

RMM’dir. m
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Ornek 4.5 T ¢ S? timelike bir egri olmak iizere,

T=7"() = (% sinh ¢, % cosh t, %)

verilsin. $imdi e; = (1,0, 0) noktasinda yoriingesi Y (¢) olan RMM’yi bulalim. ilk olarak

verilen egri iizerinde ortonormal catiy1 insa edelim.

1 1
T'(t) = (— cosht, — sinh ¢, 0
\/i J \/§ ) ?

1 1 L
T’ t = —_ = h2t —51 h2t =
(@)1l \/’ peosiit g sm e
T'(t
Ty = m = (cosht,sinht,0),
—eq €9 €3

1
ST:TXL’TT:E sinht cosht 1

cosht sinht 0

1
St = —=(sinht, cosht, —1)

V2
esitlikleri elde edilir. Diger taraftan S%. = —nTy oldugundan n = _\/Li olarak elde edilir.
T = \%TT oldugundan m = \% olarak bulunur. Y egrisinin {1, T, Sy} catisinin Dar-

boux vektorii # olmak iizere

WXLT:T,,
W xp Ty =Ty, (4.13)
W xSy = S%

esitliklerini saglar. (4.13) kosullarini saglayan Darboux vektorii ise

1 1
=—T-—=5
VRV
dir. {Y, T, Sy} catisinin Darboux vektorii #/, (4.5) denklemini saglar. Burada hareketin
agisal hiz1 || (t)|| = 1 dir.

V4 (4.14)

Ty ve Sy vektor alanlart Y(¢) etrafinda ¢ = — [n(t)dt = [ \/Lidt acist kadar donme
yaptiginda Darboux vektor alani catist { Y, 'y, 'y } elde edilir. Bu catinin Darboux vektorii

(4.11)’den W =mS = \/%S olarak bulunur. Hareketin acisal hiz1 ise (4.12) geregince
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o~ o~

|7 ()] =m = \/% elde edilir. Buradan || 7/ (t)|| < || (t)|| oldugu agik¢a goriiliir. Bu
durum RMF’nin agisal hizinin minimum oldugunu gosterir. Teorem 4.5.’den, A(t) =
[ ¢ —I'y Ty | hareketinin S7 birim kiire iizerinde e; = (1, 0,0) noktasinda ydriingesi

T (t) olan bir RMM oldugu gosterilmistir.

Simdi ise S? birim kiiresi iizerinde verilen bir spacelike egri igin asagidaki teorem verile-

cektir.

Teorem 4.6 X.(t), S? iizerinde bir spacelike egri olsun. {X(¢), T'(¢), S(¢)} yiizey iizerinde
Darboux ¢atist olmak iizere, {3, ITy, ITo } tigliisii [ 3(¢)d¢ boyunca RMF olarak verilsin.
Bu durumda yoriingesi X(t) = B(t)e; olan bir egri i¢in B(¢) bir RMM’dir. Burada e; =
(1,0,0) ve B(t) , 3 x 3 tipinde bir matris belirtmek iizere A(t) = | ¢ —II, II, ] dir.

Ispat.
Y C 5% regiiler bir egri olsun. ¢ noktasindaki tanjant vektorii 7 = % olmak {izere,
We have

(5,0, =¥+ 4+82=1

denkleminden I spacelike vektordiir. (7',3); = 0 oldugundan T spacelike vektordiir.
S =3 xp T esitlidi geregince S timelike vektordiir. ¥(¢) edrisine gore ortonormal gati

{X(¢),T(t),S(t)} olmak iizere bu ¢atinin tiirev denklemleri

(¢ 0 m 0 (t)
Tt) | = | —m 0 n T(t) (4.15)
S'(t 0 n O S(t)

)
seklinde yazilabilir.Burada {X(¢), T'(t), S(t)} catisi,

EXLT:—S, TXLS:E,SXLE:T

denklemlerini saglar. (4.15)’de verilen kiiresel ¢atinin geodezik egriligi n/m = k, dir.
Ayrica ||X(t)|| = m esitligi mevcuttur. Diger taraftan {X(¢),7(¢), S(t)} catili kiiresel

hareketin Darboux vektor alani ise

W (t) = —nS(t) + mS(t) (4.16)
53



dir. Burada %/ (t) Darboux vektor alani (4.13)’deki kosullari saglar. Bu durumda kiiresel

hareketin acisal hizi

17 (O = /|n? —m?| (4.17)

olarak bulunur. 7" and S vektdr alanlar1 X(¢) etrafinda ¢ = — [ n(t)dt agis1 kadar donme
yaptiginda {3, IT;, T1o} catis1 elde edilir. Buradan,

IT; = cosh(¢)T + sinh(¢)S,

(4.18)
[Ty = sinh(¢)T + cosh(¢)S
elde edilir. Burada (4.18)’de her iki tarafin tiirevi alinirsa,
[T} = m cosh(¢)X(t),
' (4.19)

[T, = —m sinh(¢)%(¢)
olarak bulunur. Boylece {X, II;, IIo} catis1, [ X(¢)d¢ egrisi boyunca bir RMF dir. Bu ¢a-

tinin tiirev denklemleri

¥(t) 0 m cosh(¢) —msinh(¢) ()
I,/(t) | = | mecosh(¢) 0 0 I, (t) (4.20)
11,/ (¢) —msinh(¢) 0 0 II5(t)

bicimindedir. {¥, IT;, 15} ¢atisina kargilik gelen Darboux vektorii

—~

W (t) = —msinh(¢)Il; + m cosh(¢)IIy (4.21)

olarak hesaplanir. (4.18)’deki denklemler (4.21)’de yerine yazilirsa

—

W (t) = mS(t) (4.22)

elde edilir. {3, [Ty, I, } ¢atisina kargilik gelen hareketin agisal hiz,

—~

7 ()] = m (4.23)
olarak hesaplanir. Burada iki durum s6z konusudur:

« Eger |n| < v/2|m| ise bu durumda || 7 (¢)| < ||77(t)|| esitsizligi elde edilir. Bu du-
rumda {X, IT;, IT, } catist RMF olarak secilmesine ragmen, {¥(¢), T'(t), S(t) } ¢atisi

RMF olmugtur. Ciinkii, {X(¢), 7'(t), S(t)} catisina karsilik gelen agisal hiz degeri,
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{3, 11,15} ¢atisinin agisal hiz degerinden kiigiiktiir. Sonug olarak, S? iizerinde

secmeliyiz.

« Eger |n| > v/2|m| ise bu durumda ||7ﬁt)|| < ||# (t)]] esitsizligi elde edilir. Burada
{%,I1;, I} catisinin agisal hizt minimum oldugundan {X, II;, IT5} ¢atist RMF ol-

mustur.

Ornek 4.6 o C S? spacelike bir egri olsun.

0= o(t) = (1,v/2cost,V2sint)
seklinde verilsin. e; = (1,0, 0) noktasindaki yoriinge egrisi o(¢) olan RMM’yi bulalim.

Ik 6nce verilen egri iizerindeki ortonormal catiy1 olusturalim.
o'(t) = (0,—v2sint, V2 cost),
10/ (t)|| = V/2sin?t + 2cos?t = /2,

= ) = (0, —sint, cost),
lor(®)]
—eq €2 €3
S=ox;T=| 1 +/2cost 2sint
0 —sint cost

S = (=2, —cost, —sint)
esitlikleri elde edilir. Diger yandan S’ = —nT oldugundan n = 1 elde edilir. Ayrica
o = mT oldugundan m = v/2 olarak hesaplanir. Béylece,

o(t) = V2T,
T =20+ 5,
S'=-T

esitlikleri ve (4.15) dikkate alindiginda ortonormal ¢ati

o'(t) 0 V20 o(t)
Tt | =| —vV2 0 1 T(t) (4.24)
S'(t) 0 1 0 S(t)
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seklinde yazilabilir. {o, T, S} ¢atisina kargilik gelen hareketin Darboux vektorii ise
Q=—o+28 (4.25)

olarak hesaplanir. Bu hareketin agisal hizi ise [|Q(¢)|| = /|1 — 2| = 1 dir.

T ve S vektdr alanlart o(t) etrafinda ¢y = — [n(t)dt = — [dt acist kadar dénme
yaptiginda Darboux vektor alaninin gatist {o, 11,115} elde edilir. Bu ¢atinin Darboux
vektorii (4.22)’den Q = mS = /28 olarak bulunur. Hareketin acisal hiz1 ise (4.23)
den [|Q(#)]] = m = /2 elde edilir. Burada |n| < v/2|m| kosulu saglandigindan yani
1 < 2 oldugundan ||Q(t)|| < [|Q2(¢)|| elde edilir. Sonug olarak,
{o0,T(t),S(t)} catis1 [ o(t)dt egrisi boyunca RMF’dir.

Q(t)]| agisal hizina sahip

4.2.2 MH? Uzerinde Minimum Acisal Hizh Hareket

Bu kistmda HZ birim kiiresi lizerinde spacelike egriler iizerinde ¢aligilacaktir. Ciinkii hi-
perbolik kiire iizerinde sadece spacelike egriler yatmaktadir. 2 birim kiiresi iizerinde

verilen bir spacelike egrinin RMM’si agagidaki teoremle gosterilecektir.

Teorem 4.7 ®(s), H iizerinde spacelike bir egri olsun. {®(s), T'(s), S(s)} Darboux ¢a-
tistolsun. {®, =y, Z,} catistise [ ®(s)ds egri boyunca RMF olsun. Bu durumda yoriinge
egrisi d(s) = D(s)e; olan bir egri icin D(s) = [ & =, =, } bir RMM’dir. Burada
er = (1,0,0) ve ©(s) , 3 x 3 tipinde bir matris olmak tizere D(s) = [ o —=, =, ]

dir.
Ispat. ® = ®(s) C H regiiler bir egri olsun. s noktasindaki teget vektorii T'(s) = %

olmak iizere,

(@, )y = —0F + @3 + 0} = —1

esitliginden ® bir timelike vektordiir. (T, ®);, = 0 oldugundan T spacelike vektordiir.
S = & x T denkleminden S spacelike vektordiir. ®(s) egrsinin ortonormal ¢atisi

{®(s),T'(s),S(s)} olmak iizere,

P'(s) 0 & 0 D(s)
T'(s) | = ea 0 e T(s) (4.26)
S'(s) 0 —e 0 S(s)
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seklinde yazilabilir. Burada {®(s), T'(s), S(s)} ortonormal ¢atist
(I)XLT:S, TXLS:—@, SXL@:T

esitliklerini saglar. Bu catinin geodezik egriligi ¢¢ = k, dir. Difer taraftan [|®'[| = €
esitligi saglamir. {®(s), T (s), S(s)} catil kiiresel hareketin Darboux vektorii ise 2(s) =

€2®(s) + €,.5(s) dir.Bu kiiresel hareketin agisal hiz1 ise

125(s) [ = +/Ief — €3] (4.27)

dir. T and S vektor alanlar1 ®(s) etrafinda @ = — [ e3(s)ds agis1 kadar dsnme yaptiginda

{®, =, E,} catisi elde edilir. Buradan,

= = cos(0)T + sin(0)S,

(4.28)
Ey = —sin(0)T + cos(0)S
elde edilir. Burada (4.28)’de her iki tarafin tiirevi alinirsa,
—/
=1 = €1 cos(0)P(s),
: (4.29)

=, = —e sin(0)d(s)
olarak hesaplanir. Boylece {®, =, =5} ¢atisi, [ ®(s)ds egrisi boyunca bir RMF’dir. Bu

catinin tiirev denklemleri

d'(s) 0 €1 cos(f) —e; sin(6) D(s)
Z4(s) | = | ercos(h) 0 0 Z1(s) (4.30)
=5/(s) —e sin(6) 0 0 =5(s)

seklinde yazilabilir. {®, =, =} catisina karsilik gelen Darboux vektorii

—~

W(s) = €1 sin(0)=; + € cos(f)=y (4.31)

elde edilir. (4.28)’deki denklemler (4.31)’de yerine yazilirsa

o~

W(s) = €15(s) (4.32)
elde edilir. {®, =, =5} catisina karsilik gelen hareketin agisal hizi,
120(s)]| = &1 (4.33)

olarak bulunur. (4.27)'den [|20(s)|| = /[ — €] oldugundan ||20(s)|| < [|20(s)|| esit-
sizligi elde edilir. Burada iki durum s6z konusudur:
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* Eger |e;| < V/2|e;| ise bu durumda ||20(¢)|| < H@(zﬁ)” esitsizligi elde edilir. Bu
durumda {®, IT;, IT, } catist RMF olarak se¢ilmesine ragmen, {®(t), 7'(¢), S(t) } ¢ca-
tist RMF olmustur. Ciinkii, {®(¢),7(¢), S(¢)} catisina karsilik gelen agisal hiz de-

geri, {®, 11, T1,} catisinin agisal hiz degerinden kiigiiktiir. Sonug olarak, H? iize-

olarak se¢meliyiz.

« Eger |es| > v/2|€| ise bu durumda H@(t)“ < ||28(¢)|| esitsizligi elde edilir.
Burada {®, 11,115} ¢atisinin agisal hizt minimum oldugundan {®, I1;, 15} catist
RMF olmustur.

Ornek 4.7 o C H? spacelike egrisi

o=p(s)= (\/3, V2 cos s, V2sin s)

olmak iizere, e; = (1,0, 0) noktasindaki yoriinge egrisi  olan RMM’yi elde edelim. Tlk

olarak verilen egri iizerinde ortonormal ¢atiy1 bulalim.

p/(S) _ (O7 _\/§sin5, \/50055)7

¢’ (s)|| = V/2sin2s + 2cos?s = /2,

/
- P () = (0, —sin s, cos s),
o7 ()l
—€1 €2 €3
S=pxT= \/§ \/§coss 2sin s
0 —sin s coS §
S = (—=V2,—V3cos s, —V/3sin s)
esitlikleri bulunur. Diger taraftan S’ = —e;T oldugundan

S = —/3(0, —sin s, cos s) = —V/3T

denkleminde ¢5 = v/3 olarak bulunur.
Ayrica @' = €T oldugundan,

¢'(s) = (0,—V2sin s, V2 cos s) = V2T
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denkleminden ¢; = /2 olarak hesaplanir. Boylece,

p,(s) = \/§T’
T' =20+ V38,
S’ = —V3T
esitlikleri yazilabilir. Bu esitlikler (4.26)’da yerine yazilirsa

¢/ (s) 0 V2 0 || ol
Ts) | =1 vV2 0 V3 T(s) (4.34)
S'(s) 0 —v3 0 S(s)

ortonormal cati elde edilir. {p, T, S} catisina karsilik gelen hareketin Darboux vektorii
ise
W = V2p +V3S (4.35)

olarak yazilir. Bu hareketin agisal hizi Darboux vektoriiniin normuna esittir. Buradan
da |(s)| = /|—3+2] = 1 elde edilir. T ve S vektor alanlari p(s) etrafinda
0 = — [ea(s)ds = — [ /3ds agis1 kadar dsnme yaptiginda Darboux vektor alaninin ca-
tist {, =1, =2} olarak bulunur. Bu ¢atinin Darboux vektorii (4.32)’den @(s) =6 5(s) =
/28 olarak bulunur. Dolayistyla bu ¢atiya karsilik gelen hareketin acisal hiz1 (4.33)’den
||®(s)|| = ¢; = /2 olarak hesaplanir. Burada |e5| < v/2|e;| kosulu saglandigindan yani
V/3 < 2 oldugundan ||20|| < H@(t)H elde edilir. Sonug olarak, ||20] agisal hizina sahip
{p,T(t),S(t)} catis1 [ p(t)dt egrisi boyunca RMF’dir.

4.3 [E? Minkowski Uzayinda Kiiresel Hareket ve Kuaterniyonik Helisler

Bu kisimda E? Minkowski uzayinda kiiresel hareket ve kuaterniyonik gat1 arasindaki iligki
gosterilecektir. Burada Oklid uzayindan farkli olarak Split kuaterniyonlar kullanilacaktir.
Split kuaterniyonlar yardimiyla 3 boyutlu Minkowski uzayinda donme doniisiimleri ince-
lenbilir. Yani birim hiperboloidaler {izerindeki hareketleri split kuaterniyonlar yardimiyla
incelemek miimkiindiir.

At) = [ a; as as } matrisi 3 x 3 tipinde orthogonal matris olsun. AA~! = Q(t)
olacak sekilde agisal hiz matrisi vardir. Bu agisal hiz matrisine kargilik gelen vektor

Q(t) = @(t) darboux vektoriidiir. Darboux vektorii
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w X a; = aj,
W X1 ag = ay,
w Xy az = ag
esitliklerini saglar. E3 Minkowski uzayinda herhangi bir ddnme matrisi ¢/ i¢in & =

(s1, S92, 3, 54) olacak sekilde bir birim split kuaterniyon bulunabilir. Bu birim split ku-

aterniyon

Uji = S(t) * ji x S(t) (4.36)

denklemini saglar. Burada fi € R3 vektorii ji = (0, ptq, o, f13) split kuaterniyon seklinde

tammlanir. Ayrica” * 7, split kuaterniyonik ¢arpim ve S ise S kuaterniyonun eslenigidir.

Boylece
S
— = Ma(),
ISl
2S(t) * S(t) = 3(¢),
lo()]l = 2IS®)], i3
.37)
() . (
wyp(t) ,  (birim)
lw (@)
wy
- tla
ey
wp Xty =1
esitlikleri yazildiginda Frenet formiilleri
/
Wy 0 k 0 Wy
21 = —K 0 T 11
tg 0 —7 0 tQ
bicimindedir. Burada x ve 7, {wy, t1,t2} catisina gore egriliklerdir. Bu durumda
Wy * S = M17
t1 xS = My, (4.38)
tg xS = ./\/lg

seklinde tanimlanirsa
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(s ] [ o & o o |[ s |
M| | -K 0k 0 M,
Mol o =k 0 r-K || M
Mo | [0 0 K—r 0 || My

kuaterniyonik catisi elde edilir. Burada K, k ve r — K, v(t) = [ S(t)dt olmak iizere ~

kuaterniyonik egrisinin kuaterniyonik catiya gore egrlikleridir.

Ornek 4.8 v = ~(t) = (1,v/2cost, \/2sint) C S? bir spacelike egri olmak iizere, yo-
riingesi (t) olan RMM’yi elde edip bu harekete kargilik gelen Q split kuaterniyonunu
belirleyelim.

Bu egri iizerindeki ortonormal cat: Ornek 4.6’dan
~'(t) = (0, —v/2sint, V2 cost),
17/ (t)|| = V2sin2t + 2cos?t = V/2,

4 () = (0, —sint, cost),
v @)
—eq €9 e3
S=vx,T=| 1 +2cost 2sint
0 —sint cost

S = (—V/2,—cost, —sint)
seklindedir. Buradan n = 1 ve m = /2 elde edilir. {v,7,S} catisina karsilik gelen
hareketin agisal hizi ||w(¢)|| = 1 dir. T ve S vektor alanlar1 () etrafinda ¢ = — [ dt agis1
kadar donme yaptiginda olusan catiya karsilik gelen hareketin acisal hizi ise || ()| = /2
olarak bulunur. Burada RMF olarak {v, 7, S} catisin1 almaliyiz. Bu durumda U(t) =
7(t)es olmak tizere yoriingesi (t) olan U(t) hareketini, U (t) = [ -S v T } seklinde

yazabiliriz. Buradan da

V2 1 0
U(t)=| cost +2cost —sint (4.39)
sint \/§ sint cost
bi¢iminde yazilir. U (t) hareket matrisi det U(¢) = 1 ve UTT*U = I* kosullarini saglar.

Burada, I* = diag(—1, 1, 1) kdsegen matrisidir.
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U (t) hareketine kargilik gelen birim timelike split kuaterniyonu & = (s, s, 53, S4) olmak

iizere, (4.1)’den
V1+vV2V1 + cost
2 )
V14 \/5\/1 —cost
2 b
v1—cost (4.40)
2v/1+2
~ V1+cost
2V 1+ V2 )

S1 =

S9 =

S3 —

S4

biciminde hesaplanir. Yani,

oI+ V2 21442
(4.41)

elde edilir. Bu durumda (4.37)’deki esitlikten ||w(t)| = 2||&(t)|| saglandigim gosterelim.

- N (\/1+\/§\/1—|—C08t V1421 —cost +/1—cost \/1—|—00st>
B 2 ’ 2

Simdi & = (sy, s2, S3, 54) birim timelike kuaterniyonunun ¢ ye gore tiirevini alalm. Bu

durumda,
. \/1+\/§\/1—cost\
S1 — — s
4
, 1+ V21 + cost
So = ;
4
. v 14 cost (4.42)
§3 = ———F—,
41 ++/2
. v1—cost
Sy = ———
4V1+2 )

olarak bulunur. $imdi de G(t) = ($1, 2, $3, $4) kuaterniyonunun normunu hesaplayalim.

16(t)| = /42 + 82 — 52 — &2 oldugunu biliyoruz. (4.42)’deki denklemlerin karelerini

alindiginda,
5 (14+v2)(1 —cost) )
ST =
1 16 )
2 (14 v/2)(1 + cost)
2 )
16
.9 1+ cost (4.43)
85 = ———rr,
°16(1+ V2)
o 1 —cost
S = —————
16(1 4+ v/2) )
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elde edilir. Bu esitlikleri birim timelike kuaterniyonunda yerine yazilirsa,

IS = \/57 + 83— 82 — &3
_\/(1—|—\/§)(1—C08t)+(1+\/§)(1—|—C08t> 1+ cost 1 —cost

16 16 16(1++/2)  16(1 ++/2)
(T +V2)(1 — cost) n (1+v2)(1 + cost) ~ l+4cost  1-—cost
. 16 16 16(1++2)  16(1++2)
14v2 h ] g
8 8(1+v2)
1 +v2 1
8 8(1++/2)
1
42
(4.44)
olarak bulunur. Bylece & = (sy, 52, 53, 54) kuaterniyonu ||w(t)|| = 2||&(t)|| denklemini

saglamis oldu.
Simdi de & = (s, S9, S3, S4) birim timelike kuaterniyonunun Teorem 3.2’ den bir genel
helis oldugunu gosterelim. ilk olarak (4.38)’daki denklemler yardimiyla kuaterniyonik

catiy1 olusturalim. Gerekli hesaplamalar yapildiginda,

S = V1+v2vT Fcost V1421 —cost _\/1—cost \/1+cost>
2 ’ 2 D 2V14v2 21 v2)
o, — _mmymm’_m’_m)
4 4 AWVI+V2 4/1+2
oM, — _\/r\/i\/m7_m\/l—cost7\/l—cost,_\/m>
8 8 8V1+v2 8V1++2
oM, — mm’_m\ﬂ%—mst, \/1+cost’ \/1—cost>
16 16 161+ v2 16V/1++2

elde edilir. Simdi ise & kuaterniyonik egrinin {&, 01;, My, M3} catisina gore egrilikle-

rini elde edelim. (3.14)’e gore hesaplandiginda,

(p_ Il _1
2 2
p=T1=12,
(4.45)
r=r=1,
1
\7’ — P = E



egrilikleri elde edilir. Burada P, p ve r— P, §(t) = [ S(t)dt olmak iizere § kuaterniyonik

egrisinin kuaterniyonik catiya gore egrlikleridir. Teorem 3.2’den elde edilen egrilikler,

) m (5)) -

denkleminde yerine yazilirsa,

() - () =5

elde edilir. Teorem 3.2 geregince §(¢) = [ S(t)dt egrisi kuaterniyonik helistir. Ayrica R}
de C.C.R egrisini elde edelim. (4.45)’de elde ettigimiz egrilikleri,

( 1
chlz

57
p:C2:\/§7

seklinde yazarsak,

C1 \/§ Co 9 \/5

= — (& —_— =

c; 4 3
oldugundan §(t) = [ S(t)dt egrisi bir C.C.R egrisidir. §(¢) egrisinin R} de projeksiyonu
Sekil 4.1°de gosterilmigtir.

Sekil 4.1 C.C.R egrisinin projeksiyon goriintiisii
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5. TARTISMA VE SONUC

Hareketler konusu bilgisayar destekli programlarda,kinematik, fizik gibi bir¢cok alanlarda
onemli bir yere sahiptir. Robot kinematiginde, robot hareketlerinin minimum acisal hizla
verilmesi kolaylik saglamaktadir. Bu tez calismasinda Oklid uzayinda minimum acisal
hizli ¢ati (RMF) yardimiyla minimum agisal hizli hareket (RMM) elde edilmistir. B Jiittler
Rotation minimizing spherical motions adli caligmasinda RMM’nin ingast i¢in birim ku-
aterniyonlar1 kullanmigtir. Bu calismada ise yeni ve farkli bir metot verilmistir.Bu ac¢idan
onemlidir. Diger taraftan, RMF ye karsilik gelen kiiresel hareketin acisal hizinin mini-
mum olmast durumunda hareketin RMM oldugu gosterilmistir. Buna ek olarak kiiresel
cati hareketine karsilik gelen birim kuaterniyonlar yardimiyla kuaterniyonik helis veya
C.C.R egrisi olma karakterizasyonlar1 verilmistir. Daha sonra elde edilen sonuclarla ilgili
ornekler iizerinde uygulamalar1 gosterilmistir. Tezin diger boliimlerinde Oklid uzay1 icin
yapilan calisma 3 boyutlu Minkowski uzayinda yapilmistir. Burada 3 boyutlu Oklid uza-
yinda RMM insa edilmesindeki yontem kullanilmistir. Lorentziyen birim kiire iizerinde
verilen bir egrinin spacelike ya da timelike olmasi durumuna gore Minkowski uzayinda
RMM elde edilmistir. Buna ek olarak 3-boyutlu Minkowski uzayinda split kuaterniyon-
lar yardimiyla donme doniisiimleri incelenmistir. Burada E? Minkowski uzayinda birim
timelike kuaterniyonlarda donmeler ele alinmistir. Split kuaterniyonlarin 3 boyutlu Lo-
rentz uzayinda donmelere karsilik geldigi ifade edilmistir. Ayrica verilen birim timelike
kuaterniyonu i¢in vektorel kismi timelike veya spacelike olmasi durumuna gore sirasiyla
kiiresel veya hiperbolik donmeye karsilik geldigi belirtilmistir. Daha sonra elde edilen so-
nuclarla ilgili 6rnekler tizerinde uygulama yapilmistir. Bunun yani sira, Minkowski uza-
yinda, kiiresel harekete karsilik gelen birim split kuaterniyonlar yardimiyla kuaterniyonik
helis olma karakterizasyonlar1 incelenmistir. Gelecekteki calismalarda Galile uzayinda
minimum agisal hizli hareketler elde edilebilir. Dahas1 elde edilen bu sonuclar dual uza-

yinda da incelenebilir.
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