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OZET

GAMA FONKSIYONUNUN BiR PARAMETRELI DEFORMASYONU VE
ILGILI BAZI ESITSIZLIKLER

Yesil Cakmak M., Aydin Adnan Menderes Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii,
Matematik Programi, Yiiksek Lisans Tezi, Damisman: Prof. Dr. Inci Ege, Aydin,
2024.

Amac¢: Bu calismada, gama fonksiyonu ve gama fonksiyonunun bir parametreli
deformasyonu (v-genellemesi, v-analogu) olan v-gama fonksiyonunun tanimi, 6zellikleri
ve aralarindaki iligkilerin incelenmesi ve gama fonksiyonunun v-analogunu iceren bazi
esitsizliklerin verilmesi amaglanmaktadir.

Materyal ve Yontem: Konu ile ilgili yazilmis tim makale ve Kkitaplar
arastirmanin materyalleridir. Arastirma teknigi olarak kaynaklar kisminda verilen
makaleler incelenmis, sonrasinda da matematiksel ispat yontemleri kullanilarak calisma
ylritiilmiistiir.

Bulgular: Bu tez dort boliimden olugsmaktadir. Giris boliimiiniin ardindan ikinci béliimde
tezin diger boliimlerinde kullanilacak olan temel tanim ve teoremler verilmistir.

Uciincii  boliimde, gama fonksiyonunun bir parametreli ~deformasyonunun
(v-genellemesi, v-analogu) tanimi verilerek bazi o6zellikleri incelenmis ve wv-gama
fonksiyonunu iceren bazi esitsizlikler Holder ve Minkowski esitsizlikleri yardimi ile
ifade edilmistir.

Dordiincii boliimde v-gama fonksiyonunun bir asimptotik genislemesi verilmistir. Ayrica
beta fonksiyonunun bir parametreli deformasyonu olan v-beta fonksiyonunun tanimi
verilerek v-gama ve v-beta fonksiyonlar1 i¢in limit ifadeleri gosterilmistir.

Son olarak v-digama ve v-poligama fonksiyonlarinin ¢esitli 6zelliklerinden faydalanarak
v-gama, v-digama ve v-poligama fonksiyonlarini igeren bazi esitsizliklere yer verilmistir.
Sonu¢: Bu yiiksek lisans tez calismasinda; Gama fonksiyonunun  bir
parametreli deformasyonu olan wv-gama fonksiyonu ve bununla iligkili olarak
v-beta, v-digama ve v-poligama fonksiyonlart tamtilmis ve Ozellikleri ayrintili
olarak incelenmistir. Ayrica v-gama, v-digama ve v-poligama fonksiyonlarini

iceren sonuclar ve esitsizlikler elde edilmigtir.

Anahtar kelimeler: Gama Fonksiyonu, V-gama fonksiyonu, V-poligama

fonksiyonu, V'-beta fonksiyonu, Esitsizlik.
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ABSTRACT

ONE PARAMETER DEFORMATION OF THE GAMMA FUNCTION AND
SOME ASSOCIATED INEQUALITIES

Yesil Cakmak M., Aydin Adnan Menderes Universitesi, Graduate School of Naturel
and Applied Sciences, Mathematics Program, Master Thesis, Supervisor: Prof. Dr.
Inci Ege, Aydin, 2024.

Objective: In this study, the definition, properties, and relationships between
the gamma function and a one parameter deformation of the gamma function
(v-generalization, wv-analog), called the wv-gamma function are investigated. The
aim is to provide some inequalities that include the v-analog of the gamma function.
Materials and Methods: All articles and books on the subject are the research
materials. The articles given in the references section were examined as a research
technique and then the study was carried out using mathematical proof methods.
Results: This thesis consists of four chapters. Following the introduction, the second
chapter provides the basic definitions and theorems that will be used in other chapters of
the thesis. In the third chapter, the definition of a one parameter deformation of the gamma
function (v-generalization, v-analog) is given and some of its properties were examined.
Certain inequalities involving the v-gamma function are expressed using Holder and
Minkowski inequalities. The fourth chapter present an asymptotic expansion of the
v-gamma function. Additionally, the definition of the v-beta function, a one parameter
deformation of the beta function is provided, and the limit expressions for the v-gamma
and v-beta functions are demonstrated. Finally, by leveraging various properties of the
v-digamma and v-polygamma functions, some inequalities involving the v-gamma,
v-digamma, and v-polygamma functions are presented.

Conclusion: In this master’s thesis the v-gamma function which is a one parameter
deformation of the gamma function and in association with that v-beta, v-digamma and
v-polygamma functions have been introduced, and their properties have been thoroughly
examined. Furthermore, results and inequalities involving the v-gamma, v-digamma and

v-polygamma functions have been optained.

Keywords: Gamma function, V-gamma function, V-polygamma function, V'-beta

function, Inequality.
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1. GIRIS

Ozel fonksiyonlar; bazi fiziksel, matematiksel ya da istatistiksel problemlerin
coziimlerinde ortaya ¢ikan matematiksel fonksiyonlarin bir smifi  olarak
tammlanabilir.  Ozel fonksiyonlar alan1 olduk¢a genistir ve pek cok
ozel fonksiyon bu alamin dogusundan sonra matematik¢iler tarafindan
tanimlanmig ve lizerinde calisilmistir. Euler, Gauss, Legendre ve Laplace gibi pek
cok matematikg¢i, bu yeni ve kullanigh alan iizerinde ¢aligmalar yapmistir. O zamandan
giinimiize 6zel fonksiyonlar sinifi dikkate de8er ozellik ve uygulamalar ile siirekli
gelismektedir. Bu gelismenin bir sonucu olarak pek ¢ok 6zel fonksiyon tanimlanmugtir.
Bunlardan bazilar1 hata fonksiyonu, gama fonksiyonu, beta fonksiyonu ve Bessel
fonksiyonudur. Bunlar arasinda belki de en bilinen ve yaygin kullanilan1 gama
fonksiyonudur.

Matematik sadece esitlikler hakkinda degildir. Matematikte ve diger bilim
alanlarinda, farkli degerler ve sayilar arasindaki iligki calisilir. Matematikte iki
deger veya miktar farkli oldugunda onlar arasindaki iligki esitsizlik olarak
ifade edilir. Esitsizlik alani, matematiksel analizin en O©nemli alanlarindan
biridir. Gectigimiz yillar boyunca matematiksel esitsizliklerin kullanilishhgr ve
uygulamalari, matematikte ve bilimin pek cok alaninda genis yer almistir. Oyun
teorisi, matematiksel programlama, kontrol teorisi, olasilik ve istatistik gibi pek cok
bilimsel alanda matematiksel analizin bagimsiz bir ihtisas alan1 olarak esitsizlik teorisi
karsimiza cikmaktadir. Ozel fonksiyonlarin ve esitsizlik kavraminin matematikteki onemi
diisiiniildiigiinde bu iki kavrami bir araya getiren sonuclarin da matematik ve diger bilim
dallarinda kullanilmas1 dogaldir.

Bu tezde; tanimlanan ve iizerinde calisilan ©6zel fonksiyonlardan biri olan, gama
fonksiyonunun bir parametreli deformasyonu v-gama fonksiyonu ile ilgili bir calisma
sunulmaktadir. Ayrica, v-gama fonksiyonunu iceren bazi esitsizliklere de yer verilmistir.
Boylece, tanimlanan v-gama 6zel fonksiyonunun matematik alanindaki uygulamalarinin

orneklenmesi de amaclanmistir.






2. KAYNAK OZETLERI

Gama fonksiyonu, Leonhard Euler (1707-1783) tarafindan faktoriyel fonksiyonunun

negatif olmayan reel sayilara genigletilmesi amac1 ile » > 0 gercel degerleri icin

L(r) = / h t e tdt .1)
0

seklinde Riemann integrali ile tanimlanmistir (Abramowitz ve Stegun, 1964).
Bu fonksiyon i¢in I' gosterimini ilk kullanan kisi Adrien Marie Legendre (1750-1833)
olmugtur. Daha sonra I' fonksiyonu, 6nemi nedeniyle bircok matematik¢inin dikkatini
cekmis ve farkli gosterimleri yapilmistir. Bu gosterimlerden bazilar1 asagida verilmistir.
Gama fonksiyonunun Friedrick Gauss (1777-1855) tarafindan yapilan gosterimi

nin”

L(r) = Ji—glor(r+ D(r+2)..(r+n) (22)

seklindedir (Abramowitz ve Stegun, 1964).
Karl Weierstrass (1815-1897) tarafindan yapilan gosterimi ise

1 ~ r r
— — [ (1 —) 5 23
) re }_[1 ( + o) (2.3)
seklindedir (Abramowitz ve Stegun, 1964).

Euler sonsuz carpimi da

vy = I (1 ; %) (1+ )" 2.4)
n=1

biciminde tanimlanmistir (Andrews vd., 1999).
Bu gosterimlerin birbirine denkligi 1922 yilinda Horald Bohr ve Johannes Mollerup
tarafindan elde edilen karakterizasyon ile kesin olarak belirlenmistir.

Gama fonksiyonunun logaritmik tiirevi digama (psi) fonksiyonu r > 0 degerleri i¢in

d

P(r) = o InI'(r) (2.5)

seklinde tanimlanir (Abramowitz ve Stegun, 1964).
Poligama fonksiyonu ise » > 0 ve m € N degerleri i¢in
(m) "
V() = ——(r) (2.6)

drm



seklinde tanimhidir (Abramowitz ve Stegun, 1964).
Euler 1771 yilinda beta fonksiyonunu

1
B(r,s) = / N1 — )5t 2.7)
0

Riemann integrali ile tanimlamistir (Abramowitz ve Stegun, 1964).

Gama fonksiyonu i¢in Stirling asimptotik formiilii (Whittaker ve Watson, 1952)
1 1
L(r)y=vV2rr~2e "4+ O (—) (2.8)
T
seklindedir.
Gama fonksiyonu, Sandor (2005), Alsina ve Tomds (2005), Shabani (2007),

Shabani (2008), Iddrisu ve Tetteh (2017) gibi bir¢ok matematikci tarafindan incelenmistir.

Djabang vd. (2020) gama fonksiyonunun bir parametreli deformasyonunu (v-analogu,

0o o1
Ly(r) = / <E> e 'dt (2.9)
0 U

Ayrica digama ve poligama fonksiyonlarinin bir parametreli deformasyonlarini

v-genellemesi)

seklinde tanimlamastir.

d m d\" :

sirastyla 1,(r) = d—ln r,(r), WS )(r) = (d_ 1,(r) seklinde tanimlamis ve
r r

I' fonksiyonunun Gauss, Weierstrass ve Euler tarafindan yapilan gosterimlerinin

v-genellemelerini yapmustir.

Ege (2022) gama fonksiyonunun v-analogu icin Bohr-Mollerup tipi bir teorem
tanimlamusgtir.

Beta fonksiyonunun v-analogu v > 0 degerleri i¢in
L .
B,(r,s) = v/ 1 =)t (2.10)
0

seklinde tanimlanmistir. (Ege, 2022)
Ayrica Ege (2022) I', fonksiyonunun bir asimptotik genislemesini

T r i 1
Ly(r+v) =v2rm WCET DG T 40 (—) (2.11)

r

seklinde tanimlamustir.



3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde tez konusu ile ilgili bazi temel tanim ve teoremlere yer verilecektir. Konu
ile ilgili yazilmis tiim makale ve kitaplar aragtirmanin materyalleridir. Arastirma teknigi
olarak kaynaklar kisminda verilen makaleler incelenmis, sonrasinda da matematiksel ispat

yontemleri kullanilarak ¢alisma yiiriitiilmiigtiir.
3.1. Gama, Beta, Digama ve Poligama Fonksiyonlari

Tamim 3.1. (Gama Fonksiyonu) (Abramowitz ve Stegun, 1964)

r > 0 degerleri icin gama fonksiyonu,

I(r) = /OO t e tdt (3.1)
0

Riemann integrali ile tanimlidir. Ayrica limit formunda gama fonksiyonu,

, nln"
L) = nlglf}or(r+ )(r+2)...(r +n) (3:2)

bicimindedir.

Tamim 3.2. (Beta Fonksiyonu) (Abramowitz ve Stegun, 1964)

r,s > 0 degerleri icin beta fonksiyonu,

1
B(r,s) = / N1 — )5t (3.3)
0
Riemann integrali ile tanimlidrr.
Beta fonksiyonunun gama fonksiyonu cinsinden ifadesi r, s # 0, —1,—2,... degerleri
icin
L(r)C(s)
B = —= 34

seklindedir ve
B(r,s) = B(s,r)

simetri 6zelligini tasir.
Tanim 3.3. (Euler-Mascheroni Sabiti) (Andrews vd., 1999) Euler sabiti, v ile gosterilir
"1
S, = — olmak ii
ve ; ? olmak iizere

v = lim (S, —Inn) = 0,57721566490153286060 . . .

n—oo

biciminde tanimlanir.



Teorem 3.4. (Weierstrass Kanonik Carpimi) (Andrews vd., 1999) r > 0 degerleri icin

1 - = r _r
m:m” H(l%—g)e n (3.5)

n=1

seklindedir. Burada -, Euler sabitidir.

Teorem 3.5. (Euler’in Sonsuz Carpumt) (Andrews vd., 1999) r > 0 degerleri icin

T(r) = 7! ﬁ (1 + %) (1 + %)1 (3.6)
n=1

seklindedir.

Tanim 3.6. (Digama Fonksiyonu) (Abramowitz ve Stegun, 1964) r > 0 degerleri icin

digama (psi) fonksiyonu 1) ile gosterilir ve

¥(r) = —Inl(r)

_4") (3.7)

seklinde tanimlanir.

Tamim 3.7. (Poligama Fonksiyonu) (Abramowitz ve Stegun, 1964) r > 0 ve m € N

degerleri icin poligama fonksiyonlari )™ (r) ile gosterilir ve

) = )

drm
dm+1
= ——1Inl'(r) (3.8)

drm-i-l

seklinde tanimlanir.

Tamim 3.8. (Konvekslik ve Logaritmik Konvekslik) (Mitrinovic vd., 1993)
I konveks bir kiime olmak iizere f : I — (0, 00) bir fonksiyon olsun. r,s € [ ve o+ = 1

kosulunu saglayan o, f > 0 degerleri icin
flar+Bs) < af(r) + Bf(s) (3.9)
esitsizligi saglaniyorsa f’ye "konveks fonksiyon" ve
In f(ar + Bs) < alnf(r) + fln f(s) (3.10)

va da buna denk olarak

Flar + Bs) < (f(r)* (f(s))° 3.11)

6



esitsizligi saglaniyorsa f’ye "logaritmik konveks" fonksiyon denir.
Not 3.9. Gama fonksiyonu I" : (0, 00) — R logaritmik konveks yani InT" konvekstir.

Teorem 3.10. (Bohr-Mollerup Teoremi) (Rudin, 1964) f, (0,00) araligi iizerinde
tamimli pozitif bir fonksiyon olsun. Eger f(1) = 1, f(r + 1) = rf(r) ve In f fonksiyonu
(0, 00) aralig iizerinde konveks ise N € (0,00) igin f(r) = I'(r) bicimindedir.

3.2. Gama, Digama ve Poligama Fonksiyonlarimin Bir Parametreli Deformasyonlar:

Olan V-gama, V/-digama ve 1/ -poligama Fonksiyonlari

Bu alt bolimde gama fonksiyonunun bir parametreli deformasyonunun tanimi ve
temel Ozellikleri ele alinarak gama fonksiyonunun Gauss, Weierstrass ve Euler
tarafindan yapilan gosterimleri wv-analog icin de yapilmistir. Ayrica digama
fonksiyonunun v-analogu ve poligama fonksiyonunun v-analogu tanimlanarak

integral ve seri gosterimleri verilmistir.

Tanim 3.11. (V-gama Fonksiyonu) (Djabang vd., 2020)
Gama fonksiyonunun bir parametreli deformasyonu (v-analogu, v-genellemesi) r,v > 0

degerleri icin

0o o1
Ty(r) = / <3> etdt (3.12)
0 v

seklinde tanimlanir.
Gama fonksiyonu ile v-gama fonksiyonu arasindaki iligki, r, v > 0 degerleri icin
v="1lise y(r)=T(r)
bicimindedir. Ayrica, I', fonksiyonu r, v > 0 degerleri i¢in
L, (r +v) = rv 2T, (r) (3.13)
Iy(v) =1 (3.14)

esitliklerini saglar. Ayrica v-gama fonksiyonunun gama fonksiyonu ile ifadesi

Ly(r) = 01757 (f) (3.15)

(%

seklindedir.



Onerme 3.12. (Djabang vd., 2020) r,v > 0 degerleri icin

T

. n| (%)E Un+2
Lu(r) :nh—>nc}o r(r+v)(r+ 2v)...(r + nv) (3.16)

esitligi gecerlidir.

T_q

. t\" <[t
Ispat. lim (1 - —) = e "esitligi [, (r) = / (—) e~ 'dt ifadesinde kullanilirsa
n o \v

n—o0
© /¢ -1 ¢ n
Ly(r) = lim (—) (1 — —) dt
n—oo Jg v n
no/y -1 ¢ n
SIAONGHE
0 \V n
integraline kismi integral uygulanirsa;
2 (¢ AN R LA AN
e ON G IR DN
r \V n) |, nrJy \v n
o Mt .
e Jy \w
_ m? (n—1)v? (n — 2)v? v? /” t %+n_1dt
e n(r+v) n(r+20) T+ (n—1)0) J, \v
n. -
I(—\% n+2
n(v) v

r(r+v)(r+ 2v)...(r + nv)

<

elde edilir.

e

|
VR
[
|
S| =
~_
S
X
Q.
~

olur.
lim [, = T[,(r)
n—oo
oldugundan istenen elde edilir. [
Simdide v = lim ( i In n> Euler sabiti olmak iizere asagidaki 6nermeyi verelim.
n—oo
k=1

Onerme 3.13. (Djabang vd., 2020) r,v > 0 degerleri icin

1 r_o ar it r _r
= v v 1 —) kv 3.17
0 ve o re ’g ( + i) € (3.17)

esitligi gecerlidir.



Ispat. Onerme 3.12’den

n
nl(=)vo
r, = i Y

(r) no00 r(r+v)(r+2v)...(r + nov)

) ny s v < v ) ( 20 > < no )
= lim (—) —
n—oo \ U r \r+v r—+ 2v r 4+ nov
yazilabilir. Boylece

o~ A () D) () (1450

)5 n+2

elde edilir. Boylece

lim ev@tet+%) = lim ev@tet ty—lnntinn)

n—oo n—o0

= lim 6%(1+%+-~~+%—lnn)6%1nn
n—o0
. ar
= limeve
n—o0

T
Innwv

. ar  r
= lim evn»
n—oo

r 1 1 . ar v
olur. ev 1 *+2++%) yerine e n+ yazildiginda

n

1 VST o x r r
= lim ——ev nv <1 + _> T ko
T, (r) S nv 2" IH kvl ©

elde edilir. Dikkat edilecek olursa 0 < <1 + %>7H < 1 oldugundan 6nermenin
v

ifadesindeki sonsuz carpim yakinsaktir. [
Not 3.14. Onerme 3.13 ile Weierstrass kanonik carpimimin v-analogu verilmistir.

Simdi de Euler’in sonsuz ¢arpiminin v-analogunu verelim.

9



Onerme 3.15. (Djabang vd., 2020) r,v > 0 degerleri icin T, fonksiyonu

Ly(r) = v2 ot ﬁ (1 + %) ’ (1 + %)_l (3.18)

esitligini saglar.

Ispat. (3.6) esitliginde r yerine r yazildiginda
v

o) = () T(+0) ()

n=1
— () ﬁ1 (1 N %) T+ L) (3.19)

ddee&hnfv@):wﬂ_ff<i>e@ﬂ@hﬂef(i>ymﬂw(3l9y$ﬂh§5mmhma
v v

T — 1 % -1
re = oI (140) (14 5)
T 1 n nv

n—=
oo

S (1 ; %) e L) (3.20)

elde edilir. O]

Tanim 3.16. (V-digama Fonksiyonu) (Djabang vd., 2020)

Digama fonksiyonunun bir parametreli deformasyonu (v-analogu) r > 0 degerleri icin,

y(r) = dir InT,(r)
I, (r)

seklinde tanimlanir.

Tamim 3.17. (V-poligama Fonksiyonlart) (Djabang vd., 2020)
Poligama fonksiyonlarimin bir parametreli deformasyonu (v-analogu) m pozitif tam sayi

degerleri icin,

e (r) = (%) () (3:22)

seklinde tanimlanir.

Onerme 3.18. (Djabang vd., 2020) r,v > 0 degerleri icin, v-digama fonksiyonunun seri

gosterimi

mo+vy 1 [1 1
— - - — — 3.23
v r * Z {nv T+ nv] ( )

n=

Pu(r) =

10



seklindedir.

Ispat. (3.17) esitliginin her iki tarafina In fonksiyonunu uyguladigimizda

Inly(r) = —(%—2) lnv—lnr—%—Zm (14_%) _;_Z%
n=1 n=1

elde edilir. Son esitligin her iki tarafinin r’ye gore tiirevi alinirsa

Inv 1 7 «— 1 =1
W) = Ty T e Tl
mhv+y 1 =[1 1
T _;—i_;[ﬁ_r%—nv}
elde edilir ve boylece ispat tamamlanir. [

Onerme 3.19. (Djabang vd., 2020) r,v > 0 degerleri icin v-digama fonksiyonunun

integral gosterimi

1 o ,—vt _ ,—rt
Wo(r) = — 2T +/ S (3.24)
0

v 1 —e vt

seklindedir.

Ispat.

mv+7 1 [1 1
Polr) = = v _r—i_;{nv_r—l—nv}

Y g e
esitliginde — yerine / e "dt, — yerine / et dt ve yerine / e~ (rHm)t gy
r 0 nw 0 0

yazilirsa

T+ nu

(Y

¢U(T) _ _IHU + v N / et + Z/ (e—nvt _ 6—(7‘+nv)t) dt
0 = Jo

o0

_ _IHU +7 _/ e_rtdt+/ (1 o e—rt) Ze—nvtdt
0 0

n=1

Inv 4+~ > >, [
= — — *Ttdt_i_ / —not (1 _ o=t gt
- /Oe ;0 e (1= )
o

[e.e]
olur. E e~ serisinin kismi toplam hesaplandiginda
n=1

o8] vt 2ut —v
Z et — 1 + 1 + — e—t
ot e e Tl —evt
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elde edilir. Buradan da

1 e’} —ut
Do(r) = -2 / et + / (1—e) —at
0 1—e vt

1 oo 7vt_ —rt ,—vt
RENEENY (o

an + ’Y [e%¢) —rt + e—vt —rt ‘I‘ e—vt e—vte—rt
+ 1—e vt
0

1 o0
nv+7+/ dt
0 1—6”t

elde edilir. L]

dt

Onerme 3.20. (Djabang vd., 2020) r,v > 0 ve m pozitif bir tam sayr olmak iizere

v-poligama fonksiyonlarinin seri gosterimi

Vi) = (1) m! Z (3.25)

P 7 1
(r 4+ nv) ol

seklindedir.

Ispat. (3.23) esitliginin r degiskenine gore tiirevi alindiginda

i r+mJ

elde edilir.
m = 1i¢in

1/};( _ 1+11|Z
f: T + m)

n=1

T—Hw

oldugundan m = 1 i¢in (3.25) esitligi dogru olur.

(m — 1). mertebeden tiirevi,

WD) = ()™ m = D)UY (r )"

n=1

12



dogru olsun. ¢1(,m_1) (r) fonksiyonunun tiirevi alindiginda,

Y{M(r) = (=1)"(m — 1)! Z(—m) (r+nv) ™!

n=1

= (=1)"™(=1)(m)(m =D (r+nv)™"
+1 - 1
= (=1)""m! ; E—
elde edilir. .

Tanmm 3.21. (Laplace Déniisiimii) (Spiegel, 1965) f(t) fonksiyonu t > 0 icin

tammlannus bir fonksiyon olsun. Eger herhangi bir s sayist verildiginde;

[e'e) R
= / f(t)e*dt = lim f(t)e *dt
0 R—o0 0

genellestirilmis integrali yakinsak ise F(s) fonksiyonuna f(t) fonksiyonunun Laplace
doniigiimii denir ve L{f(t)} = F(s) seklinde gosterilir.

Tanmm 3.22. (Ters Laplace Doniisiimii) (Spiegel, 1965) Bir f(t) fonksiyonunun
Laplace doniigiimii F(s) yani, L{f(t)} = F(s) ise f(t)’ye F(s) nin ters Laplace
déniisiimii denir ve sembolik olarak, f(t) = L7'{F(s)} yazlir L™'’e ters Laplace

doniisiim operatorii denir.

Onerme 3.23. (Djabang vd., 2020) m bir pozitif tam sayt olmak iizere v-poligama

fonksiyonlarmmin integral gosterimi

o0 tm —rt
M (r) = (=1)™*1 / it (3.26)
0 _
seklindedir.
Ispat.
m)(r) = (=1)™*+m! S
vr) Z (r 4+ nv)™*!

13



fonksiyonuna ters Laplace doniisiimii uygulandiginda;

o) = (1 3 [ et
_ m+1/ Ztm —(r+nv) tdt
= (0 [T

n=0

o0

olur. E e~ (T serisinin kismi toplami

n=0
00 1 rt 1 (r+v)t
Ze—wwt:(_) +(-) w
e (& €

efrt

1— e
seklinde bulunarak ilgili esitlikte yerine yazildiginda

o] tm —rt

o) = o [

v-poligama fonksiyonunun integral gésterimi elde edilir.

Simdi de Onerme 3.23’iin bir uygulamas1 olarak asagidaki teoremi verelim.
Teorem 3.24. (Djabang vd., 2020) v, r, k € N olmak iizere,

(ewﬁ‘“)(r))Z > OO (ke tek ise)

<6w5’“)<r))2 < OV (ke cift ise)

esitsizlikleri gecerlidir.

Ispat.

esitliginden



00 k_ —r oo 1k+1 ,—7r
_ k—H/ the ™ 1(_1)k+2/ e tdt
0 l—e~ o 2 g l—e

-1 k+1 0 th —rt -1 k+1 [e9) tk+1 —rt
) / o STy / ° .t
0 0

2 1—e vt 2 1—e vt
(_1)k+1 o] tk—le—rt
— t
-2 /0 1—e vt
B (_1)k+1 /oo 2tk€—rt + tk+1e—rt + tk—le—rt it
B 2 0 1— et
-1 k+1 00 tk_l —rt
_ 2) / : C (#4204 1)dt
0 — e
B (_1)k+1 o] tkflefrt )
= k i 1_6_m<t+1) dt

elde edilir. Bu durumda ifadenin isareti £’ye baglidir. Boylece

%(Jk) (r) — % (z/Jng)(r) + wz(,k_l)(r)> >0, (ktekise)

ve

- % (0 0) + o) <0, (kgiftise)

esitsizlikleri elde edilir. Elde edilen esitsizliklere {istel fonksiyonu uygulayarak
(ewg’%))Q > VO V0 (1 ek ise)

(ew)( )) < OO (ke cifi ise)

esitsizlikleri elde edilir.
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3.3. Klasik Esitsizliklerin Bazi1 Uygulamalar:

Bu alt bolimde Holder ve Minkowski esitsizlikleri olarak bilinen klasik integral
esitsizliklerinin v-gama ve v -poligama fonksiyonlar1 i¢in uygulamalarina yer verecegiz.

Ise once Holder esitsizligini vererek baglayalim.

, 1 1
Teorem 3.25. (Holder Integral Esitsizligi) (Mitrinovic ve Vasic, 1970)p > 1, —+— =1

olsun. o ve B3, |a,b] kapalr araligi iizerinde tamumli iki gercel fonksiyon ve |a|P ve |[5]4

fonksiyonlari [a, b] kapalr araligi iizerinde integrallenebilir ise

/a a8 < ( / b \a(x)’pdx); ( / b wx)yqu)é (3.27)

esitsizligi gecerlidir.

1 1
Teorem 3.26. (Djabang vd., 2020) r,s,v > 0, p > 1 ve — + — = 1 olsun. Bu durumda
P q

r, (2—9 i ) < Lu)F Lu()? (3.28)

esitsizligi gecerlidir.

Ispat.

MG

olur. Son integral Holder integral esitsizligi i¢in gerekli sartlar1 sagladigindan

GO Y (O]
O] @]

IN
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ve boylece

esitsizligi elde edilir. [

Not 3.27. Tanim 3.8 ve Teorem 3.26 birlikte goz oniine alindiginda 1", fonksiyonunun

logaritmik konveks oldugu elde edilir.

Tanim 3.28. (Djabang vd., 2020) k € N olmak iizere gama fonksiyonunun v-analogunun

k. mertebeden tiirevi, r,v > 0 degerleri icin

A t\\" et
r®(r) = / <—> (111 (-)) ——dt (3.29)
0 v v v
seklinde tanimlanir.
Lemma 3.29. A, B > O ve k > 1 olmak iizere
(A+ B)" > AF + B (3.30)
esitsizligi gecerlidir.

Lemma 3.30. (Minkowski Integral Egsitsizligi) (Mitrinovic ve Vasic, 1970) a ve 3, [a, b]

b
kapali araligy iizerinde tamiml gercel degerli iki fonksiyon ve p > 1 icin / ‘a‘pdt < 00

a

b
ve/ |ﬁ|pdt < 00 ise

{/ab |a(t) +B(t)|pdtr < {/ab }a(t)’pdt]’ljJr {/ab \5(75)|pdtr 3:31)

esitsizligi gecerlidir.

Teorem 3.31. (Djabang vd., 2020) r,s,v > 0, p > 1 ve k,l € {2n : n € N} oldugunda
[0 () + TO(s)]? < [P0 )]? + [PO(s)]? (3.32)

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. (3.29) esitligi ve (3.30) esitsizligi kullanilirsa

() +TO(s)]
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L e0rE)
A ORNCOE ORI

olur. Minkowski integral esitsizligi icin gerekli kosullar son esitsizlikte saglandigindan

(3.31) esitsizliginden

Fi’“)(r)+r£,”(s)]’l’ < /OOO (%

VAN
el
°=
—~
=
SN—
| I @
=
| — |
—
e
—
[Va)
S—
_
=

olur ve boylece istenen elde edilir. [

Teorem 3.32. (Djabang vd., 2020) r, s pozitif gercel sayi, k.l pozitif tam sayilar ve p > 1,

1 1 kol
— + — = 1 olmak iizere — + — € N icin
P q p g

G (T, s ® (| 100 ()]

G [ S [ 0)] [ s) (3.33)

esitsizligi gecerlidir.
Ispat.

bW (r) = (—1)k+1 /OO the " di

v g l—e

k1
esitliginde k yerine —+— ve r yerine C—i—f yazilir ve Holder integral esitsizligi kullanilirsa
p q
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RSl (| By prasta i

[ tre"r  tae w
- / - dt
0 (1—ev)r (1 —ev)a
1
> the—rt te—st 7
:/ ( - vt) < ‘ @t) dt
0 l—e 1—ce
et N et N
/ (—tdt) (—t) dt
0 1 e v 0 1—ev

B (1) !

N

S|

<

PO (s)|

elde edilir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu bolimde gama fonksiyonunun bir parametreli deformasyonu bazi negatif
degerler icin tanimlanarak Bohr-Mollerup tipi bir teorem ispatlanmistir. Ayrica v-gama
fonksiyonunun asimptotik acilimi ve wv-digama fonksiyonunun bazi integral

gosterimlerine yer verilmistir.
4.1. V-gama Fonksiyonunun Baz1 Ozellikleri

Ise I',(r+v) = rv2T,(r) dzelligi kullanlarak I, fonksiyonunu baz1 negatif degerler

i¢cin tanimlayarak baslayalim.
Ly(r) =v"———= 4.1)

esitliginin sag tarafi —v < r < 0 degerleri igin iyi tanimhdir. Boylece I', () fonksiyonu
r > 0 degerleri i¢in tammhdir. Ayrica, » > 0 i¢in ', (r) pozitif degerli oldugundan
—v < r < 0igin I', (r) negatif degerlidir. Simdi —2v < r < —v i¢in

Ly(r+2v) = Ty((r+v)+v)
= (r+v)v 2, (r +v)

= r(r+v) (1)72)2 Ly(r)

Iy (r+ 2v)

elde edilir.
r(r+v)

yazarsak buradan I',(r) = (v2)
—2v < r < —wv igin ', (r + 2v) pozitif degerli oldugundan I',(r) fonksiyonu da
—2v < r < —v igin pozitif degerli olur. Bu igslem tekrarlandiginda —nv < r < (—n+1)v

degerleri i¢in I, (r) fonksiyonu tanimlanabilir. Boylece asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.1. (Ege, 2022) r,v > 0, —nv <r < (—n+ l)vven = 1,2... degerleri i¢in

Iy (r+ nv)
r(r+ov)...(r+(n-—1)w)

Ly(r) = v™" 4.2)

esitligi gecerlidir.

Simdi de Gel’fand ve Shilov (Gel‘fand ve Shilov, 1964) tarafindan gelistirilen
regiilerizasyon metodunu kullanarak I', fonksiyonu i¢in bir ifade elde edelim.

Bunun i¢in e~ fonksiyonunun Taylor seri agilimindan yeteri kadar terimi ¢ikarilarak
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—nv < r < (—n + 1)v degerleri i¢in

rv(r):/ooo (%)H [e-t— Y (_]:!)k] dt (4.3)

yakinsak integrali elde edilir.

Gama fonksiyonunun farkli gosterimlerinin birbirine denkligi Bohr-Mollerup teoremi ile
kesin olarak belirlenmistir (Rudin, 1964). Asagida gama fonksiyonunun v-analogu i¢in

Bohr-Mollerup tipi bir teorem verilmistir.

Teorem 4.2. (Ege, 2022) f fonksiyonu (0,00) araligy iizerinde pozitif tanmimli ve v > 0

olmak iizere
1. f(v)=1
2. f(r+v)=rv"2f(r)
3. Inf(r) konvekstir
ozelliklerini saglasin. Bu durumda her r € (0, 00) icin f(r) = [',(r) bicimindedir.

Ispat. T, fonksiyonunun tanimindan 1. ve 2. 6zellikleri f(r) = T',(r) i¢in saglanir. Ayrica
InT", konveks oldugundan 3. 6zellik f(r) = I',(r) fonksiyonu i¢in gecerlidir. Simdi de
I',(r) fonksiyonunun 1., 2. ve 3. 6zellikleri saglayan tek olarak belirli fonksiyon oldugunu

gosterelim. In f fonksiyonunun konveksliginden

In f(nv+v) —In f(nv) In f(nv4+v+7r)—Inf(nv+v)
’ In f(nv 4 20) —Tln f(nv+v)
v

I (M) < <M) < (M) @5)

v f(nv) —r f(nv+v) v f(nv+wv)

olur. Kabuliimiizden

4.4)

yani

f(v+nv)=nlo™" (4.6)

ve
fro4+v+7r)=v 2D o4+ ) (no +r —v)(nv+ 1 — 20) ... rf(r) 4.7)

elde edilir. (4.6) ve (4.7) esitlikleri (4.5) esitsizliginde yerine konulursa

gln(mfl) < In (U_Q(nﬂ)(mj )+ r—v)(wt+r—2v).. -Tf(T)>

nly—"n

< Sl ((no+v)v?) (4.8)
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olur. Boylece

re

nlo?+2(nu=1)v

0<In <(nv+7“)(nv+7"—v)(m)+7“—21))...rf(r) <In (nv—kv)Z)

elde edilir. Son ifade n — oo i¢in 0’a yakinsadigindan

lim In
n—oo

4.9)

T

nlont?(no=1)w

(no + 1) (v + 7 — o)+ 7 —20) () _
( )

olur.

Son olarak In fonksiyonu ile limit ifadesini yer degistirir ve (4.9) esitliginin her iki tarafina

iistel fonksiyonu uygularsak f(r) = I',(r) elde edilir. Boylece ispat tamamlanur. O
Simdi de
T,(r) = v'~5T (f) (4.10)
v

esitligini kullanarak asagidaki formiilleri verelim.

Onerme 4.3. ( Ege, 2022) r,v > 0 olmak iizere

T, (r)Ty(v — r) Al > r40,—v,—20,...,0,20,...  (411)

. r
S | —
(Y

(v-yansima)

, — -3
T, (r)T, (r + g) = 9% \for D, (2r), 7 £ 0, 7” v, T” “2u,... (4.12)
(v-Legendre)
—2r T 1 —=r 1
Ly(r) = V2mw StapiTies 40 (—) , 7 >0 (4.13)
r
esitlikleri gecerlidir.
Ispat. (4.10) esitli§inden
r r v—r v—r
L,(FT,(v—7) = o750 (-) 1=
(r)Cy(v—7) v o) ( . )
()
v v
olur. Euler yansima formiilii (Duren, 2012)
T(r)T(1—7r) = — ¢ 7 (4.14)
r —r)= r .
sin(7r)’

23



uygulandiginda (4.11) elde edilir. (4.10) esitligi ve

-3

—, ... 4.15
5 (4.15)

L'(r)I (r + %) =22 /x T (2r), r #0, _71 —

Legendre ¢ogaltma formiilii (Legendre, 2010) kullanilirsa

e (4 §) = worr () v (125
2 v .

2r 2r

= V2 Y2V L /AL (2r)
= v2217Y /7T, (2r)
— 2T /mul,(2r)

elde edilir.
Gama fonksiyonu i¢in Stirling asimptotik formiilii (Whittaker ve Watson, 1952)

T(r) =272 + 0 (%) (4.16)

ve
Ty(r) = o'=5T (f) 4.17)
v
esitlikleri kullanilirsa
T,(r+v) = v'=5° (f + 1)
v

_ Tfr( )
v
= T 1
- L () o ()
(% (% r
- - ]_
= \/271"]} v 1+2 1)7” +;_%€T + O (—)
r

T —2r —r 1
— \rritips Tiew + 0 (—)

r

olur. Boylece T',(r +v) = rv 2T, (r) esitligi ile (4.13) esitligi elde edilir. O
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4.2. V-gama Fonksiyonunun Bir Asimptotik Genislemesi

Bu alt bolimde asagidaki teorem kullanilarak I', fonksiyonu i¢in bir asimptotik

genisleme elde edilecektir.

Teorem 4.4. (Etingof, 2002) a,b € [0,00) olmak iizere f : (a,b) — R fonksiyonu

f"(¢) > 0 kosulunu saglayan tek bir ¢ € (a, b) yerel minumuma sahip olsun. O zaman

b
/ (e e = e o gjfcz 0 @.18)
a " C

esitligi gecerlidir.

Teorem 4.5. (Ege, 2022) r,v > 0 degerleri icin

—&r T — 1
To(r+v) =v2r0+ “2ritzes +0 (—) (4.19)
r
esitligi dogrudur.
. AN
Ispat. T,(r +v) = / (—) e~ 'dt integralinde ¢ = ur degisken degistirmesi yapilirsa
0 v

oo
Ly(r+v) = UJTZJrl/ wve " du
0
oo
= U_UTT;I;J’_l/ <€—r(u—%lnu)> du
0

elde edilir. f(u) = u—In uv olsun. O zaman [’ (u) = 0 olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul

u = — olmasidir. Ayrica f”(1) = v > 0 bigimindedir. Bu durumda (4.18) esitliginden

v
o0 3
/ e—r(u—% lnu)du _ (1) 6%(1+lnv) /Om L + O <1>
0 r Vv "

_ T e 10 (1)
T T

T r i 1
Cy(r+v)= V2ot TG 4 0 (—)
”

ve boylece

elde edilir ve ispat tamamlanir. O
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4.3. Beta Fonksiyonunun Bir Parametreli Deformasyonu 1'-beta Fonksiyonu

Asagidaki teoremde v, fonksiyonunun integral gosterimi verilmistir.

Teorem 4.6. (Ege, 2022) r,v > 0 degerleri icin

1 [™1 1
wv(r) = —/ — €7Z -z dZ (420)
vdo 2T el
v
esitligi gecerlidir.
. t o ,—r __ %r
Ispat. (3.12) esitliginin r degiskenine gore tiirevi alinir ve In (—) = / Ldr
v 0 r

esitligi kullanilirsa

, 1/t
L(r) = —/ (E In (£> e 'dt
v Jo v v

F/
olur. Simdi, (1 + f) t = s degisken degistirmesi yapilip ¥, (r) = F”—Eri esitligi g6z
v o(T
Oniine alinirsa
) 1 [1 1
e = 3 [ LT - |
vy 2 < 1 _) v
* v
1 1
Sl A e L
v 0 2 (1 _) 5
* v
olur ve boylece istenen elde edilir. [
Teorem 4.7. (Ege, 2022) r,v > (0 degerleri icin
() 1/00 N 421)
o(1) = — — - :
v Jo t 1 —et

esitligi gecerlidir.
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Ispat. (4.20) esitliginde 1 + o degisken degistirmesi yapilirsa
v

1 i o0 —z [e.9] >
P,(r) = - lim / C d: —|—/ ‘ -di
visot |,z In(£+1) 1—e"

1 [ pn(i+1) -2 00 —t =tr
— — lim / ‘ dz—i—/ o
v t—0+ | J, z m(t+1) \ 1 1—e"

elde edilir. Ayricat — 0 iken

In(t+1) —2 In(t+1) t d
‘ / ¢ dz| < / ¢ dz < / & —0
t < t In(t+1)

olur ve boylece ispat tamamlanir. 0

—z

z

Not 4.8. Teorem 4.6 ve Teorem 4.7’de v = 1 alinirsa ) fonksiyonunun sirasiyla Dirichlet

ve Gauss gosterimleri elde edilir.

Simdi de klasik beta fonksiyonu B’ye benzer olarak beta fonksiyonunun v-analogunu

tanimlayalim.

Tanmim 4.9. (Ege, 2022) v > 0 olmak iizere B fonksiyonunun v-analogu (v-deformasyonu,

v-genellemesi)

Ly(r)ly(s)

SR

r,s>0 (4.22)

seklinde tanimlanir.

ozelligi kullanilarak

ifadesi diizenlenirse

B (T s) Vo I, (r)vs T, (s)
Ly(r + s)o" 1

1
- _Bv )
- (r,s)

olur. Boylece
By(r,s) = vB <f, f)

ve B, fonksiyonunun integral gosterimi

1
B,U(r,s):u/ v (1 —t)v e (4.23)
0



olur.

Simdi de B, fonksiyonunu kullanarak ¢, fonksiyonu i¢in bir ifade elde edelim.

Teorem 4.10. (Ege, 2022) r,v > 0 degerleri icin v-digama fonksiyonunun seri gosterimi

bolr) ==+ (&1”)):1 I1(5-#) (4.24)
n=1 T k=1

bicimindedir.

Ispat. Tiirevin tanimindan

r (r) = lim Lufr +5) = Tulr)

s—0 S

yazilabilir. B, fonksiyonu simetrik yani B,(r, s) = B,(s,r), r,s > 0 oldugundan

Yo(r) = =

(4.25)

olur. (3.17) esitli8i ile verilen v-Weierstrass kanonik carpimi ve e iistel fonksiyonunun

seri gosterimi;

T __ - rn
=)
n=0
kullanilirsa
. . 1 9_s =3s ! s\l
I e | (I

= ?lim- — v (4.26)
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elde edilir. (4.23) esitliginde r = —t ve ¢ = S degisken degistirmesi yapar ve
v

(1+7r)!=1+4qr+

q(q—1)r2+."Q(q—1---(q—k+1))rk+

2! k!

seri gosterimi (Gradshteyn ve Ryzhik, 2014) kullanilirsa

1
By(r,s) = v/ to N1 —t)vlat
0

_ U/Oltzl {1_<§_1>t+(g_1> (g_g)g_...]dt
OGN E) ] e

olur. (4.25), (4.26) ve (4.27) esitliklerinden

Yu(7)

lim FU(S) _ BU(S) T)
50 sB,(s,r)

1 1 1 g
vﬂim——yv—vﬂim——l—zﬂ(i—l) —U—<C—1> <2—2>
550 § 550 § v s+v 21 \v v

e [(5) -5 ) a0 G

1 2 1
—'yv+v2<f—1>———v (Z—1><£—2>—+...
v v 21 \w v 2v

02
D ¢
it r_ k)
v nv(n!) H v
k=1
yazilir ve boylece ispat tamamlanir. 0

4.4. V-gama ve V-beta Fonksiyonlar: I¢in Bir Limit

Bu alt boliimde Onerme 4.3 kullanilarak gama ve beta fonksiyonlarmin v-analoglart

icin limit ifadeleri verilmigtir.

Teorem 4.11. (Ege, 2022) r,v > O ve a,b > 0 degerleri icin

5 [Ty(ar +v) - a®\* s ba
li — _— | = = v oe v 4.2
el <v> {Fv(brjtv)] (bb) vee (428)

esitligi gecerlidir.

Ispat.

Lo(r +v) = rv 2Ty (r)
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ve Onerme 4.3’de verilen

esitligi kullanilirsa

—2ar 1 ar ;1 —ar 1
Ly(ar +v) = V21w g “2(ar)v T2e e <1 +0 (—))

veE
—2br _

Ly (br+v) = V2mo 0 2 (br) ¥ Fe™ <1+O<%>)

elde edilir. Boylece (4.29) ve (4.30) esitliklerinden

1 a 1 —2a 1 —a 1 —
{Fv(ar—i-v)} T (ar)vtarov e y ( +0 (ar))
= —2b_1 _
br
olur. )
AN 7
lim (E) =1, 0<A B<x
r—+00
ve
) 1 v
lim [1+O(—>} =1, A>0
r—00 A
oldugundan

3=

a

av _2(a=b) _a—b
= b’U v [ v

b

I v—a [ Iy(ar +v)
e Iy (br 4 v)

r—00

yazilir ve boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.12. (Ege, 2022) r,v > QO ve a,b,c,d > 0 degerleri icin

2be
lim [By(ar + c,br + d)]F = ———
r—00 (a + b)T

1
T

esitligi dogrudur.

30

(4.29)
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Ispat. (4.22) ve (4.13) esitliklerinden

Iy (ar +¢) Ty (br + d)
T, ((a+b)r+c+d)

ar—+c ar+—c__ 1 1
= Vorv v+)+%(ar+c) VET7 gmarte <1+O< ))
ar +c

By(ar 4 ¢, br + d)

v

X \/%v—"’“if‘“%(brqud)”fd—%e—%f(1+0( L ))

br +d
o 1
2((a r+c (at+b)rtec a r+c
\/%U_ (« +b)’u+ +d)+% ((a I b)r Lea d)w_% 6_(( +b)v+ +d)
1
% 1
14+0
( + <(a—|—b)r+c+d))
olur. ’
lim (Br+C)r = 1, B>0,C>0,
r—00
Ar+ B A
i = — AC>0 B,D>0
meCryD O Y ThEEs
ve
i 1+ 0( 1 ) 1, D>0, E>0
im =
00 DT+E Y 9 -
esitliklerinden
—2a —2b a b a, b
1 Vo Vv a v b v avbv
lim |B, b d)|m = =
rggo[ (ar +c,br +d)] D (a—l—b) (a—i—b) (a/—i_b)aj’-b
istenen elde edilir. O

4.5. V-gama Fonksiyonunu Iceren Baz Esitsizlikler

Bu boliimde, v-gama fonksiyonunun logaritmik konvekslik 6zelligi ile v-digama ve
v-poligama fonksiyonlarinin monotonluk 6zelliginden faydalanarak v-gama, v-digama ve

v-poligama fonksiyonlarini iceren esitsizliklere yer verilmistir.

Lemma 4.13. r € [0, 1] olmak iizere a ve b pozitif gercel sayilart icin a > b olsun. Bu
durumda,
Yy(a+br) =, (b+ ar) (4.32)

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. v € [0,1] ve a ve b pozitif gergel sayilar1 i¢in @ > b oldugunda; a + br > 0 ve
b+ ar > 0 oldugu goriiliir. (3.23) esitliginden
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o0

Inv+ 7~ 1 1 1
v br) = — - —_
Yola+br) v a+br+z[m} a+br+m}}

n=1
ve
Inv+ 7y 1 =1 1
(b - _ - - -
Yolb+ar) v b+ar+nz::1{m} b+ar+nv}

esitlikleri elde edilir. Bu esitlikler taraf tarafa cikarildiginda

1 1 > 1 1
b4+ar a+br — b+ar+nv a-+br+nv

_ (a—b)(1—r) _'_i (a—0b)(1—r) -
(

(b+ar)(a+br) “ (a+br +nv)(b+ ar + no) 4

olur. Boylece
Yola+br) —,(b+ar) >0

yani

Yu(a+br) = 1hy(b+ ar)

elde edilir.
O]

Lemma 4.14. r € [0, 1] olmak iizere a,b € R*, a > b, ¢, (b+ ar) > 0ve ¢, d € R icin
bec > ad > 0 olsun. Bu durumda

bey(a + br) = adi, (b + ar) (4.33)

esitsizligi saglanir.

Ispat. a >b icin
Yy(a+br) = ,(b+ ar)

ve ad > 0 oldugundan
adi,(a + br) = adi, (b + ar)

elde edilir. bc > ad kabuliinden,

bey(a + br) > adip,(a + br) = adi, (b + ar)
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ve boylece
bey(a + br) = adi, (b + ar)

bey(a + br) — ady,(b+ar) =0

olur. O

Teorem 4.15. r € [0,1] olmak iizere a > b > 0, ¥,(b+ ar) > 0ve ¢,d € R" icin
r, b

bc > ad > 0 olsun. Bu durumda, f(r) = % fonksiyonu artan fonksiyondur ve

b c c
['y(a) o Ly(a+br) o [y(a+0b)

< < 4.34
[y(c)d =~ Ty(b+ar)® =~ Ty(a—+b)? (4.34)
esitsizligi gecerlidir.
Ispat. g(r) = log f(r) yazilirsa
I'y(a+br)°
= dog == S
= clogl'y(a+br) —dlogT',(b+ ar)
olur. Buradan
') bl (a+br)  adT,(b+ar)
r) = -
g Iy(a+br) Iy(b+ar)
= bepy(a+br)—adi,(b+ar) >0
yani g artandir. g(r) = log f(r) oldugundan f(r) fonksiyonu da artandir. O zaman,
0<r<lise f(0) < f(r) < f(1) olur.
Bu durumda,
[y(a) - Ly(a+ br)° . I'y(a+b)°
Ly(c)® = Ty(b4ar)d = Ty(a+b)d
istenen elde edilir. O
Lemma 4.16. r > 1 ve a, b pozitif gercel sayilart icin, b > a olsun. Bu durumda
Yy(a+br) 2 y(b+ar) (4.35)

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. Lemma 4.13’den

(a—b)(1—r) - (a—0b)(1—r)
v br) — vb =
Yola+br) = (b +ar) (b4 ar)(a+ br) +Z (@ 4+ br +nv)(b+ ar + nv)
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idi. 7 > 1ve b > aoldugundan (a —b)(1 —r) > 0olur.7 > lise 1 —r < 0veb > aise
a — b < 0 oldugundan
Yy(a+br) =, (b+ ar)

elde edilir. O]

Lemma4.17. r > 1, a,b € RT, b > a, ¥,(b+ar) > 0vec,d € R icinbc = ad > 0
olsun. Bu durumda,

be, (a + br) = adi,(b+ ar) (4.36)
esitsizligi gecerlidir.
Ispat. Lemma 4.16’dan r > 0 i¢in ¥, (a + br) > ,(b+ ar) oldugu gosterilmistir. Bu

durumda ad > 0 i¢in ady,(a + br) > adip, (b + ar) olur.

bc > ad kabulii uygulandiginda,
bey(a+ br) = adip,(a + br) = adip, (b + ar)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. [
Teorem4.18. > 1,b > a > 0,¢,(b+ar) > Ovec,d € R icinbe > ad > 0 oldugunda

Iy(a+br)°

fr)= T+ ar) (4.37)

fonksiyonu [1,00) araliginda artandur.

b (a + br) _ad I (b+ ar)
(a4 br) Ly(b+ ar)

Ispat. Teorem 4.15°de g(r) = log f(r) iken g (1) =

oldugu gosterilmistir. Buradan Lemma 4.17’ye gore
bey(a + br) — ad,(b+ar) >0

elde edilir. Bu durumda, r > 1 i¢in g(r) artandir. g(r) = log f(r) oldugundan f(r) artan
fonksiyondur. [
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Teorem 4.19. (Ege, 2023) v > 0 olmak iizere

k=1

l l
O<&i+ibﬂ“§di+26k7’, (Z@k)fz)(i@)&
j=1 k=1

P
a;, ¢, d;, f; > 0ve (Z bj> c; >0,1=1,2,...n olsun. Eger

J=1

ise

fonksiyonu [0, o) araliginda azalandir. Ayrica,

FU (az—i—ibJ) -
<

J=1

H I fi S
FU (dz + Z ek)
k=1

i=1

ve

esitsizlikleri gecerlidir.

Ispat. G(r) =1n F(r) olsun. Bu durumda

n n l
G(r) = ch- InT, (ai + ibﬂ’) — Zfilnrv (d@' + Z@J’)
i=1 j=1 =1 k=1
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veE

o (5)

3
3

o) s (o)) (e e (o)

L [ (Z bj) " (ai +gbﬂ~> - (kllek) fith (dﬂ—kl;ekr)]

=1 =

p
olur. ), <ai + Z bﬂ‘) > 0,7 =1,2,...n olsun. [0, 00) arah@inda 1), fonksiyonu artan

j=1
oldugundan

P l
¢v (ai—Fijr)ng <d1+26kr>
j=1 k=1

l

ve boylece 9, (di + Z eyr) > (0 elde edilir. O zaman
k=1

p p p l
<Z b]) Ci¢v <a7; + Z bjT‘) < (Z b]) Ci¢v (dz —+ Z 6]#")
Jj=1 Jj=1 Jj=1 k=1
l
<Z ek) Jithy (di + €k7”>
k=1 k=1
l

p p l
(Z bj) cithy (ai + ijr) - (Z ek) fitby (di +Zekr> <0 (44D
Jj=1 Jj=1 k=1

ve boylece i = 1,2, ...n degerleri i¢in

k=1

1 P
olur. Simdi, v, (di + Z ekr> > ( olsun. v, (ai + Z bﬂ") > () ise bu durumda (4.41)

k=1 j=1

esitsizligi elde edilir.
!

p
Eger v, (ai + Z bﬂ") < 0 ve v, <di + Z ekr) > 0 alinirsa,
j=1

k=1

(£ o (o) = (£0) e (15
(Z b; ) ity <a, + ij bﬂ“)

ve boylece (4.41) esitsizligi elde edilir. O zaman G’(r) < 0 olur. Yani [0, co) araliginda
In F(r) oldugundan F' fonksiyonu [0, co0) araliginda

Vv

G fonksiyonu azalandir. G(r) =
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azalandir. O zaman r € [0, 1) i¢in

ver € (1,00) igin

olur ve ispat tamamlanr. O

!
Teorem 4.20. (Ege, 2023)1 = 1,2...nicin a;, ¢;, d;, f; > 0, ve Z erfi > 0 olmak iizere

k=1
P l 4 l
O<ai+zbj7n§dz‘+z@k7"a ( bj> i 2 (Z%) fis
=1 k=1 =1 k=1

P !
olsun. 1, (ai + Z bﬂ) < 0 veya 1, <di + Z ekr) < 0iser € [0,00) i¢cin Teorem

j=1 k=1
4.19°da tamimlanan F' fonksiyonu azalandir ve (4.39) ile (4.40) esitsizlikleri gecerlidir.

Ispat. Teorem 4.19’a benzer sekilde ispatlanabilir. 0

Not 4.21. Eger I, fonksiyonunun yerine Teorem 4.19 ve Teorem 4.20’nin kosullarini
saglayacak gekilde F : [0,00) — R, tiirevlenebilir, logaritmik konveks fonksiyon alinirsa
Teorem 4.19 ve Teorem 4.20’nin sonuglart gegerli olur. Ciinkii F' fonksiyonunun [0, c0)
araliginda logaritmik konveks olmast |0, 00) iizerinde F’nin logaritmik tiirevinin artan
oldugunu gosteri. Ornegin T, fonksiyonunun yerine logaritmik konveks olan T
fonksiyonu ya da 1" fonksiyonunun genellemeleri olan I'y, Iy i, I'y 1 fonksiyonlarindan

herhangi biri secilebilir .
Simdi de v-poligama fonksiyonlarini iceren baz esitsizlikler verelim.
Teorem 4.22. (Ege, 2023)0 < a+br < c+dr, a,c,a,5 > 0,ab > 0ve

[0 (a+br) :
[@bgm)(c + dr)} .

H(r) =

olsun. Eger ab < fdve m = 2k + 1,k € NU {0} ise [0, 00) araliginda H fonksiyonu

azalandir ve r € [0, 1] igin

(4.42)

[ f;m)(a—i—b)} < Hi) < [

[ e+ ) ERC
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esitsizlikleri gegerlidir. Ayrica ab > fd ve m = 2k, k € N U {0} i¢in [0, 00) araliginda
H fonksiyonu artandir ve (4.42) esitsizliginin tersi gecerlidir.

Ispat. 1(r) = In H(r) olsun. Bu durumda

I'(r) =

a [wé’”) (a+ br)] T (a4 b [wé’”) (c + dr)] ’ [wém) (c + dr)] ’
[ q(;m)(c + d?“)] Y [ng)(a + br)} ’

[ww(a + br)} "8 [ ™ (e + dr)] P e+ dnyd [0 e+ dr)]
'wq()m) (c+ d'r’)_ 2 :Q/Jz(;m)(a + br)_

a—1

ab [ ™ (0 + b?“)] G (a + br) [wgm)(c - dr)] ’ -Q/ngm)(c + dr)_

- - - 28 = - E
(e + dr) s (@ + br)

Bd [wf,m)(a + br)} 4 B [ fjm)(c + dr)] > w5m+1)(c +dr) [wf,m)(c + dr)} ’

[ (e +an)” [ (ot o))"
_aby" P atbr)  BdpS T (e + dr)
{m) (a+br) z(,m)(c + dr)

b (a + br) ™ (e + dr) = Bdp™ (e + dr)pi™ (a + br)
Y™ (0 + bryyd™ (c + dr) |

(3.25) esitliginden m = 2k + 1,k € NU {0} i¢in ¥{™ > 0 ve m = 2k,k € NU {0}
icin /™ < 0 oldugu goriiliir. ilk olarak ab < Bd ve m = 2k + 1,k € N U {0} olsun. O

zaman ™ (a + br) > 0, ¥ (c+ dr) > 0, ¥ (@ + br) < 0, " (e + dr) < 0

+1)

ve {™ azalan ve ¢{™ ™ artandir. O zaman

VI (@ + br) = ™ (¢ + dr)

ve
w5m+1)(a +br) < @/}fjm“)(c +dr)

olur. Boylece
fjm (c+ dr)@/z (m+1) (a +br) < zpqgm)(c + dr)@bf,mﬂ)(c + dr)

< ngm)(a + br)¢£m+1)(c + dr)



elde edilir. ab < fd kosulundan

IN

abpS™ (¢ + dr)yp™ ™ (a + br) abp™ (¢ + dr)pS" ™ (¢ + dr)

abp$™ (a + br)wd™ ™ (¢ + dr)

IN

BdpS™ (a + br) S (¢ + dr)

IN

ve boylece
abp™ (¢ + dr)p ™Y (a + brr) — Bdypl™ (a + br)p ™) (e + dr) < 0

elde edilir. Bu durumda I’(r) < 0 olur. Bu ise  fonksiyonunun [0, co) araliginda azalan
oldugunu gosterir. Buradan H fonksiyonunun [0, 0o) araliginda azalan oldugu elde edilir.
Boylece r € [0,1] igin H(1) < H(r) < H(0) yani (4.42) esitsizligi elde edilir.

Slmdl de ab > Bd ve m = 2k, k € N U {0} olsun. Bu durumda wvm)(a—i—br) < 0,
W+ dr) < 0, " a+br) > 0, "V (e+dr) > 0, ™ artan ve

1
(m+1) 4zalandir. O zaman

S (et drypd™ (e +br) < ™ (e dr)yl™ (e + dr)

L (@ + o)™ (c + dir),

IN

ve ab > [d kabuliinden

bl/)(m+1 (a+ br) f]”)(c +dr) > bw(mﬂ (c+dr) f,m)(c + dr)

V

Ozbwq(}mﬂ)(c + dr)wq(}m) (a+ br)

BdwS™ ™ (¢ + dr)i™ (a + br)

WV

ve boylece
b (¢ 4 dr)l™ (a + brr) — Bd ™Y (¢ + dr)p ™ (a 4 br) > 0

olur. Buradan [’(r) > 0 elde edilir. Boylece [0, c0) araliginda I fonksiyonunun artan
oldugu goriilir. O zaman H, [0,00) arahiginda artandir. Buradan (4.42) esitsizliginin

tersinin gegerli oldugu goriiliir ve boylece ispat tamamlanir. [
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Teorem423 (Ege, 2023) a;,ci, o, 3 >0, 1=1,2.

O<al+2br<cZderve

.migcin

. (m) (ai + i bﬂ“)
L =1 i
- H r jl 18
- wi()m) <Ci + Z diﬂ”)
k=1 i

(4.43)

P !
olsun. Eger (Z bj) a; < 0ve (Z dk> G; >0, « =1,2...n ise J fonksiyonu,

j=1 k=1
[0, 00) araliginda artandir ve [0, 1] aralig iizerinde

|:w1(}m) (a@>i| O 4 1()m) <(Iz + Z bj>
< J(r) < H - & =

= PN
?/fém) (Ci + Z dk)
k=1 i

P !
esitsizlikleri dogrudur. Ayrica (Z bj> a; > 0ve <Z dk> G;i<0 i=1,2..

j=1 k=1
J fonksiyonu artandir ve bu durumda (4.44) esitsizliklerinin tersi gecerlidir.

Ispat. K(r)=1nJ(r) olsun. O zaman
m+1)
. ) ( a; + Z b, 7“)
K/(T) = (Z bj>
TP e (aey w)
L J=1 J
. l Um+1 ( z+zdkr>
s (z dk> 5
i=1 | \k=1 (m) (Ci —i—deT)
i o |
elde edilir.

p
{mtD) (Gi + Z bﬂ“) (m+1)
221 < 0ve
i (ai + ) by )
=1

l
<CZ‘ + Z d]ﬂ’)
k=1
l
%gm) (Cz’ + Z dw)
k=1
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< 0 oldugundan

(4.44)

.n ise



p l
(Zb]) @ < 0 ve (Z )61 > 0,i = 1,2,...n icin K'(r) > 0. Bu
=1

durumda J fonksiyonu [0, go ) aralifinda artandir. Boylece [0, 1] aralig1 tizerinde (4.44)

!
esitsizlikleri saglanir. Ayrica (Z bj> a; > 0 ve (Z dk> Bi < 0,2 =1,2,...nicin

j=1 k=1
J fonksiyonu azalandir. Bu durumda da (4.44) esitsizliginin tersi [0, 1] aralig1 iizerinde

gecerli olur ve boylece ispat tamamlanmais olur. [
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5. SONUC

Bu yiiksek lisans tez calismasinda; Gama fonksiyonunun bir genellemesi
olan wv-gama fonksiyonu tamtilmis, Ozellikleri ayrintili  olarak incelenmistir.
Beta, digama ve poligama fonksiyonlarinin wv-genellemeleri tanimlanmugtir.
V-gama fonksiyonu bazi negatif de8erler i¢in tamimlanmigs ve Bohr-Mollerup
tipi bir teorem ispatlanmistir. Ayrica v-gama fonksiyonunun asimptotik agilimi ve
v-digama fonksiyonunun bazi integral gosterimlerine yer verilmistir. Ayrica v-gama
ve v-beta fonksiyonlart i¢in limit ifadeleri verilmistir. Son olarak v-gama fonksiyonunun
logaritmik konveksliginden, v-digama ve wv-poligama fonksiyonlarinin monotonluk
ozelliginden faydalanarak v-gama, v-digama, v-poligama fonksiyonlarini iceren bazi
esitsizliklere yer verilmistir. Gama fonksiyonunun ve genellestirmelerinin literatiirdeki
onemi ve bu konuda yapilan yogun ¢alismalar goz oniine alindiginda, bu yiiksek lisans
tez calismas1 daha sonra yapilacak calismalara yol gosterici olabilecektir. Ayrica bu
konu hakkinda temel bilgilere sahip olmak isteyen arastirmacilara da d8retici bir kaynak

olacaktir.
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