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OZET

Yuksek Lisans Tezi
OPERATORLERIN BEREZIN SAYISI ICIN BAZI YENI ESITSIZLIKLER
Duygu USLU

Suleyman Demirel Universitesi
Fen Bilimleri Enstittsu
Matematik Anabilim Dah

Danisman: Doc¢. Dr. Ulas YAMANCI

Bu yiiksek lisans tezi dort ana basliktan olusmaktadir. Giris kisminda, iretici
cekirdek, Berezin sembolii ve esitsizliklerin tarihgesinden bahsedilmistir. Kaynaklar
boliimiinde, Berezin sayist ile ilgili daha 6nce yapilan ¢aligmalara yer verilmistir.
Temel kavramlar kisminda, Berezin sembolii ve Berezin sayisi kavramlarinin
rahatlikla algilanabilmesi i¢in bazi terim ve notasyonlara yer verilmistir. Daha sonra,
Berezin sayis1 kavramini tanimlayabilmek igin tiretici ¢ekirdekli Hilbert uzay, uretici
cekirdek, normallestirilmis tiretici ¢ekirdek, Berezin semboli gibi baz1 kavramlar ele
alimmistir. Berezin sayisin1 bazi Ozelliklerinden bahsedilmis ve buna 6rnek
verilmistir. Ayn1 zamanda teoremlerin ispatini vermek i¢in bazi1 yardimci teoremler
verilmistir.

Genel olarak esitsizliklerin matematiksel teorisi ve 0Ozel olarak Hilbert tipi
esitsizlikler ve bunlarin uygulamalar1 son ylizy1l boyunca énemli dl¢lide gelismistir.
Yeni fikir ve kanitlarin, yeni sonuglarin ve uygulamalarin ortaya ¢ikmasiyla birlikte,
matematiksel esitsizlikler konusuna siirekli olarak caligmalar eklenmekte, bunlar da
esitsizlikler konusunu gelistirmektedir. Berezin sembolii ve Berezin sayisi, iiretici
¢ekirdekli Hilbert uzayinda, kuantum fiziginde ve degismeli olmayan geometride
operatdr teorisinin c¢esitli sorunlarimin incelenmesinde genis uygulamaya sahip
olmustur. Ayrica bir operatoriin sayisal yaricapt ve Berezin sayist kavramlar
diferansiyel denklemler, miihendislik, sayisal analiz, kuantum mekanigi alanlarindaki
uygulamalar1 nedeniyle kapsamli bir yere sahiptir.

Son birka¢ yilda operatdrlerin Berezin sayisi i¢in ters kuvvet esitsizligini bulmaya
yonelik 6nemli ¢aligmalar yapilmistir. Cogu aragtirmaci bunu yapmak i¢in Hardy-
Hilbert tipli esitsizlikler kullanmiglardir. Ana sonu¢ kisminda

2 2
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ayrik tipli Hardy-Hilbert tipli esitsizliklerden faydalanilarak Teorem 4.1.1 de Uretici
cekirdekli Hilbert uzaylar1 iizerinde, pozitif siirekli fonksiyonlar kullanilarak self-
adjoint operatorlerin Berezin sembolleri i¢in esitsizlik verilmistir. Bu teoremin bir
uygulamasi olarak Berezin sayisi i¢in Sonug 4.1.2 elde edilmistir. Teorem 4.1.3 de
H = H(Q) tretici ¢ekirdekli Hilbert uzaylari iizerinde yine ayrik tipli Hardy-Hilbert

1
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tipli esitsizlikten faydalanilarak konveks ve sirekli fonveksiyon kullanilarak self-
adjoint operatorler icin Berezin f(t)g(t) =t, t = 0 olacak sekilde [0, co) Uizerinde
negatif olmayan sirekli fonksiyonlar olmak Uzere n say1 esitsizligi verilmistir.
Ayrica, f ve g fonksiyonlari, “Temel Kavramlar” kisminda verilen Yardimci
Teoremler kullanilarak operatorlerin Berezin sayisi i¢in bazi gelistirilmis iist sinirlar
elde edilmistir (Teorem 4.1.5, Teorem 4.1.8 ve Teorem 4.1.10).

Anahtar Kelimeler: Berezin sayisi, Berezin sembolil, tiretici ¢ekirdek, self-adjoint
operatdr, konveks fonksiyon.

2024, 29 sayfa



ABSTRACT

M.Sc. Thesis
SOME NEW INEQUALITIES FOR THE NUMBER OF OPERATORS
Duygu USLU

Suleyman Demirel University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Ulas YAMANCI

This master’s thesis consists of four main headings. In the introduction, the
reproducing kernel, the Berezin symbol and the history of inequalities are mentioned.
In the resources section, previous studies on the Berezin number are included. In the
basic concepts section, some terms and notations are included so that the concepts of
Berezin symbol and Berezin number can be easily perceived. Then, in order to define
the concept of Berezin number, some concepts such as Hilbert space with
reproducing kernel, normalized reproducing kernel, Berezin symbol are discussed.
Some features of the Berezin number are mentioned and examples are given. At the
same time, some auxiliary theorems are given to prove the theorems. The
mathematical theory of inequalities in general, and Hilbert-type inequalities in
particular, and their applications have developed significantly over the last century.
With the emergece of new ideas and evidence, new results and applications, studies
are constantly being added to the subject of mathematical inequalities, which in turn
improve the subject of inequalities. The Berezin symbol and the Berezin number
have had wide application in the study of various problems of operator theory in
Hilbert space with reproducing kernels, in quantum physics and in non-commutative
geometry. In addition, the concepts of numerical radius of an operator and Berezin
number have a comprehensive place due to their applications in the fields of
differential equations, engineering, numerical analysis and quantum mechanics.

In the last few years, significant work has been done to find the inverse force
inequality for the Berezin number of operators. Many researchers have used Hardy-
Hilbert type inequalities to do this. In the main conclusion

2 2
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by making use of discrete type Hardy-Hilbert type inequalities, the theorem gives
inequality for Berezin symbols of self-adjoint operators on Hilbert spaces with
reproducing kernels, using positive continuous fuctions. Theorem 4.1.2. for the
number of Berezins as an application of this theorem has been obtained. In theorem
4.1.3, Berezin number inequality is given for self-adjoint operators by using convex
and continuous functions on Hilbert spaces with H = H () generating kernels,
again making use of discrete type Hardy-Hilbert type inequality. In addition , the

1
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functions f and g are non-negative continuous functions on [0,0) such that
f(t)g()=t, t =0 . Using the auxiliary theorems given in the basic concepts
section, some improved uper bounds have been obtained (Theorem 4.1.5, Theorem
4.1.8, Theorem 4.1.10)

Keywords: Berezin number, Berezin symbol, reproducing kernel, self-adjoint
operator, convex function.

2023, 29 pages
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1. GIRIS

Tarihsel olarak matematiksel analiz son ii¢ yiiz yildir matematigin en 6nemli dali
olmustur. Aslinda esitsizlikler matematiksel analizin kalbi haline gelmistir. Bir¢ok
bliyiik matematik¢i, konunun gelisimine 6nemli katkilarda bulunmustur, bu da
matematiksel fizik, uygulamali ve teorik matematigin ¢esitli alaninda yararh
uygulamalarla bircok yeni esitsizligin bulunmasina yol a¢mistir. Aslinda
matematiksel esitsizlikler yirminci yiizyilda, Hardy, Littlewood ve Polya tarafindan
yazilmis olan ve 1934 yilinda yayinlanmis ’Esitsizlikler’” baslikli 6ncii ¢caligmasiyla
modern matematigin kayda deger bir alan1 haline gelmistir. Bu 6nemli eser, kesin
kanitlarla ve matematikteki yararli uygulamalarla zarif esitsizliklerle dolu, kesin

mantigin bir paradigmasini temsil etmektedir.

Yirminci yiizyilda, ayrik ve integral esitsizlikler matematikte temel bir rol oynamus,
teorik ve uygulamali matematigin birgok alaninda genis bir uygulama yelpazesine
sahip olmustur. Ozellikle, David Hilbert integral denklemler lzerine derslerinde
sabitin tam olarak belirlenmesi olmadan Hilbert’in ¢ift seri esirsizligini ilk kez
kanitlamustir. Eger {a,,} ve {b,,} iki dizi, 0 <Y _ a3, <ooveld <Yy b2 < o

ise Hilbert’in ¢ift seri esitsizligi asagidaki sekilde verilir:

S T 2 < (S, a2 T, b)Y (L1)
Bu iinli esitsizlik 1900’lerin basinda Hilbert tarafindan 27 sabiti kullanilarak
ispatlanmistir. Hilbert’in ispatindan birkag yil sonra Schur 1911°de yeni bir ispat
vermis ve bu ispat (1.1)’in aslinda miimkiin olan en 1yi sabit 7 i¢in gecerli oldugunu

ortaya ¢ikarmistir.

1908 yilinda Weyl (1.1) Hilbert esitsizliginin ispatin1 yaymlamistir ve Schur ayni
zamanda (1.1)’in integral esitsizligini asagidaki formda elde etmistir:
1

fo 0 TO9Y) ity < {f f(x)dxf g (y)dy}

x+y

Genel olarak esitsizliklerin matematiksel teorisi ve Ozel olarak Hilbert tipi
esitsizlikler ve bunlarin uygulamalar1 son yiizyil boyunca 6nemli 6l¢iide geligmistir.
Yeni fikir ve kanitlarin, yeni sonuglarin ve uygulamalarin ortaya ¢ikmasiyla birlikte,
matematiksel esitsizlikler konusuna siirekli olarak caligmalar eklenmekte, bunlar da

gelismekte ve biitiinlesmektedir. Matematikgiler i¢in Hilbert tipi esitsizlikleri bir

1



biitiin olarak incelemek giderek daha fazla arzu edilir hale gelmistir. Ancak biiyiik ve
onemli makaleler siklikla birgok farkli dergide yaymlandigi i¢in bunu yapmak

giderek zorlasiyor.

Uretici cekirdekli Hilbert uzaylar, yaklasim teorisinde, makine dgrenme teorisinde,
integral operatorler teorisinde onemli bir ara¢ haline gelmis ve karmasik analizde
degerli bir rol oynamistir. Berezin sembolii ve Berezin sayisi, iretici c¢ekirdekli
Hilbert uzayinda, kuantum fiziginde ve degismeli olmayan geometride operator
teorisinin ¢esitli sorunlarinin incelenmesinde genis uygulamaya sahip olmustur
(Berezin, 1972; 1974, Englis, 2006; Fricain, 2000; Hedenmalm, 2000; Karaev ve
Saltan; 2005; Karaev, 2013).Bunlar, 6zellikle Toeplitz ve Hankel operatorleri igin,
Hardy ve Bergman uzaylarindaki operatorleri incelemek i¢cin énemli araglardir. Bir
operatoriin Berezin semboliiniin 6zellikleri o operatoér hakkinda dnemli bilgiler verir.
Hardy ve Bergman uzaylar gibi en bilindik {iretici ¢ekirdekli Hilbert uzaylarinda,
Berezin sembolleri operatérleri tek olarak belirler. Yani, tim A1 € Q icin R(1) =
T(A) ise R=T dir. Ayrica bir operatdriin iiretici ¢ekirdekli Hilbert uzaylarinda

tersinirligi operatoriin Berezin semboli ile iligkilidir (Karaev, 2006).

Uretici cekirdekli Hilbert uzaylari, makine 6grenimindeki ¢ekirdek ydntemlerinde
temeldir. Bu ¢ekirdek fonksiyonlarinin tekrar tekrar ortaya ¢iktigr aktif bir arastirma
alanidir. Cekirdekler, mikrodizi veri analizi ve goriintii giiriiltii giderme dahil olmak
tizere bircok gergek diinya uygulamasinda kullanilmistir. Cekirdek yontemlerinin
performansi, pratik uygulamalarda biiyiik 6lciide ¢ekirdek se¢imine baglidir. Belirli
bir uygulama i¢in uygun cekirdegi bulmak kolay bir is degildir.



2. KAYNAK OZETi

Uretici gekirdekler genel teorisi Aronszajn tarafindan 1950 yilinda olusturulmus ve

daha sonra bu teori Schwartz (1964) tarafindan gelistirilmistir.

Bir operatdriin sayisal yarigap1 ve Berezin sayisi kavramlar diferansiyel denklemler,
miihendislik, sayisal analiz, kuantum mekanigi alanlarindaki uygulamalar1 nedeniyle

kapsaml1 bir yere sahip olmustur.

Uretici ¢ekirdekler ile taniml1 olan Berezin sembolleri kavrami, Berezin (1972; 1974)
tarafindan “Covariant and contravariant symbols for operators” adli caligmasinda ele
alinmistir. Berezin sembolil operatorler teorisinde, 6zellikle Toeplitz operatdrlerini,
Hankel operatorlerini ve bileske operatorlerini incelemek i¢in Onemli rol
oynamaktadir (Karaev, 2004; 2012; 2013; Karaev vd., 2014; Yamanci, 2018).
Operatorler teorisindeki diger Onemli bir kavramda Berezin sayisidir. Berezin
sembolii kullanilarak, Karaev tarafindan Berezin kiimesi ve Berezin sayisi
tanimlanmistir (Karaev, 2006). Bir operatoriin Berezin sayist ber(A) ile gosterilir ve
H(Q) tretici c¢ekirdekli Hilbert uzayinda tamimlanir. Aslhinda herhangi A €
B(}[(Q)) icin 0 < ber(A) < w(A) < ||A|| ve ber(A) # 0isen € N igin asagidaki

esitsizlik gecerlidir:

w(A)
ber(A)

ber(A™) < ( ) ber(A)™.

Son birka¢ yilda operatdrlerin Berezin sayisi i¢in ters kuvvet esitsizligini bulmaya
yonelik 6nemli ¢alismalar yapilmistir. Cogu aragtirmaci bunu yapmak i¢in Hardy-
Hilbert tipli esitsizlikler kullanmislardir (Garayev vd., 2016; Garayev vd., 2017;
Garayev ve Alomari, 2021; Yamanci vd., 2017; Yamanci vd., 2019). Diger taraftan
literatiirde sik¢a kullanilan bazi esitsizliklerden faydalanarak operatorlerin Berezin
sayist i¢in yeni esitsizlikler verilmistir (Bakherad, 2018; Bakherad vd., 2019;
Bakherad ve Garayev, 2019; Hajmohamadi vd., 2020; Sahoo vd., 2020; Yamanc1 ve
Garayev, 2019; Yamanc1 vd., 2020).

Hardy-Hilbert esitsizliklerini kullanarak Yamanci ve Giirdal (2017) Berezin sayisi
icin agagidaki esitsizligi elde etmislerdir:

36

ber?(f(4)) < z

7;2 ber(f(4)?) ~ 6.7039ber (f(4)?)



Garayev vd. (2017) tarafindan Berezin sayisi i¢in bazi ters esitsizlikler agagidaki gibi

verilmistir:

per(r )’ < XD percria.

Garayev ve digerleri ayn1 ¢alismada iistteki esitsizlik i¢in agagidaki gibi daha iyi bir

yaklagim sunmustur:

21
ber(A)? < 1—ber(A2)

Garayev vd. (2018) baska bir ¢alismasinda pozitif bir A operatori ve sirekli bir f
fonksiyonu

-1

3\ 1 1
a=a(p,q)=2[(§) +1l ve (pq)p>1ve£+a=1ilep,q>1
olmak iizere Berezin sayisi i¢in asagidaki esitsizligi elde etmislerdir:

ber(f(A))p < aber(f(A)?P).
Ozel olarak p=2 igin

2 128
ber(f(A)) < Eber(f(A)z)
esitsizligini vermislerdir.
A€ B(}[ (Q)) self-adjoint operatér ve f fonksiyonu A c (0,00) araliginda
tanimlanan herhangi bir pozitif fonksiyon i¢in Garayev vd. (2018) asagidaki sekilde

bir esitsizlik vermislerdir: % + % =1, p,qg>1igin

2
ber(f(4))" < 4(pq — Dber(f(A)*) .
Yamanci vd. (2017) ve Yamanci vd. (2019) konveks fonksiyonlar icin sirasiyla

12
f?(berd) < (771 — —> ber(f (A))

ve

f?(berd) < %ber(fz(A)) .
esitsizliklerini vermislerdir.
A € B(3(Q)) pozitif operatér ve f fonksiyonu A c (0, ) araliginda tanimlanan
herhangi bir pozitif fonksiyon icin Majee vd. (2023) asagidaki esitsizligi elde

etmislerdir:



24
2m%2 —9

ber(f(A))2 < ber(f(4)?).

24
21m2%-9

Ayni ¢alismada yazarlar konveks f fonksiyonu i¢in f2(berA) < ber(f2(A))

esitsizligini vermislerdir.



3. TEMEL KAVRAMLAR

Teorem 3.1. H Hilbert uzay ve {e, } dizisi H uzayinda ortonormal bir dizi olsun. O
halde asagidaki kosullar birbirine denktir (Rynne ve Youngson, 2000).

(i) span{en:n € N} = H;;

(i) {en:n € N} = {0};

(iii) x|l = 3=, 1¢x, ex)|?, (Vx € H);

(iv) x = Yo (x, ep)en, (Vx € H).

Tamim 3.2. Yukarda verilen teoremin sartlarindan herhangi biri saglanirsa {e,}
ortonormal dizisine H Hilbert uzayinda ortonormal baz denir (Rynne ve Youngson,
2000).

Teorem 3.3. (Riesz Temsil Teoremi) Her simurli lineer f fonksiyoneli H Hilbert

uzayinda i¢ ¢arpim olarak ifade edilebilir. Yani, k, f fonksiyoneline bagli olmak

uzere
fx) = (x, k)
esitsizligini saglayacak sekilde bir tek k vektorii vardir ve
IF1l = likll

dir (Rynne ve Youngson, 2000).

Tamm 3.4. H bir Hilbert uzay ve T: H — H olmak Uzere her x,y € H ve a,f €
C icin T(ax + By) = aTx + BTy saglarsa T ye lineer operator denir.

Deger kiimesi R reel sayilar veya C kompleks sayilar olan operatdrlere fonksiyonel

denir. Buna gore T nin ¢ekirdegi Core(T) ile gosterilirse
Core(T) = {x € P(T): Tx = 0}
olur (Kreyszing, 1978; Rynne ve Youngson, 2000).

Tamm 3.5. H; ve H;, Hilbert uzay olmak lzere T: H; — H, sinirli lineer operator

olsun. T nin T* adjoint opeatori her x € H; ve y € H, icin
(Tx,y) = (x,T"y)
olacak sekilde bir

T*:j‘[z 4 :7'[1



operatoridir (Rynne ve Youngson, 2000).

Asagidaki baz1 6zel operatorler adjoint operatdr yardimiyla tanimlanacaktir.

Tamm 3.6. R:H — H Hilbert uzay1 olsun

(i) R*R = RR” ise R operattrii normal operator;

(i) R* = R ise R operatoriine self-adjoint operator;

(ili) R*R = RR* = I ise R operatorlne Uniter operatdr denir (Rynne ve Youngson,
2000).

Tanmmm 3.7. [a, b] araliginda herhangi w,, w, noktalar1 ve 0 < p < 1 arahigindaki
herhangi p degeri i¢in

fluwy + (1 — wwy) < puf(wy) + (1 —wf(wy)
esitsizligini sagliyorsa f(w) fonksiyonuna konveks fonksiyon denir (Kreyszing,

1978).

Tanmmm 3.8. A degismeli Banach cebrindeki her x € A elamani i¢in X(¢p) = ¢p(x)

olarak tanimlanan X: ), — C doniisiimiine x in Gelfand doniistimii denir.

Tanmm 3.9. X # {0} kompleks, normlu bir uzay ve T: D(T) — X lineer bir operator
olsun. T nin bir A regiiler degeri,

(i) R;(T) mevcut,

(i)  Ry(T) smurh,

(ilf) X de yogun bir kiime tizerinde R, (T) tanimli
olacak sekilde kompleks bir sayidir. T operatoriiniin tim regiiler degerleri olan 4
larin olusturdugu kiimeye T operatoriiniin resolvent kiimesi denir ve p(T) ile
gosterilir. p(T) resolvent kimesinin C kompleks duzlemdeki timleyeni olan ¢(T) =
C — p(T) kiumesine T operatorinin spektrumu ve bir A € o(T) degerine de T

operatoriiniin spektral degeri denir (Kreyszing,1978).

Tamim 3.10. R, kompleks bir H Hilbert uzayi iizerinde self adjoint lineer operatdr
olsun. Gelfand doéniisiimii, R’nin spektrumu tizerinde tanimli tiim stirekli C ((ﬁp (R))
fonksiyonlar kiimesi ile H uzayinda 14 operatorii ve R tarafindan iiretilen C*(R)

kiimeleri arasinda asagidaki gibi *-izometrik olarak ¢ izomorfizmi olusturur:

Herhangi f,g € C (®p(R)) ve a, BeC igin



(i) paf + Bg) = ad(f) + B (g)
(i)) p(F9) = d (¢ (9) ve ¢(f) = p(f)*
(iii) lpCHI = Il = supees, @ | F O
(iv) ¢(fo) =15 ve ¢p(f) =R .

Burada fo(t) = 1ve fi(t) =t, t € 6,(R).

Bu kavramlarla her f € ®,(R) icin f(R) = ¢(f) olarak tanimlanir ve buna R self-

adjoint operatdrii i¢in siirekli fonksiyonel kalkiiliis ad1 verilir.

Tamim 3.11. 6 herhangi bir kiime ve F(0) ise 0 iizerinde tanimlanan tim kompleks
degerli fonksiyonlarin kiimesi olsun. & kiimesi Uzerinde Uretici cekirdekli Hilbert
uzay1, k,: 0 X 8 — H fonksiyonuna sahip bir H = H(8) c F(6) Hilbert uzayidur.
Burada her u € 6 igin k,, := k(.,u) € H ve her u € 6 ve f € H icin

f@) =(f, kys
dir (Saitoh ve Sawano, 2016).

Tanim 3.12. H (8) uzayinin herhangi {e,, (2) },5o ortonormal bazi yardimiyla tiretici
cekirdek

[0e]

ku(2) = ) enli) en(2)

n=0

formiilii ile tanimlanir (Aronzajn, 1950; Saitoh ve Sawano, 2016).

Tamm 3.13. I?,l:”’]z—"” fonksiyonu retici  ¢ekirdekli # Hilbert uzaymnin
u

normallestirilmis tretici ¢ekirdegi olsun. H uzayinda herhangi sinirli lineer R

operatériiniin Berezin sembolii R

R(u) =<Rk, k, >y (ueO)

ile tanimlanir (Berezin, 1972; Nordgern ve Rosenthal, 1994).

Berezin sembolili, Hardy, Bergman ve Fock uzaylarmi iceren {iretici cekirdekli
Hilbert uzaylarinda operatorlerin incelenmesinde ¢ok yararli bir aragtir. Ornegin
opertorlerin sinirliligi, tersinirligi, kompaktligi ve pozitifligi, Berezin sembolleriyle
karakterize edilir veya bunlarla iliskilendirilir(Karaev, 2006; Zhu, 2007; Das ve
Sahoo, 2013; Karaev vd., 2013; Zhao ve Zheng, 2016).

8



Tanim 3.14. ber(A) ve ||A||per olarak gosterilen A operatoriiniin Berezin sayisi ve

Berezin normu sirastyla asagidaki sekilde tanimlanir:

ber(A4) = sup{|A(D)|: 1 € Q} = sup{|(4ky, k;)|: 1 € Q}

ve

Allper = sup{|(Aka, k3)|: 2 € Q} .

R, B € B(H) i¢in Berezin sayisi ve normu i¢in asagidaki 6zellikler saglanmaktadir:

0] ber(aR) = |a|ber(R) tim a € C,

(i)  ber(R+ B) < ber(R) + ber(B),

(iii)  ber(R) < |IRllper

(iv)  llaRllper = lallIRlper tim a € C

(V) IR + Bllper < lIRllper + lIBllper

(Vi) lIRllper = lIR*[Iper Ve ber(R) = ber(R").
dir (Bhunia vd., 2023).

Ornek 3.15. {e;,e,}, C* nin standart ortonormal bazi olsun. C? uzay1 {1,2}
kiimesinde bir Gretici cekirdekli Hilbert uzay olsun. O halde e;, e, her i,j € {1,2}

icin agagidaki sekilde tanimlanan ¢ekirdek fonksiyonlardir:

L (Li=j
eiQ):{O,iij’

U: C? — C? operatoril asagidaki tanimlanmus bir operator olsun:

Ule)) = e,

U(ez) = e
O halde U operatorii C? iiretici ¢ekirdekli Hilbert uzaymda self-adjoint ve Uniter bir

operatdrdiir. Berezin sayisi ve Berezin normu tanimindan

ber(U) = sup{|(Uey, e1)|, [(Uey, e;)[} = 0

”U”ber = Sup{”Uei”:i = 1;2} =1

w(U) = |lU]lI=1
dir (Majee vd., 2023).



Tamim 3.16. R operatoru igin Berezin kiimesi ve Berezin sayisi sirasiyla agsagidaki

sekilde tanimlanir (Karaev, 2006; 2013).

Ber(R) == Range(R) = {R(w): 1 € 0}.
Tanim 3.17. R operatortiniin B(H) deki niimerik aralig1 ve niimerik yarigapi sirastyla

tanimlanir:

WR) ={Rf.f):feHI|fll=1}

ve

w(R) = sup{l(Rf,f) : f € H,IIfIl = 1]} .
Berezin seti, Berezin sayisi, niimerik aralik ve niimerik yarigap arasinda asagidaki
gibi bir iliski vardir:
Ber(R) c W(R) ve ber(R) < w(R) < ||R]|.

Niimerik yarigap ve uygulamalari i¢in (Gustafson ve Rao, 1997; Kittaneh, 2005; EI-
Haddad ve Kittaneh, 2007; Dragomir, 2017) referanslarina bakilabilir.

NUmerik yari¢ap igin temel esitsizlik kuvvet esitsizligidir.

w(R™) =sw(R)",n =1,

(Halmas, 1982; Gustafson ve Rao, 1997). Dolayisiyla asagidaki sorular dogal olarak
ortaya cikar:

-Operatorlerin Berezin sayisi i¢in yukaridaki esitsizlik dogru mu?

-Operatorlerin hangi siniflar i¢in

ber(R)™ < C(ber(R™)) (3.1)
olacak sekilde bir C >0 sayist var m1?

Sifirdan farkli nilpotent operatorii, (3.1) esitsizliginin her zaman saglamadigini
gosterir.
Eger {a,,} ve {b,,} iki reel dizi ve 0 < Y5_,a2 <o ve 0 <YX b2 < o ise

Hardy-Hilbert esitsizligi asagidaki gibidir:

1
DI S LI SINRL el 3 P (3.2)

m+n+1
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Burada r sabiti en iyi ihtimaldir (Hardy vd., 1967). Son zamanlarda matematikgiler
tarafindan Hardy-Hilbert esitsizliginin uygulamalariyla ilgili bircok sonug elde
edilmistir (Hansen, 2009; Hansen vd., 2010 ve Kian, 2012).

T,,: £P — £P lineer operator ve a = {a,,};,=; € £¥ negatif olmayan bir dizi olsun. O

Zaman

(T a)(n) =Y 1——,n €Ny, =NU{0} (3.3)

m4+n+1’
olacak sekilde T,a = ¢ = {cy}5=1 operatorii vardir. H ayrilabilir bir Hilbert uzay1 ve
T:H — H sinirh bir self-adjoint operatdr olsun. 2002 yilinda Zhang asagidaki

esitsizligi kanitlamigtir:

||T||

(a, Tb)* < == (llall*|IbII* + (a,b)?) . (3.4)

Burada (a,b), a ve b i¢ ¢arpimidir. (3.3) ile tamimlanan T, operatoru (p=q=2) (3.4)
kosulunu sagladigindan (3.2) esitsizligi asagidaki formda gelistirilmistir.

mbn (00 (o] [ee] l
Zn 0 Zm 0 . % {Zn=0 aTzl 2n=0 brzl + (Zn=0 an bn)z}z . (3-5)

m+n+1

Burada, iiretici ¢ekirdekli Hilbert uzaylarinda self-adjoint operatorler igin Hardy-
Hilbert tipli esitsizligi kullanarak (3.1) esitsizligi incelenecektir. Ayrica, bir iiretici
cekirdekli H = #(®) Hilbert uzayinda self-adjoint operatorlerin Berezin semboli
icin (3.5) esitsizliginin benzeri elde edilecektir. Bu sonuglar (Yamanct vd., 2017;
Yamanci ve Giirdal, 2017; Yamanci vd., 2019; Yamanci, 2022) makalelerindeki baz1

sonuglar1 gelistirecektir.

Asagida, tezdeki sonuglari gelistirmek icin kullanilacak bazi yardimci teoremler

verilecektir.

Yardimc1 Teorem 3.18. a,b >0 ve -+ % = 1 olacak sekilde p,q > 1 olsun. O

SR

Zaman

dir (Kittaneh, 2010).

Yardimer Teorem 3.19. a, b, x € H ve ||x|| = 1 olsun. O halde

1
(@, x)x, b)| < S lIxlI*(llalllibll + Ka, b))
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dir (Buzano, 1974).

Yardimcir Teorem 3.20. R € B(H) pozitif operator ve ||x|| = 1 olacak sekilde x €

H olsun. O zaman
(Rx,x)" <(R"x,x),r=>1
(R"x,x) < (Rx,x)",r <1
dir (Simon, 1979).

Yardimer Teorem 3.21. R € B(H) ve f, g fonksiyonlar1 tiim t € [0,00) degerleri
icin f(t)g(t) =t olacak sekilde negatif olmayan strekli fonksiyonlar olsun. O

zaman her x,y € H icin
[(Rx, )2 < (f2(IRDx, x)X{g*(R")y, ¥)
dir (Kittaneh, 1988).
Ozel olarak, eger f(t) = g(t) =/t ise 0 zaman
[(Rx, y)I? < (IRIx, x){|R"|y, )
olur (Kittaneh, 1988).

Yardimci Teorem 3.22. x,y, z € H olsun. O halde

gy — 2 Gl Iyl < lxlZ Iyl
Y EE =

dir (Fujii ve Nakamoto, 1998).

Yardimcr Teorem 3.23. x,y,z € H olsun. O halde

[{z, )I? + Kz, »)I* < (Kx, 2)] + max(llxll, 1y 1I1) 112117

dir (Dragomir, 2013).
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4. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

4.1. Berezin Sayi Esitsizlikleri

Bu bélumde iiretici ¢ekirdekli Hilbert uzaylar tizerinde, pozitif siirekli fonksiyonlar
kullanilarak self-adjoint operatorlerin Berezin sembolleri i¢in (3.5) esitsizliginin

benzeri verilecektir.

Teorem 4.1.1. Ac (0, ) arahiginda f, g pozitif surekli fonksiyonlar olsun. Eger
R,Q:H(®) » H(©) operatdrleri A arahiginda spektruma sahip H(©) Uretici
cekirdekli Hilbert uzaylar {izerinde self-adjoint operatorler ise o zaman her p,vE®
icin

FRIR @ +5F@QWIR W +5 FRIWI@ W + 5 f(@g(@ W <
HP®W + FQWIERW + g2 W) + (FRIGR W) +

1

F@Qg@w) (4.0
dir.

Ispat. (3.5) esitsizliginde her n>2 icin a,, b,, = 0 olsun. a,, b,, > 0 oldugundan

(3.5) esitsizliginden

1
aghy + %% + % + B < Z{(af + a?) (b + bD) + (aohy + asb;)?2 (4.2)
elde edilir.

z,w € A olsun. Teoremin hipotezinden f , g =0 oldugundan (4.2) esitsizliginde a, =
f(2), a; = f(w), by = g(2),b; = g(w) seklinde yazilabilir. Buradan her z,w € A

icin
f@)g(@) +5fW)g@) +5f(@DgWw) + fw)gw) <
(2D + PGP (@) + g2 (W) + (F(D)g(2) +

Fw)g(w))?)z (4.3)

dir. (4.3) esitsizligine R operatorii i¢in fonksiyonel kalkiiliis uygulandiginda
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1 1
FRIGER) +5 F)g(R) +3 f(RYgw) + 5 Fw)g(w)

= %{(fz(m + 2(w))(g*R) + g*(w))

+ (F(RGR) + fF(w)gw))?J?

veheru € Q vew € Aigin

— 1 — 1 —— 1
fFRGRIW) + 5 fFg(RI(W) + 5 FRYWgw) + 2 f(w)g(w)

<SR + )R + g°(w)

1
+ FROWIRW + Fwgw)’F

elde edilir. Ustteki esitsizlige Q icin fonksiyonel kalkiiliis uygulandiginda (¢uinkii Q
self-adjoint operator) asagidaki ifade elde edilir:

il 1 i 1 —— 1
fFRIGRIW + 5 F(QgR)W) + 5 fF(RIWg(Q) +5(Q)g(Q)

<H(F®w + @) (W + 5*©)

— 2\7
+ (F®FRW + F@g@) |

Dolayisiyla yukaridaki esitsizlikten her R,Q € B(H) self-adjoint operatorleri ve
L,LE® i¢in

(DER () + 5 (D WETW + 5 T WD W + 5 (DEQW

< % {(f’zm W+ 7 QW) (P®W + 2@ W)

+(F g + (f(QTg(Q)(u)))Z}Z

esitsizligi elde edilir ki bu da istenilen sonucu verir.
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Sonug 4.1.2. A araliginda spektruma sahip olan R € B(H') self-adjoint operator igin

asagidaki esitsizlik saglanir:

(ber(R))2 < [271 - %] ber(f2(R)).

Ispat. (4.1) esitsizliginde Q = R, g = f ve v = u alindiginda

— 1, — 2 1. — 2 1 —
fER)(W) + > [FR®W] + > [FR®W] + §f2(R)(/i)

N| =

<HHPBW) +4(Fmw) |
ve dolayisiyla her 4 € Q igin

. 2 41 —

[FRWI <|2n-3| PRW
elde edilir. F(R)(1) = 0 ve f2(R)(w) = 0 oldugundan yukaridaki esitsizlikten her
U E Q icin

S 2 4 e

supeol FRO]” < |2 - 5| supco AR
olur. Boylece herhangi R € B(H) self-adjoint operatorii i¢in asagidaki esitsizlik
ispatlanmuig olur:
2 4
(ber(R))” < [Zn - 5] ber(f2(R)).

Simdi H = H (Q) tretici ¢ekirdekli Hilbert uzaylar1 lizerinde, konveks ve siirekli
fonksiyon kullanilarak self-adjoint operatorler icin Berezin say1 esitsizligi

verilecektir.

Teorem 4.1.3. f:A — (0,) konveks ve surekli fonksiyon ve R: H(©) - H (0)
operatOrd A araliginda spektruma sahip olan iiretici ¢ekirdekli Hilbert uzay: tizerinde

self-adjoint operatdr olsun. O halde

[f(ber(R))]2 < (Tl’ - %) ber(f2(R))

dir.
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Ispat. (4.2) esitsizliginden her z, w € A igin
f(@Dg@) +5fW)g(@) + 3 f(Dgw) +5 fFw)gw) <

(2@ + 2w)(92@ + g*W) + (FDg(2) +

fwgw)f (4.4)

dir. (4.3) esitsizliginde z = R(u) alindiginda her u € ® ve w € A igin
- - 1 - 1 /. 1
f(Rw) g (Rw) +5fwW)g (Rw) + 51 (RW) gw) + 5 fw)g(w)

< %{(f (RG) + 7)) (97 (Rw) + g )

+(F (Rw) g (RGw) + f(w)g(w>)2}E

elde edilir. Ustteki esitsizlige Q operatoril igin fonksiyonel kalkiiliis uygulandiginda
(cunkd Q self-adjoint operattr)

£ (R) g (Rw0) +5 (@ (Rw) +5 £ (Rw) 9@) + 3 F@)9(0)

< {7 (R0) + @) (¢ (R00) + @)

N =

+(f (Rw) g (Rw) + f(Q)g(Q))Z}

ve

—

f(Rw) g (Rw) +3F@ g (Rw) +5f (Rw) 9@ @) + 3 f(@g) <

0
{(fz(R(#))+f2(Q)(v))< (Rw) + 7@ W) + (£ (Ruw) ¢ (Rew) +

1=

2)2

F@s @) } 45)

elde edilir. f ve g fonksiyonlarmin konveksligi goz ontinde bulundurularak asagidaki

esitsizliklere sahip olunur:

f(0w) < F@ W) ve g (AW)) < g@ W) (4.6)
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ve

2 (Rw) < FERY () ve g? (R(w)) < F2RW) (4.7)

(4.5) esitsizliginde (4.6) ve (4.7) esitsizlikleri yazilarak her u,v € 0 icin

f(RBw) g (Rw) +3£(0w) g (Rw) +3f (Rew) g (Cw)) +

—

(@@ < H (AR W + FAQW) (FRwW + FOIw) +

[

(r®g®w + F@g@w) | (48)

sonucuna ulasilir.

Ozellikle (4.8) esitsizliginde Q=R, g=f ve v = p alindiginda u € O igin

[r ()] + 5[ (Rw)] + 5[ (Rw)] +5 A®W
1

< (PW) +4(PBW) |

ve
~ 2 1N —
[f (R@)] < (7= -3) P®Ow@
elde edilir. [f (ﬁ (,u))]z > 0 ve f7(hR/) (1) = 0 oldugu igin son esitsizlikte supremum
alindiginda her R self-adjoint operatdrii ve u € 0 igin
2 1
[f(ber(R))] < (T[ - 6) ber(f2(R))

elde edilir.
Asagida ber(R) < ||R||per esitsizliginin bazi genellemeleri verilecektir.

Teorem 4.1.4. R € B(7(6)) tersinir bir operator olsun. O zaman

ber?(R) < |IRll}er — infyeon®(ky)
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|1’?V2(“>—(§<v))2_|>2 di

[IR"Ry |

dur. Burada n%(k,) = (

ispat. k, fonksiyonu H uzaymin normallestirilmis iiretici ¢ekirdegi olsun. Yardimer

Teorem 3.22 de x = Rk,,y = R*k,, alindiginda

[IR"ky |

_—~ = 2 2
(Em) + 1R < Ik,

elde edilir. Bu yiizden

|§7(u) - (1'?'(1;))2 i
[R*F |

dir. Yukaridaki esitsizlikte tiim v € 6 {lizerinde supremum alindiginda istenilen sonug

IR)|” < ||RR,||” = infyeo

elde edilmis olur.

Teorem 4.15.R € B(?—((H)) ve % + ; = 1 olacak sekilde p,q > 1 olsun. Eger f ve

g fonksiyonlar1 f(t)g(t) =t, t = 0 olacak sekilde [0, o0) (izerinde negatif olmayan

stirekli fonksiyonlar ise o0 zaman

bZrR<12er qurR*
er " (R) < pf { |)+qg (IR*])

-7 infvees(lzv)

ber

r o . 1\2
dir. Burada 6(k,) = ((F% (IRDky, ku)2(g? (IR Dy ku)2) Ve 7 =max{%,%}
dir.

ispat. k, fonksiyonu H uzayinin normallestirilmis tiretici gekirdegi olsun. O zaman
] 2r 2 L L \{A2(RP\XL I\
|[R@)|™ < (f2(IRDky, ky) (g? (R ky, k)
2 2
= (f"P(IRDky, o)™ (g" T (IR Dy, B )"
T

~ L . o1
< (PP (RDR, B )92 (IR DR, )7

1 ~ - 1 ~ -~
< (5P URDR R+ 2 (g% (R D oY)
r W . TN\2
1 (P22 (RDRy, R — (g2 (IR DRy Ro)2)
1 ~ ~ 1 ~ -~
< (S URDR, ) + (g AR DR, )

T . 1\2
1 (2P (RDRy, R — (g2 (IR DRy Ro)2)
18



elde edilir. v € 8 iizerinde supremum alindiginda
1 1 -
ber® (R) < ber | £ <|R| + agz‘"(IR*I)> — roinfyeed(ky)

- Toinfueefs(ku)

ber

1 1
< |57 arn + ZgrarD

~ ~ ~ T ~ ~ rN 2
dir. Burada &(k,) = ((fZP(lRl)kv, ky)z — (g%1(|R*Dk,, kU)E) dir. Boylece ispat
tamamlanmis olur.

Teorem 4.1.5 icin p = q = 2 alindiginda asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.1.6. R € (H)B olsun.f, g fonksiyonlarif(t) = g(t) =t (t = 0) olacak

sekilde negatif olmayan siirekli fonksiyonlar ise 0 zaman

2 1 4r 4r * 1 : 1
ber (R)SEIIf (IRD +g* (IR |)||ber_§lnfv696(kv)

~ N A Y
dir. Burada 6(k,) = ((F*(IRDky, ko) — (g* (IR Dy, ky)2) dir.

Sonu¢ 4.1.6 da f(t) = g(t) =+t olarak diisiiniildiigiinde asagidaki esitlik

verilebilir.

Sonu¢ 4.1.7. R € B(H(0)) ver > 1ise
2r 1 *\T * D\T 1 : 1
ber® (R) < S [I(RR)" + (RR) llper — 5 infueo8(ky)

T " . T\2
dir. Burada (k,) = ((IRIZkU,kU)E —(|IR*|?k,, kU)E) dir.
Simdi asagidaki teoremi ifade edelim.

Teorem 4.1.8. R € B(#£(8)) ve [0,) aralizinda f fonksiyonu negatif olmayan

artan konveks bir fonksiyon olsun. O zaman

1 1
f(ber?(R)) < 7 (FUIR'R + RR"llper) + f(IR"R = RR"llper)) + 5 f (ber (R*))

dir.

19



ispat. k, fonksiyonu H uzayimnin normallestirilmis iiretici ¢ekirdegi olsun. Yardimet
Teorem 3.23° de x = Rk,,y =R*k, ve z=k, alindiginda ve max{a,b} =
(Ja + b| + |a — b|) / 2 ifadesi kullanilarak

|(ley, Ricy)|[{ey, R*key)|
1/~ < 2 ~ e 2
< E(l(ku;Rka + |<ku;R ku)l )
(aritmetik-geometrik ortalama esitsizligi ile)

< %(max {”REU”Z, |

R'ky||*} + [(RRy, R )
= = (HR*R + RR"ky, k)| + [((R'R — RR)ky, ko)) + 3 |(R?Ky, k)|
dir ve boylece

£ (|¢ky, Riey)||(ky, R*Eey)|)

<f G(|((R*R + RR)ky, k)| + [((R*R — RR")ky, ky)|) + % [(R?k,, ku>|>

f<%(|((R*R + RR*)EU' kv)l + |((R*R - RR*)k\vrk\v)D + |<R2Ev' Ev)|>
B 2

1 R*R + RR)k,, k, R*R — RRMk,, k, .
s§<f('“ F AR R R~ R >')+f(|<R2kv,kv>|)>

< i(f(I(R*R + RR*)ky, ky|) + F(J[((R"R — RR")k,, EU)D) + 2 F([(R? R, )]

elde edilir. Bu yiizden
f(|¢ky, RR)||(ky, R*Ky)])

<

(F(KRR Yy, ko)) + F(KR*R = RR") Ry K,)]))

I

1 ~ o
+ Ef(l(Rzkw kv)l)

dir.

Yukaridaki esitsizlikte v € 8 Uizerinde supremum alindiginda istenilen esitsizlik elde

edilir.
Teorem 4.1.8’ de f(t) = t",r = 1 alindiginda asagidaki sonug elde edilr.
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Sonu¢4.1.9. r > 1igin

1 1
ber?"(R) < 7 (IR*R + RR*||},or + IIR*R — RR*|},,) + Eberr(Rz)

dir.
Asagidaki teorem, yukaridaki sonucun daha gelistirilmis halidir.

Teorem 4.1.10. R € B(#(9)) ve f, g fonksiyonlari f(t)g(t) =t olacak sekilde
[0, ) Uizerinde negatif olmayan surekli fonksiyon olsun. O zaman herhangi r > 1

icin
ber?(R) < %ber(f‘”(lRl) + g (IR*D)

1
+ Zber(fzr(lRI)gzr(IR*l) + g (IR"DF*"(IRD)

dir.

ispat. k, fonksiyonu H uzaymin normallestirilmis tiretici ¢ekirdegi olsun. O zaman

-~ -~ 2 -~ -~ ~ -~
(Rl k)| < (FEURDEy, ko) (g2 (IR DRy, k)

< (f* (IRDky, ky g (IR* Dy, ko)

3 <<f2r(|R|>lEv,l€v> ¥ <g2r(|R*|)fcv,l€v>>2
- 2

(aritmetrik-geometrik ortalama esitsizligi)

= ((FF(ARD + g7 (IR* D)y, k, )2

< H((FPTURD + g (IR*D) Ry )

= ((F"URD) + g* (IR*D + £ UIRDGZ (T D + g2 (IR*DF 2 (IRD Ky, o)

< ber(f (R + g* (IR*D + 2 (IRDg* (IR*D + g* (IR*)F 2 (IRD)

4
1

< sber(f* (IRD + g*" (IR*D) + iber(f”(IRI)gzr(IR*I) +g* (IR*Df*"(IRD)

4

dir. Buradan
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[(Rky, k)| < = ber(f*(IRI) + g*" (IR*]))

AN

1
+ Zber(fzr(IRI)gzr(IR*I) +g* (IR*Df? (IRD)

dir. Boylece

ber(f*"(IR) + g*"(IR*)

AN

[(Rky, k)| <

1
+ Zber(fzr(IRI)gzr(IR*I) +g* (IR*Df? (IRD)

dir. Yukaridaki esitsizlikte v € 6 iizerinde supremum alindiginda istenilen esitsizlik
elde edilir. Teorem 4.1.10° da f(t) = t17? ve g(t) = t? (0 < p < 1) alindiginda

asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.1.11. R € B(#(6)) olsun. O halde herhangi p € [0,1] ve r > 1 i¢in
1
berzr(R) < Zber(|R|4(1—p)r + |R*|4pr)
1
+ Zber(|R|2(1‘p)r|R*|2PT + |R*|2PT|R|2(1—p)r)

dir.

Ozel olarak p = % icin

1 1
ber?(R) < Zber(lRlzr + |R*|?") + Zber(IerIR*Ir + |R*|"|R|")

elde edilir.
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5.SONUC VE ONERILER

Tezde, ayrik tipli Hardy-Hilbert tipli esitsizliklerden faydalanarak operatorlerin
Berezin sembolii ve Berezin sayisi i¢in pozitif siirekli ve konveks fonksiyonlar
kullanilarak bazi esitsizlikler elde edilmistir. Ayrica, Dragomir, Fujii ve Nakamoto
gibi yazarlarin elde ettigi bazi1 teoremler kullanilarak operatdrlerin Berezin sayist igin

yeni bazi iist sinirlar elde edilmistir.

Bu tez calismasimi goézoniinde bulundurarak ileride yapilacak ¢alismalar icin

asagidaki oneri verilebilir:

-Farkli ayrik tipli esitsizlikler kullanilarak daha 6nce elde edilen Berezin sembolii ve

Berezin sayis1 esitsizlikleri gelistirilebilir mi?
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