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Bu tez calismasinda sivrisineklerden insana bulasan ve agir grip semptomlar1 gostere-
rek Oliimciil sonuglara sebep olabilen "Dang Hummasi" hastaligi i¢in hazirlanmig matema-
tiksel bir model Caputo-Fabrizio kesirli tiirev tanimi ile genisletilecektir. Elde edilen bu yeni
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varli@1 ve Picard-Lindelof teoremi kullanilarak ise ¢éziimiiniin tekligi incelenecektir. Son
olarak matematiksel modeldeki her bir fonksiyonun farkli mertebeden kesirli tiirev degerleri

icin grafikler gosterilerek yorumlanacaktir.
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In this thesis, a mathematical model prepared for Dengue fever disease, which is
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results, will be expanded with the Caputo-Fabrizio fractional derivative definition. This new
model will be analyzed. The existence of the solution of this system of equations using the
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1. GIRIS

Analiz, matematigin en temel alan1 olup ana kollarindan olan tiirev ve integral kavram-
lar1 oldukca genis kapsamlidir. Klasik anlamda tiirev, reel degiskenli bir fonksiyonun aldig1
degerlerde meydana gelen degisim olarak ifade edilebilir. Kesirli analiz ise tamsayili mer-
tebeden olmayan tiirev ve integralin 6zelliklerini arastirir. Kesirli tiirev ve integral ile klasik
anlamdaki tiirev ve integral kavramlar1 daha genel ve kapsamli hale gelmistir.

Kesirli analizin ge¢cmisi neredeyse klasik analiz kadar eskidir. Leibnitz, Newton ve
Gauss bu tiir hesaplamalar yapmistir. Bilinen en eski kesirli tiirev kavraminin goriildigi
yer L’Hospital’in Leibnitz’e 1695 yilinda yazdig1 mektuptur. L’Hospital mektubunda "Z;—Lf
ifadesinde n = 1/2 olursa ne olur?" diye sorar. Leibnitz ise "Bir giin faydali sonuglarin
cikarilacag bariz bir paradoks." seklinde cevap verir. 1697°de Leibnitz d(*/?)y notasyonunu
kullanirken Lacroix 1819°da ilk defa kendi diferansiyel ve integral metinlerinde herhangi
mertebeden tiirevden bahsetmistir. Euler ve Fourier herhangi mertebeden tiirevden bahset-
mis ancak bir 6rnek ya da uygulama vermemislerdir. Niels Henrik Abel 1823 yilinda analiz
ile ilgili ilk uygulamay1 vermistir. 1832’de J. Liouville ilk olarak kesirli tiirevin en temel
mantiksal tanimini1 vermistir. Yillar i¢inde pek cok matematik¢i kendi notasyon ve yaklagim-
lariyla tamsayili olmayan mertebeden tiirev ve integral i¢in ¢esitli tanimlamalar yapmislardir.
Yapilan calismalarda belirli sartlar altinda bazi tanimlarin es deger oldugu gosterilmistir. Bir-
birleri arasinda gecisler olmasina ragmen tanimlar1 ve tanimlarin fiziksel yorumlar: farklilik
gostermektedir.

Kesirli analizde birden fazla tiirev ve integral taniminin olmast problemin en iyi
cOziimiiniin elde edilmesini saglar. Matematikgiler, giinliik yasam problemlerini insanliga
en faydali olacak sekilde ¢oziime ulastirmaya calisirken kesirli analizden de oldukga yarar-
lanmaktadir. Covid-19 salginiyla bir kez daha giindeme gelen bulagsict hastalik modelleri
ve bu modellerin ¢oziimii ile elde edilebilecek sonuglarin onemi fark edilmistir. Bu calis-
mada Caputo-Fabrizio kesirli tiirev ve integral modelin ¢oziimiinde kullanilacaktir. Farkli
modeller ve problemler i¢in farkli kesirli tiirev ve integral tanimlar1 kullanilabilir (Koca ve
dig. (2020), Koca (2018b), Koca (2018a), Koca ve Atangana (2017), Dokuyucu Ali ve dig.
(2018), Dokuyucu (2020), Dokuyucu ve Dutta (2020), Dokuyucu ve Celik (2021), Dokuyucu
ve Dutta (2021) ).



Diinya iizerindeki her canliy1 etkileyip tiim diinyay: ilgilendiren biiyiik bir problem
haline gelebilmesi sebebiyle bulagsici hastaliklar, insanlar i¢in her zaman tehdit olmustur. Bu-
lasict hastaliklar bir¢ok farkli mikrop ya da patojen kaynakli olusabilir. En yaygin patojenler
farkli tiirlerdeki viriisler ve bakterilerdir. Bulasici hastalik olarak nitelendirilen patojenlerin
kolaylikla hasta olan kisiden hasta olmayan kisiye bulagmasi sonucu hastaliklar yayilim gos-
terir. Bu durum i¢in en yaygin olan ve en ¢ok bilinen influenza ya da grip 6rnek olarak
verilebilir. HIV, sitma, cicek hastaligi, kizamik¢ik gibi pek ¢ok bulagict hastalik milyonlarca
enfeksiyona hatta 6liime sebep olmaktadir. Bu hastaliklarin pek ¢cogu hala bolgesel ya da
global olciide toplum sagligini tehdit etmektedir.

Bulasici hastaliklar farkli sekillerde yayilabilir ve patojenler farkli bulagsma yollariyla
enfeksiyonlara sebep olabilir. Bazi enfeksiyonlar direkt temasla bulasirken bazilari igin
tastyici bir canli gerekebilir. Ornegin grip, SARS hava yoluyla; sitma, dang hummasi, Bat:
Nil viriisii vb. hastaliklar sivrisinekler araciliiyla bulasir.

Bulasici hastaliklart kontrol altina almanin etkili yollarindan biri, olabildigince in-
sanlarla olan temas1 azaltmak olsa da giiniimiizde bunu miimkiin kilmanin uzun vadede ne
kadar zor oldugu kisa zaman Once tiim diinya tarafindan tecriibe edildi. Asilama ve ilaglar
ise bulagsmay1 azaltmak ve hastalig1 kontrol altina almak i¢in kullanilan en 6nemli araclardir.
Hastaliklarin ilerlemesinin enfekte kisilerin viral yiikleri ile iligkili olmasi, enfekte bireylerin
farkli asamalardaki bulagsma oranlarinin farkli olmasi, enfeksiyonlarin saptanmasi, tedaviye
uygunluk, tedavi siiresi ve bir¢ok belirsiz etken, tedaviyi ya da bulasin 6nlenmesini biiyiik
Olciide etkileyebilir. Bu sebeple gelecekte alinmasi gereken Onlemlere rehberlik etmesinde
ve olasi senaryolarin kesfedilmesinde matematiksel modeller olduk¢a 6nemli rol oynamak-
tadur.

Yiizyildan daha uzun siiredir bulasici hastaliklarin dinamiklerini incelemek i¢in matem-
atiksel modeller kullanilmaktadir. Son yillarda matematigin bulagici hastaliklardaki uygula-
malar dikkat ¢ekici sekilde artmis olup matematiksel epidemiyoloji gibi ayr1 dallarin ortaya
cikmasini saglamistir. Hizli teshis testi, mevcut klinik veriler, bilimsel hipotezlerin ve ise
yarar stratejilerin matematiksel modellere uyarlanmasini kolaylagstirmistir. Ortaya yeni ¢ikan
hastaliklar matematiksel modellemeye olan ilgiyi arttirmuistir.

Modeller, deney yoluyla ya da bagka bir sekilde elde edilmesi zor veya pahali olan
giinliik yasam problemleri i¢in belirli parametreler altinda tahminler yapar. Modelle ilgili
hastaligin yayilma hizini, popiilasyonda yayilip yayilmayacagim1 ya da yok olup olmaya-
cagin1 ayni zamanda bir kontrol énleminin etkisini de tahmin edebilir. Hastaliklarin ortadan

kaldirilmasi1 adina gereken daha fazla caba icin halk sagligina faydali kilavuz olur. Mo-



delleme hangi miidahalelerin denemeye deger olup hangi miidahalelerden kaginilabilecegine
dair karar vermeye de yardimc1 olur.

Bir salgin modeli bulagsma asamalarini ve enfekte olan popiilasyon sayisini tarif eder.
Boyle bir model salginin sonunda enfekte olmayan niifusun sayisini veya oranini belirleye-
bilir. Salgin modellerinde popiilasyon gruplari kavrami yaygin olarak kullanilir. Matematik-
sel kolaylik icin bu gruplar S,E,I ve R gibi harflerle sirasiyla duyarli, maruz kalmis, bulasici
ve 1yilesmis popiilasyonlar olarak gosterilir.

Enfeksiyona kars1 savunmasiz olan bireyler duyarli olarak bilinir ve S (hassas, du-
yarl1) grubuna, enfekte olmus ancak semptom gostermeyen veya baskalarina bulastirmayan
popiilasyon E (maruz kalan) grubuna, enfekte bir kisi baskalarina bulagtirmaya basladiginda
o kisi bulasicidir ve I grubuna, bir kisi enfeksiyondan iyilestiginde R (iyilesmis) grubuna
aittir. Iyilesen bir kisi ya kalic1 olarak iyilesir orda kalir ya da tekrar duyarl hale gelip S
grubuna geri donebilir.

Patojenlerin dogasina bagl olarak gruplar acisindan SIS, SIR, SIRS gibi modeller
geligtirilebilir. Enfekte bir kisi tedaviden sonra yine duyarli hale gelirse hastalik dinamigi
icin SEIS veya SIS tipi bir model uygun olur. SIS modeli i¢in bakteriyel enfeksiyonlar 6rnek
verilebilir. Diger taraftan eger kalic1 bir iyilesme saglanir, iyilesen bireyler artik o patojene
kars1 duyarli hale gelmezse SIR seklindeki model uygun olur ve genelde viral enfeksiyon-
larda goriiliir.

Bu calismada viral enfeksiyon olan Dang hummasina ait bir matematiksel model in-
celenecektir. Son zamanlarda oldukca 6nemli saglik problemlerinden biri haline gelen Dang
hummast, agir seyreden grip ile benzerlik gosteren bir hastaliktir. Ozellikle "Aedes Aegypti"
cinsi disi sivrisineklerin 1sirmasi sonucu insana bulasan viral bir enfeksiyondur. Dang hum-
mas1 Afrika, Asya ve Giiney Amerika’daki tropikal iilkelerde sik goriiliir. Ancak enfekte
bir insanin seyehat etmesi sonucu bagka iilkelerde de goriilmesi olasidir. Dang hummasi
bulasici degildir, yani insandan insana bulagsmaz. Hasta olan bireyi sivrisinek 1sirdiginda en-
fekte olur. Enfekte sinek baska bir insan1 daha 1sirdiginda viriisii yaymig olur. Bu hastaliga
yakalanan ¢ogu insan yaklasik olarak bir hafta i¢inde iyilesirken bazi1 durumlarda enfeksiyon
ciddi seyrederek oliimciil olabilmektedir.

Bundan sonraki boliimlerde sirasiyla bazi tanim ve temel kavramlar verilecek, Caputo-
Fabrizio kesirli tiirevi detaylandirilacak, incelenecek olan matematiksel model Caputo-Fabrizio
kesirli tiirevi ile genisletilip yeni bir model elde edilecek, bu yeni modelin ¢dziimiiniin varligi

ve tekligi gosterilecektir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde bize gerekli, kesirli analizle baglantili olan birka¢ 6nemli fonksiyondan
bahsedilecektir. Bu fonsksiyonlardan bazilari Gamma, Beta, Mittag-Leffler fonksiyonlaridir.
Gamma fonksiyonu, faktoriyeli genellestirmek icin kullanilirken Beta fonksiyonu, kuvvet
fonksiyonlarinin kesirli tiirevlerini hesaplarken gereklidir. Mittag- Leffler fonksiyonu ise

lineer kesirli diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde karsimiza ¢ikar.
2.1. Gamma Fonksiyonu

Faktoriyel temel ve kullanigh araglardan biri oldugu i¢in tam say1 mertebeli analizde
oldukc¢a 6nemli yer tutar. Gamma fonksiyonu ise fartoriyelin genisletilmis bir hali olarak

diisiiniildiigiinde ayn1 6neme sahip olup temel olarak z € C olmak iizere

['(z) = / h ettt .1)
0

seklinde tanimlanir. Ustel olmasi sonsuza yaklasirken integralinin sifira yaklasmasi komp-
leks diizlemin sag yarisindaki biitiin z kompleks degerleri i¢in agikardir (JRe(z) > 0).
Kompleks diizlemin sol yarisndaki degerler icin diger genellestirmeler asagidaki gibi yapila-
bilir. Eger (2.1) denkleminde ¢~* yerine

n

)

limiti yazilip n defa integrali alinirsa Gamma fonksiyonunun asagidaki limit tanimi elde

lim (1—

t
T—00 n

edilir.
nlz"
I'(z) =1
(2) 200 z(z2+1)...(z+n)

Bu ifade Re(z) > 0 i¢in tiirevlenebilir olsa da Gamma fonksiyonunun tanimini negatif tam

(2.2)

sayilar hari¢ negatif taraf i¢in de kullanmak miimkiin olur. O halde Gamma fonksiyonu her
z € C—-4{0,—1,-2,...} icin tanimli olur. Negatif tam say1 probleminden kurtulmak i¢in

Gamma fonksiyonunu

1 lim z(z4+1)...(z+n)
z

F( ) T—00 nlzn 23



seklinde yazarsak boylece %Z) ifadesi biitiin kompleks sayilar icin taniml1 olmus olur.

Faktoriyelin (n + 1)! = (n + 1)n! 6zelligi Gamma fonksiyonu i¢in de gecerlidir. Yani
L(z+1) =2T'(2) (2.4)
olup (2.1) esitliginin kismi integrasyonu ile kolayca kanitlanabilir.

Nz+1) = / e rdt = [e_tt’z}t:oo + z/ e "tPdt = 21(2) (2.5)
0 0

t=0

Gamma fonksiyonu ile faktoriyel arasinda baglant1 beklemek oldukg¢a dogaldir. (2.4) esitligin-
den ve I'(1) = 1 oldugundan her n € Nigin I'(z + 1) = 2! yazilabilir.

2.2. Beta Fonksiyonu

Beta fonksiyonu, kuvvet fonksiyonlarinin kesirli tiirevlerini hesaplamak i¢in oldukca

onemlidir. Beta fonksiyonu fRe(z) > 0 ve fe(w) > 0 olmak iizere

1
ﬁ(z,w):/ =711 — )Lt (2.6)
0

seklinde tanimlanir. 5(z,w) = (w, z) olup Beta fonksiyonu ile Gamma fonksiyonu arasinda

Blz,w) = rls(zgi%) olacak sekilde bir iligki vardir. Beta fonksiyonu sayesinde Gamma

fonksiyonunun bazi kullanigh 6zellikleri elde edilebilir:

=122
B(z,w) :ﬁdt,wz),ma(w) -0
. e
['(2)0(1 - 2) :Sm?m)
5D



2.3. Mittag-Leffler Fonksiyonu

e” iistel fonksiyonu, tam say1 mertebeli diferansiyel denklemler teorisinde oldukca

onemlidir. Bu fonksiyon seri olarak

0 k

eZ:Z:F(/g+1)

k=0
yazilabilir. Bu fonksiyonun genellestirilmis hali yani Mittag-Leffler sekli kesirli diferansiyel

denklemler teorisinde 6nemli rol oynar. o > 0 ve S € R igin iki parametreli Mittag-Leffler

fonksiyonu
00 k
z
Eop(2) = kz:% Tk 7 5) 2.8)

seklinde tanimlanir. « ve 3’nin baz1 6zel degerleri icin bu fonksiyon hesaplanirsa bilinen

klasik fonksiyonlar elde edilir:

E1,1<Z> :62
6z—l
E —
12(2) g
E51(2%) =cosh(z)
sinh(z
E'272(22) il Z( )

Ey (2) = erfe(—2)
Mittag-Leffler fonksiyonun klasik tiirevlerine kesirli diferansiyel denklemlerinin ¢oziimlerinde

karsilagilir.
2.4. Laplace Doniisiimii

Sabit katsayili adi diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde Laplace doniisiimii onemli
ve kullanigh bir aractir. Lineer diferansiyel denklemleri lineer cebirsel denklemlere doniistii-
rerek kolayca c¢oziilebilmelerini saglar. Bu yaklasimin en zor tarafi, genellikle son adim
olarak sonucun ters doniisiimiinii yapmaktir. Lineer sabit katsayili kesirli diferansiyel denk-
lemlerde de durum tamamen benzerdir. Laplace doniisiimii ile ilgili daha detayli bilgiye

(Kilbas ve dig. (2006)) dan ulagilabilir.

f(t) tek reel degiskenli kompleks bir fonksiyon olsun. Asagida gosterilen Lebesgue

integrali

/ h f(t)e =dt (2.9)
0

6



en az bir s kompleks sayisina yakinsar. f(¢) orijinal fonksiyon, F'(s) ise f(¢) fonksiyonunun
Laplace goriintiisii olarak adlandirilir ve £{ f(),¢, s} seklinde gosterilir.

Ozellikler:

Ozelliklerin hepsi (2.9) denkleminden gozlemlenebilir, ters Laplace fonksiyonu gibi daha
fazla icerige ve detayl bilgiye (Kilbas ve dig. (2006)) dan ulasilabilir. Fonksiyonlarin gerekli
uygun kosullar1 sagladig1 kabul edilmistir.

1) Lineerligin genellestirilmesi (Eger > .-, a. fx(t) diizgiin yakinsak ise):

E{Z akfk(t),t,s} = Zaka(s)

k=0 k=0

2) Tiirevin goriintiisii:

3) Integralin goriintiisii:

ﬁ{/o f(T)dT,t,s} = Fis)

2.5. Kesirli Mertebeden Diferansiyel Denklemlerin Tiirevi ve Integrali

2.5.1. Griindwald-Letnikov Kesirli Tiirevi

Klasik anlamda bilinen dogal say1 mertebeden tiirev tanim1 her K € Nigin genellesti-

rilirse;
d o f@) = f(z—h)
D=,
d? 1
Tl (@) =lim o5 [f (@) = 2f (x — h) + f(x — 20)
% (z) :}Li_)r% is[f(m) —3f(x —h) +3f(x —2h) — f(x — 3h)]
dr K - (K
o/ (x) =lim() ;(_1) (L)f(x—Lh)



elde edilir. Kesirli mertebeden tiirev alabilmek icin amag¢ bu genellestirilmis denklemdeki
K € N degerini a € R* yapabilmektir. Bu genel tanim iizerinde yeniden diizenleme

yapilirsa;
K

@) = tm (b St e )
— f(x) = lim(= —1)'———f(r—
dxX h LK — L)!
L—0
yazilabilir. Burada K dogal sayis1 herhangi bir reel sayiya genisletilmek istendiginde denk-

lemdeki faktoriyel olan ifadeleri Gamma fonksiyonu kullanilarak yeniden yazilirsa

K

e @) = ()" Z(_I)LL!FZ(XKLQ L) flo = Lh)

elde edilir. Toplam i¢indeki K haric diger biitiin K degerleri o € R degerine analitik olarak

genigletilirse;
o - T(a+1)
— = lim(-)* Y (=1)* — Lh
) = I SV Ty e L)

elde edilir. Toplam i¢inde K degeri i¢in £ sabit say1 olmak ilizere Kh := x — £ olarak

tanimlanirsa h — Oiken & < x # Oise k = x_;g — 400 olur. Buradan h = x—l_f ise % = I—I_(g
ve k — a € R olarak genisletildiginden % = x%g yazilabilir.

d® : s ;. TDla+1) L

@ = i () ;0(_1) Mati-no! “ g~

ifadesi daha genel notasyonlar kullanilarak yeniden yazilirsa;

n

P =i ) S T e e 9) e

elde edilir. Bu tanima "Griinwald- Letkinov Kesirli Tiirevi" denir. Aslinda bu tanim, igerisin-
deki limitin varligindan dolay1 olduk¢a karmagiktir. Yani bu tanim sadece limitin varlifinda
anlamlidir. Bu nedenle tanimdaki limiti biitiin fonksiyonlara uygulanilabilir hale getirmek,

gelistirmek gereklidir.

2.5.2. Riemann- Liouville Kesirli Tiirevi ve Integrali

Griinwald- Letkinov kesirli tiirev tanim1 daha kullanish hale doniistiirmek i¢in farkli
« degerleri i¢in tanim yeniden yazilir, bazi uygulanabilir benzerlikler bulunarak temel fonksi-

yonlarin kesirli integrali yazilabilir.

£(x) = lim (%)a S (-1* (O‘>f(x —Lh), h= L f<ua @2.11)

n—o0
L—0



formu ele alinsin. Ilk olarak temel anlamda integral kavramu tiirevin tersi olarak diisiiniildiigiinde

(2.11) denklemindeki o degeri (—«) ile degistirilebilir.

oy _ _ Dle+l) . (—ay _ (=DET(a+L) .
(L) = m ise ( L) = T)g' olur. O halde;

n—oQ

P ) = Jim ()7 SO0 ()t - L)

L—0
. - I(a+ L)
= lim h® —DN(-Dr———f(x— Lh
P ;0( S A
e~ Lla+ L)
=) T S )
L—0
elde edilir.
. " T(a+1L) x—¢
I9(f) = lim h*Y ———=f(z—L =
(f) nl—{goh ()L f(z h), h — E<x
L—0

integrali yazilabilir ve o = 1 icin integral yeniden yazilirsa;

n

P =tm S D s o
L—0 ’
= lim Z h.f(x — Lh), h = (w)
= e f(z —t)dt, (x —t = wu; —dt = du)
" 13
= / f(u)du

') = /é " fu)du

elde edilir. Ayn seklide;

a = 2icin  I*(f) :/:(a:—u)f(u)du

1

a = 3igin  I*(f) =5 /;(1: —u)?f(u)du

a=mnigin I"(f)=

seklinde genellestirilebilir. Elde edilen bu

I, = — /x(zz —u)* ! f(u)du, E<x (2.12)
3



integraline "Riemann- Liouville Kesirli Integrali” denir. « € RT ve n — 1 < a < n olmak

tizere Riemann-Liouville (2.12) integrali lizerinden tiirevi yazarsak;

d™
¢D, f(2) :%gfznfaf(x)
1 ’ n—a—1

ifadesine "Riemann- Liouville Kesirli Tiirevi" denir. (Podlubny (1998))

(2.13)

2.5.3. Caputo Kesirli Tiirevi

a € RTven —1 < a < n olmak lizere;

D2 1(e) =" s}
1

meg (@ —¢)" [ ()dt

ifadesine "Caputo Kesirli Tiirevi” denir.

(2.14)

Sadece (Caputo (1966)) degil, baska alanlardaki farkli caligmalarda da ayni tanima ulagilmagtir.

(Caputo ve Mainardi (1971), Kilbas ve dig. (2006), Bagley ve Torvik (1986), Hilfer ve dig.
(2000)).

Ornek: ¢ € R olmak iizere f(z) = ¢ sabit fonksiyonunu Riemann-Liouville ve

Caputo kesirli tiirev tanimina uygulayalim.

a —d_n n—a — ﬁ; ! _ f\n—a—
BD2E) = g ) = gy L 0 e
I S et N S PO et
—d:r”F(n—a)(n—a)(—l)£—da:”l“(n—oz){ * n—a« ]

e (z-gre

:dmnf(n—a) n— o

= a);(n —a) { dd::” (== 5)H}

c (n—a)l(x =&
IF'l+n—a) (n—a—mn)!
¢ T(tn-a)z-&
'l+n—a) (—a)!
1

-G -g
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Klasik analizde bilindigi lizere sabitin tiirevi sifirdir ancak burada sifirdan farkli bir sonug
elde edilmistir. Ayrica paydada (z — &) bulundugundan = = ¢ oldugunda ifade sonsuz ola-
cak yani bu noktada siireksiz olup tiirev tanimsiz olacaktir. Bu sebeple Riemann-Liouville

kesirli tiirevi kullanigh degildir.

€pe(e) zgyn—a){%(c)} - ﬁ /;@ _ gyr-at {%c] dt
:—F(nl— N /g “@ — o 0de

£D%(e) =0

Caputo kesirli tiireviyle elde edilen sonug, klasik analizde elde edilen sonugla ayn1 olmustur.

Ornek: x > —1 olmak iizere f(x) = " polinom fonksiyonunu Caputo kesirli tiirev

tanimina uygulayalim.

da" 1 v da"
CDa Y —.] (n—a) | 2 (R | — / ¢t n—a—1" ) dt
D2 =l 560 = gy [ o= e

_ 1 ’ n—a—1 "i! K—n
T(n—a /5(93—15) {(/@—n)!t dt

ifadesinde ﬁ =y yazilirsat = xy ve dt = xdy olur. Dolayisiylat — & iken y — % vet —x

iken y — 1 elde edilir.

af, K\ __ F<1 + ’Li) ! n—a—1 n—a—1 K—n
D) =E =y L o )y

1’\(1 + /‘i) (x)n—a—l—i-n—n—i—l

B F'n—a)l'(1+Kk—n) /5 Z(l — )" W)y

11



& = 0 olarak alinirsa Beta fonksiyonu elde edilir. Buradan

_ L1+ k)(x)~
F(n—a)l'(1+k+n)
A +w)(@)* Tn—o)l(1+kK+n)
In—a)ll+s+n)T(n—a+k—n+1)
I'(1+ k)
D(1+#r—a)

Bn—a,k—n+1)

R—Q

€ D7 (a") =

elde edilir. Bu sonug bize Caputo kesirli tiirevinin biitiin polinom fonksiyonlar i¢in kullanila-

bilir oldugunu soyler.
2.5.4. Caputo-Fabrizio Kesirli Tiirevi ve Integrali

a € [0,1] ve £ < bigin f(x) € H'(&,b) olsun.

oF pe f(z) = M) /je“f”a”f'(t)dt, MO) =M1 =1  @2.15)

11—«

ifadesine "Caputo-Fabrizio Kesirli Tiirevi" denir (Caputo ve Fabrizio (2015)).

Caputo kesirli tiirevi ile Caputo-Fabrizio (C-F) kesirli tiirevi arasindaki temel fark
ilk olarak goriinen Caputo kesirli tiirev tanimindaki integralin ¢ekirdek fonksiyonu diye-
bilecegimiz (z — t)~* fonksiyonunun degigmis olmasidir. Caputo-Fabrizio kesirli tiirevinde

—a(xz—t)

cekirdek fonksiyonu olarak iistel bir fonksiyon olan e 7= vardir.

¢ <t <xzvel < a < 1 araliklar igin i cekirdek fonksiyonu z = ¢ oldugunda

1
T—1)*
tanimsiz olur yani bu fonksiyonun x = ¢ noktasinda tekilligi vardir. Ancak yeni tanim tekil-
lig1 olmayan bir ¢ekirdek fonksiyonuna sahiptir yani x yerine hangi degeri verirsek verelim
fonksiyon hicbir zaman sifir degerini almaz.

C-F kesirli tiirev tanimina bakildiginda farkli olarak M («) fonksiyonu ve H'(&,b)
uzay1 goriiliir. Bir onceki tamimda integrallenebilir fonksiyonlar vardi ve onlarin kesirli

tiirevleriyle ilgilenildi. Simdi elimizde farkli kosullar ve fonksiyonlar var. Dolayisiyla bu

ifadelerin anlamlaria bakilmalidir. 11k olarak mertebesi 1 olan H uzayina bakilirsa;

H'(€,b) = {f € L*(§,0) : f' € L*(&,b)}

uzayina "Sobolev uzayt" denir. Bu uzay (¢,b) araliginda kendisi L? de ve tiirevi de L%(¢, D)
bulunan biitiin fonksiyonlari igerir. L2(&,b) ise (£, ) araliginda f; |f(t)|?dt < oo kogulunu

saglayan fonksiyonlar icerir.

12



C-F taniminda yeni olan bir diger ifade ise M («) dir. Bu ifadeye "normallestirme
sabiti" ya da "normallestirme fonksiyonu" denir. Bu Oyle bir sabittir ki bazen istatistikte
oldugu gibi baz1 belirli kosullart ayarlamak icin olasilik yogunluk fonksiyonu gibi bir fonksi-
yona ihtiyacimiz vardir. Biliyoruz ki olasilik yogunluk fonksiyonlarinin integrali biitiin etki
alaninda 1’e esittir. Ancak bu durum biitiin fonksiyonlar i¢in gecerli degildir. Eger Gaussian

fonksiyonunu alirsak;

g(x) =™, Vr € R
| styts —vam

integrali 1 olmadigindan bu bir olasilik yogunluk fonksiyonu degildir.

h(z) = \/% g(x) olacak sekilde bir h(x) fonksiyonu alinirsa

/_Zh(x)Z/_Z\/%—Wg(x)dx:\/%_ﬂf_zg(m)m:\/%_ﬂ(m):l

elde edilir. Dolayisiyla h(x) fonksiyonu bir olasilik yogunluk fonksiyonudur. Bu, buradaki

\/%7 sabiti sayesinde olmustur. Bu sabite "normallestirme sabiti" denir. C-F tanimindaki

denklemde bulunan M («) da buna benzer bir fonksiyondur.

a = 1 daha dogrusu lim o = 1 oldugunda C-F kesirli tiirevini incelemek i¢in

1 —a(z—t)
e 11—

ko =

11—«

fonksiyonunu alalim. « = ¢ oldugunda k, = ﬁ elde edilir. Dolayisiyla

hnr%k: = lim =00

a%ll—a

olur. x > t(x — ¢ > 0) oldugunda
. . 1 —a@-n ) ﬁ 00, ...
lim k, = lim e T b =lim{ — =5 —belirsizligi
a—1 a—1 1—« a—1 e 1-a o

L 1
T 11—« . _
_m{e“iﬁ“ ot }_m{e‘ﬁ_x—t}_o
11—«

elde edilir. Buradan

|

lim &k, = =d(z —1) (Dirac delta fonksiyonu)
a=l 0, z>t

yazilabilir. Delta fonksiyonu icin

/OO d(x —t)dt =
/ f(t)o(x —t)dt = / f(z)o(x —t)dt = f(x)

13



esitlikleri yazilabildiginden Caputo-Fabrizio kesirli tiirevi i¢in

lim €7 DS f(z »—mn{ﬂﬂaféxea””f<>w} (M(1) = 1)

Oz—)1£ a—1 1 —

r 1 —a(z—t)
=1. —Ta S f
/5 { T o¢ }f (t)dt

= [ (k) £ = [ o -0
¢ 3

a—1

=f'(x)
sonucu elde edilir. Bu da bize o = 1 oldugunda Caputo - Fabrizio kesirli tiirevi ile klasik
tiirevin ayn1 sonucu verdigini goriiliir.
o = 0 oldugu durum diisiiniildiigiinde aslinda hicbir tiirev alinmamasi yani klasik anlamdaki
tiirev igin f(z) fonksiyonunun yine f(z) olarak elde edilmesidir. Ancak o = 0 i¢in C-F

kesirli tiirev tanim1 incelendiginde

mﬁ%wu_m{Mwlﬁﬁﬁﬂmﬁ, (M(0) = 1)

a—r

=f(x) = f(&)
elde edilir. Eger f(§) limiti sifir olan bir fonksiyon ya da sifirdaki degeri sifir olan bir
fonksiyon degilse yeni kesirli tiirev tammminin klasik anlamdan farkli bir sonuca ulastigi

goriiliir (Guillemin ve dig. (1980), Hewitt ve Stromberg (2013)).

Ornek: M (a) = 1,¢ = 0 kosullan altinda farkli n degerleri igin £ D& {z"} tiirevini

inceleyelim.

n=1 olsun.

—a(z—t) t) 1 eic;f; t=x
CFDOC{ }—— [ l—« = a
11—« T—a t=0

{( )}

1 1 —a

=— — —el-a’
[0 (6
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n=2 olsun.

a ]_ z —a(z—t)
CTDI) = /0 15 (21 dt

—a(z—t) = —a(z—t)

t=x e l-a
=

t=0 0 T—a

_ 2 {1_“(;p.(1)—0)—1_0‘/0me“i(3”;”dt}

elde edilir. Buradan hareketle n > 0 icin genellestirilirse;

1 n—1

r ! 1—a\”
CF pag,ny _ k" gk

1 — n—1
+(—=1)F 1! (Toz) . §FDex}

ifadesi elde edilir.

§¥ Do f(x) Caputo-Fabrizio kesirli tiirevinin Laplace doniisiimiinii incelenirse;

1 T (et
el [ o)
0
1 z —a(z—t
:1—a£{/ el(a)f/(t)dt}
0

f*g:AU@—wmww
L{J g} =L{f}.L{g} = F(s).G(s)
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oldugundan

elde edilir.

(2.15) esitligi ile verilen Caputo-Fabrizio kesirli tiirev tanimi ayn1 zamanda0 < o < 1,2 > 0
ve M («a) normallestirme fonksiyonu olmak iizere

(2 —)M(e)

45" 4 w/o e f (1)t (2.16)

seklinde yazilabilir (Losada ve Nieto (2015)).
Bu denklemin Laplace doniistimii yapildiginda

(2 —a)M(«)
(s+a(l—2s))

cferpesta o) = ; (L))~ F0). 5> 0

elde edilir. Bu da kesirli integral taniminin yapilmasini kolaylastirir. o € (0, 1) olmak tizere

2(1 —a) 2a v
G-t " T G /0 u(t)dt, =20

esitligine "Caputo-Fabrizio Kesirli Integrali” denir (Losada ve Nieto (2015)).

CFIaf(JZ) — (2.17)
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3. MATERYAL VE YONTEM

Klasik analizde fonksiyonlarin tiirevi ve integrali iki cok 6nemli aragtir. Bir bakima
bu iki arag birbirinin tersidir diyebiliriz. Kesirli analiz ise bu klasik anlamdaki tiirevi ve in-

tegrali rastgele bir mertedeben olacak sekilde genellestirmek i¢in ¢aligir.

Matematikgilerin yaklagimina gore kesirli tiirevi ve integrali tantmlamak i¢in bir¢ok
farkli yol vardir. Ornegin Griinwald-Letnikov tanimu kiiciik sonsuz pargalanisina ve limite
dayanan klasik tiirev ve integral tanimi ile baglar. Bu yaklagimin dezavantaji fonksiyon-
larin itizerindeki biiyiik kisitlamalar olmasi, ispatlar ve hesaplamalardaki teknik zorluklardir.

Neyse ki Caputo-Fabrizio gibi daha kullanigh ve pratik yaklagimlar da mevcuttur.

Bu calismada biz (Caputo ve Fabrizio (2015)) ve (Losada ve Nieto (2015)) yaklasim-
larim kullanacagiz. Bu yaklagimlari formiile edip bu yaklasimlarin gerekli kosullarini ve

ozelliklerini verecegiz.
3.1. Caputo-Fabrizio Kesirli Tiirevi

Caputo kesirli tiirev tammini hatirlarsak « € [0,1], f € H'(0,b) ve b > 0 olmak

uzere

C P _ 1 Cf)
Dmf(:v)—r(n_a)/o (a:—t)adt’ t>0

—o(x—

(1(jca)t)} fonksiyonu ile ﬁ ifadesini
L — degistirildiginde mertebesi 0 < o < 1 ve M («) normallestirme fonksiyonu olmak

1—
V27 (l—a)

uzere

seklindedir. (z — t)® gekirdek fonksiyonunu et

Def(x) = % / (A, >0

elde edilir.
Bu yeni tanima gore f fonksiyonu eger sabit bir fonksiyon ise Caputo taniminda oldugu gibi
CF Do f = 0 olur. Bu iki tanim arasindaki temel fark eski tanimdaki ¢ekirdek fonksiyonunun

tersine yeni ¢ekirdek fonksiyonun x = t noktasinda tekilliginin olmamasidir.
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Bilindigi iizere Laplace doniisiimii diferansiyel denklemlerle yapilan ¢alismalarda 6nemli
rol oynar. Yeni kesirli tanimu i¢in 0 < = < 1 ve L[g(z)] ifadesi g fonksiyounun Laplace

doniisiimii olmak iizere
eferpe s o) -

yazilabilir. Eger Caputo-Fabrizio kesirli tiirevi ile ¢alisilacaksa Laplace doniisiimiiniin kul-

(2 — a)M(a)

2(s+a(l—s)) (sL{f(x)}(s) = f(0)), s>0  (3.1)

laniglt bir ara¢ oldugu agsikardir.
3.2. Caputo-Fabrizio Kesirli integrali

Mertebesi 0 < « < 1 araliginda herhangi bir deger olan kesirli tiirev tanimindan
sonra mertebesi 0 < o < 1 araliginda herhangi bir deger olan kesirli integral tanimindan
bahsetmek dogal bir gerekliliktir. Caputo-Fabrizio kesirli tiirev tanimiyla iligkilendirerek
kesirli integral tanimini verelim.

0 < a < 1 olmak tizere

“Fpof(z) =u(x), >0 (3.2)
diferansiyel denkleminin Laplace doniisiimii yapildiginda
cfer D (o) bo) = Llua)s), 5> 0

elde edilir. (3.1) esitlig kullanilarak

2 a)M(a) O Frulamis
2(s+a(1—s))(35{f@)}(8) f(0)) = L{u(x)}(s)
ya da buna denk olarak
_ 1 2a u(x)}(s M u(x)}(s s
L) = TO0)+ Sz SN0 + Gy L), 5> 0

esitligi elde edilir. Buradan ters Laplace doniisiimiiniin bilinen 6zellikleri kullanilarak

_ =) e 2 s .
8) = G i )+ G [, MO+ [0, 2=0 (33)

esitligi elde edilir. Diger bir deyisle ¢ € R olmak iizere bu fonksiyon

__20-q) T e ' s)ds+c¢, =«
1) = G et @y f, e w20

olarak tanimlabilir ve bu esitlik (3.2) denkleminin bir ¢oziimiidiir.

Ayrica (3.2) diferansiyel denklemi yeniden

% /Ox eﬁ(m—s)f/(s)ds _ u(x)’ 2> 0
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ya da bu esitlige denk olarak

/Ox e’ f'(s)ds = (22_(10(—;];@6&:011(33), x>0

seklinde yazilabilir. Bu ikinci denklemin her iki tarafinin tiirevi alinirsa;

/ - 2(1—&) /
f(f)—m(u(x)ﬂL 1_au($))a 20

elde edilir. Buradan 0 dan x e integrali alinirsa;

2(1 — @) B 2T e )
(o ey o) MO+ gy [, W)+ SO 20

olur ve (3.3) esitligine benzer bir sonuca ulasilir.

fz) =

O halde sonug olarak Caputo-Fabrizio tipinde kesirli integral tanim1 agagidaki gibi
olmalidir.

Tanmm: 0 < a < 1 olmak iizere mertebesi o olan f fonksiyonunun kesirli integrali

2(1 — «) 2

CEref(r) = mu(m) 8 m/o u(s)ds, x>0

seklindedir.
Bir onceki tanima gore mertebesi 0 < o < 1 olan bir f fonsiyonun Caputo-Fabrizio

kesirli integrali f fonksiyonu ile birinci mertebeden integralinin arasindadir.

2(1 — «) 2

=1
E-aM@) =M@
Dolayisiyla buradan M («) igin
M(a) = 2 0<a<l1

@) =5, a
esitligi elde edilir.
3.3. Kaesirli Diferansiyel Denklemler

0 < a < 1 ve h fonksiyonu
“FDoh(x) =0, >0 (3.4)

diferansiyel denkleminin ¢6ziimii olsun. (3.3) esitlifinden (3.4) denkleminin ¢oziimii her
x > 0igin h(z) = h(0) esitlifini saglamahidir. Buradan h ¢oziimiiniin sabit fonksiyon

olmasi gerektigi sonucuna ulagilir.
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Onerme 3.1 0 < a < 1 olsun.
TDh(x) = p(x), = >0 (3.5)

h(0) = ho € R; (3.6)

baslangi¢ deger probleminin tek bir ¢éziimii vardur, I'p ifadesi p nun ilkeli ve

. 2(1-a) B 20
T RmaM@) T 2—a)M(a) G-D
olmak iizere bu ¢oziim
h(z) = ho + va(p(z) — p(0)) + woI'p(z), x>0 (3.8)

seklindedir.

ispat : Kabul edelim ki hy ve hy (3.5) ve (3.6) denklemlerinin iki ayr1 ¢oziimii olsun. Bu
durumda

CFDahl(ZE) -4 Dahg(l') = [CFDahl — hg](l‘) =0

buradan (h; — h2)(0) = 0 olur. Dolayisiyla daha once bahsedildigi gibi h; — hy = 0 elde

edilir. Bu da her x > 0 i¢in h(x) = ho(z) demektir. Boylelikle ispat tamamlanmus olur.

(3.3) esitliginden agik¢a goriiliir ki (3.8) ile tanimlanan fonksiyon (3.5) diferansiyel
denkleminin bir ¢oziimiidiir. Dahas1 eger (3.8) denklemindeki x yerine O yazilirsa h, elde
edilir.

Dolayisiyla (3.8) ile tanimlanan fonksiyon(3.5) ve (3.6) ile verilen baslangi¢ deger
probleminin tek bir ¢oziimiidiir. o = 1 oldugunda (3.5) denkleminin ¢dziimii p nun olagan
ilkelidir.

Simdi ¢ € R, # 0 (p = 0 oldugu durum daha 6nce calisilan duruma karsilik gelir)
oldugunda

“Epoh(x) = ph(z) +u(z), >0 (3.9)

diferansiyel denklemini inceleyelim.
Onerme 3.1 *den (3.9) denklemini ¢ozmek demek v,, w, (3.7) de verilen esitlikler olmak

lizere
b(a) = o+ tul(h(a) = ho) + wle) = w0) 4w [ [oh+al(s)ds, 20
olacak sekilde bir i fonksiyonu bulmak demektir. Buna denk olarak
(1 — o) h(x) — ol h(z) = (1 — @ua)ho + va(u(x) — u(0)) + wol u(x), x>0
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olacak sekilde A fonksiyonu bulmaliy1z.

Eger v, = 1 olarak alinirsa;

elde edilir. Diger durum yani v, # 1 ise;

~ Vo We 1
= — >
) = ho 5 () —u(0) + 5T u(e), w20
oldugunda
h(w) = g2 'hla) = pla), w20
esitligi elde edilir.

¢ = 0 oldugu durum agikardir, h = p elde edilir. Eger ¢ # 0 ise;

Abg,

)\Zl—Aba

icin (3.10) esitligi
h(z) — @I'h(z) = p(z), = >0

olarak yazilabilir. Dolayisiyla,

W(x) = ¢h(z) + p(x), =0

(3.10)

oldugundan baslangi¢ kosul degerlerine sahip basit diferansiyel denklemlerin tek bir ¢oziimii

oldugu sonucuna ulasilir.

Sonug olarak bir sonraki onerme kanitlanmis olur.

Onerme 3.2 0 < o < 1 olsun.

“EDoh(x) = ph(z) +u(z), >0
h(0) = ho € R

baslangi¢ deger probleminin her ¢ € R tek bir ¢oziimii vardir.

3.4. Varlik -Teklik

i fty)  ve  y(to) = vo
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olan bir baglangi¢c deger probleminin ¢dziimiinii bulmaya ¢aligmadan 6nce iki soru sorul-
malidir:
1) Bu diferansiyel denklemin bir ¢6ziimii var mi1?

2) Eger ¢oziimii varsa bu ¢oziim tek midir?

Ozellikle diferansiyel denklem sistemi giinliik yasam problemine aitse tek bir ¢oziimiiniin
olmasi tutarl bir 6ngoriide bulunabilmek adina ¢ok Onemlidir. Diger taraftan birden faz-
la ¢coziim varsa dogru tahminde bulunabilmek i¢in hangi ¢oziimiin kullanilacagini bulmak

oldukca zordur.

Baglangi¢ deger problemleri igin kabaca teorem eger f(¢,y) fonksiyonu (g, yo) a-
raliginin komsulugunda siirekli ise ¢oziimii vardir ve eger f(t,y) ve % fonksiyonlart (¢, yo)

araliginin komsulugunda siirekli ise ¢6ziim tektir, der.
3.4.1. Coziimiin Varhg

Teorem 3.1 R : {(z,y) : |v — x| < a,|y — w| < b, a,b € R} dikdirtgensel bilge
olmak iizere her (x,y) € R icin f(x,y) bu dikdirtgensel bolgede siirekli ve siirly ise yani
Jk € RveV(x,y) € R?icin |f(x,y)] < kisey = f(z,y), y(xo) = yo baslangi¢ deger

probleminin en az bir y(x) ¢oziimii vardur.

Tanmm: R : {(z,y) : |z — x| < a,|ly — yo| < b, a,b € R} olacak sekilde dikdortgensel
bir bolge olsun. Her (z,y1) ve (x,y2) € R(a, b) igin

|f<x7y1) - f(xva)‘ < w|y1 - y2|
olacak sekilde bir w sabiti var ise f fonksiyonu "Lipschitzs kosulunu" saglar.

Teorem 3.2 R acik veya kapali bir bélge olmak iizere her (z,y) € R icin f fonksiyonunun
g—g kismi tiirevi var ve her (x,y) € R icin simirli ise [ fonksiyonu R bélgesinde Lipschitz

kosulunu saglar.
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3.4.2. Coziimiin Tekligi

Teorem 3.3 R : {(z,y) : |z — x| < a,|y —yo| < b, a,b € R} dikdiortgensel bolge ol-
sun. f(x,y) fonksiyonu R bélgesinde siirekli olsun ve y ye gire Lipschitz kosulunu saglasin.
(x0,%0), R dikdortgeninin bir i¢ noktast olmak iizeree problemin |x — xo| < h araliginda

tiirevlenebilir bir tek ¢oziimii vardir. Burada M = mazx|f(z,y)| ve (x,y) € R olmak iizere

h =min (a —) dir.
Ispat: Bu teoremi ardisik yaklasimlar yani Picard yontemi ile ispatlayalim.

Y fe). o) = o

/x dydt / F(t,y(t)
meLJwWWt

oldugundan |z — zo| < h olmak iizere ®;, s, ..., P, dizisi asagidaki gibi tanimlanabilir.

@:m+/ﬁmmmw

@:%+f7m®@Mt .

%w:%+f7m%4@w

Ispat1 5 basamaga bolebiliriz.
1) (3.11) ile tamimlanan {®,,} fonksiyonlar1 vardir. Siirekli tiirevlenebilirdir ve |z — zo| < h

araliginda |®,,(z) — yo| < b esitsizligini saglar. Boylece f[z, @, ()] bu aralikta tanimlidur.

2) {®,,} fonksiyonlari |z — x¢| < h araliginda |®,(z) — &, _1(x)| < %( wh)” esitsizligini

— nl

saglar.
3) n — oo iken |z — xy| < h araliginda {®,,}, ¢ fonksiyonuna diizgiin yakinsar.

4) ® limit fonksiyonu |x — x| < h araliginda % = f(z,y) denklemini ve ®(xy) = yo

esitligini saglar.

% = f(z,y) denklemini saglayan ve ®(z) = yo kosu-
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lunu gercekleyen tek tiirevlenebilir fonksiyondur.

— 1)Ilk basamakta tiimevarim yontemi kullanabilir. Dolayisiyla (3.11) ile tamim-
lanan {®,, } fonksiyonlar1 i¢in {®,,_1} var olsun dyle ki V2 € [xg, 2o + h| i¢in |, () —
yo| < bsaglansin. Boylece [z, @, (x)] aralig1 R dikdortgenindedir. Dolayisiyla f|z, @, ()]
tanimli siirekli ve [z, xo + h] arah@inda | f[z, ®,,_1(x)]| < M esitsizligi saglanir. Boylece
D, () = yo+ f;; flt, ®,_1(t)]dt oldugundan ®,, fonksiyonunun var ve [xq, xo+h| araliginda

stirekli oldugu goriiliir.
B, () =yo + / " flt B ()]t
x0
B — yo| =] / C I ® (1] < / Tt @ (D)
ly) xo
SM/Idth(x—xo) < Mh<b
xo

olup [z, P, (x)] araligr R bolgesindedir ve f[z, P, (x)] fonksiyonu [z¢, xg + h] arahiginda
stirekli ve tanimlidir.
®i(0) =90+ [ Sy0)ar
o
ile tammlanan ®; fonksiyonu vardir ve bu bolgede siirekli tiirevlere sahiptir. Ayrica |®; —
Yo| < M|x—xo| < bdirve f[z, ®1(x)] fonksiyonu tanimli ve bu aralikta siireklidir. Boylece

tiimevarim yoluyla (2.19) ile tanimli her bir ®,, fonksiyonu [z, 2o + h] aralifinda istenen

ozellikleri saglar.

— 2) {®,} fonksiyonlarimn |z — x| < h arahginda |®,(z) — &, ()] < ML

w n!

esit-
sizligini sagladigini gostermek icin tiimevarim yontemi kullanilirsa [z, zo + h| araliginda

@1 (1) — Bp_o()] < %(x —20)"' (%) oldugu kabul edilir.

1By () — By ()] =] / T s (1)] — It @ ()] ]
< / 1 ua ()] — 18 o a(D)]}

Ayrica [zg, xg + h] araliginda ®,,_; (z) ve ®,,_5(z) fonksiyonlar1 Lipschitz kosulunu saglar.

Buradan

It @oa ()] = [t Pra(B)]] < w|®n1(F) — Pra(t)]
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olur. Oyleyse;

D0 (x) = Py (2)] < w/ {1t @nr ()] = fIE, Poa(t)] }|dt
xo
yazilabilir ve (*) denklemi kullanilarak

* M.wn? M.t
Sw/x =1 (t — o)™ tdt = n! (x —x0)" (%)

0

elde edilir.

n = 1igin
14 () — g0l = | / Flt, oldt] < / It ollde < M / dt = M(z — )

oldugu agiktir. Boylece (**) esitsizliginin [z, xo+h| kapali araligindaki her n igin saglandigi
goriiliir.

M.t M.t M. M (w.h)"
e (x —xo)" < Y = pn= M (w-h)
n! w.n! w nl

n!

(wh)"

n!

oldugundan [z, o + h] arahi@indaki her n = 1,2,... ,nigin |®,(z) — P, ()] < &
dir.

— 3) n — oo iken |x — xy| < h arahiginda {®,}, ¢ fonksiyonuna diizgiin yakinsadigin

gosterebilmek icin Weierstrass M-testini kullanalim.

Tanmmm: (Weierstrass M-Testi)
> > | M, sabitlerin yakinsak serisi olacak sekilde { M,, } pozitif sabitlerin dizisive Y - U,
herbirn =1,2,...veVx € [a,b] i¢in |U,(x)| < M, olacak sekilde reel degerli fonksiyon-

larin serisi ise [a, b] araliginda »_ | U, serisi diizgiin yakinsaktir.

MK (wh)* M M (wh)?
_ZM__wh+—M+
w n! w w 2!

n=1
pozitif sabitlerin serisi 2£ (e*" — 1) degerine yakinsar.

Yoo [@i(x) — @i ()] serisi Vo € [zg, 20+ h] ven =1,2,3,...i¢in |D,(x) — D, (2| <
%(“nﬁ esitsizligini sagladigindan ve M-Weierstrass testinden yo + » .~ [®;(x) — ®;_1 ()]
serisi [z, £o+h] aralifinda diizgiin yakinsaktir. Boylece {.S,, } kismi toplamlar dizisi [z, o+
h] araliginda ® limit fonksiyonuna diizgiin yakimsar. Yani S, (z) = yo + >, [®i(z) —
®; 1 (x)] = &, (x) olur. Bagka bir deyisle, ®,, dizisi [z, o + h] araliginda ¢ fonksiyonuna
diizgtin yakinsar. Her ®,, fonksiyonu [z, + h] aralifinda siirekli oldugundan ¢ limit

fonksiyonu da [xg, 2 + h] aralifinda siireklidir.
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— 4) ® limit fonksiyonunun |z —z,| < h arahginda % = f(z,y) denklemini ve ®(z,) = yo
baglangi¢ kosulunu sagladigini gosterelim.

Her bir ®,,, [z, xo + h| aralifinda |®,(x) — yo| < b esitsizligini sagladiginda [xq, xo + A
araliginda |®(z) — yo| < b dir. Boylece f[z, ®(x)] bu aralikta tammhidir. y; = ®(x) ve

yo = P, (z) i¢in Lipschitz kosulunu uygulanirsa = € [z, x¢ + h| igin
o, ()] — flir, ()] < w](a) — Bu(a)] (3.12)

elde edilir. ®,fonksiyonunun ® fonksiyonuna diizgiin yakinsak oldugundan verilen her ¢ >
0 i¢in
€
|[@(2) = ()| <—
w (3.13)
w|®(z) — &, (x)] <e
yazilabilir. Boylece n = 1,2,3,... igin (3.12) ve (3.13) denklemlerinden { f[x, ®,(x)]}
fonksiyon dizisi { f[z, ®(x)]} fonksiyonuna yakinsar. Ayrican = 1,2, 3, ... icin f[z, ®,(x)]

ile tamiml1 her fonksiyon bu aralikta siireklidir.

n—o0

®(z) = lim @y (7) = lim [0 + / ’ flt, @, (t))dt]
o+ [t Sl 20l
S WO

olur. Yani, ® limit fonksiyonu [z, z¢ + k] araliginda ®(z) = yo + | 50 f1t, ®(t)]dt integral

denklemini saglar. Boylece baslangi¢c deger probleminin ¢oziimiiniin varlig1 gosterilmis olur.

— 5) ® ¢oziimiiniin tekligini gosterelim. U, [z, zo + h] aralifinda & = F(z,y) denk-
leminin ¥ (z() = yo baslangi¢ kosulunu saglayan bir ¢oziimii olsun. Dolayisiyla [z, z¢ + 5]
araliginda ¥V (z) = yo + f;o f[t, ¥(t)]dt integral denklemi saglanir. Tiimevarim yontemiyle

[0, xo + h| arahiginda
w"™.b.h"

n!

[W(z) — ®(z)| <

(3.14)

olup >, Ij(“;—]f)n serisi yakinsaktir. Oyleyse lim,, b(fl—}f)n = 0 dir. Boyleyce (3.14) esit-
sizliginden [z, zo + h| arahginda ¥ (z) = lim,,_,, P, (z) oldugu goriiliir. Fakat bu aralikta
O(z) = lim, 0o Pp(x) ti. O halde V(z) = ®(z) olur. Buradan [z, 2o + h] araliginda ®

fonksiyonunun baglangi¢ deger probleminin tek ¢éziimii oldugu goriiliir.
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Benzer iglemlerle [z — h, x| aralifinda da ispat yapilabilir. Dolayisiyla |z — x| < h
araliginda % = f(z,y) denkleminin ®(zy) = yo baslangi¢ kosulunu saglayan bir ¢6ziimii

vardir ve tektir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Dang Hummasi1 Modeli

Bu boliimde calisilacak olan model tamitilip, bu model Caputo-Fabrizio kesirli tiirevi

ile genigletilerek yeni bir model elde edilecektir.

Modelde insandaki ve sivrisinekteki kulucka siiresi dikkate alinmistir. Bu calis-
mada sivrisinek popiilasyonu vektor popiilasyonu olarak adlandirilmigtir. Dang hummasi
hastalar1 "maruz kalan" ve "bulasic1" olarak siniflandirilmistir. Bulasict durumunda olan
insan, hastalig1 duyarl sivrisineklere bulastirabilirken maruz kalanlar bulastiramaz. Insan
popiilasyonu duyarli, maruz kalan, bulasici ve iyilesmis olarak; vektor (sivrisinek) popiilasyo-
nu duyarli, maruz kalan ve bulasici olarak siniflandirilmistir. Sadece bulasici olan sivrisinek-

ler hastali§1 duyarli insanlara bulastirabilir.

Sy, fonksiyonu ¢ aninda duyarl insan popiilasyonunu, X}, fonksiyonu ¢ aninda maruz
kalan insan popiilasyonunu, I, fonksiyonu ¢ aninda bulasici insan popiilasyonunu, Ry, fonksiyo-
nu ¢ aninda iyilesmis insan popiilasyonunu, S, fonksiyonu ¢ aninda duyarli vektor popiilasyo-
nunu, X, fonksiyonu ¢ aninda maruz kalan vektdr popiilasyonunu, I, fonksiyonu ¢ aninda
bulagici vektor popiilasyonunu olmak iizere insan ve vektor popiilasyonu i¢in Dang hummasi

modeli Ny = Sj, + X, + I, + R, ve N, = S, + X, + I, kosullar1 altinda
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d o _
Esh =ANp — BrSily — pnSh,

d o _ _
EXh =065y — anXp — i Xn
d _ _ _ _
Elh =ap Xy, — iy — ppdp
d_ _
SR =] —

dtRh rly — pp Ry

d - o _

Y5 _0c_BL5 —

dtsv C Bv th MvSU

d - o _ _
—X, =06,1 — 0y Xy — [y X,
dt v Bv th Ay Ay Hoy Ny

d - _ _
_]v = va - UIU
at’ a

seklindedir.

Modeldeki A insan popiilasyonundaki dogum oranini, Ny toplam insan popiilasyo-
nunu, 4, insan popiilasyonundaki 6liim oranini, 3, vektor popiilasyonundan insan popiilasyo-
nuna bulas oranini, «, maruz kalan insan popiilasyonunun bulagict insan popiilasyonuna
doniigme oranini, o, maruz kalan vektor popiilasyonunun bulagsict vektor popiilasyonuna
doniisme oranini, C' vektor popiilasyonun sabit iyilesme oranini, p, vektor popiilasyonun-
daki 6liim oranini, (3, insan popiilasyonundan vektor popiilasyonuna bulas oranini, r insan
popiilasyonundaki iyilesme oranini ifade etmektedir.

Toplam insan ve vektor popiilasyonunun sabit oldugu diisiiniiliirse her iki popiilasyondaki

degisim oram sifirdir. Boylece

d d
—Np = —N, =
ghr=0 ve e =0
elde edilir. Buradan insan popiilasyonu i¢in A = pp, ve N, = /% sonucuna ulasilir. Yukari-
daki model
Sh X Iy Ry, S, X, Vi
S=—, X=—, I=—, R=—, S =—, X,=—, [L,=—,
NT7 NT7 NT7 NT7 v NU Nv
esitlikleri kullanilarak normallestirilirse;
as
E = HUn — ﬁhSIU(C/y'v) - ,uhS
dX
E = BhS[v(C/,Uv> — CYhX — ILLhX
dl
i apX —rl — ppl 4.1)
dX,
pra BuINr(1 — X, — I,,) — a, Xoy — 1 X
dl
~ = ’L}X’U - vIv
at H
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seklindeki denklem sistemine indirgenmis olur (Pongsumpun (2008)).
Caputo-Fabrizio tiirev operatoriiniin tanimin1 kullanarak orijinal model degistirilme-
den (4.1) denklem sistemi daha genis bir denklem sistemi haline getirilerek (4.2) denklem

sistemi elde edilir.

“FD;S(t) = pn — BuSE)1,(1)(C/ 1) — pnS(t)

FD;X(t) = BrS ()L, (8)(C/ ) — anX (t) — pn X (1)

DY) = anX () — rI(t) — pal (t) (4.2)
FD;X, (1) = Bul () Nr (1 — X, (t) = L(1) — @ X (t) — 1, X, (1)

DL (1) = Xy (t) — polu(t)

4.1.1. Dang Hummasi Modeli Icin C6ziimiin Varhg:

Bu boliimde elde edilen (4.2) denklem sisteminin ¢oziimiiniin varlig1 incelenecektir.
Ba§1ang19 k0§u11ar1 SO(O) o S<O)7 X0<O> = X(0)7 IO<O) = [(0)7 Xvo (0) = Xv(0>7
I,,(0) = I,(0) olmak iizere Caputo-Fabrizio integral operatorii yardimiyla (4.2) denklem

sistemi yeniden diizenlenirse;

2(1-¢)
90 =50 = 537e) — earg)
2¢ t
" 2M(€) — EM(€) /0 (kn = BuS (W) L (y)(C/ 1) — 1nS(y)) dy

X(0) = X(0) = 53 A= (S OL(C ) — 0 X(0) — i X(0)

2 t
S aTE /. (S WLECm)

—apX(y) — X (y))dy

10 = 100) = 5y A =8 (0 X (@) = r1(0) - ()

pin = BrS() 1, (1)(C/ ) — paS(t))

+ BTG e J, (X))~ )
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2(1-¢)
2M () — EM(€)

- Nva(t)) +

Xv(t) - Xv(o) =

(6v](t)NT(1 - Xv(t) - Iv(t)) - ava(t)

2 t
e | (BIN - X,0) — L)

- O%Xv(y> - Mva(y))dy (4.3)

(O‘UXU (t) — poly (t>)

T 2M(€) — EM(€)

26 t
* 2M(€) — EM(E) /0 (awXo(y) — polu(y))dy

denklem sistemi elde edilir.

Yapilanlar1 daha iyi anlamak ve denklemleri sadelestirmek i¢cin ¢ = 1,...,5 olmak

tizere A; cekirdek fonksiyonlari ;

Ai(t,S) = pn — BrS () L ()(C/ o) — pnS(t)

Ax(t, X) = BrS(O) 1, (1)(C/ o) — an X (t) — pnX (1),

As(t,T) = apX (t) — rI(t) — (), (4.4)
Aq(t, Xy) = Bl (O)Np(1 — Xo(t) = Lu(t)) — X () — 10X (D),

As(t, L) = 0, X, (£) — oL (2)

ve 7; sabitleri

Y1 = Bres(Cf ) + pn

Yo = Qp + [y

V3 =T+ pn (4.5)
Va4 = Pugees + o + fho

V5 = Mo

seklinde tanimlanirsa F' : S(t), S, (t), X (t), X1(t), 1(t), [1(t), X (t), Xy, (t), L, (t), L, (t) ve
Nr(t) sirekli fonksiyonlart icin |[S(t)|| < e, [|X(#)|| < e, [[I(t)]| < &3, ]| Xu(t)]] <
g4, || 1o (t)]| < e5ve ||Nr(t)|| < eg sinirlamalart yapilabilir.

Varlik-teklik ispatlarin1 yapmadan 6nce A; ¢ekirdek fonksiyonlarinin Lipschitz kogu-

lunu sagladig1 gosterilmelidir.

Teorem 4.1 A; cekirdek fonksiyonlari v =1, ..., 5 icin Lipschitz kosulunu sagliyorsa

1 =1,...,5 olmak iizere F' asimptotu tizerinde ~y; < 1 olur.

Ispat : (4.5) denklem sistemini kullanarak sirasiyla A; fonksiyonlarinin Lipschitz kosulunu

sagladigin1 gosterecegiz.
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S(t) ve S1(t) fonksiyonlari igin

1AL(t, S) = Ad(t, S)ll = || (un — BrSTL(C/ 1) — 11aS)

— (1n = BuS11,(C/ 1) — pnS1) |
= [|(S = 81) (BuLo(C/ 1) + pn) |
< (Bres(C/ i) + pn) [|S — St
=nl|S = S|

elde edilir. Bu ise bize A; fonksiyonunun Lipschitz kogulunu sagladigin1 gosterir.
X (t) ve X, (t) fonksiyonlari i¢in
1Aa(t, X) = Aa(t, X0)l| = | (BaST.(C/p) — an X — pnX)
— (BuSL(C/ ) — an Xy — pnX1) ||
< (an + ) [1X = X|

= 7| X — Xi]|.

elde edilir. Bu ise bize A, fonksiyonunun Lipschitz kosulunu sagladigin1 gosterir.

I(t) ve I(t) fonksiyonlari i¢in
1As(t, 1) = As(t, 1)l = [| (an X (t) = 71 (t) — pnl(t))
- (OéhX(t) —rli(t) — ,Uhjl(t)) |

< (=7 =)l =1L

= 3| — L]].

elde edilir. Bu ise bize A3 fonksiyonunun Lipschitz kosulunu sagladigini gosterir.

X,(t) ve X, (t) fonksiyonlart i¢in

||A4(t7 Xv) - A4(t7 Xv1)|| = || (5vl(t)NT(1 - Xfu(t) - ]v<t>> - aUXU(t) - Mva(t»
- (ﬁvl(t)NT<1 - le (t> - Iv(t)) - @va1 (t) - ,U/val) H
< (Bugoes + aw + 1) || Xy — Xo ||

= 74|| Xy — Xo, |-

elde edilir. Bu ise bize A, fonksiyonunun Lipschitz kosulunu sagladigin1 gosterir.
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I,(t) ve I,,(t) fonksiyonlar i¢in

||A5(tv ]v) - AS(ta Iv1)|| = ||(ava(t) - ,uvlv(t))
- (ava(t) - Nv]m(t)) H
S (,uv)H[v - [v1H

= 'YSHIU - Iv1||'

elde edilir. Bu ise bize A5 fonksiyonunun Lipschitz kosulunu sagladigini gosterir.
O halde A; cekirdek fonksiyonlari ¢ = 1,...,5i¢in ¢ = 1,...,5 olmak iizere 7; < 1 olma

kosulunu saglar. Boylece ispat tamamlanmus olur.

Varlik ¢oziimiinii yapmak icin tiim baglangi¢ degerleri sifir alinip A; ¢ekirdek fonksi-

yonlar1 kullanilarak (4.1) denklem sistemi yeniden diizenlenirse;

S0 = g7 ™SO0 * g i J, (SN

(0= 3370y “earcg et XD+ gy g |, (ot XD

10 = g7ty e O + gy i ), D) 49
X,l0) = g (At Xu0) + e s [ (A X))y

1) = 5376 e Pt 00 + g7 | (sl L))

esitlikleri elde edilir. Bu esitlikler 6zyinelemeli formiil ile yeniden diizenlenerek asagidaki

denklem sistemi elde edilebilir.

510 = g 2 0) + gy, (S

Xn<t>=2M(2§)1_‘§4<5)(A2<t,Xn_1<t>>> / (Ao, X1 (0)
0= 5= (At s ) + /0

Xl = 1) gy (4 Ko O + 7 —5 EM(e) /o (Al Xonr (WD)

1) = 5178 (st Lo 0) + 5 s [ (Bl Lo )

Bu denklem sistemindeki her bir denklemin fark denklemlerini yazarsak;

33



209
2M (&) — EM(¢)

2% t
+ IM(€) — EM(€) /0 (A1(y, Sn(y)) — Ar(y, Sn-i1(y)))dy

(Sn—H - Sn) (t)

(Av(t, Su(t) = Av(t, Sui (1))

sy
(K = X)) = 537 —eare)

26 t
ST [, (A X)) = Asly X ()

(Ax(t, X (1)) — As(t, Xna (1))

209
2M (&) — EM(¢€)

2% t
b i (et ) ~ s T ()

(In-i-l - In) (t)

[(As(t, I,(t)) — As(t, I,—1(t)))

o0y
ones =)0 = 5316 M@

2¢ t
T oM(E) —eM () /0 (As(y, X (v) — Aa(y, X, (1)) dy

(A4<t, Xvn (t)) . A4<t7 Xvn71 (t)))

209
2M(E) — EM(©)

2¢ ‘
b o, (Bl L) = Al o ()

(Ivn+1 - Ivn)(t) (AS(t7 [vn (t)) - AS(ta [vn_1 (t)))

denklem sistemi elde edilir. Bu sistemdeki esitliklerin her iki tarafinin normu alindiginda
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0S4 = Su) (B[] = H(A1 — Au(t, Sna (1))l

i || (Ar(y, Su(y)) = Ax(y, Sn1(y))) l1dy
[(Xng1 — X)) = H(Az — Ax(t, Xna (1)) ]
; || (Az(y, Xn(y)) — Axly, X1 () lldy
[(Ins1 — L) ()] = ||(A3 — As(t, I,-1(1)))]]
|| As(y, 1 — As(y, In—1(v)))||dy

0

1o = X )ON = 5708 — gy 1 Aot Xen ) = At X D))
26 ¢
i i L 1A X ) = Aa X))
o = L )OI = g7z (st L (0) = Astt o ()]

2% t
M) —eM(e) / 1(As(y: L, (1)) = As(y, L, (9)))[dy.

esitlikleri elde edilir. Simdi asagidaki teoremi ispatlayarak genisletilmis (4.2) denklem sis-

temimizin ¢oziimiiniin varligin1 gosterebiliriz.

Teorem 4.2 Eger 0
d =max{y} <1, i=12,...5. (4.8)

kosulunu saglarsa Dang hummast modelinin ¢oziimii vardir.
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Ispat : Ispatin daha rahat anlagilmasi icin asagidaki fark fonksiyonlarmi tammlayalim:
(t) = 5(t)
Eon(t 1(t) — X (%)

Ein(t) = Snia
(t)

Esn(t) = Lnya (1) — 1(2)
(t)
(t) =1

Xps

Ea(t) = Xy, (t) — Xu(t)

Esn(t

Un+1 (t) - [v(t)

Eger E;,(t) fonksiyonunun normunu alirsak;

21— ¢)
1< 531 — e

26 !
ST ETE /. I Saw) — Axla Sy
2(1 = ¢) 26
: <2M(€) —EM(E) T 2M(9) - 5M(5>)“”S” -l

21— ¢) 2 SR
> <2M<£>—£M<£> * 2M<£)—£M(£>) o"lIS =il

[|Exn(t) AL(t, Sn(2)) — Aa(t, S]]

4.9)

elde edilir. Ayn1 seklide diger E fonksiyonlari i¢in ayn1 hesaplamalar1 yaparsak;

201 - ¢) 2%\
e < ey —girgey * 23 earg) 1~ Xl

21 - &) % "
Ean(®)l} < (2M<£> —e(e) T o —£M(£)> Ol =4l
HEan(e)ll < (2M<s> GG 5M<5>) I = Xall
2<1 _€> 26 " n
Iewt0 < (55706 —garegy + 2y ) e~ ol

(4.10)

esitsizlikkleri elde edilir. O halde n — oo iken biitiin tanimladigimiz E;,, (¢) fonksiyonlari
0 <1lvei=1,2,...5i¢in E;,(t) — 0 olur. Bu sayede ispat tamamlanmis olup genisletilmis

modelimizin ¢dziimiiniin varlig1 gosterilmis olur.

4.1.2. Dang Hummasi Modeli Icin Coziimiin Tekligi

Bu boliimde Dang Hummasi modelinin yalniz bir ¢oziiniiniin oldugu gosterilecektir.

Teorem 4.3

5. (4.11)

21-9) 2¢ | .
(2M(§)—£M(£)+2M(£)_£M(€>>%§17 1,2,..
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esitsizligi saglaniyorsa Dang Hummasit Caputo-Fabrizio kesirli modelinin yalniz bir ¢oziimii

vardur.

Ispat : Bu teoremi celiski ile ispatlamak icin her denklemin iki ¢oziimiiniin oldugu kabul
edelim ve bu ¢oziimler S(t), X (t), I(t), X,(t), I,(t), ve S(t), X (t),1(t), X,(t), L,(t) sek-

linde olsun. Dolayisiyla bu ¢éziimlerin her biri denklemleri saglamak zorunda oldugundan

50 = 370 —earie MO SO + i e |, M3y

)= — 2028 g g+ — - /OtA2<y,f<<y>>dy,

Y= i e 20 (€) — €M
10 = 330 —eare ™10 + g [, Ao T

! 21— €)
*o0) = 531 e e)

L) = g3 —earg Pt b O+ 3378 i ), At L)y

Aalt, Xo(t) + = 0 g / Au(ys Xo())dy,

esitlekleri yazilabilir. S(t) ve S(t) ¢oziimlerinin farklarmim normu alinirsa;

2(1-¢) |AL(t, S(t)) — As(t, S(2))]

2¢ !
ST /. WS w) = Ao Sy

L2019
= 2M(E) — EM(©)

& 28m o
S-S S — S|

elde edilir. Buradan

< 2(1—¢) - 2m _ 1) 1S — SH > 0. (4.12)

2M(E) —eM(E) " T 2M(€) — EM(€)

esitsizligine ulagiriz. Bu esitsizlik ancak ve ancak ||.S — S|| = 0 olmastyla miimkiin olur. O
halde teoremdeki kosul S fonksiyonu icin saglanmig olur. Eger ayni1 teknigi diger fonksiyon-
lar icin uygularsak X (t) = X (¢), I(t) = I(t), X,(t) = X,(t), I, (t) = I,(t) esitlikleri elde

edilerek ispat tamamlanir. Dang hummas1 matematiksel modelinin yalniz bir ¢oziimii vardir.
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4.1.3. Dang Hummasi1 Modelinin Niimerik Coziimii

Bu boliimde Caputo-Fabrizio kesirli tiirev operatoriine genisletilmis olan Dang Hum-
mas1 matematiksel modelindeki her bir fonksiyonun farkli mertebeden kesirli tiirev degerleri

icin grafikler gosterilerek yorumlanmustir.

Sekil (4.1) de popiilasyon degeri 1000 alinarak farkli mertebeden tiirev degerleri icin S du-
yarli yani enfeksiyona karsi savunmasiz olan insan popiilasyonundaki de8isim izlenmistir.
Zamanla duyarli insan popiilasyonunun azaldig1 goézlenmistir. Sekil (4.2) de farkli mertebe-
den tiirev degerleri i¢in X maruz kalan yani enfekte olmus ancak semptom gostermeyen veya
bagkalarina bulastirmayan insan popiilasyonundaki degisim izlenmistir. Hastaliga maruz
kalan sayisinin ani bir sekilde hizla yiikselip maksimum degere ulasip pik yaptiktan sonra
diisiise gectigi gozlenmistir. Sekil (4.3) te farkli mertebeden tiirev degerleri i¢in I bulasici
yani enfekte olup bagkalarina bulastirmaya baglayan insan popiilasyonundaki degisim izlen-
migtir. Bir siire bu popiilasyonun yiikselmeye devam edip sonrasinda azaldig1 gozlenmistir.
Sekil (4.4) te farkli mertebeden tiirev degerleri i¢in X, maruz kalan yani enfekte olmus an-
cak semptom gostermeyen veya bagkalarina bulagtirmayan vektor (sivrisinek) popiilasyo-
nundaki degisim izlenmistir. Bir siire bu popiilasyon yiikselmeye devam edip sonrasinda
popiilasyonun azaldigi gozlenmistir. Sekil (4.5) te farkli mertebeden tiirev degerleri i¢in I,
bulasici yani enfekte olup bagkalarina bulastirmaya baglayan vektor (sivrisinek) popiilasyo-
nundaki degisim izlenmistir. Bir siire bu popiilasyon yiikselmeye devam edip sonrasinda
azaldig1 ancak bu azalmanin maruz kalan vektor popiilasyonu kadar hizli ve biiyiik olmadigi

gozlenmistir.
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1000 1
800 1
— §=1
600 - 1
7
400+ { — §=0.8
— §=0.7
2001 1
— §=0.6
or i
0 1 2 3 4 5
t
Sekil 4.1. S fonksiyonunun farkli mertebeden tiirev degerleri icin grafigi
500 |
400 |
o §=1
300¢ 1 — £=09
I — §=0.38
200+ / 1
] — f = 07
100} 1 — £=0.6
0r ]

Sekil 4.2. X fonksiyonunun farkh mertebeden tiirev degerleri icin grafigi
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250+

200+

Xy (t)

100 -

50

Sekil 4.3. I fonksiyonunun farkh mertebeden tiirev degerleri icin grafigi

Sekil 4.4. X, fonksiyonunun farkli mertebeden tiirev degerleri icin grafigi
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§=0.9
$=0.8
$=0.7
$=0.6

$=1

§=0.9
§=0.8
§=0.7
§=0.6



500 ¢

400+

—~ 300+

Iy(t

200+

100+

Sekil 4.5. I, fonksiyonunun farklh mertebeden tiirev degerleri icin grafigi
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5. SONUC

Bu calismada Dang Hummasi hastaligina ait matematiksel bir model Caputo-Fabrizio
kesirli tiirev operatorii yardimiyla genigletilerek daha genel ve kapsamli hale getirildi. Elde
edilen yeni modelin gerekli teoremler yardimiyla ¢oziimiiniin var oldugu ve ¢oziimiin tek
oldugu gosterildi. Farkli mertebe degerleri i¢in modele ait fonksiyonlarin grafikleri ¢izildi.
Bu grafiklere gore duyarli insan popiilasyonu azalirken bulasic1 ve maruz kalan insan ve
vektor popiilasyonlari artis gostermistir. Uygulanan tedaviler, yapilan calismalar ile bir siire
sonra bulasict ve maruz kalan insan ve vektor popiilasyonlarindaki say1 azalmistir. Bulasici
vektor popiilasyonundaki azalisin kulucka siiresinin géz oniinde bulundurulmasi sebebiyle

daha yavag gerceklestigi sonucuna ulasilmistir.

Buradan hareketle kesirli mertebeden tiirev ile bir durumun siire¢ icerisindeki degisimi ince-
lendiginde daha detayli ve daha giivenilir sonuglara ulagildig: anlagilmistir. Bilindigi tizere
matematiksel modeller giinliikk yasam problemlerinin ¢oziimlerini bulmada yol gosterir. Ke-
sirli mertebeden tiirevle bu modeller toplum i¢in daha giivenilir ve faydali olmustur. Dang
Hummas1 modelinin Caputo-Fabrizio kesirli tiirev ve integral operatoriinden farkli operator-
lere uygulayarak burada elde edilen sonuclarla karsilastirilmasinin iyi bir ¢alisma olabile-

cegini diislinmekteyiz.
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