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OZET

Yiksek Lisans Tezi

CIFT MERTEBEDEN DAGILIMLI SAPMA ARGUMENTLI
NEUTRAL DIiFERENSIYEL DENKLEMLERIN SALINIMLILIGI UZERINE

Mehmet HUNERCI

Tokat Gaziosmanpaga Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danisman : Dog¢. Dr. Orhan OZDEMIR
Ocak 2024, 67 sayfa

Bu tez caligsmasinda, ilk olarak fonksiyonel diferensiyel denklemlerin tanim ve
siniflandirilmasi yapilmig, bu denklemlerin ¢éztimlerinin salinimlilik ve salinimsizlik
ozellikleri iizerinde durulmustur. Daha sonra dagilimli sapma argiimentleri iceren
fonksiyonel diferensiyel denklemler tanimlanarak, bu denklemlerin cesgitli bilim
dallarindaki uygulamalarma ornekler verilmigtir. Yiiksek mertebeden ( 6zellikle
¢ift mertebeden ) adi ve fonksiyonel diferensiyel denklemlerin salimmlilig1 tizerine
ortaya konulmusg olan bazi sonuglar 6zet halinde sunulmustur. Tez calismasinin
ana sonuglar boliimiinde, ¢ift mertebeden dagilimli sapma argiimentli neutral bir
diferensiyel denklem sinifi goz ontine alinarak bu denklemin ¢oziimlerinin salinim
davranigi ile ilgili yeni kargilagtirma teoremleri elde edilmigtir. Elde edilen sonuglarin

onemi ve uygulanabilirligi 6rneklerle aciklanmigtir.

Anahtar Kelimeler: Salimmmllik, ¢ift mertebe, neutral diferensiyel denklemler,

dagilimh sapma argiimenti.



ABSTRACT

M. Sc. Thesis

ON THE OSCILLATION OF EVEN ORDER NEUTRAL DIFFERENTIAL
EQUATIONS WITH DISTRIBUTED DEVIATING ARGUMENTS

Mehmet HUNERCI

Tokat Gaziosmanpasa University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor : Assoc. Prof. Dr. Orhan OZDEMIR
January, 2024, 67 pages

In this thesis study, firstly the definition and classification of functional differential
equations are given, and the oscillatory and non-oscillatory properties of the solutions
of these equations are dwelled on. Subsequently, functional differential equations
containing distributed deviating arguments are defined and some examples of the
applications of distributed deviating arguments in various branches of science are
introduced. Then, some existing results in the literature on the oscillation of higher
order (especially of even order) of ordinary and/or functional differential equations
are presented. In the main results section of the thesis study, by considering a class
of even order neutral differential equations with distributed deviating arguments,
new comparison theorems have been obtained regarding the oscillatory behavior of
the solutions of this equation. Significance and applicability of the results obtained

are explained by illustrative examples.

Keywords: Oscillation, even order, neutral differential equations, distributed

deviating arguments.
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1. GIRIS

Dort boliimden olugan bu tez caligmasinin birinci boliimiinde giris baghgi altinda
ozet olarak tezin yapisi ve igleyisinden bahsedilmistir. Ikinci béliimde ilk olarak
fonksiyonel (sapma argiimentli) diferensiyel denklemlerin tanim ve simiflandirilmasi
tizerinde durulmustur. Daha sonra yiiksek mertebeden fonksiyonel diferensiyel
denklemler teorisi tizerinde durulmusg, agikar olmayan ¢oziim, salinimli ve salinimsiz
¢oziimler tamimlanmis ve bu denklemlerde ortaya c¢ikan sapma argiimentinin
salmima etkisi 6rneklerle acgiklanmigtir. Ayrica yiiksek (tek ve ¢ift) mertebeden
fonksiyonel diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin salinim davraniglari érneklerle
incelenmistir. Ardindan, dagilhiml sapma argiimenti iceren diferensiyel denklemlerin

gesitli bilim dallarinda ortaya ¢ikan problemlerine yer verilmigtir.

Ikinci béliimiin son kismi, cift meretebeden fonksiyonel diferensiyel denklemler icin
literatiirde mevcut olan ve caligmamizda bize 151k tutan bazi 6nemli salimim
sonuclaria ayrilmigtir. Bu boéliimde literatiirde calisilan bazi denklemler, biitiin
ozellikleri ile tanitilarak, denklemlerin hangi yontemle incelendigi ayrintili olarak

tanitilmaya calisilmig ve elde edilen salinim kriterleri 6rneklerle agiklanmigtir.

Uciincii boliim tez calismamizin ana sonuclarina ayrilmistir. Bu boliimde, n > 2 bir
tam say1, P biitlin tek pozitif dogal sayilarin oranlarinin kiimesi olmak tizere A € P

ve 0 < a < f < oo olmak tizere

R(t) = 2(t) + ri(t)z(€1(t)) + ra(t)z(&(1)), (NT)

formunda hem gecikmeli hem de ileri tipten sapma argiimentleri ihtiva eden bir
neutral terim ile taniml, ¢ift mertebeden dagilimli sapma argtimentli

(a(t)R(”_l)(t)>, + /ﬁ h(t,u)2 (X(t, u))du =0, t>ty>0, (EQ)

[0}

diferensiyel denklemi goz oOniine alinmigtir. (EQ) denkleminde goriilen butiin
fonksiyonlarin sagladigi 6zellikler maddeler halinde verilmig ve bu denklemin biitiin
¢oztimlerinin salimmli olmasimi garanti eden yeter sartlar (salmim teoremleri)

ispatlari ile birlikte verilmigtir.



Sonug boliimiinde ise inga edilen yeni salinim kriterlerinin énemine deginilmis ve
uyguladigimiz yontemin kullanilabilecegi farkli siniftan denklem tiirlerine ¢rnekler

verilip, agik problemler belirtilerek tez ¢alismasi tamamlanmistir.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu bolumde, ilk olarak fonksiyonel diferensiyel denklemler tamitilarak bu
denklemlerin siniflandirilmas: yapilacaktir. Daha sonra yiiksek mertebeden fonksi-
yonel diferensiyel denklemlerin genel teorisi tlizerine ortaya konulan temel salimim
tanimlar1 ve salimim sonuclar1 tizerinde durulacak, salinim teorisinde adi ve
fonksiyonel diferensiyel denklemlerin ortaya cikardigi problemler kargilagtirilarak
orneklerle agiklanacaktir. Ardindan dagilimh sapma argiimentleri iceren fonksiyonel
diferensiyel denklemler tanimlanarak, gesitli bilim dallarinda matematiksel model
olarak dagilimli sapma argiimentlerinin kullanildigi uygulamalara bazi ornekler
verilecektir. Son olarak, yiksek mertebeden (6zellikle ¢ift mertebeden) adi ve
fonksiyonel diferensiyel denklemlerin salinimlilig: iizerine ortaya konulmus olan bazi

sonuclar 6zet halinde sunulacaktir.

2.1. Fonksiyonel Diferensiyel Denklemler: Tanim ve Simiflandirilmasi

Pek ¢ok uygulamada, ele alinan sistemin gelecekteki durumunun gegmis
durumlarindan bagimsiz olarak yalnizca mevcut durumuyla belirlendigi varsayilir.
Ayrica ele alinan sistemin mevcut durumun ve bu durumdaki degigim oranini igeren
bir denklemle yonetildigi, bunun igin akla ilk olarak adi (ordinary) diferensiyel
denklemler ya da kismi (partial) diferensiyel denklemler gelmektedir. Ne var ki daha
dikkatli bir incelemede sistemin durumunun ge¢misten bagimsiz ve sadece mevcut
durumuyla belirlendigini diigiinmek, gercek duruma sadece bir yaklagim oldugu ve
daha gergek¢i bir modelin sistemin ge¢mis durumunu (en azindan bir kismini) da
icermesi gerektigi ortaya c¢ikar. Ayrica, bazi problemlerde sistemin ge¢misle baginin
olmamasi anlamsizdir ve ge¢misin dinamik yapisi da iyi bir gekilde bilinmeli ve
kullanilmalidir. Bu durum bir siiredir bilinmesine ragmen bu sekildeki sistemlerin
teorisi kapsamli olarak son yillarda gelismigtir. Yani, suan ki zamana degil de,
gecmis ya da gelecek zamana da baglh olan sistemler, adi diferensiyel sistemler yerine
fonksiyonel diferensiyel sistemler ile daha iyi temsil edilmektedir (Hale ve Verduyn

Lunel, 1993).



Tanim 2.1.1. Eger bir diferensiyel denklemde bilinmeyen fonksiyon ve onun
tirevleri, bagimsiz degiskenin (argiiment) farkl degerlerine bagh olarak ortaya
gikiyorsa bu tir denklemlere fonksiyonel diferensiyel denklemler (functional
differential equations) veya sapma argiimentli diferensiyel denklemler (differential

equations with deviating arguments) adi verilir (Zafer, 1992).

Doga bilimlerinde ortaya cikan problemlere matematiksel model olarak bir adi ya
da kismi diferensiyel denklem kargilik gelir ve uygulamalarda ortaya ¢ikan bir ¢ok
sistemin matematik modeli olusturulurken, sistemin gelecekteki davraniginin
gecmisten bagimsiz olarak, bagimsiz degiskenin tek bir degerine bagh bicimde ortaya
gktigr varsayilir. Buna karsilik, daha rafine bir analiz yapilirsa, bu fikrin gercek
duruma sadece bir ilk yaklagim oldugu ve bir sisteme karsilik gelecek modelin daha
gercekei olmasi igin, ge¢mis hafizayr da (en azindan belirli bir kismini) igermesinin
gerekli oldugu ortaya cikar. Ustelik bazi problemlere karsiik gelen sistemlerin
gecmigle baginin olmadigini diigtinmek modeli anlamsiz hale getirir. Bu yiizden de,
sapma argiimentli diferensiyel denklemlerin teorik olarak incelenmesi ka¢inilmazdair.
Diferensiyel denklemlerde sapma argiimentlerinin bu 6zellikleri uzun stiredir biliniyor
olmasina ragmen, ilgili teorinin ayrintili olarak gelistirilmesi son yillarda

gerceklesmistir.

Tanim 2.1.2. Bir fonksiyonel diferensiyel denklemde bagimlh degiskenin en yiiksek
mertebeden tirevi, bagimsiz degigskenin (argiiment) sadece bir degerine bagh ve en
yiksek mertebeden tiirevde goriilen bu argtiment, denklemde gortiilen diger tim
arglimentlerden daha kiigiik degilse, bu denklemlere gecikmeli (delay, retarded)
diferensiyel denklem denir (Zafer, 1992). Ornek olarak,

) = Vi (E—3) 4 (1 — 1)z (t _ 1) .

e

ve

1
3t = 2" (3t) — (1 +£2)2"(2t — 5) — (2 — %)= <t _ >
T

4



denklemleri ¢ > 0 i¢in birer gecikmeli diferensiyel denklemdir.

Tanim 2.1.3. Bir fonksiyonel diferensiyel denklemde bagiml degiskenin en yiiksek
mertebeden tirevi, bagimsiz degigskenin (argiiment) sadece bir degerine bagh ve en
yitksek mertebeden tiirevde goriilen bu argiiment, denklemde goriilen diger tiim
arglimentlerden daha biiytik degilse, bu tiir denklemlere ileri tipten (advanced)

diferensiyel denklem denir (Zafer, 1992).

2"(t) — 162(3t) =0
2'() +v22 () 4 (t — 3)z(t +v/1) = 0

denklemleri ¢ > 0 i¢in birer ileri tipten diferensiyel denklemdir.

Tanim 2.1.4. Bir fonksiyonel diferensiyel denklemde bagimli degigskenin en yiiksek
mertebeden tiirevi, bagimsiz degigkenin (argiiment) sadece bir degerine bagh ise
ve denklem, en yiiksek mertebeden tiirevde goriillen bu argiimentten daha kiigiik
ve daha buytik argiimentler igeriyorsa, bu tip denklemlere karma tipten (mixed)

diferensiyel denklem denir (Zafer, 1992).

2 (t) = (sint)z(t + 2€) + 3z(t — )
)= (t+V3) + (1 —t)z(t —7)

denklemleri ¢ > 0 i¢in birer karma diferensiyel denklemdir.



Tanim 2.1.5. Bir fonksiyonel diferensiyel denklemde bagimlh degiskenin en yiiksek
mertebeden tiirevi, hem sapma argiimentine baglh hem de sapma argiimentine bagl

olmadan ortaya ¢ikiyorsa, bu tiir denklemlere notral veya neutral diferensiyel denklem

denir (Zafer, 1992).

t t
2'(t) + etz”(g) +e2"(2t) + z (3) =sint
ve

1 1
2" (t) + 52’”(1& + ) — Zz(t —m) =0

denklemleri ¢ > 0 icin birer neutral diferensiyel denklemdir.

2.2. Yiiksek Mertebeden Diferensiyel Denklemlerin Salinimliligi Uzerine

R = (—o00,00) gergek sayilar kimesini, Ry, = [0,00) araligini temsil etsin.
F: Ry x R"? — R siirekli fonksiyonlarmi goz oniine alalim. ¢, 7 : Ry — R siirekli
fonksiyonlar, lim; ., g(t) = 0o ve lim;_,o, 7(t) = 0o oldugunu kabul edelim. § = +1

olmak tizere, n’inci mertebeden
2(t) + 0F (¢, 2(t), 2[g()], 2/ (8), ..., 27D (1), 2 (1)]) = 0 (2.2.1)

fonksiyonel diferensiyel denklemini g6z 6niine alalim.

Tanim 2.2.1. t € [t,,00) C Ry olmak iizere [t,, 00) aralig1 tizerinde n kez tiirevle-
nebilen ve (2.2.1) denklemini saglayan bir z(¢) fonksiyonuna (2.2.1) denkleminin
¢oztimi denir. Burada ¢, > 0 sayis1 z(t) 6zel ¢oztimiine bagh bir degerdir (Agarwal

ve ark., 2000).

Tanim 2.2.2. z(t) fonksiyonu, (2.2.1) denkleminin bir ¢éziimii olsun. Eger, en az
bir t € [t,,00) i¢in z(t) # 0 oluyorsa bu ¢oziime asikar olmayan (sifir olmayan)

¢Oziim denir.

(2.2.1) diferensiyel denkleminin tiim ¢oziimlerinin kiimesini S ile gosterelim.

6



Tanim 2.2.3. Bir z € S ¢éziimiinin [¢,, 00) aralig tizerinde sifirlarin kiimesi tistten
siirh degilse (2.2.1) diferensiyel denkleminin bu ¢éziimiine sahmimh ¢éziim denir.
Yani z(¢) salmimli bir ¢6ziim ise nihai olarak pozitif (eventually positive) ya da nihai

negatif (eventually negative) bir ¢oztim degildir (Agarwal ve ark., 2000).

Tanim 2.2.4. Agikar olmayan bir z(t) ¢éztimt [t,, c0) arahiginda sahmim yapan bir
¢oztim degilse, yani her t > t; igin z(t) # 0 olacak sekilde bir ¢; € [t,,00) sayisi
mevcutsa, o halde bu ¢éziime salimmsiz (salinim yapmayan) ¢6ziim denir. Yani
salinim yapmayan bir ¢dziim, nihai olarak pozitif (eventually positive) ya da nihai

negatif (eventually negative) bir ¢éztimdir (Agarwal ve ark., 2004).

Tanim 2.2.5. Eger z € S fonksiyonlariin (¢éziimlerin) tiimi salimiml ise o zaman
(2.2.1) diferensiyel denklemine salinimhdir denir (Agarwal ve ark., 2000).

Ornek 2.2.6.

t t
D)+t 4 Int/3 (2) 223 <3> =0 (2.2.2)

dordiincii mertebeden diferensiyel denklemini goz ontine alalim. (2.2.2) denklemi
(Ladde ve ark., 1987, Teorem 5.2.2)'nin kogullarim sagladigindan (2.2.2) denkleminin

biitiin ¢oztimleri salimmhdir. Dolayisiyla (2.2.2) diferensiyel denklemi salinimli bir

denklemdir (Ladde ve ark., 1987, syf. 202).

Ornek 2.2.7.
2B (t) = 8z(t — m) + 8z(t + ) (2.2.3)

dordincii mertebeden diferensiyel denklemini goz 6ntine alahm. (2.2.3) denklemi
(Ladde ve ark., 1987, Teorem 5.3.7)'nin kosullarim sagladigindan (2.2.3) denkleminin
tim ¢oztimleri salmimhidir. Dolayisiyla (2.2.3) diferensiyel denklemi salinimli bir
denklemdir. z(¢) = sin 2t fonksiyonunun (2.2.3) denkleminin salimmli bir ¢éziimi

oldugu kolayhkla gosterilebilir. (Ladde ve ark., 1987, syf. 207).

Ornek 2.2.8. ¢t > 0 icin

(2(t) + 2(t — ) + 4z(t + 2m)) 4+ 22(t — 37) + 22(t +7) = 0 (2.2.4)



diferensiyel denklemini goz oniine alahm. Denklem (Thandapani ve ark., 2014a,
Teorem 3.2)’nin bitiin kogullarmi saglar. Bundan dolayi (2.2.4) denkleminin her
¢Oztmi salimmhdir ve z(t) = sint bu denklemin salimimli ¢éziimlerinden bir tanesidir.

Dolayisiyla (2.2.4) denklemi saliniml bir denklemdir (Thandapani ve ark., 2014a).

Ornek 2.2.9. t > 2 icin

t, m / 6t_1/2+et_1 et
(e u (t)) + (16) 2(t—2) + T6z(t +1)=0 (2.2.5)

dordiincii mertebeden diferensiyel denklemini w(t) = z(t) + z(t — 1) + 2(t + 1)
neutral terimi ile birlikte géz 6niine alalm. z(t) = e™¥/2 ¢oziimii (2.2.5) denkleminin

salimmsiz bir ¢6ztmiidiir, bu ytizden de (2.2.5) diferensiyel denklemi salimimli bir

denklem degildir (Thandapani ve ark., 2014a, Ornek 4.4).

Ornek 2.2.10. ¢t > 0 icin
(2(2(t) + 2(t — ) + 2(t + 7)) + 2(t — 27) + 2(t +7) =0 (2.2.6)

doérdincti mertebeden fonksiyonel diferensiyel denklemini géz ontine alalm. Bu
denklem (Thandapani ve ark., 2014a, Teorem 3.4)%in bitin kogullarini saglar.
Dolayisiyla (2.2.6) denkleminin her ¢6ztimii salinimhdir ve z(t) = sint bu denklemin
salimml ¢oztimlerinden bir tanesidir. Bundan dolay1 (2.2.6) denklemi saliniml bir

denklemdir (Thandapani ve ark., 2014a).

Ornek 2.2.11. t >0 icin

( LG+ 2t — 1) + 2t + 1))"’)/+€14t<eﬁ+e7>z3(t—2)+ B(43) =0 (2.2.7)

e2t e4t+10

dordiineii mertebeden diferensiyel denklemini goz oniine alalim. z(t) = e’ fonksiyonu
bu denklemin salimmsiz bir ¢oéztimidir. Dolaysiyla (2.2.7) denklemi salinimli bir

denklem degildir (Thandapani ve ark., 2014a).



Ornek 2.2.12. t > 0 icin

1 1 1 1, 1 1
(e%(z(t) +oalt—1)+ 52t + 1))“’) + (e + 36) At=2)+ 5 z2(t+1) =0
(2.2.8)
dordincii mertebeden diferensiyel denklemini goz oniine alalim. z(t) = e’ fonksiyonu
bu denklemin salmimsiz bir ¢éziimidir. Dolayisiyla (2.2.8) denklemi salimimli bir

denklem degildir (Thandapani ve ark., 2014a).
Ornek 2.2.13. t > 0 icin

G 1 3 1

(=) + iz(t ) iz(t vom)) =12 (1= T) + o2 (4 32”) (2.2.9)

beginci mertebeden diferensiyel denklemini géz oniine alalim. (2.2.9) diferensiyel
denklemi (Thandapani ve ark., 2014b, Sonug 3.2)’nin biitiin kogullarim saglar. Bu
nedenle (2.2.9) denkleminin tiim ¢éziimleri salimmhidir. Dolayisiyla (2.2.9) denklemi
salimml bir denklemdir. Gergekten z(t) = sin'/3t ¢oziimii bu denklemin salinimh

bir ¢oziimidir (Thandapani ve ark., 2014b).

Ornek 2.2.14. t > 0 icin

5
g (=7 eﬂl/?’z(t " W))?))( - 4;527;)/2 & (t B 527T) * 72;1@% 2t + 37)
(2.2.10)
besinci mertebeden diferensiyel denklemini gbz 6niine alahm. (2.1.10) denklemi
(Thandapani ve ark., 2014b, Sonug 3.4)’tin bitiin kogullarim saglar. Bu nedenle
(2.2.10) denkleminin butiin ¢oztimleri saimmhdir. Dolayisiyla (2.2.10) denklemi
salmml bir denklemdir. Gergekten z(t) = e*/3sin'/3t ¢oziimii denklemin salmimh

bir ¢oztimiidir (Thandapani ve ark., 2014b).
Ornek 2.2.15. t > 0 icin

iz(t — ) +

(2(t) + 2t =) + 2(t + 1) = ——

t
mz(t +37/2)  (2.2.11)

beginci mertebeden diferensiyel denklemini goz o6niine alalim. (2.2.11) denklemi

(Thandapani ve ark., 2014b, Sonug 3.6)'nin biitiin kogullarini saglar. Bu nedenle
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(2.2.11) denkleminin biitiin ¢oziimleri salinimhdir. Dolayisiyla (2.2.11) denklemi
salimml bir denklemdir. Gergekten z(t) = tsint ¢oziimit denklemin saliiml bir

¢oztimiidir (Thandapani ve ark., 2014b).

Ornek 2.2.16. t > 0 icin
1 1 M 1 1
(z(t) ot —m/2) - Salt+ 2@) = SAt=Tn/2) + Sa(t+4T)  (2212)

yedinci mertebeden diferensiyel denklemini géz oniine alalim. (2.2.12) denklemi
(Thandapani ve ark., 2014b, Sonug 3.2)’nin biittin kogullarim saglar. Bu nedenle
(2.2.12) denkleminin biitiin ¢oziimleri salimmhdir. Gergekten z(t) = sint + cost

¢oztimi denklemin salimimli bir ¢oziimidiir (Thandapani ve ark., 2014b).
Ornek 2.2.17. t > 0 icin

<(z(t) — %z(t —1)+ ;z(t + 2))3>(5) = 1000e”2%(t — 3) + 1;5,23(15 +3) (2.2.13)

besinci mertebeden diferensiyel denklemini goz ontine alalim. z(¢) = e’ fonksiyonu
bu denklemin salimimsiz bir ¢oziimiidiir. Dolayisiyla (2.2.13) denklemi salimml bir

denklem degildir (Thandapani ve ark., 2014b).

2.3. Dagilimli Sapma Argiimentli Diferensiyel Denklemler

Genellikle dagilimli gecikmeli denklemlerin popiilasyon dinamikleri ve genel olarak
matematiksel biyoloji modelleri i¢in daha gercek¢i bir tanmim sagladigina inanilir.
Ornegin, denklemde olgunlasma gecikmesi varsa, olgunlasma siiresi genellikle sabit

degildir, ancak beklenti degeri etrafinda dagilimhdir.

Tarihsel olarak, dagilimh gecikmeye sahip denklemler, konsantre (yogun) gecikmelere
sahip modeller ortaya gitkmadan énce bile incelenmistir. Ornegin (Volterra, 1926)
calismasindaki,

N'(t) =rN(t) /OOO k(T) [1 — N(tK_T)] dr
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dagilimhi gecikmeli lojistik denklemini (Hutchinson, 1948) yilindaki ¢caligmasinda yer
alan,

/ N(t_T)
N{ﬂer@)P—K,]

yogun gecikmeli lojistik denkleminden énce tanitmigtir (Berezansky ve Braverman,

2008).

Bildigimiz kadariyla, dagilimhi gecikmeli denklemlerin ilk sistematik ¢aligmasi 1972
yilmdaki Myshkis'in monografisinde ele alinmigtir (Myshkis, 1972), elde edilen
sonuglar ise 1993 yilinda yayimlanan Kuang'in kitabinda o6zetlenmistir (Kuang,
1993). Giiniimiizde ise, dagilimh gecikmeli denklemler uygulamali bilimlerde yogun

bir gekilde ¢alisilmaktadir.

Dagilimhi gecikmeli denklemlerin matematiksel biyoloji modelleri ve konsantre
(yogun) gecikmelere sahip modellerin bazilar1 Nicholson (yogunluga bagh popiilasyon
diizenlemesi, 1933), Metz ve Diekmann (yapilandirilmig populasyon modeli, 1986),
Smith (gecikme etkisinin sonlu bir aralik boyunca esit olarak dagilmasi, 1992),
Fargue (indirgenebilir sistemler-lineer zincir hilesi, 1973), May (kendi kendini
diizenleyen mekanizmalar, 1974), Kolmanovskii ve Nosov (integral kararhlik
kriterinin bilgisayar hesaplamalarina uygulanmasi, 1986), Walther (dinamik
sistemlerin matematiksel teorisi, 1975), Brauer ve Castillo-Chavez (niifus biyolojisi
ve episdemiyolojisinde matematiksel modeller, 2001), Volterra (1931), May (1973),
Wangersky ve Cunningham (1957), Cushing (1979) (av ve aver sistemleri tizerine
caligmalar), Heiden ve Mackey (iiretim ve yikimda zaman gecikmeli fizyolojik
modellerin matematiksel analizi, 1982) gibi pek ¢ok aragtirmaci tarafindan dikkate
alind1 (Kuang, 1993). Dagilimh gecikmeli denklemlerin sistematik ¢alismasiyla ilgili
nispeten az sayida sonug (caligma) vardir ve elde edilen sonuglarin ¢ogu zamana
bagli modeller icin gegerli degildir ve 6zel bir durum olarak konsantre gecikmeli

denklemleri icermez (Berezansky ve Braverman, 2008).

Dagilimh sapma argiimentli denklemler yardimiyla olusturulan modeller, genellikle
mevsimsel degigiklikler gibi faktorlerden etkilenen problemlerin incelenmesinde

kullanilmaktadir.  Ikinci ya da daha yiiksek mertebeden neutral diferensiyel
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denklemlerin ¢oztimlerinin salinim Ozelliklerinin incelenmesi, hem teorik hem de
pratik acidan ilgi ¢ekicidir. Dagilimh sapma argiimentine sahip neutral denklem
siniflarinin salinim ve asimptotik davranigi hakkinda ¢alismalar son yillarda yogunluk
kazanmigtir. (Wang, 2004) ve (Wang ve ark., 2005) ¢alismalarinda 7 > 0 bir sabit

ve n bir ¢ift pozitif tam say1 olmak tizere, sirasiyla

() (a(t) + ettt )Y + [ ot alolt, do() =0, ¢ 1o

ve

b
[w(t) + e(t)a(t = D) + [ p(t. )alg(t.)do(€) =0, t24

neutral diferensiyel denklemleri incelenmigtir.

Gecikme davranigi farmakokinetikte (PK) ve farmakodinamik (PD) caligmalarinin
her yerinde bulunur. Ornegin, ekstravaskiiler uygulamadan sonra ilacin depo
bolgesinden merkezi boélmeye taginmasi zaman aldigindan, PK absorpsiyon fazi
sirasinda gecikmeler ortaya cikabilir. PK ve PD caligmalarindaki gecikmig sonuglar:
tanmimlamak igin gecis bolmesi modelleri yaygin olarak kullanilmaktadir. Asagida

gosterilen diferensiyel denklem sistemi gecgis bolmesi modelini 6rneklendirmektedir:

Bu sistemde (z}(t) = %) ifadesi ¢ zamanma gore farkhlagmayi, n bélme sayisini,
k bolmeler arasindaki gegis oranmi, S olmasi gereken sinyali, x;(0) degerleri ise
sabitleri gosterir. Bu sistem; 6rnegin, merkezi bolmeyi besleyen girig islevi olan son
bolme z, ile PK absorpsiyon gecikmesini modellemek i¢in ve ayrica z, gecikmis
ilag etkisini gostermek tzere, gecikmis anti-kanser ila¢ tepkisini modellemek igin
kullanilmigtir. Gegis bolmesi modeli yaklagimi gesitli verileri oldukga iyi yakalayabilir,

fakat birtakim dezavantajlar1 vardir. Bu dezavantajlardan bariz olan1 bolme sayisi

icin uygun bir degeri manuel olarak bulmay1 gerektirmesidir. Bu nedenle, analiz
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yapmak imkansiz degilsede zaman alici ve zordur. Bu durum, ozellikle bolme
sayisinin fazla oldugu durumlarda bireyler arasinda farklhilik gosterebilir. Ek olarak,
bu yaklagimin verilere uymasi i¢in ¢ok sayida diferensiyel denklem gerektirebilir ve
dolayisiyla yaklagim elverigsiz hale gelebilir. Ayrica bu yaklagim, oral uygulamadan
sonra ¢ift/coklu tepe fenomeni (olgusu) gibi baz karmagik ozellikleri yeterince

tanimlayamayabilir.

Bu dezavantajlar1 en aza indirgemek, gecikmeli sonuglart modellemek i¢in dagilimlh
bir gecikme yaklagiminin kullanilmasi daha pratik bir neme sahiptir. Acik¢a gecikme
siirelerini iceren diferensiyel denklemler, gecikmeli diferansiyel denklemlerdir. Adi
ve gecikmeli diferensiyel denklemler arasindaki fark, adi diferensiyel denklemler
tarafindan yonetilen sistemin gelecekteki durumunu tamamen bugiinkii degeri ile
belirlerken, gecikme argiimentine sahip denklemler sadece bugiinkii degeri degil,
ayni zamanda ge¢misteki durumu da belirlemektedir. Boylece, gecikmeli denklemler
ile cok daha zengin ve karmagik dinamikler iiretilebilir. Gecikmeli denklemler,
mithendislik ve biyobilimlerde, bir sinyalin kablo boyunca yayilmasi gibi gecikme
stire¢lerinin modellenmesinde, malzemelerin viskoelastik ozelliklerinin
modellenmesinde, inkiibasyon viral enfeksiyonlar i¢in donemlerin modellenmesinde,
gebelik siiresi ve beyaz ve kirmizi kan hiicrelerinin olgunlagma siiresinin
modellenmesinde yaygin olarak kullanilmaktadir. Bu tir denklemlerin
mithendislikteki geri besleme kontrol teorisindeki uygulamalar: (1940’larda), gemi
stabilizasyonu ve otomatik yonlendirme ¢aligmasi gibi sistemlerde, model durumu
mevcut gozlem temel alinarak ayarlanir. Ancak bu bilgi sensore iletildiginde daima
zaman alir. Bu nedenle, gercekte ayarlanan sey, mevcut deger yerine ge¢mis degerine
dayanmaktadir. Bu gecikme siiresi nedeniyle, hedefi kacirmasi veya hedefi asmasi
muhtemeldir ve bu nedenle gercek sistem salinimli davraniga sahiptir. Miihendislik
uygulamalarinin amaglarindan biri de, istenen salimm tiirlerini (6rnegin, soniimli
veya stirekli salimmlar) elde etmek igin gecikme stiresini ayarlamanin yollarini

bulmaktir.

Insan viicudunda bircok geri bildirim mekanizmas: vardir ve bunlar temel fizyolojik

degiskenleri normal sinirlar i¢inde tutar. Dagilimli gecikmeli diferensiyel denklemlerin

13



biyolojik uygulamasi, Volterramin avci ve av etkilesim dinamiklerini aragtirdig:
1920’lere kadar uzansa da, bu yaklagim 1970’lere kadar yaygin olarak benimsenmedi.
Yakin zamanda ise, PK/PD literatiiriinde ilag-hastalik etkilegimini modellemek igin
gecikme diferensiyel denklemleri ortaya c¢ikmigtir.  Ancak, PK/PD modelleme

strecinde hala nadiren kullamilmaktadir (Hu ve ark., 2018).

2.4. Yiiksek Mertebeden Fonksiyonel Diferensiyel Denklemler i¢in Salinim

Sonucglari

Tez caligmasinin bu boliimiinde, yiiksek mertebeden fonksiyonel diferensiyel
denklemlerin ¢oziimlerinin salimimliligr iizerine ortaya konulan bazi ¢nemli temel

sonugclar tanitilacaktir.
Agarwal, Grace ve O'Regan, n bir ¢ift dogal say1, a pozitif bir sabit, ¢t > ¢, i¢in
e g : [tg,00) — R stirekli bir fonksiyon ve lim,; ,, g(t) = o0;

o F(t,x): [ty,00) x R — R siirekli bir fonksiyon ve

sgn F(t,z) = sgn x;
e z # 0 igin
F(t,x)sgn x > q(t)|z|’ (2.4.1)
olacak gekilde bir 8 > 0 sabiti ve ¢(t) € [ty, 00) — RT fonksiyonu vardir;

sartlar1 altinda, ¢ift mertebeden

a—1 /
<]a:<"—1>(t)\ x(”_l)(t)> 4 F(t,a:[g(t)]) —0 (2.4.2)
fonksiyonel diferensiyel denkleminin ¢oztimlerinin salinim davranigini inceleyerek
agsagidaki sonuglar elde etmigtir (Agarwal ve ark., 2001).

Teorem 2.4.1. Kabul edelim ki (2.4.1) saglansin ve ae = § olsun. Eger,

A:( ! )aﬂ(z(n—m)a

a+1
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olmak tizere, her t > t, igin

o(t) < inf{t,g(t)}, lim o(f) =00 ve a'(t) >0 (2.4.3)
ve T' >ty icin
im su - 5)q(s) — (o(s) § =00
i [ oo 200 B e = 2

sartlar saglanacak sekilde o, p : [tg,00) — R™) stirekli tiirevlenebilir fonksiyonlar:
ve § > 1 sabiti varsa, bu takdirde (2.4.2) denklemi salinmmhdir (Agarwal ve ark.,
2001).

Teorem 2.4.1’de n = 2 almirsa, q : [tg,00) — R™ siirekli bir fonksiyon olmak tizere,

ikinci mertebeden yar1 lineer

z[g(t)] =0 (2.4.5)

diferensiyel denklemi i¢in agagidaki salinim kriteri elde edilir.

Sonug 2.4.2. Kabul edelim ki (2.4.1) ve

1 (p'(s)>*!
(@ + 1) (p(s)o’(s))

—|ds =00 (2.4.6)
sartlar1 saglanacak gekilde o, p : [tg,00) — RT siirekli tiirevlenebilir fonksiyonlari
varsa bu takdirde (2.4.5) denklemi salinimhdir (Agarwal ve ark., 2001).

Bu teoremi agagidaki ornekle aciklayalim.

Ornek 2.4.3. a > 0 bir sabit ve ¢ > 0 igin p(t) = t* olmak iizere

/

(IF@F W) + @) = 0 (2.4.7)
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ikinci mertebeden yari lineer diferensiyel denklemini goz 6niine alalim. Bu durumda,

t — oo iken
t L ()
— d
[ p)ats RS
t a+1
:/ 1— < a ) 1als
T a+1 S
Q a+1 t
—|1— —
[ (a + 1) lnT oo

oldugu goriiliir. Sonug 2.4.2'nin biitin gartlarn saglandigindan (2.4.7) denklemi
salimmhidir (Agarwal ve ark., 2001).

Her bir ¢t > to icin g(t) < t ve y(t) = sup{s > ¢y : g(s) < t} seklinde tanimlansin.
Bu durumda ~(t) >t ve go~(t) = t oldugu agiktir ve agagidaki salinim sonucu elde
edilir:

Teorem 2.4.4. Kabul edelim ki (2.4.1) saglansin ve o = § olsun. Eger,

lim sup ¢t~V /:O) q(s)ds > ((n —1)H* (2.4.8)
~(t

t—o00

ise, bu takdirde (2.4.2) denklemi salimimhdir (Agarwal ve ark., 2001).

Eger Teorem 2.4.4'te, g(t) >t ve her ¢ > ¢, igin ¢'(t) > 0 alinirsa, agagidaki salinim

kriteri elde edilir.

Teorem 2.4.5. Kabul edelim ki (2.4.1) saglansin ve o = 3, g(t) >t ve t > tg igin
g'(t) > 0 olsun. Eger,

lim sup ¢~ /t T g(s)ds > ((n — 1)N° (2.4.9)

t—o00

ise, bu takdirde (2.4.2) denklemi salimimhdir (Agarwal ve ark., 2001).

Ornek 2.4.6. a ve ¢ birer pozitif sabit olmak {izere
a— /
(\Nl)(t)\ 136(”1)(15)) + et Halg@)| 2lg®)] =0, t>0 (24.10)

yari lineer diferensiyel denklemini goz oniine alalim. Verilen gartlar altinda goz

6niine alinan yar1 lineer diferensiyel denklem i¢in agsagidaki sonuclar gegerlidir:
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e g(t) = t/2 almursa, y(t) = 2¢ bulunur ve bu durumda
c>2""a(n—1)((n — 1N

olarak segilirse (2.4.10) denklemi Teorem 2.4.4’e gére salinimh olur.
e g(t) >t ve g (t) >0 almr ve
c>aln—1)((n—1)H"
olarak secilirse (2.4.10) denklemi Teorem 2.4.5’e gore salimmhdir (Agarwal ve
ark., 2001).
Simdi agagidaki kargilagtirma teoremini verelim.

Teorem 2.4.7. Kabul edelim ki (2.4.1) saglansin ve her t > ¢, icin

o(t) <inf{t,g(t)}, Jim o(t)y=00 ve od'(t)>0 (2.4.11)
olacak gekilde stirekli tiirevlenebilir bir o : [tg, 00) — RT fonksiyonu var olsun. Eger,
0 < 0 < 1 olacak sekildeki her 6 sabiti i¢in,

(nfl)!yxaa("D(ﬁ’y[d(t)]’ﬁ/asgn ylo(t)] =0 (2.4.12)

y'(t) + (

delay diferensiyel denkleminin her ¢oziimii salimml ise bu takdirde (2.4.2) denklemi

salimmmhdir (Agarwal ve ark., 2001).

Sonug 2.4.8. Kabul edelim ki (2.4.1) ve (2.4.11) saglansin. Eger a = /8 oldugunda

t — 1he
sl a(n—1) ((n 1))
lim inf /g(t) o (s)q(s)ds > SR (2.4.13)
yada 0 < f/a < 1 oldugunda
/OO PV (s)q(s)ds = 0o (2.4.14)
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sartlar1 saglaniyorsa bu takdirde (2.4.2) denklemi salinimhdir (Agarwal ve ark.,

2001).

Teorem 2.4.9. Kabul edelim ki (2.4.1) saglansm, o > 1 ve § > 1 olsun ve her
t > t, icin

P
,@)) <0 (2.4.15)

p(t)>0 ve ((7”2(25)0

olacak ve (2.4.3) sart1 saglanacak sekilde siirekli tiirevlenebilir o, p : [tpg,00) — R

fonksiyonlar1 var olsun. Eger

/OO p(s)q(s)ds = oo (2.4.16)

ise, bu takdirde (2.4.2) denklemi salinimhdir (Agarwal ve ark., 2001).

Teorem 2.4.10. Kabul edelim ki Teorem 2.4.9’daki (2.4.15) sart1

A) 20 ve AmeﬁﬁQ@Q/

kogulu ile degigtirilirse bu takdirde (2.4.2) denklemi salimimhdir (Agarwal ve ark.,
2001).

ds < o0 (2.4.17)

Teorem 2.4.11. Kabul edelim ki (2.4.1) sart1 saglansin ve § > « olsun. Ayrica
(2.4.3) sart1 saglanacak sekilde siirekli tiirevlenebilir o : [ty, 00) — RT fonksiyonu

var olsun. Eger

1
/ 0" 2(s)o’(s) (/ q(u)du) " ds = o0 (2.4.18)
ise, bu takdirde (2.4.2) denklemi salinmmhdir (Agarwal ve ark., 2001).

Simdi, « bir sabit, her t > t, i¢in g(t), h(t) € C([ty,0),R), h(t) < t, '(t) > 0 ve
limy oo g(t) = limy_o h(t) = 00 ve F' € C([ty, 00) x R% R) olmak tizere

(D@0 0) +  (151a(0), aln(]) =0 (2:4.19)

diferensiyel denklemini goz 6ntine alalim.
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Teorem 2.4.12. 3 ve u pozitif birer sabit olmak tizere her t > ¢y ve xy # 0 igin
F(t,z,y)sgn = > q(t)|z]|y|* (2.4.20)

sart1 saglanacak sekilde ¢ : [tg, 00) — RT siirekli fonksiyonu var ve h(t) < g(t) <t
olsun. Eger A = B+ pu < a ve H(t) = (h(t))?(W(t))* olmak iizere 0 < 6; < 1

araligindaki her 6;, i = 1,2 igin

y'(t) + [((n — 2)!§i(n - 1)[31 (h(£) ™2 H (£)q(t) |yl () “sgn ylh(H] = 0 (2.4.21)
0+ e - a0 || 0
Xsgn 2 [t +2h<t)] = () (2.4.22)

diferensiyel denklemleri salinimh ise, bu takdirde (2.4.19) diferensiyel denklemi

salimmhidir (Agarwal ve ark., 2001).

Sonug 2.4.13. Kabul edelim ki (2.4.20) sart1 saglansin ve t > tq icin h(t) < g(t) <t

olsun. Eger,

(Iy) A=+ p=aicin

liminf [ hO-2(s) H (s)g(s)ds > (D (=20

t—o0 h(t) e
ve
t 2n—2 EROMAL
lim inf [s — h(s)] " PH(s)q(s)ds > (2 (n = 2)})
t=00  J(t+h(t))/2 e
sartlar,

(I3) A < aigin
/Oo R =2A($)H (s)q(s)ds = oo

ve

[ ls = h) 2 H(s)a(s)ds = o0
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sartlar1 saglanirsa, bu takdirde (2.4.19) diferensiyel denklemi salinimhdir (Agarwal

ve ark., 2001).

Agagidaki teorem, f < a ve p < v oldugu durumda, (2.4.19) denkleminin salinimhilig

i¢in yeter sartlar sunmaktadir.

Teorem 2.4.14. Kabul edelim ki (2.4.20) sart1 saglansin ve her ¢ > t, igin g(t) <t

ve ¢'(t) > 0 olsun. Eger her 6;, i = 1,2 pozitif sabitleri i¢in

v+ [«n_gwa] (W) g Wat)|ylg(0)] “sen ylgw)] =0 (2.4.23)
n/e
0+ gyt oyt Y]
e - lt+2h(t)] 4 (2.4.24)

diferensiyel denklemleri salmimli ise bu takdirde (2.4.19) denklemi de salinimhidir

(Agarwal ve ark., 2001).

Asgagidaki teorem, keyfi § ve p pozitif sabitleri i¢in, (2.4.19) denkleminin salinimlh

olmasini garanti eden yeter sartlar sunmaktadir.

Teorem 2.4.15. Kabul edelim ki (2.4.20) sart1 saglansin ve her ¢ > ¢, i¢in g(t) <t

ve ¢'(t) > 0 olsun. Eger her 6, 65 pozitif sabitleri i¢in

(Jp 20 ™ @) + o @) aofulo@)] se vlo) =0 (2425

diferensiyel denklemi salinimh ve
(\zm?)(t)\“‘l z<n2>(t)) T (W (1) ()]0 ()]"sen 2[h(8)] =0 (2.4.26)

diferensiyel denkleminin her siirh ¢éziimi saliniml ise bu takdirde (2.4.19) denklemi

de salimmhdir (Agarwal ve ark., 2001).
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Ornek 2.4.16. o, (3 ve u pozitif sabitler ve q : [ty,00) — R siirekli bir fonksiyon

olmak tizere

In

d
—x

dt

t

2

t

2

sgn x [t] =0 (2.4.27)

(D@2 (0) + (0 ;

g
3]

diferensiyel denklemini goz 6niine alahm. § < a ve p < a olsun. Bu takdirde her

01, 6, pozitif sabitleri icin

ve
w/e

o+ <2~(2n-1(9; —1)1)? ) ) ‘y m \M ey [ﬂ -
02

70+ | 10 3]

diferensiyel denklemleri salimml ise bu takdirde (2.4.27) denklemi de salmimhidir.

t
- - 0
sgn z [2]

Buna gore,
e a=03=puve0<k<1icn q(t) =t""2* alinirsa;
e B<a,p<avet>1icn q(t)=1min{t""V% =i} almirsa,

bu takdirde (2.4.27) denklemi salimimhdir (Agarwal ve ark., 2001).

Simdi neutral terimli yiiksek mertebeden fonksiyonel diferensiyel denklemler igin
verilen salimim sonuglar1 tizerinde durulacaktir. ¢ > 0 tek tam sayilarin bolimi

olmak tizere,
2 () + /ab q(t, )2 (o(t,)dE =0, t>ty, ve 0<a<b, (2.4.28)
¢ift mertebeden dagilimh sapma argiimentli diferensiyel denklemini
2(t) = x(t) + p(t)x(7(t))

ile tanimlanan neutral terim ile birlikte goz oniine alalim. Graef, Grace ve Tung

(2.4.28) denkleminin ¢oziimlerinin salinim davramslarim incelerken,
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(i) p: [to,00) — R reel degerli stirekli bir fonksiyon, p(t) > 1 ve yeterince biiyiik
t degerleri i¢in p(t) # 1;

(ii) q: [to,00) X [a,b] — (0, 00) reel degerli siirekli bir fonksiyon;

(iii) 7 : [to,00) — R reel degerli siirekli ve kesin artan bir fonksiyon, 7(¢) > ¢,

limy o 7(t) = 00;

(iv) ¢ : [to,00)X][a, b] — R fonksiyonu ikinci degigkene gore artmayan bir fonksiyon,
ve

lim p(t,£) =00, & € [a,b]

t—o00

sartlar1 altinda agagidaki sonuglar elde etmigtir (Graef ve ark., 2018). Yazimda
kolaylik olmasi acisindan, 7! fonksiyonu 7 fonksiyonunun ters fonksiyonu olmak

uzere,

1

1
ei(t) == p(t,b)  ve h(t) = C=0)) (1 N p(T_l(T_l(t)))> ’

ve

Q) = [ alt. 007 (olt,€))de

notasyonlar1 kullanmilacaktir ve yeterince biiytik biitiin ¢ degerleri i¢in ¢/(t) > 0 oldugu

kabul edilecektir.

Teorem 2.4.17. Kabul edelim ki (i) - (iv) sartlar1 saglansin ve (¢, ) € [tg, 00) X [a, 0]
icin ¢(t,&) < 7(t) olsun. Eger \g € (0, 1) i¢in

((715(]1)!)662('5) (T )" VY (7 (1)) = 0 (2.4.29)

y'(t) +

gecikmeli diferensiyel denklemi salimmli ise bu takdirde (2.4.28) denklemi de
salimmhidir (Graef ve ark., 2018).

Yukaridaki kargilagtirma teoremi kullanilarak, (2.4.28) denkleminin salinimlhihig: i¢in
farkli sonuglar verilebilir. Birinci mertebeden gecikmeli diferensiyel denklemlerin

salinim davranisi i¢in verilen agagidaki lemmay1 géz oniine alalim.
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Lemma 2.4.18. P,h : [tg,00) — R siirekli fonksiyonlar, P(t) > 0, h(t) < t ve

lim; o h(t) = 0o olsun. Eger
/ 1
lim inf / P(s)ds > - (2.4.30)
t—o0 e
h(t)

kaliyorsa, birinci mertebeden
u'(t) + P(t)u (h(t)) =0 (2.4.31)

gecikmeli diferensiyel denklemi salimimhidir (Koplatadze ve Chanturiya, 1982).

Yukaridaki lemma yardimiyla, Teorem 2.4.17’dan agagidaki salinim kriteri kolaylikla

elde edilebilir.

Sonug 2.4.19. Kabul edelim ki (i) - (iv) kogullar1 saglansin ve 6 = 1 olsun. Ayrica

i) -
(t,€) € [to,00) X [a,b] i¢in p(t, &) < 7(t) oldugunu varsayalim. Eger

t (n—1)!
lim inf —1 n—ld >~ )
ltrgg} T 1(p1(2)) Q(S)(T (cpl(s))) N e

(2.4.32)

saglanirsa bu takdirde (2.4.28) denklemi salinimhdir (Graef ve ark., 2018).

Teorem 2.4.20. Kabul edelim ki (i) - (iv) kosullar1 saglansi ve 6 < 1 olsun. Ayrica

(t,€) € [to,00) X [a,b] icin p(t, &) < 7(t) oldugunu varsayalim. Eger

| Q) (r(s) s = o0 (2.4:33)

to
saglaniyorsa bu takdirde (2.4.28) denklemi salimmlhidir (Graef ve ark., 2018).

Teorem 2.4.21. Kabul edelim ki (i) - (iv) kogullar saglansin ve ¢(t,&) < 7(¢)

fonksiyonu birinci degigskenine gore azalmayan olsun. Eger 6 = 1 i¢in

lim sup t Q(s)(7 Hp1(8))" tds > (n —1)! (2.4.34)

t—00 T (p1(t))
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yada ¢ < 1 igin

imsup [ Q(s)(m (o () Vs = 0o (2.4.35)

t—oo Jr=1(p1 (1))
saglaniyorsa, bu takdirde (2.4.28) denklemi salimimhdir (Graef ve ark., 2018).

Teorem 2.4.22. (i) - (iv) kosullarinin saglandigini ve (t,£) € [to, 00) X [a,b] i¢in
o(t, &) < 7(t) oldugunu varsayahm. Eger

/Oo Q(s)ds = oo (2.4.36)

to
saglaniyorsa bu takdirde (2.4.28) denklemi salmimhidir (Graef ve ark., 2018).

Ornek 2.4.23. t > 12 icin, cift mertebeden

(w(t) + 4tz (26))™ + /12(t 5e)YTT (; _ g) dé = 0 (2.4.37)

neutral diferensiyel denklemini géz 6niine alalim. Burada p(t) = 4¢, 7(t) = 2t, a = 1,
b=2, q(t,&) = (t—5)%7, 6 =3/T ve o(t,&) = t/5— ¢ Bu durumda, (i) - (vi)

kosullarinin saglandigi gortilmektedir ve
o1(t) = (t—10)/5, 7Y t)=t/2, T (r'(t) =t/4,

el = =010, v =5 (1-7) = 55

2 gr( 55 \T 5513/
Q) = [ (t- 5" (24(t_5£)> ai=(5)

Ayrica (2.4.33) sart1

[ e [T (2 () s - o

kaldigindan saglanmaktadir. Bu nedenle Teorem 2.4.20°ye gore (2.4.37) denklemi
salimmhdir (Graef ve ark., 2018).
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Ornek 2.4.24. t > 4 ve k > 3060 olmak iizere, dordiincii mertebeden

(@(t) + ba(t + 1)) +/2k£ (t >d5—0 (2.4.38)

neutral diferensiyel denklemini géz oniine alalim. Burada p(t) = 5, 7(t) = t + 1,
a=1,b=2 k > 3060 igin q(t,&) = k&/t*, § = 1, ve p(t,&) = t/6 +1/£. Bu
takdirde (i) - (iv) kogullarinin saglandigr goriilmektedir. Ayrica

pr(t)=(+3)/6, 1) =t—1, TH(rH()=t—2,  P(t)=4/25,

Zkgd 6k

o) = (=3)/6 ve Q) = o | 7 =507

Bununla birlikte, (2.4.34) sartindan

t
[ Qe s s
T Hp1(t))
4 6k <5—3>3
= — | ds
(t—3)/6 2554 6

6k /t (1 9 . 27 27) J
= -— =+ —=——)ds
25 x 6% Jit-3)06 \s s2 s3  s4

k 66 9 27 9 54 486 1944
S T LA ) (2.4.39
900<"t—3 PR t—3+(t—3)2+(t—3)3>( )

t — oo iken (2.4.39) denkleminde lim sup alimirsa (2.4.34) kogulunun gegerli oldugu
gortliir. Bu yiizden de Teorem 2.4.21°ye gore (2.4.38) denkleminin biitiin ¢oziimleri

salimmhidir (Graef ve ark., 2018).

Simdi, lineer olmayan neutral terimli ve dagilimh sapma argiimentli ¢ift mertebeden
fonksiyonel diferensiyel denklemler icin verilen salinim sonugclar: iizerinde durulacaktir.

a pozitif tek tamsayilarin orani, n > 2 bir ¢ift tam say1 olmak tizere

b
(=Y () + [l ) (alglc.9)ds =0, =G (2.4.40)

formundaki ¢ift mertebeden neutral diferensiyel denklemini

() = 2%(¢) + p(Q)x(a(C))
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ile tanimlanan nonlineer neutral terim ile birlikte géz 6niine alalim. Moaaz, Elabbasy

ve Muhib (2.4.40) denkleminin ¢éziimlerinin salinim davraniglarin incelerken,
(Hy) p,7: [Co,00) — R siirekli fonksiyonlar, r(¢) > 0, 7/(¢) > 0 ve 0 < p(¢) < 1;

(H3) q:[Co,00) X (a,b) — R siirekli bir fonksiyon, ¢(¢, s) > 0 ve

[e’s) 1
——ds = o0
/40 r(s)

(H3) f:R — R siirekli bir fonksiyon ve k pozitif bir sabit olmak tizere x # 0 igin
|f(@)| = klz=;

(Hy) o : [Cp,00) = (0, 00) siirekli bir fonksiyon, o(¢) < ¢ ve lim¢_,», o(¢) = o0;

(Hs) g : [Co,00) X (a,b) — R siirekli bir fonksiyon, ¢((,s) < ¢, g negatif olmayan

kismi tiirevlere sahip bir fonksiyon ve lim¢_, g(¢, s) = oo,

sartlar1 altinda agagidaki sonuglar: elde etmistir (Moaaz ve ark, 2019).

Yazimda kolaylik olmasi agisindan, bu ¢calismanin sonuclari i¢in agagidaki notasyonlar

kullanilacaktar:

ve

r(©p(C)
Mgr=2(C,5)g'(¢,a)

Teorem 2.4.25. Eger, p : [(p,00) — RT stirekli tiirevlenebilir bir fonksiyon olmak

n(¢) =

tizere, M > 0 ve 0 < A < 1 sabitleri i¢in

/OO (kp(v)Q(v) - 41A <P’(v)>2n(v)) dv = oo (2.4.41)

p(v)
ise, bu takdirde (2.4.40) denklemi salinimhdir (Moaaz ve ark, 2019).

Teorem 2.4.26. 0 < p < 1 sabiti i¢in,




olmak ftizere, eger

u'(Q) + A(Qu(g(¢,a)) = 0 (2.4.42)

diferensiyel denklemi salimmli ise bu takdirde (2.4.40) denklemi salimmhidir (Moaaz

ve ark, 2019).

Lemma 2.4.18 kullanilarak, yukaridaki teoremden asagidaki salinim sonucu elde

edilir.

Sonug 2.4.27. 0 < o < 1 bir sabit olmak fizere, eger

n—1
. g" (s, a) (n—1)!
lim inf T~ 20(s)ds >

¢—o0 /g<<,a> r(g(s,a))Q( ) ke

kaliyorsa, bu takdirde (2.4.40) denklemi salimmhdir (Moaaz ve ark, 2019).

Bu c¢aligmanin siradaki sonucunu vermek icin, énce H € P ile gosterecegimiz

fonksiyonlar sinifini tanimlayalim.

Tanim 2.4.28. Dy = {((,s): ( > s> (o} ve D ={(¢,s) : ( > s > (p} olsun. H :
D — R ile tamimh siirekli bir fonksiyon olsun. Eger, asagidaki iki sart saglaniyorsa,
bu takdirde H fonksiyonunun P fonksiyonlar sinifina ait oldugu soylenir ve H € P

seklinde yazilir:
(i) ¢ > G icin H(C,) = 0, Dy iwzerinde H((,s) > 0;

(17) H fonksiyonunun ikinci degiskene gore siirekli kismi tiirevi mevcuttur ve her

(¢,s) € Dy i¢in
e hC sV H )

olacak sekilde h : D — R siirekli fonksiyonu vardir.

Teorem 2.4.29. 0 < A <1 ve M > 0 birer sabit olsun. Eger,

(I)(C,S) = ) -

olmak tizere,

li CH k o2 dv = 2.4.43
msup s [ (€0) (k@) = ()G 0) ) dv =0, (2.4.43)
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kalacak sekilde H € P fonksiyonu ve siirekli tiirevlenebilir p : [(p,00) — RT
fonksiyonu varsa bu takdirde (2.4.40) denklemi salimimhdir (Moaaz ve ark, 2019).

Teorem 2.4.30. Varsayalim ki

e H(C )
o< (i) =

ve

lim sup ! /C H(¢,v)n(v)@*(¢,v)dv < 0o
(oo H(CC0) Joo ’

saglansin. Eger, ¢ > (p i¢in ¢4 (¢) = max{1(¢),0} olmak tizere,

lim sup ‘ Mds = 00
c—oo Jeo M(s)
ve
i sup 7 [ 1(¢,0) (kp()Q) — 108G 0) ) do = sup o)
(oo H(C,G0) Jeo 4N ’ T 0

kalacak gekilde ¢ : [(p,00) — R stirekli fonksiyonu varsa, bu takdirde (2.4.40)

denkleminin her ¢6ztiimii salinimhdir (Moaaz ve ark, 2019).

Ornek 2.4.31.n =2, a=3,7()=1,p() =1— %, o) =C—o,q(¢,s) = (s,
f(z) =23, g(¢,s) = (s, ve p(¢) = 1 olmak tizere,

!/

<<x3(C) + (1 — é) x(¢ — a)>/> + /;2 (*s2”(Cs)ds = 0, (2.4.44)

ikinci mertebeden neutral diferensiyel denklemini géz 6ntine alalim. Herhangi M > 0

ve 0 < A < 1 sabitleri icin

L (kpm(v) - (’; ((j)))zn(m) dv = o0

elde edilir. Dolayisiyla Teorem 2.4.25%e gore (2.4.44) denklemi salimmhdir (Moaaz

ve ark, 2019).
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Ornek 2.4.32. 0<py<1,0<d<1,0<B<1,¢>0,a=0,b=1,7() =,
q(¢) := qo/C" ! ve f(x) := 2 olmak iizere, yiiksek mertebeden

(€ + moe(00)" ) + (30 =0, (2.4.45)

diferensiyel denklemini géz 6ntine alalim. Buradan

Q(¢) = qo(1 — po)¢* "

elde edilir. p(¢) := ¢™ olsun. Her pozitif M sabiti i¢in, eger

TL2

1 — n—1
qo( po)B > i

(2.4.46)

kaliyorsa (2.4.41) sart1 saglanir. O halde, Teorem 2.4.25’den eger (2.4.46) saglanirsa
(2.4.45) denklemi salimmhdir. Ancak, M sabitinden dolay1 (2.4.46) sartinin
saglandigini gosterebilmek uygulamalarda zordur. Fakat, 2.4.27 sonucunu kullanarak,

eger
(n—1)!
kue

J

o ¢ o 1
lim mf/ 8" 2qo(1 — po)—ds >
9(¢a) S

(—o0

yani

—1)!
(1 — po)B”‘an; . Mel)' (2.4.47)

saglaniyorsa (2.4.45) denkleminin salinimh oldugu gortlebilir (Moaaz ve ark, 2019).

Simdi, neutral terimi hem gecikmeli hem de ileri tipten sapma argiimentleri iceren
¢ift mertebeden fonksiyonel denklemler igin verilen salinim sonuglari tizerinde
durulacaktir. n > 2 ¢ift tam say1 ve @ pozitif tek tam sayilarin biitiin boéliimlerini

igeren kiime olacak bicimde v € ) olmak tizere
(0@ D)) + HOF (2(V(1)) =0, =1 >0, (2.4.48)
¢ift mertebeden lineer olmayan neutral diferensiyel denklemini

Ut) = z(t) + A z(alt)) + BO)z(5(t)) (2.4.49)
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ile tanimlanan neutral terimi ile birlikte géz éniine alalim. Tunc ve Ozdemir, (2.4.48)

denkleminin ¢oztimlerinin salinim davraniglarini incelerken,
(i) A, B : [tg,00) — R siirekli fonksiyonlar, A(t) negatif olmayan bir fonksiyon,
B(t) > 1 ve yeterince biiytik ¢ degerleri i¢in B(t) # 1;

(ii) a, B, W : [tg,00) — R siirekli tiirevlenebilir fonksiyonlar, a(t) <t < (), a ve
3 kesinlikle artan, ¥ azalmayan bir fonksiyon ve limy_, . () = limy_, o ¥(t) =

(iii) F : R — R stirekli bir fonksiyon ve § € @ olmak tizere her £ # 0 igin
F(£)/€% > k olacak sekilde bir k > 0 vardir;

(vi) H : [to,00) — [0, 00) siirekli ve ¢, > t; olmak tizere herhangi bir [t),, c0) aralig

tizerinde H Ozdes olarak sifir olmayan bir fonksiyon;
(v) ¥ : [tg,00) = (0, 00) siirekli tiirevlenebilir bir fonksiyon, ¥'(¢) > 0 ve

w ()

sartlar altinda asagidaki sonuclar elde etmistir (Tung ve Ozdemir, 2023).

Yazimda kolaylik olmas: acisindan S~!, f'nin ters fonksiyonu olmak iizere,

1 AB) 1
5o 1()]  BlFToao ()] B0

notasyonu kullanilacaktir.

Ayrica 11 (t) 'nin negatif olmamasi igin ¢, > ¢y olmak tizere

1 A(t)
B 0] B team) = T (2.4.50)

oldugu kabul edilecektir.

Teorem 2.4.33. (i)-(v) ve (2.4.50) kosullar1 gegerli olsun. Bununla birlikte

E(t):=prod(t)<t, o) <VU(t) ve t— oo iken ¢(t) = oo
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olacak gekilde siirekli tirevlenebilir ve azalmayan bir ¢ : [tg,00) — R fonsiyonu

varolsun. Eger, birinci mertebeden

(ngfﬂ)) KHOO(E@R)WI(T@))(ER)"WI(E) =0 (2.4.51)

W(t) + <

gecikmeli diferensiyel denklemi salinimli olacak sekilde bir 0 < €y < 1 sabiti var ise,

bu durumda (2.4.48) denklemi salimimhidir (Tung ve Ozdemir, 2023).

Sonug 2.4.34. Teorem 2.4.33’in tiim kogullar1 saglansin ve § > v olsun. Eger, A <~

olacak bicimdeki A € Q ve yeterince biiyiik butiin £, > t; degerleri i¢in,

| Hm P e m)Em)™dn = oo (2.4.52)

kaliyorsa, bu durumda (2.4.48) denkleminin biitiin ¢oziimleri salmimhidir (Tung ve

Ozdemir, 2023).

Sonug 2.4.35. Teorem 2.4.33’in tiim kosgullar1 saglansin ve 6 < 7 olsun. Eger,

yeterince biiyiik bitiin ¢, > ty degerleri i¢in,

| @I ) () (€)™ dn = o0 (2.4.53)

1

kaliyorsa, bu durumda (2.4.48) denkleminin her ¢oziimii salimmhidir (Tung ve Ozdemir,

2023).
Bu galigmanin sonraki sonuglarinda (i) kogulunun yerine agagidaki sart kullanmlmigtir:

(vi) A, B : [ty,00) — R siirekli fonksiyonlar, B(t) negatif olmayan bir fonksiyon,
A(t) > 1 ve yeterince biiytik ¢ degerleri i¢in A(t) Z 1.

1

Yazimda kolaylik olmasi acisindan o™, o’nin ters fonksiyonu ve 0 < ¢ < 1 olmak

uzere

B 04710(1/71(25) € 1
bt) = Mll—(a@)> Ao Toa 1(0)

_<a-1oﬂoa—1<t>>”f’1A[ Blo~'(t) }

a~1(t) a~lofoal(t)
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notasyonu kullanilacaktir. Ayrica 1(t) 'nin negatif olmamasi igin,

O\ ol BT B()
( t ) .A[Oé_1<t)] + ( t ) A[Oé_l o 5(25)] <1, t 2> Tax (2.4.54)

kalacak sekilde bir ¢,, > ty oldugu kabul edilecektir.

Teorem 2.4.36. (ii)-(vi) kosullar1 ve (2.4.54) gegerli olsun. Ayrica
St):=atopt)<t, o) <U(t) ve t— ooiken p(t) — oo

olacak gekilde siirekli tiirevlenebilir ve azalmayan bir ¢ : [tg, 00) — R foksiyonu var

olsun. Eger,

i ) W9~ (5T (1)) (5(0)™° WP (5(8)) = 0,

W(t) + ((n—l'

kalacak gekilde bir 0 < Qg < 1 sabiti var ise, o zaman (2.4.48) denkleminin butiin

¢oziimleri salimmlidir (Tung ve Ozdemir, 2023).

Sonug 2.4.37. 6 > ~ icin Teorem 2.4.45’in biitiin kogullar1 gecerli olsun. Eger, bazi

A€ 9, A <y igin ve yeterince biiytik biitiin ¢, > ¢, i¢in,
/ H )~ (8(m)u () (5()"™ ™ iy = o

saglaniyorsa, o zaman (2.4.48) denkleminin her ¢oziimii salimmlidir (Tung ve Ozdemir,

2023).

Sonug 2.4.38. 0 < ~ igin Teorem 2.4.45’in bitiin kosullar1 gecerli olsun. Eger,

yeterince biiyiik biitiin ¢, > #, icin,
/ H )~ (3() (0 () (5(m))"*~" dy = oo

saglaniyorsa, o zaman (2.4.48) denklemi salmimhdir (Tung ve Ozdemir, 2023).

Ornek 2.4.39. t > 7 icin,
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xn=4,v=3,0=5/3 9(t) =t k=1 ve H(t) = e*;
x a(t)=t—2, At)=e ", B(t) =€, f(t) =t +2ve U(t) =t + 1;

olmak tizere,
—t t 3’ 2, 5/3
t<(x(t)—|—e x(t—2)+ex(t+2)) ) + 2B (t41)=0, t>7 (2.4.55)

gecikmeli ve ileri tipten sapma arglimentine sahip doérdiincii mertebeden neutral
diferensiyel denklemini goz alalim.

Bu denklemde (i)-(v) kosullarm gegerli ve W(t) < [(t) oldugu kolayca kontrol
edilebilir. Ayrica t > 7 icin,

pozitiftir. ¢(t) = U(t) =t + 1 segilirse {(t) =t — 1 < t elde edilir ve T' > 7 igin
(2.4.53) kosulu,

o o (1= B2+ =)\ O3
/6277(77 - 1) 5/9 ( e(nt+1)—2 (77 - 1)5d7] =0

T

formunu alir. Béylece, Sonug 2.4.44’ten (2.4.55) neutral diferensiyel denklemi salinimhdir

(Tung ve Ozdemir, 2023).

Ornek 2.4.40. t > 2" icin,

[t (x(t) + ta (;) + :c(2t)>(5)]/ + t22!/3 (;) =0, (2.4.56)

altinct mertebeden Emden-Fowler neutral diferensiyel denklemini géz 6niine alalim.

Bu denklemde,
« y=1,0=19(t) =t r=1ve H(t) =%

x a(t) =t/2, B(t) =2t, U(t) =1t/3, A(t) =t ve B(t) = 1.
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oldugu gorilmektedir. Goz 6niine alman denklem igin (ii)-(vi) kogullarinin saglandig:

ve ¥(t) < a(t) oldugu agiktir. ¢ = 1/2 i¢in,

8t — 211 - 410

o2 >0, t>2Y

Pa(t) =

o(t) = WU(t) = t/3 segilirse §(t) = 2t/3 < t saglamir. Diger taraftan biitiin 7' > 29
i¢in (3.33),

7 ) (277)1/3 8(n/3) — 211 — 410 1/3 <277>5/3

0 = - dn = oo

J 3 16(n/3)? 3

formunu alir. Boylece, Sonug 2.4.47°den (2.4.56) neutral diferensiyel denklemi salimmhdir

(Tung ve Ozdemir, 2023).

Ornek 2.4.41. t > 27 icin,
(6) T
z(t) +x(t — ) + 'zt + 2#)} + 8¢’z (t — 2) =0 (2.4.57)

altincit mertebeden neutral diferensiyel denklemini géz 6niine alalim. Bu denklemde,
x y=0=1,9() = A(t) =1 ve B(t) = e’ ve H(t) = 8¢';

x at)=t—m, f(t) =t+2m, VU(t) =t —Tn/2 ve U(t) < B(t)
oldugu gortulmektedir. Ayrica (i)-(v) sartlarinin saglandigi kolayca kontrol edilebilir

627r et _ e47r _ 6571'
Yi(t) = <> > 0.

Eger, A = 3/5 < 1ve ¢(t) =t —Tr/2 = U(t) secilirse ((t) =t — 117/2 < t elde
edilir. Dahasi, T' > 27 igin,

o0 ellm/2 [ on=Tn/2 _ Am _ 571 5
/86" - — (n— 11/2)%dy = oo
T

ve t > 27 igin,

kalir, yani (2.4.52) kogulu saglanir. Sonug 2.4.43 dogrudan uygulamasi oldugundan
(2.4.57) denkleminin her ¢éziimiiniin salimiml oldugunu gosterir. Nitekim, x;(t) =

cost, my(t) =sint ve z3(t) = cost+ sint bu problemin salmimh ¢éziimleridir.
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3. Cift Mertebeden Neutral Diferensiyel Denklemlerin Salinimlilig:

Bu boliimde, cift mertebeden belirli siniftan dagilimli sapma argiimentleri igeren
bir neutral diferensiyel denklem simifi géz oniine alinarak, bu denklem sinifinin

salinimliligi incelenecektir.

3.1. Giris

Bu boéliimde, n > 2 bir tam say1, P biitliin tek pozitif dogal sayilarin oranlarinin

kiimesi olmak tizere A € P ve 0 < a@ < 8 < oo olmak tizere

R(t) = 2(t) + 11(t)(&1(t)) + r2(8)2(&(1)), (NT)

formunda hem ileri tipten hem de gecikmeli sapma argiimentleri igeren bir neutral

terim ile taniml, ¢ift mertebeden

<a(t)72(”_1)(t))/ + / ? bt )2 (x(t.w))du=0, t>t,>0,  (EQ)

o

diferensiyel denklemi goz oniine alinacaktir. Ayrica, caligmanin geri kalan kisminda

tekrar belirtilmese bile, agagidaki sartlarin her zaman saglandigi kabul edilecektir:

(i) 71,79 : [to,00) — R ile tamimh stirekli fonksiyonlar 6yle ki r1(t) negatif deger

almayan bir fonksiyon, ro(t) > 1 ve yeterince biiyiik ¢ degerleri icin ro(t) # 1;

(ii) &1,& : [to, 00) — R ile tammh siirekli ve kesin artan fonksiyonlar, & (t) <t <

& (t) ve t — oo iken & (t) — o0;
(iii) R*T = (0, 00) olmak tizere h : [tg,00) X [a, B] — RT siirekli bir fonksiyon;

(iv) x : [to,00) x [, B] — R ile tamiml, ikinci degiskenine gére artmayan bir
fonksiyon ve

Jim x(t,u) = oo, u € [a,f];

(V) a: [tg,00) — (0,00) ile tanimh siirekli tiirevlenebilir bir fonksiyon, a/(t) > 0

ve



T, > to olmak tizere R kiimesinin bir alt araligim [ := [T}, 00) ile tammlayalim.
(EQ) neutral diferensiyel denkleminin bir ¢éziimii dedigimizde, R € C™ ! (I,R)
ve a(R"Y) € C'(I,R) ozelliklerine sahip olan ve I alt araligi iizerinde (EQ)
denklemini saglayan bir z : I — R fonksiyonunu kastediyoruz. Bu béliim boyunca
goz oniine alacagimiz (EQ) denkleminin herhangi bir ¢éziiminin saga dogru
strdirilebilir ve agikar olmayan bir ¢oziim oldugunu kabul edecegiz. Yani, bu z(t)

¢Oziimiiniin I arahigi tizerinde tamimlh ve her T' € [ igin
sup{|z(t)| :t >T} >0

ozelligini sagladigini kabul edecegiz. Ayrica, (EQ) denkleminin bu 6zelliklere sahip

agikar olmayan ¢oziimlerinin var oldugu da kabul edilecektir.

(EQ) denkleminin béyle bir z(t) ¢oziimii eger keyfi sayida yeterince biiyiik sifirlara
sahip ise salmimhidir denir. Yani z(t) ¢oziimiintin sifirlarinin kiimesi tistten sinirh
degil ise bu ¢éziim salimml olarak adlandirihir. Aksi taktirde salinimsiz ¢ozim
denir, yani z(t) ¢dziimii bir noktadan sonra tamamen pozitif (nihai pozitif, eventually
positive) ya da tamamen negatif (nihai negatif, eventually negative)

degerler aliyorsa bu ¢oztim salinimsizdir.

Cegitli smiftan ¢ift mertebeden neutral diferensiyel denklemlerin ve zaman
skalasinda neutral dinamik denklemlerin ¢6ztimlerinin salinim davraniglarinin
incelenmesi, literatiirde aktif olarak caligilan 6énemli bir aragtirma konusudur. Bu
konu tizerine yapilan aragtirmalara ¢rnek olarak (Agarwal ve ark., 2013; Ruba ve
ark., 2014; Bazighifan ve ark., 2019; Gao ve ark., 2017; Grace ve ark., 2017; Graef
ve ark., 2018; Han ve ark., 2014; Li ve ark., 2010; Li ve ark, 2016; Moaaz ve ark,
2019; Qaraad ve ark., 2022; Sun ve ark., 2012; Tanaka, 2002; Tung ve Graef, 2014;
Wang, 2004; Wang ve ark., 2005; Zafer, 1998; Zhang ve ark., 2006, 2010) ¢aligmalar:

okuyucuya referans olarak verilebilir.

Mgili literatiir incelendiginde dagilimli sapma argiimentli neutral diferensiyel
denklemlerin ¢oziimlerinin salimimliligy ile ilgili yapilan ¢aligmalarin nispeten daha

az sayida oldugu agikca gorilmektedir, 6rnegin bkz. (Bazighifan ve ark., 2019;
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Grace ve ark., 2017; Graef ve ark., 2018; Moaaz ve ark, 2019; Qaraad ve ark.,
2022; Tung ve Graef, 2014; Wang, 2004; Wang ve ark., 2005; Zhang ve Meng,
2010). Bunun yaninda, yapilan bu ¢aligmalarin biiyiik gogunlugunun neutral katsay1
fonksiyonlarinin sabit ya da sinirli fonksiyon oldugu denklemler i¢in ortaya konuldugu

goriilmektedir.

2018 yilinda Graef, Grace ve Tung (Graef ve ark., 2018) ¢ift mertebeden dagiliml
sapma arglimentli (2.4.28) neutral diferensiyel denklemini goz 6ntine almigtir. 7(t) >
t, 7 kesin artan, neutral katsay1 fonksiyonu p(t) > 1, p(t) Z 1, ve limy_,o 7(t) =
lim; o ¢(t,£) = oo sartlar altinda ve § > 0 olmak iizere bu denklem igin yeni
salimim sonuclar1 elde etti. Ancak dikkat edilmelidir ki, s6z konusu ¢alismada elde
edilen salmim sonuglar1 7(t) < t ve/veya (t,&) > 7(t) oldugu durumlarda (2.4.28)

neutral diferensiyel denklemine uygulanamamaktadir.

2019 yilinda Moaaz, Elabbasy ve Muhib, (Moaaz ve ark, 2019), ¢ift mertebeden
dagilhimh sapma argiimentli nonlineer ve kanonik formdaki lineer olmayan neutral
terime sahip (2.4.40) denkleminin salimm sonuglar tizerine galigti. Séz konusu
caligmada katsay1 fonksiyonu 7(¢) i¢in r(¢) > 0, '(¢) > 0, [y %ds = 00, neutral
katsay1 fonksiyonu p(¢) i¢in 0 < p(¢) < 1 ve sapma argiimentleri i¢in o(() <
¢, 9(¢,s) < ¢ ve lime,oo0(C) = lime009(¢,s) = oo sartlar altinda (2.4.40)
denkleminin salinim davraniglar: incelendi. Dikkat edilmelidir ki s6z konusu ¢aligma,
neutral katsay1 fonksiyonlarimin sinirsiz oldugu durumlarda veya neutral terimin
hem gecikmeli hem de ileri tipten sapma argiimenti icerdigi fonksiyonel diferensiyel

denklemlere uygulanabilecek bir salinim kriteri sunmamaktadir.

Ayrica Tung ve Ozdemir (Tung ve Ozdemir, 2023) ¢ift mertebeden lineer olmayan
karma neutral terimli (2.4.48) diferensiyel denklemleminin neutral katsay:
fonksiyonlarinin sinirsiz olmasi ve neutral terminin hem gecikmeli hem de ileri tipten

sapma argiimenti icermesinden dolay1 dikkat ¢cekmektedir.

Yukaridaki gozlemler 1s1iginda, bu calismada neutral terimin hem gecikmeli hem
de ileri tipten sapma argtimentleri icerdigi, ¢ift mertebeden belirli siniftan dagiliml

sapma argiimentli (EQ) fonksiyonel diferensiyel denkleminin tiim ¢oziimlerinin
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salinimh oldugunu gosteren yeter sartlar elde etmek hedeflenmistir. Dolayisiyla bu
calismada elde edilen sonuglar, literatiirde mevcut olan baz1 sonuglar:

genellestirmekte ve genigletmektedir.

3.2. Baz1 Yardimci Lemmalar

Ana sonuclara ge¢meden once, salinim teorisi literatiriinde daha oOnce ortaya
konulmug olan ve tez caligmamizin teoremlerinin ispatinda kullanilacak olan bazi
iyi bilinen sonuglari lemmalar halinde tanmitmak istiyoruz. Bu amag¢ dogrultusunda
p(t) negatif degerli olmayan bir fonksiyon ve p, ¢ € C([to, oo),]R), keP,olt) <t

ve t — oo iken ¢(t) — oo olmak iizere, birinci mertebeden

& Jlo0)] + ple)e f(0)] < 0, (3:2.1

fonksiyonel diferensiyel egitsizligini ve birinci mertebeden

Jlo(e)] +ple)e* ()] = 0, (322)

fonksiyonel diferensiyel denklemini gz ontine alalim.

Lemma 3.2.1. (Philos, 1981, Theorem 1) Eger (3.2.1) gecikmeli diferensiyel
esitsizligi nihai pozitif bir ¢oziime sahipse, bu takdirde (3.2.2) denklemi de nihai

pozitif bir ¢oziime sahiptir.

Lemma 3.2.2. (Kitamura ve Kusano, 1980, Theorem 2) Eger, k € (0, 1) ve

/ " p(n)dn = oo

to
ise, bu takdirde (3.2.2) denkleminin biitiin ¢éztimleri salmimhdir.

Yiiksek mertebeden diferensiyel denklemler incelenirken, salinimsiz ¢oziimlerin
simiflandirilmasi yapilirken siklikla kullanmilan agagidaki lemma, (Kiguradze, 1964)

caligmasindan alinmigtir.
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Lemma 3.2.3. Kabul edelim ki w(t) fonksiyonu [T, c0) araliginda pozitif ve n-defa
siirekli tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Ayrica [T, 00) arahgmda w(™(t) < 0 ve
T, > T olacak sekildeki herhangi bir [T}, c0) arahgmda w™(t) # 0 olsun. Bu
takdirde, 0 < m < n — 1 ve m + n bir tek tam say1 olacak sekilde oyle bir m € Z

tam sayis1 ve oyle bir T, > T} sabiti vardir ki

k=m,m+1,..,n—1 icn, [T}, 00) tizerinde (—1)"**w®(t) >0,

m > 1 olmak tizere £ =1,2,...m — 1 icin [T,,00) iizerinde w®(t) >0

kalir.

Agagidaki lemma ile verilen esitsizlik, (Agarwal ve ark., 2000, sayfa 169)’da

bulunabilir.

Lemma 3.2.4. Kabul edelim ki w(t) fonksiyonu 77 > T i¢in Lemma 3.2.3’te
belirtilen gartlar saglayan bir fonksiyon olsun, ve t > T} igin lim; o w(t) # 0
ve w™ (H)wm=D(¢) < 0 olsun. Ayrica, Q € (0,1) olacak sekilde bir sabit say1 olsun.
Bu takdirde, her t > T, icin

Q

S0

tn_lw(n_l)(t)

kalacak gekilde bir T, > T, /Q vardr.

Agagidaki sonug (Baculikova ve Dzurina, 2013) galismasindaki Lemma 1’den adapte

edilmigtir, ayrica bkz. (Kiguradze ve Chanturia, 1993).

Lemma 3.2.5. Kabul edelim ki w(t) fonksiyonu 77 > T igin Lemma 3.2.3’te
belirtilen gartlar1 saglayan bir fonksiyon ve T, > T} noktasi da m € Z olmak iizere
Lemma 3.2.3’te belirtilen nokta olsun. Bu takdirde, her 0 < ¢ < 1 ve her t > T,

icin,
mw(t) > etw'(t),
saglanacak sekilde bir T, > T, noktasi vardir.
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Lemma 3.2.6. Kabul edelim ki z(¢) fonksiyonu, (EQ) denkleminin t; > ¢, igin

nihai pozitif bir ¢dziimi olsun. Bu takdirde, her t > t5 i¢in R(t) > 0 ve
/
R >0, ..., RODE) >0, RW() <0 ve (a(t)R(”l)(t)) <0 (32.3)

kalacak sekide bir to > t; noktasi vardir. Ayrica, 0 < € < 1 olmak tzere, her ¢t > t.

icin

R(1)
(t(n_l)/g> <0, (3.2.4)

kalacak gekilde bir ¢, > t5 noktas1 vardir.

Ispat. Kabul edelimki z(t) fonksiyonu (EQ) denkleminin nihai pozitif bir ¢oziimii
olsun. Bu takdirde, 6yle bir t; > t; noktast vardir ki her ¢ > ¢; igin z(¢) > 0,
2(&1(t)) > 0, z2(&(t)) > 0 ve z(x(t,u)) > 0 kalir. Bu durumda R(¢) > 0 olur ve
(EQ) denkleminden,

(a(t)w”l)(t))' - " it )2 (x(t, w))du < 0

o

elde edilir. Bu yiizden de, a(t)R™ Y (¢) artmayan bir fonksiyondur, dolayisiyla
R () fonksiyonu da belli bir noktadan sonra (bu noktaya t, > t; diyelim) isaret
degistirmeyen bir fonksiyon olur. Iddia ediyoruz ki R™Y(¢) > 0 kalir. Aksine

R (t) < 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda, her ¢ > t5 > ¢, igin,
a(t)RM V(1) < a(ty)) R V(ty) = —k

olacak gekilde bir x pozitif sabiti vardir. Yukarida esitsizligi t5’den t’ye integrallersek,

t 1
RO (1) < R (t,) — k / —d
(t) < (2) b alr) n

elde edilir. Burada ¢ — oo iken limite gegilirse, R™~2(t) — —oo oldugu goriiliir ki

bu da z(t)'nin nihai negatif olmasi anlamina gelir. Bu ise z(¢)’nin pozitif olmas: ile
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celigir. O halde, R™~Y(¢) > 0 olmalidir. Diger taraftan

d () RV (1)) + a(tyR™M () <0

oldugundan, t > t, icin R (¢) < 0 sonucuna varilir. Dolayisiyla Lemma 3.2.3’den

dolayn,
R'(t) >0, R'(t)>0, ... RVt >0, ve R™(t)<0

elde edilir. Ispatin geri kalan kismi, (Chatzarakis ve ark., 2021, Lemma 2.4) ile

benzer oldugundan, detaylara yer verilmemistir.

3.3. Temel Sonucglar

Simdi, tez ¢alismamizin ilk salinim sonucunu vermeye haziriz. Yazimda kolaylik
olmasi a¢isindan bu boliim boyunca, & ' ifadesi & fonksiyonunun ters fonksiyonunu

belirtmek tizere agagdaki notasyonlar kullanilacaktir:
§(t) =& ox(t, )

A(t) == (/j h(t,u)@i‘(x(t,u))du)

1
0= e | AT e et et

Ayrica, ©4(t) fonksiyonunun negatif olmamasini saglamak adina, her ¢ > ¢, i¢in

1 rié; " (1))

1 Tl(t)
ral€5 (1)) * o€t 0 & ()] =1 (3.3.1)

olacak gekilde bir ¢, > £y, noktasinin var oldugu kabul edilecektir.

Teorem 3.3.1. Kabul edelim ki (i) — (v) sartlar ve (3.3.1) saglansin. Ayrica her
(t,u) € [tg,00) X [a, B] icin x(t,u) < &(t) olsun. Eger, birinci mertebeden

W (#) + ( (ng_zt’ 1)!) AW ()" a )W Ew) = 0 (3.3.2)
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gecikmeli diferensiyel denklemi salinimlh olacak gekilde bir 0 < €2y < 1 sabiti varsa,

bu takdirde (EQ) denkleminin biitiin ¢oziimleri salimmhdir.

Ispat. (EQ) denkleminin salinimsiz bir ¢oziimii z(t) olsun. Bu takdirde, genelligi
bozmaksizin her ¢ > ¢, igin z(t) > 0, z(&(t)) > 0, z(&(t)) > 0 olacak, (t,u) €
[t1,00) X [a, 8] igin z(x(t,u)) > 0 olacak sekilde bir t; € [tg,00) vardir. z(¢)
¢Oziimii nihai negatif oldugunda ispat benzer olacagindan, burada ve tez ¢calismasinin

diger ispatlarinda sadece z(t) nin nihai pozitif oldugu durum goz 6niine alinacaktr.

Bu takdirde ¢ > t5 igin, R(t) neutral terimi (3.2.3) sartini saglayacak gekilde bir

[ta, 00) C [t1,00) vardir. Ayrica, R(¢)nin tanimindan

2(t) > (:) RO @ (:) &0 6 (1)]
r (2) &7 @) <Z> (61 0G0 & (1)) (3.3.3)

elde edilir. Sapma argiimentlerinin 6zelliklerini kullanarak,

&) =& 081 (3.3.4)

ve

&) =& 00 (t) (3.3.5)

yazilabilir. R(t) artan oldugundan, (3.3.4) ve (3.3.5) esitsizliklerinden sirasiyla

RI& ()] 2 Rl 0 & (1)) (3.3.6)

ve

RIE )] > Rl 0 &10& (1), (3.3.7)
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elde edilir. (3.3.6) ve (3.3.7) ifadeleri (3.3.3) esitsizliginde yerine yazilirsa, her ¢ €

[to, 00) i¢in
Z(t) Z R(&{i(t)) 1— — 1 — _ 7711(5271(15))71
r2(65 (1)) rally o0& (t)]  ra(&y 0808 (1)
> O:1(HR(& (1)) (3.3.8)

sonucuna varihir. ¢ — oo iken x(¢,u) — oo oldugundan, dyle bir t3 > to segilebilir

ki, her t > t3 i¢in x(t,u) > to kalir. Bu ytizden de, her t > t3 i¢in

2(x(tu)) = 1 (x(t.w))R(&" o x(tu) (3:3.9)

yazilabilir. Bu son esitsizlik (EQ) denkleminde kullanilirsa, her ¢ > ¢5 i¢in

(a(t)R(”_l)(t)>/ A /a ? h(t, 0o (x(t,w))RM&" o x(tuw))du <0,  (3.3.10)

elde edilir. Burada, & ve R fonksiyonlarinin kesin artan, y’nin de ikinci degiskenine

gore artmayan oldugu kullanilirsa,

! g
(a(tm(”—”(t)) +RM& o x(t,8)) ( / h(t,u)03 (x(t, u))du) <0,
oldugu gortlir ki bu esitsizlik de

(a(t)R(”l)(t)>/ + AORN& o x(t,8)) <0, (3.3.11)

formunda yazilabilir. Diger taraftan, R(t) > 0 ve R/(t) > 0 oldugundan ¢ — oo
iken R(t) - 0 oldugu agiktir. Ayrica (3.2.3) saglandigindan R™ (£)R™V(¢) < 0
oldugu kolaylikla goriilebilir. Bu yiizden de Lemma 3.2.4’ten dolayi, her 0 < 2 < 1

ve t > to, i¢in

Qo
(n—1)!

R(t) > IR (1) (3.3.12)
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kalacak sekilde bir to, > t3 vardir. Burada (3.3.11) ve (3.3.12) esitsizlikleri birlikte

diigtintliirse,

A

<a(t)72("_1)(t)>/+ ( (ngzol)!) Ay (e@)™ (R<n—1>(§<t))) <0, (3.3.13)

elde edilir. W(t) := a(t)R™ Y (t) olarak tanimlanirsa, birinci mertebeden

W(t) + ( (ngfﬂ)!) A0 ()" Va e ew) <0, (33.14)

gecikmeli diferensiyel egitsizliginin her 0 < Qy < 1 i¢in pozitif bir ¢dziime sahip

oldugu gortlir. Dolayisiyla Lemma 3.2.1°den dolayi, birinci mertebeden

/ Qo "
W(t) + ((n—l)') A(t)(ﬁ(t))

A(n—1)

a (eI () =0, (3.3.15)

gecikmeli diferensiyel denklemi de her 0 < €y < 1 i¢in pozitif bir ¢oziime sahiptir.

Bu ise (3.3.2) denkleminin salimmh oldugu hipoteziyle geligir ve ispat tamamlanir.

Teorem 3.3.1 ve Lemma 3.2.2’den agagidaki salinim sonucunun elde edilebilecegi

kolaylikla goriilebilir.

Sonug¢ 3.3.2. Kabul edelim ki Teorem 3.3.17in biitlin sartlar1 saglansin ve A < 1

olsun. Eger yeterince biiytik her t, € [t, 00) igin

/too Am)(Em)™a M (ém))dn = o, (3.3.16)

kaliyorsa, bu takdirde (EQ) denkleminin her z(¢) ¢6ziimu salinimhdur.
Tez galigmamizin siradaki iki salimm sonucu igin, (7) sart1 yerine

(vi) 71,72 @ [to,00) — R ile tanimh siirekli fonksiyonlar 6yle ki 75(¢) negatif deger

almayan bir fonksiyon, r;(t) > 1 ve yeterince buytik ¢ degerleri i¢in () # 1

sartinin saglandigi kabul edilecektir. Ayrica yazimda kolaylik olmasi adina, ¢ ifadesi
Lemma 3.2.6’da belirtilen ¢ degerini ve, &' ifadesi de & fonksiyonunun ters

fonksiyonunu gostermek tizere
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[ (atest N T !
Oa(t) : e (0] [1 ( & () ) gt o & (1))

B <g;1 060 g;l(t)) T )
(€

& (t) oo (t)]

notasyonu kullanilacaktir ve ©4(t) fonksiyonunun negatif olmamasim saglamak adina,

her t > t,, i¢in

n—1

SO 1 &l 0 &(1) L_lrz—(t)
( ¢ ) € ()] y ( t ) r1[& T 0 &(1)] = 1 (3.3.17)

olacak gekilde bir t,, > ty noktasinin var oldugu kabul edilecektir.

Teorem 3.3.3. Kabul edelim ki (i7) — (vi) sartlar1 ve (3.3.1) saglansin. Ayrica her
(t,u) € [to,00) X |a, B] icin x(t,u) < & () olsun.

&(t) =& ox(t,B) <t

A, (t) = ( /a ’ h(t,u)@;(x(t,u))du>

olmak ftizere, eger birinci mertebeden

Qo
(n—1)!

W’(t)+< ) A (&) e e )W em) =0 (33.18)

gecikmeli diferensiyel denklemi salinimlh olacak gekilde bir 0 < €2y < 1 sabiti varsa,
bu takdirde (EQ) denkleminin biitiin ¢oziimleri salimmhdir.

Ispat. (EQ) denkleminin salimimsiz bir ¢oziimii z(t) olsun. Bu takdirde, genelligi
bozmaksizin her ¢ > ¢y igin z(t) > 0, z(&1(t)) > 0, z(&(t)) > 0 olacak, (t,u) €

[t1,00) X [a, (] igin z(x(t,u)) > 0 olacak sekilde bir ¢; € [ty, 00) vardir.

Bu takdirde ¢ > ¢, igin, R(t) neutral terimi (3.2.3) sartim saglayacak sekilde bir

[t2, 00) C [t1, 00) vardir. Ayrica, Lemma 3.2.6’dan dolay1 (3.2.4) esitsizligi saglanacak
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sekilde bir [t3,00) C [tg, 00) vardir. Diger taraftan R(¢)nin tanimimdan

0> (5) 167 0) - —=ron (1) 6 067 0)
-(B) g ()l oo o) (33.19)

elde edilir. Sapma argiimentlerinin 6zelliklerini kullanarak,

) <& ol () (3.3.20)
ve
&) <&lo&o&l(t) (3.3.21)

yazilabilir. (3.2.4) esitsizligini kullanarak, (3.3.20) ve (3.3.21) ifadelerinden, sirasiyla,

her ¢ € [t.,00) C [t3, 00) i¢in

( &) ) RIEH (0] 2RI 0 & (1) (3.3.22)
Glot ot M\ T o ogog!
( &) ) RIET (1] = RIET 082087 (1)) (3.3.23)

elde edilir. (3.3.22) ve (3.3.23) ifadeleri (3.3.19) esitsizliginde yerine yazilirsa, her
t € [te, 00) igin

n—1
5

RE (1) [1 ) (&H o§11<t>> . !

A2 @) &) &t o & (1)

Vv

(5{1 060 5;1<t>> T )
& () r&t o & o & (1)

v

O ()R (& (1)) (3.3.24)
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sonucuna varithr. ¢ — oo iken x(¢,u) — oo oldugundan, éyle bir ¢4 > t. segilebilir

ki, her t > t4 i¢in x(t,u) > t. kalr. Bu yiizden de, her ¢ > t4 igin

2(x(tu)) > O (x(t,w) ) R(&7" o x(t,u)) (3.3.25)

yazilabilir. Bu son esitsizlik (EQ) denkleminde kullanilirsa, her ¢ > ¢4 i¢in

(a(t)R(”l)(t)>/ 4 /a "t 0@ (x(t,w)R(€7 0 x(t,w))du <0, (3.3.26)

elde edilir. Burada, & ve R fonksiyonlarinin kesin artan, y’nin de ikinci degiskenine

gore artmayan oldugu kullanilirsa,

b B
(a®RD(®)) + RN o x(8,9)) ( [ ntwed(x, u>)du) <0,
oldugu gortlir ki bu egitsizlik de

(a(t)R““”(t))l + ABRMN& o x(t,8)) <0, (3.3.27)

formunda yazlabilir. Diger taraftan, R(t) > 0 ve R'(t) > 0 oldugundan t — oo
iken R(t) - 0 oldugu agiktir. Ayrica (3.2.3) saglandigindan R (£)R"1(¢) < 0
oldugu kolaylikla goriilebilir. Bu ytizden de Lemma 3.2.4’ten dolayi, her 0 < 2y < 1

ve t > tg, i¢in

Qo

Rt 2 (n—1)!

IR (1) (3.3.28)

kalacak gekilde bir tq, > t, vardir. Burada (3.3.27) ve (3.3.28) esitsizlikleri birlikte

diisiiniiltrse,
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elde edilir. W(t) := a(t)R™ V(t) olarak tanimlanirsa, birinci mertebeden

/ Qo "
Wi(t) + ((n—l)‘) A(t) (f*(t)>

A(n—l)a_A(5*(t))wx(§*(t)) <0, (3.3.30)

gecikmeli diferensiyel egitsizliginin her 0 < €y < 1 i¢in pozitif bir ¢dziime sahip

oldugu gortlir. Dolayisiyla Lemma 3.2.1°’den dolayi, birinci mertebeden

Qo

W(t) + ((n—l)') A1) (6(1)) a M &M Em) =0, (3.3.31)

gecikmeli diferensiyel denklemi de her 0 < €y < 1 igin pozitif bir ¢oztime sahiptir.

Bu ise (3.3.18) denkleminin salinimlh oldugu hipoteziyle geligir ve ispat tamamlanir.

Teorem 3.3.3 ve Lemma 3.2.2’den asagidaki salinim sonucunun elde edilebilecegi

kolaylikla goriilebilir.

Sonug¢ 3.3.4. Kabul edelim ki Teorem 3.3.3’in biitlin sartlar1 saglansin ve A < 1

olsun. Eger yeterince biiyiik her ¢, € [ty, c0) i¢in

/t OO A.(n) (5*(77)) a—A(g* (n))dn = 0, (3.3.32)

kaliyorsa, bu takdirde (EQ) denkleminin asikar olmayan her z(¢) ¢ztimii salmimlidir.

Ornek 3.3.5. n > 2 bir cift dogal say1 olmak iizere ¢t > 61 icin,
(n) 2 t
z(t) +22(t/2) + 42?2(21?)} +/ (t — 5u)¥/ 7237 (5 — u) du=0 (3.3.33)
1

yiksek mertebeden neutral diferensiyel denklemini goz 6niine alalim. Bu denklemde,
* A=3/T, a=1,8=2,r(t) =2, r(t) = 4t ve h(t,u) = (t — 5u)*7;

* a(t) = 17 gl(t) = t/27 fg(t) = 2t7 X(t,U) = é —uve X(t,U) < gl(t)
oldugu gorilmektedir ve (i)-(v) sartlarmin saglandigi kolayca goriilebilir. ¢ > 61
icin,
t—10

X(tvﬁ) = X(t>2) = 5
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G0=5 Geg'=1
£() = & ox(t,8) = o
1 1 4 t—25 28
0 =5 [1-3-¢] =5 24

bulunur. Buna gére (3.3.16) ifadesinin

/t OO Al (em) " a (€m))dn

_ % (m)?;/? (77 —10 3n7—3d77 _ A
61 \ 61 10

oldugu goruliir. Dolayisiyla, Sonug 3.3.2°den, (3.3.33) denkleminin her ¢oziimii

salimmmhdar.
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4. TARTISMA VE SONUC

Bu tez ¢alismasinda,

R(t) = 2(t) + 11(t)2(&1(t)) + r2(t)2(&2(1)). (NT)

olmak tizere, dagilimli sapma argiimentli ¢ift mertebeden

(a(t)R("l)(t)>, + / ’ h(t,u)2 (x(t,w))du =0, &>t >0, (EQ)

diferensiyel denklemi géz oniine alinmig ve ¢éztimlerin salinim davranigt

(*) r1,re @ [to,00) — R ile tanimh siirekli fonksiyonlar 6yle ki r1(t) negatif deger

almayan bir fonksiyon, ro(t) > 1 ve yeterince biiyiik ¢ degerleri i¢in ro(t) Z 1
ve

(**) r1,re @ [to,00) — R ile tamumh siirekli fonksiyonlar 6yle ki ro(t) negatif deger

almayan bir fonksiyon, r1(t) > 1 ve yeterince biiytik ¢ degerleri igin () # 1

sartlar1 altinda ayr1 ayri incelenmistir. (EQ) denkleminde goriilen diger fonksiyonlar
bazi standart sartlari saglamaktadir. Bu tez galismasinda elde edilen sonuglar

yardimiyla asagida maddeler halinde verilen yeni calismalar yapilabilir:

i. (EQ) denklemindeki neutral terim, ¢ > 1 olmak tizere

R(t) = 2(t) + 11(8) 2 (€2(1)) + ra(t)2° (&(1))

seklinde tamimlanarak, stiperlineer neutral terimli (EQ) denklemi i¢in yeni

salinim sonuglar1 aragtirilabilir.

ii. (EQ) denklemindeki neutral terim, 0 < ¢ < 1 olmak iizere

R(t) = 2(t) + r1(£) 2 (€2(t)) + ra()2° (&(1))

seklinde tanimlanarak, sublineer neutral terimli (EQ) denklemi i¢in yeni salinim

sonuclar1 aragtirilabilir.



iii.

iv.

vi.

Vil.

(EQ) denklemindeki neutral terim, 0 < {; < 1 < (, olmak tizere

Ru(t) = 2(t) + r()2 (&(1)) + ra(t) 2% (&(t))

veya

Ra(t) = 2(t) + ()2 (&1(1)) + ra(t) 2 (&(t))

seklinde tanimlanarak, hem siiperlineer hem de sublineer neutral terim igeren

¢ift mertebeden diferensiyel denklemler i¢in yeni salinim sonuclari aragtirilabilir.

(EQ) denklemi, a : [tp,00) — (0,00) ile tammh siirekli tirevlenebilir bir

fonksiyon, a’(t) > 0 ve

o 1
——dn < 0o
/to a(??) 7

sart1 altinda, yani kanonik olmayan formda tanimlanarak yeni salinim kriterleri

olugturulabilir.

. Riccati-tipi dontigimler kullanilarak (EQ) denkleminin salimmi igin yeni

sonuclar elde edilebilir.

b: [tg,00) — R ile tammh stirekli bir fonksiyon olmak tizere, (EQ) denklemine
(n — 1)-inci mertebeden tiirev igeren bir terim eklenmesiyle elde edilen, ¢ift

mertebeden

B

(a(t)R(”1)(t))/+b(t)72("1)(t) + [ b w2 (x(t,w)du = 0

[e%

diferensiyel denkleminin salinimi igin yeni sonuclar aragtirilabilir. Ayrica, bu
denklemdeki neutral terimin siiperlineer ve/veya sublineer olmasi durumlar

ayri ayri gbz oniine alinabilir.

Bu tez calisgmasinda goz oniine alinan ve yukarida maddeler halinde aragtirma
konusu olabilecegi belirtilen biitiin denklemler, zaman skalasinda fonksiyonel

dinamik denklemlere genisletilerek, yeni salinim sonuglar1 arastirilabilir.
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viil. 71,79 : [tg, 00) — R ile tanimh siirekli fonksiyonlar olmak iizere

—00 < ri(t),ra(t) < —1 veya — oo <ri(t),ra(t) <0

sartlarn altinda (EQ) denklemi i¢in salimim kriterlerinin elde edilme problemi

aciktir.

52



KAYNAKLAR

Agarwal, R.P., Grace, S. R. ve O’Regan, D., 2000. Oscillation Theory
for Difference and Functional Differential Equations. Kluwer Academic
Publishers, Dordrecht.

Agarwal, R. P., Grace, S. R. ve O’Regan, D., 2001. Oscillation criteria for certain
nth order differential equations with deviating arguments. J. Math. Anal.
Appl., 262, 601-622.

Agarwal, R.P., Grace, S. R. ve O’Regan, D., 2002. Oscillation Theory for Second
Order Linear, Half-Linear, Superlinear and Sublinear Dynamic Equations.
Kluwer Academic Publishers, Dordrecht.

Agarwal, R.P., Grace, S.R. ve O’Regan, D., 2003. The oscillation of certain
higher-order functional differential equations. Math. Comput. Modelling, 37,
705-728.

Agarwal, R.P., Bohner, M. ve Li, W.-T., 2004. Nonoscillation and Oscillation Theory
for Functional Differential Equations. Marcel Dekker Inc., New York.

Agarwal, R.P., Bohner, M., Li, T. ve Zhang, C., 2013. A new approach in the study
of oscillatory behavior of even-order neutral delay differential equations. Appl.
Math. Comput., 225, 787-794.

Agarwal, R.P., Bohner, M., Li, T. ve Zhang, C., 2014. Oscillation of second—order
Emden—Fowler neutral delay differential equations. Ann. Math. Pur. Appl.,
193, 1861-1875.

Agarwal, R.P., Grace, S.R. ve Hassan, T.S., 2015a. Oscillation criteria for higher

order nonlinear functional dynamic equations with mixed nonlinearities.
Commun. Appl. Anal.; 19, 369-402.

Agarwal, R.P., Bohner, M. ve Li, T., 2015b. Oscillatory behavior of second-order
half-linear damped dynamic equations, Appl. Math. Comput., 254, 408-418.

Al-Hamouri, R. ve Zein, A., 2014. Oscillation criteria for certain even order neutral
delay differential equations. Int. J. Differ. Equ., 2014, Article ID 437278, 5
pages.

Baculikovd, B. ve Dzurina, J., 2013. On certain inequalities and their applications
in the oscillation theory. Adv. Differ. Equ., 2013, Article ID: 165.

Bazighifan, O., Elabbasy, E. M. ve Moaaz, O., 2019. Oscillation of higher-order
differential equations with distributed delaty. J. Inequal. Appl., 2019, 2019:55.

Berezansky, L. ve Braverman, E., 2008. Linearized oscillation theory for a nonlinear
equation with a distributed delay. Math. Comput. Modelling, 48, 287-304.

Brauer, F. ve Castillo-Chavez, C., 2001. Mathematical Models in Population Biology
and Epidemiology. Springer-Verlag, New York,.

Candan, T, 2014. Asymptotic properties of solutions of third-order nonlinear neutral
dynamic equations. Adv. Difference Equ., 2014:35, 10 pages.

Cushing, J. M., 1977. On the oscillatory nature of general predator-prey models
with time delays. Nonlinear Analysis, 1, 583-592.



Chatzarakis, G.E., Jadlovska, I. ve Tung, E., 2021. Improved oscillation criteria for
even-order neutral differential equations. Analysis, 41(4), 213-219.

Elabbasy, E.M. ve Moaaz, O., 2015. New oscillation results for class of third order
neutral delay differential equations with distributed deviating arguments.
Global Journal of Science Frontier Research: F Mathematics and Decision
Science, 15, 1-9.

Erbe, L., Kong, Q. ve Zhang, B.G., 1995. Oscillation Theory for Functional
Differential Equations. Marcel Dekker Inc., New York.

Fargue, D. M., 1973. Reducibilite des systemes dynamiques. C. R . Acad. Sci. Paris,
Ser. B, 277, 471-473.

Fu, Y., Tian, Y., Jiang, C. ve Li, T., 2016. On the asymptotic properties
of nonlinear third-order neutral delay differential equations with distributed
deviating arguments. Journal of Function Spaces, 2016, Article ID 3954354,
5 pages.

Gao, S., Chen, Z. ve Shi, W., 2017. On the oscillation of even order neutral delay
differential equations. Math. Aeterna, 7, No. 2, 177-184.

Grace, S.R., Graef, J.R. ve Tung, E., 2016. Oscillatory behavior of a third-order
neutral dynamic equation with distributed delays. Proc. 10th Coll. Qualitative
Theory of Diff. Equ., (July 1-4, 2015, Szeged, Hungary) Electron. J. Qual.
Theory. Differ. Equ., 2016, No. 14, 1-14.

Grace, S.R., Graef, J.R. ve Tung, E., 2017. Oscillatory behavior of second order
damped neutral differential equations with distributed deviating arguments.
Miscolc Math. Notes, 18, No. 2, 759-769.

Graef, J.R., Savithri, R. ve Thandapani, E., 2002. Oscillatory properties of
third order neutral delay differential equations. Proceedings of the fourth
international conference on dynamical systems and differential equations, May
24-27, Wilmington, NC, USA. pp. 342-350.

Graef, J.R., Tung, E. ve Grace, S.R., 2017. Oscillatory and asymptotic behavior
of a third-order nonlinear neutral differential equation. Opuscula Math.,
37(6), 839-852.

Graef, J. R., Grace, S. R. ve Tung, E., 2018. Oscillation criteria for even-order
differential equations with unbounded neutral coefficients and distributed
deviating arguments. Func. Differ. Equ., 25, No. 3-4, 143-153.

Graef, J. R., Ozdemir, O., Kaymaz, A. ve Tunc, E., 2021. Oscillation of damped
second-order linear mixed neutral differential equations. Monatshefte Fiir
Mathematik, 194(1), 85-104.

Gyori, I. ve Ladas, G., 1991. Oscillation Theory of Delay Differential Equations with
Applications. Clarendon Press, Oxford.

Hale, J. K. ve Verduyn Lunel, S. M., 1993. Introduction to Functional Differential
Equations, Springer-Science Business Media, New York.

Han, Z., Li, T., Sun, Y., Zhao, Y. ve Yang, D., 2014. Oscillation criteria for certain
even order neutral delay differential equations with mixed nonlinearities.
Abstr. Appl. Anal., 2014, Article ID: 629074, 11 pages.

Hardy, G.H., Littlewood, J.E. ve Polya, G., 1988. Inequalities. Reprint of the 1952
edition, Cambridge University Press, Cambridge.

o4



Heiden, U. an der ve Mackey, M. C.; 1982. The dynamics of production and
destruction: analytic insight into complex behavior. J. Math. Biol., 16,
75-101.

Hu, S., Dunlayev, M., Guzy, S. ve Teuscher, N., 2018. A distributed delay approach
for modeling delayed outcomes in pharmacokinetics and pharmacodynamics
studies, Journal of Pharmacokinetics and Pharmacodynamics, 2018.

Hutchinson, G. E., 1948. Circular causal systems in ecology, Ann. N.Y. Acad. Sci.,
50, 221-246.

Jiang, C., Jiang, Y. ve Li, T., 2016. Asymptotic behavior of third-order
differential equations with nonpositive neutral coefficients and distributed
deviating arguments. Adv. Difference Equ., 2016:105, 14 pages.

Jiang, C. ve Li, T., 2016. Oscillation criteria for third-order nonlinear neutral
differential equations with distributed deviating arguments. J. Nonlinear Sci.
Appl., 9, 6170-6182.

Karpuz, B., 2013. Sufficient conditions for the oscillation and asymptotic beaviour
of higher-order dynamic equations of neutral type. Appl. Math. Comput., 221,
453-462.

Kelley, V.G. ve Peterson, A.C., 2004. The Theory of Differential Equations: Classical
and Qualitative. Pearson Education, Inc. Upper Saddle River, New Jersey.

Kiguradze, I. T. 1964. On the oscillatory character of solutions of the equation
d™u/dt™ + a(t)|u|"sgn = 0. Mat. Sb., 65, 172-187. (Russian)

Kiguradze, I.T. ve Chanturia, T.A., 1993. Asymptotic Properties of Solutions
of Nonautonomous Ordinary Differential Equations. Kluwer Academic,
Dordrecht.

Kitamura, Y. ve Kusano, T., 1980. Oscillation of first-order nonlinear differential
equations with deviating arguments. Proc. Am. Math. Soc., 78, 64-68.
Kolmanovskii, V. ve Nosov, V. R., 1986. Stability of Functional Differential

Equations. Academic Press, London.

Kolmanovskii, V. ve Myshkis, A., 1999. Introduction to the Theory and Applications
of Functional Differential Equations. Kluwer Academic Publishers, Dordrecht.

Koplatadze, R.G. ve Chanturiya, T.A., 1982. Oscillating and monotone solutions
of first-order differential equations with deviating argument. Differ. Uravn.,
18(8), 1463-1465.

Kuang, Y., 1993. Delay Differential Equations with Applications in Population
Dynamics, in: Mathematics in Science and Engineering. Academic Press,
Boston.

Ladas, G., Sficas, Y.G. ve Stavroulakis, I[.P., 1984. Necessary and sufficient
conditions for oscillations of higher order delay differential equations. Trans.
Amer. Math. Soc., 285, 81-90.

Ladde, G.S., Lakshmikantham, V. ve Zhang, B.G., 1987. Oscillation Theory of
Differential Equations with Deviating Arguments. Marcel Dekker Inc., New
York.

Lakshmikantham, V., Sivasundaram, S. ve Kaymakgalan, B., 1996. Dynamic
systems on measure chains. Kluwer Academic Publishers, Dordrecht.

Li, T., Agarwal, R.P. ve Bohner, M., 2012. Some oscillation results for second-order
neutral dyanmic equations. Hacet. J. Math. Stat., 41, 715-721.

95



Li, T., Han, Z., Zhao, P. ve Sun, S., 2010. Oscillation of even-order neutral delay
differential equations. Adv. Difference Equ., 2010, Article ID 184180, 9 pages.

Li, T. ve Zhang, C., 2013. Properties of third-order half-linear dynamic equations
with an unbounded neutral coefficient. Adv. Difference Equ., 2013:333, 8
pages.

Li, T., Zhang, C. ve Xing, G., 2012. Oscillation of third-order neutral delay
differential equations. Abstr. Appl. Anal., 2012, Article ID 569201, 11 pages.

Li, T. ve Rogovchenko, Y. M., 2016. Oscillation criteria for even-order neutral
differential equations. Appl. Math.Lett., 61, 35-41.

Liu, H. ve Ma, C., 2013. Oscillation criteria for second-order neutral delay dynamic
equations with nonlinearities given by Riemann-Stieltjes integrals. Abstr.
Appl. Anal., 2013, Article ID 530457, 9 pages.

May, R. M., 1973. Time delay versus stability in population models with two and
three trophic levels. Ecology, 54, 315-325.

May, R. M., 1974. Stability and Complezity in Model Ecosystems. Princeton U.
Press, Princeton.

Metz, J. A. J. ve Diekmann, O., 1986. The Dynamics of Physiologically Structured
Populations. Lecture Notes in Biomath, 68, Springer-Verlag.

Moaaz, O., Elabbasy, E. M. ve Muhib, A., 2019. Oscillation -criteria for
even-order neutral differential equations with distributed deviating arguments.
Adv. Differ. Equ., 2019:297, 10 pages.

Myshkis, A. D., 1972. Linear Differential Equations with Delayed Argument. Nauka,
Moscow.

Nicholson, A. J., 1933. The blance of animal populations. Journal of Animal
Ecology, 2(1), 131-178.

Ozdemir, O. ve Tung, E., 2018. Asymptotic behavior and oscillation of solutions
of third order mneutral dynamic equations with distributed deviating
arguments. Bull. Math. Anal. Appl., 10(2), 31-52.

Ozdemir, O., 2023. Oscillation criteria for noncanonical neutral Emden-Fowler
differential equations. Quaestiones Mathematicae, 46:8, 1653—-1668.

Panigrahi, S. ve Basu, R., 2012. Oscillation of nonlinear neutral differential equations
of fourth order with several delays. Ann. Acad. Rom. Sci. Ser. Math. Appl.,
4, 59-89.

Pinelas, S., 2014. Asymptotic behavior of solutions to mixed type differential
equation. Electron. J. Diff. Equ., 2014, No. 210, 1-9.

Philos, Ch.G., 1981. On the existence of nonoscillatory solutions tending to zero at
oo for differential equations with positive delays. Arch. Math., 36, 168—-178.

Philos, Ch.G., 1984. Some comparison criteria in oscillation theory. J. Austral. Math.
Soc. Ser. A, 36, no:2, 176-186.

Philos, Ch.G., 1989. Oscillation theorems for linear differential equations of second
order. Arch. Math., 53, 482-492.

Rasvan, V., 2006. Functional differential equations of lossless propagation and
almost linear behavior. IFAC Proceedings Volumes, 39(10), 138-150.

Qaraad, B., Bazighifan, O., Nofal, T. A. ve Ali A. H., 2022. Neutral differential
equations with distribution deviating arguments: oscillation conditions. J.
Ocean Eng. Sci., 2022, 19:35.

26



Sun, Y., Han, Z., Sun, S. ve Zhang, C., 2012. Oscillation criteria for even order
nonlinear neutral differential equations. Electron. J. Qual. Theory Differ. Equ.,
2012, No. 30, 1-12.

Sharkovsky, A.N., Maistrenko Y.L. ve Romanenko, E.Y., 1993. Difference Equations
and Their Applications. Springer Science+Business Media, Dordrecht.
Smith, H. L., 1992. A structured population model and a related functional

differential equation. Global attractors and uniform persistence, preprint.

Sturm, C., 1836. Sur les équations différentielles linéaires du second ordré. Journal
de Mathématiques Pures et Appliquées, 1, 106-186.

Tanaka, S., 2002. A oscillation theorem for a class of even order neutral differential
equations. J. Math. Anal. Appl., 273, 172-189.

Thandapani, E., Padmavathi, S. ve Pinelas, S., 2014a. Oscillation criteria for
even-order nonlinear neutral diferential equations of mixed taype. Bull. Math.
Anal. Appl., 6(1), 9-22.

Thandapani, E., Padmavathi, S. ve Pinelas, S., 2014b. Oscillation criteria
for odd-order nonlinear diferential equations with advanced and delayed
arguments. Electron. J. Differ. Eq., 2014, No. 174, 1-13.

Tian, Y., Cai, Y., Fu, Y. ve Li, T., 2015. Oscillation and asymptotic behavior
of third-order neutral differential equations with distributed deviating
arguments. Adv. Difference Equ., 2015:267, 14 pages.

Tung, E. ve Graef, J.R., 2014. Oscillation results for second order neutral dynamic
equations with distributed deviating arguments. Dynam. Systems Appl., 23,
289-303.

Tung, E., 2017. Oscillatory and asymptotic behavior of third-order neutral
differential equations with distributed deviating arguments. Electron. J. Differ.
Eq., 2017, No. 16, 1-12.

Tung, E. ve Ozdemir, O., 2019. On the oscillation of second-order half-linear
functional differential equations with mixed neutral term. J. Taibah Univ.
Sci., 13(1), 481-489.

Tung, E. ve Ozdemir, O., 2023. Comparison theorems on the oscillation of even
order nonlinear mixed neutral differential equations. Math Meth Appl Sci.,
46, 631-640.

Volterra, V., 1926. Fluctuations in the abundance of species considered
mathematically. Nature, 118, 558-560.

Volterra, V., 1931. Lecons sur la the’orie mathe'matique de la lutte pour la vie.
Gauthiers-Villars, Paris.

Walther, H. O.,; 1975. Asymptotic stability for some functional differential equations.
Proc. Roy. Soc. Edinburgh, 74a, 253-255.

Wang, P., 2004. Oscillation criteria for second-order neutral equations with
distributed deviating arguments. Comput. Math. Appl., 47, 1935-1946.
Wang, P., Teo, K. L. ve Liu, Y., 2005. Oscillation properties for even order neutral
equations with distributed deviating arguments. J. Comput. Appl. Math., 182,

290-303.

Wang, H., Chen, G., Jiang, Y., Jiang, C. ve Li, T., 2017. Asymptotic behavior of
third order neutral differential equations with distributed deviating arguments.
J. Math. Computer Sci., 17, 194-199.

o7



Wang, P., Teo, K. L., Jiang, Y., Jiang, C. ve Li, T., 2017. Asymptotic behavior of
third order neutral differential equations with distributed deviating arguments.
J. Math. Computer Sci., 17, 194-199.

Wangersky, P. L. ve Cunningham, J. W., 1957. Time lag in prey-predator
population models. Ecology, 38, 136—139.

Xiang, H., 2016. Oscillation of third-order nonlinear neutral differential equations
with distributed time dalay. Italian Journal of Pure and Applied Mathematics,
36, 769-782.

Zafer, A., 1992. Oscillatory and nonoscillatory properties of solutions of functional
differential equations and difference equations. Ph.D. Thesis, Iowa State
University, Ames, lowa.

Zafer, A., 1998. Oscillation criteria for even order neutral differential equations.
Appl. Math. Lett., 11, No. 3, 21-25.

Zhang, C., Baculikova, B., Duzurina, J. ve Li, T., 2016. Oscillation resuls for
second-order mixed neutral differential equations with distributed deviating
arguments. Math. Slovaca, 66, No. 3, 1-12.

Zhang, Q., Yan, J., 2006. Oscillation behavior of even order neutral differential
equations with variable coefficients. Appl. Math. Lett., 19, 1202-1206.
Zhang, Q., Yan, J. ve Gao, L., 2010. Oscillation behavior of even-order nonlinear
neutral differential equations with variable coefficients. Comput. Math. Appl.,

59, 426-430.

Zhang, S. ve Meng, F., 2010. Oscillation criteria for even order neutral equations
with distributed deviating argument. Int. J. Differ. Equ., Article ID 308357,
14 pages.

Zhang, Q., Gao, L. ve Yu, Y., 2012. Oscillation criteria for third-order neutral
differential equations with continuously distributed delay. Appl. Math. Lett.,
25, 1514-1519.

o8



