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OzET

Matematiksel Fizikte Kullanilan Bazi1 Diferansiyel Denklemlerin N-Dalga
Coziimlerinin Bulunmasi

Emine TEKDAG
Yiksek Lisans Tezi

FIRAT UNIVERSITESI
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Kasim 2023, Sayfa: ix +28

Calismamizda baz1 lineer olmayan kismi diferansiyel denklem ¢oziimleri %— acilim metoduyla

incelenmistir. Bu bélimde 5 - agilim metoduyla Benjamin-Bona-Mahony-Burgers (BBMB) ve Joseph-Egri

(JEE) denklemleri iizerinde bu yontem c¢aligitlmistir. Hazir bilgisayar paket programlariyla ¢oziim
fonksiyonlar1 olusturulup iki ve ii¢ boyutlu ¢izimleri yapilmistir. Bu ¢alismanin birinci boliimiinde tezle ilgili

genel bilgi verilmistir. Tkinci boliimiinde, tez asamasinda gerekli olan tanimlara yer verilmistir. Ugiincii

boliimde, soliton ve solitary dalgalar hakkinda bilgi verilmigtir. Dordiincii boliimde, Gi -agilim metodu

tanitilmistir. Besinci boliimde, BBMB ve JEE denklemleri tanitilmig ve ¢oziim fonksiyonlari verilmistir.
Bulunan ¢6ziimlerin paket programlari yardimiyla grafikleri olusturulmustur. Altinct bdliimde, yapilan
calismalar sonucunda elde edilen bulgular verilmistir. Yedinci boliimde, elde edilen ¢oziimler i¢in genis bir

sonug verilmistir.

Anahtar Kelimeler: ﬁ— ac¢ilim metodu, Gezici dalga ¢oziimii, Benjamin-Bona-Mahony-Burgers denklemi,

Joseph-Egri denklemi, Soliton ¢6ziim
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ABSTRACT

Finding N-Wave Solutions of Some Differential Equations Used in
Mathematical Physics
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Detecting the solutions of some nonlinear sum equations containing these components by $ expansion
method. In this section, Benjamin-Bona-Mahony-Burgers (BBMB) and Joseph-Egri (JEE) equations are
studied with % expansion method with this method. Solution functions were created with ready-made

computer package programs and two, three dimensional drawings were made. In the first part of this study,
general information about the thesis is given. In the second part, the definitions required in the thesis phase
are given. In the third chapter, information about soliton and solitary waves is given. In the fourth chapter,

%— expansion method. In the fifth chapter, BBMB and JEE equations are introduced and solution functions

are given. The graphics of the solutions found were created with the help of package programs. In the sixth
chapter, the findings obtained as a result of the studies are given. In the seventh episode, abroad conclusion
is given for the solutions obtained.

Keywords: 5 expansion method, Traveling wave solution, Benjamin-Bona-Mahony-Burger’s equation,

Joseph-Egri equation, soliton solution
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Simgeler

0 : Dalga say1s1

d : Dalganin genligi

\4 : Dalga hiz1

u : Sabit say1

¢ : Integrasyon sabitleri i = (1,2,3,...)
& . Gecis degiskeni

A : Integrasyon sabiti

Kisaltmalar

Kdv : Korteweg de Vries denklemi

JEE : Joseph-Egri denklemi

BBMB : Benjamin-Bona-Mahony-Burgers denklemi



1. GIRIS

Bilim, var olan olaylar gercek diinyada gozlemleyerek anlamlandirma ve dngoriisel olarak tahmin
ederek diinya ve yasam hakkinda bize bilgiler sunar. Matematik, bu bilimler arasinda bize
elimizdeki degerlerin nasil daha iyi sekilde kullanip anlamlandirmamiz gerektigini 6gretir. Evrenin
varolusu ve yasamin siirdiiriilmesi i¢in birgok bilimden yararlanarak olaylari ¢oziimlemeye ve
doganin islevini anlamaya calisiriz. Matematikteki gelismeler, insan yasamini etkileyen bu olaylart
anlamak i¢in matematiksel modellemeler olarak kullanilan kismi diferansiyel denklemlere
yoneltmistir. Boylelikle miihendislik, kimya, fizik, biyoloji, tip gibi ¢esitli bilim alanlariyla ilgili
cesitli olgularin anlagilmasinda ve yorumlanmasinda matematiksel modellerden yararlanilarak
olaylar1 yorumlamak kolaylagmustir.

Farkli goriinen bircok fenomenin ayni denklemleri tanimladigi bulunmustur. Dogadaki ve
teknolojideki bir¢ok doga olay1, diferansiyel denklemler ve bunlara dayali matematiksel modellerle
temsil edilebilmektedir. Diferansiyel geometride yiizeylerin yapisi, akiskanlar mekaniginde
akislarin hareketi, ekonomik biiyiime analizi, Astronomide gok cisimlerinin ydriingeleri,
reaksiyonlarin kinetigi, elektrik devrelerinin enerji akisi, evrim siireci gibi 6rnekler verilebilir. Bu
orneklerde gorebilecegimiz gibi, mevcut arastirmalarin ¢ogu, diferansiyel denklemlerin varligi ve
kararlilig1 ile birgok bilimde uygulama bulmustur. Giinliik uygulamalarda, bilimsel deneylerde veri
hacmi on yil 6ncesine kiyasla 6nemli 6l¢iide artmis olup, ancak biiyiik analiz veriler pahali ve
zaman alicidir. Veriye dayali yontemler, son on yilda sensoérlerin kullanilabilirligi, veri depolama
ve hesaplama kaynaklar1, bir¢ok disiplinde merkezi olmaya baslamistir. Artik nesne sorunlari i¢in
yiiksek oranda 6lgeklenebilir ¢oziimler mevcuttur. Algilama ve tanima, makine ¢evirisi, metinden
konusmaya doniistirme, Oneri sistemleri ve bilgi alma gibi ¢éziimler, biiyiik miktarda veri ile
egitildiklerinde en son teknolojiye sahip performansa ulasir. Bununla birlikte, makine 6grenimi
icin tamamen veriye dayali yaklagimlar, sistemin karmasikligina gore veriler az oldugunda
zorluklar ortaya ¢ikarir. Daha az anlasilan ise, kiiclik modellerden kaliplari ¢ikarmak i¢in temeldeki
fiziksel yasalarin ve/veya yonetici denklemlerin nasil kullanilacagi 6nemlidir. Kismi diferansiyel
ile ifade edilen koruma yasalarmni, fiziksel ilkeleri ve/veya fenomenolojik davraniglari
harmanlamay1 saglayan modelleme ¢ercevesi miithendislik, teknoloji gibi bircok alanda mevcut
olan veri kiimeleriyle denklemlere doniisiir. Cok sayida ve cesitli faaliyetlerinden bir kismina 6rnek
verecek olursak; solitonlarin anormal sagilma ve 6z durum gegisindeki denge nedeniyle parlak
liflerde de kullanilabilecegi bulundu [1]. Ayrica, parlak solitonlarin varligina iliskin bir
matematiksel rapor hazirlanmistir ve soliton tabanl iletim sisteminin 1g1kl1 iletisimin hizin1 ve
performansini artiracagi belirlenmistir [2].

Yakin zamanda bilim insanlari, Raman etkisi ad1 verilen bir olguyu kullanarak 4000 kilometreden

fazla soliton titresimini iletmisler ve fiberde 151k kazanci saglamak icin yapilan bu deney, adini ilk



tanimlamay1 yapan Sir C.V.'den almistir [3]. Daha sonra optik fiber kullanarak ¢ok daha fazla bir
alana hatasiz solitonlar iletilmistir. Aydinlik yiikselticilerle eslestirilmis aktif pompa lazerleri, 151k
titresimlerine enerji vermistir. Baska bir ¢aligmada, farkli dalga boylarindaki parlak solitonlarin
birlestirerek iletilmesi saglanmistir [4]. Buna benzer basarili ve etkileyici deneyler devam etmis,
fiber boslugu boyunca kilitli pasif sekilli ¢ift kirilmali vektor solitonlarinin varligi bulunmustur.
Yine bircok deneye ve sayisal sonuglara dayanarak yeni bir yiiksek mertebeden vektor solitonlar
ve vektor solitonlarinin polarizasyon durumlari incelenmistir [5]. Kuantum mekaniginde,
parcalarin davranisi da dalgalarla tanimlanir. Salinim yoniine bagli olarak enine ve boyuna dalgalar
olusur. Enerji transfer yoniine dik agilarda bir titresim varsa enine dalgalar olusur. Boyuna dalgalar,
titresimler enerji transfer yoniine paralel oldugunda meydana gelir [6].

Lineer olmayan kismi diferansiyel denklemler c¢esitli a¢ilim yoOntemleri ve sayisal metotlar
yardimiyla ¢oziimleri elde edilebilir. Tim acilim yontemlerin temelinde kismi diferansiyel
denklemin uygun doniisiimler yapilarak adi diferansiyel denkleme indirgenmesine dayanir. Kismi
diferansiyel denklemlerin genel ¢oziimiiniin elde edilmesi i¢in ¢esitli bilgisayar programlarinin
kullanimi1 sayesinde karmagik matematiksel islemler kolaylikla ¢oziilebilmektedir. Bu tez
calismasinda, Mathematica programi ile verilen denklemlerin grafiklerinin ¢oziimleri elde
edilmistir.

Lineer olmayan fiziksel problemleri ¢6zmek icin pek ¢cok analitik metot literatiire kazandirilmistir.
Bu metotlarin birkacini su sekilde verebiliriz: deneme denklemi yontemi[7], Adomian ayrigtirma
yontemi [8], He yontemi [9], Exp-fonksiyon yontemi [10], homotopi analiz yontemi [11], kiibik
spline siralama yontemi [12], quartic spline yontemi [13], Homotopi pertiirbasyon yontemi (HPM)
[14], ayrigtirma yontemi [15], varyasyon yineleme yontemi (VIM) [16], the sine-Gordon expansion
methodu [17], diferansiyel doniisiim yontemi (DTM) [18] Cole-Hopf dontisiimii [19], Ters sagilma
metodu [20], Ustel fonksiyon metodu [21]. Tanh fonksiyon metodu [22], Jacobi elliptic fonksiyon
metodu [23], Weierstrass Jakobi eliptik fonksiyon agilim metodu [24]. Guo ve Zhou bu metodu
gelistirerek genigletilmis (G’/G)-agilim metodunu [25] ¢alistilar. Daha sonra Lii ve arkadaslari ise
genellestirilmis (G’/G)-agilim agilim metodunu [26] olusturdular. Yakin zamanda Li ve arkadaglart
(G’/G)-a¢ilim metodundan esinlenerek (G’/G,1/G’)-agilim metodunu [27] gelistirdiler. Bunlardan
baska yeni gelistirilmis metotlardan biri de (1/G”)-agilhim metodu olup, bu metot ilk defa Yokus
[28] tarafindan literatiire kazandirilmistir. Bu tez de (1/G’)-agilim agilim metodu ele alinarak
Joseph-Egri (JEE) [29] ve Benjamin-Bona-Mahony-Burgers (BBMB) [30] denklemlerinin agilim
metodu yardimi ile ¢oziimleri incelenmistir. Bu metotlar, literatiirde matematiksel modellerin
temsil ettigi problemlere yeni 6zellikler katarak problemi farkli yeni analitik ¢6ziimlerle sunup

farkli yanlarini ortaya ¢ikarmistir.



2. TEMEL TANIMLAR

Bu béliimde, ¢alismamizda kullanilan temel kavramlar hakkinda kisa bilgiler verilmistir. Bu tezin

iceriginde lineer olmayan kismi diferansiyel denklemleri, uygun doniisiimler yardimi ile adi
diferansiyel denklemlere doniismektedir. % -agilim metodunda kullanilan dengeleme terimi,
derece ve mertebe kavramlarindan yararlanilarak elde edilir. Kullanilan ¢6ziim fonksiyonlarinda,
%— degiskenine gore cebirsel ve homojen denklemler elde edilmistir. Bu ¢alismada odaklandigimiz

onemli kavramlar asagida tanimlariyla birlikte verilmistir.

2.1. Adi Diferansiyel Denklemler

Fonksiyon veya fonksiyonlarda bir veya daha ¢ok bagimli degisken, bir ya da daha ¢ok bagimsiz
degisken ve bagimli degiskenin bagimsiz degiskene gore tiirevlerini igeren denklemlere
diferansiyel denklem denir. Bir diferansiyel denklemde bir bagimsiz degisken ve bagiml
degiskenin bagimsiz degiskene gore tiirevini igeren denklemlere de adi diferansiyel denklemler
denir [28]. Burada x bagimsiz degisken y bagimli degisken olmak tizere denklemin kapali formda
n. mertebeden yazilan bir adi bir diferansiyel denklem s6yledir;

F(x, vy, y', .., y(")) = 0.

2.2. Kismi Diferansiyel Denklemler

Diferansiyel denklemlerde iki veya daha fazla bagimsiz degisken ve bagimli degiskenin bagimsiz
degiskenlere gore tiirevlerini igeren denklemlere kismi diferansiyel denklemler denir [28]. Burada
X,y ,t bagimsiz degisken u bagimh degisken olmak iizere denklemin kapali formda n. mertebeden

yazilan kismi diferansiyel denklem soyledir;

ou ou du 0d%u 0d%u d9%u o™u
F x’y’ t’u’ ) ’ ) ) ) LA | =
ox' 0y’ 0z’ axoy’ oy?’ at? aymn

2.3. Diferansiyel Denklemlerde Derece ve Mertebe Kavram

Bir diferansiyel denklemde, mertebesi en yiiksek olan tiirevin mertebesine diferansiyel denklemin
mertebesi denir. Ornegin, y""" +2y” +y =0 denklemine iiciincii mertebeden diferansiyel
denklem denir. Bir diferansiyel denklemde bulunan en yiiksek mertebeli tiirevin iissiine, yani
derecesine, diferansiyel denklemin derecesi denir. Ornegin, (y'")? + 2y = 0 denklemine ise

iictincii mertebeden ikinci dereceden diferansiyel denklem denir.



2.4. Lineer ve Lineer Olmayan Diferansiyel Denklemler

Bir diferansiyel denklemde bagimli degiskenin kendisi ve tiirevleri ile carpimi ya da boliim durumu
mevcutsa veya bagimli degisken istel, trigonometrik ya da logaritmik olarak bulunuyorsa veya
bagimli degiskenin herhangi bir tiirevinin derecesi iki ve ikiden biiyiikse bu tiir diferansiyel
denklemlere lineer olmayan diferansiyel denklemler denir. Bagimli degiskenin tiim tiirevleri birinci
dereceden ise, ayrica bagimli degisken ve tlirevlerinin hi¢bir zaman ¢arpim durumunda yazilmadigi

denklemlere lineer diferansiyel denklemler denir [28].

2.5. Homojen ve Homojen Olmayan Diferansiyel Denklemler

y' = f(x,y) denkleminde f(x,y) fonksiyonu degiskenlerine gére homojen bir fonksiyon yani her
A dgin f(Ax,Ay) = f(x,y) ise denkleme homojen denklem denir. Bu bagintiya A =% yerine

yazarsak sifirinct dereceden homojen bir fonksiyonu asagidaki gibi yazilabilir;

faey =f(1%)=9(%).

X X

O halde birinci dereceden homojen bir denklem
y=g() . (2.1)

seklinde yazilabilir. Ornek verecek olursak,

P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0,
denkleminde P ve Q fonksiyonlar1 x ve y nin aym dereceden (6rnegin n. dereceden) homojen
fonksiyonlari ise, yani f(Ax,Ay) = A"f(x,y) bagmtisini sagliyorsa bu denklem her zaman (2.1)
denklem bigiminde yazilabilir. (2.1) diferansiyel denklem, y = xu degisken doniisimii ile
degiskenlerine ayrilabilir bir diferansiyel denkleme doniistiiriilerek ¢oziilebilir. Bu doniistimii
denklemde uygularsak, x'u+u = g(u) bi¢imde degiskenlerine ayrilabilen bir diferansiyel
denkleme doniistiiriiliir. Bu denklem degiskenlerine ayrilip gerekli diizenlemeler yaptiktan sonra
genel ¢oziim fonksiyonu elde edilir. Bu denklem sistemlerine homojen diferansiyel denklemler
denir. Dereceleri esit olmayan yani bu doniisiimii saglamayan diferansiyel denklemlere de homojen
olmayan diferansiyel denklemler denir.
Mertebesi birden biiyiik herhangi bir n. mertebeden lineer diferansiyel denklemde;
A (Y™ + a1 Y™+ o+ a ()Y + a ()Y + ag(x)y = R(x)
seklinde olup buradan R(x), sifira esit ise denkleme homojen lineer diferansiyel denklem denir.

R(x) Sifirdan farkli bir deger alirsa homojen olmayan lineer denklem elde edilir [31].



2.6. Diferansiyel Denklemlerde Genel ve Ozel Coziim

(Coziimii olan bir diferansiyel denklemin biitiin ¢dzlimlerini saglayan denkleme genel ¢6ziim denir.
Bir diferansiyel denklemin ¢dzliimii mertebesi kadar keyfi sabit igerir [32]. Bu ¢oziim bir egri
ailesini genel ¢6ziime karsilik gelir. Bu denklemde var olan sabit degerlere verilen degerlerle elde
edilen ¢oziimlere ise 6zel ¢oziim denir. Ornek verecek olursak, y = ¢; + c,x + c3x? denklemi
sistemin genel ¢dziimiinii temsil eder. Bu denklemde sabitlere deger verildiginde, y = 2 — x + x?

gibi, sistemin 6zel ¢6ziimii elde edilir.

2.7. Dengeleme Terimi

% -a¢ilim metodunda kullanilan dengeleme terimi, lineer olmayan adi diferansiyel bir denklemde,

en yiiksek mertebeli lineer olmayan terim ile en yiiksek mertebeli lineer olan terim arasinda elde
edilen sabit bir tam sayidir. Lineer olmayan adi diferansiyel bir denklemde, en yiiksek mertebeli

. . PIEANE . . . ad -
lineer olmayan terim u? (d(;:) ile en yiiksek mertebeli lineer olan terim d—é}; verilir. Burada

p,q,r Ve s birer sabit say1 ve m dengeleme terimi olmak iizere; m +q =mp +s(m +r) esitligi
yazilabilir [28].
Ornegin;

" ;o (1+w)?

u'c—oau +T—cu=cl,

denkleminde q = 2, p = 2,r = s = 0 olup dengeleme terimi m = 2 dir.



3. SOLITON VE SOLITARY DALGALAR

Diferansiyel denklemler, konusunda yapilan ilk caligmalar, 17. yilizyilin ikinci yarisinda,
diferansiyel ve integral hesabin kesfinden (ortaya ¢ikmasindan) hemen sonra, ingiliz matematikgi
Newton (1642-1727) ve Alman matematik¢i Leibniz (1641-1716) ile baslamistir. Daha sonra farklt
matematikgilerin de katkilariyla gelisip farkli bilimlerle birlikte uygulama alani bulmustur [33].
Dogada olusan ¢ok sayida olay, diferansiyel denklemler ve matematiksel modellerle
tammlanmustir. Oyle ki farkli bilimlerde olusan problemlerin, aymi diferansiyel denklemlere denk
geldigi ortaya cikmistir. Béyle durumlarda matematiksel teoriler, cesitli doga olaylarini, cesitli
bilimleri ayni ¢at1 altinda birlestirmistir. Biyolojide biiyiime, akiskanlar, ekonomik biiyiime
siireglerinde, astronomide, 151k ve ses sistemleri gibi bir¢ok alanda kismi diferansiyel denklemlerle
yani matematiksel modellerle tanimlamalar yapilabilir [34].

Dalga kavrami en basit anlamda, bir denge noktasinda ileri geri hareket veya mekanik bir salinim
olarak tanimlanabilir. Calisma alanina gore farkli tanimlardan olustugu icin dalga terimi hakkinda
net bir tanim bulunmamaktadir. Fizikte enerji tasinmasina yarayan titresim, kuantum mekaniginde
pargalarin davranigi, matematikte ise mekanik ve elektromanyetik dalga olarak tanimlanir.
Mekanik dalgalar, maddeyi tasimak icin kullanilir, yani bir ortamda yayilip deforme edilip eski
haline geri donebilirler. Elektromanyetik dalgalar ise herhangi bir ortama ihtiya¢c duymadan
yayilim gosterebilirler. Dalgalar, farkli bilimlerde farkli tanimlardan olussa da tiim dalgalar enerji
tagir ve enerjiyle dalga ayn1 yonde hareket eder. Dalgalarin olusmasi igin baslangi¢ enerjisine
ihtiyag vardir ve dalga tiim enerjisini aktarana kadar ilerleme gosterir. Mekanik dalgalar, boyuna
dalgalardan yani titresimler enerji aktarim yoniine paralel durumunda ilerler. Elektromanyetik
dalgalar ise enine yani enerji aktarim yoniine dik olarak olusan titresimlerdir [6].

Bir dalga salinimi atma, genlik, frekans, dalga boyu, dalga hiz1 ve periyottan olusur (Sekil 3.1).

of

A |<4———Dalga boyu —>|
. % / \
}
1(s)
- Gen
o [<——Dalga boyu —p»| \
Vadi

Sekil 3.1. Basit bir dalga salinimi ve 6zellikleri [35]


https://tr.wikipedia.org/wiki/Biyoloji
https://tr.wikipedia.org/wiki/Ak%C4%B1%C5%9Fkanlar_mekani%C4%9Fi

Atma, bir ortamda ilerleyen sarsintiya denir; sarsintilar olusursa dalga olusur. Genlik ise atmanin
denge noktasina uzakligina denir. Frekans, birim zamanda olusan dalga sayisina baglidir; dalga
boyu ise arka arkaya gelen iki dalga ¢ukurunun uzakligidir. Dalga hizi ise dalganin birim zamanda
aldig1 yoldur. Bir tam dalga olugmast i¢in gecen siireye periyot denir. [36].

Dalgalar, ilerleyen ve duran dalgalar olarak ikiye ayrilir. ilerleyen dalgalar, enerjinin tasinmasi ile
olusan dalgalardir ve madde tagimasina gerek yoktur. Duran dalgalar ise pozisyonu sabit olan
dalgalardir. Duran dalgalar, duragan bir ortamda birbirleri ile zit yonde ilerleyen dalgalarin
girismesi sonucunda olusur ya da dalganin bulundugu ortam, dalganin hareket ettigi yoniin tersine
hareket ettiginde meydana gelir [6].

Solitary dalgalar, sabit hiz ve sekille ilerleyen sonlu genlige sahip lineer olmayan dalgalardir.
Solitonlar ise ¢arptiktan sonra hizin1 ve seklini koruyan dalgalardir. Bir solitary dalganin hizi ile
genligi dogru orantilidir. Dolayisiyla biiyiik genlige sahip bir tek dalga (solitary), kiigiik genlige
sahip bir solitary dalgadan daha hizli hareket edecektir. Bu 6zellikten yola gikarak normal dalga ile
solitary dalga arasindaki farki tekrar gorebiliriz. Ornegin, biri yiiksek biri algak tonda iki ses
olustugunda kulak bu sesleri ayni anda algilar. Fakat solitary dalgalar kullanilsaydi, kulak algak
tonda olan sesi algilayamayacakti. Solitonlar1 solitary denklemlerinden ayiran en 6nemli 6zellik,
indirgenebilen denklemler olmasidir. Yani denklem sistemi, dalganin davranig hakkinda bize bilgi
verir. Bu yiizden solitonlar integral denklemlerde ve modellemelerde kullanilir. Solitonlar, diger
solitonlarla garpistiktan sonra bozulmayan solitary dalgalardir [28].

John Scott Russell 1834°te ilk olarak sahit oldugu g6zlemle kanaldan gegen botu takip ederek tek
dalga yani solitary dalgalarin seklinde ve hizinda bir degisme olmadigini gozlemleyerek belgeledi
[37-38]. Bu gozleminden bu doga olayinin 6nemini sezerek ¢alismalarina evinin bahgesinde insa
ettigi su havuzunda devam etti. Bu caligmalarindan sonra genisligin dalganin derinligine, hizin
dalganin boyuna baglh degistigini vurguladi. Normal dalgalar seklini degistirirken solitary
dalgalarin kararli ve seklini degistirmeyen dalgalar oldugunu kesfetti. Normal dalgalar diizlesme
yuvarlama egilimdeyken solitary dalgalarin tiimsek seklinde simetrik ilerleyen dalgalar oldugunu
kesfetmistir. Soliton dalgalarla ilgili arastirmalarda 1965 yilindan sonra nabiz atiglarindaki,
girdaplardaki, su yiizeyindeki, kasirgalardaki ve benzer kategoriye giren pek ¢ok olaydaki solitary
dalgalarin aslinda soliton olduklari fark edildi. Solitary dalgalar 1895 yilindan sonra matematiksel

olarak modellenmeye basland1 [25].



4. MATERYAL VE METOT

Bu boliimde, lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin analitik ¢6ziimiini tiretmek igin

matematigin dnemli metotlarindan olan % -ac1lim metodu genel hatlariyla agiklanmistir. Bu metot

!

% -acihm metodundan esinlenerek elde edilmistir [28]. Gi -acilim metodu kismi diferansiyel

denklemlerin hiperbolik tipte yiiriiyen dalga ¢oziimlerini elde etmede etkili ve giiclii bir metot

olmustur.

4.1. ($ )-A¢ilim Metodu

x ve t bagimsiz degiskenine sahip lineer olmayan bir kismi diferansiyel denklemin genel ¢oztiimii
su sekilde verilsin:
P(U, Ux, Ut" Uxx, Uxt' Utt"') == 0 (41)

Bu denklem i¢in U(x,y) =UE)=U, & = x+ct donisimiini uygulayalim. Burada c,

dalganin hizin1 temsil eden fiziksel bir parametredir. Doniistim sonucunda;
P'(u,u,un,u,..) =0, (4.2)

U(§) igin dogrusal olmayan adi bir diferansiyel denklem elde ederiz. (4.2) adi diferansiyel

denkleminin ¢6ziim fonksiyonu % - acilim metoduna gore asagidaki gibi kabul edilir:

m 1\
UE) =a,+30a (%) (4.3)
buradan G = G(&) ‘i ¢oziim kabul eden;
G'"+2¢6'+p=0 , (4.9)

ikinci mertebeden sabit katsayili lineer bir adi diferansiyel denklemin ¢oziimiine karsilik gelir.
Burada A ve u keyfi sabitlerdir, m ise homojen balans metoduna gore (4.2) ile verilen adi
diferansiyel denklemin en yiiksek mertebeli lineer olmayan terim ile en yiiksek mertebeli lineer

olan terim arasinda elde edilen sabit tam sayidir. Bu say1 (4.3) de yerine yazilir ve ¢6ziim i¢in



gerekli tiirevler alinir. (4.3) ile hesaplanan tiirev degerleri (4.2) denkleminde yerine yazilarak «;,
A, 1 ye bagh % - degiskenine gore cebirsel ve homojen bir denklem elde edilir.

Cebirsel denklemin katsayilar1 sifira esitlenerek a; katsayilar1 hesaplanmir. Burada a;(i =
1,2, ..., m) keyfi sabittir. Burada(%) i i=1,23,.. terimlerinin katsayilar1 sifira esitlenerek bir

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemleri bilgisayar programlar1 yardimiyla ¢oziiliir. Bu
denklem (4.3) ile verilen ¢dztim fonksiyonunda yerlerine yazilip, (4.1) de verilen kismi diferansiyel

denklemin ¢6ziimleri elde edilmis olur. Ayrica bu metotta kullanilan yardimci1 denklem
G"E)+A6"E) +pn=0, (4.5)

seklinde olup, ¢6ziim yalnizca hiperbolik fonksiyon cinsinden ifade edilebilir.

(4.4) verilen adi diferansiyel denklemin genel ¢6ziimii

G(&) =B +Ae*e -1 (4.6)

A ve B integral sabitleridir. Bu denklemde & degiskenine gore tiirev alindiginda ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa

1 1
¢ —Aee L 0
denklemi elde edilir. Bu ¢6ziim hiperbolik fonksiyon seklinde
G(E) = B+ A(cosh(AE) — sinh(28)) — &,
yazilir. (4.7) ile verilen denklemi trigonometrik fonksiyona doniistiirecek olursak
L : (4.8)

G' (&) - LA(Cos h(AE)-Sin h(AE)—p '

seklinde yazabiliriz. Bu cebirsel denklem sistemleri paket programlar yardimi ile ¢oziiliir [38]. Bu
coztimler (4.3) ile verilen ¢6ziim fonksiyonunda ve hareketli dalga doniisiimiinde yerlerine

yazilarak (4.1) ile verilen kismi diferansiyel denkleminin ¢6ztimii bulunur.



5. METODUN UYGULANMASI

Bu boliimde, Joseph-Egri (JEE) ve Benjamin-Bona-Mahony-Burgers (BBMB) denklemleri
tanitilarak 5 -a¢ilim metodu uygulanmis ve elde edilen ¢6ziim fonksiyonlarinin ii¢ boyutlu ve iki

boyutlu grafikleri verilmistir.

5.1 Joseph-Egri (JEE) Denklemi

Fizik ve diger alanlardaki olaylar genellikle kismi diferansiyel denklemler ile tanimlanir. Dogadaki
bu tiir olaylarin fiziksel mekanizmasini anlamak i¢in kesin ¢oziimleri olan dogrusal olmayan kismi
diferansiyel denklemleri, dalga fenomeninde oldugu gibi ele alinir. Akigkan dinamiginde, plazma
ve elastik ortamlarda, optik fiber gibi pek ¢ok alanda goézlenir. Diederik Johannes Korteweg ve
doktora 6grencisi Vries tarafindan tek dalgalar i¢in modellenen ve soliton ¢oziime sahip denklemler

icin en temel olan Korteweg-de Vries (KdV) denklemi;
Up + Uy + ULy — Uyye = 0, (5.2)

seklindedir [39]. Bu denklem, sig su dalgalarinda tek yonlii yayilim i¢in 6nemli bir model olarak
ele alimir. Burada u, terimi, dalganin zaman gelisimini tanimlar. Dogrusal olmayan uu, terimi
dalga ve dogrusal dagilma terimi u,,,, dalganin yayilmasim veya dagilmasini tamimlar. KdV
denkleminde u(x,t) = e™**~ <Mt dsniisiimii ile sonsuz kiigiik dalga ¢oziimleri elde edilebilir.
KdV denklemini olusturmak i¢in, Benjamin, Bona ve Mahoney [40] 1972'de KdV denkleminin bir

alternatifini, yani
Up + Uy + ULy + Uy =0, (5.2)

BBM(RLW) denklemi dnermistir [41]. 1997 yilinda Joseph ve Egri BBM denklemi igin fiziksel
olarak kabul edilemez 6zellikler belirlenmistir. Fiziksel bir bakis agisiyla eger u yer degistirmeyi
ve u; hiz1 temsil ediyor ise baglangic degerlerinin birbirinden bagimsiz olmasi beklenir. Ancak
BBM denklemi, KdV denklemi gibi t de birinci derecedendir. Joseph ve Egri denklemleri bu
aciklar1 gidermek igin KdV denkleminin baska bir alternatifi yani Joseph-Egri (JEE) denklemini

olusturmustur [29]. Genel olarak denklem;
Up + Uy +uny, + Uy =0, x,t €R (5.3)

seklindedir.
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Bu denklem t de ikinci derecedendir. Burada u(x,0) ve u;(x,0) bagimsiz olarak belirtilmistir.
Denklem (5.3)’iin denklem (5.2) ve (5.1)’a kiyasla baz1 avantajlar1 vardir. Hem KdV hem de BBM
denklemi tek yonlii olup, Joseph-Egri denklemi bir¢ok 6zelligi icerir. Dalga yayilimini agiklamada
onemli bir model olarak hareket eden dalgalardir. Joseph-Egri denklemi genis ¢apta incelenmistir.
Bona ve Chen denklemin iyi konumlandigini ve kii¢iik genlikli, uzun dalgalar i¢in ¢éziimlerin KdV
denkleminin veya BBM denkleminin ¢6ziimleriyle uyumlu oldugunu géstermistir [29].

[lk olarak %’ -genislemesi yontemi [42]” da Joseph-Egri’nin {i¢ tip kesin ¢6ziimiinii elde etmek
icin uygulanmistir. Hiperbolik fonksiyon ¢oziimleri, trigonometrik fonksiyon coziimleri ve
rasyonel fonksiyon ¢oziimleri elde edilmistir. 2012 yilinda Taghizadeh ve Mirzazadeh genisletilmis
rasyonel ve periyodik benzeri ¢oztiimler elde edebilmek i¢in homojen denge yontemini kullanmigtir
[43]. 2014 yilinda genisletilmis en basit denklem yontemi kullanilarak Joseph-Egri denkleminin
birkag soliter dalga ¢6ziimii elde edilmistir [29]. Daha sonra exp(—d)(éi; )) — aracihigiyla
genisletme yontemi ile Islam ve arkadaslari tarafindan bazi yeni yiiriiyen dalga ¢dziimleri
tiiretilmistir [29]. JEEnin kesin ve sayisal ¢oziimleriyle ilgili diger yontemler, homojen balans
yontemi [42], siniis fonksiyon yontemi [44], Jacobi eliptik yaklasimi [45], tan-cot fonksiyonlar [46]
ve genisletilmis homojen balans yontemi [47-48] yaklasimlar1 kullanilarak kesin ¢oziimler elde
edilmistir. Denklemin hareket eden dalga sisteminin faz-uzay geometrisini elde etmek i¢in ayrintili
olarak esitli sinir ve sinirsiz yoriingelerin oldugu parametre catallanma kiimeleri tanimlanmig ve
simiile edilmistir. Joseph-Egri denkleminin seyahat eden dalga ¢oziimlerini yukarida belirtilen
yontemler ile verimli bir sekilde olusturmak miimkiin olsa da bazi seyahat eden dalga ¢dziimleri

kaybolabilir. Joseph-Egri denklemi ile ilgili 6zellikle sinirsiz hareket eden dalgalar literatiirde tam
olarak bulunmamustir [46]. Amacimiz $ -acilim metoduyla Joseph-Egri denkleminin ilerleyen

dalga ¢6ziimlerini aragtirarak sinirli ve sinirsiz tiim hareket eden dalga ¢oziimlerinin seyahatlerini

matematiksel yazilimlardan da faydalanarak bulmaktir.

5.2 Benjamin-Bona-Mahony-Burgers(BBMB) Denklemi

Matematik ve fizik gibi bilimlerde kullanilan lineer olmayan kismi diferansiyel denklemler,
yergekiminden akiskanlar dinamigine kadar bir¢ok farkli fiziksel sistemi tanimlarlar. Sig su
dalgalarinin hareketini tasvir eden benzer lineer olmayan denklemlerin tam form ¢oziimlerinin
bilinmesi, ¢oziimlerin kararlilik analizine yardimci olur ve lineer olmayan olaylarin daha iyi
anlagilmasina saglar.

(1+1) boyutlarinda tek yonlii yayilan kiigiik genlikli uzun yiizey yercekimi dalgalarin1 modellemek
icin Benjamin — Bona — Mahony (BBM) denklemi

U + Uy + UU, — Uy = 0,
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ele alinmis olup bu denklem,

U + Uy — Upye = 0,

Korteweg-de Vries (KdV) denkleminin gelistirilmis halidir. BBM denklemi ¢dziimlerinin
kararliligin1 ve benzersizligini gosterir [53]. Benjamin-Bona-Mahony-Burgers (BBMB) denklemi
ise

Up — AUy, + (L + Wy — Uy =0, (5.4)

seklindedir. Burada a pozitif sabittir. Bu denklem, kii¢iikk genlikli uzun dalgalarin yayilmasimin
matematiksel modelini temsil eder. Korteweg-de Vries denkleminin alternatifi olarak dogrusal
olmamanin yan sira dagitici etkileri igerir. Lineer olmayan dagitici bir ortamda kii¢lik genlikli uzun
dalgalarin yayilmasini tanimlamaya ¢aligirken, genellikle ger¢cek durumlari tamamen yansitmak
icin dagitict mekanizmalar1 dikkate almak gerekir. Cogunlukla dalganin bozulmasina yol acan
mekanizmalar olduk¢a karmagsiktir ve iyi anlasilmamistir. Diizlemsel dalgalarin tek yonli
yayiliminin modellenmesinde lineer olmama ve dagilim olaylarina ihtiyag duyuldugundan ortaya
cikan denklemlerden biri BBM-Burgers denklemidir [50].

Denklem ayrica, uzun viskoelastik bir arterden kan akisini simgeler. Agin her bir kenart ana agacin
bir boliimiine karsilik gelir. Kan damarlarinin malzeme &zelliklerinde ani degisiklikler, BBMB
katsayilarimin agin her bir ucunda farkli degerler almasina izin verir. Kritik olarak
formiilasyonumuz, BBMB' ye yonelik ¢ézlimiin toplam kiitlesinin zaman iginde sabit olmasini
saglar. Dogrusal olmayan bir dagilma ortaminda kiigiik bir genlige sahip olan dalgalarin yayilmasi,
viskoz olmayan sivilarda tek yonlii diizlemsel dalgalart modellerken BBMB denklemi ile kullanilir
[51]. Denklem ¢o6ziimiindeki yontemler, yerel ¢oziimii tiim pozitifler i¢in gegerli bir ¢dziime
genigletmek i¢in kullanilabilir. Benjamin-Bona-Mahony-Burgers (BBMB) denklemi, tek yonlii
diizlemsel dalgalarin modellenmesinde, dogrusal olmayan bir dagilim ortaminda kii¢lik genlikli
dalgalarin yayilmasini agiklar. Daha yiiksek piiriizsiizliik nedeniyle dogrusal olmayan ortamlarda
kiiciik genlikli uzun dalgalarin yayilmasinin gesitli 6zelliklerini anlamak i¢in ¢ok onemlidir [52].
BBMB denkleminin 6zel durumlari ayn1 zamanda miihendislikte gesitli uygulamalara sahiptir.
Dalgal1 delikler, termodinamik, catlakli kaya, topraktaki nemin hareketi, akustik biliminde
sivilardaki yercekimi dalgalari, soguk plazmadaki hidromanyetik dalgalar, uyumsuz kristaldeki
akustik dalgalar vb. uygulama alanlar1 vardir [53].

Son yillarda, BBMB denklemini ¢6zmek icin arastirmacilar ¢esitli sayisal yontemler incelemis ve
uygulamistir. BBMB denkleminin ¢6ziimii i¢in sonlu farklar yontemi, Adomian ayristirma yontemi

He yontemi, Exp-fonksiyon yontemi, homotopi analiz yontemi, kiibik spline siralama yontemi,
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quartic spline yontemi, Homotopi pertiirbasyon yontemi, Homotopi asimptotik yontemi, varyasyon
yineleme yontemi, diferansiyel doniisim yontemi kullanilmistir. Orug [30], hibridizasyon
kullanarak yeni bir hibrit teknik gelistirmistir. Bu teknikte bir ve iki boyutlu dogrusal olmayan
BBMB denklemlerini ¢6zmek i¢in Lucas ve Fibonacci polinomlarinin birlesimi gergeklesir. BBMB
denkleminin bazi parametreler igin kesin ¢éziimii Chen ve digerleri tarafindan elde edilmistir [54].
Ayrica, sayisal ¢oziim bulmada Hermite spline'lart ile ortogonal siralama yontemi uygulanmis,
farkli baslangi¢ degerleri icin BBMB denkleminin ¢6ziimiinde agirlikli sonlu farklar yontemi ve
besli Hermite kollokasyon yoOntemini igeren etkili bir sayisal teknik kullanilmistir [55].
Arastirmacilar 2 boyutlu genellestirilmis bir BBMB denklemini ¢6zmek i¢in element icermeyen
Galerkin yontemini 6nermislerdir [53]. BBMB denklemini ¢6zmek i¢in Legendre spektral eleman
yontemi kullanilmistir [56]. BBMB denklemini ¢ézmek igin temel agsiz bir yontem vermislerdir
[57]. Spline tabanli kollokasyon yontemleri solitory dalga ¢éziimlerinde ¢ok iinliidiir. Spline
siralama yontemiyle ilgili tartisma [58-52]'da verilmistir. Son yillarda biiyiik saygi géren bu tiir
sayisal yontemlerin belirli bir sinifi, geometrik yontemlerdir [59,60]. Bir Lie grubu kavrami,
degismez Ozelliklerini korurken ODE'leri entegre etmek igin bazi giivenilir ve giiclii sayisal
yaklagimlar yaratmada ¢ok faydalidir. Gergekten de Lie grup yapisim1i korumak altinda
ayriklagtirma, hata minimizasyonunda uygun bir davranigin gelistirilmesinde ciddi rol oynar [61].
Bu yaklasimlar, dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemlerin genis bir sinifin1 ¢ézmiistiir.
Denklemlerde lineer olmayan terimlerin varligindan dolay1 bunlarin kesin ve analitik ¢oziimleri
verilen bazi sabit kosullar ve parametreler i¢in mevcuttur. Bu gibi durumlarda, denklemlerin sayisal

¢Ozlimi etkin rol alir.

5.3 Joseph-Egri (JEE) Denklemine (%)-Ag:lllm Metodunun Uygulanmasi

Bu béliimde, soliton teorisinde 6nemli bir yere sahip olan Joseph-Egri (JEE) denklemi, gezici dalga
¢oOziimlerini liretmek icin etkin, kullanish, uygulanabilir ve zamandan tasarruf saglayan Gi -acilim

metodu dikkate alinmistir.

(5.3) ile verilen JEE denklemini ele alalim. Bu denkleme (4.2) doniisiimiinii uygularsak;
2+ L 1 —ou=c (5.5)
2 1> .

adi diferansiyel denklemini elde ederiz. (5.3) denklemine (4.2) doniisiimiinii uygulandiktan sonra
bir kez integral alinmistir ve ¢, integral sabittir.
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(5.5)de g =2,p=2,r =s = 0olup,
m+qgq=mp+s.(m+r)

denklemde yerine yazilirsa, dengeleme terimi m = 2 bulunur. O halde

UE) =ao+a (5) +a5)? (5.6)
yazabiliriz.

Burada aq,a;, ay, 4, i@, c,c; keyfi sabitler olmak tizere (5.6) 'de verilen ¢6ziim (5.5)" da verilen
diferansiyel denklemde dikkate alinarak gerekli tiirevler alinip diizenlemeler yapilarak ve ( )‘

(i =0,1,2,3,..,m) terimine bagli polinomunun katsayilar1 sifira esitlenerek;

0 2
( - ) :c+a0—ca0+%=0,

1 1 2 2
( ):al—ca1+c7»a1+a0a1=0,

N

2
( e ) :3c%hpay + % + a, — ca, + 40*c?a, + aga, = 0, (5.7)

3
:2¢?p?a, + 10c?ipa, + a,a, = 0,

1 \4

G'(

a, +—=0,

Ee >)
(Fe)

g
—

cebirsel denklem sistemi elde edilir. (5.7) ile verilen denklem sistemlerinin hazir bilgisayar paket

programlar1 yardimiyla aranan sabitler asagidaki gibi hesaplanir.

ap=—-14+c—c?\2 a; = —-12c*\w, a, = —12¢2p2, m = %(1 —2c+ct—-ctrb), (5.8)

(5.9) denklemindeki hesaplanan sabitler (5.7) ¢6ziimiinde yerlerine yazilir ve asagidaki gezici dalga

¢Oziimi elde edilir,

12¢2ip
—%+A cosh[(—ct+x)A]—-Asinh[(—ct+x)A]

u,(x,t) = (5.9)

(5.9) ile sunulan ¢oziim hiperbolik formda olup bu ¢dziim iistel formda asagidaki gibi yazilabilir,

czkz(ezxzpz+1Oe(Ct+x)2Xuc+ezcx2kzcz)
u(x,t) =—-1+c¢— > : (5.10)
1 2 2
(ex p—ecx kc)
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(5.9) veya (5.10) gezici dalga ¢ozlimiindeki sabitlere kararli durumda ve uygun degerler verilerek

dalganin herhangi bir andaki goriintiisii asagidaki gibi elde edilir (Sekil 5.1).

Sekil 5.1. (5.9) ¢6ziimiindeki A=1, =0.4, ¢ = 2, A=-1 sabitleri i¢in (5.3) denkleminin 3 boyutlu ve 2 boyutlu
grafikleri.

(5.9) ile verilen denklem gezici dalga ¢oziimiidiir. Bu gezici dalga ¢6ziimiindeki sabitlere kararli
durumda 6zel degerler verildiginde, sekil 5.1 ile verilen soliton dalganin herhangi bir andaki

gOrintlsidiir.

5.4 Benjamin-Bona-Mahony-Burgers (BBMB) Denklemine (%)- Acilim metodunun
uygulanmasi

Bu béliimde, soliton teorisinde farkli 6zellikler tasiyan Benjamin-Bona-Mahony-Burgers (BBMB)
denklemi, gezici dalga ¢oztiimlerini tiretmek i¢in etkin ve kullanish &-aglhm metodu dikkate

alinmustir. (5.4) ile verilen BBMB denklemi ele alalim. (4.2) doniistimiinii uygulayarak asagidaki

adi diferansiyel denklemi elde ederiz,

(1+0)?
2

cU" —alU" + —cU=c¢ . (5.11)

(5.11) adi diferansiyel denklemini elde ederiz. (5.4) denklemine (4.2) doniisiimiinii uygulandiktan
sonra bir kez integral alinmistir ve ¢; integral sabittir.

Dengeleme terimi;
m+qg=mp+s.(m+r)
m+2=m2+0

m=2

seklindedir. Dolayisiyla
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UE) =ap+a; (5) + a:(2)? (5.12)

yazabiliriz.

Burada ag, ay, az, 4, @, c,c; keyfi sabitler olmak iizere (5.12) 'de verilen ¢6ziim (5.11)" de

verilen diferansiyel denklemde dikkate alinarak gerekli tiirevler alinip diizenlemeler yapilarak ve
(&)i, (i=0,1,23,..,m) terimine bagh polinomunun katsayilar1 sifira esitlenerek asagidaki

denklem sistemi insa edilebilir;

1 1\Y . 1 a?
(G,—()) .C+E+a0—ca0+7_0,
1 \! )
1 2 a,? )
(5g) —aua + 3char + 5+ ay — ca, — 2000, + 4070, + a9 =0, (5.13)
1\3 3
1\ . 2 az? _
(G,—()) r6cu“a, by, — 0,

cebirsel denklem sistemi elde edilir. (5.13) ile verilen denklem sistemlerinin hazir bilgisayar paket

programlar1 yardimiyla aranan sabitleri asagidaki gibi hesaplanir.

Durum 1

ap=—-1+c—6c\? a; = —24chy, a, = —12cp?,n = %(—Zc + ¢ = 36¢%0*),a = 5ci,(5.14)

(5.13) denkleminde hesaplanan sabitler (5.12) ¢6ziimiinde yerlerine yazilir ve asagidaki gezici

dalga ¢ozliimii elde edilir.

12cp?

u,(x,t) = =1+ ¢ — 6cA? — 2
(—%+A cosh[(—ct+x)A]—A sinh[(—ct+x)7»])

(5.15)

24chp

_% + A cosh[(—ct + x)A] — Asinh[(—ct + x)A]

(5.15) ile sunulan ¢6ziim hiperbolik formda olup bu ¢6ziim iistel formda asagidaki gibi yazilabilir.
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6c)2 (Azezcx2 k2+2Ae(Ct+x)27uu—ezx2 MZ)

u,(x,t) =—1+c— (5.16)

(Aec’fzk—e"2 H)z

(5.15) veya (5.16) gezici dalga ¢ozlimiindeki sabitlere kararli durumda ve uygun degerler verilerek

dalganin herhangi bir andaki goriintiisii asagidaki gibidir (Sekil 5.2).

wxt)y o\ 7 >
05|} ) £ 04

Sekil 5.2. (5.15) ¢oziimiindeki 4=0.4, £=0.8, ¢ =1, A=-3 sabitleri i¢in (5.4) denkleminin 3 boyutlu ve 2
boyutlu grafikleri

(5.15) ile verilen denklem gezici dalga ¢oziimiidiir. Bu gezici dalga ¢oziimiindeki sabitlere kararlt
durumda 6zel degerler verildiginde, sekil 5.2 ile verilen soliton dalganin herhangi bir andaki

gOriintlsidiir.

Durum 2

ap=—-1+c—6cA% a; =0,a, = —12cu?, n = %(—Zc +c? — 36czk4), a = 5ch, (5.17)

(5.17) deki hesaplanan sabitler (5.12) ¢oziimiinde yerlerine yazilir ve asagidaki gezici dalga

¢Oziimii elde edilir.

126u2

us(x,t) = =14 ¢ + 6cA% — (5.18)

(—%+A cosh[(—ct+x)L]-A sinh[(—ct+x)k])2
(5.18) ile sunulan ¢6ziim hiperbolik formda olup bu ¢éziim iistel formda asagidaki gibi yazilabilir.

2
us(x,t) = =14 ¢ + ) <6 — (13—“2}%)2) (5.19)
H_ecx =X
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(5.18) veya (5.19) gezici dalga ¢oziimiindeki sabitlere kararli durumda ve uygun degerler verilerek

dalganin herhangi bir andaki goriintiisii asagidaki gibidir (Sekil 5.3).

Sekil 5.3.(5.18) ¢oziimiindeki 4=0.4, 1=0.8,c =1, A=-3 sabitleri i¢in (5.4) denkleminin 3 boyutlu ve 2 boyutlu
grafikleri.

(5.18) ile verilen denklem gezici dalga ¢oziimiidiir. Bu gezici dalga ¢oziimiindeki sabitlere kararlt

durumda 6zel degerler verildiginde, sekil 5.3 ile verilen soliton dalganin herhangi bir andaki

gOriintlsidiir.
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6. BULGULAR VE TARTISMA

Literatiirde lineer olmayan kismi diferansiyel denklemler i¢in bir¢ok ¢6ziim metodu gelistirilmistir.

Bu tez galismasinda, lineer olmayan Joseph-Egri (JEE) ve Benjamin-Bona-Mahony-Burgers
(BBMB) kismi diferansiyel denklemlerinin gezici dalga ¢oziimlerini tiretmek igin %— acilim
metodu dikkate alinmistir. Uygulama sonucunda, hiperbolik ¢6ziimler elde edilmistir. Bu metot ile
¢cozlimii elde edilen denklemlerin hazir paket bilgisayar programlar1 yardimiyla iki ve ii¢ boyutlu
cizilen grafikleri, ¢ozlim fonksiyonlarmin hiperbolik fonksiyon 6zelligi tasidigini gostermistir.

Keyfi sabitlere verilen degerlerle, dalganin farkli konumdaki grafikleri incelenmistir. Denklem

¢oztimleri bilgisayar paket programi yardimlar ile elde edilen tiim durumlarin kismi diferansiyel
denklemleri sagladigi goriilmistir. Bu da kullanilan &— acilim metodunun giivenirligini

saglamistir. Boylelikle daha sonra yapilacak arastirmalarda, diger ¢6ziim yontemleriyle elde edilen
bulgularin  benzerlikleri ve farkliliklar1 karsilastirilarak — arastirilmalara  katki  saglamast

ongoriilmektedir. Bu tez ¢alismasinda, literatiirde ilk kez lineer olmayan Joseph-Egri (JEE) ve
Benjamin-Bona-Mahony-Burgers (BBMB) kismi diferansiyel denklemlerinin % acihm metodu

gezici dalga ¢ozlimleri elde edilmistir.

Benjamin-Bona-Mahony-Burgers (BBMB) kismi diferansiyel denklemi igin ¢esitli yontemlerle
coztimler elde edilmistir. [64] doktora ¢alismasinda, BBMB denklemlerinin %— acilim metodu ile

¢oziimleri elde edilmistir. C6ziim sonucunda BBMB denklemi igin rasyonel ve trigonometrik

¢oziimlerin olmadigi sonucuna varilmistir [64]. Ayrica bilgisayar paket programlar yardimiyla

cozlimler yapilmaya calisirken %— acilim metodu ile kiyaslanirsa, ¢6ziime gétiiren degerleri elde

etmek bilgisayar1 oldukga zorlamaktadir. Bizim ¢alismamizda, %— ac¢ilim metodu ile BBMB kismi
diferansiyel denklemin hiperbolik ¢oziimler elde edilmistir ve ¢6ziimii elde edilen denklemlerin iki

ve {li¢ boyutlu grafikleri ¢izilmistir. &- acitlim metodu ile ilk kez BBMB denklemi ¢6ziim
fonksiyonlari, bu tez ¢alismasinda arastirtlmistir. Benzer kismi diferansiyel denklemlerin, analitik
¢ozlimlerinin hesaplanmasinda ve bu denklemlerin fiziksel yapisinin incelenmesi konusunda farkl
metotlarla ¢alismak, denklemlerin fiziksel yapisinin incelenmesi konusunda bilim insanlarina

yararli olmasi 6ngoriilmektedir. Bu uygulamalar sayesinde farkli yontemlerle ¢oziilen benzer kismi
diferansiyel denklemleri karsilastirabiliriz. Béylece bu ¢alismalarla birlikte, &- ac¢ilim metodunun

dogrulugu gorilmiistiir.



[50] Yiiksek lisans ¢alismasinda, BBM-Burgers denklemi ile temsil edilen genis uygulamalari olan
fiziksel problemler i¢in kiibik B-spline Galerkin sonlu eleman yontemini kullanmus ile septik B-

spline kollokasyon yonteminin dogru, pratik ve giiglii oldugu sonucuna varilmustir.
Bu ¢alismamizda, %— acilim metodu ile BBMB denklemi iizerinde elde edilen sonuglar benzer

sekilde bu tez calismasinda [50] arastirilan, diger metotlar gibi gii¢lii, dogru ve pratik bir yontemdir.

Joseph-Egri (JEE) kismi diferansiyel denklemi, gesitli yontemlerle ¢oziimler elde edilmistir. Tlk
olarak Joseph- Egri denklemi, hiperbolik fonksiyon ¢oztimleri, trigonometrik fonksiyon ¢6ziimleri

ve rasyonel ¢oziimleri dahil olmak {izere ii¢ tip kesin ¢oziimiini elde etmek i¢in [42]’ da %—

genigletme yontemi kullanilmistir. Taghizadeh ve Mirzazadeh rasyonel ve periyodik benzeri
coziimler elde edebilmek igin genisletilmis homojen denge yontemini kullanmistir [43]. Bu
calismada [43], Joseph-Egri (TRLW) denkleminin tam ilerleyen dalga ¢oziimlerini olusturmak i¢in
genisletilmis homojen denge yontemi kullanilmistir. Rasyonel ve periyodik benzeri ¢oziimler
iceren pek ¢ok tam ilerleyen dalga ¢6ziimii basariyla elde edilmistir. Bu yontem integrallenemeyen

denklemlere uygulanabildigi gibi integrallenebilen denklemlere de uygulanabilir. Bu
caligmamizda, &- acilim metodu ile JEE denklemi tlizerinde elde edilen sonuglar benzer sekilde bu

tez ¢alismasinda [43] arastirilan, diger metotlar gibi gii¢lii, dogru ve pratik bir yontemdir.

JEE denkleminin ¢esitli tek dalga ¢oziimleri [29]” da genisletilmis en basit denklem yontemi
kullanilarak Joseph-Egri denkleminin birkag soliter dalga ¢oziimii elde edilmistir. Daha sonra
exp(—d)(&_, )) — genisletme yontemi araciliiyla ile islam ve arkadaslar1 tarafindan bazi yeni
ilerleyen dalga ¢oztimleri tiretilmistir [29]. Son zamanlarda Joseph-Egri denkleminin tek ilerleyen
dalga atom ¢oztimlerini olusturmak igin [80]’ da polinom tam ayrim sistemi onerildi. [81] ‘de JEE
‘ye acik tek dalga ¢oziimleri sunmak icin genisletilmis yardimci yontemler sunulmustur. Bu
yontemle JEE igin pek ¢ok yeni ve etkili tam ilerleyen dalga ¢oziimii elde edilmistir. [82]” da
denklemin ilerleyen dalgalarini incelemek igin dinamik sistemin gatallanma yontemi uygulanmis
ve JEE denkleminin sinirli sinirsiz tiim ilerleyen dalga ¢ozlimlerinim tam ifadeleri verilmistir. Bu
belirtilen bu dogrudan yontemler, Joseph-Egri denkleminin ilerleyen dalga ¢oziimlerini verimli bir
sekilde elde etmek icin uygulanabilmesine ragmen, bazi ilerleyen dalga ¢oziimleri yine de
kaybolabilir. Aslinda Joseph-Egri denkleminin ilerleyen dalgalarinin, dzellikle de sinirsiz ilerleyen
dalgalar1 nedeniyle, literatiirde tam olarak tartisitlmadigini gériiyoruz. Bizim ¢alismamiz bu a¢igi

giderebilmek ve farkli bir yontemle farkli hiperbolik ¢oziimler elde ederek literatiirde ¢aligmalara

1
?_

151k tutmasi agisindan onemlidir. acilim metodu ile ilk kez Joseph-Egri denklemi ¢6ziim

fonksiyonlari, bu tez ¢alismasinda aragtirllmistir. Benzer kismi diferansiyel denklemlerin, analitik
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coziimlerinin hesaplanmasinda ve bu denklemlerin fiziksel yapisinin incelenmesi konusunda farkli
metotlarla galismak, denklemlerin fiziksel yapisinin incelenmesi konusunda bilim insanlarina

yararli olmas1 6ngoriilmektedir. Bu uygulamalar sayesinde farkli yontemlerle ¢oziilen benzer kismi

!

diferansiyel denklemleri karsilastirabiliriz. Bu calismalar sonucunda, Gi- acilim metodunun

dogrulugu goriilmiistiir.

21



7. SONUCLAR

Matematik ve fizikte dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemler, miihendislik ve uygulamal
bilimlerdeki bircok fenomen dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemlerle modellenir.
Yercekiminden, akigkanlar dinamigine kadar bircok farkli fiziksel sistemi tanimlarlar. Sig su
dalgalarinin hareketini tasvir eden benzer dogrusal olmayan denklemlerin tam form ¢dziimlerinin
bilinmesi, ¢6ziimlerin kararlilik analizine yardimci olur ve dogrusal olmayan olaylarin daha iyi
anlagilmasina rehberlik eder. Soliton dalga c¢oziimleri bazi fiziksel problemlerin davranislarini
coziimlemede etkilidir. Bu ylizden uygulamali matematikte bu tiir denklemlerin ¢dzlimlerini
bulmak oldukca iyi sonuglar dogurur. Soliton ¢dziimlerinin analitik ve sayisal sekilde
yorumlanmasi, solitonlar hakkindaki c¢alismalar1 daha da degerli kilmistir. Giinlimiizde soliton
dalgalar1 akiskanlar mekanigi, lazer fizigi, biyofizik, siiper iletkenlik fizigi gibi ¢ok sayida alanda
direkt uygulama alanina sahiptir. Boylece yeterli ve faydali sonuglar elde etmek adina bir¢ok

analitik metot ¢alisilmakta olup literatiire kazandirilmaktadir.
Bu tez caligmasinda, literatiirde var olan ve birgok uygulamasi bulunan 5- acilim metodunun

analizi seklindedir. Bu metodun Joseph-Egri (JEE) ve Benjamin-Bona-Mahony-Burgers (BBMB)
kismi diferansiyel denklemlerine uygulanmasi yapilmistir. Uygulama sonucunda hiperbolik
¢oziimler elde edilmistir. Elde edilen ¢oztimlerin, denklemi sagladigi bilgisayar paket programlari
kullanilarak gosterilmis ve grafikleri ¢izilmistir. Sunulan ¢oziimlerde duragan dalgayi temsil eden

grafikleri elde etmek icin sabitlere 6zel degerler verilip, farkli sabit degerlerde dalganin konumu,
genligi, dalga boyu, hizinin degisebildigi goriilmektedir. Bu calismada 5— acilim metodunun
analitik ¢oziimler aramak igin yeterli oldugu sonucuna varilmustir. &- acilim metodunun birgok
dogrusal olmayan denklem ve denklem sistemlerinde uygulama alan1 bulmustur. Bu uygulamalar

sayesinde %— acilim metodunun dogrululugu goriilmiistiir. Béylece lineer olmayan benzer kismi

diferansiyel denklemlerin, analitik ¢oziimlerinin hesaplanmasinda ve bu denklemlerin fiziksel

yapisinin incelenmesi konusunda bilim insanlarina yararli olmasi 6ngériilmektedir.



ONERILER

Bu ¢alismada kullanilan denklemler farkli metotlarla ¢oziilerek ¢oziimler karsilastirilabilir. Ayni

zamanda ¢Oziilmemis lineer olmayan benzer kismi diferansiyel denklemler i¢in de % -a¢ilim
metodu uygulayarak yeni c¢oziimler elde edilebilir. Boylece lineer olmayan benzer kismi
diferansiyel denklemlerin analitik ¢6ziimlerinin hesaplanmasinda ve bu denklemlerin fiziksel
yapisinin incelenmesi konusunda yeni ¢alismalar ortaya c¢ikabilir. Elde edilen ¢oziimler paket

programlar yardimiyla ¢oziimler karsilastirilabilir.
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