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Bu doktora tezi beş bölümden oluşmaktad¬r.

·Ilk bölüm giri̧s k¬sm¬na ayr¬lm¬̧st¬r.

Orijinal sonuçlar¬m¬z iki, üç ve dördüncü bölümlerde verilmi̧stir.
·Ikinci bölümün ilk kesimi ihtiyaç duyulacak baz¬temel tan¬m ve teoremlere ayr¬lm¬̧st¬r.
·Ikinci bölümün ikinci kesiminde o (an) oran¬yla A�yo¼gunluk kavram¬ tan¬mlan¬p be-
lirli özellikleri incelenmi̧stir. Sonraki kesimde o (an) oran¬yla A�istatistiksel yak¬nsakl¬k
arac¬l¬¼g¬ ile, o (an) oran¬yla A�kuvvetli yak¬nsakl¬¼g¬n karakterizasyonu verilmi̧stir. Son
kesimde ise o (an) oran¬yla A�istatistiksel yak¬nsakl¬k için kriterler elde edilmi̧stir.

Üçüncü bölümde karma dizilerin toplanabilirli¼gi çal¬̧s¬lm¬̧s ve karma dizilerin o (an)
oran¬yla A�limitinin ayr¬̧s¬mdaki kümelerin o (an) oran¬yla A�yo¼gunluklar¬n¬n lineer
kombinasyonu olarak ifade edilebilece¼gini gösterilmi̧stir.

Dördüncü bölümde Korovkin Tipi Yaklaş¬m sonuçlar¬verilmi̧stir.

Son bölümde ise elde edilen sonuçlar¬n analizi yap¬lm¬̧st¬r.
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Dal¬)�ya sonsuz teşekkürlerimi sunar¬m.

Yüksek lisans ö¼grenimim ve doktora ö¼grenimimin ilk 4 y¬l¬nda tez dan¬̧smanl¬¼g¬m¬
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ve çözüm sürecinde bize eşlik eden, emeklilik sebebiyle tez dan¬̧smanl¬¼g¬mdan ayr¬lan,

k¬ymetli hocam Say¬n Prof. Dr. Cihan ORHAN (Ankara Üniversitesi Matematik

Anabilim Dal¬)�a, hayata ve matemati¼ge ili̧skin ö¼grendi¼gim ve ö¼grenece¼gim heŗsey
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1. G·IR·IŞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
2. VER·ILEN B·IR ORANDA A-·ISTAT·IST·IKSEL YAKINSAKLIK

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
2.1 Temel Bilgiler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
2.2 o (an) Oran¬yla A�Yo¼gunluk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
2.3 o (an) Oran¬yla A�Kuvvetli Toplanabilme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
2.4 o (an) Oran¬yla A�·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k için Kriterler . . . . . . . 14
3. KARMAD·IZ·ILER·INVER·ILENB·IRORANDATOPLANAB·IL·IR-

L·I¼G·I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
3.1 Sonlu Karma Diziler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
3.2 Sonsuz Karma Diziler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
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S·IMGELER D·IZ·IN·I

w Reel terimli dizilerin vektör uzay¬
N Do¼gal say¬lar kümesi
R Reel say¬lar kümesi
C Kompleks say¬lar kümesi
c Reel terimli yak¬nsak diziler uzay¬
c0 Reel terimli s¬f¬ra yak¬nsak diziler uzay¬
`1 Reel terimli s¬n¬rl¬diziler uzay¬
Ec E kümesinin tümleyeni
�A (E) E � N kümesinin A�yo¼gunlu¼gu
�A;a (E) E � N kümesinin o (an) oran¬yla A�yo¼gunlu¼gu
Wa(A) o (an) oran¬yla A�kuvvetli toplanabilir diziler uzay¬
UA;a o (an) oran¬yla A�düzgün integrallenebilir diziler uzay¬
�E E kümesinin karakteristik fonksiyonu
Re(z) z karmaş¬k say¬s¬n¬n reel k¬sm¬
Im(z) z karmaş¬k say¬s¬n¬n sanal k¬sm¬
C(X) X üzerinde tan¬ml¬reel de¼gerli tüm sürekli fonksiyonlar¬n uzay¬
�(f) f fonksiyonunun köşegeni
Z(f) f fonksiyonunun s¬f¬rlar¬n¬n kümesi
kxk1 supk jxkj
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1. G·IR·IŞ

Fast (1951) ve Steinhaus (1951) taraf¬ndan tan¬t¬lan istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬

�alát (1980), Fridy (1985), Connor (1988, 1989), Fridy ve Miller (1991), Fridy ve

Orhan (1993) taraf¬ndan geli̧stirilmi̧stir.

Yo¼gunluk kavram¬Freedman ve Sember (1981) taraf¬ndan tan¬t¬lm¬̧s ve bir A küme-

sinin yo¼gunlu¼gunun Cesàro matrisi ile ili̧skisi incelenmi̧stir. Yo¼gunluk kavram¬nda

Cesàro matrisi yerine negatif olmayan regüler birA = (ank)matrisi alarakA�yo¼gun-

luk kavram¬Freedman ve Sember (1981) taraf¬ndan geli̧stirilmi̧s ve

E (") := fk 2 N : jxk � Lj � "g

kümesininA�yo¼gunlu¼gunun s¬f¬r olmas¬Connor (1989), Kolk (1991) ve Miller (1995)

taraf¬ndan A�istatistiksel yak¬nsakl¬k tan¬m¬olarak verilmi̧stir. A = (ank) negatif

olmayan regüler bir matris ve a = (an) pozitif terimli artmayan bir dizi olmak üzere

2003 y¬l¬nda Duman vd. taraf¬ndan her " > 0 için

lim
n!1

1

an

X
k:jxk�Lj�"

ank = 0

olmas¬, x dizisinin L say¬s¬na o (an) oran¬yla A�istatistiksel yak¬nsamas¬ olarak

tan¬mlanm¬̧s ve 2003 y¬l¬nda Demirci vd. taraf¬ndan o (an) oran¬yla A�istatistiksel

yak¬nsak diziler uzay¬n¬n bir lokal konveks FK�topolojisi ile donat¬l¬p donat¬lama-

yaca¼g¬incelenmi̧stir.

A�kuvvetli yak¬nsakl¬k ve A�istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n denkli¼gi s¬n¬rl¬diziler için

Connor (1989), Kolk (1991), Fridy ve Orhan (1993) taraf¬ndan gösterilmi̧stir. Bu

denklikte dizilerin s¬n¬rl¬l¬k şart¬n¬ha��etebilmek için Khan ve Orhan (2010) reel

terimli diziler için A�düzgün integrallenebilme kavram¬n¬tan¬mlam¬̧slard¬r ve bir

dizinin A�kuvvetli yak¬nsak olmas¬için gerek ve yeter şart¬n A�istatistiksel yak¬n-

sak ve A�düzgün integrallenebilir olmas¬gerekti¼gini ispatlam¬̧slard¬r.

Schoenberg (1959) ve �alát (1980) taraf¬ndan istatistiksel yak¬nsakl¬k için verilen

kriterlerin baz¬benzerleri, Demirci (1998) taraf¬ndan doktora çal¬̧smas¬ndaA�istatis-

tiksel yak¬nsakl¬k için geni̧sletilmi̧stir.
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Karma (spliced) diziler Ohio�da Kent State Üniversitesinde Osikiewicz (1997, 2005)

taraf¬ndan, doktora tezinde tan¬mlanm¬̧s ve hangi negatif olmayan matrislerin bu

karma dizleri toplayabilece¼gi incelenmi̧stir. 2013 y¬l¬nda Ünver vd. metrik uzaylarda

karma dizilerin toplanabilirli¼gini çal¬̧sm¬̧s ve Banach uzaylar¬nda karma dizilerin

A�limitlerinin Bochner integral gösterimini vermi̧slerdir. 2016 y¬l¬na gelindi¼ginde

Yurdakadim ve Ünver, yak¬nsak diziler yerine s¬n¬rl¬diziler alarak karma dizilerin

toplanabilirli¼gini incelemi̧stir.

Fonksiyon yaklaş¬m¬ teorisinde en etkileyici sonuçlardan biri sürekli fonksiyonlar

uzay¬nda pozitif lineer operatörlerin yak¬nsamas¬na ili̧skin Bohman-Korovkin Teo-

remidir. Korovkin Teoremi olarak bilinen bu teorem, Weierstrass�¬n klasik yak-

laş¬m teoreminin S. Bernstein taraf¬ndan verilen ispat¬n¬n genelleştirilmesinden or-

taya ç¬kar. Asl¬nda Korovkin tipi teoremler, bir fonksiyon uzay¬üzerinde tan¬ml¬

pozitif lineer operatörlerin bir dizisinin bir "yaklaş¬m süreci" olup olmad¬¼g¬n¬veya

buna eşde¼ger olarak "özdeşlik operatörüne" kuvvetli yak¬nsak olup olmayaca¼g¬n¬be-

lirleyen teoremlerdir. Bu konuda ilk çal¬̧sma P.P. Korovkin taraf¬ndan 1953 y¬l¬nda

yap¬lm¬̧st¬r (bkz. Korovkin 1960). 2006 y¬l¬nda Lomeli ve Garcia taraf¬ndan s¬n¬r-

lay¬c¬fonksiyonlar tan¬mlanm¬̧s ve bu yeni kavram sayesinde yaklaş¬m teoriye ili̧skin

mevcut baz¬sonuçlara alternatif ispatlar verilmi̧stir.

Üzerinde çal¬̧st¬¼g¬m¬z bu doktora tezinde A�istatistiksel yak¬nsakl¬¼ga ili̧skin bilinen

baz¬sonuçlar¬n verilen bir oranda A�istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬ile ilgilenece¼giz. Bu

amaçla ilk önce o (an) oran¬yla A�yo¼gunluk kavram¬n¬tan¬mlayaca¼g¬z ve belirli özel-

liklerini inceleyece¼giz. Sonras¬nda o (an) oran¬yla kuvvetli toplanabilme, da¼g¬l¬msal

yak¬nsakl¬k ve düzgün integrallenebilme kavramlar¬n¬tan¬mlayaca¼g¬z ve bu kavram-

lar¬karakterize eden sonuçlar sunaca¼g¬z. Ayr¬ca karma dizilere ili̧skin Osikiewicz

(1997, 2005) taraf¬ndan verilen sonuçlar¬n o (an) oranl¬benzerlerini çal¬̧saca¼g¬z. Son

olarak o (an) oran¬yla A�istatistiksel yak¬nsakl¬k için yaklaş¬m sonuçlar¬n¬elde ede-

ce¼giz.
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2. VER·ILEN B·IR ORANDA A-·ISTAT·IST·IKSEL YAKINSAKLIK

Bu bölümün ilk kesiminde toplanabilme teorisinden yararlan¬lan baz¬temel kavram-

lardan ve notasyonlardan bahsedilecektir. Sonraki kesimlerde o (an) oran¬yla A�yo-

¼gunluk, o (an) oran¬yla A�kuvvetli toplanabilme kavramlar¬tan¬mlanacak ve belirli

özellikleri incelecektir.

2.1 Temel Bilgiler

w tüm reel terimli dizilerin vektör uzay¬ olsun. Bir toplanabilme metodu, ba-

sit olarak, E � w alt vektör uzay¬ (dizi uzay¬) olmak üzere, E üzerinde tan¬m-

lanm¬̧s kompleks (reel) de¼gerli lineer bir fonksiyonel olarak ifade edilir. Böylece

f : E �! C (veya R) lineer fonksiyoneli bir toplanabilme metodu olacakt¬r.

Asl¬nda en yayg¬n toplanabilme metotlar¬sonsuz matrislerle yap¬lan metotlard¬r.

x = (xk) bir reel terimli dizi ve A = (ank) reel terimli bir sonsuz matris olmak üzere

her n için (Ax)n =
P1

k=1 ankxk şeklinde tan¬ml¬genel terime sahip diziye x dizisinin

A matrisi ile yap¬lan dönüşüm dizisi denir ve bu dizi Ax = ((Ax)n) ile gösterilir

(burada her n için
P1

k=1 ankxk serisinin yak¬nsak oldu¼gunu kabul ediyoruz) (Boos

2000). Bu doktora tezimizde sonsuz matrislerle ilgilenece¼giz.

Tan¬m 2.1 E ve F dizi uzaylar¬verilsin. Her x 2 E için Ax mevcut ve F dizi

uzay¬na ait ise A = (ank) matrisi E dizi uzay¬ndan F dizi uzay¬ içine bir matris

dönüşümü tan¬mlar. E dizi uzay¬n¬F dizi uzay¬içine dönüştüren tüm matrislerin

kümesi (E;F ) ile gösterilir ve ek olarak limiti koruyan matrislerin kümesi (E;F ; p)

ile gösterilir (Boos 2000).

`1, c ve c0 ile s¬ras¬yla reel terimli s¬n¬rl¬, yak¬nsak ve s¬f¬ra yak¬nsak diziler uzay¬n¬

gösteriyoruz.

Tan¬m 2.2 Yak¬nsak dizileri yak¬nsak dizilere dönüştüren matrislere konservatif

matris denir (Boos 2000).

Tan¬m 2.3 Konservatif bir A = (ank) matrisi limiti koruyan bir matris ise, yani

A 2 (c; c; p) ise A matrisine regülerdir denir (Boos 2000).
3



Tan¬m 2.4 A matrisi bir konservatif matris olmak üzere A matrisinin karakteristi¼gi

�(A) := lim
n!1

1P
k=1

ank �
1P
k=1

lim
n!1

ank

şeklinde tan¬mlan¬r. E¼ger �(A) 6= 0 ise A matrisine coregüler matris, aksi durumda

conull matris denir (Boos 2000).

Tan¬m 2.5 A = (ank) konservatif bir matris olsun. Her x 2 c için limAx = t limx

olacak şekilde bir t 2 R mevcut ise A matrisine t�çarp¬msal matris denir (Boos

2000).

Tan¬m 2.6 A 2 (c0; c0) olmas¬durumundaAmatrisine s¬f¬r limitleri koruyan matris

denir (Boos 2000).

Şimdi regüler matrisleri karakterize eden Silverman-Töeplitz teoremini verelim.

Teorem 2.1 Bir A = (ank) matrisinin regüler olmas¬için gerek ve yeter şart

(ST1) supn
P1

k=1 jankj <1;

(ST2) lim
n!1

ank = 0, k = 1; 2; 3:::;

(ST3) lim
n!1

P1
k=1 ank = 1 şartlar¬n¬n gerçeklenmesidir (Boos 2000).

Teorem 2.2 Bir A matrisinin s¬f¬r limitleri koruyan matris olmas¬ için gerek ve

yeter şart (ST1) ve (ST2) koşullar¬n¬gerçeklemesidir (bkz. Teorem 2.3.6, Boos 2000).

Teorem 2.3 Bir A matrisinin t�çarp¬msal matris olmas¬için gerek ve yeter şart

A matrisinin s¬f¬r limitleri koruyan bir matris olmas¬ve lim
n!1

P1
k=1 ank = t olmas¬d¬r

(Boos 2000).

2.2 o (an) Oran¬yla A�Yo¼gunluk

Orijinal sonuçlar¬m¬z¬n ilk k¬sm¬bu kesimde verilmektedir.

Tan¬m 2.7 A = (ank) negatif olmayan regüler bir matris ve a = (an) pozitif terimli

artmayan bir dizi olsun. E � N olmak üzere E kümesinin o (an) oran¬yla üst ve alt

yo¼gunlu¼gu, s¬ras¬yla

�A;a (E) = lim sup
n

1
an

P
k2E

ank ve �A;a (E) = lim inf
n

1
an

P
k2E

ank

4



şeklinde tan¬mlans¬n.

E¼ger �A;a (E) = �A;a (E) ise E kümesinin o (an) oran¬yla A�yo¼gunlu¼gu mevcuttur

denir ve E kümesinin o (an) oran¬yla A�yo¼gunlu¼gu �A;a (E) şeklinde gösterilir.

Bundan sonraki k¬s¬mlarda �A;a (N) = � sonlu olarak kabul edilecektir. A = (ank)

negatif olmayan regüler bir matris oldu¼gu için � say¬s¬pozitiftir.

Tan¬m 2.8 A = (ank) negatif olmayan regüler bir matris ve a = (an) pozitif terimli

artmayan bir dizi olsun. Her " > 0 için �A;a (E (")) = 0 ise x = (xk) dizisi L say¬s¬na

o (an) oran¬yla A�istatistiksel yak¬nsakt¬r denir, bu durumu stA;a � limx = L ile

gösterece¼giz (Duman vd.,2003).

A = (ank) negatif olmayan regüler bir matris ve a = (an) pozitif terimli art-

mayan bir dizi olmak üzere Aa := (ank
an
) şeklinde tan¬mlans¬n. Dikkat edilirse Aa

matrisi regüler bir matris olmak zorunda de¼gildir. Ayr¬ca �A;a (N) = � <1 kabulü

ile Aa matrisi Teorem 2.1�in (ST1) şart¬n¬gerçeklemektedir.

Fridy ve Khan (1998) A�istatistiksel yak¬nsakl¬k metodunun regüler bir metot

olmas¬için gerek ve yeter şart¬n A matrisinin kolonlar¬n¬n s¬f¬ra gitmesi gerekti¼gini

ispatlam¬̧st¬r. Benzer bir sonuç olarak o (an) oran¬yla A�istatistiksel yak¬nsak-

l¬k metodunun regüler bir metot olmas¬ için gerek ve yeter şart her k 2 N için

ank = o (an) ; (n!1) olmas¬d¬r. Bu tez boyunca o (an) oran¬yla A�istatistiksel

yak¬nsakl¬k metodu regüler bir metot olarak kabul edilecektir, yani Aa matrisinin

Teorem 2.1�in (ST2) şart¬n¬gerçekledi¼gi kabul edilecektir. Bu kabuller ile Aa matrisi

bir coregüler matristir.

Şimdi tan¬mlad¬¼g¬m¬z yo¼gunluk kavram¬n¬n temel özelliklerini inceleyelim.

Önerme 2.1 E � N ve G � N olsun. Aşa¼g¬dakiler gerçeklenir.

i) E � G) �A;a (E) � �A;a (G) ;

ii) �A;a (?) = 0;

iii) �A;a (E) veya �A;a (NnE) yo¼gunluklar¬ndan herhangi biri mevcut ise �A;a (NnE) =

�� �A;a (E) eşitli¼gi sa¼glan¬r.
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·Ispat. Kolayca elde edilebilir.

Demirci (2002) taraf¬ndan verilen bir sonucun bir benzerini ispatl¬yoruz.

Teorem 2.4 A = (ank) ve B = (bnk) negatif olmayan regüler matrisler ve a = (an)

pozitif terimli artmayan bir dizi olsun. E¼ger

lim sup
n

1

an

1X
k=1

jank � bnkj = 0

eşitli¼gi gerçekleniyorsa, her K � N için �A;a (K) = 0 olmas¬için gerek ve yeter şart

�B;a (K) = 0 olmas¬d¬r.

·Ispat. E¼ger �A;a (K) = 0 ise,

lim sup
n

1

an

X
k2K

ank = 0 (2.1)

gerçeklenir. Ayr¬ca her n 2 N���� 1an P
k2K

ank � 1
an

P
k2K

bnk

���� � 1
an

P
k2K

jank � bnkj

� 1
an

1P
k=1

jank � bnkj

olmas¬ndan, hipotez ile

lim sup
n

����� 1an X
k2K

ank �
1

an

X
k2K

bnk

����� = 0
elde edilir. O halde (2.1) ile

lim sup
n

1

an

X
k2K

bnk = 0

gerçeklenir ve �B;a (K) = 0 elde edilir.

Yeter koşulun gerçeklendi¼gi benzer şekilde görülebilir.

2.3 o (an) Oran¬yla A�Kuvvetli Toplanabilme

Bu kesimde verilen bir oranda A�kuvvetli toplanabilme, A�da¼g¬l¬msal yak¬nsak-

l¬k ve A�düzgün integrallenebilme kavramlar¬n¬ tan¬mlayaca¼g¬z. ·Ilk olarak M.K.
6



Khan�¬n 21 A¼gustos-1 Eylül 2006 tarihleri aras¬nda Ankara Üniversitesi�nde "Proba-

bilistic Methods in the Theory of Summability" başl¬kl¬yaz semineri derslerinde sun-

du¼gu bir lemman¬n bir benzerini verece¼giz. Sonras¬nda o (an) oran¬yla A�kuvvetli

toplanabilmeyi karakterize eden bir başka teorem ispatlayaca¼g¬z.

Tan¬m 2.9 A = (ank) negatif olmayan regüler bir matris ve a = (an) pozitif terimli

artmayan bir dizi olsun.

Wa (A) := fx = (xk) : bir L 2 R için; lim
n!1

1

an

1X
k=1

ank jxk � Lj = 0 g

şeklinde tan¬mlans¬n. E¼ger x 2 Wa (A) ise x dizisi L say¬s¬na o (an) oran¬yla

A�kuvvetli toplanabilirdir denir. Bu tan¬m, bilinen kuvvetli toplanabilmenin bir

geni̧slemesidir.

Aşa¼g¬daki iki tan¬mKhan ve Orhan (2010) taraf¬ndan verilen tan¬mlar¬n birer geni̧sle-

mesidir.

Tan¬m 2.10 A = (ank) negatif olmayan regüler bir matris ve a = (an) pozitif

terimli artmayan bir dizi olsun. E¼ger

lim
t!1

sup
n

1

an

X
k:jxkj>t

ank jxkj = 0

gerçekleniyor ise, x = (xk) dizisine o (an) oran¬yla A�düzgün integrallenebilirdir

denir. o (an) oran¬yla A�düzgün integrallenebilir dizilerin uzay¬n¬UA;a ile göstere-

ce¼giz.

Dikkat edilirse her s¬n¬rl¬ x = (xk) dizisinin o (an) oran¬yla A�düzgün integral-

lenebilir oldu¼gu tan¬mdan aç¬kt¬r.

Şimdi olas¬l¬k teorisinden kullanaca¼g¬m¬z bir kavram¬hat¬rlatal¬m.

Tan¬m 2.11 F : (�1;1) �! [0; 1] fonksiyonu F (�1) = 0 ve F (1) = 1 ol-

mak üzere azalmayan ve sa¼gdan sürekli ise "da¼g¬l¬m fonksiyonu" ad¬n¬al¬r. Burada

limt!�1 F (t) = F (�1) ve limt!1 F (t) = F (1) ile gösterilir (Chung 2001).

Tan¬m 2.12 A = (ank) negatif olmayan regüler bir matris, a = (an) pozitif terimli

artmayan bir dizi ve x = (xk) bir reel terimli dizi olsun. R üzerinde tan¬ml¬bir F
7



olas¬l¬k da¼g¬l¬m fonksiyonunun sürekli oldu¼gu her t 2 R için

lim
n!1

1

an

X
k:xk�t

ank = �F (t)

gerçekleniyor ise, x = (xk) dizisi �F fonksiyonuna o (an) oran¬yla A�da¼g¬l¬msal

yak¬nsakt¬r denir.

·Ilk olarak o (an) oran¬yla A�düzgün integrallenebilmeyi karakterize eden aşa¼g¬daki

teoremi sunuyoruz. Bu teorem Khan (21 A¼gustos-1 Eylül 2006) taraf¬ndan verilen

Lemma 4.2.1�nin bir benzeridir.

Teorem 2.5 x = (xk) bir reel terimli dizi, A = (ank) negatif olmayan regüler bir

matris ve a = (an) pozitif terimli artmayan bir dizi olmak üzere aşa¼g¬daki önermeler

denktir:

(1) x 2 UA;a,

(2)(i) supn
1
an

P1
k=1 ank jxkj <1,

(ii) her " > 0 için en az bir � > 0 mevcut öyle ki

sup
n

1

an

X
k2E

ank < �

şart¬n¬gerçekleyen key�E � N alt kümesi için

sup
n

1

an

X
k2E

ank jxkj < "

olmas¬d¬r.

·Ispat. (1)) (2): x 2 UA;a olsun. O halde her " > 0 için en az bir t0 2 N mevcut

öyleki her t > t0 için

sup
n

1

an

X
k:jxkj>t

ank jxkj <
"

2

gerçeklenir.

8



Buradan

sup
n

1
an

1P
k=1

ank jxkj � sup
n

1
an

1P
k:jxkj�t0

ank jxkj + sup
n

1
an

1P
k:jxkj>t0

ank jxkj

� t0 sup
n

1
an

1P
k=1

ank +
"

2

� t0�+
"

2

< 1

olup (i) şart¬elde edilir.

Şimdi de (ii) şart¬n¬n gerçeklendi¼gini gösterelim.

� =
"

2t0
alal¬m ve key� bir E � N alt kümesi için

sup
n

1

an

X
k2E

ank < �

olsun.

Böylece

sup
n

1

an

P
k2E

ank jxkj � sup
n

1

an

P
k:jxkj>t0

k2E

ank jxkj + sup
n

1

an

P
k:jxkj�t0

k2E

ank jxkj

� sup
n

1

an

P
k:jxkj>t0

ank jxkj + t0 sup
n

1

an

P
k2E

ank

� "

2
+ t0�

= "

olmas¬ile (ii) şart¬elde edilir.

(2)) (1): (i) hipotezi ile

M := sup
n

1

an

1X
k=1

ank jxkj <1

9



olsun ve (ii) hipotezi ile her " > 0 için en az bir � > 0 mevcut olsun öyleki

sup
n

1

an

X
k2E

ank < �

şart¬n¬gerçekleyen key�E � N alt kümesi için

sup
n

1

an

X
k2E

ank jxkj < "

gerçeklensin.

t0 =
M

�
alal¬m ve E (t) := fk : jxkj � tg şeklinde tan¬mlans¬n.

t � t0 şart¬n¬sa¼glayan her t için

sup
n

1
an

P
k2E(t)

ank = sup
n

1
an

P
k2E(t)

ank1

� 1
t
sup
n

1
an

1P
k=1

ank jxkj

� M
t

� M
t0

= �

eşitsizli¼gi elde edilir.

O halde (ii) hipotezi ile t � t0 iken

sup
n

1

an

X
k2E(t)

ank jxkj < "

elde edilir. Bu ise x 2 UA;a olmas¬d¬r ve böylece ispat tamamlan¬r.

Şimdi de o (an) oran¬yla A�kuvvetli yak¬nsakl¬¼g¬karakterize eden aşa¼g¬daki teoremi

sunuyoruz. Bu sonuç Khan ve Orhan (2010)�n¬n bir sonucunun bir benzeridir.

Teorem 2.6 A = (ank) negatif olmayan regüler bir matris, a = (an) pozitif terimli

artmayan bir dizi ve x = (xk) bir reel terimli dizi olmak üzere aşa¼g¬daki önermeler

denktir:

(i) lim
n!1

1
an

1P
k=1

ank jxkj = 0,

10



(ii) stA;a � limx = 0 ve x 2 UA;a,

(iii) F = �[0;1) şeklinde tan¬ml¬olas¬l¬k da¼g¬l¬m fonksiyonu olmak üzere x = (xk)

dizisi �F fonksiyonuna o (an) oran¬yla A�da¼g¬l¬msal yak¬nsakt¬r ve x 2 UA;a:

·Ispat. (ii)) (i): x 2 UA;a ve stA;a � limx = 0 olsun. Her " > 0 ve her t > 0 için

lim sup
n

1

an

P
k:jxkj�t

ank jxkj � lim sup
n

1

an

P
k:"<jxkj�t

ank jxkj

+ lim sup
n

1

an

P
k:jxkj�min(t;")

ank jxkj

� t lim sup
n

1

an

P
k:jxkj>"

ank

+" lim sup
n

1

an

1P
k=1

ank

� 0 + " lim sup
n

1

an

1P
k=1

ank

� "�

eşitsizli¼gi elde edilir. Buradan

lim sup
n

1

an

1P
k=1

ank jxkj � lim sup
n

1

an

P
k:jxkj�t

ank jxkj

+ lim sup
n

1

an

P
k:jxkj>t

ank jxkj

� "�+ lim sup
n

1

an

P
k:jxkj>t

ank jxkj

(2.2)

eşitsizli¼ginin gerçeklendi¼gi görülür.

Hipotezden x 2 UA;a olmas¬ile eşitsizlik (2.2)�de t!1 üzerinden limit al¬n¬rsa

lim sup
n

1

an
ank jxkj � "�

gerçeklenir. " > 0 key� oldu¼gu için

lim
n!1

1

an

1X
k=1

ank jxkj = 0

11



elde edilir.

(i)) (ii): Key� " > 0 say¬s¬için

1

an

P
k:jxkj>"

ank =
1

an

P
k:
jxkj
"

>1

ank1

� 1

"an

1P
k=1

ank jxkj

eşitsizli¼gi gerçeklenir ve (i) hipotezi ile stA;a � limx = 0 sonucuna var¬l¬r.

Şimdi x 2 UA;a oldu¼gunu gösterelim.

Key� " > 0 olsun. (i) hipotezi ile her n � N için

1

an

1X
k=1

ank jxkj < "

eşitsizli¼gi gerçeklenecek şekilde bir N 2 N mevcuttur.

Üstelik supn
1

an

1P
k=1

ank jxkj <1 olmas¬ndan her n = 1; 2; :::; N � 1 için

1

an

X
k>K

ank jxkj < "

olacak şekilde yeterince büyük K 2 N seçilebilir.

t > maxfjx1j ; jx2j ; :::; jxK jg oldu¼gunda

sup
n

1

an

X
k:jxkj>t

ank jxkj < "

olup x 2 UA;a elde edilir ve (i) ve (ii) önermelerinin denk oldu¼gu görülür.

·Ispat¬tamamlamak için (ii) ve (iii) önermelerinin denk oldu¼gunu gösterelim.

(ii)) (iii): (i) ve (ii) önermelerinin denk olmas¬ile

lim
n!1

1

an

1X
k=1

ank jxkj = 0 (2.3)

olur.
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Durum I: t < 0 olsun. E¼ger xk � t ise jxkj � jtj = �t � 0 olaca¼g¬ndan �
jxkj
t
� 1

gerçeklenir.

Böylece
1

an

P
k:xk�t

ank � �1
t

1

an

P
k:xk�t

ank jxkj

� �1
t

1

an

1P
k=1

ank jxkj

eşitsizli¼gi elde edilir ve denklem (2.3) ile

lim
n!1

1

an

X
k:xk�t

ank = 0

elde edilir. Bu ise t < 0 için F (t) = 0 olmas¬d¬r.

Durum II: t > 0 olsun.

1

an

1P
k=1

ank =
1

an

P
k:xk�t

ank +
1

an

P
k:xk>t

ank

� 1

an

P
k:xk�t

ank +
1

t

1

an

P
k:xk>t

ankxk

� 1

an

P
k:xk�t

ank +
1

t

1

an

1P
k=1

ank jxkj :

eşitsizli¼gi elde edilir. Bu eşitsizlikte n ! 1 üzerinden limit al¬n¬rsa denklem (2.3)

ile

� � lim
n!1

1

an

P
k:xk�t

ank

� lim
n!1

1

an

1P
k=1

ank

� �

elde edilir. Bu ise t > 0 için F (t) = 1 olmas¬d¬r.
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(iii)) (ii): Her " > 0 say¬s¬için

1

an

P
k:jxkj>"

ank =
1

an

P
k:xk<�"

ank +
1

an

P
k:xk>"

ank

� 1

an

P
k:xk��"

ank +
1

an

1P
k=1

ank

� 1

an

P
k:xk�"

ank

eşitsizli¼gi elde edilir. Bu arada hat¬rlatal¬m ki F = �[0;1) oldu¼gundan F (�") = 0

ve F (") = 1 olur. Dolay¬s¬yla yukar¬daki eşitsizlikte n!1 üzerinden limit al¬n¬rsa

lim
n!1

1

an

P
k:jxkj>"

ank � �F (�") + �� �F (")

= 0

elde edilir. Bu ise stA;a � limx = 0 olmas¬d¬r.

Böylece (ii) ve (iii) önermelerinin denk oldu¼guda görülür ve ispat tamamlan¬r.

2.4 o (an) Oran¬yla A�·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k için Kriterler

Schoenberg (1959) ve �alát (1980) taraf¬ndan istatistiksel yak¬nsakl¬k için verilen

kriterlerin baz¬benzerleri, Demirci (1998) taraf¬ndan doktora çal¬̧smas¬ndaA�istatis-

tiksel yak¬nsakl¬k için geni̧sletilmi̧stir. Biz de bu kesimde Demirci�nin (1998) sonuç-

lar¬n¬o (an) oran¬yla A�istatistiksel yak¬nsakl¬k için geni̧sletece¼giz.

Bu amaçla ilk olarak bir x dizisinin o (an) oran¬ylaA�toplanabilirli¼gini tan¬ml¬yoruz.

Tan¬m 2.13 A = (ank) negatif olmayan bir regüler matris, a = (an) pozitif terimli

artmayan bir dizi olsun. Her n için (Aax)n =
1
an

1P
k=1

ankxk mevcut ve

lim
n

1

an

1X
k=1

ankxk = L

ise x = (xk) dizisi L de¼gerine o (an) oran¬yla A�toplanabilir denir ve Aa� limx = L

ile gösterilir.
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Teorem 2.7 A = (ank) negatif olmayan regüler bir matris, a = (an) pozitif terimli

artmayan bir dizi olsun. Her o (an) oran¬yla A�istatistiksel yak¬nsak s¬n¬rl¬dizi,

limit de¼gerinin � kat¬na, o (an) oran¬ylaA�toplanabilirdir. (Yani; s¬n¬rl¬bir x = (xk)

dizisi için stA;a � limx = L oldu¼gunda Aa � limx = �L olmas¬d¬r.)

·Ispat. Key� bir x 2 `1 için stA;a � limx = L olsun. O halde her " > 0 için

K := fk : jxk � Lj � "g şeklinde tan¬mlanmak üzere

lim
n

1

an

X
k2K

ank = 0

gerçeklenir. Her x 2 `1 için

j(Aax)n � �Lj =
���� 1an 1P

k=1

ankxk �
1

an

1P
k=1

ankL+
1

an

1P
k=1

ankL� �L
����

� 1

an

1P
k=1

ank jxk � Lj+ jLj
���� 1an 1P

k=1

ank � �
����

=
1

an

P
k2K

ank jxk � Lj+
1

an

P
k 62K

ank jxk � Lj+ jLj
���� 1an 1P

k=1

ank � �
����

� sup
k
jxk � Lj

1

an

P
k2K

ank + "
1

an

P
k 62K

ank + jLj
���� 1an 1P

k=1

ank � �
����

eşitsizli¼gi gerçeklenir. Bu son eşitsizlikte n!1 üzerinden limit al¬n¬rsa

j(Aax)n � �Lj � "�

oldu¼gu görülür. " > 0 say¬s¬key� olup Aa � limx = �L elde edilir ve ispat tamam-

lan¬r.

Aşa¼g¬daki lemman¬n ispat¬nda, Schoenberg (1959) ve Demirci (1998) taraf¬ndan ve-

rilen tekni¼gin bir benzerinden yararlan¬yoruz (ayr¬ca bkz. Connor ve Grosse-Erdmann

2003) .

Lemma 2.1 A = (ank) negatif olmayan bir regüler matris, a = (an) pozitif terimli

artmayan bir dizi olsun. E¼ger stA;a � limx = L ve R üzerinde tan¬ml¬g fonksiyonu

her reel y = L noktas¬nda sürekli ise stA;a � lim g (x) = g (L) gerçeklenir.
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·Ispat. stA;a� limx = L olsun. g fonksiyonu y = L reel noktas¬nda sürekli oldu¼gun-

dan jy � Lj < � oldu¼gunda jg (y)� g (L)j < " olacak biçimde bir � > 0 say¬s¬

mevcuttur.

Böylece, özel olarak,

jg (xk)� g (L)j � " iken jxk � Lj � �

elde edilir ve buradan

E := fk 2 N : jg (xk)� g (L)j � "g � E 0 := fk 2 N : jxk � Lj � �g

oldu¼gu görülür. Hipotez ile �A;a (E 0) = 0 olup Önerme 2.1 ile �A;a (E) = 0 olup

istenilen elde edilir.

·Ilk kriter olarak Schoenberg (1959) taraf¬ndan verilen bir sonucun bir benzerini

veriyoruz.

Teorem 2.8 A = (ank) negatif olmayan regüler bir matris, a = (an) pozitif ter-

imli artmayan bir dizi olsun. Bir x = (xk) dizisinin L de¼gerine o (an) oran¬yla

A�istatistiksel yak¬nsak olmas¬için gerek ve yeter şart her t reel say¬s¬için

lim
n!1

1

an

1X
k=1

anke
itxk = �eitL (2.4)

olmas¬d¬r.

·Ispat. Gerek şart: stA;a � limx = L olsun. Verilen bir t 2 R için g (x) = eitx

şeklinde tan¬mlanmak üzere g fonksiyonu x�in bir sürekli fonksiyonudur. Böylece

Lemma 2.1 ile

stA;a � lim eitxk = eitL

elde edilir. jeitxk j = jcos (txk) + i sin (txk)j = 1 olup (Re (eitxk)) ; (Im (eitxk)) 2 l1
olmas¬ndan Teorem 2.7 ile

Aa � lim eitxk = �eitL

gerçeklenir ve gerek şart ispatlan¬r.
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Yeter şart: Şimdi de her t reel say¬s¬için denklem (2.4) gerçeklensin. Schoenberg

1959�daki gibi;

M (y) =

8>>>>>><>>>>>>:

0 ; y � �1

1 + y ; �1 < y < 0

1� y ; 0 � y < 1

0 ; 1 � y

şeklinde tan¬ml¬, R üzerinde sürekli bir M : R ! [0; 1] fonksiyonunu ele alal¬m. M

fonksiyonu Lebesgue integrallenebilir bir fonksiyon oldu¼gundan, Fourier dönüşümü

f (t) = 1p
2�

1R
�1

M (y) e�itydy ; t 2 R

= 1p
2�

�
sin( t2)

t
2

�2

şeklindedir. Dahas¬f fonksiyonunun ters Fourier dönüşümü

M (y) = 1p
2�

1R
�1

f (t) eitydt

= 1
2�

1R
�1

�
sin( t2)

t
2

�2
eitydt

(2.5)

olacakt¬r. ·Ispat¬n geri kalan¬nda stA;a � limx = 0 oldu¼gunu göstermemiz yeterli

olacakt¬r. Key� " > 0 ve K := K (") := fk 2 N : jxkj � "g olsun.
t
"
= u dönüşümü ile

M
�y
"

�
=
"

2�

1Z
�1

 
sin
�
"t
2

�
"t
2

!2
eitydt

olarak yaz¬labilir. Böylece

1

an

1X
k=1

ankM
�xk
"

�
=
"

2�

1Z
�1

 
sin
�
"t
2

�
"t
2

!2
eity

 
1

an

1X
k=1

anke
itxk

!
dt

olmas¬ve (2.5)�nin bir mutlak yak¬nsak integral olmas¬nedeniyle Lebesgue bask¬n
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yak¬nsakl¬k teoreminden

lim
n

1

an

1P
n=1

ankM
�
xk
"

�
= "

2�

1R
�1

�
sin( "t2 )

"t
2

�2�
lim
n

1

an

1P
k=1

anke
itxk

�
dt

=
"

2�
�

1R
�1

�
sin( "t2 )

"t
2

�2
dt

= �M (0)

= �

olur. M fonksiyonu göz ününe al¬n¬rsa

1

an

1P
n=1

ankM
�
xk
"

�
=

1

an

P
k:�1<xk

"
<0

ankM
�
xk
"

�
+
1

an

P
k:0�xk

"
<1

ankM
�
xk
"

�

� 1

an

P
k2N

ank �
1

an

P
k2K

ank

olup
1

an

P
k2K

ank � 1

an

P
k2N

ank �
1

an

1P
n=1

ankM
�
xk
"

�

elde edilir. Son eşitsizlikte n ! 1 üzerinden limit al¬nd¬¼g¬nda �A;a (K) = 0 olup

istenilen elde edilir ve ispat tamamlan¬r.

Şimdi de �alát (1980) ve Demirci (1998) taraf¬ndan verilen kriterlerin bir benzerini

veriyoruz.

Teorem 2.9 A = (ank) negatif olmayan regüler bir matris ve a = (an) pozitif

terimli artmayan bir dizi olmak üzere

S�A;a :=

(
x = (xk) :

 
1

an

1X
k=1

ank jxkj
!
2 `1

)
şeklinde bir dizi uzay¬tan¬mlans¬n. Bir x 2 S�A;a dizisinin L de¼gerine o (an) oran¬yla

A�istatistiksel yak¬nsak olmas¬için gerek ve yeter şart her t rasyonel say¬s¬için

lim
n

1

an

1X
k=1

anke
itxk = �eitL (2.6)

olmas¬d¬r.
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·Ispat. Gerek şart: x 2 S�A;a ve stA;a � limx = L olsun. Teorem 2.8�den her t

rasyonel say¬s¬için

lim
n

1

an

1X
k=1

anke
itxk = �eitL

gerçeklenir.

Yeter şart: Her t rasyonel say¬s¬ için (2.6) eşitli¼gi gerçeklensin ve t0 bir reel say¬

olsun.

lim
n

1

an

1X
k=1

eit0xk = �eit0L (2.7)

eşitli¼ginin gerçeklendi¼gini göstererek, Teorem 2.8 yard¬m¬ile, ispat tamamlanacakt¬r.

Key� bir t rasyonel say¬s¬için

Cn (t0; t) :=
1

an

1X
k=1

eit0xk � 1

an

1X
k=1

anke
itxk

şeklinde yaz¬ls¬n. Buradan � 2 R için ei� = cos � + i sin � olmak üzere

jCn (t0; t)j �
1

an

1X
k=1

q
(cos t0xk � cos txk)2 + (sin t0xk � sin txk)2

eşitsizli¼ginin gerçeklendi¼gi kolayl¬kla görülebilir. Ortalama de¼ger teoreminden

jCn (t0; t)j � jt� t0j
1

an

1X
k=1

ank jxkj

eşitsizli¼gi elde edilir ve x 2 S�A;a hipotezi ile

jCn (t0; t)j � jt� t0jM (2.8)

olacak şekilde bir M > 0 say¬s¬mevcuttur.

Uygun terimler ekleyip ç¬kararak, üçgen eşitsizli¼gi yard¬m¬yla;����� 1an
1X
k=1

anke
it0xk � �eit0L

����� �
����� 1an

1X
k=1

anke
itxk � �eitL

�����+ � ��eitL � eit0L��+ jCn (t0; t)j
eşitsizli¼gini elde ediyoruz.

Şimdi " > 0 olsun. g (x) := �eixL şeklinde tan¬mlanmak üzere, x 2 R için g sürekli

oldu¼gundan ��eitL � eit0L�� < "

3�
(2.9)
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ve ((2.8) eşitsizli¼gi yard¬m¬yla)

jCn (t0; t)j <
"

3
(2.10)

eşitsizlikleri gerçeklenecek şekilde bir t rasyonel say¬s¬mevcuttur.

Son olarak (2.6) eşitli¼gi ve (2.9), (2.10) eşitsizlikleri ile (2.7) eşitli¼gi elde edilir ve

ispat tamamlan¬r.
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3. KARMA D·IZ·ILER·IN VER·ILEN B·IR ORANDA TOPLANAB·IL·IR-

L·I¼G·I

Karma (spliced) dizi, iki veya daha fazla çoklukta yak¬nsak dizinin, terimlerinin

orijinal s¬ras¬n¬bozmadan, kar¬lmas¬yla oluşturulan dizidir. Karma diziler ilk olarak

1997 y¬l¬nda Osikiewicz taraf¬ndan doktora tezinin bir bölümünde tan¬mlanm¬̧s ve

bu dizilerin toplanabilirli¼gi yine ayn¬doktora tezinde çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Bu bölümde bizde

karma dizilerin o (an) oran¬yla toplanabilirli¼gi üzerine benzer sonuçlar verece¼giz.

3.1 Sonlu Karma Diziler

Bu kesimde sonlu karma dizilerin o (an) oran¬yla A�toplanabilirli¼gini çal¬̧saca¼g¬z ve

sonlu ayr¬̧s¬mdaki kümelerin o (an) oran¬yla A�yo¼gunlu¼guna ili̧skin çeşitli sonuçlar

verece¼giz.

A = (ank) bir sonsuz matris ve N do¼gal say¬lar kümesinin bir sonsuz alt kümesi

E := fv (j)gj2N olsun. A matrisinin kolon alt matrisi A[E] :=
�
an;v(k)

�
şeklinde

tan¬mlan¬r.

Tan¬m 3.1 N sabit bir do¼gal say¬olsun. N = [Ni=1Ei ve i 6= k için Ei\Ek = ? şart-

lar¬n¬gerçekleyen sonsuz çoklukta elemana sahip Ei := fvi (j)gj2N, i = 1; 2; : : : ; N

kümelerine N do¼gal say¬lar kümesinin bir N�ayr¬̧s¬m¬denir (Osikiewicz 1997, 2005).

Tan¬m 3.2 (Sonlu Karma) N do¼gal say¬lar kümesinin verilen bir N�ayr¬̧s¬m¬

fE1; E2; : : : ; ENg olmak üzere i = 1; 2; : : : ; N için 
(i) :=
�


(i)
j

�
j2N

kompleks terimli

yak¬nsak bir dizi ve limj!1 

(i)
j = �(i) olsun. O halde 
(1); 
(2); : : : ; 
(N) dizilerinin

N�nin bir N�ayr¬̧s¬m¬olan fE1; E2; : : : ; ENg kümesi üzerindeki N�karma dizisi

n 2 Ei ise n = vi (j) olmak üzere xn = xvi(j) := 

(i)
j

genel terimine sahip bir x = (xn) dizisi olarak tan¬mlan¬r (Osikiewicz 1997, 2005).

Dikkat edilirse bir N�karma dizi en fazla N tane limit noktas¬na sahip s¬n¬rl¬bir

dizidir.
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Örnek 3.1 Do¼gal say¬lar¬n

E1 : = f1; 3; 5; 7; 9; 11; 13; : : :g

E2 : = f2; 6; 10; 14; 18; 22; 26; : : :g

E3 : = f4; 8; 12; 16; 20; 24; 28; : : :g

3�ayr¬̧s¬m¬n¬ele alal¬m ve her i = 1; 2; 3 için 
(i) :=
�


(i)
j

�
bir yak¬nsak dizi olsun.


(1); 
(2); 
(3) dizilerinin 3�ayr¬̧s¬ml¬fE1; E2; E3g kümesi üzerindeki 3�karma dizi-

sinin

x =
�


(1)
1 ; 


(2)
1 ; 


(1)
2 ; 


(3)
1 ; 


(1)
3 ; 


(2)
2 ; 


(1)
4 ; 


(3)
2 ; : : :

�
oldu¼gu kolayl¬kla görülür (Osikiewicz 1997, 2005).

Şimdi aşa¼g¬daki tan¬m¬verelim.

Tan¬m 3.3 A = (ank) negatif olmayan regüler bir matris, a = (an) pozitif terimli

artmayan bir dizi veN do¼gal say¬lar kümesinin sabit birN�ayr¬̧s¬m¬fE1; E2; : : : ; ENg

olsun. fE1; E2; : : : ; ENg kümesi üzerinde herN�karma dizi o (an) oran¬ylaA�topla-

nabilir ise A matrisi fE1; E2; : : : ; ENg kümesi üzerinde o (an) � kar{lma (splicing)

özelli¼gine sahiptir denir.

Bu bölümde elde edece¼gimiz sonuçlar¬n ispatlar¬nda yararlanaca¼g¬z ilk teoremi sunu-

yoruz.

Teorem 3.1 A = (ank) negatif olmayan regüler bir matris, a = (an) pozitif terimli

artmayan bir dizi ve N do¼gal say¬lar kümesinin sonsuz çoklukta elemana sahip bir alt

kümesi E := fv (j)g olsun. E¼ger �A;a (E) mevcut ise A[E]a matrisi bir �A;a (E)�çar-

p¬msal matristir. Tersine e¼ger A[E]a matrisi bir t�çarp¬msal matris ise �A;a (E) mev-

cuttur ve �A;a (E) = t gerçeklenir.

·Ispat. A[E]a matrisi, Aa matrisinin bir kolon alt matrisi olmak üzere key� bir n 2 N

için, �
A[E]a e

�
n
=

1

an

1X
k=1

an;v(k)

=
1

an

X
k2E

ank
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elde edilir. Böylece �A;a (E) mevcut ise A
[E]
a matrisi bir �A;a (E)�çarp¬msal mat-

ristir. Tersine, A[E]a matrisi bir t�çarp¬msal matris ise

t = lim
n!1

�
A
[E]
a e

�
n

= lim
n!1

1
an

P
k2E

ank

= �A;a (E)

olup �A;a (E) mevcuttur ve üstelik �A;a (E) = t oldu¼gu görülür.

Bir sonraki teorem, bir N�karma x dizisinin o (an) oran¬yla A�limitinin, sonlu

ayr¬̧s¬mdaki kümelerin o (an) oran¬yla A�yo¼gunluklar¬n¬n (�(i) katsay¬lar¬ ile, i =

1; 2; : : : ; N) lineer kombinasyonu olarak ifade edilebilece¼gini gösteriyor.

Teorem 3.2 A = (ank) negatif olmayan regüler bir matris, a = (an) pozitif terimli

artmayan bir dizi veN do¼gal say¬lar kümesinin sabit birN�ayr¬̧s¬m¬fE1; E2; : : : ; ENg

olsun. E¼ger i = 1; 2; : : : ; N için �A;a (Ei) mevcut ise A matrisi, fE1; E2; : : : ; ENg

kümesi üzerinde her N�karma x disizi için

lim
n!1

(Aax)n =

NX
i=1

�A;a (Ei) �
(i)

ile fE1; E2; : : : ; ENg üzerinde o (an)�kar¬lma özelli¼gine sahiptir.

·Ispat. i = 1; 2; : : : ; N için �A;a (Ei) mevcut ve fE1; E2; : : : ; ENg üzerinde x, bir
23



N�karma dizi olsun. O halde, key� bir n 2 N için

(Aax)n =
1

an

X
k2N

ankxk

=
1

an

0@ X
k2[Ni=1Ei

ankxk

1A
=

NX
i=1

 
1

an

X
k2Ei

ankxk

!

=

NX
i=1

 
1

an

1X
j=1

an;vi(j)xvi(j)

!

=
NX
i=1

 
1

an

1X
j=1

an;vi(j)

(i)
j

!

=
NX
i=1

�
A[Ei]a 
(i)

�
n

elde edilir. Teorem 3.1�den A[Ei]a matrisi bir �A;a (Ei)�çarp¬msal matristir. Böylece

lim
n!1

(Aax)n = lim
n!1

NX
i=1

�
A[Ei]a 
(i)

�
n

=
NX
i=1

lim
n!1

�
A[Ei]a 
(i)

�
n

=
NX
i=1

�A;a (Ei) �
(i)

sonucuna var¬l¬r, bu ise x dizisinin
NP
i=1

�A;a (Ei) �
(i) say¬s¬na o(an) oran¬yla A�topla-

nabilir olmas¬d¬r. Üstelik x dizisi key� oldu¼gu için A matrisi fE1; E2; : : : ; ENg üz-

erinde o (an)�kar¬lma özelli¼gine sahiptir.

Aa matrisi üzerine kabullerimiz ile aşa¼g¬daki sonucu verebiliyoruz.

Teorem 3.3 A = (ank) negatif olmayan regüler bir matris, a = (an) pozitif terimli

artmayan bir dizi ve N � 2 olsun. A matrisinin üzerinde o (an)�kar¬lma özelli¼gine

sahip olmayaca¼g¬, N do¼gal say¬lar kümesinin bir N�ayr¬̧s¬m¬fE1; E2; : : : ; ENg mev-

cuttur.
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·Ispat. Önceki k¬s¬mlarda belirti¼gimiz gibi, kabullerimiz ile Aa matrisi bir coregüler

matristir. Böylece Steinhaus teoreminden terimleri 0 ve 1�ler den oluşan ve o(an)

oran¬yla A�toplanabilir olmayan bir x dizisi mevcuttur. Şimdi sabit bir N � 2

için E1 := fn : xn = 1g olsun ve E2; :::; EN kümeleri sonsuz çoklukta elemana sahip

olmak üzere ayr¬k ve [Ni=2Ei = NnE1 olsun. Aç¬kt¬r ki E1; E2; : : : ; EN kümeleri

N do¼gal say¬lar kümesinin bir N�ayr¬̧s¬m¬d¬r. Üstelik x dizisi bu ayr¬̧s¬m üzerinde


(1) := 1 ve i = 2; : : : ; N için 
(i) := 0 sabit dizilerinin N�karma dizisi olarak

al¬nabilir. Böylece A matrisi fE1; E2; : : : ; ENg üzerinde o (an)�kar¬lma özelli¼gine

sahip de¼gildir ve istenilen elde edilir.

S¬f¬r limitleri koruyan matrislere ili̧skin Osikiewicz�in bir sonucunu hat¬rlatal¬m.

Teorem 3.4 A s¬f¬r limitleri koruyan bir matris olsun. E¼ger L say¬s¬na A�toplana-

bilir olan bir 
 2 c n c0 dizisi mevcut ise limn 
n = � 6= 0 olmak üzere A matrisi bir

L=��çarp¬msal matristir (Osikiewicz 1997, 2005).

Şimdi 2�ayr¬̧s¬mdaki kümelerin o (an) oran¬yla A�yo¼gunluklar¬üzerine bir sonuç

veriyoruz.

Teorem 3.5 A = (ank) negatif olmayan regüler bir matris, a = (an) pozitif te-

rimli artmayan bir dizi ve 2�ayr¬̧s¬m fE1; E2g üzerinde 
(1) ve 
(2) (�(1) 6= �(2))

dizilerinin 2�karma dizisi x olsun. E¼ger 2�karma x dizisi L say¬s¬na o(an) oran¬yla

A�toplanabilir ise

�A;a (E1) =
��(2) � L
�(2) � �(1) ve �A;a (E2) =

L� ��(1)
�(2) � �(1)

olacak şekilde �A;a (E1) ve �A;a (E2) yo¼gunluklar¬mevcuttur.

·Ispat. fE1; E2g üzerinde 
(1) ve 
(2) (�(1) 6= �(2)) dizilerinin 2�karma x dizisi L

say¬s¬na o(an) oran¬yla A�toplanabilir olsun. Hipotezler gere¼gince Aa s¬f¬r limitleri

koruyan bir matristir. Böylece, A[E1]a ve A[E2]a kolon alt matrisleri de ayr¬ca s¬f¬r

limitleri korur.
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i = 1; 2 için Ei := fvi (j)g olsun. Key� bir n 2 N için�
Aa
�
x� �(1)

��
n
=

1

an

X
k2N

ank
�
xk � �(1)

�

=
1

an

X
k2E1

ank
�
xk � �(1)

�
+
1

an

X
k2E2

ank
�
xk � �(1)

�

=
1

an

X
j2N

an;v1(j)

�


(1)
j � �(1)

�
+
1

an

X
j2N

an;v2(j)

�


(2)
j � �(1)

�

=
�
A[E1]a

�

(1) � �(1)

��
n
+
�
A[E2]a

�

(2) � �(1)

��
n

elde edilir.


(1) � �(1) 2 c0 olmas¬ile, son eşitlik düzenlenerek,

lim
n!1

�
A[E2]a

�

(2) � �(1)

��
n
= lim

n!1

�
Aa
�
x� �(1)

��
n
� lim

n!1

�
A[E1]a

�

(1) � �(1)

��
n

= L� ��(1)

oldu¼gu kolayl¬kla görülür. Bu ise 
(2)��(1) dizisinin L���(1) say¬s¬na o(an) oran¬yla

A[E2] �toplanabilir olmas¬d¬r. Dahas¬ 
(2) � �(1) 2 c n c0 olmas¬ ile Teorem 3.4

yard¬m¬yla

t =
L� ��(1)
�(2) � �(1)

olmak üzere A[E2]a kolon alt matrisinin bir t�çarp¬msal matris oldu¼gu elde edilir.

Böylece Teorem 3.1 gere¼gince

�A;a (E2) =
L� ��(1)
�(2) � �(1)

olup, �A;a (E2) mevcuttur. Yo¼gunluk tan¬m¬ndan

�A;a (E1) = �� �A;a (E2)

=
��(2) � L
�(2) � �(1)

oldu¼gu kolayl¬kla görülür ve ispat tamamlan¬r.
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3.2 Sonsuz Karma Diziler

Tan¬m 3.4 N = [1i=1Ei ve i 6= k için Ei\Ek = ? şartlar¬n¬gerçekleyen sonsuz çok-

lukta elemana sahip Ei := fvi (j)gj2N, i 2 N, kümelerine N do¼gal say¬lar kümesinin

bir 1�ayr¬̧s¬m¬denir (Osikiewicz 1997, 2005).

Tan¬m 3.5 (Sonsuz Karma) N do¼gal say¬lar kümesinin bir1�ayr¬̧s¬m¬fEig ol-

mak üzere i 2 N için 
(i) :=
�


(i)
j

�
j2N

kompleks terimli yak¬nsak bir dizi ve

limj 

(i)
j = �(i) olsun. O halde 
(i) dizilerinin bir 1�ayr¬̧s¬m olan fEig kümeleri

üzerindeki 1�karma dizisi

n 2 Ei ise n = vi (j) olmak üzere xn = xvi(j) := 

(i)
j

genel terimine sahip bir x = (xn) dizisi olarak tan¬mlan¬r (Osikiewicz 1997, 2005).

Burada dikkat edelim ki 1�karma x dizisi s¬n¬rl¬olmayabilir.

Tan¬m 3.6 A = (ank) negatif olmayan regüler bir matris, a = (an) pozitif terimli

artmayan bir dizi ve N do¼gal say¬lar kümesinin sabit bir 1�ayr¬̧s¬m¬fEig olsun.

fEig üzerinde her s¬n¬rl¬1�karma dizi, o (an) oran¬yla A�toplanabilir ise A matrisi

fEig üzerinde o (an)� kar{lma (splicing) özelli¼gine sahiptir denir.

Benzer şekilde aşa¼g¬daki teorem bir1�karma x dizisinin o (an) oran¬ylaA�limitinin

1�ayr¬̧s¬mdaki kümelerin o (an) oran¬yla A�yo¼gunluklar¬n¬n (�(i) katsay¬lar¬ ile,

i 2 N) lineer kombinasyonu olarak ifade edilebilece¼gini gösteriyor.

Teorem 3.6 A = (ank) negatif olmayan regüler bir matris, a = (an) pozitif terimli

artmayan bir dizi ve N do¼gal say¬lar kümesinin bir 1�ayr¬̧s¬m¬fEig olsun. E¼ger

her i 2 N için �A;a (Ei) mevcut ve
P
i2N
�A;a (Ei) = � ise A matrisi, fEig üzerinde her

s¬n¬rl¬1�karma x disizi için

lim
n!1

(Aax) =
X
i2N

�A;a (Ei) �
(i)

ile fEig üzerinde o (an)�kar¬lma özelli¼gine sahiptir.
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·Ispat. Her i 2 N için �A;a (Ei) mevcut,
P
i2N
�A;a (Ei) = � olsun ve x dizisi fEig

üzerinde bir s¬n¬rl¬1�karma olsun. O halde, key� bir n için

(Aax)n =
1

an

X
k2N

ankxk

=
1

an

X
k2[1i=1Ei

ankxk

=
1X
i=1

 
1

an

X
k2Ei

ankxk

!

=

1X
i=1

 
1

an

1X
j=1

an;vi(j)xvi(j)

!

=
1X
i=1

 
1

an

1X
j=1

an;vi(j)

(i)
j

!

=
1X
i=1

�
A[Ei]a 
(i)

�
n

elde edilir. Sabit bir n için,

fn (i) := (A
[Ei]
a 
(i))n ve gn (i) := kxk1 (A

[Ei]
a e)n

şeklinde fn : N �! C ve gn : N �! C fonksiyon dizileri tan¬mlans¬n, burada

kxk1 := supk jxkj ile verilmektedir. Her i 2 N için �A;a (Ei) mevcut oldu¼gundan

Teorem 3.1 gere¼gince A[Ei]a kolon alt matrisi �A;a (Ei)�çarp¬msald¬r. Böylece,

f (i) := lim
n!1

fn (i) = lim
n!1

(A[Ei]a 
(i))n = �A;a (Ei) �
(i)

ve

g (i) := lim
n!1

gn (i) = lim
n!1

kxk1 (A[Ei]a e)n = kxk1 �A;a (Ei)
28



sonuçlar¬na var¬l¬r. � sayma ölçüsünü ele alarak

lim
n!1

R
N
gn (i) d� = lim

n!1

1X
i=1

kxk1 (A[Ei]a e)n

= kxk1 lim
n!1

1X
i=1

 
1

an

X
k2Ei

ank

!

= kxk1 lim
n!1

1

an

X
k2N

ank

= � kxk1

elde ediliyor.
P
i2N
�A;a (Ei) = � olmas¬ile

lim
n!1

R
N
gn (i) d� = � kxk1

= kxk1
X
i2N

�A;a (Ei)

=
R
N
g (i) d�

olup, bu ise

lim
n!1

R
N
gn (i) d� =

R
N
lim
n!1

gn (i) d� (3.1)

olmas¬d¬r.

Ayr¬ca, her n için,

jfn (i)j =
��(A[Ei]a 
(i))n

��
=

����� 1an
1X
j=1

an;vi(j)

(i)
j

�����
� kxk1

1

an

1X
j=1

an;vi(j) (3.2)

= kxk1 (A[Ei]a e)n

= gn (i)
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ile bir üst s¬n¬r buluyoruz.

Ayr¬ca (3.1) ve (3.2) eşitsizlikleri kullan¬larak, Geni̧sletilmi̧s Lebegue Bask¬n Yak¬n-

sakl¬k Teoremi (Athreya 2006) yard¬m¬yla

lim
n!1

(Aax)n = lim
n!1

1X
i=1

(A[Ei]a 
(i))n

=

1X
i=1

lim
n!1

(A[Ei]a 
(i))n

=

1X
i=1

�A;a (Ei) �
(i)

sonucuna var¬l¬r. Bu ise x dizisinin
P
i2N
�A;a (Ei) �

(i) say¬s¬na o(an) oran¬yla A�topla-

nabilir olmas¬d¬r. Üstelik x dizisi key�oldu¼gu içinAmatrisi fEig üzerinde o (an)�kar¬lma

özelli¼gine sahiptir.
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4. YAKLAŞIM TEOR·IYE ·IL·IŞK·IN B·IR UYGULAMA

Bu son bölümde Korovkin tipi yaklaş¬m teoriye ili̧skin bir uygulama sunuyoruz.

Fonksiyon yaklaş¬m¬teorisinde en etkileyici sonuçlardan biri, kuşkusuz, sürekli fonksi-

yonlar uzay¬nda pozitif lineer operatörlerin yak¬nsamas¬na ili̧skin Bohman-Korovkin

Teoremidir. Yayg¬n olarak Korovkin Teoremi olarak bilinen bu teorem, Weier-

strass�¬n klasik yaklaş¬m teoreminin S. Bernstein taraf¬ndan verilen ispat¬n¬n genelleş-

tirilmesinden ortaya ç¬kar. Asl¬nda Korovkin tipi teoremler, bir fonksiyon uzay¬ü-

zerinde tan¬ml¬pozitif lineer operatörlerin bir dizisinin bir "yaklaş¬m süreci" olup

olmad¬¼g¬n¬veya buna eşde¼ger olarak "özdeşlik operatörüne" kuvvetli yak¬nsak olup

olmayaca¼g¬n¬belirleyen teoremlerdir. Bu konuda ilk çal¬̧sma P.P. Korovkin taraf¬n-

dan 1953 y¬l¬nda yap¬lm¬̧st¬r (bkz. Korovkin 1960). 2006 y¬l¬nda Lomeli ve Gar-

cia s¬n¬rl¬y¬c¬(bounding) fonksiyonlar¬tan¬tm¬̧s ve iyi bilinen baz¬klasik yaklaş¬m

sonuçlar¬n¬bu fonksiyonlar yard¬m¬yla tekrar kan¬tlam¬̧st¬r.

·Ilk olarak Lomeli ve Garcia (2006)�dan baz¬tan¬m ve notasyonlar¬hat¬rlatal¬m. X

kompakt bir metrik uzay olsun. X üzerinde tan¬ml¬reel de¼gerli tüm sürekli fonksi-

yonlar¬n uzay¬n¬C (X) ile gösteriyoruz ve bu uzay¬kfk = supx2X jf (x)j normu ile

donat¬yoruz. Bir f 2 C (X) fonksiyonu her x 2 X için f (x) � 0 şart¬n¬gerçekliyorsa

pozitif fonksiyon olarak isimlendirilir. Bu durumda f � 0 gösterimini kullanaca¼g¬z.

L : C (X) ! C (X) şeklinde tan¬ml¬bir operatör olmak üzere her �; � 2 R ve her

f; g 2 C (X) fonksiyonlar¬için

L (�x+ �y) = �L (x) + �L (y)

eşitli¼gi sa¼glan¬yorsa L operatörüne lineerdir denir ve bu lineer operatör için f � 0

oldu¼gunda L (f) � 0 gerçekleniyorsa L operatörüne pozitif lineer operatör denir.

f 2 C (X) olmak üzere f fonksiyonunun s¬f¬rlar¬n¬n kümesini Z (f) ile gösterece¼giz,

yani; Z (f) := fx 2 X : f (x) = 0g şeklinde tan¬ml¬d¬r (Lomeli ve Garcia 2006).

Tan¬m 4.1 f 2 C (X) olmak üzere

�(f) = f(x; t) 2 X �X : f (x) = f (t)g
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şeklinde tan¬ml¬s¬ral¬ikililerin kümesine X üzerinde f fonksiyonunun köşegeni denir

(Lomeli ve Garcia 2006).

Tan¬m 4.2 f 2 C (X) olsun. Bir 
 2 C (X �X) pozitif fonksiyonu Z (
) �

�(f) şart¬n¬gerçekliyorsa bu 
 fonksiyonu f için bir s¬n¬rlay¬c¬(bounding) fonksiyon

olarak isimlendirilir ve her t 2 X için 
t (x) := 
 (x; t) gösterimi kullan¬l¬r (Lomeli

ve Garcia 2006).

·Ilk lemman¬n ispat¬nda yararlanaca¼g¬m¬z Lomeli ve Garcia (2006)�dan bir sonucu

hat¬rlatal¬m.

Lemma 4.1 f; g 2 C (X) fonksiyonlar¬pozitif ve Z (g) � Z (f) olsun. O halde her

" > 0 ve her x 2 X için

f(x) � "+Mg(x)

olacak şekilde M > 0 mevcuttur (Lomeli ve Garcia 2006).

Şimdi ana sonucumuzda kullanaca¼g¬z bir lemma verelim.

Lemma 4.2 A = (ajn) negatif olmayan regüler bir matris, a = (an) pozitif terimli

artmayan bir dizi ve 
 fonksiyonu f 2 C (X) için bir s¬n¬rlay¬c¬ fonksiyon olsun.

fLng ; C (X) uzay¬ndan C (X) uzay¬na giden pozitif lineer operatörlerin bir dizisi

olmak üzere

(i) stA;a � limn kLn (1)� 1k = 0;

(ii) stA;a � limn kLn (
t)k = 0;

şartlar¬gerçekleniyor ise stA;a � limn kLnf � fk = 0 sa¼glan¬r.

·Ispat. " > 0 ve 
; f 2 C (X) için bir s¬n¬rlay¬c¬fonksiyon olsun. Lemma 4.1�den

her (x; t) 2 X �X için

jf (x)� f (t)j � "+M
 (x; t)

gerçeklenecek şekilde M > 0 mevcuttur. Böylece t 2 X sabit olmak üzere, Ln

operatörünün poziti�i¼gi gere¼gince her x 2 X için

jLn (f) (x)� f (t)Ln (1) (x)j � "Ln (1) (x) +MLn (
t) (x)
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elde edilir. Özel olarak x = t al¬n¬rsa,

jLn (f) (t)� f (t)j � "+ ("+ jf (t)j) jLn (1) (t)� 1j+MLn (
t) (t)

oldu¼gu görülür ve B := max f"+ kfk ;Mg olmak üzere

kLn (f)� fk � "+B (kLn (1)� 1k+ kLn (
t)k) (4.1)

şeklinde yaz¬labilir.

r > 0 olsun. Aŗsimet prensibinden " < r olacak şekilde bir " > 0 mevcuttur.

Şimdi

D := fn : kLn (1)� 1k+ kLn (
t)k � r � "g ;

D1 :=
�
n : kLn (1)� 1k � r�"

2B

	
;

D2 :=
�
n : kLn (
t)k � r�"

2B

	
şeklinde tan¬mlans¬nlar. O halde

D � D1 [D2 oldu¼gu aç¬kt¬r ve böylece (4.1) eşitsizli¼gi ile

1

aj

X
n:kLn(f)�fk�r

ajn �
1

aj

X
n2D

ajn �
1

aj

X
n2D1

ajn +
1

aj

X
n2D2

ajn

yaz¬l¬r. Son eşitsizli¼gin iki taraf¬nda j ! 1 üzerinden limit al¬n¬rsa, hipotezler ile

stA;a � limn kLnf � fk = 0 sonucuna var¬l¬r ve ispat tamamlan¬r.

X = [a; b] oldu¼gunda ve key�bir f 2 C[a; b] fonksiyonunun bir s¬n¬rlay¬c¬fonksiyonu


t (x) := (x� t)
2 al¬nd¬¼g¬nda Lemma 4.2 ile aşa¼g¬daki sonucu elde edece¼giz.

Teorem 4.1 A = (ajn) negatif olmayan regüler bir matris ve a = (an) pozitif te-

rimli artmayan bir dizi olsun. fLng ; C (X) uzay¬ndan C (X) uzay¬na giden pozitif

lineer operatörlerin bir dizisi olmak üzere

stA;a � lim
n!1

kLnfi � fik = 0; (i = 0; 1; 2)

şartlar¬gerçekleniyor ise key� f 2 C (X) için

stA;a � lim
n!1

kLnf � fk = 0

sa¼glan¬r (burada fi (y) = yi).
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·Ispat. X = [a; b] olsun ve key� bir f 2 C[a; b] fonksiyonunun bir s¬n¬rlay¬c¬fonksi-

yonu 
t (x) := (x� t)
2 al¬ns¬n.

Ln
�
(t� x)2

�
(x) = Ln (f2) (x)� 2xLn (f1) (x) + x2Ln (f0) (x)

� jLn (f2) (x)� x2j+ 2 jxj jLn (f1) (x)� xj+ x2 jLn (f0) (x)� 1j

oldu¼gu kolayl¬kla görülüyor.

Böylece

kLn (
t)k � kLn (f2)� f2k+ 2b kLn (f1)� f1k+ b2 kLn (f0) (x)� 1k

elde edilir.

Buradan hipotezler gere¼gince Lemma 4.2�in şartlar¬gerçeklenir ve key� f 2 C (X)

için

stA;a � lim
n
kLnf � fk = 0

sonucuna var¬l¬r, böylece ispat tamamlan¬r.
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5. SONUÇ

Bu doktora tezinde ilk olarak Toplanabilme Teorisinde s¬kl¬kla kullan¬lan tan¬m ve

teoremlere yer verilmi̧stir. Duman vd. (2003) taraf¬ndan o (an) oran¬ylaA�istatistik-

sel yak¬nsakl¬k kavram¬tan¬mlanm¬̧s ve bu kavrama ili̧skin çeşitli sonuçlar çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

Bu motivasyon ile do¼gal say¬lar¬n bir E alt kümesi için o (an) oran¬yla A�yo¼gunluk

kavram¬tan¬mlanm¬̧s ve çeşitli özellikleri incelenmi̧stir. Daha sonra o (an) oran¬yla

A�kuvvetli yak¬nsakl¬k, A�da¼g¬l¬msal yak¬nsakl¬k ve A�düzgün integrallenebilme

kavramlar¬literatüre kazand¬r¬lm¬̧s, o (an) oran¬yla A�kuvvetli yak¬nsakl¬¼g¬karak-

terize eden teorem sunulmuştur. Schoenberg (1959) ve �alát (1980) taraf¬ndan

verilen kriterlerin benzerleri 1998 y¬l¬nda Demirci taraf¬ndan A�istatistiksel yak¬n-

sakl¬k için çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Bu sonuçlar ¬̧s¬¼g¬nda bu doktora tezimizde o (an) oran¬yla

A�istatistiksel yak¬nsakl¬k için benzer kriterler ortaya konulmuştur. Ayr¬ca

Osikiewicz (1997, 2005) taraf¬ndan tan¬mlanan karma dizi kavram¬için yeni sonuçlar

elde edilmi̧stir. Son olarak Lomeli ve Garcia (2006) taraf¬ndan s¬n¬rlay¬c¬fonksiyon-

lar tan¬mlanm¬̧s ve Yaklaş¬mTeoriye ili̧skin mevcut baz¬sonuçlar s¬n¬rlay¬c¬fonksiyon

yard¬m¬ile yeniden ispatlanm¬̧st¬r. Bu yeni kavram ile o (an) oran¬yla A�istatistiksel

yak¬nsakl¬k için yaklaş¬m sonuçlar¬sunulmuştur.
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