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Ikinci boliimiin ilk kesimi ihtiyac duyulacak bazi temel tanim ve teoremlere ayrilmistir.
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SIMGELER DiZiNi

Reel terimli dizilerin vektor uzayi

Dogal sayilar kiimesi

Reel sayilar kiimesi

Kompleks sayilar kiimesi

Reel terimli yakinsak diziler uzay:

Reel terimli sifira yakinsak diziler uzay:

Reel terimli sinirh diziler uzay1

E kiimesinin tiimleyeni

E C N kiimesinin A—yogunlugu

E C N kiimesinin o (a,) oraniyla A—yogunlugu

o (ay) oranityla A—kuvvetli toplanabilir diziler uzay:

o (a,) oraniyla A—diizgiin integrallenebilir diziler uzay1
E kiimesinin karakteristik fonksiyonu

z karmagik sayisinin reel kismi

z karmagik sayisinin sanal kismi

X {izerinde tanmimh reel degerli tiim siirekli fonksiyonlarin uzayi
f fonksiyonunun késegeni

f fonksiyonunun sifirlarinin kiimesi

supy, |k

vi



1. GIRIiS

Fast (1951) ve Steinhaus (1951) tarafindan tanitilan istatistiksel yakinsaklik kavrami
Salat (1980), Fridy (1985), Connor (1988, 1989), Fridy ve Miller (1991), Fridy ve
Orhan (1993) tarafindan gelistirilmigtir.

Yogunluk kavrami Freedman ve Sember (1981) tarafindan tanitilmig ve bir A kiime-
sinin yogunlugunun Cesaro matrisi ile iligkisi incelenmigtir. Yogunluk kavraminda
Cesaro matrisi yerine negatif olmayan regiiler bir A = (a,) matrisi alarak A—yogun-

luk kavrami Freedman ve Sember (1981) tarafindan gelistirilmis ve
E()={keN:|zy—L| >¢}

kiimesinin A—yogunlugunun sifir olmasi Connor (1989), Kolk (1991) ve Miller (1995)
tarafindan A—istatistiksel yakisaklik tanimi olarak verilmistir. A = (a,x) negatif
olmayan regiiler bir matris ve a = (a,,) pozitif terimli artmayan bir dizi olmak iizere
2003 yilinda Duman vd. tarafindan her € > 0 i¢in

1
lim — E anr = 0
n—oo an
k:|zi—L|>e

olmasi, = dizisinin L sayisina o (a,) oraniyla A—istatistiksel yakinsamasi olarak
tanimlanmig ve 2003 yilinda Demirci vd. tarafindan o (a,) oramyla A—istatistiksel
yakinsak diziler uzayimin bir lokal konveks F'K —topolojisi ile donatilip donatilama-

yacagl incelenmigtir.

A—kuvvetli yakinsaklik ve A—istatistiksel yakinsakligin denkligi sinirh diziler icin
Connor (1989), Kolk (1991), Fridy ve Orhan (1993) tarafindan gosterilmigtir. Bu
denklikte dizilerin sinirhilik gartimi hafifletebilmek igin Khan ve Orhan (2010) reel
terimli diziler igin A—diizgiin integrallenebilme kavramini tanimlamiglardir ve bir
dizinin A—kuvvetli yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sartin A—istatistiksel yakin-
sak ve A—diizgiin integrallenebilir olmasi1 gerektigini ispatlamiglardir.

Schoenberg (1959) ve Saldt (1980) tarafindan istatistiksel yakinsaklik icin verilen
kriterlerin baz1 benzerleri, Demirci (1998) tarafindan doktora galigmasinda A—istatis-

tiksel yakinsaklik icin genisletilmigtir.



Karma (spliced) diziler Ohio’da Kent State Universitesinde Osikiewicz (1997, 2005)
tarafindan, doktora tezinde tanimlanmis ve hangi negatif olmayan matrislerin bu
karma dizleri toplayabilecegi incelenmistir. 2013 yilinda Unver vd. metrik uzaylarda
karma dizilerin toplanabilirligini ¢aligmig ve Banach uzaylarinda karma dizilerin
A—limitlerinin Bochner integral gosterimini vermislerdir. 2016 yilina gelindiginde
Yurdakadim ve Unver, yakinsak diziler yerine smirh diziler alarak karma dizilerin

toplanabilirligini incelemigtir.

Fonksiyon yaklagimi teorisinde en etkileyici sonucglardan biri siirekli fonksiyonlar
uzayinda pozitif lineer operatorlerin yakinsamasina iligkin Bohman-Korovkin Teo-
remidir. Korovkin Teoremi olarak bilinen bu teorem, Weierstrass'in klasik yak-
lagim teoreminin S. Bernstein tarafindan verilen ispatinin genellestirilmesinden or-
taya cikar. Aslhinda Korovkin tipi teoremler, bir fonksiyon uzay: iizerinde tanimh

pozitif lineer operatorlerin bir dizisinin bir "yaklagim stireci"

olup olmadigimi veya
buna egdeger olarak "tzdeslik operatoriine" kuvvetli yakinsak olup olmayacagini be-
lirleyen teoremlerdir. Bu konuda ilk ¢aligma P.P. Korovkin tarafindan 1953 yilinda
yapilmigtir (bkz. Korovkin 1960). 2006 yilinda Lomeli ve Garcia tarafindan simir-

layic1 fonksiyonlar tanimlanmig ve bu yeni kavram sayesinde yaklagim teoriye iligkin

mevcut bazi sonuglara alternatif ispatlar verilmistir.

Uzerinde calistigimz bu doktora tezinde A—istatistiksel yakinsakliga iligkin bilinen
baz1 sonuglarin verilen bir oranda A—istatistiksel yakinsakligi ile ilgilenecegiz. Bu
amagla ilk énce o (a,,) oraniyla A—yogunluk kavramin tamimlayacagiz ve belirli 6zel-
liklerini inceleyecegiz. Sonrasinda o (a,) oraniyla kuvvetli toplanabilme, dagilimsal
yakinsaklik ve diizgiin integrallenebilme kavramlarini tanimlayacagiz ve bu kavram-
lar1 karakterize eden sonuclar sunacagiz. Ayrica karma dizilere iligkin Osikiewicz
(1997, 2005) tarafindan verilen sonuglarmm o (a,,) oranl benzerlerini ¢aligacagiz. Son
olarak o (a,) oraniyla A—istatistiksel yakinsaklik i¢in yaklagim sonugclarim elde ede-

cegiz.



2. VERILEN BiR ORANDA A-ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Bu boliimiin ilk kesiminde toplanabilme teorisinden yararlanilan bazi temel kavram-
lardan ve notasyonlardan bahsedilecektir. Sonraki kesimlerde o (a,) oraniyla A—yo-
gunluk, o (a,) oraniyla A—kuvvetli toplanabilme kavramlari: tamimlanacak ve belirli

ozellikleri incelecektir.
2.1 Temel Bilgiler

w tim reel terimli dizilerin vektér uzay1 olsun. Bir toplanabilme metodu, ba-
sit olarak, £ C w alt vektor uzay1 (dizi uzay1) olmak iizere, E iizerinde tanim-
lanmig kompleks (reel) degerli lineer bir fonksiyonel olarak ifade edilir. Boylece
f: E— C (veya R) lineer fonksiyoneli bir toplanabilme metodu olacaktir.
Aslinda en yaygin toplanabilme metotlar: sonsuz matrislerle yapilan metotlardir.

x = (xy) bir reel terimli dizi ve A = (a,;) reel terimli bir sonsuz matris olmak iizere
her n igin (Ax), = > 72 | anxzy seklinde tanmmh genel terime sahip diziye x dizisinin
A matrisi ile yapilan doniisiim dizisi denir ve bu dizi Az = ((Az),) ile gosterilir
(burada her n igin > 77| an,x; serisinin yakinsak oldugunu kabul ediyoruz) (Boos

2000). Bu doktora tezimizde sonsuz matrislerle ilgilenecegiz.

Tanim 2.1 F ve F dizi uzaylarn verilsin. Her x € FE i¢in Ax mevcut ve F dizi
uzayma ait ise A = (a,y) matrisi F dizi uzayindan F' dizi uzay1 i¢ine bir matris
doniisiimii tanimlar. F dizi uzaym F' dizi uzay1 icine doniigtiiren tiim matrislerin
kiimesi (F, F) ile gosterilir ve ek olarak limiti koruyan matrislerin kiimesi (£, F'; p)

ile gosterilir (Boos 2000).

U, C Ve cq ile sirasiyla reel terimli sinirh, yakinsak ve sifira yakinsak diziler uzayimni

gosteriyoruz.

Tanim 2.2 Yakinsak dizileri yakinsak dizilere doniigtiiren matrislere konservatif

matris denir (Boos 2000).

Tanim 2.3 Konservatif bir A = (a,;) matrisi limiti koruyan bir matris ise, yani

A € (¢, ¢;p) ise A matrisine regiilerdir denir (Boos 2000).
3



Tanim 2.4 A matrisi bir konservatif matris olmak tizere A matrisinin karakteristigi
o [e.e]
X(A) == lim > apr — >, lHm apg
seklinde tanmimlanir. Eger y(A) # 0 ise A matrisine coregiiler matris, aksi durumda

conull matris denir (Boos 2000).

Tanim 2.5 A = (a,y) konservatif bir matris olsun. Her z € ¢ i¢in lim Ax = tlim z

olacak gekilde bir ¢ € R mevcut ise A matrisine t—c¢arpimsal matris denir (Boos

2000).

Tanim 2.6 A € (co, ¢p) olmasi durumunda A matrisine sifir limitleri koruyan matris

denir (Boos 2000).

Simdi regiiler matrisleri karakterize eden Silverman-Toeplitz teoremini verelim.

Teorem 2.1 Bir A = (a,,) matrisinin regiiler olmasi igin gerek ve yeter sart
(STh) sup,, 322y Jank| < 00,

(ST3) lim a,, =0, k=1,2,3...,

n—oo

(ST3) lim »".° | G, = 1 sartlarimin gergeklenmesidir (Boos 2000).

Teorem 2.2 Bir A matrisinin sifir limitleri koruyan matris olmasi i¢in gerek ve

yeter sart (ST7) ve (ST5) kosullarim gergeklemesidir (bkz. Teorem 2.3.6, Boos 2000).

Teorem 2.3 Bir A matrisinin t—c¢arpimsal matris olmasi i¢in gerek ve yeter sart
A matrisinin sifir limitleri koruyan bir matris olmasi ve lim Z;’;l anr = t olmasidir

(Boos 2000).
2.2 o(a,) Oranyla A—Yogunluk
Orijinal sonuclarimizin ilk kismi bu kesimde verilmektedir.

Tanim 2.7 A = (a,;) negatif olmayan regiiler bir matris ve a = (a,,) pozitif terimli
artmayan bir dizi olsun. £ C N olmak tizere E kiimesinin o (a,) oraniyla iist ve alt
yogunlugu, sirasiyla

0aq (E) = limsup i > ane ve O, (E) =lminf X 3 ay

n kEE " kEE

4



seklinde tanimlansin.
Eger 64,4 (E) = 0,4, (E) ise E kiimesinin o (a,) oraniyla A—yogunlugu mevcuttur

denir ve E kiimesinin o (a,,) oraniyla A—yogunlugu 04, (£) seklinde gosterilir.

Bundan sonraki kisimlarda 64, (N) = « sonlu olarak kabul edilecektir. A = (anx)

negatif olmayan regiiler bir matris oldugu i¢in « sayisi pozitiftir.

Tanim 2.8 A = (a,) negatif olmayan regiiler bir matris ve a = (a,,) pozitif terimli
artmayan bir dizi olsun. Her ¢ > 0 i¢in d4, (£ (¢)) = 0 ise x = () dizisi L sayisina
o(a,) oraniyla A—istatistiksel yakinsaktir denir, bu durumu sts, — limz = L ile

gosterecegiz (Duman vd.,2003).

A = (anr) negatif olmayan regiiler bir matris ve a = (a,,) pozitif terimli art-
mayan bir dizi olmak {izere A, := (%) seklinde tammlansin. Dikkat edilirse A,
matrisi regiiler bir matris olmak zorunda degildir. Ayrica §4, (N) = a < oo kabulii
ile A, matrisi Teorem 2.1’in (ST}) sartim gerceklemektedir.

Fridy ve Khan (1998) A—istatistiksel yakisaklik metodunun regiiler bir metot
olmasi igin gerek ve yeter sartin A matrisinin kolonlarmin sifira gitmesi gerektigini
ispatlamigtir. Benzer bir sonug olarak o (a,) oraniyla A—istatistiksel yakinsak-
lik metodunun regiiler bir metot olmasi icin gerek ve yeter sart her £ € N igin
an = 0(ay,), (n — 00) olmasidir. Bu tez boyunca o(a,) oramyla A—istatistiksel
yakinsaklik metodu regiiler bir metot olarak kabul edilecektir, yani A, matrisinin

Teorem 2.1’in (ST3) sartim gergekledigi kabul edilecektir. Bu kabuller ile A, matrisi

bir coregiiler matristir.

Simdi tanimladigimiz yogunluk kavraminin temel 6zelliklerini inceleyelim.

Onerme 2.1 E C Nve G C N olsun. Asagidakiler gerceklenir.
Z) FE g G = 5,47(1 (E) S 3A7a (G) ,
i) 0pq (D) =0,

i) 6 4.0 (E) veya 0 4,4 (N\ E) yogunluklarmdan herhangi biri mevcut ise d 4 o (N\E) =

a— 644 (E) esitligi saglanir.



Ispat. Kolayca elde edilebilir. m

Demirci (2002) tarafindan verilen bir sonucun bir benzerini ispatliyoruz.

Teorem 2.4 A = (an;) ve B = (by;) negatif olmayan regiiler matrisler ve a = (a,)

pozitif terimli artmayan bir dizi olsun. Eger
. 1 o
lim sup — Z |k — bux] =0
n (07% 1
esitligi gergekleniyorsa, her K C N igin 64, (K) = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart
0p.a (K) = 0 olmasidir.

Ispat. Eger 6,4, (K) = 0 ise,

1
lim sup — Z app = 0 (2.1)

" " keK

gergeklenir. Ayrica her n € N

izank_izbnk

keK keK

IA
Q|"
8
=
el

|
>
£

olmasindan, hipotez ile

elde edilir. O halde (2.1) ile

1
lim sup — Z bor =0

n an
keK
gerceklenir ve 65, (K) = 0 elde edilir.
Yeter kogulun gerceklendigi benzer sekilde goriilebilir. m

2.3 o(a,) Oranmyla A—Kuvvetli Toplanabilme

Bu kesimde verilen bir oranda A—kuvvetli toplanabilme, A—dagilimsal yakinsak-

lik ve A—diizgiin integrallenebilme kavramlarini tammlayacagiz. Ilk olarak M.K.
6



Khan’in 21 Agustos-1 Eyliil 2006 tarihleri arasinda Ankara Universitesi'nde "Proba-
bilistic Methods in the Theory of Summability" baglikli yaz semineri derslerinde sun-
dugu bir lemmanin bir benzerini verecegiz. Sonrasinda o (a,) oraniyla A—kuvvetli

toplanabilmeyi karakterize eden bir bagka teorem ispatlayacagiz.

Tanim 2.9 A = (a,) negatif olmayan regiiler bir matris ve a = (a,,) pozitif terimli

artmayan bir dizi olsun.

[e.o]

1
W, (A) :={x = (zg) : bir L € Rigin; lim —Zank |z, — L] =0}

n—oo
" k=1

seklinde tammlansin. Eger x € W, (A) ise x dizisi L sayisimma o(a,) oraniyla
A—kuvvetli toplanabilirdir denir. Bu tamm, bilinen kuvvetli toplanabilmenin bir

geniglemesidir.

Agagidaki iki tanim Khan ve Orhan (2010) tarafindan verilen tanimlarin birer genisle-

mesidir.

Tamm 2.10 A = (a,;) negatif olmayan regiiler bir matris ve a = (a,) pozitif

terimli artmayan bir dizi olsun. Eger

gergekleniyor ise, © = (xy) dizisine o (a,) oramyla A—diizgiin integrallenebilirdir
denir. o (a,) oraniyla A—diizgiin integrallenebilir dizilerin uzayim Uy, ile gostere-
cegiz.

Dikkat edilirse her siirh z = (x}) dizisinin o (a,) oramyla A—diizgiin integral-
lenebilir oldugu tanimdan aciktir.

Simdi olasilik teorisinden kullanacagimiz bir kavrami hatirlatalim.

Tanim 2.11 F : (—oo0,00) — [0, 1] fonksiyonu F(—o0) = 0 ve F(oc0) = 1 ol-
mak tizere azalmayan ve sagdan siirekli ise "dagilim fonksiyonu" adini alir. Burada

lim; o F(t) = F(—00) ve lim;_, F(t) = F(00) ile gosterilir (Chung 2001).

Tanim 2.12 A = (a,;) negatif olmayan regiiler bir matris, a = (a,,) pozitif terimli

artmayan bir dizi ve x = (zy) bir reel terimli dizi olsun. R iizerinde tammh bir F’

7



olasilik dagilim fonksiyonunun siirekli oldugu her ¢t € R i¢in

1
lim — Z g = oF (t)

n—oo an
kixp <t

gergekleniyor ise, x = (x}) dizisi oF fonksiyonuna o (a,) oramyla A—dagilimsal

yakinsaktir denir.

Ik olarak o (a,) oranyla A—diizgiin integrallenebilmeyi karakterize eden asagidaki
teoremi sunuyoruz. Bu teorem Khan (21 Agustos-1 Eyliil 2006) tarafindan verilen

Lemma 4.2.1’nin bir benzeridir.

Teorem 2.5 = = (z}) bir reel terimli dizi, A = (a,x) negatif olmayan regiiler bir
matris ve a = (a,) pozitif terimli artmayan bir dizi olmak iizere agagidaki 6nermeler
denktir:

(1) z € Ugg,

(2)(%) sup,, 7 352 ank |2k] < 00,

(42) her € > 0 igin en az bir § > 0 mevcut yle ki

1
sup — Qppe < 0
npa Z k

" keE

sartim gercekleyen keyfi £ C N alt kiimesi i¢in

1
sup — Zank |z < e
n On i oh

olmasidir.

Ispat. (1) = (2): © € Us, olsun. O halde her € > 0 igin en az bir t, € N mevcut

oyleki her t > t; igin

1 €
sup — Z Ank |78 < =

2
e ki|xg|>t

gerceklenir.



Buradan

o0

sup i Ank |xk| S
n k=1

IA

IN

olup (7) sart1 elde edilir.

1 v 1 .
supz- > anrlzi| + supg- Y0 @k |wl

no k:|zg |<to n k:|xg|>to

00 €
tosup == > i + =
no k=1 2
€
t0a+§
o0

Simdi de (77) sartinin gergeklendigini gosterelim.

§ = = alahm ve keyfi bir £ C N alt kiimesi i¢in

2o

olsun.

Boylece

1
SUp — Y Gng |Ti| <
n On kecE

IN

IN

supiZank <9

olmast ile (i7) sart1 elde edilir.

(2) = (1): (¢) hipotezi ile

a

YN keE

1 1
SUp— > Gukl|rk] + sup— >0 |zl
n Qn gz, >t n On kg |<to

keE keFE

1 1
SUp — > Gk |Tk| + tosup — Y auk
n Qn k:|zk|>to n On keE
€
— +to0
2
€

o

1
M = — n <
supa Za kx| < oo

9



olsun ve (i7) hipotezi ile her € > 0 igin en az bir 6 > 0 mevcut olsun &yleki

SupiZank <9

a
" kel

sartin1 gergekleyen keyfi ¥ C N alt kiimesi icin

1
sup — Zank lzg| < e
"M keE

gerceklensin.
M
to = = alalim ve E (t) := {k : |zx| > t} seklinde tamimlansin.

t > to sartim saglayan her ¢ icin

L Y o = s Y aud
n " keB(t) n " keE(t)

< %supiianﬂxﬂ
Oy

< u

<

= 9

esitsizligi elde edilir.
O halde (77) hipotezi ile t > t, iken
1
sup — Z ani |zx| < €
R 1)
elde edilir. Bu ise # € Uy, olmasidir ve bdylece ispat tamamlanir. m
Simdi de o (a,,) oraniyla A—kuvvetli yakinsaklig1 karakterize eden agagidaki teoremi

sunuyoruz. Bu sonug Khan ve Orhan (2010)’nin bir sonucunun bir benzeridir.

Teorem 2.6 A = (a,;) negatif olmayan regiiler bir matris, a = (a,,) pozitif terimli
artmayan bir dizi ve © = (zj) bir reel terimli dizi olmak iizere agagidaki onermeler
denktir:

(4) g&%]{iank 2| = 0,

10



(22) sta, —limx =0vex € Uyy,
(421) F' = X[p0) seklinde tammh olasihk dagilm fonksiyonu olmak tizere x = (zy,)

dizisi aF" fonksiyonuna o (a,) oramyla A—dagilimsal yakinsaktir ve € Uy ,.
Ispat. (i) = (i): 2 € Uy, ve staq — lima = 0 olsun. Her £ > 0 ve her t > 0 igin

1 1
limsup — > apglzi] < limsup— 37 any |2kl
n An foo|mp | <t n On kie<|ay|<t

1
+limsup — 30 an |z

n an k:|zg|<min(t,e)

1
tlimsup — > ank

<
n An ki|wy,|>e
1 0
+elimsup — > ank
n Qp k=1
1 oo
< O+4celimsup — > an
n Ap =1
< ea

esitsizligi elde edilir. Buradan

1 = 1
limsup — > apx |2 < limsup — 37 a2
n an k=1 n Qn ki|xg|<t

, 1
+limsup — >0 anp |zl (2.2)

n An kil | >t

1
< ea+limsup — > an vkl
n An kil >t

esitsizliginin gerceklendigi goriiliir.

Hipotezden = € Ua , olmasi ile esitsizlik (2.2)’de ¢ — oo iizerinden limit alinirsa
) 1
lim sup —ayy |zx| < ea

gergeklenir. € > 0 keyfi oldugu icin

o0

. 1
lim — Za”k |z =0



elde edilir.

(2) = (91): Keyfi € > 0 sayis1 i¢in

1 1
- E Qnk, = — Z ankl
An i|zy|>e (n |2
ki——>1
£

1 o0
<
= Za. kz::lank \iUk\

esitsizligi gergeklenir ve (i) hipotezi ile st4, — limz = 0 sonucuna varilir.
Simdi z € Uy, oldugunu gosterelim.

Keyfi € > 0 olsun. (i) hipotezi ile her n > N igin

1 [ee]
— Za”k lzg| < e
n 33

esitsizligi gergeklenecek sekilde bir N € N mevcuttur.

.. 1 >
Ustelik sup,, — > aux |7x| < 0o olmasindan her n =1,2,..., N — 1 igin
an k=1

1
—Zank |$k| < £
a

" k>K

olacak sekilde yeterince biiyiikk K € N secilebilir.

t > max{|z|,|z2], ..., |zk|} oldugunda

1
sup — Z Ani | 1| < €

" " kilxg|>t

olup z € Uy, elde edilir ve (i) ve (i) nermelerinin denk oldugu goriiliir.
Ispat1 tamamlamak icin (ii) ve (iii) 6nermelerinin denk oldugunu gosterelim.

(42) = (2¢2): (i) ve (i7) onermelerinin denk olmasi ile

. 1
lim — E Qi || =0
n—00 U,

olur.

12



Durum I: ¢ < 0 olsun. Eger x) <t ise |zix| > |t| = —t > 0 olacagindan —
gerceklenir.
Boylece

1 11

— > Gpp < —o— Ank [Tk

Qp, kixp <t t Qp, k:gﬁt ‘ ‘

o0

11
—ga—n ];ank |$k|

IN

esitsizligi elde edilir ve denklem (2.3) ile
lim — > 0
im — Apk, =
oo Gy, nk
kixp <t

elde edilir. Bu ise t < 0 i¢in F'(t) = 0 olmasidur.

Durum II: ¢ > 0 olsun.

1 &= 1 1
- z Ank, = — z Apr, + — Z Ank
An k=1 A kg, <t An kx>t
1 11
< — ) Ak T — DD Gy
Qnp, kix <t t Qp, kx>t
1 11 &>
< — > A+ —— Y ank |Tk] -
Qnp, kixp <t t Ap =1

||

>1

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikte n — oo {izerinden limit alinirsa denklem (2.3)

ile
. 1
a < lim — > an

n—=00 Ay, kiz, <t

1 0
< lim — ) an

n—oo an k=1

elde edilir. Bu ise t > 0 igin F'(t) = 1 olmasidur.
13



(497) = (22): Her € > 0 sayis1 igin

1 1
— > Gk = — D G+ — ) Gk
Qn k:|zk|>e An kxp<—e A kigp>e
1 1 &
S - Ank + _Zank}
Qp, kixp<—¢ Ay k=1
1
—— 2 Gmk
n kx,<e

esitsizligi elde edilir. Bu arada hatirlatalm ki F' = x|g «) oldugundan F'(—¢) = 0

ve F' (¢) = 1 olur. Dolayisiyla yukaridaki esitsizlikte n — oo iizerinden limit alinirsa

1
lim — Y au < aF(—¢)+a—aF (¢

=00 An gy |>e

= 0
elde edilir. Bu ise st4, — limz = 0 olmasidir.
Boylece (ii) ve (iii) énermelerinin denk olduguda goriiliir ve ispat tamamlanir. m

2.4 o(a,) Oranmiyla A—Istatistiksel Yakinsaklik i¢in Kriterler

Schoenberg (1959) ve Salat (1980) tarafindan istatistiksel yakinsaklik icin verilen
kriterlerin baz1 benzerleri, Demirci (1998) tarafindan doktora ¢aligmasinda A—istatis-
tiksel yakimsaklik i¢in genigletilmigtir. Biz de bu kesimde Demirci’nin (1998) sonug-

larim o (a,,) oramyla A—istatistiksel yakinsaklik i¢in genigletecegiz.
Bu amagla ilk olarak bir z dizisinin o (a, ) oraniyla A—toplanabilirligini tanimliyoruz.

Tanim 2.13 A = (a,;) negatif olmayan bir regiiler matris, a = (a,,) pozitif terimli

artmayan bir dizi olsun. Her n icin (A,z), = ai QnETr Meveut ve
n
k=1
e.0)
o1
lim — g npTr = L
n a’l’L
k=1

ise x = (xy) dizisi L degerine o (a,,) oramyla A—toplanabilir denir ve A, —limx = L
ile gosterilir.

14



Teorem 2.7 A = (a,;) negatif olmayan regiiler bir matris, a = (a,,) pozitif terimli
artmayan bir dizi olsun. Her o (a,) oramyla A—istatistiksel yakinsak sinirh dizi,
limit degerinin « katina, o (a,,) oraniyla A—toplanabilirdir. (Yani; sinirh bir x = ()

dizisi i¢in sty , — limz = L oldugunda A, — limz = oL olmasiduir.)

Ispat. Keyfi bir z € (4 icin sta, —limz = L olsun. O halde her ¢ > 0 igin
K :={k:|zx — L| > ¢} seklinde tanimlanmak iizere
lim > 0
im — App =
na, nk
keK

gerceklenir. Her x € /, icin

]_ [e’e]
|(Agx), —al| = Zankxk——ZankL+—ZankL—aL‘
an An an
1 = 1 =
< —Z Ak [Tk — — D App —
1
= —Zanklxk—L|+—Zanklxk— Zank—a
An keK an kgK
1 [e’e]
< SUP|$k—L| Z%lﬂré_ — > G —Q
Ap k=1

An keK an kgK

esitsizligi gergeklenir. Bu son esitsizlikte n — oo tizerinden limit alinirsa
|(Agz), —al| < ca

oldugu goriiliir. € > 0 sayis1 keyfi olup A, — limx = aL elde edilir ve ispat tamam-
lanir. m

Asagidaki lemmanin ispatinda, Schoenberg (1959) ve Demirci (1998) tarafindan ve-
rilen teknigin bir benzerinden yararlaniyoruz (ayrica bkz. Connor ve Grosse-Erdmann

2003) .

Lemma 2.1 A = (a,;) negatif olmayan bir regiiler matris, a = (a,,) pozitif terimli
artmayan bir dizi olsun. Eger st4, —limz = L ve R tizerinde tanimh ¢ fonksiyonu

her reel y = L noktasinda siirekli ise st , — lim g (x) = g (L) gerceklenir.
15



Ispat. st 40— limz = L olsun. g fonksiyonu y = L reel noktasinda siirekli oldugun-
dan |y — L| < ¢ oldugunda |g(y) — g (L)| < € olacak bigimde bir § > 0 sayist
mevcuttur.

Boylece, ozel olarak,
|9 (2x) — g (L) = € iken |z}, — L] =0
elde edilir ve buradan
E:={keN:|g(zs) —g (L) 2 e} C £ :={k €N: |z, — L[ = 6}

oldugu goriiliir. Hipotez ile 04, (E") = 0 olup Onerme 2.1 ile 54, (E) = 0 olup

istenilen elde edilir. m

[k kriter olarak Schoenberg (1959) tarafindan verilen bir sonucun bir benzerini

Veriyoruz.

Teorem 2.8 A = (a,;) negatif olmayan regiiler bir matris, a = (a,) pozitif ter-
imli artmayan bir dizi olsun. Bir z = (z;) dizisinin L degerine o (a,) oraniyla
A—istatistiksel yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart her t reel sayisi igin

oo

1 . .
lim — g anpe’™ = et (2.4)
n—oo (4

" k=1

olmasidir.

Ispat. Gerek sart: stq, — limaz = L olsun. Verilen bir ¢t € R i¢in g (z) = €™
seklinde tamimlanmak iizere g fonksiyonu z’in bir siirekli fonksiyonudur. Boylece

Lemma 2.1 ile

itey, _ it

sta, —lime e

elde edilir. |e'®*| = |cos (tzy) + isin (tzy)| = 1 olup (Re (e"**)), (Im (e'®*)) € Iy
olmasimdan Teorem 2.7 ile

A, — lim e = el

gerceklenir ve gerek sart ispatlanir.
16



Yeter sart: Simdi de her ¢ reel sayist igin denklem (2.4) gergeklensin. Schoenberg
1959’daki gibi;

O ) Z/S—l

1+y , —-1<y<0
M (y) =

l—y , 0<y<l

0 , 1<y

seklinde taniml, R tizerinde siirekli bir M : R — [0, 1] fonksiyonunu ele alalm. M

fonksiyonu Lebesgue integrallenebilir bir fonksiyon oldugundan, Fourier doniigtimii

) = & ] M)ty teR

seklindedir. Dahas1 f fonksiyonunun ters Fourier doniistimii

My) = o= [ 7t e

1 7 (sin(é))2eitydt (2.5)

olacaktir. Ispatin geri kalaninda sts, — limz = 0 oldugunu gostermemiz yeterli
olacaktir. Keyfie > 0 ve K := K (¢) := {k € N: |z;| > ¢} olsun.

L = y doniigiimii ile

olarak yazilabilir. Boylece
e wy e [ (sin(2)) 1 &
i . T N2/ ity | itx
anza"kM(s)_%r/ = e anZanke kol dt
k=1 % 2 k=1

olmasi ve (2.5)'nin bir mutlak yakinsak integral olmasi nedeniyle Lebesgue baskin
17



yakinsaklik teoreminden

2
. i o0 sin(%t)
o L( g )dt
= alM (0)
= «

olur. M fonksiyonu gbz Uniine alinirsa
1 1

SR () = o 5w (E) o T e (%)
n n= n —1<k <o An po<ie <
1 1
- Z ank — — Z Anj
n keN n k€K
olup
1 1 =
_Zank S _Zank__zankM(?k)
an keK Qn keN An n=1

elde edilir. Son esitsizlikte n — oo tizerinden limit alindiginda d4, (K) = 0 olup
istenilen elde edilir ve ispat tamamlanir. m
Simdi de Saldt (1980) ve Demirci (1998) tarafindan verilen kriterlerin bir benzerini

Veriyoruz.

Teorem 2.9 A = (a,;) negatif olmayan regiiler bir matris ve a = (a,) pozitif

terimli artmayan bir dizi olmak iizere

1 o0
Sha = {x = (zg) : (a—Zank |$k|> € Eoo}
" k=1

seklinde bir dizi uzay1 tanimlansm. Bir x € 57 , dizisinin L degerine o (a,,) oraniyla

A—istatistiksel yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart her ¢ rasyonel sayisi icin

lim — Z anpe’™ = et (2.6)

nan

olmasidir.
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Ispat. Gerek sart: z € Sha Ve sta, —limz = L olsun. Teorem 2.8’den her ¢

rasyonel sayisi icin
(0.9]

1
lim — E et = et
noa
" k=1
gerceklenir.

Yeter sart: Her ¢ rasyonel sayisi icin (2.6) esitligi gergeklensin ve to bir reel say1

olsun.
o0

1
hm—g elomk — qeitol (2.7)
n Ay
k=1

esitliginin gergeklendigini gostererek, Teorem 2.8 yardimu ile, ispat tamamlanacaktir.

Keyfi bir t rasyonel sayisi igin

1 & IR
Cy (to, t) == pr g e'toTk A g A
" k=1 " k=1

seklinde yazilsin. Buradan 6 € R icin e = cosf + isin @ olmak iizere

|C,, (o, 1) < — Z \/ (costory — cos t:nk) + (sintpxy — sin t:pk)z
esitsizliginin gerceklendigi kolaylikla goriilebilir. Ortalama deger teoreminden

C (t0,)] < \t—tor—zank\m

" k=1

esitsizligi elde edilir ve z € 57 , hipotezi ile
|C (to, )| < |t — to| M (2.8)

olacak sekilde bir M > 0 sayis1 mevcuttur.

Uygun terimler ekleyip cikararak, {icgen egitsizligi yardimiyla;

1 0o oo
i § :ankeztomk o ztoL § : ztxk . aeth +a ‘eth . ezt0L| + |Cn (to,t”
= " k=1

esitsizligini elde ediyoruz.

Simdi € > 0 olsun. g () := ae™! geklinde tamimlanmak iizere, z € R icin g siirekli
oldugundan
L itoL €
_ < 2.9
|e ‘ 3 (2.9)

19



ve ((2.8) esitsizligi yardimiyla)
€
[Cn (o, )] < 3 (2.10)

esitsizlikleri gerceklenecek sekilde bir ¢ rasyonel sayis1 mevcuttur.
Son olarak (2.6) esitligi ve (2.9), (2.10) esitsizlikleri ile (2.7) esitligi elde edilir ve

ispat tamamlanir. m
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3. KARMA DIiZILERIN VERILEN BiR ORANDA TOPLANABILIiR-
LiGi

Karma (spliced) dizi, iki veya daha fazla ¢oklukta yakinsak dizinin, terimlerinin
orijinal sirasini bozmadan, karilmasiyla olusturulan dizidir. Karma diziler ilk olarak
1997 yilinda Osikiewicz tarafindan doktora tezinin bir boliimiinde tanimlanmig ve
bu dizilerin toplanabilirligi yine ayn1 doktora tezinde ¢aligilmistir. Bu boliimde bizde

karma dizilerin o (a,,) oraniyla toplanabilirligi iizerine benzer sonuglar verecegiz.

3.1 Sonlu Karma Diziler

Bu kesimde sonlu karma dizilerin o (a,) oraniyla A—toplanabilirligini ¢aligsacagiz ve
sonlu ayrigimdaki kiimelerin o (a,) oraniyla A—yogunluguna iligkin gesitli sonuglar
verecegiz.

A = (anx) bir sonsuz matris ve N dogal sayilar kiimesinin bir sonsuz alt kiimesi
E = {v(j)};ey olsun. A matrisinin kolon alt matrisi AP = (an) seklinde

tammlanir.

Tanim 3.1 N sabit bir dogal say1 olsun. N = UY | E; ve i # k i¢in E;NE, = @ sart-

larim gergekleyen sonsuz ¢oklukta elemana sahip E; := {v; (j)} 1=1,2,...,N

JENS

kiimelerine N dogal sayilar kiimesinin bir N —ayrigimi denir (Osikiewicz 1997, 2005).

Tanim 3.2 (Sonlu Karma) N dogal sayilar kiimesinin verilen bir N—ayrigimi

{E\,E,,..., Ey} olmak iizere i = 1,2,..., N icin 4 := <7§i)> kompleks terimli
, jeN

yakinsak bir dizi ve lim;_,, fyg.z) =T'® olsun. O halde vV, ~® .. ~®) dizilerinin

N’nin bir N—ayrigimi olan {E1, Es, ..., Ex} kiimesi iizerindeki N —karma dizisi

n € Ejise n = v; (j) olmak tizere x,, = x,,(j) := 7?

genel terimine sahip bir « = (z,,) dizisi olarak tanimlanir (Osikiewicz 1997, 2005).
Dikkat edilirse bir N —karma dizi en fazla N tane limit noktasina sahip siirli bir

dizidir.
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Ornek 3.1 Dogal sayilarin

B, : ={1,3,5"7,9,11,13,...}
By : ={2,6,10,14,18,22,26,...}
Ey : ={4,8,12,16,20,24,28,...}

3—ayrisimini ele alalim ve her i = 1,2,3 icin v := <7§i)> bir yakinsak dizi olsun.
A~ 46B) dizgilerinin 3—ayrisimh {E), E,, Es} kiimesi iizerindeki 3—karma dizi-
sinin

1 2 1 3 1 2 1 3
r = (AP AP A A A A

oldugu kolaylikla goriiliir (Osikiewicz 1997, 2005).

Simdi agagidaki tanimi verelim.

Tanim 3.3 A = (a,;) negatif olmayan regiiler bir matris, a = (a,) pozitif terimli
artmayan bir dizi ve N dogal sayilar kiimesinin sabit bir N —ayrisimi { £y, Es, ..., Ex}
olsun. {Ey, Es, . .., Ex} kiimesi iizerinde her N —karma dizi o (a,, ) oraniyla A—topla-
nabilir ise A matrisi {Fy, Fs, ..., Ey} kiimesi iizerinde o (a,) — karilma (splicing)

ozelligine sahiptir denir.

Bu boliimde elde edecegimiz sonuglarin ispatlarinda yararlanacagiz ilk teoremi sunu-

yoruz.

Teorem 3.1 A = (a,;) negatif olmayan regiiler bir matris, a = (a,,) pozitif terimli
artmayan bir dizi ve N dogal sayilar kiimesinin sonsuz ¢oklukta elemana sahip bir alt
kiimesi £ := {v (j)} olsun. Eger 04, (F) mevcut ise AP matrisi bir 04 (E)—car-
pimsal matristir. Tersine eger Al matrisi bir t—carpimsal matris ise 04, (£) mev-

cuttur ve 94, (F) = t gergeklenir.

ispat. AP matrisi, A, matrisinin bir kolon alt matrisi olmak iizere keyfi bir n € N

icin,

(AFe) = = anum
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elde edilir. Boylece 04, (E) mevcut ise AP matrisi bir 6 A.a (E) —carpimsal mat-

ristir. Tersine, Ag ] matrisi bir {—carpimsal matris ise

t = lim (A([IE} e)n

n—oo

= lim - > Gk
n—oo 4n
keE

= 5A,a (E)

olup 94, (F) mevcuttur ve tistelik 04, (E£) = t oldugu goriiliir. =

Bir sonraki teorem, bir N—karma x dizisinin o (a,) oraniyla A—limitinin, sonlu
ayrigimdaki kiimelerin o (a,) oramyla A—yogunluklarmm (I'® katsayilan ile, i =

1,2,...,N) lineer kombinasyonu olarak ifade edilebilecegini gosteriyor.

Teorem 3.2 A = (a,;) negatif olmayan regiiler bir matris, a = (a,) pozitif terimli
artmayan bir dizi ve N dogal sayilar kiimesinin sabit bir N —ayrisimi { £, Es, ..., Ex}
olsun. Eger i = 1,2,..., N igin 04, (E;) mevcut ise A matrisi, {E1, Es, ..., En}

kiimesi tizerinde her N —karma x disizi i¢in

N
lim (A,x), = Y 00 (E)T?
=1

n—o0

ile {E1, Es, ..., Eyx} tizerinde o (a,) —karilma 6zelligine sahiptir.

Ispat. i = 1,2,...,N icin 64, (F;) mevcut ve {Ey, Es,..., Ey} iizerinde x, bir
23



N —karma dizi olsun. O halde, keyfi bir n € N igin

(Aam)n = - AnkTk

Il
E
VR
2|
3
S
3
S
g
=
s
’5
~__—

elde edilir. Teorem 3.1’den ALEi] matrisi bir 4, (E;) —carpimsal matristir. Boylece

N

lim (A,z), = lim Z (ALEi] 7<i)>n

n—00 -
1=1

N
- Z lim (AP0
=1

N
_ Z Opa (E)TO
=1

N .
sonucuna varihr, bu ise o dizisinin Y 6.4, (E;) T sayisma o(a,,) oraniyla A—topla-
i=1
nabilir olmasidir. Ustelik x dizisi keyfi oldugu icin A matrisi {E), Es, ..., Ex} iiz-
erinde o (a,) —karilma ozelligine sahiptir. =

A, matrisi iizerine kabullerimiz ile agagidaki sonucu verebiliyoruz.

Teorem 3.3 A = (a,;) negatif olmayan regiiler bir matris, a = (a,) pozitif terimli
artmayan bir dizi ve N > 2 olsun. A matrisinin iizerinde o (a,,) —karilma ozelligine
sahip olmayacag1, N dogal sayilar kiimesinin bir N —ayrigim {Ey, Es, . .., Ex} mev-

cuttur.
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Ispat. Onceki kisimlarda belirtigimiz gibi, kabullerimiz ile A, matrisi bir coregiiler
matristir. Boylece Steinhaus teoreminden terimleri 0 ve 1’'ler den olusan ve o(ay)
oraniyla A—toplanabilir olmayan bir = dizisi mevcuttur. Simdi sabit bir N > 2
icin Fy := {n: z, = 1} olsun ve FEs, ..., Ey kiimeleri sonsuz ¢oklukta elemana sahip
olmak iizere ayrik ve UN,E; = N\E; olsun. Acgktir ki Ey, Fs,..., Ey kiimeleri
N dogal sayilar kiimesinin bir N —ayrigimidir. Ustelik x dizisi bu ayrisim iizerinde
AN i=1vei=2,...,N icin v) := 0 sabit dizilerinin N—karma dizisi olarak
alinabilir. Boylece A matrisi {E1, Es, ..., Ey} lizerinde o(a,) —karilma ozelligine

sahip degildir ve istenilen elde edilir. m

Sifir limitleri koruyan matrislere iligkin Osikiewicz’in bir sonucunu hatirlatalim.

Teorem 3.4 A sifir limitleri koruyan bir matris olsun. Eger L sayisina A—toplana-
bilir olan bir v € ¢\ ¢y dizisi mevcut ise lim, 7y, = I # 0 olmak iizere A matrisi bir

L /T —carpimsal matristir (Osikiewicz 1997, 2005).

Simdi 2—ayrigimdaki kiimelerin o (a,) oraniyla A—yogunluklar: iizerine bir sonug

Veriyoruz.

Teorem 3.5 A = (a,;) negatif olmayan regiiler bir matris, a = (a,) pozitif te-
rimli artmayan bir dizi ve 2—aynigim {E), Ey} tizerinde vV ve 42 (T £ 1)
dizilerinin 2—karma dizisi « olsun. Eger 2—karma z dizisi L sayisina o(a,,) oraniyla
A—toplanabilir ise

al'@ — [ L —al'®

m ve (SA@(EQ)_

Oaa(Er) = T _To

olacak sekilde 04, (E1) ve 94,4 (F2) yogunluklar: mevcuttur.

Ispat. {F, E,} iizerinde v ve 4® (M £ T®) digilerinin 2—karma = dizisi L
say1sina o(a,,) oraniyla A—toplanabilir olsun. Hipotezler geregince A, sifir limitleri
koruyan bir matristir. Boylece, AP ve AlP2) kolon alt matrisleri de ayrica sifir

limitleri korur.

25



i=1,2i¢in E; := {v; (j)} olsun. Keyfi bir n € N i¢in

(A (0 =TW)), = =3 s (= 1)

" keN
= Y (o TO) _
nk (Zk )+ Zank(xk o)
On keE; G, ke By
1 1
S i () L S (5 10)
m JEN n JeN

= (A (3O ZT@Y)) 4 (AlE) (4@ _pO))

elde edilir.

A — T ¢ ¢y olmasi ile, son esitlik diizenlenerek,

lim (A([IEz] (7(2) — F(l)))n = lim (Aa ([L‘ — F(l)))n — lim (ALEl] (7(1) — F(l)))n
= L—ol®W

oldugu kolaylikla goriiliir. Bu ise 72 —T'M dizisinin L—aoI'® sayisina o(ay) oraniyla
AlE2l _toplanabilir olmasidir. Dahas1 4 — T(W) € ¢\ ¢y olmasi ile Teorem 3.4

yardimiyla
L —al'®™
= ro—To

olmak iizere A?! kolon alt matrisinin bir t—carpimsal matris oldugu elde edilir.

Boylece Teorem 3.1 geregince

L —al'®™

O10(B2) = rr —rw

olup, 04, (F2) mevcuttur. Yogunluk tanimindan

6A,a (El) = a— 5A,a <E2)

al'® — I
@ _—r

oldugu kolaylikla goriiliir ve ispat tamamlanir. =
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3.2 Sonsuz Karma Diziler

Tanim 3.4 N =UX,F; vei # k icin E;NE), = & sartlarin gergekleyen sonsuz ¢ok-

lukta elemana sahip F; := {v; (j)} i € N, kiimelerine N dogal sayilar kiimesinin

JEN
bir co—ayrigimi denir (Osikiewicz 1997, 2005).

Tanim 3.5 (Sonsuz Karma) N dogal sayilar kiimesinin bir co—ayrigim { F;} ol-
mak tizere i € N icin v = <fy§i)> kompleks terimli yakinsak bir dizi ve
jEN
(1)

lim; ;" = I'® olsun. O halde ¥ dizilerinin bir co—ayrigim olan {E;} kiimeleri

tizerindeki co—karma dizisi

n € Ejise n = v; (j) olmak tizere ,, = x,,(j) := 7§‘i)

genel terimine sahip bir = (z,,) dizisi olarak tamimlanir (Osikiewicz 1997, 2005).

Burada dikkat edelim ki co—karma x dizisi sinirli olmayabilir.

Tamim 3.6 A = (a,;) negatif olmayan regiiler bir matris, a = (a,) pozitif terimli
artmayan bir dizi ve N dogal sayilar kiimesinin sabit bir co—ayrisim {E;} olsun.
{E;} iizerinde her simirh co—karma dizi, o (a,,) oraniyla A—toplanabilir ise A matrisi

{E;} tizerinde o (a,) — karilma (splicing) 6zelligine sahiptir denir.

Benzer sekilde agagidaki teorem bir co—karma x dizisinin o (a,,) oraniyla A—limitinin
oo—ayrigimdaki kiimelerin o (a,) oranyla A—yogunluklarinin (I'® katsayilan ile,

i € N) lineer kombinasyonu olarak ifade edilebilecegini gosteriyor.

Teorem 3.6 A = (a,;) negatif olmayan regiiler bir matris, a = (a,) pozitif terimli
artmayan bir dizi ve N dogal sayilar kiimesinin bir co—ayrigimi {£;} olsun. Eger
her i € N igin 04, (E;) mevecut ve Y 64, (E;) = « ise A matrisi, {E;} tizerinde her

ieN
sinirhh co—karma x disizi i¢in

lim (A,z) = 0aq(E;)T®

n—00 ¢
€N

ile {E;} tizerinde o (a,) —karilma 6zelligine sahiptir.
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Ispat. Her i € N icin daa (E;) meveut, Y 04, (E;) = a olsun ve x dizisi {£;}
ieN
tizerinde bir sinirli co—karma olsun. O halde, keyfi bir n igin

1
(A1), = a—nzankﬂﬁk

- aizankxk)

i=1 keE;

o0 1 o0
- 3 (S winn
=1 7=1

o Z azan,vi(ng))

J=1

elde edilir. Sabit bir n igin,

fn (Z) = (A([lEi],y(i))n ve gp (@) = ||I||oo (AgEi]e)n

seklinde f, : N — C ve g, : N — C fonksiyon dizileri tanimlansin, burada
|z|l., := supy |zk| ile verilmektedir. Her i € N icin 04, (£;) mevcut oldugundan

Teorem 3.1 geregince AP Kolon alt matrisi § A (E;) —carpimsaldir. Boylece,

f (@) := lim f, (i) = lim (AELEJV("))H =044 (E;) r®

n—oo n—0o0o

ve

9(i) = lim g (i) = T o] (APle), = lall . 600 ()
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sonuclarina varilir. p sayma 6lgiisiinii ele alarak

lim [g, (i)dp = lim Y |z, (AFe),

n—oo

= e Jim > (i S i
=1

" keE;
) 1
= |z[ lim _Za”k
"0 On N

= a7l

elde ediliyor. > d4, (E;) = o olmast ile
ieN

lim [g, () du = ozl
N

n—~o0

olup, bu ise
lim [g, (i)dp = [ lim g, (i) dp
olmasidir.

Ayrica, her n igin,

[fa @ = (AP,

A
El
3

| —
1]
S

S

&

&

)

(3.1)



ile bir tist sinir buluyoruz.
Ayrica (3.1) ve (3.2) egitsizlikleri kullanilarak, Genigletilmig Lebegue Baskin Yakin-
saklik Teoremi (Athreya 2006) yardimuyla

[e.9]

lim (A,z), = lim Z(AgEi]/y(i))n

n—oo i—1
— Z lim (AP0,
=1 noee

= Y 6aq(E)TY
i=1

sonucuna varihr. Bu ise 2 dizisinin Y 64, (E;) I'¥) sayisma o(a,,) oraniyla A—topla-
ieN
nabilir olmasidir. Ustelik x dizisi keyfi oldugu igin A matrisi { E;} {izerinde o (a,,) —karilma

ozelligine sahiptir. m
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4. YAKLASIM TEORIYE ILISKIN BiR UYGULAMA

Bu son boliimde Korovkin tipi yaklagim teoriye iligkin bir uygulama sunuyoruz.
Fonksiyon yaklagimi teorisinde en etkileyici sonuglardan biri, kuskusuz, siirekli fonksi-
yonlar uzayinda pozitif lineer operatorlerin yakinsamasina iligkin Bohman-Korovkin
Teoremidir. Yaygin olarak Korovkin Teoremi olarak bilinen bu teorem, Weier-
strass’in klasik yaklagim teoreminin S. Bernstein tarafindan verilen ispatinin genelles-
tirilmesinden ortaya cikar. Aslinda Korovkin tipi teoremler, bir fonksiyon uzay: ii-
zerinde tamiml pozitif lineer operatorlerin bir dizisinin bir "yaklasim siireci" olup
olmadigini veya buna esdeger olarak "tzdeslik operatoriine” kuvvetli yakinsak olup
olmayacagini belirleyen teoremlerdir. Bu konuda ilk caligma P.P. Korovkin tarafin-
dan 1953 yilhinda yapilmigtir (bkz. Korovkin 1960). 2006 yilinda Lomeli ve Gar-
cia sinirliyic1 (bounding) fonksiyonlar: tanitmig ve iyi bilinen baz klasik yaklagim

sonuclarii bu fonksiyonlar yardimiyla tekrar kanitlamigtar.

[k olarak Lomeli ve Garcia (2006)’dan bazi tamim ve notasyonlar: hatirlatalim. X
kompakt bir metrik uzay olsun. X iizerinde tanimli reel degerli tiim siirekli fonksi-
yonlarim uzaymi C (X) ile gosteriyoruz ve bu uzay || f|| = sup,cy |f ()| normu ile
donatiyoruz. Bir f € C' (X) fonksiyonu her z € X i¢in f (z) > 0 sartin gercekliyorsa
pozitif fonksiyon olarak isimlendirilir. Bu durumda f > 0 gosterimini kullanacagiz.
L:C(X)— C(X) seklinde tamiml bir operatér olmak iizere her a, 8 € R ve her
f,g € C(X) fonksiyonlar: i¢in

L(ax + By) = aL (z) + BL (y)

esitligi saglaniyorsa L operatoriine lineerdir denir ve bu lineer operator icin f > 0
oldugunda L (f) > 0 gercekleniyorsa L operatoriine pozitif lineer operator denir.
f € C(X) olmak iizere f fonksiyonunun sifirlarimin kiimesini Z (f) ile gosterecegiz,

yani; Z (f) :=={z € X : f(z) = 0} gseklinde tanimhdir (Lomeli ve Garcia 2006).
Tanim 4.1 f € C' (X) olmak iizere

A(f) ={(z, 1) e X x X : f(x) = f ()}
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seklinde taniml sirali ikililerin kiimesine X {iizerinde f fonksiyonunun kosegeni denir

(Lomeli ve Garcia 2006).

Tanim 4.2 f € C(X) olsun. Bir v € C (X x X) pozitif fonksiyonu Z (y) C
A (f) sarti gergekliyorsa bu «y fonksiyonu f igin bir sinirlayic1 (bounding) fonksiyon
olarak isimlendirilir ve her t € X i¢in v, (x) := v (z,t) gosterimi kullanmilir (Lomeli

ve Garcia 2006).

Ik lemmanin ispatinda yararlanacagimiz Lomeli ve Garcia (2006)’dan bir sonucu

hatirlatalim.

Lemma 4.1 f, g € C (X) fonksiyonlar pozitif ve Z (¢g) C Z (f) olsun. O halde her

€ >0 ve her z € X igin

fz) <&+ Mg(x)
olacak gekilde M > 0 mevcuttur (Lomeli ve Garcia 2006).

Simdi ana sonucumuzda kullanacagiz bir lemma verelim.

Lemma 4.2 A = (a;,) negatif olmayan regiiler bir matris, a = (a,,) pozitif terimli
artmayan bir dizi ve 7y fonksiyonu f € C(X) igin bir smirlayict fonksiyon olsun.
{L,}, C(X) uzaymdan C (X) uzayma giden pozitif lineer operatorlerin bir dizisi
olmak tizere

(i) staa —limy, || Ly (1) = 1] =0,

(i) staa = limy, || L, (79)]] = 0,

sartlarn gergekleniyor ise st4, — lim, || L, f — f|| = 0 saglanir.

Ispat. ¢ > 0 ve v, f € C'(X) icin bir siirlayici fonksiyon olsun. Lemma 4.1’den
her (z,t) € X x X i¢in

[f () = F (O] < e+ My (2,1)

gerceklenecek sekilde M > 0 mevcuttur. Boylece t € X sabit olmak iizere, L,

operatoriiniin pozitifligi geregince her z € X igin

L (f) () = f (8) Lo (1) (2)] < €L (1) () + M L () ()
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elde edilir. Ozel olarak = = ¢ alinirsa,

1L () (1) = f (D] < e+ (e +[f O [Ln (1) (£) = 1] + MLy (7,) (¢)

oldugu goriiliir ve B := max {e + || f||, M} olmak iizere
1L (f) = Il < &+ B ([ Ln (1) = 1 + [ Lo (v,)1]) (4.1)

seklinde yazilabilir.
r > 0 olsun. Arsimet prensibinden € < r olacak gekilde bir € > 0 mevcuttur.
Simdi
D= A{n:|[Ly (1) = [+ [[Ln (V)| 2 7 — €},
Dlzz{n:HL (1) -1 > %
Dy = {n:[|Ly (vl = 55 }
seklinde tanimlansinlar. O halde
D C Dy U Dy oldugu agiktir ve boylece (4.1) esitsizligi ile

1 1 1 1

T 2 WS ) @<= ant— ) a

T || Lo (f)—fl|>r J neD J neDy J neDy
yazilir. Son esitsizligin iki tarafinda j — oo {izerinden limit alinirsa, hipotezler ile

staq —lim, ||L,f — f|| = 0 sonucuna varilir ve ispat tamamlanir. m

X = [a, b] oldugunda ve keyfi bir f € C|a, b] fonksiyonunun bir siirlayici fonksiyonu

v, (z) = (z — t)* alindiginda Lemma 4.2 ile agagidaki sonucu elde edecegiz.

Teorem 4.1 A = (aj,) negatif olmayan regiiler bir matris ve a = (a,,) pozitif te-
rimli artmayan bir dizi olsun. {L,}, C'(X) uzayindan C (X) uzayma giden pozitif

lineer operatorlerin bir dizisi olmak iizere

staq — lim [[L,f; — fil =0, (i =0,1,2)

sartlar gergekleniyor ise keyfi f € C'(X) i¢in
Staa — lim [|Lyf — fl| =0

saglanir (burada f; (y) = ).
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Ispat. X = [a,b] olsun ve keyfi bir f € Cla, b] fonksiyonunun bir simrlayici fonksi-

yonu v, () := (x — t)* alnsm.

Ly, ((t - :E)Z) () = Ln(f2)(x)—22L,(f1) () + 2L, (fo) (v)

< L (fo) (@) = 22 + 2[a] Ly (f1) (2) = 2] + 2% |Ln (fo) (2) — 1]

oldugu kolaylikla goriiliiyor.
Boylece

1w (v < M La (f2) = foll + 2011 L (f1) = full 0 [| L (fo) () — 1]

elde edilir.
Buradan hipotezler geregince Lemma 4.2’in sartlar gerceklenir ve keyfi f € C' (X)
icin

Stag—lm [L,f — £ =0

sonucuna varilir, boylece ispat tamamlanir. =
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5. SONUC

Bu doktora tezinde ilk olarak Toplanabilme Teorisinde siklikla kullanilan tanim ve
teoremlere yer verilmigtir. Duman vd. (2003) tarafindan o (a, ) oraniyla A—istatistik-
sel yakinsaklik kavrami tanimlanmig ve bu kavrama iligkin cesitli sonuglar ¢alisilmigtir.
Bu motivasyon ile dogal sayilarin bir E alt kiimesi i¢in o (a,,) oraniyla A—yogunluk
kavrami tanimlanmig ve gesitli 6zellikleri incelenmigtir. Daha sonra o (a,) oraniyla
A—kuvvetli yakinsaklik, A—dagilimsal yakinsaklik ve A—diizgiin integrallenebilme
kavramlarn literatiire kazandirilmig, o (a,) oramyla A—kuvvetli yakinsakligi karak-
terize eden teorem sunulmustur. Schoenberg (1959) ve Saldt (1980) tarafindan
verilen kriterlerin benzerleri 1998 yilinda Demirci tarafindan A—istatistiksel yakin-
saklik i¢in galigilmigtir. Bu sonuglar 1s1ginda bu doktora tezimizde o (a,) oraniyla
A—istatistiksel yakinsaklik icin benzer kriterler ortaya konulmustur.  Ayrica
Osikiewicz (1997, 2005) tarafindan tanimlanan karma dizi kavrami igin yeni sonuglar
elde edilmistir. Son olarak Lomeli ve Garcia (2006) tarafindan sinirlayici fonksiyon-
lar tammmlanmis ve Yaklagim Teoriye iliskin mevcut bazi sonuclar sinirlayici fonksiyon
yardimi ile yeniden ispatlanmigtir. Bu yeni kavram ile o (a,) oramyla A—istatistiksel

yakinsaklik icin yaklagim sonuglar: sunulmustur.
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