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1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Yaklasim teorisinin 6énemli problemlerinden biri, uzayin elemanlarinin bazlar ve
framelerle ayristminin incelenmesidir. Bu teori 20. yiizyilin baslarinda sinyal
analizi, bir sinyalin iletimi ve devamliligina iliskin ciddi bilgi eksiklikleri
barindirmaktaydi. Gabor (1946) sinyal ayrisimina yeni bir yaklasim getirerek bu
eksiklikleri gidermis ve bu ¢alismayla frame kavraminin temellerini atmistir ancak
isimlendirmemistir. Gabor’un yeni yaklagimi sinyal aktariminda bilgi kayiplarini
Onlemesi, nicelemede esneklik saglamasi, parazitlere karsi direng saglamasi ve
bunlar1 yaparken sinyalin 6nemli karakteristik 6zelliklerini korumasi sayesinde kisa

stirede bu alanda kabul goriip yayilmistir.

Frame kavramu ilk olarak 1952 yilinda Duffin ve Schaeffer tarafindan “A class of
nonharmonic Fourier series” baslikli calismada kullanilmistir. Bu calismada,
Hilbert uzaylarinda frame kavrami verilmis ve temel Ozellikleri incelenmistir
(Duffin ve Schaffer, 1952). Hilbert uzaylarindaki frameler; Bari (1951) tarafindan
tanitilan ve incelenen Riesz bazlarinin, yani ortonormal bazlara esdeger bazlarin

genellemeleridir.

H bir Hilbert uzay1 olmak tizere her bir f € H igin

AlfI < ) 1< £ fi >I2 < BIFI:
k=1

esitsizligini saglayan A > 0 ve B > 0 sabit sayilar1 varsa, H Hilbert uzayimin
sifirdan farkli elemanlarinin olusturdugu bos olmayan {f} };ey Sistemine H Hilbert
uzayinda bir frame denir. Bir frame’in avantaj1, uzayn her bir elemaninin bir frame
ile ayrilabilmesidir ve bu ayrim bazlarda oldugu gibi tek tiirlii olmak zorunda
degildir.

Son zamanlarda, niimerik uygulamalar nedeniyle, framelere olan ilgi biiyiik dl¢iide
artmistir. Frameler sayesinde, kristaller ve nano-nesnelerin yiizeylerinin 6zellikleri
ve diger alanlar incelenirken sinyalizasyon siireclerinde, veri sikistirmada ve bilgi

islemede yeni uygulamalar bulunmustur. Genel olarak Hilbert uzaylar: i¢in verilen



frame teorisi, soyut matematikteki arastirma alanlarinda oldukca ise yarar
olmasinin yani sira, veri isleme, kablosuz iletisim, wavelet teorisi, 0rnekleme
teorisi, sinyal iletimi, optik, hatali bilgi tasinmasi, filterbank, sinyal tespiti, bilgi
depolama, goriintii tanima, jeofizik, kuantum teknigi ve gelisen teknolojiye bagh
olarak her gegen yil yeni pek ¢ok farkli uygulamay:1 igceren ¢ok genis c¢aplt

alanlartyla miihendislikte ve matematikte kullanilmaktadir.

1986°’da Daubechies, Grossmann ve Meyer’in ¢alismasiyla framelerin daha genel
kullanim alanlarina yayilmalar1 saglamis ve bu ¢alisma framelerin doniim noktasi

olmustur (Daubechies, Grossmann ve Meyer,1986).

Grochening (1991) Hilbert framelerini Banach uzaylarina genellestirerek atomik
ayrisim ve Banach frame tanimlarini vermis ve aralarindaki iligskiyi incelemistir.
p-framelerin ayrisimlarina gore sonuglar1 ve onlarin g-Riesz bazlar ile iliskileri
calistlmistir (Christensen ve Stoeva, 2003). Ayrilabilir Banach uzaylarinda frame
genislemeleri incelenmis, Banach uzaylarinda X ;-frameleri ve dualleri ¢alisilmigtir

(Casazza, Christensen ve Stoeva, 2005; Stoeva, 2009).

L,,(p # 2) Lebesgue uzayinda Banach frame, atomik ayrisim ve stabiliteleri
incelenmis, 6nemli sonuglar elde edilmistir (Casazza, Han ve Larson 1999; Casazza
ve Christensen, 2005; Christensen ve Heil, 1997). L, Lebesgue uzaymin alt
uzaylarinin Gtelenmesine iliskin p-frameler ve atomik ayrisgimlar, Banach

uzaylarindaki framelerin ve Riesz bazlarinin genellestirilmesi olarak elde edilmistir

(Aldroubi, Sun ve Tang, 2001).

g-frame ve g-Riesz baz kavramlar1 tanitilmig ve Hilbert uzaylarinda framelerin ve
Riesz bazlarmin ¢esitli 6zellikleri vermistir (Sun, 2006;2007). Hilbert uzaylarindaki
framelerin bir bagka genellemesi, t-frame kavrami ve bir¢ok 6zelligi incelenmistir
(Bilalov ve Guliyeva, 2014; Ismailov, Guliyeva ve Nasibov, 2016). Ortonormal
bazlarin stabilite teoremlerine benzer sekilde, Hilbert uzaylarindaki framelerin
stabilitesi incelenmistir (Balan, 1997; Casazza, 2000; Christensen, 2002, Golubeva,
2011).

Vektor degerli dizilerin Banach uzaylarindaki framelerinin Banach genellemesi
diistiniilmiis, X"-frame ve X"-Riesz g-baz kavramlari tanimlanmis, gerekli ve yeterli
kosul teoremleri olusturulmustur (Ismailov, Guliyeva ve Nasibov, 2016; Ismailov

ve Jabrailova, 2014; Ismailov ve Nasibov, 2016).



Frame teori lizerine ilk basit, anlasilabilir ve ayrintili bir ¢alisma “The Art of Frame
Theory” baslikli ¢alismasiyla Casazza (2000) tarafindan, daha kapsamli bir ¢alisma
ise Christensen (2002) tarafindan yapilmistir. Frameler daha sonra Hilbert ve
Banach uzaylarindaki farkli yapilara genellestirilmistir (Abdollahpour, Faroughi ve
Rahimi, 2007; Aldroubi vd., 2001; Astafieva, 1996; Bilalov ve Guliyeva, 2012;
Bilalov ve Guseinov, 2008; 2009; Bilalov ve Mamedova, 2012; Christensen, 1996;
Chui, 1992; Daubechies, 1992; Dremin, lvanov ve Nechitailo, 2001; Feichtinger,
1989; Feichtinger ve Grochening, 1989a, 1989b; Gabardo ve Han, 2003; Han ve
Larson, 1997; Malat, 1999; Meyer, 1990; Najati, Faroughi ve Rahimi, 2008; Rudin,
1974; Young, 1980; Walnut, 1989).

Klasik  fonksiyon uzaylari; elektrolojik ve termolojik akiskanlarin
modellenmesinde, goriintii isleme ¢aligmasinda, standart olmayan biiylimeye sahip
diferansiyel denklemler vb. pek ¢ok ¢esitli uygulamalarin modellenmesinde yeterli
olmadigindan, standart olmayan Banach fonksiyon uzaylarma olan ilgi son
zamanlarda 6nemli 6lgiide artmistir. Bu uzaylarda harmonik analiz problemleri ve
yaklasim teorisi farkli seviyelerde ¢alisilmistir (Adams, 2016; Bilalov ve
Guseinov, 2012; Bilalov ve Quliyeva, 2014; Castilo ve Rafeiro, 2016; Cruz-Uribe
ve Fiorenza, 2013; Diening, Harjulehto, Héstd ve Ruzicka, 2011; D’onoftrio,
Shordone ve Schiattarella, 2013; Fiorenza, 2000; Fiorenza ve Karadzhov, 2004,
Fiorenza ve Krbec, 2000; Israfilov ve Tozman, 2008, 2011; Kokilashvili, Meskhi,
Rafeiro ve Samko, 2016; Sharapudinov, 1979, 2014; Xianling ve Dun, 2001; Zorko,
1986).

Standart olmayan Banach fonksiyon uzaylarindan Grand Lebesgue uzay, ilk olarak
1992 yilinda Iwaniec ve Sbordone tarafindan tanimlanmaistir (Iwaniec ve Sbordone,
1992). Bu uzaylarin kismi diferansiyel denklemler teorisi, enterpolasyon teorisi vb.
onemli uygulamalar1 vardir (Bilalov, 2016; D’onofrio vd., 2013; Greco,1993;
Iwaniec ve Sbhordone, 1998). Harmonik analiz ile ilgili dzellikler bu uzayda
calisiilmistir (Kokilashvili, 2010; Rafeiro ve Vargas, 2015).

Grand Lebesgue uzaylarinin iligkili uzaylari, Small Lebesgue uzay1 ve aralarindaki
iliski iyi ¢alisilmistir (Capone ve Fiorenza, 2005; Di Fratta ve Fiorenza, 2009;

Fiorenza, 2000; Fiorenza ve Karadzhov, 2004). Diferansiyel denklemler



teorisindeki uygulamalarla ilgili olarak, integral operatdrlerinin sinirliligi Grand
Lebesgue uzaylarinda incelenmistir. Agirlikli grand Lebesgue uzayindaki
maksimal operatoriin  simirliliginin - Muckenhoupt ~ kosuluna  esdegerligi
kamtlanmistir (Fiorenza ve Krbec, 2000; Gupta, Fiorenza ve Jain, 2008;
Kokilasvili, 2009; 2010; Kokilashvili ve Samko, 2010).

Dualite ve yansimalik, Capone ve Fiorenza tarafindan ¢alisilmistir (Fiorenza, 2000;
Capone ve Fiorenza, 2005). Kompaktlik konusu Rafeiro ve Vargas tarafindan
gosterilmistir (Rafeiro ve Vargas, 2015). Ayrilabilir olmayan Grand Lebesgue
uzayinin ayrilabilir alt uzay:1 tanimlanmistir (Zeren, Ismailov ve Karacam, 2020;

Zeren, Ismailov ve Sirin, 2020).

Harmonik analizle ilgili bircok klasik 06zellik Grand Lebesgue uzaylarina
genisletilmistir (Bilalov, 2001; 2004; 2019; Bilalov ve Guseinov, 2009; Bilalov ve
Guliyeva, 2012; 2014; Bilalov ve Quliyeva, 2014; Bilalov ve Mamedova, 2012;
Cruz-Uribe ve Fiorenza, 2013; Di Fratta ve Fiorenza, 2009; Greco, 1993;
Grochening, 1991; Fiorenza ve Karadzhov, 2004; Fiorenza ve Krbec, 2000;
Israfilov ve Tozman, 2008; 2011; Kokilashvili, 2009; 2010; Kokilashvili ve Samko,
2010; Zeren, Ismailov ve Karacam, 2020, Zeren, Ismailov ve Sirin, 2020).

{ltl"‘ei”t}ne , dejenere iistel sisteminin L, Lebesgue uzayindaki bazlik dzellikleri
Babenko (1948) tarafindan ¢alisilmig, Gaposchkin (1958) c¢alismasiyla bu ¢alisma
genisletilmistir.

{e"nt}neZ tistel sisteminin L,(—m,m), (1 < p < o) Lebesgue uzayindaki bazlik

ozellikleri Edwards ve Zigmund tarafindan ¢aligilmistir (Edwards, 1985a; 1985b;
Zigmund, 1965a; 1965b). Ustel sistemin, agirlikli Lebesgue uzaylarmda bazlik
ozellikleri Kazaryan ve Lizorkin (1989) tarafindan ¢aligilmistir.

Dejenere iistel sistemin L,(—m,m),(1 < p < o) Lebesgue uzayindaki bazlik

ozellikleri ise Moiseev (1998; 1999), Pukhov ve Sedletskii (2009), Shukurov
(2018) tarafindan galisilmustir.

{p(t)emt}nEZ dejenere istel sisteminin agirlikli Lebesgue uzaymda bazlik

ozellikleri Bilalov ve Veliyev (2005;2006) tarafindan incelenmistir.



{ei”t}ne 7 sisteminin grand Lebesgue uzayindaki bazlik 6zellikleri Ismailov, Zeren,
Simsir Acar ve Aliyarova tarafindan 2022 yilinda calisilmis, {p(t)eint}nE z

dejenere sisteminin grand Lebesgue uzayindaki bazlik 6zellikleri ise Ismailov,
Simsir Acar ve Zeren tarafindan 2023 yilinda ¢aligilmistir.
{p()e™} _ dejenere sisteminin grand Lebesgue uzaymndaki frame ozellikleri

Ismailov, Zeren ve Simgir Acar tarafindan gosterilmistir.

1.2 Tezin Amaci

Bu tez calismasinda, Lp)(—m,m) grand Lebesgue uzayinin, dteleme operatorii
tarafindan tretilen ayrilabilir G,y(—m, ) alt uzayinda {ei"t}ne z listel sistemin ve
{p(t)emt}nEZ dejenere tstel sistemin bazlik ve frame 6zellikleri incelenecektir.

Ayrica bu sistemden sonlu sayida elemanin ¢ikartilmasiyla elde edilen yeni

sistemin tamlik ve minimallik 6zellikleri incelenecektir.

1.3 Hipotez

{ei”t}ne , Ustel sistemi ve {p(t)ei"t}ne , dejenere iistel sistemi Gy (—m, m) grand

Lebesgue uzayinda baz ve framedir.

Tez caligmasinda ilk olarak {emt}neZ sisteminin Grand Lebesgue uzayindaki

tamlik, minimallik ve bazlik 6zellikleri incelenecek, sonrasinda agagidaki agirlik

fonksiyonuyla elde edilen {p(t)e“"t}ne sisteminin tamhk, minimallik, baz ve

Z

frame Ozellikleri incelenecektir.

ap € R ve t, € [-m, ] olmak iizere p(t) agirlik fonksiyonu asagidaki gibi

tanimlanir,

r
p) = | it - telex
k=1
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GRAND LEBESGUE UZAYLARINDA USTEL
VE TRIGONOMETRIK SISTEMLERIN
BAZLIK VE FRAME OZELLIKLERI

2.1 Bazi Temel ifadeler

2.1.1 Baz

Schauder (1927) tarafindan tanimlanan baz kavrami; bir Banach uzayindan alinan
her bir elemanin, linecer bagimsiz bir vektor ailesi tarafindan benzersiz bir

genislemeye sahip olmasi 6zelligine dayanir.

X Banach uzay olmak tizere, {e; } ey kiimesi bu uzayda siral1 bir kiime olsun. Yani;
{ex}ven = {e1, €3, ... }. Her x € X elemant igin;

(0]

B = 2 ¢ (x)ey

k=1
olacak sekilde bir tek {c, (x)}ren Skaler dizisi varsa {e; }reny © X sistemine X ‘de
(Schauder) bazi denir. Buradaki {c, (x)}ren katsayilarina {e; };en bazinin iligkili
fonksiyonel katsayilart denir. X Banach uzaymndan alinan {ej},ecy Sistemi X
uzayinda baz ise {e; }rey Sisteminin lineer germesinin kapanisi X uzayna esittir,

yani

L[{ex}ken] = X

dir. Bazlar hakkinda ¢ok daha fazla bilgi i¢in bu kaynaklar verilebilir; (Heil, 2011;
Lindestrauss, 1977; Singer 1970). Bazi olan bir Banach uzay1 zorunlu olarak
ayrilabilirdir. Ancak tersi her zaman dogru degildir. Bilinen ayrilabilir Banach
uzaylarinin ¢ogunun bir baz1 vardir; baz1 olmayan ayrilabilir bir Banach uzayinin
ilk 6rnegi Enflo (1973) tarafindan olusturulmustur. Ustel sistemlerle iliskili daha
genel bir baz kavramini tanimlamak ic¢in tamlik ve minimallik tanimlar

verilecektir.



Tamm 2.1. (Tamhk)

X Banach uzay olmak tizere {x,},ez € X sistemi verilsin.

L[{xp}nez] = X
ise {x,, }n,ez € X sistemine X de tamdir denir (Christensen, 2002).
Tanmm 2.2. (Minimallik)
X Banach uzay olmak tizere {x,},cz € X sistemi verilsin. Sistemden keyfi bir x;,

elemani ¢ikarildiginda, geri kalan sistemin lineer germesinin kapanisinda ¢ikarilan

X}, elemani bulunmuyorsa, yani Vk € N i¢in

X & L[{xn}ner]
ise {x, }nen sistemine X’de minimaldir denir (Christensen, 2002).

Tanmm 2.3. X Banach uzayr ve X*,X’in dual uzay1 olsun. {x,}pey € X Ve
{27 }men © X sistemleri verilsin.

IL,n=m

x:n(xn) = Opm = {O n+m

ise {xplney ©€ X Ve {x;}meny © X* sistemlerine biortogonal sistemler denir

(Lindenstrauss ve Tzafriri, 1996).

Teorem 2.1. (Minimallik Kriteri)

X Banach uzay1 ve X*, X’in dual uzay1 olsun. {x,},ey € X sisteminin X° de

minimal olmasi i¢in gerek ve yeter sart V k,n € N igin

fn (k) = Gni

olacak sekilde {x,}nen Sisteminin {f,},eny © X* biortogonal sisteminin olmasidir

(Lindenstrauss ve Tzafriri, 1996).

Teorem 2.2. X Banach uzayr ve X, X’in dual uzay1 olsun. f € X* verilsin.
{xXn}neny € X sisteminin tam olmasi i¢in gerek ve yeter sart Vn € N igin
f(x,) = 0iken f = 0 olmasidir (Christensen, 2002).

Teorem 2.3. X Banach uzay olmak iizere, {ey},cy SiStemi X igin bir baz olsun. O
halde {ey}ien V& {er}ken bazmin iliskili {c,(x)}reny fonksiyonel katsayilari

biortogonaldir (Christensen, 2002).



Teorem 2.4. {ey }ken Sistemi X uzayinda sifirdan farkli vektorlerin olusturdugu tam
bir vektor dizisi olsun. {ey }xey € X Sisteminin baz olmasi igin gerek ve yeter sart;

n < m olacak sekilde her n,m € N tam sayilar1 ve segilen her skaler degerli

{Ck}kEN d|Z|S| 1(;11'1

<K

n m
k=1 k=1

olacak sekilde bir K sabit sayisinin olmasidir (Christensen,2002).

Teorem 2.5. X Banach uzay olmak tizere, {ey };cy SiStemi X i¢in bir baz ve {c }xen

bu bazn iligkili fonksiyonel katsayilar1 olsun.

i.  {cklren SiSteminin lineer germesinin kapanisi X* uzayina esittir ve
biortogonal sistemi {e,} ¢y Sistemidir,

ii. X uzayi refleksif (yansimali) uzay ise {c }xey Sistemi X* uzayinda bazdir
(Christensen, 2002).
Tanmm 2.4. H Hilbert uzay1 olmak tizere, {ey},ey € H Sistemi verilsin. Her
k,j € Ni¢in
<ege >=0;

esitligi saglaniyorsa {ey };cn SiStemi H Hilbert uzay1 i¢in bir ortonormal sistemdir

denir. Bir tam ortonormal sistem, # i¢in bir ortonormal bazdir (Christensen, 2002).

Onerme 2.1. {e; },cy Sistemi H Hilbert uzayinin normallestirilmis vektor dizisi ve

her f € H i¢in

DI< fe> P = IIfI?
k=1

olsun. O halde {ey}xen Sistemi H Hilbert uzayinin bir ortonormal bazidir
(Christensen, 2002).

Tanim 2.5. (Riesz Bazi)

H Hilbert uzay1 ve {ey };en Sistemi H uzayi igin bir ortonormal baz olsun. U : H —
H sinirh bijektif (birebir ve 6rten) operatorii tanimlansin. {U ey };cn SiStemine H

Hilbert uzay1 i¢in Riesz bazi denir (Christensen, 2002).



Teorem 2.6. H Hilbert uzay1 ve {f; }renSistemi H uzay1 i¢in bir Riesz bazi olsun.
Her f € H igin

f=> <fg>fe
k=1

esitligi yazilabilecek sekilde H uzayimda bir tek {gy}, ey sistemi vardir. {gy }ren
sistemi de H Hilbert uzay: igin Riesz bazidir. {f} };en Sistemi ve {gy }ren Sistemi
biortogonaldir (Christensen, 2002).

Onerme 2.2. H Hilbert uzay1 ve {fi}ren = (U fi)ren SiStemi H uzay1 icin bir
Riesz bazi olsun. O halde her f € H igin

AlFIZ < Y 1< £ fie > < BISI?
k=1

esitsizligi saglanacak sekilde A, B > 0sabit sayilart vardir. Burada A’nin

1
lu=2

alabilecegi en biiylik deger ve B’nin alabilecegi en kiigiik deger ||U||?’dir.

2.1.2 Frame Teori

H bir Hilbert uzay1 olmak tizere her f € H igin

AlfI < ) 1< £ fi > < BIFI:
k=1

esitsizligini saglayan A > 0 ve B > 0 sabit sayilar1 varsa, H Hilbert uzayimnin
sifirdan farkli elemanlarinin olusturdugu bos olmayan {f; }en Sistemine H Hilbert
uzayinda bir frame denir. Burada A ve B sayilarina sirasiyla alt ve {ist frame sinirt

denir.

Ozel olarak A = B ise tight frame, A = B = 1 ise parseval frame denir. Sistemden
herhangi bir eleman kaldirilamiyorsa exact (tam) frame denir. {f; }en Sistemi exact

frame ise

L[{filken] = H

esitligi saglanir. Sistemden en az bir eleman kaldirildig: halde sistem hala bir frame
olusturuyorsa overcomplete (nonexact veya redundant) frame denir (Christensen,
2002).



Teorem 2.7. Bir sistemin exact frame olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart sistemin
Riesz bazi olmasidir (Christensen, 2002).

Tanim 2.6. {fi}reny SiStemi H  wuzayinda bir frame olsun.

L(N) = {{x}ren : %k € C Yrenlxk]* < 0} olmak iizere,

T:l,(N)>H

oo

T{ci}ken = Z Crefr

k=1

seklinde tanimlanan operatdre Sentez operatorii (pre-frame operatdr) denir. Sinirh

operatordiir. Sentez operatoriiniin eslenik (adjoint) operatort;
T : H - ,(N)
T'f ={< [, fx >}ken

seklinde tanimlanir ve T* operatoriine analiz operatori denir. Eger {fy }ren dizisi
H Hilbert uzayi i¢in bir frame ise analiz ve sentez operatorlerinden frame operatorii

elde edilir;

SSH-H
SF=TT"f = ) <f.fi>fe
k=1

Lemma 2.1. H Hilbert uzay1 olmak tizere, {f; }reyn SiStemi A ve B smurlar ile

birlikte 7 uzay1 bir frame olsun. S: H — H frame operatorii tanimlansin. O halde

<Sf.f>= ) I<f.fi>F
k=1

esitligi saglanir. S operatorii sinirli, terslenebilir, kendine eslenik ve pozitif
operatordiir. {S™1f; }xen Sistemi B~ ve A7 sinirlariyla birlikte bir framedir.

{S7 1 fi ken Sisteminin frame operatdrii S™1 operatoriidiir (Christensen, 2002).

Onerme 2.3 Eger {filxen SiStemi bir exact frame ise {fiJxen V€
{571 fi ken biortogonaldir ve {f; }xeny H Hilbert uzay1 icin bir bazdir (Christensen,
2002).

Asagidaki lemma, bir sistemin frame olup olmama durumunu uzaym yogun bir

kiimesinde kontrol etmenin yeterli oldugunu gostermektedir.
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Lemma 2.2. {fi}ren, H Hilbert uzayinda bir dizi ve H uzaymin yogun bir alt

kiimesi VV olsun. Her f € V igin

ANFIZ < Y 1< £ fi > < BIFI?
k=1

esitsizligini saglayacak A, B > 0 sabit sayilar1 varsa, {f;}rey SiStemi A ve B
smirlariyla H Hilbert uzayinda bir framedir (Christensen, 2002).

Lemma 2.3. {fi }ken Sistemi H Hilbert uzayinda bir frame olsun. Eger bazi {cy } ey

katsayilari i¢in f € H

f= chfk

seklinde temsil edilebiliyorsa;

Dl = Y 1< f57 e >+ ) =< £.57 e >
k=1 k=1 k=1

ifadesi dogrudur (Christensen, 2002).

Teorem 2.8. £ Hilbert uzayinda bir {f; }xeny Riesz bazi olmasi igin gerek ve yeter
kosul H Hilbert uzay1 i¢in frame olmasidir. Riesz bazinin sinirlar1 frame sinirlariyla

cakisir (Christensen, 2002).
Riesz bazi olmayan framelere overcomplete frame de denir.

Teorem 2.9 {f; }xen Sistemi H Hilbert uzayinda bir frame olsun. O halde asagidaki

ifadeler denktir;

i.  {filren Sistemi H Hilbert uzay: i¢in bir Riesz bazidir,

ii.  {fi}ren bir exact framedir,

iii.  {fi}ken Sistemi minimaldir,

iV.  {fi}ken Sisteminin biortogonal sistemi vardir,

V. {fitken Sistemi ve {S™1f; }en Sistemi biortogonaldir,

Vi, {fi}ren Sistemi w — bagimsizdir,
vii.  Eger bazi {c; }1 € 12(N) igin X321 ¢ fx = Oise her k € Nigin ¢, = 0
viii.  {fi }xen bir bazdir (Christensen, 2002).
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Tamim 2.7. X Banach uzay ve {ey}reny X uzaymin bazi olsun. {ej}reny bazinin
iliskili fonksiyonel katsayilar1 {cy }rey olmak tizere, {cy }rey iliskili skaler degerli

dizilerinin uzayr;

o

K =< {ck}: Z crex,X'de yakinsak
k=1

seklinde tanimlanir ve

I{ck}renllx = sup

)
k=1

normuyla birlikte K uzayi, Banach uzaydir (Christensen, 2002).

X

Tamim 2.8. X Banach uzay, X* dual uzay ve K ise N ile indekslenen Banach dizi

uzay1 olsun. {f; }xeny € X, {gr}reny € X* oOlsun. Vf € X ve 3 A, B > 0 igin,

D) {9k(fken € K
i) Allfllx < IHgk(fkenllx < Bllfllx

i) f = ) ge(Df
k=1

ozellikleri saglanirsa ({gx}ken, {fx Jxen) ¢iftine K'ya gore bir atomik ayrigim
(atomic decomposition) denir (Christensen, 2002). ({gx }ken, {fx }ken, K) seklinde
de gosterilir. Bir Banach uzayinin bazi varsa atomik ayrisimi da vardir ancak tersi
her zaman dogru degildir. 7 Hilbert uzayinda X = H ve K = [,(N) kabulleriyle
(i) ve (ii) kosullar1 frame olusturmaktadir. Ancak bu durum; Banach uzaymin

dualinde {gy }xen gibi bir dizinin varlig1 gostermeye yeterli degildir.

Tanim 2.9. X bir Banach uzay1, X* dual uzay ve K, N ile indekslenen Banach dizi
uzayl olsun. {fi }xen € X, {Grlkey ©€X* ve S:K - X smurh operatori

tanimlansin. Vf € X ve 3 4, B > 0 i¢in,

D) {gr}ken € K
i) Allfllx < {ge(MNkenllx < BllflIx
i) S{ge(NY=f

ozellikleri saglanirsa ({gy }xen, S), X i¢in K uzayina gore bir Banach framedir denir

(Grochening, 1991).
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Banach frame ile atomik ayrigim karsilastirilacak olursa;

Atomik ayrisim, Hilbert uzaylarindaki framelerde oldugu gibi f € X 'in bir seri
acihmini elde etme istegini ifade eder. Ancak Banach frame; sonsuz bir dizi
tarafindan verilmeden yeniden yapilandirmaya ve {g,};ecn katsayilari yardimiyla
f € X‘e geri doniilmesine imkan saglar. Casazza, Han ve Larson (1999), {6y }ken
birim vektorlerin K dizi uzayna ait olmast ve K igin bir baz olusturmasi
durumunda, Banach frameler ile atomik ayrigim arasinda basit bir iliski oldugunu

gostermislerdir.

Onerme 2.4. X bir Banach uzay1, X* dual uzay ve K, N ile indekslenen Banach dizi
uzay1 olsun. {gi}ren € X* ve S: K—X sinirli operatorii tanimlansin. {8y }xen, K

uzayini olusturan bazin kanonik birim vektorlerinden olusmak tizere asagidaki

ifadeler denktir (Christensen, 2002).

o ({grlren,S), Xigin K'ya gore bir Banach framedir,
o ({gk }xen, £5(61) }ken), X’in K'ye gore bir atomik ayrisimidir.

Yani, bir Banach frame’in atomik ayrisim olmasi i¢in gerek ve yeter kosul kanonik

birim vektorlerin K uzay1 i¢in bir baz olugturmasidir.

Onerme 2.5. Her ayrilabilir X Banach uzay1, uygun bir sekilde secilmis dizi uzayi

K 'ya gore bir Banach frame ile donatilabilir (Casazza, Han ve Larson,1999).

Ayrilabilir bazi Banach uzaylarinin bazi olmasina ragmen, Banach frameleri vardir

ve bu durum frameleri daha iyi yapmaktadir.

Bir Banach frame’in pratik olarak kullanigli olmasi i¢in, uygun ve Kkolayca
tanimlanabilir bir dizi uzay1 K'ya gore tanimlanmasi gerekmektedir. Iyi bir dizi
uzaylar1 sinifina gore Banach framelerin varlig1 gz oniine alindiginda; Banach
framelerin, Hilbert framelerinin 6zelliklerini sagladiklar: goriilmektedir. (Casazza,
Christensen ve Stoeva, 2005) Bu bakis agisi, Stoeva (2009) tarafindan asagidaki
ornekle desteklenmektedir:

X Banach uzaynin dualindeki her tam {e; },.cy Sistemi, bazi K dizi uzaylarina gore
X icin bir Banach framedir. Ornegin; 3£ Hilbert uzayinda {e;},ey Ortonormal baz

olsun. Bu uzayda {ey + ey41}xen ailesini ele alinsin;
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o {ey + ers1tren » K dizi uzayina gore H igin bir Banach framedir.

o {ey + ers1tren » H icin bir frame degildir.

Yukaridaki Ornekten de anlasilacagi gibi Banach framelerin tanimi, Hilbert
uzaylarindaki frame tanimiyla eslesmemekte olup Banach framelerin daha genel

oldugu anlagilmaktadir.
2.1.3 Kilasik Lebesgue Uzay1

(X,Y, w) birdlgliuzayive 1 < p < wi¢in Q € X = R™de tanimli bir bolge olmak
Y p g

luzere
f f)Pdx < oo
Q

ozelligine sahip tiim Olciilebilir f: (0 - R fonksiyonlar sinifina, p. mertebeden
Lebesgue-integrallenebilir uzay1 veya kisaca Lebesgue uzay: denir ve L,(Q) ile

gosterilir (Castilo ve Rafeiro, 2016).

Tamm 2.10. 1 < p < oo olmak lizere Ly, (£2) uzayinin normu,

l/p
Wl = Ifll, = (flf(x)l%x)
k)

normu ile tanimlanur. || f1|,, ifadesine f fonksiyonunun L, normu denir. L, () uzay1

bu normla birlikte normlu uzaydir (Castilo ve Rafeiro, 2016).
Ornek. 2 < p < oo ve O = (0, o) olsun.
fO)=QQ+x)"1?
seklinde tanimlanan f: Q — R fonksiyonu L, () uzayinin elemamdir.

Teorem 2.10. u(X) < o olmak iizere (X, Y, u) bir 6l¢ii uzayi olsun. O halde her

1<p<qg<»ign
Lq(X) E).Ll) g Lp(Xl E;ﬂ)
kapsamasi saglanir (Castilo ve Rafeiro, 2016).

Teorem 2.11. L, (Q) uzay: || f ||, normuyla bir Banach uzayidir (Castilo ve Rafeiro,
2016).
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Teorem 2.12. % + % = 1 olmak iizere L,(Q) Lebesgue uzaymin dual uzay: L, ()

uzayidir (Castilo ve Rafeiro, 2016).

Teorem 2.13. L,(Q) uzay: refleksif (yansimali) uzaydir. Yani dualinin duali
kendisidir (Castilo ve Rafeiro, 2016).

Teorem 2.14. (Holder Esitsizligi)

1<p,q<oo,%+%=1vefeLp,gELqisef-geLlqurve

f £ ldx < Il gl
Q

esitsizligi saglanir (Castilo ve Rafeiro, 2016).
Teorem 2.15. (Minkowski Esitsizligi)
1<p<oiginf,g € Lyiken f + g € L, olur ve

If +gll, < Ifll, + llgll,
esitsizligi saglanir (Castilo ve Rafeiro, 2016).

Teorem 2.16. 1 <p < o olmak iizere L,(Q2) uzayr ayrilabilirdir (Castilo ve

Rafeiro, 2016).

Riesz temsil teoremi, Lebesgue uzaylari arasindaki karakterizasyonu kolay bir

sekilde sagladigindan fonksiyonel analizde 6nemli bir teoremdir.

Teorem 2.17.(Riesz Temsil Teoremi)

1<p<oo ve %+$= 1 olmak iizere L,(X) uzaymnda T lineer fonksiyoneli

tanimlansin. O halde V f € L, (X) igin
T(f) = j fg du
X

olacak sekilde bir tek g € L, (X) vardir ve |[T|| = ||gll,’dir (Castilo ve Rafeiro,
2016).
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Teorem 2.18. (Konvoliisyon i¢cin Young Teoremi)

k € L;(R™) ve f € L,(R™) olsun. O halde

< ke, ey 1F 1, ey

f k(x —t)f(t)dt
Rn

Lp(R™)
esitsiligi saglanir. (Castilo ve Rafeiro, 2016).

Teorem 2.19. (Riesz-Thorin Interpolasyon Teoremi)

L, (X) Lebesgue uzaymda 1 < pg, p1,qo, 1 < %, Do # D1 Ve qo # q, 0lmak

uzere
T: Lpo - LQo
T:L, - Lg,
lineer operatorii sinirli olsun. Yani,

ITf 1L, < Molifl,,,
ITfllsy, < Mallfll,,,

esitsizlikleri saglansin. O halde 8 € (0,1) i¢in

1 1-6 06
;_ Po E
1 1-6 06
5_ do a

olacak sekilde T operatdrii L,(X) Lebesgue uzaymdan L,(X) Lebesgue uzaymna

sinirhidir ve
TS, < MEOMENfIL,

esitsizligi saglanir (Kokilashvili vd., 2016).
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2.2 Grand Lebesgue Uzaylari

1 < p < +00 olmak lizere grand Lebesgue uzay;

Lyy(-m,m) = {f : f:(—m,m) - Rolgllebilir, sup (% flf(t)lp‘f dt> < oo}

0<e<p-1

seklinde tanimlanir. Grand Lebesgue uzayi,

1

Ifll,y = sup (%f_ If(t)lp‘fdt>p_g < o

0<e<p-1

normuyla bir normlu uzaydir (Iwaniec ve Sbordone, 1992).

Teorem 2.20. 1 < p < o olmak {izere, Lyy(Q) uzay1, Banach uzaydir (Castilo ve
Rafeiro, 2016).

Teorem 2.21. Q, R™ de sinirli bir kiime olmak tizere p > 1 i¢in
Lp (Q) & Lp) ('Q)
kapsamasi saglanir (Castilo ve Rafeiro, 2016).

Ornek. O = (0,1) ve p > 1 olsun.

f(X)=x%

fonksiyonu segilsin.

f FGOIPdx = f |

olup f & L,(0,1) ve

1
dx—fxdxz Inx|} =In1—1In0 = o0

1 et
e £
1 p= €4 £xP
sup = sup (e[| xP dx|= sup |—F—
0<e<p-1 0<e<p-1 0<e<p-1 —
P lo
el
= sup p xP =p <o
0<e<p-1 0

olur f € L,y(0,1) “dir.
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Grand Lebesgue uzayinin en onemli Ozelliklerinden biri yuvarlama (nesting)
ozelligidir:
p >1ve0 < e <p—1olmak iizere,
Lo (@) € Ly() € Lpy(@) € L (Q)dir.
Tamm 2.11. (Small Lebesgue Uzay1)

QeR"n=>1ve Q] <400 olmak iizere M, [—0, + 0] araliginda taniml1 tiim

Olciilebilir fonksiyonlarin kiimesi olsun. Her g, g, € My, k € N, icin

1

°° 1 (1 oo \ T
P i i p—&| — p—é&)!
lollpy =, _nf kE nt e [ lgd e
Q

=1
olmak iizere small Lebesgue uzay1

Lpy (@) = {g € Mo llgllpy, < +oo}
seklinde tanimlanir (Capone ve Fiorenza, 2005).

Teorem 2.22. L,,,(€2) small Lebesgue uzay1 Banach Fonksiyon uzayidir (Capone

ve Fiorenza, 2005).
Teorem 2.23. L), (Q) small Lebesgue uzayi, L,)(Q) grand Lebesgue uzayinin
dualidir (Capone ve Fiorenza, 2005).

Teorem 2.24. L, (Q) uzayr refleksif (yansimali) uzay degildir (Capone ve
Fiorenza, 2005).

Teorem 2.25. (Holder Esitsizligi)

1<p<+o ve QER",n=>1,[Q| <+oo olsun. Her f €L, (Q) ve her

9 € Lp)l('Q) lgln:
1
o f fg dx < IIflly gl
Q

Holder esitsizligi saglanir (Capone ve Fiorenza, 2005).
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Teorem 2.26. L,y (Q) uzay, ayrilabilir uzay degildir. Cy°(Q) uzay1 L,y uzayinda

yogun degildir. C,° uzayinin grand Lebesgue uzayina kisitlanisi,

@lp) = {f € L,)(Q): ll_r)ggf|f|17—£dx = 0}
Q

uzayidir (Castilo ve Rafeiro, 2016).

Ornek. A € [0,1] olmak iizere,

ﬁ(t)=f(t)={ _1
t—-A1) P ,A<t<1

fonksiyon ailesini ele alinsin.

pP—&

0<e<p-1

1 y
dt | = sup ef(t—/l)l’ dt
2

0<e<p-—-1

= sup (p(l—/l)g) <

0<e<p-1

1

1

sup sf |(t —-A) P
2

= sup <p(t—/1)p

0<e<p-1

olup f; grand Lebesgue uzayinin elemanidir. A < u < 1 i¢in

1
b—&

u
£_
R O [
0<e<p-1 1

1
£ M)EZE
A

= sup (p(t—/l)5

0<e<p-1

1

& —
= sup (p(u - A)P)
0<e<p-1
1
> pp

olup L, () uzaymin yogun bir alt uzay yoktur, ayrilabilir uzay degildir.
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2.2.1 Grand Lebesgue Uzaylarinda Oteleme Operatériin Urettigi Alt
Uzayn Baz1 Ozellikleri

f(x+8), x+5€[-mnmn

V f € Lyy(—m,m) ve Tsf (x) = { 0 X468 ¢ [-m 1] oteleme (kaydirma,

shift) operatorii olmak tizere
Gpy (=1, m): {f € (=m,m): ITsf (x) = f(X)llpy = 0,8 - 0}

uzayl tanimlansin. G’;,') (—m,m) kapanisi olan G;) (—=m,m) = Gpy(—m,m) uzayr,

f € Lyy olmak lizere;

s
tme [Ir@P-<ae=o
—TT

ozellikli fonksiyonlardan olusur.

Teorem 2.27. 1 < p < +o0 olmak iizere Cy°[—m, ] uzay1 G,)(—m, ) uzayinda

yogundur.
Gpy(=10,10) = {f € Lpy (=, m): If ¢ +8) = flIy = 0,6 - 0}

Burada C{° = Gpy ‘dir. Gpy(—m,m) uzay: ayrilabilir uzaydir (Zeren, Ismailov ve

Karacam, 2020).

Teorem 2.28. G,y (—m, ) uzayi, ||f ||,y normuyla Banach uzaydir (Zeren, Ismailov

ve Sirin, 2020).

Lemma 2.4. G,y (—m, ) uzay: klasik Lebesgue uzayimni kapsar. Yani,
L,(—m,m) € Gpy(—m, )

olup Gpy(—m, m)\L,(—m, ) # @ “dir (Zeren, Ismailov ve Sirin, 2020).

Lemma25.V f € Ly, (Q) icin;

Ifll,, < @ = D.If.,

esitsizligi saglanir. L, (Q) uzay1 G,y(Q) uzayinda yogundur (Zeren, Ismailov ve

Sirin, 2020).
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Ornek. p >1,Q0€[0,1], n€N ve fn(t)z{ 1

secilsin.

S

1
Ifll, = f lde | =n?
0

olup f,, € L,(0,1) “dir ve

p—c¢
dt | =p< o

1

1

sup ef ’t P
0<e<p—1 4

olup f,, € Lp,y(0,1) “dir.

0, t&[0,—

2p

fonksiyonu

t p,te [—e”zp,l]

2.3 Grand Lebesgue Uzaylarinda Ustel Sistemin Bazhk

Ozellikleri

2.3.1 Ustel Sistemin Normu

1 <p < +o0 olmak iizere Gy (—m, ) C Ly)(—, 1) uzayinda {ei"t}neZ sisteminin

normu;
s
int _ i int p—¢&
el =, 500 | 5z [lert” e
-7
1
= sup eP¢e¢=p-—-1
0<e<p-1
dir.
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2.3.2  Ustel Sistemin Bazhk Ozellikleri

Bu boliimde {ei"t}nez sistemininin  G,)(—m,m) uzayinda bazlhk &zellikleri

incelenecektir.

Teorem 2.29 X bir Banach uzay olsun. {x,, },,ez sisteminin X uzay1 i¢in bir baz

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

1. {x, }nez Sistemi X ’de tamdir,
2. {x, }nez Sistemi X *de minimaldir,

3. {fulnez sistemi {x, },ez Sisteminin biortogonal sistemi olsun. vn,m € N,

zn: fre () xy
k=—m

olacak sekilde en az bir M > 0 sayis1 vardir,

ve Vx € X i¢in

< Mllx|lx.

X

sartlarinin saglanmasidir.

Ispat. {x,, },cz sistemi X uzayinda baz olsun.
1.Baz tanimundan L[{x,, }nez] = X olup, {x;, }nez Sistemi X uzayimnda tamdur.
2. Keyfi x € X igin
X = Z ApXn
net.

yazilabilir. Her k € Z igin fi(x) = a; olacak sekilde f;, lineer fonksiyoneli

tanimlansin. Her k,n € Z i¢in f,(x,) = 6y, “dir.

F:K->X
F(a) =Zanxn
nez

operatorii tanimlansin. ||[F|| < 1 ‘dir ve F operatorii K uzayindan X uzayina bir

izomorfizm olusturur.
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Her n,m € N i¢cin

|fn (Ol =

”anxn”X
[EA™

n n-1
2
= apXy — z A Xy
Pl |[ £ .

n
S )
= A Xy
llocn [l x || £

X

n—

||xn||x
- X
2|lallk 2”F_1”L(X,K)
< 2l lxlly
Tl Tl
ve
(O] = —— | I
= ()] = ——la_mX_mllx
m( = la-m-m
n n
—| >
= ApXE — Z Ay X
X_
Tl || 25 2

X

2|lallk < 2”F_1”L(X,K)

T llxomlle T llxomllx

lIxllx

yani f,, X ’de simrhidir, {f,,}ez Ve {x,}nez biortogonal sistemdir. Dolayisiyla

{x, }nez Sistemi X *de minimaldir.

3. Her x € X ve hern,m € N; i¢in

Z x| < sup Z x|
k=—m n,meN, ke—m
= IF ]

< ||F_1"L(X,K)”x”X-
Tersine; {x,, }nez Sisteminin X’de baz oldugu gosterilsin;
Keyfi € > 0 ve x € X alinsin. {x,,},,¢z Sistemi X’de tam oldugundan, n,m € N,
i¢cin
Ix —yllx <e

olacak sekilde
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y = Z fe@)xi
k=-m

vardir. Her n; > n,m; > m € N i¢in

y= zl: fie () x

k=—m1

esitligi saglanir. Boylece,

x= D f@ul =|k-y+y- ) fGn
k=—-my k=—m,

X

n
<=yl | ). fle—»xe

k=—m1 X

< llx = yllx + Mllx = yllx <&@+ M).
O halde x = Y,z fn (), “dir.

Not. {x,},ez, X ‘de baz olsun. {x,},ecz bazinin {a,},cz iliskili skaler dizilerinin

uzay1 K ile gosterilsin. K uzayi,

I{an}nezllk = sup
n,meN,

n

k=—m

X

normuyla Banach uzaydir.

2.3.3 Ustel Sistemin Grand Lebesgue Uzayinda Bazhg Hakkinda Bazi

Sonugclar

Teorem 2.30. {e™} _ iistel sistemi L,y (—m m)grand Lebesgue uzayinda

minimaldir (Ismailov, Zeren, Simsir Acar ve Aliyarova, 2022).

Ispat. f € L,)(—m, 1) ve n € Z olmak iizere;

vn(f) = f ft)e Mdt

fonksiyoneli siirlidir;
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Here € (0,p — 1) icin,

ff(t)e_i"tdt

-1

1
|Vn(f)| = E

< [ir@lac

1
p-¢ 1

T
1 _ 1
< — p-¢4 2m1)-8)’
< f FOP—<de| (2

T
& -
< | — p—¢& p—¢
<| o f FOP=<de | e
-1

-1
< gpTéE ”f”Lp)(—T[,T[)'
Yani, v, (. ) fonksiyoneli sinirlidir. Diger taraftan her n, m € Z igin

T

. 1 .
vn(elmt) — % fe_l(n_m)tdt — 6nm
-

olup {e™*} _ iistel sistemi ile v, (.) fonksiyoneli biortogonaldir. {e™*} _ sistemi

Lpy(—, 1) uzayinda minimaldir.

Teorem 2.31. {ei"t}neZ listel sistemi G,y (—, ) uzayinda tamdir (Ismailov, Zeren,

Simsir Acar ve Aliyarova, 2022).

ispat. Keyfi n > 0 ve keyfi f € Gpy(—m, ) fonksiyonunu segilsin. Cy°[—m, 7],

Gpy(—m, M) de yogun oldugundan

IF-gull, . <n

p) (-1
olacak sekilde g, € Cy’[—m,m] fonksiyonu vardir. g, fonksiyonunun Fourier

serisinin kismi toplamlar dizisi g, fonksiyonuna diizgiin yakinsak oldugundan

m

B,(t) = Z vn(gn)ei"t,m € N,

n=-—-m
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olacak sekilde en az bir m sabit sayis1 vardir dyle ki V. m > m, igin

sup ]Ign(t) —P(®)| <7
T

te[-m,

esitsizligi saglanir. O halde

1
p—¢
Gpy(-mm) 0<e<p-1

s

& -

lon=Eally o= 50 oz [l9a(® = PO
-1

1
<n sup ePE<n(p-—1).

0<e<p-1

Boylece

”f . Pm”Gp)(—T[,T[) < ”f - gn”G + ”gn a Pm”

p (=T Gp)(-m10)
<n+n-1
=np

dir. O halde {ei”t}nez iistel sistemi G,y (—, ) uzayinda tamdur.

Tamim 2.12. (Carleson Egrisi)

I basit diizeltilebilir bir egri olsun. t € T igin,

B(t,r)={z€C :|z—t| <7}
D(t,r) =T nB(tr)
olmak tizere
ID(t,7)| <cq.T

olacak sekilde en az bir ¢, > 0 tam sayis1 varsa [" egrisine Carleson egrisi (siirekli

egri) denir (Kokilashvili, 2009).
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Sekil 4.1 Carleson egrisi

Teorem 2.32. T basit diizeltilebilir bir egri olsun.

1
Sef(®) = 5— @d{,t er

r

formiilityle taniml1 Sp- singiler operatoriiniin L, (—m, ) grand Lebesgue uzayimnda

siirli olmasi igin gerek ve yeter kosul I' egrisinin Carleson egirisi olmasidir

(Kokilashvili, 2009).
y = {7 : |t| = 1} birim ¢ember olsun. t € [, 7] i¢in
T: Ly(y) = Lyy(—m,m)
Tf(®) = f(e")

0zdeslik doniisiimii tanmimlansin. G,y (y) uzayi ile G,y (—m, ) uzaymnmn T operatorii

altindaki ters gortintiisii gosterilsin.

Teorem 2.33. S, siingiiler operatdrii, G,)(y) uzaymnda simrhidr.

Ispat. Teorem 2.32 “den S, operatorii, L,y (y) grand Lebesgue uzaymda sinirhidir.

M= ”SY”L(LP)(—n,n)) olsun. v f € Gy (y) i¢in S, f € Gpy(y) oldugu gosterilsin;
Keyfi e > 0 ve f € Gp)(y) igin L, (¥), Gpy(¥)’da yogun oldugundan

&
“f - g”Gp)(—n,n') = M

olacak sekilde g € Ly, (y) vardir. O halde
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17 =Syl my S ISl (o, ) = Gy o <

yazilabilir. S, g € L, (y) oldugundan S, f € L,,(y) yani S, f € Gpy(y)’dur.

Teorem 2.34. {e™™} _ iistel sistemi Gp)(—, ) uzaymnda bazdir (Ismailov, Zeren,

Simsir Acar ve Aliyarova, 2022).

Ispat. Teorem 2.30 ve Teorem 2.31°den {e""t}nEZ sisteminin G, (—, 1) uzayinda

tam ve minimaldir. Ustel sistemin, Teorem 2.29°un 3. sartim sagladig

gosterilmelidir.

Keyfi bir n > 0 sayis1 ve keyfi bir f € G,,y(—m, 1) fonksiyonu alinsin.

n

Sam(HE) = D" v, nm e N,

k=-m
operatdriiniin simirlt oldugu gosterilmelidir. Bu durum f € G, (—m,m), m € N,

olmak tuzere

m

Pa(HE) = D v(e™

n=-m

projektor operatoriiniin diizgiin sinirli oldugunu gostermeye denktir;

Pa(N() = i — f F(De-intdr | eins
=% ff(t) i e—in(x—t) dt

- j FOKn(x — D)L,

—imt_ei(m+1)t

Burada K,,,(t) = eT ‘dir.

e —im(x—t) __ e i(lm+1)(x—t)

Km(t) = 1 _ ei(x—t)
ei(m+1)t ) eimt ]
—_-— ,-imx _ el(m+1)x
eit_eix eit_eix
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Boylece, e,,(t) = ™, m € Z olmak iizere,

1 Y
Pa(PE) = 5 [ F(OKnCx = Ot

s s
1 ei(m+1)t . 1 e—i‘mt .
— - 1
= o ff(f)mdfe o ff(t)mdt elmx
-7 -7

1 fT‘l(fen_l)(r) g gmimr_ L fT_l(f€—<m_+1))(T) i gilmD
2mi T—eW 2mi T—eW
y Y

— e—imxSyT—l(fem)(eix) _ ei(m+1)xSyT—1(fe_(m+1))(eix)
= e"M*TS, T~ 1(fe,,) (x) — eMHOIXTS T (fe_nir))(x)
olup, S, singiiler operatdrii G,y (—, ) uzayinda smnirhigr oldugundan;

”Pm”Gp)(—T[,‘IT) F ”e_imxTSyT_l(fem)(x)

TS, T o),

p) (=TT

< ||SyT—1(fem)||Gp)(y) + ||SyT—1(fe_(m+1))||Gp)(,,)

< M”fem”Gp)(—Tt,‘lT) + M”fe_(m"'l)”Gp)(—n,n)

= ZM”f”Gp)(—T[,T[)

dir. Boylece {e"nt}neZ listel sistemi G,y (—, ) uzayinda bazdr.

2.4 Grand Lebesgue Uzaylarinda Trigonometrik Sistemlerin
Bazhk Ozellikleri

Bu boliimde {sin nt},cy Ve {cos nt}, ey trigonometrik sistemlerin bazlik 6zellikleri

incelenecektir.

Teorem 2.35. {sinnt},ey trigonometrik sistemi G,)(0,7), 1 < p < oo, uzayinda

bazdir (Ismailov, Zeren, Simsir Acar ve Aliyarova, 2022).
Ispat. Ilk olarak minimallik gdsterilsin.

{sinnt}, ey sistemi L,y (0,7),1 < p < oo, grand Lebesgue uzayinda minimaldir;
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Vn € Nve f € L, (0,m) olmak iizere,

gn(f) = ;ff(t) sinnt dt
0

lincer fonksiyoneller sistemi tanimlansin. € € (0,p — 1) olmak {izere her

f € L,y(0,m) icin

2
|gn(f)| = ;

f f(t)sinntdt
0

s§f|f(t)| e
0

1
5 b3 p—-¢ )
=2 [ror-a | v
0

1
p—¢

T
& - e
—2(Z [ir@p<ar | e
0

1
< 2e P7E||flpy.

Béylece gy, Lyp)(0, ) uzayinda siirekli lineer fonksiyoneldir. Diger taraftan m # n
1¢in;
T

2
gn(sinmt) = —f sinmt sinnt dt
T
0

Sl

j[cos(m + n)t — cos(m — n)t]dt
0

T T

1 1
= —;j cos(m+n)tdt+gf cos(m —n)tdt
0 0

1 lsin(m +n) tr N 1 [sin(m —n)t r

T m+n T m-—n

0 0

1 1
= —=(0-0)+=(0+0) =0,
T T
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m = n igin;
T
. 2 _ _
gn(sinmt) = — | sinmtsinnt dt
T
0

T

2
= —f sin mt sin mt dt
T

0

s
2
= —f(sin mt)?dt
T
0

2 (1
=—j— (1 — cos2mt)dt
w) 2
0

_1[ siant]”
T 2m 1,

Oldugundan
gn(sinmt) = 8pn
olup {sinnt},cy sistemi ile {g,}ney biortogonaldir. Sonug olarak {sinnt}, ey
sistemi Ly, (0, ) uzayinda minimaldir.
Keyfi f € G,)(0,m) tek fonksiyonu alinsin. Bu f* fonksiyonu [—m, 7] aragina

asagidaki sekilde genisletilsin.

f@®), tel0,m]

F@) = {—f(—t) t € [-1,0)

F € G,y (—m, ) oldugu agiktir ve
1
p—¢

0<e<p-1

T
&
1Pl = sup | o= [IFOPat
-1

s p—¢
= sw (2 [ir@rea
0

0<e<p-1
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= £l c0.m):-

{ei"t}neZ tistel sistemi G,y (—m, ) uzayinda baz oldugundan, n € Z igin

(0]

F(t) = Z c e™

n=-—oo

yazilabilir. Burada

V1
c, = 1 f F(t)e ™qt
" 2m
-
dir. n € N olmak tizere c, katsayisindan;

s
1 —int
Cp = o fF(t)e dt
-
Vi s
= iff(t)e‘”‘fdt —ijf(t)ei”tdt
21 21
0 0
1 s
— A int _ ,—int
27Tff(t)(e e )dt
0

T
1 .
= Ejf(t) sinnt dt
0

1
= =0n(f)

elde edilir. Diger taraftan f tek fonksiyon oldugundan c_,, = —c,’dir. O halde her

m € N i¢in
m m m
Z ¢ eint = Z ¢ eint — z ¢ e~int
n=-m n=1 =1
m
— Z Cn(emt _ e—mt)
n=1
m
=2 Z Cp Sinnt
n=1
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=) ga(sinnt

elde edilir. Her m € N igin

f(®) - Z gn(f) sinnt
n=1

ifadesinin genislemesi

m
FO = ) cpel™
n=-m
oldugundan
L m
Hf - ZQn(f) sinnt =||lF = Z ¢ eint
n=1 Gpy(0,m) n=-m Gpy ()

yazilabilir. m — oo i¢in limite gegilirse

= gn(fsinne
n=1

elde edilir. {sin nt},ey sistemi G,(0, ) uzayimnda bazdur.

Teorem 2.36. {cos nt},en trigonometrik sistemi G,,,(0,7),1 < p < oo, uzayinda

bazdir (Ismailov, Zeren, Simsir Acar ve Aliyarova, 2022).

Ispat. ilk olarak minimallik gosterilsin. n € N ve f € L,(0, ) olmak iizere,

() == f £(6) cosnt dt

lineer fonksiyoneller sistemi tanimlansin. & € (0,p —1) olmak iizere her

f € Ly(0,m) igin

2
192001 ==

ff(t) cosnt dt S%flf(t)ldt
0 0

1
—&
p 1

2( ( 1
=2 [ir@p—ca | 70
0
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T
—2( % [if@peac | e
0

1
= 26 7| £,

Béylece gn, Lp)(0, ) uzayinda siirekli lineer fonksiyoneldir. Diger taraftan m # n

igin;
Vi
2
gn(cosmt) = Ef cosmt cosnt dt
0
1 TL'
= Ef[cos(m + n)t + cos(m — n)t]dt
0
VA s
1 1
= Ef cos(m+n)tdt + ;f cos(m —n)tdt
0 0
1 [sin(m +n)t]" p 1 [sin(m —n)t r
T m+n o m-—n 5
1 1
==-(0-0)+—-(0+0)=0.
T T
m = nigin;

A

2
gn(cosmt) = —f cosmt cosnt dt
T
0

A

2
= —f cosmt cosmt dt
T

0
T
2
= —J(cosmt)zdt
T
0

2 (1
=—f— (cos2mt + 1)dt
m) 2
0

1 rsin 2mt
St
0

nl 2m
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Dolayisiyla  g,(cosmt) = 6,,,  Olup  {cosnt},ey Sistemi ile  {gnlnen

biortogonaldir. Sonug olarak {cos nt},ey sistemi L, (0, ) uzayinda minimaldir.

Keyfi f € G,y(0,m) cift fonksiyonu almsm. Bu f fonksiyonu [—m, 7] aragina
asagidaki sekilde genisletilsin.

_(f@®, te[0,m]
F(t)_{f(—t), t € [-m,0)

F € G,y (—m, ) oldugu agiktir ve

1
p—&

0<e<p-1

VA
&
_ e p—¢
1Fllyymm = swp o [IPCOP~<de
-1

p—¢

[
&
— swp (= [iropea
0

0<e<p—-1

= £l 0.m:

{e"”t}neZ sistemi G,y (—m, ) uzayinda baz oldugundan, n € Z igin

s
c 1 jF(t)e‘i”tdt
"o 2m

—TT

olmak tizere,

(o]

F(t) = z c,emt

n=-o

genislemesi yazilabilir. n € N olmak lizere ¢, katsayisindan;

3
1 —int
Cp = > F(t)e '"™dt
-7
0 T
S ff(—t)e‘i”tdt +iff(t)ei"tdt
21 21
-7 0
1 T
—— int —int
zﬂff(t)(e +e~m)dt
0
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T

=%ff(t)cosntdt

0

1
= Z0n(F)

elde edilir. Diger taraftan f cift fonksiyon oldugundan c_,, = ¢, oldugu agiktir. O

halde her m € N igin

> gn(f)cosnt

n=0

oldugu elde edilir. Her m € N i¢in

f(©)= ) gulf)cosnt
n=0

ifadesinin genislemesi

m
FO=- ) cpe™
n=-m
oldugundan
m m
Hf - Zgn(f) cosnt = ||lF = Z ¢ eint
n=1 Gp) (o,m) n=-m Gpy(—,m)

yazilabilir. m — oo i¢in limite gecilirse

f(©) = ga(H cosne
n=0

elde edilir. {cos nt},ey sistemi Gy (0, ) uzayinda bazdir.
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2.5 Klasik Lebesgue Uzaylarinda Dejenere Ustel Sistemin Frame
Ozelligi
L,(—m, m),1 <p < oo, Klasik Lebesgue uzay1 olsun. H.h.y. sifirdan farkli olmak

tizere w: [—m, ] = [0, 00) agirlik fonksiyonu tanimlansin. {w(t)eint}nez dejenere

iistel sistem ele alinsin. Sirasiyla sistemin tamlik, minimallik, bazlik ve frame

ozellikleri incelenecektir.

Teorem 2.37 {w(t)e™} _ dejenere iistel sisteminin L,(—m,m) Lebesgue

uzayinda tam olabilmesi igin gerek ve yeter kosul w € L, (—m, ) olmasidir.

ispat. {w(t)eint}nez dejenere {istel sistemi L, (—m, ) uzayinda tam olsun. Tamlik
tanimindan w € Ly, (—m, ) oldugu agikardir.

Tersine, w € L, (—m, ) olsun. %+ % = 1 olmak iizere f € Lq(—m,m) fonksiyonu
{w(t)ei"t}nez dejenere iistel sistemine ortogonal secilsin. f € L,(—m, )

fonksiyonu {a)(t)eint}nez sisteminin elemanlarin: sifirlar, yani n € Z icin;

ff(t)w(t)e“’"tdt =0 (2.1)

dir. f(t)w(t) € L,(—m, ) olup {ei"t}neZ sistemi bu uzayda tam oldugundan (2.1)

denkleminden
fOw(®) =0

esitligi elde edilir. Burada f =0 olup, {w(t)e™} _ dejenere iistel sistemi

Ly (—m, ) uzayinda tamdir.
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Sonu¢ 2.1. —r =¢t;, < t; < - < t}, = 7w olmak lizere

w: [—m, ] - [0, )

,
w® = | [1e—tele
k=0

agirlik fonksiyonu olsun. {a)(t)ei"t}nez dejenere iistel sisteminin L,(—m, )

Lebegue uzayinda tam olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul k € {0,1, ..., v} olmak
uzere
a € (— l, +00)
p
olmasidir.

Teorem 2.38. {w(t)e™} _  dejencre iistel sisteminin L,(—m,m) Lebesgue

uzayinda minimal olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul % + 5 = 1 olmak iizere

w € Ly(—m,m)

ve
1
— € Ly(—m,m)
)

olmasidir.

ispat. {w(t)eint}nez dejenere iistel sistemi L, (—m, ) uzayinda minimal olsun. O
halde w € L,(—m,m) oldugu agiktir ve bu sistemin biortogonal sistemi vardir. Bu

biortogonal sistem {b,,(t)} ile gosterilsin.

b, € Lq(—n, m) olup, n,m € Z igin

Vs
j b,(w(t)e ™ dt = §,,,
-1

yazilabilir. Buradan
int

bn(t) = w(b)

(2.2)

elde edilir ve bé’)ylece% € Ly(—m,m) “dir.
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Tersine, w € L,(—m,m) ve %E Lg(=m,m) olsun. (2.2) esitligindeki gibi
tammlanmis b, (t) fonksiyonlari L,(—m,m) uzaymmn elemanlar1 olurlar. Diger

taraftan;

T

T int
fbn(t)a)(t)e‘imtdt = f{i(t)

—TT

w(t)e ™qt

s
= [ etmrar = g,
(4

Buradan {b,,(t)},,ez Sistemi {w(t)ei"t}nez sisteminin biortogonal sistemidir. O

halde {w(t)ei"t}nez sisteminin L, (—m, ) uzayinda minimaldir.
Sonu¢ 2.2. —m =ty < t; < -+ < t}, = 7w olmak lizere

w: [—m, ] - [0, )

r
w© = | [ie- el
k=0

agirlik fonksiyonu olsun. {w(t)ei"t}nez dejenere iistel sisteminin L, (—m,m)

Lebegue uzayinda minimal olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul k € {0,1, ..., 7}

olmak tuzere

olmasidir.

Tanim 2.13. (Muckenhoupt Kosulu)

w(t) tim R ekseninde negatif olmayan, 2m periyotlu agirlik fonksiyonu olsun.

I < R iizerinde

1 1 1\
ig]g (me(t)dt><mfw(t) p dt) < 400

I

esitsizligini saglayan w(t) agirlik fonksiyonlarina A, Muckenhoupt sinifindandir

denir (Hunt, Muckenhoupt ve Wheeden, 1973).

39



Teorem 2.39. {w(t)eint}nez dejenere tistel sisteminin L, (—m,m) uzayinda baz

olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul w € A, olmasidir.

Hunt, Muckenhoupt ve Wheeden (1973) ¢alismasindan {w(t)e™} _ dejenere

listel sisteminin L, (—m, ) uzayinda bazlig1 hakkindaki Teorem 2.39 saglanur,
Ay, kosulunu saglamayan agirlik fonksiyonlar1 agagida incelenecektir.

Tamim 2.14. X Banach uzayi ve {x,, },,eny © X herhangi bir elemanlar sistemi olsun.

Eger V x € X i¢in

(o]
X = Z ApXn

n=1
olacak sekilde {a,},ey Skalerler dizisi varsa {x,},en Sistemine bir ayrilis sistemi
denir.
{w(t)ei"t}nez dejenere tstel sisteminin ayrilis sistemi olmasini arastirmak igin bu
sistemden sonlu sayida elemanin ¢ikartildiktan sonra elde edilen sistemin bazlik

ozellikleri lazim olacaktir.

ny, Ny, ... ,Ng € Z olmak tizere Z, =7 /{ny,ny,...,n;} ile tanimlansin. w(t)

agirhik fonksiyonu olmak iizere L, (—m, ) uzayinda

{w (t)eint}

neZy

ustel sistemi incelensin.

Teorem 2.40. % + é = 1 olmak lzere

_ 4 \k-1
% & Ly(—m, m)
ve
1k
% € Ly(—m,m)

olacak sekilde t, € [—m,m] elemanlart varsa {a)(t)ei"t}nezk tistel sistemi

Ly (—m, ) uzayinda tamdir.
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Ispat. f € L,(—m, ) ve m € Zy igin;
Vi
ff(t)w(t)e‘””fdt =0 (2.3)
-7
olur. k € {1,2, ..., k} igin
s
Cp = 2m ff(t)w(t)e‘initdt
(4
olup, (2.3) esitliginden m € Z i¢in;
s
](f(t)a)(t) —cpetmt — et — ... — ¢, eiMt)e=iMmldt = ()
—TT

yazilabilir bu esitlikten
=c ing > i x i
fw(t) = cie™t + c et + - + ¢ ekt
yani

ciet™t 4 c etm2t ... 4 ekt

w(t)

elde edilir. Sadelik icin t, = 0 secilir ve e’ fonksiyonunda t = 0 civarinda Taylor

f®) =

(2.4)

serisine agilirsa;
e™ = aqq + a;nt + ayn?t? + -+ qn* 1T+ 0(tF)  (2.5)
(2.4) ve (2.5) den;
f(t) = w i(t) (c1 (@ + a;nyt + agn?t? + -+ + aj_ynf~1tk"1)
+ cp(ag + agnyt + agnit? + -+ q_nf k) +
+ cr(ag + aympt + anit? + -+ qp_nf k) + O(tk))
= w 1 (t)(bg + byt + -+ bp_1t* ) + 0 1 ()0(t*),t > 0

dir. Burada,
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bo = ao(cl + C2 + b + Ck)
b, = a;(cinqy + cony + -+ + )

— 2 2 2
b, = a,(cynf + cyn5 + -+ cni)

b1 = a1 (et + onE Tt + o+ k).
Boylelikle,
f(t) = w™tgi(t) + g,(t), t—0.
Yeterince kiigiik 6 > 0 igin,

f® =w g () +g,(t), te(=60)

tk
w(t)
w1g,(t) € Ly(—6,8) yazilabilir. Fakat i € {0,1, ..., k — 1} igin,

€ Ly(—m,m)ve f(t) € Ly(m,m)  oldugundan  g,(t) € Ly(—6,6)

|b;t]* - |by|[e]*
w() = w(t)

yani w=*g,(t) € L,(—m, ) ‘dir. Celiski olusur ve

o™ (g1 (D] =

ve

olur. Boylelikle ¢4, ¢,, ..., ¢i sayilar1 asagidaki tamliklar sisteminin durumlar olur,

C1+C2+“‘+Ck:0
Nnycy +NyCy + -+ nic, =0

nf e, +nk e, + o+ nk e, = 0

Burada agiktir ki,
1 1 1
n n n
A= v EX
nl -1 nlzc—l nk—l

O halde (2.6) tamliklar sisteminin genel ¢6zimii  olur,

c1=c=+=¢,=0 ‘dir. Boylece, i€{0,1,..,k—1} olmak

(2.6)

yani

uzere

c; = 0, sayilari (2.4)’de yerine yazilirsa f(t) = 0 olur, yani {w(t)ei"t}nezk tistel

sistemi tamdir.
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Sonu¢ 2.3. k €{0,1,...,r}ve Tt =t, < t; < - < t,, = molsun.

w: [—m, ] - [0, )

,
w® = | [1e—tele
k=0

5 . 11 ,
agirhk fonksiyonu tanimlansin. «; € (—;,5) ve k # ko olmak {izere

1,,_41 : int " Ctami | (—
ay, € [q +k 1,q + k) ise {a)(t)e }nezk tistel sistemi L,(—m,m) Lebesgue
uzayinda tamdir.

Teorem 2.41. tg € [—m, ] olmak  {izere w € Ly(—m, ) ve

(t—to)k
w(t)

€ Ly(m,m) olsun. O halde {w(t)ei”t}nezk iistel sistemi L,(—m,m)
Lebesgue uzayinda minimaldir.

Ispat. Sadelik icin t, = 0 kabul edilsin. c;,, Cop, ..., Cin, dizileri

Cin + Con + .-+ Ckn = 1

Tllcln + n2C2n + -+ nkckn =n

nkte, +nk ey, + o+ ke, = nkt

tamliklar sisteminin bir durumu olarak kabul edilsin.

eint _ Clnemlt _ CZnemzt _ ingt

w(t)

e0 e — Ckne

bn(t) =

2.7)

olsun. (2.5) esitligi dikkate alinirsa,
b,(t) = c,w™ttk, t -0

olur. ™1 (t)t* € Ly(—m,m) oldugundan b,(t) € L,(—m, ) elde edilir. Shukurov
(2018) galigmasina istinaden (2.7) esitligi ile atanan {b,(t)},ez fonksiyonlar

sistemi {w(t)ei”t}n dejenere {istel sisteminin biortogonal sistemi olur, yani
k

€Z

n,m € Z igin,
VA
J b,(Hw(t)e ™ dt = §,,,
-1

dir. Boylece {w(t)e™} _, sistemi minimaldir.
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Sonu¢ 2.4. k€ {0,1,..,r}ve -t =ty <ty <- <t =molsun. a; € (—%,%)

ve 3 ky € {0,1, ..., } olmak {izere Ay, € (—%,5 + k ) icin

w: [—m, ] - [0, )

,
w® = | [1e-tele
k=0

agirlik fonksiyonu olsun. Bu durumda {a)(t)eint}nezk tistel sistemi L, (—m, )
uzaymda minimaldir.

(t—t)ft
w(t)

sekilde t, € [-m, m] elemanlar1 varsa {a)(t)ei"t}nezk tistel sistemi L, (—m, )

(t—tp)¥
w(t)

Sonu¢ 2.5. w € L,(—m,m) olsun. & Lq(m, m)ve € L, (m, m) olacak
uzayinda tam ve minimaldir.

Sonu¢ 2.6. k € {0,1,...,r}ve —m =ty, < t; < - < t = mwolsun.

w: [—m, ] - [0, )

r
0@ = | [It - 1
k=0

agirhk  fonksiyonu  olmak iizere «y € (—%,%) ve k#ky, icin

a, € (% +k — 1,% + k) olacak sekilde en az bir k, € {0,1, ..., r} eleman1 vardir.
Bu durumda {a) (t)ei”t}nezk tistel sistemi L, (—m, ) uzayinda tam ve minimaldir,

{w(®)e™} _ istel sisteminin defekti k olur.

Teorem 2.42. {w(t)ei”t}nezk iistel sistemi L,(—m,7m) Lebesgue uzayinda baz
degildir.
Ispat. Aksi kabul edilsin. {w(t)ei"t}nezk tistel sistemi L, (—m, ) uzaymnda baz

olsun. O halde bazlik kriterlerine gore keyfi

A_(m+s)r A—(m+s—1)» = Antr—1)» A(n+r) € C elemanlart igin,
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n n+r
Zalwemt <M Z awe™

l=—m l=—(m+s)
lile D l:tnj

olacak sekilde bir M > 0 sayis1 vardir. Buradan,

n n
z ala)elnt Z alwelntel]t
l=—m l=—m

p

n
_ z qwel it

l=—m 14

n+r
2 M‘ atei(nﬂ-ﬁH

I=—(m+s)

n+r
int

< M?

ae

I=—(m+s)
yazilabilir bu durumda {w(t)e i"t}nez dejenere iistel sistemi baz olur ki bu miimkiin
degildir, kabul yanlig {w(t)ei"t}nezk tistel sistemi L,,(—m, ) Lebesgue uzayinda
baz degildir.
Teorem 2.43. w € L,(—m,m) olsun. Eger {w(t)ei”t}nez dejenere istel sistemi
L,(—m,m) uzayinda mininal degil fakat sonlu sayida elemani ¢ikarilmig sistem
minimal olursa, {w(t)ei"t}nez dejerene iistel sistemi L,(—m, ) uzaymnda ayrilis
sistemi degildir.
Ispat. Tersi kabul edilsin. O halde her f € L,(—m, ) i¢in

FO =) apo@e™ (2.8)

nez

yazilabilir. {w (t)ei”t}nez dejenere istel sistemi baz olmadigindan

Z L w(bent =0 (2.9)

Nnez

yazilabilir. ny € Z igin A, # 0 olsun. Eger (2.9) denkleminde
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|/1Tl1|2 + |)Ln2|2 +ot |/1nk|2 =0

olursa {a) (t)ei"t}nez sisteminin minimalliginden A,,; = 0 olur. O halde,
k

2 2 2
|/1711| + |/1n2| +oet |/1nk| #0
olmalidir. Béylece herhangi bir Anj # 0 olur. Buradan (2.8) esitliginden
. 1 .
w(t)emft _ _ Z )lnelnt
An,
J n#n;j
yazilabilir. Bu esitlik (2.8) denkleminde yerine yazilirsa her f € L, (—m, ) i¢in

F©O =) buo®e™™

ninj
elde edilir. Boylece {w(t)emt}nin_sistemi ayrilis sistemi olur. Kabul yanlistir.

Benzer sekilde {w(t)ei”t} sistemi ayrilis sistemidir. Bu siire¢ devam

n#Engng

ettirildiginde {w(t)ei"t}nezk sisteminin  ayrilis sistemi oldugu agiktir.
{w(® eint}nEZk sistemi minimal oldugundan L, (—m, ) uzayinda baz olur. Bu ise
Teorem 2.42 ile gelisir.

Sonu¢ 2.7 w € L, (—m, m) olsun. O halde

- 1 - i t . .o . . .
1. Eger o € Ly(—m,m) ise, {a)(t)em }neZ sisteminin ayrilig sistemi

olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul w € A, olmasidir.

(t—to)¥
w(t)

1
w(t)

2. Eger # Ly(—m,m) Ve € Ly(m,m) olacak sekilde
ty € [—m, ] varsa, {a)(t)ei"t}nez sistemi L, (—m, ) uzayinda ayrilis
sistemi olamaz.

Ispat. Eger (1.) sart1 saglanirsa {w(t)ei"t}nez sistemi minimal olur. Bu durumda

minimal ayrilis sistemi ve bazlik ayn1 anda miimkiindiir.

(2.) sartinda; Teorem 2.41 ve Teorem 2.42 *den {w(t)eint}nez iistel sistemi ayrilis

sistemi olamaz. Bu sonugtan asagidaki bilinen teorem elde edilir.
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Teorem 2.44. k € {0,1, ..., 7} olmak lizere

- 11
w(t) = 1_[|t — tr |, ay € (——,—)
oD P q

olsun. O halde {w(t)ei"t}nez dejenere iistel sisteminin L, (—m, ) uzayinda ayrilis

sistemi olmas igin gerek ve yeter kosul a; € (— %, %) olmasidir. (Bilalov, 2004)

Teorem 2.45. a e(—%,+oo) olmak iizere {|x|%e™} _  istel sisteminin

L,(—m,m) uzaymda frame olmasi icgin gerek ve yeter kosul @ = 0 olmasidir.

(Golubeva, 2011)

Bu teoremin L, (—m, m) uzaylarina genellemesi i¢in Banach uzaylarindaki frame

genislemesi lazim olacaktir.

Tanmim 2.15. X Banach uzay, X* onun dual uzayr olsun. {x,},en € X,
{filneny © X* ve K iliskili skaler dizilerinin herhangi bir stirekli Banach dizi uzay1

olsun. Asagidaki kosullar saglanirsa ({x,,}, {f,.}) ikilisine Atomik ayrisim denir:
1LVx € X, {fu(®*)}nen € K;
2.3A,B > 0,Vx € X icin A||x|| < [[{fnCO}I < Bllx|l;
.Vx €Xiginx = Yo fn(X)x,.

Not. {f,,} < H bir frame olsun f € H igin,
Sf= <ffa>fu
n=1
operatdrii maksimal, birebir, siirekli ve tersi olan operatordiir. Vf € H igin
f=) <fSfu>fo
n=1

esitligi yazilabilir. Eger 1. ve 2. sartlar1 saglanirsa {f; }nen Sistemine X uzayinda
K-frame denir. Burada A ve B sabitlerine K-frame’in sirasiyla alt ve iist sinirlari

denir.
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Teorem 2.46. w(t) € L,(—m, m) Ve %t) & Ly(—m,m) olsun. ¢y € [—m, ] olmak

(t—to)¥
w(t)

lizere € Ly(—m,m) olsun. O halde {a)(t)eint}nez dejenere iistel sistemi

L, (—m, ) uzayimda higbir sisteme gore atomik ayrisim olamaz.

Ispat. Tersi kabul edilsin. Eger {a)(t)eint}nez dejenere tstel sistemi herhangi bir

{funez © Lq(—m, m) sistemine ve K uzayma gore atomik ayrisim olsun. O halde
Ly(—m, ) uzaymin ayrilis sistemi olur. Teorem 2.42 ve Teorem 2.43 ’ten kabul

yanlis, atomik ayrisim degildir.

Simdi ise Teorem 2.45’in L,(—m,m),1<p <o uzaylarma genislemesi
gosterilsin.

L,(—m, 1) uzaymndaki Y, ey ane™ toplamindaki tiim {a, },ey dizilerinin uzay1 K,
ile gosterilsin. K,uzay1

n

Z a ekt

k=—m

{an}llk, = sup
mn=0

p

normuyla birlikte Banach uzayidir.
Teorem 2.47. Hhy. w # 0 olmak iizere w(t) € Ly(—m,m) olsun. O halde
{w(t)eint}nez dejenere iistel sisteminin L, (—m, ) uzayinda K,-frame olmasi igin
gerek ve yeter sart

¢ <w()<c
olacak sekilde c;, c, > 0 sabitlerinin olmasidir.
ispat. {w(t)ei”t}nez dejenere iistel sistemi L,(—m, m) uzaymda A >0 ve B > 0

smirlartyla K,,-frame olsun. n € Z igin

va(f) = j FOw@®e M dt

fonksiyoneli tanimlansin. O halde f € L, (—m, m) igin

Allfllz, = v (D3lk, < Bllf L, (2.10)

esitligi yazilabilir.
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T

an(f) = f F(Oeimtde

-1t
olarak tanimlansin. {ei"t}nEZ tistel sistemi L,(—m,m) Lebesgue uzayinda baz

oldugundan
allfll, < {va(HHIk, < bIFI, (2.11)

esitsizligini saglayan a, b > 0 sabit sayilar1 vardir.

g= Z vn(f)e™

nez

olacak sekilde tanimlansin. g(t) = w(t)f(t) oldugu aciktir. (2.10) ve (2.11)

esitsizliklerinden

Allflly < v}k, = IHan(@}lk, < bllgll, = bllwf I,
allofll, = allglly, < I{an(g)}lk, = v (F}Ik, < BlIfll,
yazilabilir. Boylece
A B
7 Il < llofll, < — £l (2.12)
esitsizligi elde edilir.

A L. . .
0<c; < - secilsin ve E; = {t : w < ¢;} tanimlansin. E; kiimesinin karakteristik

fonksiyonunu (2.12) esitsizliginde yerine yazilirsa
A
Sl < oz || < el

elde edilir. Bu ise ||)(51||p = 0 oldugunda yani |E;| = 0 oldugunda miimkiindiir.

Buradan, h.h.y. w = ¢, elde edilir.

Bu sefer ¢, > S segilsin ve E, = {t : w > ¢,} olsun. E, kiimesinin karakteristik

fonksiyonunu (2.12)esitsizliginde yerine yazilirsa

B
e Ve, < Jorsll <2 e,
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elde edilir. Bu ise ”XEzllp = 0 oldugunda yani |E,| = 0 oldugunda miimkiindiir.

Boylece h.h.y. w < c, elde edilir.

Tersine, ¢; < w(t) < c, olsun. Vf € L,(—m,m) igin g(t) = w(t)f(t) olsun.

Buradan g € L, (—m, ) oldugu agiktir. O halde (2.11) esitsizliginden

acillflly, = ac, [|2]| < allgll, < an(@lk, = NIk,
14

ve
1{vn (F}lk, = IHan(9)} Ik, < bllgll, < bealifll,

yazilabilir. Son iki esitlikten,

acil|flly < ltva (3, < bezlifllp

elde edilir.
Sonu¢ 28 ke{01,..,r} icin —mw=t<t;<--<t.=m

1 ,
ay € (— 7’ +00) olmak iizere

w: [—m, ] - [0, )

r

w@®) = | |1t

k=0

Ve

agirlik fonksiyonu olsun. O halde {a)(t)emt}neZ dejenere {istel sisteminin

L, (—m, ) uzay1 igin Kp,-frame olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart a, = 0 olmasidur,
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3

GRAND LEBESGUE UZAYLARINDA
DEJENERE USTEL SISTEMIN BAZLIK VE
FRAME OZELLIKLERI

Bu béliimde {p(¢) ei"t}nEZ dejenere iistel sisteminin G, (—m, ) uzayinda bazlik ve

frame ozellikleri incelenecektir.

Tamim 3.1. (Agirhk Fonksiyonu)
ar € Rve t, € [—m, ] olmak iizere;

p:[=m,m] = [0, )

r
p) = | [1e = el
k=0

fonksiyonu dejenere iistel sistemin agirlik fonksiyonudur.

Lemma 3.1. p(t) € L,)(—m,m) olmas! igin gerek ve yeter sart a € [—%, +oo)

olmasidir. (Ismailov, 2020)

3.1 Dejenere Ustel Sistemin Tamhg1 ve Minimalligi

Teorem 3.1. {p(t)ei"t}nEZ dejenere iistel sisteminin G,y (—m,m) uzayinda tam
olmasi i¢in gerek ve yeter sart k € {0,1, ..., r} olmak {izere

o1
a — —
Top

olmasidir (Ismailov, Simsir Acar ve Zeren, 2023).

ispat. {p(t)ei"t}nEZ dejenere iistel sistemi G, (—, ) uzayinda tam olsun. O halde
p(t) € Gpy(—m,m) dir ve Lemma 3.1’den k € {0,1, ..., 7} olmak iizere
A = —=
“Top

dir.
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ag = —% olacak sekilde k € {0,1,2,...,7} eleman1 alinsin, yeterince kiiciik

6 > 0icin
T 1)
_p—¢
. P—e g > o Ti >
gll)%l+g flp(t)l dt > csllr&ef t dt
-7 0
g
= i p
cp EIL%L é
= cp.
Benzer sekilde k # 0 olmak {lizere aj = —% icin de gosterilebilir. O halde

p(t) & Gpy(—m,m) dir ve dolayistyla a; > —% ‘dir.

Tersine; k € {0,1, ..., 7} olmak iizere a; > —% olsun. p(t) € L,(—m,m) ‘dir ve
{p(t)eim}nEZ sistemi L,(—m,m) uzayinda tamdir. L,(—m, ) uzay1 G,)(—m,m)
uzayinda yogun oldugundan {p(t)ei"t}neZ dejenere {istel sistemi Gpy(—m,m)

uzayinda tamdir.
Teorem 3.2. {p(t)eint}neZ dejenere iistel sisteminin G,y (—m, ) uzaymda minimal

olmasi igin gerek ve yeter sart k € {0,1, ..., 7} ve % + % = 1 olmak tizere

1 1
——<ap<-—
p q

olmasidir (Ismailov, Simsir Acar ve Zeren, 2023).

ispat. {p(t)ei"t}nEZ dejenere iistel sistemi Gp)(—m,m) uzayinda minimal olsun.
L,(—m,m) uzaymmn Gy (—m,m) uzayinda siirekli gdmmesi ve p(t) € L,(—m, )

oldugundan; —% <ap< %kosulu saglanir.

Tersine; —% <ap < %kosulu saglansin. Vf € Gpy(—m,m), n € Z igin

1 [ -1 —int
gn(f)=%Jf(t)p (e "™dt
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lineer fonksiyoneli tanimlansin. g, fonksiyonelin sinirli oldugunu gosterilmelidir.

1 1 1 . . .
a < o o = 1-— — olacak seckilde € € (0,p — 1) vardir. Cilinkii,

1
ay = Y olmus olsaydi;

1 p—e—1
aka].—p_g: D —¢

olup limite gegilirse;

p—e—1 p-1

lima; = lim =
-0 -0 p — & p

1
q
elde edilir. Bu ise ay <% olmasi ile ¢elisir. O halde € € (0,p —1) igin

1 1 1 e
a < o5’ o 1- — yazilabilir. Dolayisiyla

p~t(t) € Ly_py (—m,m)

ve
1] r .
|gn (O] =0 ff(t)p_l(t)e_mtdt
<o j Ol Bdt
™ = o

1 !

< j F(OP-dt f P9 (1)dt

< clifll,

elde edilir, yani g,, stnirhidir.

A

. 1 ,
gn(pelmt) — E fe_l(n_m)tdt

—TT
= Spm-
Boylece {p(t)e™} _ dejenere iistel sisteminin biortogonal sistemi {gn}nez

sistemidir ve {p(t)ei"t}nEZ dejenere iistel sistemi G, (—, ) uzayinda minimaldir.
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3.2 Dejenere Ustel Sistemin Bazhig

Teorem 3.3. {,L)(t)ei"'f}nEZ dejenere iistel sisteminin G,y (—m,m) uzayinda baz

olmasi igin gerek ve yeter sart k € {0,1, ..., 7} ve % + % = 1 olmak iizere

! e <L 3.1)
——<ap<- :
p ¢ q

olmasidir (Ismailov, Simsir Acar ve Zeren, 2023).

Ispat. {p(t)ei"t}nEZ dejenere iistel sistemi Gp,)(—m, ) uzaymda bir baz olsun. O
halde Teorem 2.29 ‘dan {p(t)e""’:}nEZ dejenere iistel sistemi G, (—m, ) uzayinda

minimaldir, Teorem 3.2. ‘den (3.1) kosulu saglanir.

. 1 1 J , ]
Tersine, —5 <<y kosulu saglansin. Teorem 3.1 ve 3.2’den {p(t)e”"‘t}nEZ

dejenere iistel sistemi G,y (—m, m) uzayinda tam ve minimaldir. Smirhligin

gosterilmesi i¢in;

Her m € Z, ve f € Gpy(—m, ) olmak lizere;

SaNO = ) galPp@e™

projektor operatorii tanimlansin. S, projektdr operatoriiniin G,y(—m, ) uzayinda

diizgiin sinirlt oldugu gosterilsin.

(3.1) kosulu saglandigindan {p(t)ei”t} dejenere iistel sistemi L,(—m,m)

nez

uzayinda bir bazdir. k € {0,1, ..., r} olmak tizere

L1
a ———————————
p—e (p—e)

olacak sekilde € € (0,p — 1) vardir. O halde {p(t)ei"t}nEZ sisteminin L,,_.(—m, )

uzayinda bir bazdir.

Sonug olarak,
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Sm projektdr operatorler sistemi L, (—m,m) ve L,_.(—m, ) uzaylarinda diizgiin

sturlidir. Yani; her m € Z, igin

ISm (Ol < epliflly
ve
1Sm () lp-e < cp-ellfllp-e
olacak sekilde ¢, > 0 ve ¢, > 0 sayilar1 vardir.
Riesz-Thorin interpolasyon teoremi uygulanirsa (Kokilashvili vd., 2016);

e 0<n<eicin {Sp} sisteminin L,_, (—m, m)uzayinda diizgiin smirlidir.

Yani Her m € Z, i¢in
ISin (O llp-n < callfllp—y (3.2)
olacak sekilde m ‘den bagimsiz ¢; > 0 sayis1 vardir.

e &< 1n<p—1durumu icin; Holder Esitsizligi uygulanirsa

1

o 1
p-1 p-¢

[snnor | <c )& [Isatneor—

=< C2 ”f”p—s (33)
olacak sekilde c, e’dan bagimsiz bir sabittir. (3.2) ve (3.3) esitsizlikleri

kullanilarak;

1 1
" \p—n 1 \p—n
S < — S _ — S _
” m(f)”p) = OS<111]IS)£ (271') ” m(f)”p n + g<f;lig—1 (27_[) ” m(f)”p n

1
N \p—n
<allfly+e sw (50" Il
e<n<p-

< cllfliy)

yani ||S,,]l < celde edilir. O halde {p(t)ei"t}nEZ dejenere iistel sistemi G,y (—m, )

uzayinda bir bazdir.
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3.3 Dejenere Ustel Sistemin Frame Ozellikleri
ke{01,..,r},a, € Rve0 =t, <t; < - <t,=molmak lizere

p:[=m,m] = [0, )

T
p@) = | [ie - tul
k=0

agirlik fonksiyonu olsun. Bu bolimde ilk olarak {p(t)ei"t}nEZ dejenere tistel

sisteminden n, € Z elemaninin ¢ikarilmasiyla elde edilen {p(t)eint}nez\{n ) tstel
0

sisteminin  G,y(—m, ™) uzaymnda tamlik minimallik 6zellikleri incelenecektir.
Sonrasinda {p(t)e"”t}nEZ dejenere {istel sisteminin Gp)(—m,m) uzayinda frame
Ozellikleri incelenecektir.

Burada {t;};, —m=t,<t; <:-<t,=m Ozelliginde birbirinden farkli

sayilardir.

Lemma 3.2. n, keyfi bir tam say1 ve w(t) keyfi bir dlgiilebilir fonksiyon olsun.

{w(t)eint}

BTN} sisteminin L,,(—m, ), 1 < p < +00, uzayinda tam ve minimal

olmasi icin gerek ve yeter sart % + é =1ve

1
w(t) € L,(—m,m), o) & Ly(—m,m)

olmak iizere asagidaki kosullarin saglanmasidir (Shukurov,2018).

i. % € Lq(—n, m) olacak sekilde bir tek s € [—m, ] vardr,
.. (t+m)(t—m) _
ii. ol € Ly(—m, 7).
Burada ¢, kompleks sayilar olmak iizere; {a) (t)ei”t} sisteminin

neZ\{no}

biortogonal sistemi Vn # n, olmak tizere

eint _ Enemot

bn(t) = w(®)

seklinde tanimlanir.
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Teorem 3.4. {p(t)ei"t} listel sisteminin G,y(—m, ™) uzayinda tam ve

neZ\{no}

minimal olmasi i¢in gerek ve yeter sart
. . 11 . .
(i) k€{0,1,2,...,r}i¢in ) € (— ;,5) olacak sekilde bir tek
1 1
ay, € [E' 1+ E) , (ko # k) sayis1 vardir
veya
.. . 1 1 ,
(i) k € {1,2, ..., r} igin {ay, -} N [5, 1+ E) # @ olmak tlizere
11 1 1) .
ay € (—;,;) Ve ay, a, € (—;,1 +E) dir
sartinin saglanmasidir.

Ispat. {p(t)eint} tistel sistemi G,y (—m, ) uzayinda tam ve minimal olsun.

neZ\{no}

p(t) € G,y(—m,m)  oldugundan  a; > —% ‘dirr. Lemma 3.2 ’den

p(t) € L,(—m, ) yazilabilir.
a, € (—l l) ise{ (t)ei"t} ustel sistemi G,y (—m, m) uzaymda minimaldir
k p’aq p nez\{no} Pt Y '

Ancak bu sistemin tamlig1 ile gelisir. Sonug olarak, @y, € E, +00) olacak sekilde

ko €{0,1,2, ...,7} vardir ve p~(t) & Ly (—m, m) dir.

L,(—m, ) C Gpy(—m, ) siirekli gdmmesinden {p(t)ei”t}nez\{no} tistel sisteminin

L, (—m, m) uzayinda minimal oldugu agiktir. Béylece Lemma 3.2°den
(t —to)p™'(t) € Lg(—m,m) (3.4)
veya
(mr—t)(m+t)p~(t) € Ly(—m,m) (3.5)
olacak sekilde bir tek t, € [—m, ] vardir.

(3.4) ifadesi sadece

r

ko 1_[ |t — ti| ™% € Ly(—m,m)

k=0
k#ko

It —tolp™2(t) = |t — i, | “

durumunda saglanir ve boylece (i) kosulu saglanir.
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(3.5) ifadesi ise a,, = 0 veya ay, = a, olmasina denktir. Boylece

r—1

I — 2% + ¢|t-or 1_[|t — t|"% € Ly (~m,m)
k=1

yani (ii) kosulu saglanir.
Tersine, (i) ve (ii) kosullar1 saglansin. O halde
p(t) € L,(—m,m),p~ ' (t) & Ly(—m, )

veya
(t - tako) p~H(t) € Ly(—m,m) veya (m—t)(m+ )p () € Ly(—m,7)

yazilabilir. Lemma 3.2’den {p(t)ei”t} sistemi  L,(—m,m) uzayinda

neZ\{no}

minimaldir ve her n # n, igin

eint _al ei(n—no)tkoeinot

p(t)

gn(t) = (3.6)

biortogonal sistemdir.

r
: 1_[“5 7

k=0
k#kg

eint _d ei(n—no)tkoeinot t—ty
gn(t) = ' & ~|e—t,
p(t) p(t)

|1—ak0

O halde, (i) kosulundan fonksiyonel, G,)(—m,m) uzaymnda smirhdir. (Ismailov,

2020; Lemma 2). Yani {g, ()}, sistemi {p(t)e™t} sisteminin biortogonal

neZ\{no}

sistemidir. Benzer sekilde (ii) kosulu da gosterilir. Boylece {p(t)ei”t}nez\ e ustel
0

sistemi G,y (—m, ) uzayinda minimaldir. L,(—m, 1) uzay1, Gp)(—m,m) uzayinda

yogun oldugundan {p(t)e™t} tistel sistemi Gp,)(—m, ) uzayinda tamdir.

neZ\{ne}

Teorem 3.5 {p(t)eint} tistel sistemi G,y (—m, ) uzayinda baz degildir.

neZ\{ne}

Ispat. Tersi kabul edilsin. {p (e int} tistel sistemi G,y (—, ) uzayinda baz

ne€Z\{ne}

olsun. O halde (3.6) biortogonal sistemiyle {p(t)ei"t}nez\{n} iistel sistemi
0

Gpy(—m, ™) uzayinda tam ve minimaldir.
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p(t)e'™t € G,y (—m,m)

elemani bu baza gore

p(De™ = " cyp(e’™ (3.7)

n#*ng

seklinde yazilabilir. Biortogonal sistemden, her n # n, igin
_ei(n_nO)tko — CTI, (3_8)
elde edilir. (3.7) serisi yakinsak oldugundan
— 1; int
0= Jimllevp 2],
= llp@lly) lim fenl.

Buradan (3.8) esitligi dikkate alindiginda ||p(£)]|,y = 0 olur. Celiski elde edilir.
Kabul yanlistir. Benzer sekilde (ii) kosulu da gosterilebilir. Bdylece

{p(t)ei”t}nez\{n ) listel sistemi G (—m, ) uzayinda baz ve frame degildir.
0

Teorem 3.6. 1<p <+w ve -+-=1 olmak lizere ny k € {0,1,...,7} ve

< |-
Q|-

t, € [—m, ] olsun.

ve k # ng icin

olsun.

T
p®) = | [ie - tul
k=0

agirlik fonksiyonu olmak tizere {p (t)e int}neZ dejenere listel sisteminin G,y (—, 1)

grand Lebesgue uzayinda frame olmasi igin gerek ve yeter kosul

11
()
olmasidir.
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Ispat. a,, € E,% + 1) olsun. O halde {p(t)e™™} sistemi Gy (—, ) grand

nez/{no}
Lebesgue uzayinda tam ve minimal olur. Bdylece {,o(t)ei"t}nEZ dejenere iistel

sistemi Gp)(—m, ) grand Lebesgue uzayida minimaldir.
{p(t)ei"t}nEZ sistemi G,y (—m, ) grand Lebesgue uzaymda atomik ayrisim olsun.
O halde {p(t)ei"t}nEZ sistemi baz olmadigindan dyle bir a;, # 0 vardir ki

Z agp(t)et =0 (3.9)

kEZ

yazilabilir.

ay, = 0 durumunda {p(t)ei"t} sistemi minimal oldugundan a;,, = 0 olur.

nez/{ne}

ay, # 0 durumunda (3.9)’da yerine yazilirsa,

a . .
Z a_kp(t)elkt — p(t)emot

n
kino ©

yani v f € Gp)(—m,m) i¢in

fO= ) bup®e™

neZ\{no}

ve {p(t)ei”t}nez\ (m0} sistemi baz olur bu ise miimkiin degildir.

: 1 1 . ; .
Benzer sekilde, ay,, € [;+ k, ;+ 1+ k),k €N, i¢in {p(t)emt}nEZ dejenere
tistel sisteminin atomik ayrigim olmadigi gosterilir. Buradan {p(t)ei"t}

nez

. , . . 1 1). . . . .
dejenere Ustel sistemi a,, € (— n 5) i¢cin atomik ayrisim yani framedir.

. 11 ; .
Tersine k € {0,1,...7} ve a; € (—;,5) olsun. O halde {p(t)e”“}nEZ dejenere
listel sistemi Teorem 3.3’ten G, (—m, ) uzayinda bazdir. Buna gore tanim geregi

a, € (— %,é) iken atomik ayrisim, framedir.
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A

SONUC

Bu tez ¢calismasinda L,y (—m, ) grand Lebesgue uzaylarinin ayrilabilir bir alt uzay1
Gpy(—m,m) grand Lebesgue uzayinda f{e™}  iistel sistemin ve
p(t) = Tk=olt — tx|** olmak iizere {p(t)ei"'f}nEZ dejenere {istel sisteminin
minimallik,  tamlik, bazlik ve  frame  Ozellikleri incelenmistir.
{p(t)ei"t}nEZ dejenere {iistel sisteminden bir elemanin ¢ikarilmasiyla elde edilen
. int . . .. -

yeni {p(t)e }nEZ\{no} sistemin tam ve minimal oldugu ancak baz ve frame
olmadig1 gosterilmistir.

Dejenere tistel sistemin genel agirlik fonksiyonu ile Banach Fonksiyon
Uzaylarindaki tamlik, minimallik ve frame Ozelliklerinin incelenmesi literatiire
onemli katki saglayacaktir. Benzer sekilde tistel sistemlerin, trigonometrik veya

pertiibe sistemlerin Banach Fonksiyon Uzaylarindaki tamlik, minimallik ve frame

ozelliklerinin incelenmesi ise literatiire biiyiik katki saglayacaktir.
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