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1. GIRIS

Maksimal fonksiyon ve Riesz Potansiyeli harmonik analizin énemli konular1 arasin-
dadir. Ozellikle kismi tiirevli denklemler teorisi ve matematiksel fizikte bircok uygu-

lama alanlar1 vardir.
92 7 9

Ar =
B Z 3xk 8x2 Ty 0Ty,

Laplace-Bessel diferensiyel operatorii tarafindan iiretilen integral operatorler Muck-
enhoupt ve Stein (1985), Kipriyanov (1967), Trimeche (1997), Lyakhov (1997), Stem-
pak (1985), Gadjiev ve Aliyev (1988), Serbet¢i ve Ekincioglu (2004), Guliyev (2003)
gibi bir ¢cok matematikg¢i tarafindan galisilmaktadir.

Levitan (1951) (0, c0) arahiginda Bessel diferensiyel operatorii ile yakindan ilgili olan

TVf (x) = E((l—(i/f \/:c2+y 2xycosa) sin? ! ada

genellegtirilmiy 6telemeyi tanimlamigtir. Daha sonra Kipriyanov (1967) Levitan’in
tanimladigl genellestirilmis otelemeyi R?, n—boyutlu Oklid uzayma "ilk (n — 1)
degiskene gore adi ve n. degiskene gore (0, 00) araligindaki genellestirilmis 6teleme

alarak " genigletmis ve Ap Laplace-Bessel operatorii ile yakindan ilgili olan

TVf (z) = ¢, / f (m’ — 9, /22 — 2y, cos a + y%) sin’! ada
genellestirilmis otelemeyi tanimlamigtir.

f ve g, R} tizerinde olciilebilir iki fonksiyon olmak tizere T operatorii yardimiyla

B—konvoliisyon ad1 verilen yeni bir konvoliisyon operatorii

9@ = [ 1)1

R’n

seklinde tanimlanir.



Gadjiev ve Aliyev (1988) I,f Riesz potansiyelindeki adi &teleme yerine genellegti-

rilmis 6teleme operatoriinii alarak

Ioqyflx) = /Ty 2| f(y)yndy, 0<a<n+vy

RY

B—Riesz Potansiyelini tanimlamigtir. Guliyev (2003) M f Hardy-Littlewood Mak-

simal fonksiyonunu genellestirerek 7Y genellestirilmis operatorii tarafindan iiretilen

r>0

M, f (x) = sup m / T |f ()| vidy

E(0,r)

B—maksimal fonksiyonunu tanimlamis ve bu fonksiyonun L, ,—smirhihgim ispat-

lamigtir. Guliev ve Safarov (2002) genellestirilmis kesirli B—maksimal operator

Mﬂ,a,'yf (l’) = sup

>0 Tn—l—v—oc

[ 10wl 7715 @)l 3y

B(0,r)

ve genellegtirilmis B—Riesz potansiyeli (veya B—kesirli integral operatorii)

Q
Tnanf @) = [ |W%Tyf (2) ydy
i}

tanimlamig ve Guliyev, Serbetci ve Safarov (2007) bu operatorlerin L,, , —simirhihgin

ispat etmiglerdir.

Tezin amaci, harmonik analizin temel konularindan olan maksimal fonksiyon ve
Riesz potansiyelini tanitmak, bu operatorlerin gesitli genellestirmelerini vermektir.
Laplace-Bessel diferensiyel operatoriine kargilik gelen maksimal fonksiyon ve Riesz
potansiyelinin ve son olarak genellegtirilmis B—maksimal fonksiyon ve genellegti-
rilmis B—Riesz potansiyelinin varlik ve sinirlilik gibi 6nemli ¢zellikleri incelenecektir.
Buradaki ispatlarda bir fonksiyonun yeniden diizenlemesi (rearrangement) kavrami
kullanilmigtir. Bir fonksiyonun yeniden diizenlemesi kavrami ilk defa sistematik
olarak Hardy-Littlewood tarafindan kullanilmig ve bir ¢ok esitsizligin elde edilmesinde

anahtar rol oynamistir.



Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Tkinci boliimde daha sonraki boliimlerde gerekli
olan temel tanim ve teoremler verilmistir. Uctincii boliimde, klasik maksimal fonksi-
yon ve Riesz potansiyeli tanitilmig ve bu operatorlerin varlik ve siirhligi goste-
rilmigtir. Dordiincii boliimde Laplace-Bessel diferensiyel operatoriine karsilik gelen
maksimal fonksiyon (B—maksimal fonksiyon) ve Riesz potansiyeli (B—Riesz potan-
siyeli) tamtil-mig, varlik ve sinirlilik gibi 6zellikleri incelenmigtir. Son olarak besinci
boliimde, y—yeniden diizenleme icin O’Neil tipli esitsizlik ve B-konvoliisyon igin
O’Neil tipli esitsizlik ispatlanmigtir. O’Neil tipli esitsizlik yardimiyla genellesti-
rilmis B—Riesz potansiyeli ve bunun bir sonucu olarak genellestirilmis B—maksimal

fonksiyonun L, (R’ ) uzaylarinda simirlihig: elde edilmigtir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tanim 2.1: X bir K cismi iizerinde bir vektor uzay: olsun. Eger bir

X =Rz

doniisimii Vo, y € X ve Va € K i¢in

(N1) ||z|| >0 ve ||z]|=0<2=10

(N2) [laz|| = |al ||z

(N3) [l +yll < llz[| + llyll

ozelliklerini sagliyorsa bu doniistime X {izerinde norm ad verilir. (X, ||.|]) ikilisine

bir normlu vektor uzay1 denir. (X, |.]|) normlu uzay: kisaca X ile gosterilir.

Tamim 2.2. Bir 7' lineer operatorii agagidaki ozellikleri gergekleyen operatordiir:

(i) T nin D (T) tanim bolgesi bir vektor uzayi olup R (T') deger bolgesi, ayni cisim

iizerinde bir vektor uzayidir.

(ii) Her 2,y € D (T') ve « skaleri i¢in,

T(x+y) = Tx+Ty
T(ar) = olx

gerceklenir.
Tanim 2.3. X ve Y normlu uzaylar ve D (T) C X olmak tizere, T : D(T) — Y

lineer operator olsun. Eger her z € D (T) igin, ||[Tz|| < A||z|| olacak sekilde bir A

reel sayis1 varsa, T' operatoriine sinirhidir denir.



[T||

Bir T operatoriiniin normu ||T|| = sup o ie tammlanr.
zeD(T

(T)
z#0

Tanim 2.4. X ve Y normlu uzaylar, D (T) C X olmak iizere, T : D (T) — Y bir
operator ve zg € D (T') olsun. Eger verilen her € > 0 sayisina karsilik, ||z — x| < 0
kogulunu gergekleyen her = € D (T') igin, ||Tz — T'zo|| < € olacak sekilde bir 6 > 0

sayis1 varsa 1" ye xg da siireklidir denir.

Tanim 2.5. X ve Y normlu uzaylar ve D (T') C X olmak tizere, T : D(T) — Y
lineer operator olsun. Bu durumda 7' nin siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul T'

nin smirl olmasidir (Kreyszig 1989).

Tanim 2.6. Bir f fonksiyonunun destegi f (z) # 0 sartin saglayan x noktalarimin

kapamgidir ve Supp f = {x: f (z) # 0} ile gosterilir. Eger f fonksiyonunun destegi

kompakt bir kiime ise bu durumda f kompakt destekli fonksiyon adini alir.

Tamim 2.7. X bir kiime olsun. Eger X in alt kiimelerinin bir A smifi i¢in asagidaki

ozellikler saglaniyorsa bu durumda A sinifina X iizerinde bir cebirdir denir:
(1) XeA
(77) Her F € Aicin E°= X\F € A
(iid) k= 1,2, ...,n icin Ej, € A ise kQIEk eA
Eger (ii1) sart1 yerine
"Hern € N i¢gin E, € A= nOL:len e A’

sart1 konulursa A cebirine bir o— cebiri ad1 verilir.

Tanim 2.8. Bir £ simifin1 kapsayan o-cebirlerinin en kii¢iigiine & min iirettigi (dogur-



dugu) o-cebiri denir. R™ deki biitiin acik (a,b) araliklarinin dogurdugu o-cebirine
Borel cebiri denir ve B(R™) ile gosterilir. n = 1 olmasi1 halinde B(R') Borel cebiri

B(R) ile gosterilir. B(R) nin her bir elemanina Borel kiimesi denir.

Tanim 2.9. X bir kiime ve A, X iizerinde bir o—cebiri olsun. Bu durumda
(X, A) ikilisine bir 6lgiilebilir uzay, A daki her bir kiimeye de .A-olgiilebilir kiime

veya kisaca olciilebilir kiime adi verilir.

Tanim 2.10. (X,.A) bir olgiilebilir uzay ve f: X — R bir fonksiyon olsun. Eger
Va € R icin
f 1o, +o)={recX:f(x)>a}c A

oluyorsa f ye olciilebilir fonksiyon denir. X iizerindeki olciilebilir fonksiyonlarin

ailesi M (X, A) ile.gosterilir.

Tanim 2.11. (X, .A) bir lgiilebilir uzay olsun. A iizerinde tanimh genigletilmig
reel degerli bir p fonksiyonu

(i) u(0) =0

(ii) Her A € Aigin p(A) >0

(iii) Her ayrik (A,,) dizisi i¢in p <fj An) = i p(An)

ozelliklerini sagliyorsa bu fonksiyo?a% olcii degi:r? Eger her A € A icin p(A) < oo ise

1 ye sonlu 6lcii ad1 verilir.

Tamim 2.12. Bir X kiimesi, X in alt kiimelerinin bir A o-cebiri ve A {izerinde

tanuml bir p olgiisiinden olusan (X, A, p) tigliisiine bir 6l¢ii uzay1 adi verilir.

Tanim 2.13. X bir kiime ve P (X) de X in kuvvet kiimesi olsun. P (X) iizerinde
tanimli, genigletilmis reel degerli bir * fonksiyonu

(i) p= (@) =0

(ii) Her £ € P (X) i¢in u* (E) >0

(iii) A C B C X i¢in pu* (A) < pu* (B)



(iv) Her bir n € N igin A,, € P (X) ise p* (U An> < S (A)
n=1 n=1
sartlarini saglarsa p* fonksiyonuna X iizerinde bir dig 6l¢iidiir denir.

Tanim 2.14. (i), R nin sinirh ve agik alt araliklarimin bir dizisi,

Ta= {(Ik) LAC U]k}

olsun. P (R) tizerinde

mf{Zl (Iy) : (1) ETA}

bi¢iminde tamimlanan m* bir dig 6lciidiir. Bu dig ¢lgiiye Lebesgue dig 6lciisii denir.

Lebesgue dig 6lciisii R nin her bir alt araligina onun uzunlugunu karsilik getirir.

n—boyutlu R™ uzayinda Lebesgue dis 6lciisiinii tanimlamak icgin
I={z:0;<2;<Vb;, i=1,...,n}
n—boyutlu kapali araliklarin1 goz 6éniine alalim. Bu araliklarin hacimleri

ﬁ b; — a;)
=1

bi¢imindedir. Keyfi bir £ C R" kiimesinin Lebesgue dig dlgiisii

m* (F) = inf {ZU (Ix) : E C U Iy, Iy bir a,rahk}

k=1 k=1

ile tanimlanir. VA C R” igin eger
m*(A) =m*(ANE)+m" (AN (R" — E))

ise I/ kiimesine Lebesgue olgiilebilirdir denir.



Tamim 2.15. M (R, m*), m* dig 6lgiisiine gore olgiilebilen R nin alt kiimelerinin
smifi olsun. m* Lebesgue dig 6l¢iisiiniin M (R, m*) simfina da B (R) smifina da olan

kisitlanmasina Lebesgue ol¢iisii denir, m ile gosterilir.

Tanim 2.16. (X, A, p) bir 6lcii uzay1 olsun. Eger bir énerme 6lgiisii sifir olan bir

kiime diginda dogru ise, o énerme hemen her yerde dogrudur denir.

Tanim 2.17. (X, A, p) bir 6lgii uzayi olsun. 0 < p < 0o olmak iizere
= feM(X,A):/|f|pdu<oo
X

kiimesine p-inci kuvvetten integrallenebilen fonksiyonlar sinifi denir. LP uzayinda bir

f fonksiyonunun normu

(5[|f|pdu)P L 1<p<oo

ess sup|f(z)| ,  p=o0

I1f1l, =

ile tanimlanair.

Tanmim 2.18. f olgiilebilir bir fonksiyon olmak iizere her kompakt K kiimesi tizerinde

I[lf|dﬂ<oo

ise f fonksiyonuna lokal integrallenebilirdir denir.

Tanim 2.19. p > 1 ve i + % = 1 olmak tiizere f € LP, g € L? olsun. Bu durumda
fge L' ve
£ glly < [[£11, lgllg

saglanir. Bu egitsizlige Holder esitsizligi denir (Neri 1971).



Tamim 2.20. p > 1 igin eger f, g € LP ise (f + g) € LP ve

1F+gll, < I1f1l,+ llgll,

dir. Bu esitsizlige Minkowski esitsizligi denir (Neri 1971).

Tanim 2.21. = = (xq,...,2,) ve y = (y1,...,Yn), R" de vektorler olmak iizere R",

n—boyutlu Oklidyen uzay1 (x,y) = > x;y; i¢ carpimi ile donatilmig R", n—boyutlu
j=1

3
reel uzayidir. Burada z in mutlak degeri |z| = (Z 9:2> ile tanimlanir.

R" iizerinde dx = dx;...dz, ile Lebesgue olciisiinii gosterecegiz. R™ uzay: iizerinde f

fonksiyonunun (Lebesgue) integrali

[1@ar= [ [ s m) .,

ile gosterilir.

Cok kath integrali kutupsal koordinatlarda ifade etmek cogu kez kullanighh olmak-
tadir. r = |z| olsun ve S"™' = {z : |z| = 1} ile birim kiireyi gosterelim.

[ f(|z])dz, dz = dx...dz, integralinin hesab i¢in;
Rn

0<r<oo, 0<60q,...0, 5<m, 0<6,_1 <27 olmak iizere
T1 = 1 cos by
Lo = 7 8in 4 cos Oy

T3 = rsin f; sin 05 cos O3

Ty, =rsinf;sinfy...sinb,,_

doniisiimii yapilir. Bu déniigiimiin Jakobiyeni

n—1
J (T, 917 XS en—l) = ,,,,n—l H (Sin ej)nflfj
j=1



olarak hesaplanir.

R[f(m)d“" = O/O/O/---O/f(r)J(r,e)drd@l...d(;n_1
i . A 2 1
B O/Tnlf(r) d’”o/o/---o/:l (sin6;)" "7 d6;...d6,

= wn_lff(r) r"dr
0

elde edilir, burada w,,_1, birim kiirenin yiizey alanidir.

Genel olarak

/f(|x\)dx = //f(rsin@l,...,rsin@l...sinﬁn_l)r”ldrdﬁl...den_l
Rn

0 gn-—1

- 7 / £ (r,0) " dodr

0 gn-—1

biciminde yazilir. dz hacim elemam dx = r"'drdo biciminde yazilir. Burada

do, S™!iizerinde dx tarafindan belirlenen yiizey olciistidiir.

Tanim 2.22. f(z) ve g(z), x € R" nin olgiilebilir fonksiyonlar: olsunlar. Bu

durumda [ f(y) g (x — y) dy integraline f ile g nin konvoliisyonu denir ve f * g ile
Rn
gosterilir.

Teorem 2.1. Eger f, g € L! ise bu durumda h = f * g hemen her yerde vardir ve

L' e aittir. Ayrica
IRl < 1 gl

saglanir (Neri 1971).

Teorem 2.2. (W. H. Young Teoremi). 1 < p < oo olsun. Eger f € [’ ve g € L

10



ise bu durumda h = f * g hemen her yerde vardir ve L? uzayma aittir. Ayrica

120, < Wf1l, Nlglly

esitsizligi gerceklenir (Neri 1971).

Teorem 2.3 (Young Teoremi). f € LP ve g € L? olsun, burada Il) + % > 1 ve
%:1—1)+%—1dir. Eger h = f * g ise bu durumda h € L" ve
121l < 111, llgll,

saglanir (Neri 1971).

Tanim 2.23. f € L(R") olsun.

R 1 —i(x,y
f(x)ZW/f(y)e @) gy

Rn

ile verilen f fonksiyonu f fonksiyonunun Fourier doniisiimii olarak adlandirilir.

Burada (x,y) = z1y1 + ... + .y, dir. Fourier déniigtimii

f(z) = @2n) / £ (y) e i@ dy

R’IL

veya

fa)= [ fly)e?mDdy
/

olarak da alnabilir. Eger n =1 ve f € L (R') ise bu durumda
-
¢ _ —ia:yd
f(x) 27T/f(y)€ y

olur.

11



Lemma 2.1. Eger f (z) = f1 (x1) fao (x2) ... fn (x,) ise

saglanir (Neri 1971).

Teorem 2.4 (Riemann-Lebesgue). Eger f € L(R") ise bu durumda smirh ve

~

diizgiin siireklidir. Ayrica |x| — ocoiken f(x) — 0 dur.

Teorem 2.5. f,g € L olsun. Eger h = f * g ise bu durumda h :ffq\ dir
(Neri 1971).

Teorem 2.6. f,g € L olsun. Bu durumda
[ Falg@ts = [ wpgtaas
dir (Neri 1971).
Teorem 2.7 (Parseval-Plancherel). f € Ly(E™) olsun. Bu durumda

Fla) = @) / f(y)e @ dy

R”

Fourier doniigiimii vardir. Ayrica

|71, = em# s,

dir. Eger Fourier doniigimiinii

fla) = [ f(y)e @y
/

12



ile tanimlarsak bu durumda

HfHQ =|fll, (Parseval formiilii)

< f, g >=< f,g > (Plancherel formiilii)

olur. Burada < f,g >, f ile g nin i¢ ¢carpimini gosterecektir ve
<fg>= / fgdx
dir.

Teorem 2.8 (Hausdorff-Young Teoremi). 1 <p <2 ve ¢ = - icin

p—1
f € L,(R") olsun. Bu durumda
fla) = 2m) [ ey
RTL

vardir ve
|7l < em# i1,

dir (Neri 1971).

Tanim 2.24 (Invers Formiilii). f € L(R") ve f nin Fourier doniigtimii

Fly) = @)™ / f(@)e @D dy

R

seklinde verilsin. Bu durumda
o) = [ Fwpetenay
R
formiiliine Fourier doniisiimleri i¢in invers formiilii denir.

Tamim 2.25. )\ ve « reel sayilar olmak iizere f(A\z) = |A|” f(z) oluyorsa f ye «

13



dereceden homojen fonksiyon denir.

Tanim 2.26. Bir f : R" — R, (n > 1) fonksiyonu verilsin. Eger f (z) = f (|z|) ise

f ye radyal fonksiyon denir.

Teorem 2.9. £ C R", |E| < oo olsun. Eger r < s ise bu durumda L, (F) C L, (E)
saglanir (Neri 1971).

Tanmim 2.27. Bir s fonksiyonunun goriintii kiimesi sonlu elemandan meydana geli-

yorsa s ye bir basit fonksiyondur denir.

Teorem 2.10. Eger 1 < p < oo ise LP deki basit fonksiyonlarin kiimesi L” de

yogundur (Adams and Fournier 2003).

Tamm 2.28. Bir o = (aq, ..., a;,) negatif olmayan «; tamsayilarmin sirali n-lisine
kath-indis denir.
la| = ay + ... + o, dir. Eger a ve 3 iki katli-indis ise o + 8 = (g + B4, ..., an + 5,,)

dir. Benzer sekilde, D; = % olmak {izere
J
olel Hartazt..tan

Da = ==
a1 g a1 a2
0x{0xy?...0xon  Ox7'0x5?...0xon

_ aq a2 Qn
— DDy, D2

boyutlu durumda D¢, % e indirgenir.

Tanim 2.29 (Schwarz uzayi). R™ uzayinda sonsuz kez diferensiyellenebilir ve

istenilen v ve 3 katli-indisleri igin

sup !:caDﬁf ()] < o0
rERM

kosulunu saglayan fonksiyonlarin sinifina Schwarz uzayi denir. S ile gosterilir.

Eger f € S ise bu durumda f siurhdir, f € L, (R™) ve f (x) € S dir.

14



Tanim 2.30. 1 < p,q < oo olmak tizere
T: L, (R") — L, (R")
bir operatér olsun. Eger Vf € L, (R") icin
11N, < Allfl,

olacak bi¢imde f den bagimsiz bir A > 0 sabiti varsa 1" operatoriine “(p,q) tipin-

dendir” denir.

1 bir 6l¢ii olmak iizere eger Vo > 0 igin

A q
o @)= a) < ”j”p) g <00

olacak bigimde « ve f den bagimsiz bir A sabiti varsa 7" doniigiimiine zayif (p, q)

tipindendir denir.

Teorem 2.11 (Riesz-Torin). 1 < pg,p1,q,q < oo olmak iizere T, (po,qo) ve

(p1,q1) tipli bir operator olsun. Bu durumda

1 1—-6 0 1 1—-6 6
= , == +— (0<0<1)
p Do h q do q1

olmak iizere T, (p, ¢) tipli bir operatordiir.

Teorem 2.12 (Marcinkiewicz). py < qo, p1 < ¢1 ve qo # ¢1 olmak iizere T'

operatorii zayif (po, qo) ve zayif (p1,q1) tipli operator olsun. Ayrica p ve ¢

1 1-60 0
- = +— (0<0<1)
p Do p1 q do q1

bi¢iminde tanimlansin. Bu durumda 7" operatorii (p, ¢) tipli operatordiir.

15



2.2 Genellestirilmis Oteleme Operatorii ve Ozellikleri

Levitan (1951), (0, oo) araliginda Bessel diferensiyel operatorii ile yakindan ilgili olan

F l
:I‘( _(2 /f \/332 + 92 —2xycosa>sm7 L ada

genellegtirilmis 6telemeyi tammlamigtir. Daha sonra Kipriyanov (1967) Levitan’in
tammladigl genellestirilmis 6telemeyi R, n—boyutlu Oklid uzayma "ilk (n — 1)
degiskene gore adi ve n. degigkene gore (0, 00) araligindaki genellegtirilmis 6teleme

alarak " genigletmis ve

TVf (x) = ¢, / f <a:' — ', /22 — 23,y cos o + y%) sin” ! adev

genellestirilmis otelemeyi tanimlamigtir.

Tanim 2.2.1 (Bessel operatorii). 7 > 0 ve x > 0 olmak {izere;

& ~d
B=-—_4+12%

dz?  xdx

seklinde ifade edilen B operatoriine Bessel diferensiyel operatorii denir.

Tanim 2.2.2 (Laplace-Bessel operatorii). v > 0 olmak iizere

n—1
02 ? 4 0
Ap = =
b Zax% i 0x2 * x 0y,

seklinde tanimlanan operatore Laplace-Bessel diferensiyel operatorii denir.

Tanim 2.2.3. f: R — R bir fonksiyon ve y € R olsun.

Tf (v) = f (v +y)
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seklinde tanimlanan operatoére R de adi 6teleme operatorii denir. Adi dteleme ope-

ratorii
Ou(zy)  _  Ou(zy)
ox oy
u(z,0) = f(z)
uy (x,0) = 0

seklindeki baglangi¢ deger probleminin ¢oziimiidiir (Ekincioglu 1994).

Tanmim 2.2.4. X bir topolojik uzay, f : X — C siirekli bir fonksiyon olsun.

y € X olmak {iizere

F(z,y) =T"f ()

operatorii agagidaki sartlari sagliyorsa genellestirilmis 6teleme operatorii adini alir.

(i) Vf,g € C(X), a,be Cigin

TY(af (x) + b (2)] = aT"f (x) + bTg (2)

esitligi saglanir.

(ii) Vf € C(X) igin bir yo € X vardir 5 T% f () = f (x) saglanir.

(iii) Vf € C(X) ve z,y,z € X i¢in

T*TYf (z) = TVT* f (z)

esitligi saglanir.

(iv) Va,y € X i¢in F (z,y) = TY f (x) siireklidir.
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B, Bessel diferensiyel operatorii olmak iizere

B,u = Byu
u(z,0) = f(z)
uy (2,00 = 0

baglangic deger probleminin ¢oziimii

u(z,y) =TYf(x) = %/]E <\/:E2 + 42 — 22y cos a) sin? ™! ado

olarak elde edilir. Bu 6teleme (0, 00) araliginda genellegtirilmiy 6telemedir.

Simdi Kipriyanov tarafindan R’} {izerinde tanimlanan genellestirilmis 6telemeyi vere-

lim.

Tr = (x’,xn), Yy = (y/7yn)7 z,y S Rn? x/ = <x17x2>"'axn—1>> y, = (ylay2>"'ayn—l)

olsun. Bu durumda

(Ap),u(z,y) = (Ap),u(r,y)
u(z,0) = [ (x)
uy (x,0) = 0

baglangi¢c deger probleminin ¢oziimii

o) =75 (o) = ¢ )

’ N l\DI»—l

/f z —y \/x2—2xnyncosa+yn> sin? ! ada

fonksiyonudur. Bu 6teleme R’ iizerinde genellestirilmis ttelemedir. Simdi 7 ope-

ratoriiniin asagidaki ozellikleri sagladigimi gosterelim.

(i) Lineerlik ozelligi

18



TY operatoriiniin tanimindan

T (af (x) + bg (x))

elde edilir.

(ii) Pozitiflik ozelligi

T ((af + bg) (x))

(fy—+57)) 0/ (af + bg) <\/x2 + 42 — 2xy cos a) sin” ! adov

™

F<7+%) / 2 : —1
— 2/ [ g 22 +y?2 —2zxycosa ) sin” " ada
OIY F (Va9 =2y cosa)
L'(y+3) ] N
+ b 22 4+ 94?2 — 2zycosa ) sin” ™ ada
T g (Ve + v~ 2aycosa)
alVf (z) + b1Yg (z)

f, pozitif bir fonksiyon olsun.

Tf (2) =

(3)T (v

(+3)

) /f <\/x2 + y? — 2xy cos oz) sin” ! adex
0

oldugunu biliyoruz. f pozitif fonksiyon oldugundan

f (\/w2+y2 —2xycosa> >0

saglanir. 0 < 6 < 7 iken sinf > 0 oldugundan yukaridaki esitligin sag tarafi pozi-

tiftir. O halde

oldugu goriiliir.

Tf () =0

(iii) T operatoriiniin tanimi kullamlarak

TV (1) =1

19



oldugu kolayca goriiliir.

(iv) f smurh bir fonksiyon oldugunda TV operatorii simirhdir.

T (v l
ﬁ/f \/m2+y 23:ycosa> sin” ! ade

wl»—" t

TVf (2)] =

I (v l
< I‘(l—f/‘f \/:z;2—|—y —2xycosa> sin” ™ adav
2
T l
< sgyg%/‘f \/x2+y 293ycosoz)‘sur17 Lada
z 2

1 ™
% / sin” ! ada
) Y

0

VAN
wn
o

o]

—

&

3|

elde edilir. Buradan

[T (@) < TV [f (2)] < sup |f (@)]

esitsizligi saglanir.
(v) TY operatorii siireklidir.
TY operatorii lineer ve sinirh oldugundan stireklidir.

(vi) TY operatoriiniin yer degistirme ozelligi
T f () =TTV f (2)
bicimindedir.

Simdi 7% genellestirilmis operatorii tarafindan tiretilen f ® g konvoliisyonunu

(B—konvoliisyon) tanmmlayip énemli 6zelliklerini verecegiz
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Tamim 2.2.5. f ve g, R? {izerinde olgiilebilir iki fonksiyon olmak {izere
(f9) / () TV (2) iy
seklinde tanimlanan konvoliisyona B—konvoliisyon denir.

Lemma 2.2.1. 1 <p<oo, f€L,, (]R’jr) olsun. Bu durumda Vy € R? icin

I7vf @Iy, < £, (2.2.1)

esitsizligi saglanir.

Ispat. Esitsizligi 6nce p = 1 durumu icin ispatlayalim.

TVf (x) = ¢, / f (ac’ — 9y, /22 — 2y, cos @ + yﬁ) sin? ! adev

oldugunu biliyoruz. Burada c, sabiti

7 1
Cy = /Sin71 ada _Luty) (r+5)

0
esitligi ile verilir.

177 @l = [ 7 @)l e

R}

= /cv/f -, \/552 2xnyncosa+yﬁ> sin” ! ado| 2)dx

sin” ! ax? dadx

< //]f ~ ¥/ VT = 2w cosa + 12
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sin” ' ax) drda

= cv//‘f(x'—y’,\/I%—anyncosa—{—y%)

0 RY}

s

= ¢, / sin?! ada/ ‘f (x' — ', \V/22 — 22,y cos a + y,%)
Rn

0

vy
x)dx

+

= |LfHL1W(R1)

elde edilir.

Simdi de p = oo i¢in [[TYf ()], @) < HfHLoo(Ri) oldugunu gosterelim. TYf (.)

operatoriiniin L., normu

IT%f Ol Loy = e85 sup [T?f ()]

x€R1
seklindedir.
Y _ / ’ 2 5 N
ITYf (z)] = @/f(x —y,\/xn—2xnyncosa+yn> sin?! ada
0
: C”/ (3 = Va2 = 20 cosa+ ) s ada
0
< ey [ 1l ey s 0 = £y € [ s ada
X 0
= Il (g
p =1 igin

1T F Ol , < 1l
ve p = 00 icin

172 F Ol < 112

saglandigindan, interpolasyon teoreminden 1 < p < oo igin

17vF O, < 141,
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elde edilir.

Lemma 2.2.2. 1 <p, r<g<oo, S +:=1 feL,,(R}), ge L, (RL)

olsun. Bu durumda f®g € L,, (R}) ve
1f 2 gl <l Nl
esitsizligi saglanir.

+ % =1 olacak sekilde pozitif sayilar olsun.

Ispat. \, p,v; %—l—i

(f®g)( /f )T yzdy</|f ) [T ()] ydy

(5-1)

i
.

) / £ PG g @ 15 @I g @) i ay

elde ederiz. A, u,v ye gore Holder esitsizligi uygulanirsa;

=

(o9 @) < / F PG g @)™ iy

NI

oldugu goriiliir. Dolayisiyla

>

ht\m
:
>
'U
’ﬁ
Z:
~
@
/\
:
Q=
NS
S
QU
S

(f@g) (@) < ||fHLM 7% (

elde edilir.
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%:iqL%, %z%—l—% VG%ZX olsun. Bu durumda
1 1 1 1
-—+-——-=—+<-+-=1
q p r U AN v
saglanir.
1
A
m Y Y (=5 v w(i-2) Y
[(f®g) @) <z, 1T @)z, /If(y)| vl | TVg ()| Yndy
R%

[(f@g) (@) < Hfll%m 1779 (@)1, /\f(y)\p\Tyg ()" ypdy

+

esitsizligi bulunur. Her iki tarafin r. kokii alinirsa

((f®g) (@) < IIfIIZiW 1779 @), /If(y)lplTyg ()" ydy

R
oldugu goriiliir. Simdi her iki tarafin integrali alinirsa

JIGeg@rade < 1015 1T9@IE, [ [ 1w @ s
i}

R? R7

= WFIE I @IE / )P ydy / TV (2)|" 2] de
Ry

R}

saglanir. Buradan

LP;’Y

br qr
If@ally,., <IfA1E N9 @)z, FIE, 1T (@)1,

esitsizligini elde ederiz. Her iki tarafin r. kokii alindiginda

P q p g
lfegll,, < WAL, 1T @z, L, 1T @I, ,

PP
u+r

444
= AL, 1T @)z, = e, 1T @), < Wflg,, lgllz,
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elde edilir.

Lemma 2.2.3. A= (A, A,) C R}, A = A x..x A,y C R herhangi
olgiilebilir kiimeler, A,, C (0,00) ve y € R} olsun. Bu durumda asagidaki esitlik

gerceklenir.

/Tyg (z) x)dz = ¢, / g (z', \/ 22+ Z,QLH) du (2, 2ps1)
A

(y,0)+A

Burada A = A’ x (—m,m) x [0,m), m =sup A, vedu(z,z,11) = 27 1dzdz,s, dir

(Guliyev, Serbetci and Safarov 2007).

Ispat. Genellestirilmis Steleme operatoriintin tanimindan;

TVf (z) = ¢, / f (x’ — 9, /22 — 2,y cos @ + yﬁ) sin”! ada
0

oldugunu biliyoruz. Her iki tarafin integralini alirsak;

/Tyf (z) 2)dz = ¢, / / f (x’ — ', /12 — 2w,y, cos o + y%) sin’™ ! axl dadx
A 0

A

elde edilir.

/

Z = =y
Zn = Yp — Ty COSQ
Zpnt1l = T, sin a
doniigiimiinii yapalim. Doniigiimiin Jakobiyeni j = —mL dir.
n
2 .
22422 = (Yo —ancosa)’ + a2sin’a

= 92 + 22 cos’ a — 22,y cos a + 22 sin® a

2 2
= T, — 2T,Yp cosa + Y,
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bulunur.

o n
A+(y,0)

1
/Tyf (x)x)dx = ¢, / f <z', \/ 22+ zﬁﬂ) sin?™* am—mgdxdoz
A
= ¢, / ! <z', \/ 22+ zﬁ+1> 2 dzdz,
A+(y,0)
elde edilir.

2.3 y—Dagilim Fonksiyonu ve y—Azalan Yeniden Diizenleme

Bu kisimda y—dagilim fonksiyonu ve y—yeniden diizenlemeyi tanitip bunlarla ilgili

tamel ozellikleri verecegiz.

E C R olciilebilir bir kiime olsun. Bu durumda E nin y—06l¢iisii

|El, = /a:;yld.r

E

ile tanmimlanair.

Tanim 2.3.1 (y—dagihm fonksiyonu). f : R? — R olgiilebilir bir fonksiyon

olsun. f,, :[0,00) — [0, 0],

forr (8) = {z € RY - [ ()] > £},

seklinde tanmimlanan f, , fonksiyonuna f fonksiyonunun y—dagilim fonksiyonu denir.
Agagidaki lemma ile y—dagilim fonksiyonunun bazi ¢zelliklerini verecegiz.

Lemma 2.3.1. f,g: R} — R olgiilebilir iki fonksiyon olsun. Asagidaki ozellikler

gerceklenir.
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(i) [fly @) = funy (£), =0
(ii) hhy. f=gise fi, = guy dir.
(iii) Yz € R icin | f (z)] < |g (z)| ise ¥t € [0,00) icin

Fror (8) < gy (1)

esitsizligi saglanir.

(iv) fs, azalan ve sagdan siireklidir.

V) (f +9)., (t1+12) < firy (1) + guy (t2) 5 t1, 22 2 0
(Vi) (f9)., (trt2) < fiy (01) + gupy (f2) 5 11,12 2 0
ispat.

() 1., (1) = | {z € RL: £ ()] > 1}], = fory (O

(ii) f ve g fonksiyonlar1 hemen her yerde esit oldugundan

for @) = [{z € RL: 1f @) > 1}], = [{o € RY < g (@)] > £}], = gur (1)

oldugu kolayca goriiliir.
(iii) Vo € R i¢in | f (z)| < |g (z)| oldugundan

{zeR}:|f(z) >t} Cc{zeR}:|g(x)] >t}
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oldugu goriiliir. Buradan her iki tarafin v olciisii alinirsa

{z e R [f ()] >t} < [{z €RY g (2)] >t}

oldugundan V¢ > 0 i¢in

fer (1) < gury (1)

esitsizligi elde edilir.

(iv) Ilk olarak f.. fonksiyonunun azalan oldugunu gésterelim.
t1,t2 € [0,00) igin t; > ty olsun. Bu durumda f, , (t1) < fi (t2) oldugunu goster-

meliyiz.

t1 > ty oldugundan her ¢ > 0 igin
{z eR}:|f (@) >t} Cc{zeRl:|f(z) >t}

dir. Her iki tarafin v 6l¢iisii alindiginda

‘{xERZﬁ | f ()] >t1}‘7 < }{xER’}r | f ()] >t2}}'y

elde edilir. Buradan

f*,'y (t1> S f*,'y (tQ)

oldugundan f, , azalandir.

Simdi de f,, min sagdan siirekli oldugunu gosterelim. ¢, > t, > ... > ¢,... >,

lim ¢, =t olsun. f., (t,) — fi (f) oldugunu gosterecegiz.

n—oo

Ey={z eR} :|g(z) >t}
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olsun. t; >ty > ... > t,,... > t oldugundan F;, C E;, C ... C EF; dir. Buradan

D E, =E,
n=1

olur.

nhjglof*v (tn) = nhj{.lo{{x €RY :|f ()] > tn}|7
= nh_)no10|Etn|7 =|Ey, = HCE eRY :|f(x)] > t}‘v

fer ()

oldugundan ispat tamamlanir.

(v) t1,t2 > 0 igin

(f +9)., (1 +t2) < fary (t1) + gury (t2)

oldugunu gosterecegiz.

(f+9),, (i +t) =[{z eRL:|(f+9) (@) >t +ta}]

bi¢imindedir. Ayrica
{zeR}:|f(@)+g(@)|>t+t} C{z eRY:|f(z)] >t }u{z eRY:|g(z)] >t}
oldugu goriiliir. Her iki tarafin v olgiisii alindiginda
|{a: eRY:[f(x)+g(x)| >t 4—752}‘7 < Hx eRY :|f(z)] > tl}‘7
+ Hx eRY :|g(x)| > t2}|’y
elde edilir. Buradan

(f+9),, (t1 +12) < fury (1) + gy (t2)
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oldugu goriiliir.

(Vl) tl, t2 2 0 1§1I1

(£9).., (t1t2) < Fory (01) + Gy (£2)

oldugunu gosterecegiz.
(f9),., (titz) = [{z € R : |(fg) (z)| > ?51752}}7
bi¢imindedir. Ayrica
{zeR} :|f(@)g(x)] >ttt} C{z eR} | f ()] >t} U{z eR] :[g(2)] >t}

oldugu goriiliir. v olciisiine gectigimiz taktirde

{z eRL:|f(z)g(2)] >t1t2}‘v < [{zeRy:|f(2)] >751H7
—l—‘{x e R} g (z)] > 152}{7

elde edilir. Buradan

(f9)ur (t1l2) < frry (t1) + gu sy (T2)

elde edilir.

Tamim 2.3.2. f : R? — R olciilebilir bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun

~v—yeniden diizenlemesi

) =inf{s>0: f.,(s) <t} Vte]0, 00)

o

seklinde tanimlanir.
Simdiki teorem y—yeniden diizenlemenin temel 6zelliklerini vermektedir.

Teorem 2.3.1. f : R} — R olciilebilir bir fonksiyon olsun. Asagidaki 6zellikler
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gerceklenir.
(i) s,t >0 igin f2 () > s & fu, (s) >t dir.
(ii) f ve f es olgiilebilirdir. Yani YA > 0 igin
o R 7@ > A}, =m ({0205 £ (0 > A})
dir. Burada m Lebesgue olciistidiir.
(iii) V£ > 0 igin |f[7 (t) = fx (¢) saglanir.
(iv) R} tizerinde h.h.y f = g ise [0, 00) iizerinde f> = g2 gerceklenir.

(V) [ azalan ve sagdan stireklidir.

(vi) t > 0igin (f), (t) = fuy (1) esitligi saglanir.

(vii) 0 < p < oo i¢in (|f[")] (t) = (f; ()" dir.
(viii) A olgiilebilir bir kiime ve f > 0 olmak {izere

(fxa)y (8) < £7 (1) xpoapy (), £ =0

dir.
ispat.
(i) Ik olarak f* (t) > s =t < f., (s) oldugunu gosterelim.

) =inf{z>0: f.,(2) <t} >s

v
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dir. f. . azalan fonksiyon oldugundan
t<inf{z>0:f.,(2) <s}=t<f(s)

dir. Karsit olarak

t< funy(8) = f1(t) > s

oldugunu gosterelim. ¢ < [{z € R% :|f (z)] > SH7 ve f.~ azalan bir fonksiyon
oldugundan

s<inf{z: fi,(2) <t} = s < fI(t)

dir.

(ii) (i) den
m{t=0:f(t)>A}) = [{z €RY: fuy (V) St}

oldugu goriiliir.
(iii) y—azalan yeniden diizenlemenin tanimimdan ve (i) den
Fi0) =inf{s > 01 fo (s) <t} =inf {s > 01 [f],_ (s) <t} =I5 (1)
oldugu goriiliir.
(iv) Lemma 2.3.1 (ii) den
F(s) = inf{t > 0 o (8) < s} —inf {t >0 g, (1) < 5} = g7 (5)
elde edilir.

(v) f7 n azalan oldugunu gosterelim. #;,t; € [0, 00) igin #; > £, olsun.

[ (t1) < f7 (t2) oldugunu gosterecegiz. Lemma 2.3.1 (iv) den t; >t ise

fery (1) < fury (t2)
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oldugunu biliyoruz.

fr () =inf{s>0: f.,(s) <t}

ve

{s>0:fi,(s) <ts} C{s>0:fir(s) <t}

oldugunu biliyoruz. Kiime biiyiidiik¢e infimum degeri kiigiileceginden
inf{s>0:f.,(s) <t1} <inf{s>0: f., (s) <t2}

elde edilir. Buradan f7 (t1) < f (t2) saglamr.

Simdi f} m sagdan siirekli oldugunu gosterelim.

t1 >ty > .. >ty > t, lim t, =t olsun. f(t,) — f7 (t) oldugunu gosterecegiz.

lim f7(t,) = nlirgo inf{s>0:f.,(s) <t,} =inf{s>0: fi,(s) <t} = f7(t)

n—oo

oldugu goriiliir ve istenilen elde edilir.

(vi) t > 0 igin ( f;)* (t) = fun () oldugunu gosterecegiz. m, Lebesgue 6l¢iisti olmak

izere;

(7)) = m({s=0:;(5)> 1))
= m({s>0:5 < Loy () =m0, fury () = Fur (1)

dir.
(vii) 0 < p < o0 igin (|f|p): (t) = (fr (t))” oldugunu gosterelim.

(UFP); 1) = it {A>0: 1P () <t}
= inf{)\ZO:‘{xERﬁ:|f(x)|p>)\HW§t},)\%:v
= inf{UPZO:HxGRﬁ:|f(x)]>vH7§t}=(fj;(t))P
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elde edilir.

(viil) (fxa); (8) < f3(t) Xpo,ja),) (), t = 0 oldugunu gosterecegiz.

Vo € R} igin (fxa) (v) < f(z) dir. Buradan (fxa),, (t) < firy (t), 1 >0 olur.

Diger taraftan

[{z e R« [(fxa) ()] > A} < [A] (2.3.1)
(fxa); @) =0, t>|A] (2.3.2)

oldugu goriiliir. (2.3.1) ve (2.3.2) den V¢ > 0 igin

(fxa); @) < f3(t) Xo,ja,) ()

elde ederiz.

Tanim 2.3.3 (** operatdrii). f7* : (0,00) — [0, 00] fonksiyonu

bi¢iminde tanimlanir. Burada

fi(s)=inf{t>0: fi () < s}

bi¢imindedir (Bennett and Sharpley 1988).

Teorem 2.3.2. f, g : R} — R olciilebilir fonksiyonlar olsun. Bu durumda f** fonksiyonu
icin agagidaki ozellikler gergeklenir.
(i) f2*, (0, 00) iizerinde azalan ve siireklidir.

v

(ii) V¢ > 0 igin f* (t) < f2* (t) dir.
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(iii) Hemen her z € R igin | f (v)] < |g ()| ise YVt > 0 igin f2* () < g7* (¢) dir.
ispat.

t
(i) 1k olarak f** m siirekliligini gosterelim. 1 € C , [e(s)ds € C(0,00)
0

ve siirekli iki fonksiyonun ¢arpimi da siirekli oldugundan @ (s)ds € C(0,00) ve

buradan da f3* () € C'(0,00) olur.

1
t

o o

Simdi de f7* mn azalan oldugunu gosterelim. 0 < t; < {5 keyfi sabitler olsun.

() = t2/f ds——/f ds+—/f

AN
S
&
)
+
&H
—
=t
=~
N
|
~
C/
S‘»—t
?’;
S
QL
)
+
|
|
SH| =
v
~
S
k’%

IA
S| =
o —

oldugu goriiliir ve buradan istenilen elde edilir.

(ii) f3 fonksiyonu azalan oldugundan

1
/ f z/
elde edilir.

(iii) V¢ > 0 igin f7 (t) < g7 (t) dir. Buradan da

1 f . 1 / % *k
go/fv(s)dsggo/gv(s)d‘s:‘% (t)

elde edilir.
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Teorem 2.3.3. ¢ > 0 olmak tizere fI. (t) = f., (t%) esitligi saglanir.

Ispat. f, R? de olciilebilir bir fonksiyon olsun. ¢ > 0 i¢in

p

fb (8) = / ayde | = / z)dr = / 2lde = fu, (ﬁ)

(sl f(2) [ >t} {w:lf(2) P>} {x:|f<x)\>t%}

elde edilir.

Lemma 2.3.2. 0 < p < oo olmak {izere

/ I ()P 27dz = / (2 ()" dt (2.3.3)

n
RY

esitligi saglanir (Safarov 2000).

ispat.

(F@P) (1) = mt{r>0:[{zeRL:|f@PF >N}, <t} A =v
= inf{ysz: {z eRL:|f (z)] >V}"y§t}
= (fr(1)"

elde edilir. .
[is@r = [ ar@pya
R% 0

I
0\8

ispat tamamlanir.

Lemma 2.3.3. Herhangi ¢ > 0 i¢gin

sup / If ()] 2)dz = ] f7 () ds (2.3.4)

|B|, =t
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esitligi gecerlidir.

Lemma 2.3.4.

esitsizligi gecerlidir .

Ispat. Bu esitsizligi basit fonksiyonlar icin ispatlayip basit fonksiyonlarm yogun-

lugundan yararlanarak tiim fonksiyonlara genellestirecegiz.
k
S(x) = Zozj)(Aj, ap>ag> . >ap >0
j=1
olsun. Burada A; ler ayrik kiimelerdir.
J
Bi=|JA, By=aj—ajn, a1 =0
i=1
olmak tizere

k
S(z) = ZﬁjXBj
j=1

yazabiliriz. Gergekten

S(r) = Bixp, +BaXxp, T+ BrXs,
= (a1 —a2) xa, + (a2 = a3) X 4,04, T (@3 — Q1) Xa,04504,
+oo (k= Qpr1) Xa,0a50..04,
= Q1Xa, — 02Xa, T @2Xa,04, — ¥3XA,04, T A3XA,04,045

Tt ARX A;UAUUA, T QRH1X A UALU..UA,

k
= a1Xa, tQ2Xg, T @3X4; + o T Xy, = Z QX A,
j=1
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elde edilir.

[ls@o@lnar ~ [

RY

k
7j=1

k
9 ()] 23de = 3 B, / g ()| 23da
Jj=1 5],

A
™
o

elde edilir. Burada

dir.

Agagidaki lemmada TYf genellestirilmis 6teleme operatorii ve f nin y—yeniden

diizenlemesi arasindaki iligki verilmektedir.

Lemma 2.3.5. Herhangi ol¢iilebilir A C R} ve y € R} icin

sup / T |f (2)| 2)de = e, / £ (s) ds
0

Al =t
\lyA

dir (Safarov 2000).

Ispat. Lemma 2.2.3 ten

/ TY\f (2)] 2lde = ¢, / 17 (2, 2s0)| dit (2, 2s0) (2.3.5)

A (y,0)+A
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esitligi saglanir. Burada

f(zazn+1) = f (Zlv \/ 2721 + Z?@—i—l) ; Zny1 >0

dp (2, 2op1) = 207 dzdz, 4

ile verilir. f (z, zny1) fonksiyonu icin (2.3.4) esitligini yazarsak

t

dp (2, zns1) = c,y/ (f):(s) ds (2.3.6)

0

M(S;g)p_t! ‘f(z, Zni1)

esitligini elde ederiz. Burada

<f)u(8) = inf{t>0:u(f)#(t)§s}
= inf{t>0:p({(z,2001) : | [ (2, 2001)| > t}) < s}

i (.0 +A) =14], ve (1) (s)=F;(5)

ile verilir.

z = T
Zn = XpCOSK
Znil = IpsSina

doniisiimiinii uygularsak

1 ({(z, 2041) € R | F (2, 2041)| > £})

_ / wde = p{x € R : f (@) > 1} = fun ()

{x€R1:|f(x)|>t}

elde edilir. Sonug olarak

(ﬂ:(s):inf{t>o:f*(t) <s}=f(s)
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dir. (2.3.5) egitliginin her iki tarafindan supremum alinirsa,

am/wummmE:@sw /\ﬂwwmw@%m

|A], =t A)= _
ToA M< ) t(y,0)+A

t

=%/UH®%=%/ﬁ@%

0

esitligini (2.3.6) esitligini kullanarak elde ederiz. Boylece Lemmanin ispati tamam-

lanmisg olur.

Teorem 2.3.4. 1 <p<oo, fe€L,, (Rﬁ) olsun.

||f||pr,Y<R1) - | f’:j Lp((),OO)
esitligi saglanir (Safarov 2000).
Ispat. Aciktir ki
550 0y = 2 [0 ) Ot = [ 0705, @)

0

0
[l @rade =171 )
RY

Teorem 2.3.5. f € L,, (R%), 1 < p < 0o olsun. Bu durumda

P
{xGRﬁ:|f(m)|>t}

for(t) < / @) aldr, t>0

~

esitsizligi gergeklenir.
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ispat.

/ \f ()P z)de > / x)dx

{zern:|f(2)[>t} {zern:|f(2)>t}
" {z e RY: |f (2)| > t}| =" for (1)

f p
for () < A1, = (%) i 0

oldugu goriiliir. Bu durumda

o e R | (@) > 1)), < (%)

dolayisiyla

elde edilir.
Bu kesimde son olarak zayif L, yani W L,, , uzayin tanimlayalim.

Tanim 2.3.4. 1 < p < oo olmak tizere zayif L, uzay:

WLy (R2) ={ 151, =supt5£5(6) <

seklinde tanimlanir.
Lemma 2.3.6. 1 < p < oo olsun. Vf € L, (R7}) i¢in

HfHWLm(Ri) < “fHLp,v(Ri)

esitsizligi saglanir.

Ispat. Teorem 2.3.4 ten ve J7; fonksiyonunun azalanhgmmdan

1y ) = 15 o = | [ @) = [y @as) =508
0 0
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elde edilir. Buradan

HfHLp,Y(Ri) > HfHWLM(Ri)

elde edilir.

1 1—

Lemma 2.3.7. 0 <p; <p<ps < o0, H€(0,1) ve + =104 p% olmak tizere

p p1
1-6 0
||f||Wpr(R:‘_) S Hf”WLpl,'y(Ri) ||f||WLp2,7(R1>

saglanir.

Ispat. WL, uzaymdaki norm tanmimindan

1 1 1-0 1 0
I lhys, ) = swp (0= sup |if@)] [t f ()]

t€[0,00) t€[0,00)

1-6 6
“f”WLPlﬂ(Ri) ”f“Wme(]Ri)

elde edilir.
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3. MAKSIMAL FONKSiYON VE RIESZ POTANSIYELIi

Maksimal fonksiyon ve Riesz potansiyeli harmonik analizin énemli konular1 arasin-
dadir. Ozellikle kismi tiirevli denklemler teorisi ve matematiksel fizikte bircok uygu-

lamalar: vardir.

Burada klasik maksimal fonksiyon ve Riesz potansiyeli tanimlanip bunlarin varlik ve

simirhilik ozellikleri incelenecektir.
3.1 Maksimal Fonksiyon

f, R™ iizerinde hemen her z i¢in integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Temel Lebesgue

Teoremi’ne gore

vlﬂli%mer /f /(@)

B(:L" r)

ifadesi hemen her z igin gecerlidir, burada
B(z,r) = {yeR" : |z — y| < r}

x merkezli r yarigapli acik yuvardir. Yukaridaki limit yerine supremum ve f yerine

| f| almarak f nin maksimal fonksiyonu tanimlanir.

Maksimal fonksiyon R"™ nin standart kiimelerinde n = 1 i¢in Hardy Littlewood
tarafindan tanimlanmis ve Wiener tarafindan n—boyutlu R” Oklid uzayina genisletil-

migtir (Stein 1970).

Tanim 3.1.1. f : R®™ — R integrallenebilir bir fonksiyon olsun. f nin maksimal

fonksiyonu;
Mf @) =sip s [ If Wl

r>0 T
B(a,r)

biciminde tanimlanir.
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Simdi R™ iizerinde bir g fonksiyonunun m{z € R": |g (z)| > o} dagihm fonksi-

yonunu goz oniine alahm ve bunu da g, () ile gosterelim. Yani

m iz g (@) > a} = g. (o)

olsun. g € L, iken

J19wr s = - [aras. (@)

oo
saglanir. Gergekten [ adg, (o) integraline kismi integrasyon uygularsak;
0

/Ozpdg* () = lim g, (a) — /g* () pa?tda = —/g* (o) pa?~tda
0 0 0
= —//X{x e R": |g(z)| > A\} dxda?
0 R?
= —//X{x eR":|g(z)| > A} daPdz
R? 0
lg(2)]
= —/ / dapd:c:—/ / doPdz
RY {xERi:\g(x)b/\} Ry 0
lg(2)]
p-1 & lg(a) p
R? 0 R? R

oldugu goriiliir ve istenilen egitlik elde edilir.

Teorem 3.1.1. R” iizerinde tamimlanan f fonksiyonu igin

(i) fe L,(R"), 1< p<ooise Mf maksimal fonksiyonu hemen her yerde sinirhdir.
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(ii) Eger f € Ly (R™) ise Va > 0 igin

m{x:Mf<x>>a}s§/|f<x>|daz

R%
saglanir, burada A sadece boyuta bagh bir sabittir ve m Lebesgue ol¢iisiidiir.

(i) fe L,(R"),1<p<ooise Mf e L,(R") ve

IMAN, < Al F1,

esitsizligi gerceklenir (Stein 1970).

Ispat. Oncelikle teoremin (ii) ifadesini ispatlayahm. E, = {x : M f (z) > a} olsun.

Vx € E, i¢in B, = B (z,r), x merkezli yuvarn F, da bulunsun. Bu durumda

M () = sup s [ 1 )]y

oldugundan

MF (z) >a:>/|f(y)|dy>ozm(Bx) (3.1.1)

B,
elde edilir. Buradan m (B,) < =||f|l; elde ederiz. {Bj}, E, da bulunan ayrk

yuvarlarin bir dizisi olsun. Bu durumda

> " m(By) > em (E.) (3.1.2)

olur. (3.1.1) esitsizliginde B, yerine |J By almirsa bu durumda
k

/ |f (y)| dy > azm(Bk) > acm (E,)

U Bs
%
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elde edilir. Bu egitsizlikten

/ 1 @)l dy > acm (E.)

n
R +

elde edilir ki buradan E, = {z : M f (z) > a} yerine yazilirsa

m{o: Mf (@) > a} < o [ Ifw)ldy

oldugu goriiliir. Burada A = 1/c¢ segilirse (ii) ispatlanir.

Simdi 1 < p < oo igin (i) ve (iil) ifadelerini ispatlayalim. [ [M f|” dz in sonlu
RY
oldugunu gosterelim. R” {izerinde tamimh bir ¢ (z) fonksiyonunun dagilim fonksiyonu

g« (@) =m{zr € R" :[g (z)| > a}

ile tamimlanir. g € L, (R") iken

/Ig(y)|dy— /ozpdg*
R:L_ 0

dir. Simdi
m (Ea) =m{z: |Mf(z)| > a} = g.(a)

alinirsa

HMng_/ prda:p/ap ' (E (3.1.3)
R” 0

elde edilir. Bu integrali hesaplayabilmek i¢in m (E,) i¢in bir esitsizlik elde edelim.

Bunun icin f; fonksiyonunu

o
=

S

N

R R
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biciminde tanimlayalim. Bu durumda
o o
@] <A @)+ = Mf (@) < MA @) + 5
saglanir. Buradan
o
m(Ey) =m{x: |[Mf(x)] > a} Cm{a::Mfl(x) > 5}

elde edilir. Dolayisiyla

m(Bo) <m{e: Mf (@) > 2} s%/mmdx

RY
oldugu goriiliir. Sonug olarak
2A
m(E) <22 [ if @)
[f1>5
esitsizligi saglanir. Bu son esitsizligi (3.1.3) te yerine yazarsak

[e.e] o

IMFIE = p / ' (E,) da < p / o] / f (@) dz | do

0 0 1>%

elde edilir. Bu iki integralin degerini hesaplamak icin integrasyon sirasini degistire-

lim. Ik integrali o ya gore alinz. Icteki integral p > 1 oldugundan

2[f (@)l )

P2do = —— [2f (2)|P
[ oo = s @)
0

olur. Kath integralin degeri

p_

2A -
L 1y =y [ 117 ds
R? R
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olarak elde edilir. Boylece teoremin (iii) ifadesi ispatlanmig olur. Burada A,;

1

5 g

Ap:2( p) , l<p<oo
p—1

ile verilir.

3.2 Riesz Potansiyeli

f yeterince diizgiin bir fonksiyon olmak tizere f fonksiyonunun Laplasyeni;
Af=D 55

biciminde tamimlanir. Laplasyenin Fourier doniistimii

(—Af) (2) = @ [2])*f (2)

seklindedir. (3.2.1) ifadesinde kuvvetteki 2 yerine 3 alinirsa bu durumda Laplasyenin

kesirli kuvveti asagidaki gibi tanimlanir.

()% 7) @) = @rla))’ f @)

[ kuvvetinin, —n < [ < 0, negatif olmasi 6zel bir 6neme sahiptir. Bundan dolay1

(3.2.1) operatoriinii integral operatorii olarak ifade edebiliriz. Yani basit bir notasyon

degisikligiyle;

yazabiliriz, burada

1 —n+ta
(If) (z) = m/ & — 5|7 £ () dy
v () = W%QO‘F (FE(%)Q)
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ile verilir. I, operatoriine Riesz Potansiyeli denir.

Teorem 3.2.1 (Riesz Potansiyeli i¢in Hardy-Littlewood-Sobolev Teoremi).

O<a<n 1<p<g<oo =

, — 2 olsun.
q n

D=

(i) Eger f € L, (R") ise

(If) (2 /| o7 f () dy
integrali hemen her x i¢in mutlak yakinsaktir.

(ii) Eger ek olarak p > 1 ise bu durumda

Haflly < Apg I fl,

esitsizligi gergeklenir.
(iii) Eger f € L; (R™) ise bu durumda

mAz | I.f (x)] > A} < (%)q

dir (Stein 1970).

Ispat. K () = |z| "™ olsun. f — I,f doniistimii yerine f — K * f doniisiimiinii
goz oniine alalim (iki doniisiim arasinda bir sabitle carpim kadar fark vardir). K y1
Ky + K, olarak ayrigtiralim. Burada

K(z) , [z]<p K(z) , |z[>p

Ky (z) =
0, |z[>p N

bi¢imindedir. Buradan

Kxf=Ki xf+Kyxf
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elde edilir. Simdi K7 * f ve Ky *x f nin simirli oldugunu gosterirsek K * f nin sinirh

oldugunu, dolayisiyla I, f nin sinirli oldugunu gostermis oluruz.

Fien@) = [ Ke-or@i= [ e-gf@a

[z[<p |z|<p

<l [ le— T dt < oo

|| <pe

Kaxf)@)= [ Ka-nf@di= [ lo—d s

|| >p || >p

dir. p’ ile p nin dualini gosterelim. Holder esitsizliginden

(Ky+ ) ( / o — £ (1) dt < / (le =t at| |71,

|z|>p || > g

ve

1
/ —————dt<oo, (-n+a)p <-n

(’t|n—a)17

elde edilir. Boylece teoremin (i) ifadesi ispatlanmig olur. Simdi (iii) yi ispatlayalim.

|z[>p

(I.f) (x) = / lz —y| 7" f(y)dy  (y yerine x + y yazilirsa)
_ n+a f T+ y
= /Iyl flz+y) dy = - / o
B f(z+ y f T+ y
|y\<a v ‘n ) \ ZX ‘y|
= (Lo f) (@) + (Laof) (2)

elde edilir.

{z:[(Iaf) (@) > 22} C{z 2 [(La, f) ()] > A} ULz« (Lo, f) ()] > A}
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oldugundan

mAx: (Lo f) (x)] > 27} < mAx - |(Lo,f) ()] > A} +mA{z: [(Lo, f) (x)| > A}

ve

p

mi L@ =N = [ e f /

{a:] 1oy f(2)|>2} {a:| 1oy f(@)|>A}

1 1
= [ Hed @F dz = 55 I A1
i}

gerceklenir. Dolayisiyla

1 1 A
mAz (Lo f) (@) > A} < 55 Mo fll; = AN Il < 5 KL 1A

elde edilir. Buradan

I
KAl = / |x|_n+a dx = wn/r"+arnldr = Bu“
0

|| <pe
Bu~
mAiz: o f (@) > a} < == I,
ise
A »
mAiz: Lo f(2)] > a} < < 1Kl L1l
dir.

152 * flloo < 1, 1F1],

1

pl

1Kl = / (e de | = e

z|>p

ve |Kll, = A, cp 1 =\ segersek ||Kj * flloe £ A ve boylece
mA{x : |Ky* f| > A} =0 olur. Bu durumda

mie g @) > 22 < S, = (5 ) = 2 (@)
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elde edilir ve (iii) ifadesi ispatlanmig olur.

Simdi (ii) yi ispatlayalim. Ispat1 yaparken, Marcinkiewicz Interpolasyon Teoremi'nden

yararlanacagiz. (iii) den dolay1 I, zayif (1,qg) = (1, 1_%) tipli operatordiir.

(p1,q1) = (ph%_a) tipli operator, (po,p1), (qo,q1) sayilarim Marcinkiewicz In-

p1 n

terpolasyon Teoremi’ne uygun olarak secelim. I, zayif (pg,qo) ve (p1,¢1) tipli ope-

ratordiir. Bu durumda Marcinkiewicz Teoremi’nden

1 1-6 0 1 1—-46 0
0<f<lve-—= +—, - = + =
p Do 4 q qo q1

olmak tizere I, kuvvetli (p, q) tipli operatordiir.

1 1-— 1
g 9+ﬁ:(1_9)<1_9>+9<__3)
q do q1 n h n
0
T R P L B SR S
n o n P1 n n pr p n

oldugundan Marcinkiewicz Interpolasyon Teoreminden

1
Hafllg < cllfIl, i

D=
|
S e

elde edilir. Boylece teoremin ispati tamamlanmig olur.
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4. B-MAKSIMAL FONKSiYON VE B—RIESZ POTANSIYELi

Bu béliimde Guliyev (2003) tarafindan tanmimlanan M, f B—maksimal fonksiyonu
ve Gadjiev ve Aliev (1988) tarafindan tamimlanan [, ,f B—Riesz potansiyeli tanim-

lanip bunlarin varlik ve simirlilik 6zellikleri incelenecektir.
4.1 B—Maksimal Fonksiyon

Tanmim 4.1.1. f: R} — R olgiilebilir bir fonksiyon olmak tizere

1

o~

/f TV |f (2) ydy

E(0,r)

bigiminde tanimlanan fonksiyona B—maksimal fonksiyon denir (Guliyev 2003).
Teorem 4.1.1.
(i) f € L1, (R%) ve Va > 0 igin
o M f @) > a)l, < = [ 17 @) a3
dir. Burada ¢ > 0 dir ve f den bagimsizdir.

(i) f € Ly, (R?), 1 <p < oo icin M, f € Ly, (R) ve

||M7f||[,pﬁ(]1§) < Cp HfHpr(Rgr) ) Cp > 0

esitsizligi gergeklenir.

Ispat. Ilk olarak homojen tipli bir uzay iizerinde tanimh bir maksimal fonksiyon
tanimlayacagiz. Teoremin ispatini bu fonksiyonun siirhiligini kullanarak elde ede-

cegiz. (X, p, u) homojen tipli bir topolojik uzay olsun. Bu durumda p bir siirekli bir

53



psedo metriktir ve p, p(E(z,2r)) < Cu(E(z,r) kogulunu saglayan bir sl¢iidiir.

X homojen uzay: tizerinde E (z,7) = {y € R} : |z —y| < r} olmak iizere;

maksimal fonksiyon

M”f()_fiﬂ%’uExr /If ) dp (y

bi¢ciminde tanimlanir.

M,, operatoriiniin zayif (1,1) tipinden oldugu ve L,(X,du) iizerinde sinirh oldugu
bilinmektedir. Bu sonucu X = R", p = |z — y| ve du(z) = z)dr durumu i¢n
kullanacagiz. Eger M, f (x) < cM,f (x) oldugunu gosterirsek A/, fonksiyonunun
(1,1) zayif tipinden oldugu ve aymn sekilde L, (R ) tizerinde siirh oldugu gortiliir.

Asagida teoremin ispatinda kullanacagimiz bazi egitsizlikler elde edilmigtir.
T\
pE@) =B = [ sy < e ma{y ()
r
{yERi:|x7y|<r}

elde edilir. Buradan

|E (z,7)], < er™™ max{l, (ﬂy}

r

elde ederiz. Simdi TVxp, (o, () igin bir esitsizlik elde edecegiz.

r(

_ + 1y 7
TYf (z) = 7T211:y<—)2)/f <:c' — 3 V22— 22,Y,, cOS v, —i—y,%) sin? ! adex
Y

den dolay1

o4



IN

TYX g ()

c / sin? ! ado

{ae(O,ﬂ'): (m%+...+x%71 +22 —2zpyn cos aty2 ) <7‘2}

n
= ¢ H / sin” 2 avd cos o

i=1
{046(0,7r):(ac%—i—...—i—z%_l—f—x%—?znyn cos a+y%)<r2}

— ¢ / (1—)% " at

max{fl, o tuh—r? }

2Tnyn

rt (r = [e, = v.)) AN
< cming 1, - ﬂ,yn <cmin < 1, <—)
(Tnyn)? Tn

dir. Sonug olarak, ¢ >0,z € R}, r>0vey € E(z,r)

TYx () <cming 1 . '
E(0,r) = ) T

R

bulunur.
Mf@) < s [EO0 [ @I Tk @)y
r>x;,j=1k 5
r<z;,j=k+1,n (,r)
1 Fip,JF#D
burada

Myof (1) = sup  |E, (0,7 / 1 @I X6 0 (@) 4y

Tng,,jzl,n

Ei(z,r)

ile verilir.

Mof ()= sup B, (0.0 / 1 O T, 0 () y7dy

r>xj,,j=1n

E(z,r)

Genelligi kaybetmeden i; = j, j = 1,2, ..., n oldugunu varsayalim. Bu durumda

Mf()=  sup B0, / 1 @) T X0 (@) 47y

r>zj,,j=1k
r<u;,j=ktin LC)
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oldugu goriiliir. Bu durumda
w(E (x,7)) <er™, |E (0, 7”)|7 ="t

ve

oldugundan

dir. Buradan

oldugundan
To\Y [ T 1
Wi < e s 1B (2) (D) s [ el
! r>a;, =Tk ! r/ N /) p(E (1))
T’SCEj,,j:k?-‘an E(:E’T)
< cM,f (z)

elde ederiz. Boylece teoremin ispati tamamlanmig olur.
4.2 B—Riesz Potansiyeli

Tanim 4.2.1. f € L,, (R’}r) olsun. Bu durumda B—Riesz Potansiyeli

Ioqyf(z) = /Ty || ™ f(y)yrdy 0<a<n+ry

Ry

seklinde tanimlanir.

B—Riesz Potansiyeli, Riesz Potansiyelindeki adi 6teleme yerine genellestirilmis 6teleme

operatorii alinarak Gadjiev ve Aliev (1988) tarafindan tanimlanmigtir.

Teorem 4.2.1. 0 <a<n+7v, 1 <p< 2y 1 %:niﬂolsun.

oa’E
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(i) Eger f e L, , (R’}r) ise I, . integrali hemen her yerde mutlak yakinsaktir.

(i) 1 < p < 2 olmak tizere eger f € L, (R") ise I, f € Ly~ (R) ve
Hla,vHLqﬁ(R) < 6 ||f||pr(Ri) ) cp >0

esitsizligi saglanir.

(iii) % =1-— % olmak iizere efer f € Ly, (R}) ise

‘{$€R’i;[a77f($)>ﬁ}|wﬁ <%HfHLM(R1)> , >0

esitsizligi saglanir.
ispat.

(i) f1(z) = f (%) Xp, (01), f2(x) = f (z) — fi (z) olsun. Bu durumda
Loy f (2) = Lap 1 (2) + Loy fo (2) = Ji (2) + J2 (2)

olur. Buradan

|£@KQ/WWWWWMWM

B+ (0,1)

LHMS/MWHMMMMWV@WW
Ry

elde edilir. Young esitsizliginden;

IO,y S eI X0l ag) 191, o0

py \ Ry
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esitsizligini elde ederiz. Esitsizligin sag tarafindaki norm

1

I s oy gy = / Y|y dy = c/ra‘ldr = ¢ < 00
E4(0,1) 0

yerine yazilirsa, 1 <p < oo, f € L, , (Ri) icin

IO,y <Ml (s

p,’y( T

elde edilir. Holder esitsizligini kullanarak

/2 ()]

IN

™ T (o) dy

RT\EL(0,1)

IA

17518 Ol ey | [ e dy

T\E4(0,1)

egitsizligini elde ederiz. Ayrica

1T A1l () < 1F 0, e

oldugundan

p/

) < Wy ey |
1\E4(0,1)

n+vy
a

saglanir. Boylece 1 < p < , ¢ > 0icin x € RY} olmak tizere

|J2 (z)] < c ||f||Lm(R1)

elde edilir.

Sonug olarak; keyfi f € L, (R}) ve 1 < p < ™ i¢in I, , f (x) , B—Riesz Potansiyeli

hemen her z € R i¢in mutlak yakinsaktir.
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(i)

Ionf (z) = / TV |o]°" £ (y) y'dy

R'n

= / / TVf (z) [y|* " "y dy

E(0,t) R™ \E+ (0,t)

= A(z,t)+C(x,t)

olsun. Her £ < 0 icin toplam alirsak

-1

Az, )] < / TV f @)y dy = Y / T f (@) |y[* "y dy

k=—o0,

B4 (04) 2k1<|y|<2k+1¢

< e i (2" / TV (2)|y"dy < ct” (Mg f) ()

h=—eo 2Ft<|y|<2h 1y

elde ederiz. Burada f, x ve t den bagimsizdir.

Simdi C (z,t) ifadesi igin bir egitsizlik elde edelim.

C (a.t) = / TVf (2) [y ydy

RYA\E(0,t)
bi¢imindedir. Holder esitsizligini kullanarak

P p

C (b)) < / TVF (2)" 0 dy / [y @
R \E1(0,t) T\EL(0,t)
g
< T, / @ oy

R™\E4(0,t)
_(n+v) +'v)

1Az,

IN
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esitsizligini elde ederiz. Boylece

Lo f ()] < e (170, f (2) + 75

: (Ri))

p

= [ f @) A )]

alinirsa

Lonf (2)] < c(M,f (x))q ||f|| (Rn)

elde edilir. Sonug olarak,

/ Lonf ()" 9" dy < ¢ ”f”gi(m) / (M, f (z))Py'dy < c IIfII‘Zm(M)

E4(0,0) R7\E4 (0,1)

elde edilir ve ispat tamamlanir.
(iii) f € L1, (R%) olsun.

H: Hoqyf (2)] > 20}, < [{a: Az, 0)] > B3], + {2+ |C(z,0)] > B},

esitsizligi saglanir. (3.2.1) esitligini Teorem 4.1.1 e uygularsak

ﬁ‘{xeRﬁ:]A(x,t)|>ﬁ}|W:5 i 2dr < 3 i 2Vdx
{eeRn:|A(z.t)[>5} {zery ctoM, f(z)>B}
=B|{zeRy: M Cta}} <501ta f |f (@) 27 dz = ept® Hf”Lm(Rn)

elde edilir.

C )] < / ITVf (@) [y~ 7 dy

R\ (0,0)

< e [ mr@lydy =t

Ri\E+(0,t)
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oldugu goriiliir.
(n4~)

! “f”Llw(Ri) =0

alimirsa |C' (z,t)| < 8 saglanir. Sonug olarak

{z e R} : [Ty f ()] >5}}7=0

elde edilir. Buradan,

1

[{z e R : L, f (2) > 28}, < 575@ 1Az, , ()
= At = af A, ) = S 11

14(R?)

elde edilir. Boylece f — I, . f operatorii zayif (1,q) tipindendir.
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5. LAPLACE-BESSEL DiFERENSIYEL OPERATORUNE KARSILIK
GELEN GENELLESTIRILMIS MAKSIMAL FONKSIYON VE
GENELLESTIRILMIS RIESZ POTANSIYELI

Bu boliimde B—konvoliisyon i¢in O’Neil tipinden bir esitsizlik ispat edilecek bu esit-
sizlik yardimiyla Laplace-Bessel diferensiyel operatoériine kargilik gelen (rough) kaba
gekirdekli kesirli maksimal fonksiyon (genellestirilmis kesirli B—maksimal fonksiyon)
ve kesirli integral (genellegtirilmiy B—Xkesirli integral) operatorlerinin sinirlhihigr ispat

edilecektir.

Agagidaki Hardy esitsizlikleri ana sonuglarimizin ispatinda énemli bir yere sahiptir.

Lemma 5.1. 1 < p < ¢ < oo olsun. Asagidaki egitsizligi saglayacak sekilde ¢

fonksiyonundan bagimsiz bir ¢ sabiti vardir.

8
-
<
T
8
™=

&< K = sup /w(t) dt /V(t)lpl dt < 00 (5.1)
r>0
r 0

Burada p + p' = pp’ dir. Ayrica (5.1) yi saglayan en iyi ¢ sabiti ise
K<c<k(pqgK (5.2)

dir. (5.2) deki k (p, q) sabiti,

1
1
o7

: LNy q\° P\
k(og) =t ()7, k(pg) = a+ ()7 veya k(p,q>=(1+]7) (1+5)

gibi gesitli bigimlerde verilir (Mazyal985).

Lemma 5.2. 1 < p < ¢ < 00, v ve w dlgiilebilir, (0, c0) iizerinde pozitif iki fonksiyon

olsun. Bu durumda agagidaki esitsizlik saglanacak sekilde ¢ fonksiyonundan bagimsiz
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bir ¢ sabiti vardir.

% 0 q % % %
/ /(p(s)ds wtydt| <e /gp(t)py(t)dt
0o \0 0
& Ky =sup /w (t)dt /V )" dt < 00 (5.3)
r>0
0 T

(5.3) i saglayan en iyi ¢ sabiti K7 < ¢ < k(p,q) K; araligindadir (Mazya 1985).
5.1 B—Konvoliisyonun 7—Yeniden Diizenlemesi I¢in O’Neil Tipli Esitsizlik

Asagidaki teoremde B—konvoliisyonun y—yeniden diizenlenmesi i¢in O’Neil tipli esit-

sizlik elde edilmigtir.

Teorem 5.1.1. f ve g, R’ fiizerinde pozitif olciilebilen fonksiyonlar olsun. Bu

durumda 0 < t < oo i¢in,
(f®9), ) <o | £ (1) / 92" (u) du + / £ (w) g (u) du (5.1.1)
0 t

esitsizligi saglanir (Guliyev, Serbet¢i and Safarov 2007).

Ispat. ¢ > 0 icin bir E, kiimesi secebiliriz 6yle ki,

{reRL:|f (@) > fi (0} CEC{eeRL:|f @) = £ (1)}

kapsama bagintis1 gerceklenir.

fil) = (f(@) = f5(®) xg (2)
fa(x) = [(z) = fi(z)
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ile verilsin. Herhangi 6lgiilebilir A C R} kiimesi igin |A] ., = t olsun.

JEERICEE / [ 567 @) iy

A A R

/ / fi(y) T (z) ypa,dady
= / f1 () ydy / Tg (x) x)dx
R" A

elde edilir. Lemma 2.3.5 ten;

/(g®f1)(x)$2dsv < Cw/t > (u du/fl (v) yndy

/ g (u) du / fi(w) y)dy

0

IN

oldugu goriiliir. f; degeri yerine yazildiginda;

t

Joen@ad < o [g @ [ (76)- £0) e 0)ndy

Y 7
- cv/tgi'i* (u) du (E/f(y) Yndy — f5 (1) t)

elde edilir. Boylece (2.3.4) esitliginden,

o)) = 7w [ (g9 ) @)ads

Al =t
\lyA

< e fo / du( / £y dyf;<t>>

& (5 () = £ (1) / g (u) du

0

IN
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elde edilir. Lemma 2.3.5 ve (2.3.4) esitligini kullanarak,

(9© f2) (z) = / f () TV (2) 4y < / £ () (Tg)"™ (u) du < / £25 () g7 (o) du

elde edilir. Sonug olarak (2.3.4) esitliginden,

o) M <o | £ / g2 (u) du + / £ (w) g (u) du

ve

oldugundan,

t [e's)
o) <o o / g2 () du + / £ () g (u) du
0 t
esitsizligi elde edilir.

Teorem 5.1.2. g € WL,, (R?), 1 <r < oo olsun.

090 (997 @ <ally,, (7 [ £ e+ [sH; 0
0 t

(5.1.3)
esitsizligi saglamir, burada ¢; = c,r’ (1 + 1) esitligi ile verilir (Guliyev, Serbet¢i and

Safarov 2007).
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ispat.
1 *
HQHWLP,7 = Stggtpr (t)
bi¢imindedir. Buradan

-
trgy () < llgllwr,,

oldugu goriiliir. Dolayisiyla

g5 (6) <t gl

elde edilir. Son buldugumuz esitsizlikte her iki tarafin integralini alirsak,

t t

1 . 1 [, 1
L [gOa <o, 7 [

0 0

oldugundan

ok r ~1
95" (t) < — l9llwe,, t

saglanir. Buradan

*ok -1
97 @) < llgllwe,

esitsizligini elde ederiz. Teorem 5.1.1 den

(f®g) () <c <f;‘*( )Oft du+ff )du)

¢ ¢
1. ol
< ¢ %/fV (s)ds/r'||g||WL rdu+/f ) gl , v v du
0 0

t

t
1/ 1 1.
< o |5 [ Hds g, [otdes gy, / wt £ () d
0

0 t
oo

t
1 . 1,
Alglher,, (3 [ £ ds+ [t @
0

t

IN

istenilen egitsizlik elde edilir.
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5.2 B—Konvoliisyon Icin O’Neil Tipli Esitsizlik
Bu kisimda B—konvoliisyon i¢in O’Neil tipli esitsizlik ispatlanda.
Teorem 5.2.1.

=1 fel,,(RY) ve ge WL,,(R?) olsun. Bu

1f@gllr,, <Allflz,, l9llwe, (5.2.1)
esitsizligi gergeklenir, burada
/ / 11 nNE N
Ay =cr' (147" (pqqp’ + (p)e (q)P’>
ile verilir.

)p=1 1<qg<oo, fe€L, (R’i), g€ WL, (Rﬁ) olsun. Bu durumda
f®ge WL, (RY) ve

17 glhwe,, < A 1715, o) ol o) (522)
esitsizligi gergeklenir, burada
Ay =2c,r" (1+71")
ile verilir (Guliyev, Serbet¢i and Safarov 2007).

ispat.
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(1) (2.3.3) esitligini kullanarak,

1F @ gl = 1F )l 0 = / ((f®g)) (1) dt

0

elde ederiz. (5.1.3) esitsizliginde her iki tarafin ¢. kuvvetini alalim. Bu durumda

(fo9)) ) <yt |t | £i(s)ds+ [ s f2(s)ds
[ [

t

elde ederiz. Simdi her iki tarafin integralini alalim.

q

(Jarooryra dt); < clolhun,, [ (£ 5 s+ Tt g5 ) as) ]

0
) ¢ a ‘ oo [ oo a ‘
4 * —1
<clolys,, | [tF| [H@ds| d| weloly |[ ][5 6as] @
0 0 0 t

esitsizligini Holder esitsizligini kullanarak elde ederiz. (2.3.3) ve (5.1.3) esitsizliklerini

kullanarak,

1 @gl, =10 ©9) I 0m

Q=

q q

t q (11 00 )
/ fr(s)yds| dt| +ea / / sTrfr(s)ds | dt
0 0 t

N

o0
< /t_1
0

elde ederiz.
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Lemma 5.1 de w (£) = ¢+ ve v (t) = 1 alalimn.

7t—i jf;(s)ds th < o /(f;(t))pdt

0

8
QI
~+
]
8

elde edilir.

Oncelikle 4> 1 oldugunu gosterelim.

1 1 1 1 1 1 q q q 1 q
—+t-=-=l--+-=-=q¢g—-F+-=-=q(l-—=-|+1==
p q T p q T p q T p r

q (1 — ;1J> > 0 oldugundan ¢ > 1 dir. Ohalde c; yi yeniden yazarsak,

_1 1 1 _1
C2 = sup (g - 1) ! (tlf%) ! ti = <g — 1) ! sup t%_%Jrﬁ = (g — 1) /
r

r

esitligi ¢ nin kuvvetinin sifir olmasiyla elde edilir. Ayrica Lemma 5.2 den,

(F(Fetra) a) <eo(Frrora) o (fo)

0 t>0 0

1
v

<f S_I;,d3> ’
t

Q=

Burada .
I I AN .
cg < (— - 1) pr ()7 =piqr
esitsizligini saglar ve }D — % = 7% dir.
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Son olarak bulunan bu esitsizlikler yerlerine yazilirsa,
1f @ gl <eleste)lfl, lolhys, .
elde edilir.

i)p=1,1<g<oo, f€L, (]R’}r) vege WL, (R’}r) olsun.

1 *
£ ® gl = supt (£ ©9)° (1)
>

t

1 1 . —1 o
stl;%)tq cillgllwe,, | r/fv (s)ds+/3 f3 (s)ds
t

IN

o0

0
t
1 _1 % N
= aullglys, st (01 [ @ ds s [ p s
0
t

t

t>0

. LT .
= allglwe,, stli%) [ (s)ds +suptat s [ f¥(s)ds
0 t

f;

= 20 ||9HWLW } Li(0,00) 2¢, ||9HWLM ||f||L1(0,oo)

elde edilir.

5.3 L,, Uzaylarinda Genellegtirilmis B—Riesz Potansiyeli ve Genellegti-

rilmis B—Maksimal Operatorlerinin Sinirhilig:

Qe L, (Sifl); s > 1, ST = {x eRY :|z| = 1} ve €, R iizerinde sifirinci

dereceden homojen yani, V¢ > 0, Vo € R} icin Q (tx) = Q (z) olsun.

Tanim 5.3.1. Genellestirilmis kesirli B—maksimal operator

1
MQ,OC,’Yf (l‘) = sup

r>0 7T

/ QW) T |f ()] y2dy (5.3.1)

B(0,r)

olarak tamimlanir.
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Tanim 5.3.2. Genellestirilmis B—Riesz potansiyeli veya B—kesirli integral ope-

ratorii

T f (0) = [ LT )y 532
R

ile tanimlanir.

Yukandaki iki tanimda €2 = 1 oldugu zaman Mg,  , B—maksimal operatorti M, ., ke-
sirli maksimal fonksiyonu ve Iq ., B—Riesz Potansiyeli /, . olur. Kolayca goster-
ilebilir ki

glx)=1z|""7" e WL iy (R}), O<a<n

n+y—a’

dir. Ayrica bu durum icin;

Gr () = wlny)t e

* -n\1-3%

95 (t) = (w(n,y)t )

1__a

lgllwe .. = (w(n,)
n«l»’yfa”Y

olur. Burada w (n,v) = [B (0,1), ve B(0,1) = {z € R} : |z| < 1} bi¢imindedir.

Q
) _ 0<a<n,

Eger g (z) =

||

Burada €, R iizerinde sifirinci dereceden homojen ve € € L _niy (Sﬁ’l) olarak

n+'yfa7’y
aliirsa
__nty
Gun () = At
* (¢ _ A 1_%'*'*
958 = i
FOREIE S0

bi¢imindedir. Ayrica

_nty
oldugu kolayca goriiliir. Burada A = ||QHZ+‘/—& o
niila”y( * )

g e WL ntry (Ri) ve

nty—al

A 1_7L+’Y
P (et

esitligi saglanir.
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Lemma 5.3.1. 0 < a < n + v olmak fizere (2, R’ fiizerinde sifirmci dereceden

homojen ve Q € L_niy (S_’ﬁ_l) olsun. Bu durumda
nty—a’

Toanf), () = (aanf)] (B)

t o]

(s271) tniw_l/f,;‘ (s) ds+/sniw_1f;‘ (s)ds

0 t

< alol,
nFy—a’”

esitsizligi gerceklenir, burada

ci=a (n+y)i e,

ile verilir.

Ispat. Teorem 5.1.2 de g (z) = olarak segelim.

||
n+vy TTYT_,\/O(
AN\ 1z 1l ..
sl = R e
Whom n+- n+- (n4~)' "
Burada

(z-%'v)

_ n+y—a

A=|Ql;e

7L+'yfa”y

dir. Teorem 5.1.2 de yerine yazarsak,

(Iﬂ,anf):, (t) < (IQ,owf):* (t)

t [e%s}
prty ! / 2 (s)ds + / e () dt
t

0

Je S
<ca(n+y)= 0, L
nty—a’7

elde edilir.

Lemma 5.3.2. Q € L, (Sﬁ_l) ,$>1,0<a<n+volsun. Bu durumda

n+y—o

Mooqf (z) < 1o~

liaan (If]) (%)
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esitsizligi vardir.

ispat.
Q(y
Tapany (1F]) () = / W}’m f (@) ydy
B(0,20)\B(0,2/-1)
ve
Q(y
Tt (1) (&) = “|n§)'aTy|f<x>|yzdy
¥
olsun.
Ilﬂ\av |f| Zhﬂ\a’y] |f| ) (533)
JjE€z
Tapans (D) (2) > @) [ Q)| TV | ()] vidy
B(0,27)
B(0,27—1)

@) [ wimr @l - [ 10617 @)l
B(0,29) B(0,29-1)

1
— s [ RWITI @)y

B(0,27)
Qa—n—y

T 9G-D(ntr—a) / Q)| T |f ()] y,dy

B(0,29-1)
oldugundan

ga—n—y
Dit.am (D) (@) + 55500 / QWIS ()] yidy
B(0,29-1)

1
> s | 1RWITYIF @)y

B(0,29)

elde edilir. j € Z tizerinden supremum alirsak,

a—n—y
sup ljg|,a,, (|f]) () +sup ———5—— / 1Q ()| TY | f ()] y)dy
, UD O G (i —a)
JEZ JEZ B02i-1)
1
- Yy Y
> SUD o) / 1 ()| TY | f ()] yydy

B(0,29)
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e 1
sup Tj) o, (|f]) (#) > (1 = 207"77) SUD / Q)T f ()] yidy
JEZ JEZ

B(0,29)
(5.3.4)
elde edilir. Diger taraftan,
1 y 2
Moyord (1) = sy [ 1) TY1F ()] iy

B(0,29)

< 2= gy !

/|mwwwmmww@&m

B(0,29)

elde ederiz.

Sonug olarak (5.3.3) ve (5.3.5) esitliklerinin kullanilmasiyla

2n+77a n—+y—o

Mg anf (z) < p Tt Do (1) (2) = T Datan (1) (2)

elde ederiz.

Sonug 5.3.1. Q, R iizerinde sifirnct dereceden homojen ve 2 € L niy (Sf}_’l) ,
nty—a’

0 < @ < n+ v olsun. Bu durumda her 0 < ¢ < oo igin;

o0

(Maaf): () < (Maar /) (1) < ¢, Mwﬂﬁﬁ@@+/&%*ﬁ@Ms
0 t

esitsizligi gecerlidir, burada

n+vy—ao
Cl“'——g———————c
471 — g0

ile verilir.

Sonug 5.3.2. B—Riesz Potansiyelinin

Toqyf(z) = /Ty || f () ypdy, O0<a<n+4+xy

Ky
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esitligi ile verildigini daha 6nce belirtmigtik. 0 < ¢ < oo i¢in,

o

Lo )5 (8) € Tan ) (8) <5 [ 7571 [ fr(s)ds+ [ s707 £ (s) ds
[

t

esitsizligi saglanir, burada

C5 = Cy (n-I—W) (1+ n+7)w(n,7)1_"iw
« o

ile verilir.

Sonug 5.3.3. Q, R iizerinde sifirmc1 dereceden homojen ve 2 € L _niy (Sfl) ,
n+y—a

0 < a < n olsun. Bu durumda

()l<p<™ felL,, (R}) vel-— % = ise Iga~f € Ly~ (R) ve

1
p nt+y

Moanfll,, < A5, . (s £,

n+y—a

esitsizligi saglanir, burada
-2 o4y 1 L NN
A3:nyOé (n_{_ry)n-m (pqqp’ —}-(p)Q (q)?’)
ile verilir.

(ii)p=1,feliy(RY) vel—1=_"ise In,,f € WLy, (R) ve

a nty

HIQ,a,'nyWLqﬁ < Ag||€], nty(S77Y) HfHLm

nty—a’”

esitsizligi saglanir, burada
Ay = ey (n 4 ) e

ile verilir.

5



ispat.
(i) Lemma 5.3.1 den,

(Iﬂ,owf): (t) < (IQ,a,vf):* <t>

o0

t
< allfl, oy |7 [ s [ s
0

nfy—a’”

t

elde edilir. Bu esitsizlikte 6nce her iki tarafin p. kuvveti alinip integre edilirse ve

daha sonra da Lemma 5.1 ve Lemma 5.2 kullanilirsa,

(T (Uoanf), <t>]”dt)‘1’ <alol, .

0 n+7,a1’}’

[(T (=) (50 ds)pdt); ([ (Jn ds)pdt)p]

e {(T soya) s+ (Fu <s>)pds);}

=

< a9l

=2ci|Qll, ... 5, =2all, o I,
nty—a’? p nfy—a’”
elde ederiz.
(ii) Lemma 5.3.1 den,
(Iﬂ,a,wf):, (t) S (IQ,Oc,"/f):* (t)
t ()
< el |5 [ n@dss [
7L+'yfa"’y
0 t
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esitsizligi vardir. Bu esitsizligin her iki tarafin ta ile carpip supremum alirsak,

(e o]

t
1 % _o 41 % 1 o1 ey
ta (]Q,a,7f>»y (t) < HQ“L b H_q/fw (S)ds—i_tq/snﬂ lf'y (s)ds
0

n+ty

nty—a’
t
t 00
< allfl,,, | [fds [ 0
n+y—a
0 t
< 2@l L. Il =2el9ly . I,
nty—a’’ o nfy—a’Y ’

elde edilir.
Sonug 5.3.4. 0 < a < n olsun.

()l<p<™@ felL,, (R})vel-— % = ise Inf € Ly~ (R) ve

1
p nt+y

Va1, < Aslfl, .

esitsizligi saglanir, burada

As = ¢y (pg+q—p) <(q piqp)Z) w (n,v)#ﬁ <p5q? - (p’)% (q’)ﬁ)

ile verilir.
(ii)p=1,f€Liy(R}) vel— % = ;55 olsun. Bu durumda I, , f € WLg, (R) ve

Mooy, < As Il

egitsizligi saglanir, burada Ag katsayisi

Pq 141
Ae—cw(qurq—p)( 2>W(n,7)p+q

ile verilir.

Teorem 5.3.1. 0 < a < n + 7 olmak fizere, ), R" iizerinde sifirmc1 dereceden

7



homojen ve @ € L_nty (Sﬁ_l) , olsun. Bu durumda
nty—a’

i) Eger 1 < p < ™7 ise bu durumda I o, nin L, , (R?) uzaymndan L, ., (R) uzayma
P QY Py \ Nt a7y

sinirli olmast i¢in gerek ve yeter kosgul 1—1) — % = % olmasidir.

(ii) Eger p = 1 ise bu durumda I, nmn L;, (R7) uzaymdan WL, (R) uzayma

sinirli olmast igin gerek ve yeter kogul £ — 1 = -2 olmasidir. (Guliyev, Serbetci and

1
P g n+y
Safarov 2007).

= &

i nty
Ispat. 1 <p< , = ity

- zlo olsun. Sonug 5.3.3 ten

_1
q

Hoanflz,, < Al Ifl,

nty—a’

esitsizligl saglamr. Eger f € Ly ise | f,, =~ < oo oldugundan |Iga,fl;, < oo
olacaktir. Bu da bize I, € L,, oldugunu gosterir. Yani Ig,. operatorii Ly,

uzaymdan L, uzayma simirh bir operatordiir.

Karsit olarak kabul edelim ki /g, operatorii L, (]R?r) uzaymdan L, ., (R) uzayma
sinirll bir operator ve 1 < p < ”Tﬂ olsun. ¢ > 0 icin f; (x) = f (tx) fonksiyonunu

tanimlayalim. Buradan kolayca goriilebilir ki

Iy, = 507,
(oo f) (1) = tIganf (tz)

ve

oty
||Iﬂ,a,'yft”L%7 =t HIQ,Oz,“nyLWY

esitlikleri vardir. Ilk olarak

—(ntx
Ifill,, =t
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esitliginin saglandigimi gosterelim.

- 1
P P
I, = | [ln@rads| = | 17 @ra
&Y R
1 1
P P
tx) du ()
= | frwrSEE ] == | 1 wrva
v tn
R% R
_(n+y)
= L,

elde edilir.

Simdi de
(IQ,a,'yft) (SL’) = tiaIQ,a,'yf (t;U)

oldugunu gosterelim.

Q(y) U Q (u) u du
(Unanft) (x) = /WT% () ypdy = "7 /WTyf (W) 2
R? R%
Q
N t_a/w%wf (w) wdu =t""Igay [ (tz)
R "
elde edilir.
Son olarak;
1 1
||IQ,oz,’yft||Lq77 = /|IQ,oz,’yft (ﬁ)qu;yld:[; = /(t_alﬂ,a;yf (tl"))qx%df
R™ R7
a u” du Y
= | [Unand @S5 | =0 Maaafl,,
R%

elde edilir. Ig o, Ly~ (RZ‘F) uzaymdan L, , (R) uzayma sinirh bir operatér oldugun-
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dan

Maanfly, <cllfls,,

esitsizligi saglanir. Burada ¢, f den bagimsiz bir sabittir.

n+y

nty nty _ nty nty _nty
HIQ,owaLqﬂ =t Hlﬂ,am/ftHLM < At ||flt||Lp,7 =t

S
elde edilir. Tki durum s6z konusudur.
1

L durum: ; < §+ ol dse Vf € Ly, (R7) igin t — oo iken Hoanfllp,, =0

olacaktir. Ciinkii

1 1
« >O:>n+7_n+

+
q p ntvy q

a—l—oz>0

oldugundan ¢ nin kuvveti pozitiftir.

2. durum: % > %—1— o se Vf € Ly, (R%) i¢in ¢ — oo iken Heaq S, =0

olacaktir. Ciinkii

1 1 o} n + n+ o

- ——+ <0= 1 +a<0

qg p n+vy q p
oldugundan ¢ nin kuvveti negatiftir.

1 . l o . e e .
Sonug olarak s= 2T a5 esitligini elde ederiz.
(ii))p=1,1— % = 795 olsun. Sonug 5.3.3 ten
o flws,, < A9, 171,

nt+y—a’

esitsizligi vardir. Eger f € Ly, ise ||f|[;, < oo oldugundan ||IQ7aﬁf||WLM < o0
olur. Yani Io., € WL,, dir. Bunu her f icin yazabilecegimizden I, operatorii

Ly, (R?) uzaymdan WL, (R) uzayma smrh bir operatér olur.
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Karsit olarak I - operatoriiniin L (R’}r) uzaymdan WL, . (R) uzayna siirh bir

operator oldugunu kabul edelim. Kolayca gosterilebilir ki,

1l = L,

(Toanfi) (2) = 7% (Iganyf) ()

ve

+
! HIQ,a,VfHWLm

HIQ,OZ»’thHWLq,,Y -

n
o

esitlikleri saglamir. L, (Rﬁ) uzaymdan WL, (R’}r) uzayma I .. operatoriiniin

sinirhiligindan,

Moo fllys, < cllfill,

egitsizligi saglanir. Burada ¢, f den bagimsiz bir sabittir.

(IQ,a,vft)* (r) = "7 ([Q,owf)* (t*7)

oty
||Iﬂ7owft||WLm = 17" ||IQ,a,'yf||WLm

ve

n+y
"t

||IQ,oz,vf||WLM HIQ,oz,'yflt“WL,m

nty nty
< ™ fill,, =t

esitsizligi saglanir.

Eger 1 <+ ;% ise Vf € Ly, (RY) i¢in t — 0 iken [[Iga, fllyyp, . = 0 elde edilir.

Eger 1 > % + 555 seVfel, (R%) i¢in ¢ — oo iken ||Ig7a77f||WLm = 0 elde edilir.

1 a :
Sonug olarak 1 = e T e elde ederiz.
Sonug 5.3.5. 0 < o < n + 7y olsun.

(i) Eger 1 < p < ™2 ise, bu durumda I, mmn L, (R7%) uzaymdan L, (R) uzayma

sinirl olmast igin gerek ve yeter kogul 1—1) — % =

o

olmasidir.
n+-y
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ii) Eger p = 1 ise bu durumda [/, nin L;, (R") uzayindan WL, (R) uzayma
Y B -y

sinirl olmast igin gerek ve yeter kogul 1—1) — % #

olmasidir.

Sonug 5.3.6. 0 < a < n+ v, Q, R} {izerinde sifirmc1 dereceden homojen ve

Q € L n+y y (Siil) Olsun.

n+y—a’

(i) 1 < p <’ olsun. Bu durumda Mgq,, nin L, (R?) uzaymdan L, (R) uzayma

sinirl olmasi i¢in gerek ve yeter kogul % — % = niﬂ olmasidir.

(ii) p = 1 olsun. Bu durumda Mg, , nin L; , (Ri) uzaymdan WL, (R) uzayma

sinirhi olmasi igin gerek ve yeter kogul 1 — % = no‘? olmasidir.
ispat.
) 1<p<r, %—é = 745 olsun. Mg, , operatoriiniin siurh oldugunu gosterecegiz.

Teorem 5.3.1 (i) den Iq 4 operatoriiniin smirli oldugu goriiliir. Lemma 5.3.2 den

n+y—o

MQ,&,’yf (I) < 1 _ ga—n—

Ly (If1) (2)

esitsizligi saglanir. Iq o, operatorii sinirh oldugundan Mg ,, , operatoriiniin de yukari-

daki esitsizlikten dolay1 sinirlh oldugu goriiliir.

Karsit olarak Mg o~ operatorii L, , (Ri) uzaymdan L, . (R) uzayma smirhi bir o-
perator ve 1 < p < ' olsun. ¢t > 0 i¢in f; (z) = f (tx) fonksiyonunu tanimlayalim.

Buradan

Mo fo () = M f (t2)

ve

—aq—"ty
HMQ,aﬁ/ftHLm =1 ||]Wf2,aﬁf||Lm7

oldugu kolayca goriilir. Mq,, operatérii L, (R7) uzaymdan L, (R) uzayma
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sinirh bir operator oldugundan

|Maarfill,, <clfls, .

esitsizligi gerceklenecek sekilde f den bagimsiz bir ¢ sabiti vardir.

nty
Maaofly, = 75 | Maaofill, <™ 5 1Al

_ aqnty oty | apnir_niy
= a it [flly,, =™ fl,

oldugu
_nty
Ifell, . =t Ifl,,

esitliginin saglanmasiyla kolaylikla goriiliir.

Eger =< 2 + —< ise ozaman her f € L, (]Ri) icin t — 0 iken

Y

|Maanfll, =0

oldugu goriiliir. Qunku 22 —i— -2 > () jken 22 — ”*O‘

o +'v . + a > 0 oldugundan ¢ nin

kuvveti pozitiftir.

o 1 1 . .. .
Eger & > < + niﬂ ise ozaman her f € L, (]R’l) i¢in t — oo iken

HMQvaﬁfHle =

olur. Ciinkii 2 il + n—ﬂ < 0 iken "T'Y — "+0‘ + a < 0 oldugundan ¢ nin kuvveti

negatiftir. Bu nedenle 5= E + 5 egitligi saglanlr.

(ii))p=1ve 1—$ = niﬂ olsun. Gosterecegiz ki Mg ,, , operatorii L (Ri) uzayimdan
WL, (R) uzayma simirhdir. Teorem 5.3.1 (ii) den /g o operatoriiniin siirh oldugu

goriiliir. Lemma 5.3.2 deki

2n+’y a

Moarf (2) £ T Tiotan (1) (2)
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esitsizliginin kullamlmasiyla Mg , - operatoriiniin de sirh oldugu kolayca gortiliir.

Tersine Mg, operatorii Ly , (R") uzaymdan WL, (R) uzayma sirh bir operator

olsun.

MQ,a,'yft (.Z’) = tiaMg,a,'yf (tl.)

ve

oty
HMQ,a,'yft”Wan =t HMQ,a,’YfHWLqW

esitlikleri saglanir. L, (R’}r) uzaymdan WL, . (R) uzayma Mg, operatoriiniin

sinirhiligindan

|Moanfllys, <clfly,
esitsizligi saglanir.

nty nty nty o
Mo flbys, = 177 IMaafillgr, < ™ il = ™5 | ],

oldugu goriiliir. Eger 1 < % + niﬂ ise her f € Ly, (Ri) icin t — 0 iken

H]wﬂﬁtﬁfuv[/%7 =0

olur. Eger 1 > % + niﬂ ise her f € Ly, (Ri) i¢in t — oo iken

H]\4(276!/YJCHV[/L%7 =0

olur. Bu nedenle 1 = % + ﬁy esitligi gerceklenir.
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