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Bu tez, beş bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm giriş kısmına ayrıldı ve  tez hakkında 

genel bilgiler verildi. İkinci bölüm, ileri bölümlerde gerekli olan tanım ve teoremleri 

içermektedir. Üçüncü bölümde Laplace-Bessel diferensiyel operatörü tarafından üretilen 

maksimal fonksiyon ve Riesz potansiyeli tanıtılmış ayrıca varlık ve sınırlılık özellikleri 

incelenmiştir. Dördüncü bölümde Genelleştirilmiş öteleme operatörü yardımıyla 

tanımlanan B-Maksimal fonksiyon ve B-Riesz potansiyeli tanıtılmış ve bunlar için 

sınırlılık koşulları belirlenmiştir. Son bölümde ise, Laplace-Bessel diferensiyel 

operatörüne karşılık gelen genelleştirilmiş maksimal fonksiyon ve genelleştirilmiş Riesz 

potensiyeline yer verilmiştir. 
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1. G·IR·IŞ

Maksimal fonksiyon ve Riesz Potansiyeli harmonik analizin önemli konular¬aras¬n-

dad¬r. Özellikle k¬smi türevli denklemler teorisi ve matematiksel �zikte birçok uygu-

lama alanlar¬vard¬r.

�B =
n�1X
k=1

@2

@x2k
+
@2

@x2n
+



xn

@

@xn

Laplace-Bessel diferensiyel operatörü taraf¬ndan üretilen integral operatörler Muck-

enhoupt ve Stein (1985), Kipriyanov (1967), Trimeche (1997), Lyakhov (1997), Stem-

pak (1985), Gadjiev ve Aliyev (1988), Şerbetçi ve Ekincio¼glu (2004), Guliyev (2003)

gibi bir çok matematikçi taraf¬ndan çal¬̧s¬lmaktad¬r.

Levitan (1951) (0;1) aral¬¼g¬nda Bessel diferensiyel operatörü ile yak¬ndan ilgili olan

T yf (x) =
�
�

 + 1

2

�
�
�
1
2

�
� (
)

�Z
0

f
�p

x2 + y2 � 2xy cos�
�
sin
�1 �d�

genelleştirilmi̧s ötelemeyi tan¬mlam¬̧st¬r. Daha sonra Kipriyanov (1967) Levitan�¬n

tan¬mlad¬¼g¬ genelleştirilmi̧s ötelemeyi Rn+; n�boyutlu Öklid uzay¬na "ilk (n� 1)

de¼gi̧skene göre adi ve n: de¼gi̧skene göre (0;1) aral¬¼g¬ndaki genelleştirilmi̧s öteleme

alarak " geni̧sletmi̧s ve �B Laplace-Bessel operatörü ile yak¬ndan ilgili olan

T yf (x) = c


�Z
0

f
�
x0 � y0;

p
x2n � 2xnyn cos�+ y2n

�
sin
�1 �d�

genelleştirilmi̧s ötelemeyi tan¬mlam¬̧st¬r.

f ve g, Rn+ üzerinde ölçülebilir iki fonksiyon olmak üzere T y operatörü yard¬m¬yla

B�konvolüsyon ad¬verilen yeni bir konvolüsyon operatörü

(f 
 g) (x) =
Z
Rn+

f (y)T yg (x) y
ndy

şeklinde tan¬mlan¬r.
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Gadjiev ve Aliyev (1988) I�f Riesz potansiyelindeki adi öteleme yerine genelleşti-

rilmi̧s öteleme operatörünü alarak

I�;
f(x) =

Z
Rn+

T y jxj��n�
 f(y) y
ndy; 0 < � < n+ 


B�Riesz Potansiyelini tan¬mlam¬̧st¬r. Guliyev (2003) Mf Hardy-Littlewood Mak-

simal fonksiyonunu genelleştirerek T y genelleştirilmi̧s operatörü taraf¬ndan üretilen

M
f (x) = sup
r>0

1

jE (0; r)j


Z
E(0;r)

T y jf (x)j y
ndy

B�maksimal fonksiyonunu tan¬mlam¬̧s ve bu fonksiyonun Lp;
�s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬ ispat-

lam¬̧st¬r. Guliev ve Safarov (2002) genelleştirilmi̧s kesirli B�maksimal operatör

M
;�;
f (x) = sup
r>0

1

rn+
��

Z
B(0;r)

j
(y)j T y jf (x)j y
ndy

ve genelleştirilmi̧s B�Riesz potansiyeli (veya B�kesirli integral operatörü)

I
;�;
f (x) =

Z
Rn+


 (y)

jyjn+
��
T yf (x) y
ndy

tan¬mlam¬̧s ve Guliyev, Serbetci ve Safarov (2007) bu operatörlerin Lp;
�s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬

ispat etmi̧slerdir.

Tezin amac¬, harmonik analizin temel konular¬ndan olan maksimal fonksiyon ve

Riesz potansiyelini tan¬tmak, bu operatörlerin çeşitli genelleştirmelerini vermektir.

Laplace-Bessel diferensiyel operatörüne kaŗs¬l¬k gelen maksimal fonksiyon ve Riesz

potansiyelinin ve son olarak genelleştirilmi̧s B�maksimal fonksiyon ve genelleşti-

rilmi̧s B�Riesz potansiyelinin varl¬k ve s¬n¬rl¬l¬k gibi önemli özellikleri incelenecektir.

Buradaki ispatlarda bir fonksiyonun yeniden düzenlemesi (rearrangement) kavram¬

kullan¬lm¬̧st¬r. Bir fonksiyonun yeniden düzenlemesi kavram¬ ilk defa sistematik

olarak Hardy-Littlewood taraf¬ndan kullan¬lm¬̧s ve bir çok eşitsizli¼gin elde edilmesinde

anahtar rol oynam¬̧st¬r.
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Bu tez beş bölümden oluşmaktad¬r. ·Ikinci bölümde daha sonraki bölümlerde gerekli

olan temel tan¬m ve teoremler verilmi̧stir. Üçüncü bölümde, klasik maksimal fonksi-

yon ve Riesz potansiyeli tan¬t¬lm¬̧s ve bu operatörlerin varl¬k ve s¬n¬rl¬l¬¼g¬ göste-

rilmi̧stir. Dördüncü bölümde Laplace-Bessel diferensiyel operatörüne kaŗs¬l¬k gelen

maksimal fonksiyon (B�maksimal fonksiyon) ve Riesz potansiyeli (B�Riesz potan-

siyeli) tan¬t¬l-m¬̧s, varl¬k ve s¬n¬rl¬l¬k gibi özellikleri incelenmi̧stir. Son olarak beşinci

bölümde, 
�yeniden düzenleme için O�Neil tipli eşitsizlik ve B-konvolüsyon için

O�Neil tipli eşitsizlik ispatlanm¬̧st¬r. O�Neil tipli eşitsizlik yard¬m¬yla genelleşti-

rilmi̧s B�Riesz potansiyeli ve bunun bir sonucu olarak genelleştirilmi̧s B�maksimal

fonksiyonun Lp;
(Rn+) uzaylar¬nda s¬n¬rl¬l¬¼g¬elde edilmi̧stir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Tan¬m 2.1: X bir K cismi üzerinde bir vektör uzay¬olsun. E¼ger bir

k:k : X ! R x! kxk

dönüşümü 8x; y 2 X ve 8a 2 K için

(N1) kxk � 0 ve kxk = 0, x = �

(N2) kaxk = jaj kxk

(N3) kx+ yk � kxk+ kyk

özelliklerini sa¼gl¬yorsa bu dönüşüme X üzerinde norm ad¬verilir. (X; k:k) ikilisine

bir normlu vektör uzay¬denir. (X; k:k) normlu uzay¬k¬saca X ile gösterilir.

Tan¬m 2.2. Bir T lineer operatörü aşa¼g¬daki özellikleri gerçekleyen operatördür:

(i) T nin D (T ) tan¬m bölgesi bir vektör uzay¬olup R (T ) de¼ger bölgesi, ayn¬cisim

üzerinde bir vektör uzay¬d¬r.

(ii) Her x; y 2 D (T ) ve � skaleri için,

T (x+ y) = Tx+ Ty

T (�x) = �Tx

gerçeklenir.

Tan¬m 2.3. X ve Y normlu uzaylar ve D (T ) � X olmak üzere, T : D (T ) ! Y

lineer operatör olsun. E¼ger her x 2 D (T ) için, kTxk � A kxk olacak şekilde bir A

reel say¬s¬varsa, T operatörüne s¬n¬rl¬d¬r denir.
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Bir T operatörünün normu kTk = sup
x2D(T )
x 6=0

kTxk
kxk ile tan¬mlan¬r.

Tan¬m 2.4. X ve Y normlu uzaylar, D (T ) � X olmak üzere, T : D (T ) ! Y bir

operatör ve x0 2 D (T ) olsun. E¼ger verilen her " > 0 say¬s¬na kaŗs¬l¬k, kx� x0k < �

koşulunu gerçekleyen her x 2 D (T ) için, kTx� Tx0k < " olacak şekilde bir � > 0

say¬s¬varsa T ye x0 da süreklidir denir.

Tan¬m 2.5. X ve Y normlu uzaylar ve D (T ) � X olmak üzere, T : D (T ) ! Y

lineer operatör olsun. Bu durumda T nin sürekli olmas¬için gerek ve yeter koşul T

nin s¬n¬rl¬olmas¬d¬r (Kreyszig 1989).

Tan¬m 2.6. Bir f fonksiyonunun deste¼gi f (x) 6= 0 şart¬n¬sa¼glayan x noktalar¬n¬n

kapan¬̧s¬d¬r ve Supp f = fx : f (x) 6= 0g ile gösterilir. E¼ger f fonksiyonunun deste¼gi

kompakt bir küme ise bu durumda f kompakt destekli fonksiyon ad¬n¬al¬r.

Tan¬m 2.7. X bir küme olsun. E¼ger X in alt kümelerinin bir A s¬n¬f¬için aşa¼g¬daki

özellikler sa¼glan¬yorsa bu durumda A s¬n¬f¬na X üzerinde bir cebirdir denir:

(i) X 2 A

(ii) Her E 2 A için Ec = XnE 2 A

(iii) k = 1; 2; :::; n için Ek 2 A ise
n
[
k=1
Ek 2 A

E¼ger (iii) şart¬yerine

�Her n 2 N için En 2 A )
1
[
n=1
En 2 A�

şart¬konulursa A cebirine bir �� cebiri ad¬verilir.

Tan¬m 2.8. BirK s¬n¬f¬n¬kapsayan �-cebirlerinin en küçü¼güneK n¬n üretti¼gi (do¼gur-
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du¼gu) �-cebiri denir. Rn deki bütün aç¬k (a; b) aral¬klar¬n¬n do¼gurdu¼gu �-cebirine

Borel cebiri denir ve B(Rn) ile gösterilir. n = 1 olmas¬halinde B(R1) Borel cebiri

B(R) ile gösterilir. B(R) nin her bir eleman¬na Borel kümesi denir.

Tan¬m 2.9. X bir küme ve A; X üzerinde bir ��cebiri olsun. Bu durumda

(X;A) ikilisine bir ölçülebilir uzay, A daki her bir kümeye de A-ölçülebilir küme

veya k¬saca ölçülebilir küme ad¬verilir.

Tan¬m 2.10. (X;A) bir ölçülebilir uzay ve f : X ! R bir fonksiyon olsun. E¼ger

8� 2 R için

f�1 (]�;+1[) = fx 2 X : f (x) > �g 2 A

oluyorsa f ye ölçülebilir fonksiyon denir. X üzerindeki ölçülebilir fonksiyonlar¬n

ailesi M (X;A) ile.gösterilir.

Tan¬m 2.11. (X;A) bir ölçülebilir uzay olsun. A üzerinde tan¬ml¬geni̧sletilmi̧s

reel de¼gerli bir � fonksiyonu

(i) � (;) = 0

(ii) Her A 2 A için � (A) � 0

(iii) Her ayr¬k (An) dizisi için �
� 1S
n=1

An

�
=

1P
n=1

� (An)

özelliklerini sa¼gl¬yorsa bu fonksiyona ölçü denir. E¼ger her A 2 A için � (A) <1 ise

� ye sonlu ölçü ad¬verilir.

Tan¬m 2.12. Bir X kümesi, X in alt kümelerinin bir A �-cebiri ve A üzerinde

tan¬ml¬bir � ölçüsünden oluşan (X;A; �) üçlüsüne bir ölçü uzay¬ad¬verilir.

Tan¬m 2.13. X bir küme ve P (X) de X in kuvvet kümesi olsun. P (X) üzerinde

tan¬ml¬, geni̧sletilmi̧s reel de¼gerli bir �� fonksiyonu

(i) �� (;) = 0

(ii) Her E 2 P (X) için �� (E) � 0

(iii) A � B � X için �� (A) � �� (B)

6



(iv) Her bir n 2 N için An 2 P (X) ise ��
� 1S
n=1

An

�
�

1P
n=1

�� (An)

şartlar¬n¬sa¼glarsa �� fonksiyonuna X üzerinde bir d¬̧s ölçüdür denir.

Tan¬m 2.14. (Ik), R nin s¬n¬rl¬ve aç¬k alt aral¬klar¬n¬n bir dizisi,

�A =
n
(Ik) : A �

[
Ik

o
olsun. P (R) üzerinde

m� (A) = inf

( 1X
k=1

l (Ik) : (Ik) 2 �A

)

biçiminde tan¬mlanan m� bir d¬̧s ölçüdür. Bu d¬̧s ölçüye Lebesgue d¬̧s ölçüsü denir.

Lebesgue d¬̧s ölçüsü R nin her bir alt aral¬¼g¬na onun uzunlu¼gunu kaŗs¬l¬k getirir.

n�boyutlu Rn uzay¬nda Lebesgue d¬̧s ölçüsünü tan¬mlamak için

I = fx : ai � xi � bi ; i = 1; :::; ng

n�boyutlu kapal¬aral¬klar¬n¬göz önüne alal¬m. Bu aral¬klar¬n hacimleri

v (I) =
nY
i=1

(bi � ai)

biçimindedir. Key� bir E � Rn kümesinin Lebesgue d¬̧s ölçüsü

m� (E) = inf

( 1X
k=1

v (Ik) : E �
1[
k=1

Ik ; Ik bir aral¬k

)

ile tan¬mlan¬r. 8A � Rn için e¼ger

m� (A) = m� (A \ E) +m� (A \ (Rn � E))

ise E kümesine Lebesgue ölçülebilirdir denir.
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Tan¬m 2.15. M (R;m�), m� d¬̧s ölçüsüne göre ölçülebilen R nin alt kümelerinin

s¬n¬f¬olsun. m� Lebesgue d¬̧s ölçüsününM (R;m�) s¬n¬f¬na da B (R) s¬n¬f¬na da olan

k¬s¬tlanmas¬na Lebesgue ölçüsü denir, m ile gösterilir.

Tan¬m 2.16. (X;A; �) bir ölçü uzay¬olsun. E¼ger bir önerme ölçüsü s¬f¬r olan bir

küme d¬̧s¬nda do¼gru ise, o önerme hemen her yerde do¼grudur denir.

Tan¬m 2.17. (X;A; �) bir ölçü uzay¬olsun. 0 < p <1 olmak üzere

Lp =

8<:f 2M (X;A) :
Z
X

jf jp d� <1

9=;
kümesine p-inci kuvvetten integrallenebilen fonksiyonlar s¬n¬f¬denir. Lp uzay¬nda bir

f fonksiyonunun normu

kfkp =

8>><>>:
�R
X

jf jp d�
� 1

p

; 1 � p <1

ess sup jf (x)j ; p =1

ile tan¬mlan¬r.

Tan¬m 2.18. f ölçülebilir bir fonksiyon olmak üzere her kompaktK kümesi üzerinde

Z
K

jf j d� <1

ise f fonksiyonuna lokal integrallenebilirdir denir.

Tan¬m 2.19. p > 1 ve 1
p
+ 1

q
= 1 olmak üzere f 2 Lp, g 2 Lq olsun. Bu durumda

fg 2 L1 ve

kfgk1 � kfkp kgkq

sa¼glan¬r. Bu eşitsizli¼ge Hölder eşitsizli¼gi denir (Neri 1971).

8



Tan¬m 2.20. p � 1 için e¼ger f , g 2 Lp ise (f + g) 2 Lp ve

kf + gkp � kfkp + kgkp

dir. Bu eşitsizli¼ge Minkowski eşitsizli¼gi denir (Neri 1971).

Tan¬m 2.21. x = (x1; :::; xn) ve y = (y1; :::; yn) ; Rn de vektörler olmak üzere Rn;

n�boyutlu Öklidyen uzay¬(x; y) =
nP
j=1

xjyj iç çarp¬m¬ile donat¬lm¬̧s Rn; n�boyutlu

reel uzay¬d¬r. Burada x in mutlak de¼geri jxj =
 

nP
j=1

x2j

! 1
2

ile tan¬mlan¬r.

Rn üzerinde dx = dx1:::dxn ile Lebesgue ölçüsünü gösterece¼giz. Rn uzay¬üzerinde f

fonksiyonunun (Lebesgue) integrali

Z
f (x) dx =

Z
� � �
Z
f (x1; :::; xn) dx1:::dxn

ile gösterilir.

Çok katl¬ integrali kutupsal koordinatlarda ifade etmek ço¼gu kez kullan¬̧sl¬olmak-

tad¬r. r = jxj olsun ve Sn�1 = fx : jxj = 1g ile birim küreyi gösterelim.R
Rn
f (jxj) dx; dx = dx1:::dxn integralinin hesab¬için;

0 � r <1; 0 � �1; :::; �n�2 � �; 0 � �n�1 � 2� olmak üzere

x1 = r cos �1

x2 = r sin �1 cos �2

x3 = r sin �1 sin �2 cos �3

:::

xn = r sin �1 sin �2::: sin �n�1

dönüşümü yap¬l¬r. Bu dönüşümün Jakobiyeni

J (r; �1; :::; �n�1) = r
n�1

n�1Y
j=1

(sin �j)
n�1�j

9



olarak hesaplan¬r.

Z
Rn

f (jxj) dx =

1Z
0

�Z
0

�Z
0

:::

2�Z
0

f (r) J (r; �) drd�1:::d�n�1

=

1Z
0

rn�1f (r) dr

�Z
0

�Z
0

:::

2�Z
0

n�1Y
j=1

(sin �j)
n�1�j d�1:::d�n�1

= !n�1

1Z
0

f (r) rn�1dr

elde edilir, burada !n�1; birim kürenin yüzey alan¬d¬r.

Genel olarak

Z
Rn

f (jxj) dx =

1Z
0

Z
Sn�1

f (r sin �1; :::; r sin �1::: sin �n�1) r
n�1drd�1:::d�n�1

=

1Z
0

Z
Sn�1

f (r; �) rn�1d�dr

biçiminde yaz¬l¬r. dx hacim eleman¬ dx = rn�1drd� biçiminde yaz¬l¬r. Burada

d�; Sn�1 üzerinde dx taraf¬ndan belirlenen yüzey ölçüsüdür.

Tan¬m 2.22. f (x) ve g (x), x 2 Rn nin ölçülebilir fonksiyonlar¬ olsunlar. Bu

durumda
R
Rn
f (y) g (x� y) dy integraline f ile g nin konvolüsyonu denir ve f � g ile

gösterilir.

Teorem 2.1. E¼ger f , g 2 L1 ise bu durumda h = f � g hemen her yerde vard¬r ve

L1 e aittir. Ayr¬ca

khk1 � kfk1 kgk1

sa¼glan¬r (Neri 1971).

Teorem 2.2. (W. H. Young Teoremi). 1 � p � 1 olsun. E¼ger f 2 Lp ve g 2 L

10



ise bu durumda h = f � g hemen her yerde vard¬r ve Lp uzay¬na aittir. Ayr¬ca

khkp � kfkp kgk1

eşitsizli¼gi gerçeklenir (Neri 1971).

Teorem 2.3 (Young Teoremi). f 2 Lp ve g 2 Lq olsun, burada 1
p
+ 1

q
� 1 ve

1
r
= 1

p
+ 1

q
� 1 dir. E¼ger h = f � g ise bu durumda h 2 Lr ve

khkr � kfkp kgkq

sa¼glan¬r (Neri 1971).

Tan¬m 2.23. f 2 L (Rn) olsun.

f̂ (x) =
1

(2�)n

Z
Rn

f (y) e�i(x;y)dy

ile verilen f̂ fonksiyonu f fonksiyonunun Fourier dönüşümü olarak adland¬r¬l¬r.

Burada (x; y) = x1y1 + :::+ xnyn dir. Fourier dönüşümü

f̂ (x) = (2�)�
n
2

Z
Rn

f (y) e�i(x;y)dy

veya

f̂ (x) =

Z
Rn

f (y) e�2�i(x;y)dy

olarak da al¬nabilir. E¼ger n = 1 ve f 2 L (R1) ise bu durumda

f̂ (x) =
1

2�

+1Z
�1

f (y) e�ixydy

olur.
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Lemma 2.1. E¼ger f (x) = f1 (x1) f2 (x2) :::fn (xn) ise

f̂ (x) = f̂1 (x1) f̂2 (x2) :::f̂n (xn)

sa¼glan¬r (Neri 1971).

Teorem 2.4 (Riemann-Lebesgue). E¼ger f 2 L(Rn+) ise bu durumda s¬n¬rl¬ve

düzgün süreklidir. Ayr¬ca jxj ! 1 iken bf(x)! 0 d¬r.

Teorem 2.5. f , g 2 L olsun. E¼ger h = f � g ise bu durumda bh = bf bg d¬r

(Neri 1971).

Teorem 2.6. f , g 2 L olsun. Bu durumda

Z bf(x)g(x)dx = Z f(x)bg(x)dx
dir (Neri 1971).

Teorem 2.7 (Parseval-Plancherel). f 2 L2(En) olsun. Bu durumda

bf(x) = (2�)�nZ
Rn

f(y)e�i(x;y)dy

Fourier dönüşümü vard¬r: Ayr¬ca




 bf



2
= (2�)�

n
2 kfk2

dir. E¼ger Fourier dönüşümünü

bf(x) = Z
Rn

f(y)e�2�i(x;y)dy

12



ile tan¬mlarsak bu durumda




 bf



2
= kfk2 (Parseval formülü)

< bf; ĝ >=< f; g > (Plancherel formülü)
olur. Burada < f; g >, f ile g nin iç çarp¬m¬n¬gösterecektir ve

< f; g >=

Z
f
�
gdx

dir.

Teorem 2.8 (Hausdor¤-Young Teoremi). 1 < p � 2 ve q = p
p�1 için

f 2 Lp (Rn) olsun. Bu durumda

bf(x) = (2�)�nZ
Rn

f(y)e�i(x;y)dy

vard¬r ve 


 bf



q
� (2�)�

n
p kfkp

dir (Neri 1971).

Tan¬m 2.24 (·Invers Formülü). f 2 L(Rn) ve f nin Fourier dönüşümü

bf(y) = (2�)�nZ
Rn

f(x)e�i(x;y)dx

şeklinde verilsin. Bu durumda

f(x) =

Z
Rn

bf(y)ei(x;y)dy
formülüne Fourier dönüşümleri için invers formülü denir.

Tan¬m 2.25. � ve � reel say¬lar olmak üzere f(�x) = j�j� f(x) oluyorsa f ye �

13



dereceden homojen fonksiyon denir.

Tan¬m 2.26. Bir f : Rn ! R; (n � 1) fonksiyonu verilsin. E¼ger f (x) = f (jxj) ise

f ye radyal fonksiyon denir.

Teorem 2.9. E � Rn, jEj <1 olsun. E¼ger r < s ise bu durumda Ls (E) � Lr (E)

sa¼glan¬r (Neri 1971).

Tan¬m 2.27. Bir s fonksiyonunun görüntü kümesi sonlu elemandan meydana geli-

yorsa s ye bir basit fonksiyondur denir.

Teorem 2.10. E¼ger 1 � p < 1 ise Lp deki basit fonksiyonlar¬n kümesi Lp de

yo¼gundur (Adams and Fournier 2003).

Tan¬m 2.28. Bir � = (�1; :::; �n) negatif olmayan �j tamsay¬lar¬n¬n s¬ral¬n-lisine

katl¬-indis denir.

j�j = �1 + :::+ �n dir. E¼ger � ve � iki katl¬-indis ise � + � = (�1 + �1; :::; �n + �n)

dir. Benzer şekilde, Dj =
@
@xj

olmak üzere

D� =
@j�j

@x�11 @x
�2
2 :::@x

�n
n

=
@�1+�2+:::+�n

@x�11 @x
�2
2 :::@x

�n
n

= D�1
1 D

�2
2 :::D

�n
n

j�j mertebeden bir diferensiyel operatördür. Özel olarak D(0;:::;0)f = f dir. Bir-

boyutlu durumda D�, d
dx
e indirgenir.

Tan¬m 2.29 (Schwarz uzay¬). Rn uzay¬nda sonsuz kez diferensiyellenebilir ve

istenilen � ve � katl¬-indisleri için

sup
x2Rn

��x�D�f (x)
�� <1

koşulunu sa¼glayan fonksiyonlar¬n s¬n¬f¬na Schwarz uzay¬denir. S ile gösterilir.

E¼ger f 2 S ise bu durumda f s¬n¬rl¬d¬r, f 2 Lp (Rn) ve f̂ (x) 2 S dir.
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Tan¬m 2.30. 1 � p; q � 1 olmak üzere

T : Lp (Rn)! Lq (Rn)

bir operatör olsun. E¼ger 8f 2 Lp (Rn) için

kTfkq � A kfkp

olacak biçimde f den ba¼g¬ms¬z bir A > 0 sabiti varsa T operatörüne �(p; q) tipin-

dendir�denir.

� bir ölçü olmak üzere e¼ger 8� > 0 için

� fx : jTf (x)j > �g �
�
A kfkp
�

�q
; q <1

olacak biçimde � ve f den ba¼g¬ms¬z bir A sabiti varsa T dönüşümüne zay¬f (p; q)

tipindendir denir.

Teorem 2.11 (Riesz-Torin). 1 � p0; p1; q0; q1 � 1 olmak üzere T; (p0; q0) ve

(p1; q1) tipli bir operatör olsun. Bu durumda

1

p
=
1� �
p0

+
�

p1
,

1

q
=
1� �
q0

+
�

q1
(0 < � < 1)

olmak üzere T; (p; q) tipli bir operatördür.

Teorem 2.12 (Marcinkiewicz). p0 < q0; p1 � q1 ve q0 6= q1 olmak üzere T

operatörü zay¬f (p0; q0) ve zay¬f (p1; q1) tipli operatör olsun. Ayr¬ca p ve q

1

p
=
1� �
p0

+
�

p1
,

1

q
=
1� �
q0

+
�

q1
(0 < � < 1)

biçiminde tan¬mlans¬n. Bu durumda T operatörü (p; q) tipli operatördür.
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2.2 Genelleştirilmi̧s Öteleme Operatörü ve Özellikleri

Levitan (1951), (0;1) aral¬¼g¬nda Bessel diferensiyel operatörü ile yak¬ndan ilgili olan

T yf (x) =
�
�

 + 1

2

�
�
�
1
2

�
� (
)

�Z
0

f
�p

x2 + y2 � 2xy cos�
�
sin
�1 �d�

genelleştirilmi̧s ötelemeyi tan¬mlam¬̧st¬r. Daha sonra Kipriyanov (1967) Levitan�¬n

tan¬mlad¬¼g¬ genelleştirilmi̧s ötelemeyi Rn+; n�boyutlu Öklid uzay¬na "ilk (n� 1)

de¼gi̧skene göre adi ve n: de¼gi̧skene göre (0;1) aral¬¼g¬ndaki genelleştirilmi̧s öteleme

alarak " geni̧sletmi̧s ve

T yf (x) = c


�Z
0

f
�
x0 � y0;

p
x2n � 2xnyn cos�+ y2n

�
sin
�1 �d�

genelleştirilmi̧s ötelemeyi tan¬mlam¬̧st¬r.

Tan¬m 2.2.1 (Bessel operatörü). 
 > 0 ve x > 0 olmak üzere;

B =
d2

dx2
+



x

d

dx

şeklinde ifade edilen B operatörüne Bessel diferensiyel operatörü denir.

Tan¬m 2.2.2 (Laplace-Bessel operatörü). 
 > 0 olmak üzere

�B =

n�1X
k=1

@2

@x2k
+
@2

@x2n
+



x

@

@xn

şeklinde tan¬mlanan operatöre Laplace-Bessel diferensiyel operatörü denir.

Tan¬m 2.2.3. f : R! R bir fonksiyon ve y 2 R olsun.

T yf (x) = f (x+ y)
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şeklinde tan¬mlanan operatöre R de adi öteleme operatörü denir. Adi öteleme ope-

ratörü 8>>><>>>:
@u(x;y)
@x

= @u(x;y)
@y

u (x; 0) = f (x)

uy (x; 0) = 0

şeklindeki başlang¬ç de¼ger probleminin çözümüdür (Ekincio¼glu 1994).

Tan¬m 2.2.4. X bir topolojik uzay, f : X ! C sürekli bir fonksiyon olsun.

y 2 X olmak üzere

F (x; y) = T yf (x)

operatörü aşa¼g¬daki şartlar¬sa¼gl¬yorsa genelleştirilmi̧s öteleme operatörü ad¬n¬al¬r.

(i) 8f; g 2 C (X) ; a; b 2 C için

T y[af (x) + bg (x)] = aT yf (x) + bT yg (x)

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

(ii) 8f 2 C (X) için bir y0 2 X vard¬r 3 T y0f (x) = f (x) sa¼glan¬r.

(iii) 8f 2 C (X) ve x; y; z 2 X için

T zT yf (x) = T yT zf (x)

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

(iv) 8x; y 2 X için F (x; y) = T yf (x) süreklidir.

17



B; Bessel diferensiyel operatörü olmak üzere8>>><>>>:
Bxu = Byu

u (x; 0) = f (x)

uy (x; 0) = 0

başlang¬ç de¼ger probleminin çözümü

u (x; y) = T yf (x) =
�
�

 + 1

2

�
�
�
1
2

�
� (
)

�Z
0

f
�p

x2 + y2 � 2xy cos�
�
sin
�1 �d�

olarak elde edilir. Bu öteleme (0;1) aral¬¼g¬nda genelleştirilmi̧s ötelemedir.

Şimdi Kipriyanov taraf¬ndan Rn+ üzerinde tan¬mlanan genelleştirilmi̧s ötelemeyi vere-

lim.

x = (x0; xn) ; y = (y0; yn) ; x; y 2 Rn; x0 = (x1; x2; :::; xn�1) ; y
0 = (y1; y2; :::; yn�1)

olsun. Bu durumda 8>>><>>>:
(�B)x u (x; y) = (�B)y u (x; y)

u (x; 0) = f (x)

uy (x; 0) = 0

başlang¬ç de¼ger probleminin çözümü

u (x; y) = T yf (x) =
�
�

 + 1

2

�
�
�
1
2

�
� (
)

�Z
0

f
�
x0 � y0;

p
x2n � 2xnyn cos�+ y2n

�
sin
�1 �d�

fonksiyonudur. Bu öteleme Rn+ üzerinde genelleştirilmi̧s ötelemedir. Şimdi T y ope-

ratörünün aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glad¬¼g¬n¬gösterelim.

(i) Lineerlik özelli¼gi
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T y operatörünün tan¬m¬ndan

T y (af (x) + bg (x)) = T y ((af + bg) (x))

=
�
�

 + 1

2

�
�
�
1
2

�
� (
)

�Z
0

(af + bg)
�p

x2 + y2 � 2xy cos�
�
sin
�1 �d�

=
�
�

 + 1

2

�
�
�
1
2

�
� (
)

�Z
0

af
�p

x2 + y2 � 2xy cos�
�
sin
�1 �d�

+
�
�

 + 1

2

�
�
�
1
2

�
� (
)

�Z
0

bg
�p

x2 + y2 � 2xy cos�
�
sin
�1 �d�

= aT yf (x) + bT yg (x)

elde edilir.

(ii) Poziti�ik özelli¼gi

f , pozitif bir fonksiyon olsun.

T yf (x) =
�
�

 + 1

2

�
�
�
1
2

�
� (
)

�Z
0

f
�p

x2 + y2 � 2xy cos�
�
sin
�1 �d�

oldu¼gunu biliyoruz. f pozitif fonksiyon oldu¼gundan

f
�p

x2 + y2 � 2xy cos�
�
� 0

sa¼glan¬r. 0 � � � � iken sin � � 0 oldu¼gundan yukar¬daki eşitli¼gin sa¼g taraf¬pozi-

tiftir. O halde

T yf (x) � 0

oldu¼gu görülür.

(iii) T y operatörünün tan¬m¬kullan¬larak

T y (1) = 1
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oldu¼gu kolayca görülür.

(iv) f s¬n¬rl¬bir fonksiyon oldu¼gunda T y operatörü s¬n¬rl¬d¬r.

jT yf (x)j =

������ �
�

 + 1

2

�
�
�
1
2

�
� (
)

�Z
0

f
�p

x2 + y2 � 2xy cos�
�
sin
�1 �d�

������
�

�
�

 + 1

2

�
�
�
1
2

�
� (
)

�Z
0

���f �px2 + y2 � 2xy cos����� sin
�1 �d�
� sup

x�0

�
�

 + 1

2

�
�
�
1
2

�
� (
)

�Z
0

���f �px2 + y2 � 2xy cos����� sin
�1 �d�
� sup

x�0
jf (x)j

�
�

 + 1

2

�
�
�
1
2

�
� (
)

�Z
0

sin
�1 �d�

elde edilir. Buradan

jT yf (x)j � T y jf (x)j � sup
x�0

jf (x)j

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

(v) T y operatörü süreklidir.

T y operatörü lineer ve s¬n¬rl¬oldu¼gundan süreklidir.

(vi) T y operatörünün yer de¼gi̧stirme özelli¼gi

T yT zf (x) = T zT yf (x)

biçimindedir.

Şimdi T y genelleştirilmi̧s operatörü taraf¬ndan üretilen f 
 g konvolüsyonunu

(B�konvolüsyon) tan¬mlay¬p önemli özelliklerini verece¼giz
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Tan¬m 2.2.5. f ve g, Rn+ üzerinde ölçülebilir iki fonksiyon olmak üzere

(f 
 g) (x) =
Z
Rn+

f (y)T yg (x) y
ndy

şeklinde tan¬mlanan konvolüsyona B�konvolüsyon denir.

Lemma 2.2.1. 1 � p � 1; f 2 Lp;

�
Rn+
�
olsun. Bu durumda 8y 2 Rn+ için

kT yf (x)kLp;
 � kfkLp;
 (2.2.1)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. Eşitsizli¼gi önce p = 1 durumu için ispatlayal¬m.

T yf (x) = c


�Z
0

f
�
x0 � y0;

p
x2n � 2xnyn cos�+ y2n

�
sin
�1 �d�

oldu¼gunu biliyoruz. Burada c
 sabiti

c
 =

0@ �Z
0

sin
�1 �d�

1A�1

=
�
�

 + 1

2

�
� (
)

p
�

eşitli¼gi ile verilir.

kT yf (x)kL1;
(R) =

Z
Rn+

jT yf (x)jx
ndx

=

Z
Rn+

������c

�Z
0

f
�
x0 � y0;

p
x2n � 2xnyn cos�+ y2n

�
sin
�1 �d�

������ x
ndx
� c


Z
Rn+

�Z
0

���f �x0 � y0;px2n � 2xnyn cos�+ y2n���� sin
�1 �x
nd�dx
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= c


�Z
0

Z
Rn+

���f �x0 � y0;px2n � 2xnyn cos�+ y2n���� sin
�1 �x
ndxd�
= c


�Z
0

sin
�1 �d�

Z
Rn+

���f �x0 � y0;px2n � 2xnyn cos�+ y2n���� x
ndx
= kfkL1;
(Rn+)

elde edilir.

Şimdi de p = 1 için kT yf (:)kL1(R) � kfkL1(Rn+) oldu¼gunu gösterelim. T yf (:)

operatörünün L1 normu

kT yf (:)kL1(R) = ess sup
x2Rn+

jT yf (x)j

şeklindedir.

jT yf (x)j =

������c

�Z
0

f
�
x0 � y0;

p
x2n � 2xnyn cos�+ y2n

�
sin
�1 �d�

������
� c


�Z
0

���f �x0 � y0;px2n � 2xnyn cos�+ y2n���� sin
�1 �d�
� c


�Z
0

kfkL1(Rn+) sin

�1 �d� = kfkL1(Rn+) c


�Z
0

sin
�1 �d�

= kfkL1(Rn+)

p = 1 için

kT yf (:)kL1;
 � kfkL1;


ve p =1 için

kT yf (:)kL1 � kfkL1

sa¼gland¬¼g¬ndan, interpolasyon teoreminden 1 � p � 1 için

kT yf (:)kLp;
 � kfkLp;
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elde edilir.

Lemma 2.2.2. 1 � p; r � q � 1; 1
p0 +

1
q
= 1

r
; f 2 Lp;


�
Rn+
�
; g 2 Lq;


�
Rn+
�

olsun. Bu durumda f 
 g 2 Lr;

�
Rn+
�
ve

kf 
 gkLr;
 � kfkLp;
 kgkLq;


eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. �; �; �; 1
�
+ 1

�
+ 1

�
= 1 olacak şekilde pozitif say¬lar olsun.

j(f 
 g) (x)j =

�������
Z
Rn+

f (y)T yg (x) y
ndy

������� �
Z
Rn+

jf (y)j jT yg (x)j y
ndy

=

Z
Rn+

jf (y)jp(
1
p
� 1
�) jT yg (x)j

q( 1q� 1
� )
jf (y)j

p
� jT yg (x)j

q
� y


( 1�+
1
�
+ 1
� )

n dy

elde ederiz. �; �; � ye göre Hölder eşitsizli¼gi uygulan¬rsa;

j(f 
 g) (x)j �

0B@Z
Rn+

jf (y)j�p(
1
p
� 1
�) jT yg (x)j

�q( 1q� 1
� )
y
ndy

1CA
1
�

0B@Z
Rn+

jf (y)jp y
ndy

1CA
1
�
0B@Z
Rn+

jT yg (x)jq y
ndy

1CA
1
�

oldu¼gu görülür. Dolay¬s¬yla

j(f 
 g) (x)j � kfk
p
�

Lp;

kT yg (x)k

q
�
Lq;


0B@Z
Rn+

jf (y)j�p(
1
p
� 1
�) jT yg (x)j

�q( 1q� 1
� )
y
ndy

1CA
1
�

elde edilir.
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1
p
= 1

�
+ 1

�
; 1

q
= 1

�
+ 1

�
ve 1

r
= 1

�
olsun. Bu durumda

1

q
+
1

p
� 1
r
=
1

�
+
1

�
+
1

�
= 1

sa¼glan¬r.

j(f 
 g) (x)j � kfk
p
�

Lp;

kT yg (x)k

q
�
Lq;


0B@Z
Rn+

jf (y)j�p(
1
p
� 1
�) jT yg (x)j

�q( 1q� 1
� )
y
ndy

1CA
1
�

j(f 
 g) (x)j � kfk
p
�

Lp;

kT yg (x)k

q
�
Lq;


0B@Z
Rn+

jf (y)jp jT yg (x)jq y
ndy

1CA
1
r

eşitsizli¼gi bulunur. Her iki taraf¬n r: kökü al¬n¬rsa

j(f 
 g) (x)jr � kfk
pr
�

Lp;

kT yg (x)k

qr
�
Lq;


0B@Z
Rn+

jf (y)jp jT yg (x)jq y
ndy

1CA
oldu¼gu görülür. Şimdi her iki taraf¬n integrali al¬n¬rsa

Z
Rn+

j(f 
 g) (x)jr x
ndx � kfk
pr
�

Lp;

kT yg (x)k

qr
�
Lq;


Z
Rn+

Z
Rn+

jf (y)jp jT yg (x)jq y
ndyx
ndx

= kfk
pr
�

Lp;

kT yg (x)k

qr
�
Lq;


Z
Rn+

jf (y)jp y
ndy
Z
Rn+

jT yg (x)jq x
ndx

sa¼glan¬r. Buradan

kf 
 gkrLr;
 � kfk
pr
�

Lp;

kT yg (x)k

qr
�
Lq;


kfkpLp;
 kT
yg (x)kqLq;


eşitsizli¼gini elde ederiz. Her iki taraf¬n r: kökü al¬nd¬¼g¬nda

kf 
 gkLr;
 � kfk
p
�

Lp;

kT yg (x)k

q
�
Lq;


kfk
p
r
Lp;


kT yg (x)k
q
r
Lq;


= kfk
p
�
+ p
r

Lp;

kT yg (x)k

q
�
+ q
r

Lq;

= kfkLp;
 kT

yg (x)kLq;
 � kfkLp;
 kgkLq;
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elde edilir.

Lemma 2.2.3. A = (A0;An) � Rn+; A0 = A1 � ::: � An�1 � Rn�1 herhangi

ölçülebilir kümeler, An � (0;1) ve y 2 Rn+ olsun. Bu durumda aşa¼g¬daki eşitlik

gerçeklenir.

Z
A

T yg (x)x
ndx = c


Z
(y;0)+A

g

�
z0;
q
z2n + z

2
n+1

�
d� (z; zn+1)

Burada A = A0� (�m;m)� [0;m); m = supAn ve d� (z; zn+1) = z

�1
n+1dzdzn+1 dir

(Guliyev, Şerbetçi and Safarov 2007).

·Ispat. Genelleştirilmi̧s öteleme operatörünün tan¬m¬ndan;

T yf (x) = c


�Z
0

f
�
x0 � y0;

p
x2n � 2xnyn cos�+ y2n

�
sin
�1 �d�

oldu¼gunu biliyoruz. Her iki taraf¬n integralini al¬rsak;

Z
A

T yf (x)x
ndx = c


Z
A

�Z
0

f
�
x0 � y0;

p
x2n � 2xnyn cos�+ y2n

�
sin
�1 �x
nd�dx

elde edilir. 8>>><>>>:
z0 = x0 � y0

zn = yn � xn cos�

zn+1 = xn sin�

dönüşümünü yapal¬m. Dönüşümün Jakobiyeni j = � 1
xn
dir.

z2n + z
2
n+1 = (yn � xn cos�)2 + x2n sin2 �

= y2n + x
2
n cos

2 �� 2xnyn cos�+ x2n sin2 �

= x2n � 2xnyn cos�+ y2n
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bulunur.

Z
A

T yf (x)x
ndx = c


Z
A+(y;0)

f

�
z0;
q
z2n + z

2
n+1

�
sin
�1 �

1

xn
x
ndxd�

= c


Z
A+(y;0)

f

�
z0;
q
z2n + z

2
n+1

�
z
�1n+1dzdzn+1

elde edilir.

2.3 
�Da¼g¬l¬m Fonksiyonu ve 
�Azalan Yeniden Düzenleme

Bu k¬s¬mda 
�da¼g¬l¬m fonksiyonu ve 
�yeniden düzenlemeyi tan¬t¬p bunlarla ilgili

tamel özellikleri verece¼giz.

E � Rn+ ölçülebilir bir küme olsun. Bu durumda E nin 
�ölçüsü

jEj
 =
Z
E

x
ndx

ile tan¬mlan¬r.

Tan¬m 2.3.1 (
�da¼g¬l¬m fonksiyonu). f : Rn+ ! R ölçülebilir bir fonksiyon

olsun. f�;
 : [0;1)! [0;1];

f�;
 (t) =
���x 2 Rn+ : jf (x)j > t	��


şeklinde tan¬mlanan f�;
 fonksiyonuna f fonksiyonunun 
�da¼g¬l¬m fonksiyonu denir.

Aşa¼g¬daki lemma ile 
�da¼g¬l¬m fonksiyonunun baz¬özelliklerini verece¼giz.

Lemma 2.3.1. f; g : Rn+ ! R ölçülebilir iki fonksiyon olsun. Aşa¼g¬daki özellikler

gerçeklenir.
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(i) jf j�;
 (t) = f�;
 (t) ; t � 0

(ii) h.h.y. f = g ise f�;
 = g�;
 d¬r.

(iii) 8x 2 Rn+ için jf (x)j � jg (x)j ise 8t 2 [0;1) için

f�;
 (t) � g�;
 (t)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

(iv) f�;
 azalan ve sa¼gdan süreklidir.

(v) (f + g)�;
 (t1 + t2) � f�;
 (t1) + g�;
 (t2) ; t1; t2 � 0

(vi) (fg)�;
 (t1t2) � f�;
 (t1) + g�;
 (t2) ; t1; t2 � 0

·Ispat.

(i) jf j�;
 (t) =
���x 2 Rn+ : jf (x)j > t	��
 = f�;
 (t)

(ii) f ve g fonksiyonlar¬hemen her yerde eşit oldu¼gundan

f�;
 (t) =
���x 2 Rn+ : jf (x)j > t	��
 = ���x 2 Rn+ : jg (x)j > t	��
 = g�;
 (t)

oldu¼gu kolayca görülür.

(iii) 8x 2 Rn+ için jf (x)j � jg (x)j oldu¼gundan

�
x 2 Rn+ : jf (x)j > t

	
�
�
x 2 Rn+ : jg (x)j > t
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oldu¼gu görülür. Buradan her iki taraf¬n 
 ölçüsü al¬n¬rsa

���x 2 Rn+ : jf (x)j > t	��
 � ���x 2 Rn+ : jg (x)j > t	��

oldu¼gundan 8t � 0 için

f�;
 (t) � g�;
 (t)

eşitsizli¼gi elde edilir.

(iv) ·Ilk olarak f�;
 fonksiyonunun azalan oldu¼gunu gösterelim.

t1; t2 2 [0;1) için t1 > t2 olsun. Bu durumda f�;
 (t1) � f�;
 (t2) oldu¼gunu göster-

meliyiz.

t1 > t2 oldu¼gundan her t � 0 için

�
x 2 Rn+ : jf (x)j > t1

	
�
�
x 2 Rn+ : jf (x)j > t2

	
dir. Her iki taraf¬n 
 ölçüsü al¬nd¬¼g¬nda

���x 2 Rn+ : jf (x)j > t1	��
 � ���x 2 Rn+ : jf (x)j > t2	��

elde edilir. Buradan

f�;
 (t1) � f�;
 (t2)

oldu¼gundan f�;
 azaland¬r.

Şimdi de f�;
 n¬n sa¼gdan sürekli oldu¼gunu gösterelim. t1 � t2 � ::: � tn::: � t;

lim
n!1

tn = t olsun. f�;
 (tn)! f�;
 (t) oldu¼gunu gösterece¼giz.

Et =
�
x 2 Rn+ : jg (x)j > t
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olsun. t1 � t2 � ::: � tn::: � t oldu¼gundan Et1 � Et2 � ::: � Et dir. Buradan

1[
n=1

En = Et

olur.

lim
n!1

f�;
 (tn) = lim
n!1

���x 2 Rn+ : jf (x)j > tn	��

= lim

n!1
jEtnj
 = jEtj
 =

���x 2 Rn+ : jf (x)j > t	��

= f�;
 (t)

oldu¼gundan ispat tamamlan¬r.

(v) t1; t2 � 0 için

(f + g)�;
 (t1 + t2) � f�;
 (t1) + g�;
 (t2)

oldu¼gunu gösterece¼giz.

(f + g)�;
 (t1 + t2) =
���x 2 Rn+ : j(f + g) (x)j > t1 + t2	��


biçimindedir. Ayr¬ca

�
x 2 Rn+ : jf (x) + g (x)j > t1 + t2

	
�
�
x 2 Rn+ : jf (x)j > t1

	
[
�
x 2 Rn+ : jg (x)j > t2

	
oldu¼gu görülür. Her iki taraf¬n 
 ölçüsü al¬nd¬¼g¬nda

���x 2 Rn+ : jf (x) + g (x)j > t1 + t2	��
 � ���x 2 Rn+ : jf (x)j > t1	��

+
���x 2 Rn+ : jg (x)j > t2	��


elde edilir. Buradan

(f + g)�;
 (t1 + t2) � f�;
 (t1) + g�;
 (t2)
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oldu¼gu görülür.

(vi) t1; t2 � 0 için

(fg)�;
 (t1t2) � f�;
 (t1) + g�;
 (t2)

oldu¼gunu gösterece¼giz.

(fg)�;
 (t1t2) =
���x 2 Rn+ : j(fg) (x)j > t1t2	��


biçimindedir. Ayr¬ca

�
x 2 Rn+ : jf (x) g (x)j > t1t2

	
�
�
x 2 Rn+ : jf (x)j > t1

	
[
�
x 2 Rn+ : jg (x)j > t2

	
oldu¼gu görülür. 
 ölçüsüne geçti¼gimiz taktirde

���x 2 Rn+ : jf (x) g (x)j > t1t2	��
 � ���x 2 Rn+ : jf (x)j > t1	��

+
���x 2 Rn+ : jg (x)j > t2	��


elde edilir. Buradan

(fg)�;
 (t1t2) � f�;
 (t1) + g�;
 (t2)

elde edilir.

Tan¬m 2.3.2. f : Rn+ ! R ölçülebilir bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun


�yeniden düzenlemesi

f �
 (t) = inf fs � 0 : f�;
 (s) � tg 8t 2 [0;1)

şeklinde tan¬mlan¬r.

Şimdiki teorem 
�yeniden düzenlemenin temel özelliklerini vermektedir.

Teorem 2.3.1. f : Rn+ ! R ölçülebilir bir fonksiyon olsun. Aşa¼g¬daki özellikler
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gerçeklenir.

(i) s; t � 0 için f �
 (t) > s, f�;
 (s) > t dir.

(ii) f ve f �
 eş ölçülebilirdir. Yani 8� � 0 için

���x 2 Rn+ : jf (x)j > �	��
 = m ��t � 0 : f �
 (t) > �	�
d¬r. Burada m Lebesgue ölçüsüdür.

(iii) 8t � 0 için jf j�
 (t) = f �
 (t) sa¼glan¬r.

(iv) Rn+ üzerinde h.h.y f = g ise [0;1) üzerinde f �
 = g�
 gerçeklenir.

(v) f �
 azalan ve sa¼gdan süreklidir.

(vi) t � 0 için
�
f �

�
� (t) = f�;
 (t) eşitli¼gi sa¼glan¬r.

(vii) 0 < p <1 için (jf jp)�
 (t) =
�
f �
 (t)

�p
dir.

(viii) A ölçülebilir bir küme ve f � 0 olmak üzere

(f�A)
�

 (t) � f �
 (t)�[0;jAj
) (t) ; t � 0

d¬r.

·Ispat.

(i) ·Ilk olarak f �
 (t) > s) t < f�;
 (s) oldu¼gunu gösterelim.

f �
 (t) = inf fz � 0 : f�;
 (z) � tg > s
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dir. f�;
 azalan fonksiyon oldu¼gundan

t < inf fz � 0 : f�;
 (z) � sg ) t < f�
 (s)

dir. Kaŗs¬t olarak

t < f�;
 (s)) f �
 (t) > s

oldu¼gunu gösterelim. t <
���x 2 Rn+ : jf (x)j > s	��
 ve f�;
 azalan bir fonksiyon

oldu¼gundan

s < inf fz : f�;
 (z) � tg ) s < f �
 (t)

dir.

(ii) (i) den

m
��
t � 0 : f �
 (t) > �

	�
=
���x 2 Rn+ : f�;
 (�) � t	��


oldu¼gu görülür.

(iii) 
�azalan yeniden düzenlemenin tan¬m¬ndan ve (i) den

f �
 (t) = inf fs � 0 : f�;
 (s) � tg = inf
n
s � 0 : jf j�;
 (s) � t

o
= jf j�
 (t)

oldu¼gu görülür.

(iv) Lemma 2.3.1 (ii) den

f �
 (s) = inf ft � 0 : f�;
 (t) � sg = inf ft � 0 : g�;
 (t) � sg = g�
 (s)

elde edilir.

(v) f �
 ¬n azalan oldu¼gunu gösterelim. t1; t2 2 [0;1) için t1 > t2 olsun.

f �
 (t1) � f �
 (t2) oldu¼gunu gösterece¼giz. Lemma 2.3.1 (iv) den t1 > t2 ise

f�;
 (t1) � f�;
 (t2)
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oldu¼gunu biliyoruz.

f �
 (t1) = inf fs � 0 : f�;
 (s) � t1g

ve

fs � 0 : f�;
 (s) � t2g � fs � 0 : f�;
 (s) � t1g

oldu¼gunu biliyoruz. Küme büyüdükçe in�mum de¼geri küçülece¼ginden

inf fs � 0 : f�;
 (s) � t1g � inf fs � 0 : f�;
 (s) � t2g

elde edilir. Buradan f �
 (t1) � f �
 (t2) sa¼glan¬r.

Şimdi f �
 ¬n sa¼gdan sürekli oldu¼gunu gösterelim.

t1 � t2 � ::: � tn::: � t, lim
n!1

tn = t olsun. f �
 (tn)! f �
 (t) oldu¼gunu gösterece¼giz.

lim
n!1

f �
 (tn) = lim
n!1

inf fs � 0 : f�;
 (s) � tng = inf fs � 0 : f�;
 (s) � tg = f �
 (t)

oldu¼gu görülür ve istenilen elde edilir.

(vi) t � 0 için
�
f �

�
� (t) = f�;
 (t) oldu¼gunu gösterece¼giz. m, Lebesgue ölçüsü olmak

üzere;

�
f �

�
� (t) = m

��
s � 0 : f �
 (s) > t

	�
= m (fs � 0 : s < f�;
 (t)g) = m([0; f�;
 (t)) = f�;
 (t)

dir.

(vii) 0 < p <1 için (jf jp)�
 (t) =
�
f �
 (t)

�p
oldu¼gunu gösterelim.

(jf jp)�
 (t) = inf
n
� � 0 : jf jp�;
 (�) � t

o
= inf

n
� � 0 :

���x 2 Rn+ : jf (x)jp > �	��
 � to ; � 1
p = v

= inf
n
vp � 0 :

���x 2 Rn+ : jf (x)j > v	��
 � to = �f �
 (t)�p
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elde edilir.

(viii) (f�A)
�

 (t) � f �
 (t)�[0;jAj
) (t) ; t � 0 oldu¼gunu gösterece¼giz.

8x 2 Rn+ için (f�A) (x) � f (x) dir. Buradan (f�A)�;
 (t) � f�;
 (t) ; t � 0 olur.

Di¼ger taraftan ���x 2 Rn+ : j(f�A) (x)j > �	��
 � jAj
 (2.3.1)

(f�A)
�

 (t) = 0; t > jAj
 (2.3.2)

oldu¼gu görülür. (2:3:1) ve (2:3:2) den 8t � 0 için

(f�A)
�

 (t) � f �
 (t)�[0;jAj
) (t)

elde ederiz.

Tan¬m 2.3.3 (�� operatörü). f ��
 : (0;1)! [0;1] fonksiyonu

f ��
 (t) =
1

t

tZ
0

f �
 (s) ds

biçiminde tan¬mlan¬r. Burada

f �
 (s) = inf ft � 0 : f�;
 (t) � sg

biçimindedir (Bennett and Sharpley 1988).

Teorem 2.3.2. f; g : Rn+ ! R ölçülebilir fonksiyonlar olsun. Bu durumda f �� fonksiyonu

için aşa¼g¬daki özellikler gerçeklenir.

(i) f ��
 ; (0;1) üzerinde azalan ve süreklidir.

(ii) 8t � 0 için f �
 (t) � f ��
 (t) dir.
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(iii) Hemen her x 2 Rn+ için jf (x)j � jg (x)j ise 8t � 0 için f ��
 (t) � g��
 (t) dir.

·Ispat.

(i) ·Ilk olarak f ��
 ¬n süreklili¼gini gösterelim. 1
t
2 C (0;1) ;

tR
0

' (s) ds 2 C (0;1)

ve sürekli iki fonksiyonun çarp¬m¬da sürekli oldu¼gundan 1
t

tR
0

' (s) ds 2 C (0;1) ve

buradan da f ��
 (t) 2 C (0;1) olur.

Şimdi de f ��
 ¬n azalan oldu¼gunu gösterelim. 0 < t1 < t2 key� sabitler olsun.

f ��
 (t2) =
1

t2

t2Z
0

f �
 (s) ds =
1

t2

t1Z
0

f �
 (s) ds+
1

t2

t2Z
t1

f �
 (s) ds

� 1

t2

t1Z
0

f �
 (s) ds+
1

t2
f �
 (t1) (t2 � t1) =

1

t2

t1Z
0

f �
 (s) ds+

�
1

t1
� 1

t2

�
t1f

�

 (t1)

� 1

t2

t1Z
0

f �
 (s) ds+

�
1

t1
� 1

t2

� t1Z
0

f �
 (s) ds =
1

t1

t1Z
0

f �
 (s) ds = f
��

 (t1)

oldu¼gu görülür ve buradan istenilen elde edilir.

(ii) f �
 fonksiyonu azalan oldu¼gundan

f ��
 (t) =
1

t

tZ
0

f �
 (s) ds �
1

t

tZ
0

f �
 (t) ds = f
�

 (t)

elde edilir.

(iii) 8t � 0 için f �
 (t) � g�
 (t) dir. Buradan da

f ��
 (t) =
1

t

tZ
0

f �
 (s) ds �
1

t

tZ
0

g�
 (s) ds = g
��

 (t)

elde edilir.
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Teorem 2.3.3. t � 0 olmak üzere fp�;
 (t) = f�;

�
t
1
p

�
eşitli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. f; Rn+ de ölçülebilir bir fonksiyon olsun. t � 0 için

f p
�;
 (t) =

0B@ Z
fx:jf(x)j>tg

x
ndx

1CA
p

=

Z
fx:jf(x)jp>tg

x
ndx =

Z
�
x:jf(x)j>t

1
p

� x


ndx = f�;


�
t
1
p

�

elde edilir.

Lemma 2.3.2. 0 < p <1 olmak üzere

Z
Rn+

jf (x)jp x
ndx =
1Z
0

�
f �
 (t)

�p
dt (2.3.3)

eşitli¼gi sa¼glan¬r (Safarov 2000).

·Ispat.

(jf (x)jp)� (t) = inf
n
� � 0 :

���x 2 Rn+ : jf (x)jp > �	��
 � to ; �
1
p = �

= inf
n
�p � 0 :

���x 2 Rn+ : jf (x)j > �	��
 � to
=

�
f �
 (t)

�p
elde edilir. Z

Rn+

jf (x)jp x
ndx =
1Z
0

(jf
 (t)jp)� dt =
1Z
0

�
f �
 (t)

�p
dt

ispat tamamlan¬r.

Lemma 2.3.3. Herhangi t > 0 için

sup
jEj
=t

Z
E

jf (x)jx
ndx =
tZ
0

f �
 (s) ds (2.3.4)
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eşitli¼gi geçerlidir.

Lemma 2.3.4. Z
Rn+

jf (x) g (x)jx
ndx �
1Z
0

f �
 (t) g
�

 (t) dt

eşitsizli¼gi geçerlidir .

·Ispat. Bu eşitsizli¼gi basit fonksiyonlar için ispatlay¬p basit fonksiyonlar¬n yo¼gun-

lu¼gundan yararlanarak tüm fonksiyonlara genelleştirece¼giz.

S (x) =

kX
j=1

�j�Aj ; �1 > �2 > ::: > �k > 0

olsun. Burada Aj ler ayr¬k kümelerdir.

Bj =

j[
i=1

Ai; �j = �j � �j+1; �k+1 = 0

olmak üzere

S (x) =
kX
j=1

�j�Bj

yazabiliriz. Gerçekten

S (x) = �1�B1 + �2�B2 + :::+ �k�Bk

= (�1 � �2)�A1 + (�2 � �3)�A1[A2 + (�3 � �4)�A1[A2[A3
+:::+ (�k � �k+1)�A1[A2[:::[Ak

= �1�A1 � �2�A1 + �2�A1[A2 � �3�A1[A2 + �3�A1[A2[A3
+:::+ �k�A1[A2[:::[Ak � �k+1�A1[A2[:::[Ak

= �1�A1 + �2�A2 + �3�A3 + :::+ �n�An =

kX
j=1

�j�Aj
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elde edilir.

Z
Rn+

js (x) g (x)jx
ndx =

Z
Rn+

�����
kX
j=1

�j�Bj

����� jg (x)jx
ndx =
kX
j=1

�j

Z
�j

jg (x)jx
ndx

�
kX
j=1

�j

j�jj
Z
0

g�
 (t) dt =
kX
j=1

(�j � �j+1)

j�jj
Z
0

g�
 (t) dt

=

kX
j=1

�j


jZ

j�1

g�
 (t) dt =

1Z
0

kX
j=1

�j�[
j�1;
j) (t) g
�

 (t) dt

=

1Z
0

s� (t) g�
 (t) dt

elde edilir. Burada


j =

jX
i=1

jAij
 ; 
0 = 0

d¬r.

Aşa¼g¬daki lemmada T yf genelleştirilmi̧s öteleme operatörü ve f nin 
�yeniden

düzenlemesi aras¬ndaki ili̧ski verilmektedir.

Lemma 2.3.5. Herhangi ölçülebilir A � Rn+ ve y 2 Rn+ için

sup
jAj
=t

Z
A

T y jf (x)jx
ndx = c

tZ
0

f �
 (s) ds

dir (Safarov 2000).

·Ispat. Lemma 2.2.3 ten

Z
A

T y jf (x)jx
ndx = c

Z

(y;0)+A

�� �f (z; zn+1)�� d� (z; zn+1) (2.3.5)
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eşitli¼gi sa¼glan¬r. Burada

�f (z; zn+1) = f

�
z0;
q
z2n + z

2
n+1

�
; zn+1 > 0

d� (z; zn+1) = z
�1n+1dzdzn+1

ile verilir. �f (z; zn+1) fonksiyonu için (2:3:4) eşitli¼gini yazarsak

sup
�( eA)=t

Z
eA
��� ~f (z; zn+1)��� d� (z; zn+1) = c
 tZ

0

�
�f
��
�
(s) ds (2.3.6)

eşitli¼gini elde ederiz. Burada

�
�f
�
�
(s) = inf

�
t > 0 : �( �f)

�

(t) � s
�

= inf
�
t > 0 : �

��
(z; zn+1) :

�� �f (z; zn+1)�� > t	� � s	
�
�
(y; 0) + eA� = jAj
 ve

�
�f
��
�
(s) = f �
 (s)

ile verilir. 8>>><>>>:
z0 = x0

zn = xn cos�

zn+1 = xn sin�

dönüşümünü uygularsak

�
��
(z; zn+1) 2 Rn+1+ :

�� �f (z; zn+1)�� > t	�
=

Z
fx2Rn+:jf(x)j>tg

x
ndx = �
�
x 2 Rn+ : jf (x)j > t

	
= f�;� (t)

elde edilir. Sonuç olarak

�
�f
��
�
(s) = inf ft > 0 : f� (t) � sg = f �
 (s)
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dir. (2:3:5) eşitli¼ginin her iki taraf¬ndan supremum al¬n¬rsa,

sup
jAj
=t

Z
A

T y jf (x)jx
ndx = c
 sup
�( eA)=t

Z
(y;0)+ eA

�� �f (z; zn+1)�� d� (z; zn+1)
= c


tZ
0

�
�f
��
�
(s) ds = c


tZ
0

f �
 (s) ds

eşitli¼gini (2:3:6) eşitli¼gini kullanarak elde ederiz. Böylece Lemman¬n ispat¬tamam-

lanm¬̧s olur.

Teorem 2.3.4. 1 � p � 1; f 2 Lp;

�
Rn+
�
olsun.

kfkLp;
(Rn+) =


f �


Lp(0;1)

eşitli¼gi sa¼glan¬r (Safarov 2000).

·Ispat. Aç¬kt¬r ki



f �


pLp(0;1) = p

1Z
0

tp�1 (f�;
)
� (t) dt = p

1Z
0

tp�1f�;
 (t) dt

=

Z
Rn+

jf (x)jp x
ndx = kfk
p

Lp;
(Rn+)
:

Teorem 2.3.5. f 2 Lp;

�
Rn+
�
; 1 � p <1 olsun. Bu durumda

f�;
 (t) �
1

tp

Z
fx2Rn+:jf(x)j>tg

jf (x)jp x
ndx; t > 0

eşitsizli¼gi gerçeklenir.

40



·Ispat.

Z
fx2Rn+:jf(x)j>tg

jf (x)jp x
ndx � tp
Z

fx2Rn+:jf(x)j>tg

x
ndx

= tp
���x 2 Rn+ : jf (x)j > t	��
 = tpf�;
 (t)

dolay¬s¬yla

f�;
 (t) �
1

tp
kfkpLp;
 =

 
kfkLp;

t

!p
, t > 0

oldu¼gu görülür. Bu durumda

���x 2 Rn+ : jf (x)j > t	��
 �
 
kfkLp;

t

!p

elde edilir.

Bu kesimde son olarak zay¬f Lp;
 yani WLp;
 uzay¬n¬tan¬mlayal¬m.

Tan¬m 2.3.4. 1 � p <1 olmak üzere zay¬f Lp;
 uzay¬

WLp;

�
Rn+
�
=

�
f : kfkWLp;


= sup
t>0
t
1
pf �
 (t) <1

�

şeklinde tan¬mlan¬r.

Lemma 2.3.6. 1 � p <1 olsun. 8f 2 Lp;

�
Rn+
�
için

kfkWLp;
(Rn+)
� kfkLp;
(Rn+)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. Teorem 2.3.4 ten ve f �
 fonksiyonunun azalanl¬¼g¬ndan

kfkLp;
(Rn+) =


f �


Lp(0;1) =

0@ 1Z
0

�
f �

�p
(s) ds

1A 1
p

�

0@ tZ
0

�
f �

�p
(s) ds

1A
1
p

� f �
 (t) t
1
p
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elde edilir. Buradan

kfkLp;
(Rn+) � kfkWLp;
(Rn+)

elde edilir.

Lemma 2.3.7. 0 < p1 < p < p2 � 1, � 2 (0; 1) ve 1
p
= 1��

p1
+ �

p2
olmak üzere

kfkWLp;
(Rn+)
� kfk1��

WLp1;
(Rn+)
kfk�

WLp2;
(Rn+)

sa¼glan¬r.

·Ispat. WLp;
 uzay¬ndaki norm tan¬m¬ndan

kfkWLp;
(Rn+)
= sup

t2[0;1)
t
1
pf �
 (t) = sup

t2[0;1)

h
t
1
p1 f �
 (t)

i1�� h
t
1
p2 f �
 (t)

i�
= kfk1��

WLp1;
(Rn+)
kfk�

WLp2;
(Rn+)

elde edilir.
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3. MAKS·IMAL FONKS·IYON VE RIESZ POTANS·IYEL·I

Maksimal fonksiyon ve Riesz potansiyeli harmonik analizin önemli konular¬aras¬n-

dad¬r. Özellikle k¬smi türevli denklemler teorisi ve matematiksel �zikte birçok uygu-

lamalar¬vard¬r.

Burada klasik maksimal fonksiyon ve Riesz potansiyeli tan¬mlan¬p bunlar¬n varl¬k ve

s¬n¬rl¬l¬k özellikleri incelenecektir.

3.1 Maksimal Fonksiyon

f , Rn üzerinde hemen her x için integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Temel Lebesgue

Teoremi�ne göre

lim
r!0

1

m (B (x; r))

Z
B(x;r)

f (y) dy = f (x)

ifadesi hemen her x için geçerlidir, burada

B(x; r) = fy �Rn : jx� yj < rg

x merkezli r yar¬çapl¬aç¬k yuvard¬r. Yukar¬daki limit yerine supremum ve f yerine

jf j al¬narak f nin maksimal fonksiyonu tan¬mlan¬r.

Maksimal fonksiyon Rn nin standart kümelerinde n = 1 için Hardy Littlewood

taraf¬ndan tan¬mlanm¬̧s ve Wiener taraf¬ndan n�boyutlu Rn Öklid uzay¬na geni̧sletil-

mi̧stir (Stein 1970).

Tan¬m 3.1.1. f : Rn ! R integrallenebilir bir fonksiyon olsun. f nin maksimal

fonksiyonu;

Mf (x) = sup
r>0

1

m (B (x; r))

Z
B(x;r)

jf (y)j dy

biçiminde tan¬mlan¬r.
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Şimdi Rn üzerinde bir g fonksiyonunun m fx 2 Rn : jg (x)j > �g da¼g¬l¬m fonksi-

yonunu göz önüne alal¬m ve bunu da g� (�) ile gösterelim. Yani

m fx : jg (x)j > �g = g� (�)

olsun. g 2 Lp iken Z
Rn+

jg (y)jp dy = �
1Z
0

�pdg� (�)

sa¼glan¬r. Gerçekten
1R
0

�pdg� (�) integraline k¬smi integrasyon uygularsak;

1Z
0

�pdg� (�) = lim
�!1

�pg� (�)�
1Z
0

g� (�) p�
p�1d� = �

1Z
0

g� (�) p�
p�1d�

= �
1Z
0

Z
Rn+

� fx 2 Rn : jg (x)j > �g dxd�p

= �
Z
Rn+

1Z
0

� fx 2 Rn : jg (x)j > �g d�pdx

= �
Z
Rn+

Z
fx2Rn+:jg(x)j>�g

d�pdx = �
Z
Rn+

jg(x)jZ
0

d�pdx

= �
Z
Rn+

jg(x)jZ
0

p�p�1d�dx = �
Z
Rn+

�
p
�p

p
jjg(x)j0

�
dx = �

Z
Rn+

jg (x)jp dx

oldu¼gu görülür ve istenilen eşitlik elde edilir.

Teorem 3.1.1. Rn üzerinde tan¬mlanan f fonksiyonu için

(i) f 2 Lp (Rn) ; 1 < p � 1 ise Mf maksimal fonksiyonu hemen her yerde s¬n¬rl¬d¬r.

44



(ii) E¼ger f 2 L1 (Rn) ise 8� > 0 için

m fx :Mf (x) > �g � A

�

Z
Rn+

jf (x)j dx

sa¼glan¬r, burada A sadece boyuta ba¼gl¬bir sabittir ve m Lebesgue ölçüsüdür.

(iii) f 2 Lp (Rn) ; 1 < p � 1 ise Mf 2 Lp (Rn) ve

kMfkp � Ap kfkp

eşitsizli¼gi gerçeklenir (Stein 1970).

·Ispat. Öncelikle teoremin (ii) ifadesini ispatlayal¬m. E� = fx :Mf (x) > �g olsun.

8x 2 E� için Bx = B (x; r) ; x merkezli yuvar¬E� da bulunsun. Bu durumda

Mf (x) = sup
r>0

1

m (Bx)

Z
Bx

jf (y)j dy

oldu¼gundan

Mf (x) > �)
Z
Bx

jf (y)j dy > �m (Bx) (3.1.1)

elde edilir. Buradan m (Bx) < 1
�
kfk1 elde ederiz. fBkg ; E� da bulunan ayr¬k

yuvarlar¬n bir dizisi olsun. Bu durumda

1X
k=0

m (Bk) � cm (E�) (3.1.2)

olur. (3:1:1) eşitsizli¼ginde Bx yerine
S
k

Bk al¬n¬rsa bu durumda

Z
S
k
Bk

jf (y)j dy > �
X
k

m (Bk) � �cm (E�)
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elde edilir. Bu eşitsizlikten

Z
Rn+

jf (y)j dy > �cm (E�)

elde edilir ki buradan E� = fx :Mf (x) > �g yerine yaz¬l¬rsa

m fx :Mf (x) > �g < 1

�c

Z
Rn+

jf (y)j dy

oldu¼gu görülür. Burada A = 1=c seçilirse (ii) ispatlan¬r.

Şimdi 1 � p � 1 için (i) ve (iii) ifadelerini ispatlayal¬m.
R
Rn+

jMf jp dx in sonlu

oldu¼gunu gösterelim. Rn üzerinde tan¬ml¬bir g (x) fonksiyonunun da¼g¬l¬m fonksiyonu

g� (�) = m fx 2 Rn : jg (x)j > �g

ile tan¬mlan¬r. g 2 Lp (Rn) iken

Z
Rn+

jg (y)j dy = �
1Z
0

�pdg� (�)

d¬r. Şimdi

m (E�) = m fx : jMf (x)j > �g = g� (�)

al¬n¬rsa

kMfkpp =
Z
Rn+

(Mf)p dx = p

1Z
0

�p�1m (E�) d� (3.1.3)

elde edilir. Bu integrali hesaplayabilmek için m (E�) için bir eşitsizlik elde edelim.

Bunun için f1 fonksiyonunu

f1 (x) =

8<: f (x) ; jf (x)j � �
2

0 ; jf (x)j < �
2
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biçiminde tan¬mlayal¬m. Bu durumda

jf (x)j � jf1 (x)j+
�

2
)Mf (x) �Mf1 (x) +

�

2

sa¼glan¬r. Buradan

m (E�) = m fx : jMf (x)j > �g � m
n
x :Mf1 (x) >

�

2

o
elde edilir. Dolay¬s¬yla

m (E�) � m
n
x :Mf1 (x) >

�

2

o
� 2A

�

Z
Rn+

f1 (x) dx

oldu¼gu görülür. Sonuç olarak

m (E�) �
2A

�

Z
jf j>�

2

jf (x)j dx

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Bu son eşitsizli¼gi (3:1:3) te yerine yazarsak

kMfkpp = p
1Z
0

�p�1m (E�) d� � p
1Z
0

�p�1

0B@ Z
jf j>�

2

jf (x)j dx

1CA d�
elde edilir. Bu iki integralin de¼gerini hesaplamak için integrasyon s¬ras¬n¬de¼gi̧stire-

lim. ·Ilk integrali � ya göre al¬r¬z. ·Içteki integral p > 1 oldu¼gundan

2jf(x)jZ
0

�p�2d� =
1

p� 1 j2f (x)j
p�1

olur. Katl¬integralin de¼geri

2Ap
p� 1

Z
Rn+

jf j j2f jp�1 dx = (Ap)p
Z
Rn+

jf jp dx
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olarak elde edilir. Böylece teoremin (iii) ifadesi ispatlanm¬̧s olur. Burada Ap;

Ap = 2

�
5pp

p� 1

� 1
p

; 1 < p <1

ile verilir.

3.2 Riesz Potansiyeli

f yeterince düzgün bir fonksiyon olmak üzere f fonksiyonunun Laplasyeni;

�f =

nX
j=1

@2f

@x2j

biçiminde tan¬mlan¬r. Laplasyenin Fourier dönüşümü

(��f)^ (x) = (2� jxj)2f̂ (x) (3.2.1)

şeklindedir. (3:2:1) ifadesinde kuvvetteki 2 yerine � al¬n¬rsa bu durumda Laplasyenin

kesirli kuvveti aşa¼g¬daki gibi tan¬mlan¬r.

�
(��)

�
2 f
�^
(x) = (2� jxj)� f̂ (x)

� kuvvetinin, �n < � < 0; negatif olmas¬özel bir öneme sahiptir. Bundan dolay¬

(3:2:1) operatörünü integral operatörü olarak ifade edebiliriz. Yani basit bir notasyon

de¼gi̧sikli¼giyle;

I� (f) = (��)�
�
2 (f) ; 0 < � < n

yazabiliriz, burada

(I�f) (x) =
1


 (�)

Z
Rn+

jx� yj�n+� f (y) dy

ve


 (�) = �
n
2 2�

�
�
n
2

�
�
�
n
2
� �

2

�
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ile verilir. I� operatörüne Riesz Potansiyeli denir.

Teorem 3.2.1 (Riesz Potansiyeli için Hardy-Littlewood-Sobolev Teoremi).

0 < � < n; 1 � p < q <1; 1
q
= 1

p
� �

n
olsun.

(i) E¼ger f 2 Lp (Rn) ise

(I�f) (x) =
1


 (�)

Z
Rn+

jx� yj�n+� f (y) dy

integrali hemen her x için mutlak yak¬nsakt¬r.

(ii) E¼ger ek olarak p > 1 ise bu durumda

kI�fkq � Ap;q kfkp

eşitsizli¼gi gerçeklenir.

(iii) E¼ger f 2 L1 (Rn) ise bu durumda

m fx : jI�f (x)j > �g �
�
A kfk1
�

�q
d¬r (Stein 1970).

·Ispat. K (x) = jxj�n+� olsun. f ! I�f dönüşümü yerine f ! K � f dönüşümünü

göz önüne alal¬m (iki dönüşüm aras¬nda bir sabitle çarp¬m kadar fark vard¬r). K y¬

K1 +K2 olarak ayr¬̧st¬ral¬m. Burada

K1 (x) =

8<: K (x) ; jxj � �

0 ; jxj > �
K2 (x) =

8<: K (x) ; jxj > �

0 ; jxj � �

biçimindedir. Buradan

K � f = K1 � f +K2 � f
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elde edilir. Şimdi K1 � f ve K2 � f nin s¬n¬rl¬oldu¼gunu gösterirsek K � f nin s¬n¬rl¬

oldu¼gunu, dolay¬s¬yla I�f nin s¬n¬rl¬oldu¼gunu göstermi̧s oluruz.

(K1 � f) (x) =

Z
jxj��

K (x� t) f (t) dt =
Z

jxj��

jx� tj�n+� f (t) dt

� kfkp
Z

jxj��

jx� tj�n+� dt <1

(K2 � f) (x) =
Z

jxj>�

K (x� t) f (t) dt =
Z

jxj>�

jx� tj�n+� f (t) dt

dir. p0 ile p nin dualini gösterelim. Hölder eşitsizli¼ginden

(K2 � f) (x) =
Z

jxj��

jx� tj�n+� f (t) dt �

264 Z
jxj��

�
jx� tj�n+�

�p0
dt

375
1
p0

kfkp

ve Z
jxj��

1�
jtjn��

�p0 dt <1; (�n+ �) p0 < �n

elde edilir. Böylece teoremin (i) ifadesi ispatlanm¬̧s olur. Şimdi (iii) yi ispatlayal¬m.

(I�f) (x) =
1


 (�)

Z
Rn+

jx� yj�n+� f (y) dy (y yerine x+ y yaz¬l¬rsa)

=
1


 (�)

Z
Rn+

jyj�n+� f (x+ y) dy = 1


 (�)

Z
Rn+

f (x+ y)

jyjn��
dy

=
1


 (�)

Z
jyj��

f (x+ y)

jyjn��
dy +

1


 (�)

Z
jyj>�

f (x+ y)

jyjn��
dy

= (I�1f) (x) + (I�2f) (x)

elde edilir.

fx : j(I�f) (x)j > 2�g � fx : j(I�1f) (x)j > �g [ fx : j(I�2f) (x)j > �g
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oldu¼gundan

m fx : j(I�f) (x)j > 2�g � m fx : j(I�1f) (x)j > �g+m fx : j(I�2f) (x)j > �g

ve

m fx : j(I�1f) (x)j > �g =

Z
fx:jI�1f(x)j>�g

1pdx �
Z

fx:jI�1f(x)j>�g

����I�1f (x)�

����p dx
=

1

�p

Z
Rn+

jI�1f (x)j
p dx =

1

�p
kI�1fk

p
p

gerçeklenir. Dolay¬s¬yla

m fx : j(I�1f) (x)j > �g �
1

�p
kI�1fk

p
p =

1

�p
A kK1 � fkpp �

A

�p
kK1k1 kfkp

elde edilir. Buradan

kK1k1 =
Z

jxj��

jxj�n+� dx = wn
�Z
0

r�n+�rn�1dr = B��

m fx : jI�1f (x)j > �g �
B��

��
kfkp

ise

m fx : jI�1f (x)j > �g �
A0

��
kK2k1 kfk

p
p

dir.

kK2 � fk1 � kK2kp0 kfkp

kK2kp0 =

0B@ Z
jxj��

�
jxj�n+�

�p0
dx

1CA
1
p0

= c1�
�n
q

ve kK2kp0 = �; c1�
�n
q = � seçersek kK2 � fk1 � � ve böylece

m fx : jK1 � f j > �g = 0 olur. Bu durumda

m fx : jI�f (x)j > 2�g �
B��

��
kfkp =

�
B��

��

�p
= B2

�kfkp
�

�q
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elde edilir ve (iii) ifadesi ispatlanm¬̧s olur.

Şimdi (ii) yi ispatlayal¬m. ·Ispat¬yaparken, Marcinkiewicz ·Interpolasyon Teoremi�nden

yararlanaca¼g¬z. (iii) den dolay¬I� zay¬f (1; q0) =
�
1; 1

1��
n

�
tipli operatördür.

(p1; q1) =

�
p1;

1
1
p1
��
n

�
tipli operatör, (p0; p1) ; (q0; q1) say¬lar¬n¬Marcinkiewicz ·In-

terpolasyon Teoremi�ne uygun olarak seçelim. I� zay¬f (p0; q0) ve (p1; q1) tipli ope-

ratördür. Bu durumda Marcinkiewicz Teoremi�nden

0 < � < 1 ve
1

p
=
1� �
p0

+
�

p1
;

1

q
=
1� �
q0

+
�

q1

olmak üzere I� kuvvetli (p; q) tipli operatördür.

1

q
=

1� �
q0

+
�

q1
= (1� �)

�
1� �

n

�
+ �

�
1

p1
� �
n

�
= 1� � � �

n
+
�

n
� +

�

p1
� ��

n
= 1� � � �

n
+
�

p1
=
1

p
� �
n

oldu¼gundan Marcinkiewicz ·Interpolasyon Teoreminden

kI�fkq � c kfkp ;
1

q
=
1

p
� �
n

elde edilir. Böylece teoremin ispat¬tamamlanm¬̧s olur.
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4. B�MAKS·IMAL FONKS·IYON VE B�RIESZ POTANS·IYEL·I

Bu bölümde Guliyev (2003) taraf¬ndan tan¬mlanan M
f B�maksimal fonksiyonu

ve Gadjiev ve Aliev (1988) taraf¬ndan tan¬mlanan I�;
f B�Riesz potansiyeli tan¬m-

lan¬p bunlar¬n varl¬k ve s¬n¬rl¬l¬k özellikleri incelenecektir.

4.1 B�Maksimal Fonksiyon

Tan¬m 4.1.1. f : Rn+ ! R ölçülebilir bir fonksiyon olmak üzere

M
f (x) = sup
r>0

1

jE (0; r)j


Z
E(0;r)

T y jf (x)j y
ndy

biçiminde tan¬mlanan fonksiyona B�maksimal fonksiyon denir (Guliyev 2003).

Teorem 4.1.1.

(i) f 2 L1;

�
Rn+
�
ve 8� > 0 için

jfx :M
f (x) > �gj
 �
c

�

Z
Rn+

jf (x)jx
ndx

dir. Burada c > 0 d¬r ve f den ba¼g¬ms¬zd¬r.

(ii) f 2 Lp;

�
Rn+
�
; 1 < p � 1 için M
f 2 Lp;
 (R) ve

kM
fkLp;
(R) � cp kfkLp;
(Rn+) ; cp > 0

eşitsizli¼gi gerçeklenir.

·Ispat. ·Ilk olarak homojen tipli bir uzay üzerinde tan¬ml¬bir maksimal fonksiyon

tan¬mlayaca¼g¬z. Teoremin ispat¬n¬bu fonksiyonun s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬kullanarak elde ede-

ce¼giz. (X; �; �) homojen tipli bir topolojik uzay olsun. Bu durumda � bir sürekli bir
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psedo metriktir ve �; �(E(x; 2r)) � C�(E(x; r) koşulunu sa¼glayan bir ölçüdür.

X homojen uzay¬üzerinde E (x; r) = fy 2 Rn+ : jx� yj < rg olmak üzere;

maksimal fonksiyon

M�f (x) = sup
r>0

1

� (E (x; r))

Z
E(x;r)

jf (y)j d� (y)

biçiminde tan¬mlan¬r.

M� operatörünün zay¬f (1; 1) tipinden oldu¼gu ve Lp(X; d�) üzerinde s¬n¬rl¬oldu¼gu

bilinmektedir. Bu sonucu X = Rn+ ; � = jx � yj ve d�(x) = x
ndx durumu içn

kullanaca¼g¬z. E¼ger M
f (x) � cM�f (x) oldu¼gunu gösterirsek M
 fonksiyonunun

(1; 1) zay¬f tipinden oldu¼gu ve ayn¬şekilde Lp;
(Rn+) üzerinde s¬n¬rl¬oldu¼gu görülür.

Aşa¼g¬da teoremin ispat¬nda kullanaca¼g¬m¬z baz¬eşitsizlikler elde edilmi̧stir.

� (E (x; r)) = jE (x; r)j
 =
Z

fy2Rn+:jx�yj<rg

y
ndy � crn+
 max
n
1;
�xn
r

�
o

elde edilir. Buradan

jE (x; r)j
 � crn+
 max
n
1;
�xn
r

�
o
elde ederiz. Şimdi T y�E+(0;r) (x) için bir eşitsizlik elde edece¼giz.

T yf (x) = �
�1
2
�
�

 + 1

2

�
� (
)

�Z
0

f
�
x0 � y0; :::;

p
x2n � 2xnyn cos�n + y2n

�
sin
�1 �d�

den dolay¬
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T y�E(0;r) (x) � c

Z
f�2(0;�):(x21+:::+x2n�1+x2n�2xnyn cos�+y2n)<r2g

sin
�1 �d�

= c
nY
i=1

Z
f�2(0;�):(x21+:::+x2n�1+x2n�2xnyn cos�+y2n)<r2g

sin
�2 � d cos�

= c

Z
max

�
�1;x

2
n+y

2
n�r2

2xnyn

�
�
1� t2

� 

2
�1
dt

� cmin

(
1;
r


2 (r � jxn � ynj)



2

(xnyn)


2

)
� cmin

(
1;

�
r

xn

��
)

dir. Sonuç olarak, c > 0; x 2 Rn+; r > 0 ve y 2 E (x; r)

T y�E(0;r) (x) � cmin
�
1;

�
r

xn

�
�

bulunur.

M
f (x) � sup
r>xj ;j=1;k

r�xj ;;j=k+1;n
ij 6=ip;j 6=p

jE (0; r)j�1

Z

E(x;r)

jf (y)jT y�E(0;r) (x) y
dy

burada

M
;0f (x) = sup
r�xj ;;j=1;n

jE+ (0; r)j�1

Z

E+(x;r)

jf (y)jT y�E+(0;r) (x) y

dy

ile verilir.

M
;nf (x) = sup
r>xj ;;j=1;n

jE+ (0; r)j�1

Z

E(x;r)

jf (y)jT y�E+(0;r) (x) y

dy

Genelli¼gi kaybetmeden ij � j; j = 1; 2; :::; n oldu¼gunu varsayal¬m. Bu durumda

M
f (x) = sup
r>xj ;;j=1;k

r�xj ;;j=k+1;n

jE (0; r)j�1

Z

E(x;r)

jf (y)jT y�E(0;r) (x) y
dy
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oldu¼gu görülür. Bu durumda

� (E (x; r)) � crn+
; jE (0; r)j
 = rn+


ve

T y�E(0;r) (x) � 1

oldu¼gundan

� (E(x; r) � crn+
 max
n
1;
�xn
r

�
o
= crn+


�xn
r

�

dir. Buradan

T y�E(0;r) � cmin
�
1;

�
r

xn

�
�
=

�
r

xi

�
i
oldu¼gundan

M
f (x) � c sup
r>xj ;;j=1;k

r�xj ;;j=k+1;n

jE (0; r)j�1
 rn+

�xn
r

�
 � r
xn

�
1

� (E (x; r))

Z
E(x;r)

jf (y)j y
n dy

� cM�f (x)

elde ederiz. Böylece teoremin ispat¬tamamlanm¬̧s olur.

4.2 B�Riesz Potansiyeli

Tan¬m 4.2.1. f 2 Lp;

�
Rn+
�
olsun. Bu durumda B�Riesz Potansiyeli

I�;
f (x) =

Z
Rn+

T y jxj��n�
 f (y) y
ndy 0 < � < n+ 


şeklinde tan¬mlan¬r.

B�Riesz Potansiyeli, Riesz Potansiyelindeki adi öteleme yerine genelleştirilmi̧s öteleme

operatörü al¬narak Gadjiev ve Aliev (1988) taraf¬ndan tan¬mlanm¬̧st¬r.

Teorem 4.2.1. 0 < � < n+ 
, 1 � p < n+

�
; 1
p
� 1

q
= �

n+

olsun.
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(i) E¼ger f 2 Lp;

�
Rn+
�
ise I�;
 integrali hemen her yerde mutlak yak¬nsakt¬r.

(ii) 1 < p < n+

�

olmak üzere e¼ger f 2 Lp;

�
Rn+
�
ise I�;
f 2 Lq;
 (R) ve

kI�;
kLq;
(R) � cp kfkLp;
(Rn+) ; cp > 0

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

(iii) 1
q
= 1� �

n+

olmak üzere e¼ger f 2 L1;


�
Rn+
�
ise

���x 2 Rn+ : I�;
f (x) > �	��
 � � c� kfkL1;
(Rn+)
�q
; � > 0

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat.

(i) f1 (x) = f (x)�E+(0;1); f2 (x) = f (x)� f1 (x) olsun. Bu durumda

I�;
f (x) = I�;
f1 (x) + I�;
f2 (x) = J1 (x) + J2 (x)

olur. Buradan

jJ1 (x)j �
Z

E+(0;1)

jyj��n�
 T yf (x) y
dy

jJ1 (x)j �
Z
Rn+

jyj��n�
 �E+(0;1) (y)T
y jf (x)j y
dy

elde edilir. Young eşitsizli¼ginden;

kJ1 (:)k
Lp;
(Rn+)

� c


j:j��n�
 �E+(0;1)

L1;
(Rn+) kfkLp;
(Rn+)
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eşitsizli¼gini elde ederiz. Eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬ndaki norm



j:j��n�
 �E+(0;1)

L1;
(Rn+) =
Z

E+(0;1)

jyj��n�
 y
dy = c
1Z
0

r��1dr = c1 <1

yerine yaz¬l¬rsa, 1 � p � 1; f 2 Lp;

�
Rn+
�
için

kJ1 (:)k
Lp;
(Rn+)

� c kfkLp;
(Rn+)

elde edilir. Hölder eşitsizli¼gini kullanarak

jJ2 (x)j �
Z

Rn+nE+(0;1)

jyj��n�
 T y jf (x)j y
dy

� kT x jf (:)jkLp;
(Rn+)

0B@ Z
Rn+nE+(0;1)

jyj(��n�
)p
0
dy

1CA
1
p0

eşitsizli¼gini elde ederiz. Ayr¬ca

kT xfkLp;
(Rn+) � kfkLp;
(Rn+)

oldu¼gundan

jJ2 (x)j � kfkLp;
(Rn+)

0B@ Z
Rn+nE+(0;1)

jyj(��n�
)p
0
dy

1CA
1
p0

sa¼glan¬r. Böylece 1 � p < n+

�
; c > 0 için x 2 Rn+ olmak üzere

jJ2 (x)j � c kfkLp;
(Rn+)

elde edilir.

Sonuç olarak; key�f 2 Lp;

�
Rn+
�
ve 1 � p < n+


�
için I�;
f (x) ; B�Riesz Potansiyeli

hemen her x 2 Rn+ için mutlak yak¬nsakt¬r.
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(ii)

I�;
f (x) =

Z
Rn+

T y jxj��n�
 f (y) y
dy

=

0B@ Z
E+(0;t)

+

Z
Rn+nE+(0;t)

1CAT yf (x) jyj��n�
 y
dy
= A (x; t) + C (x; t)

olsun. Her k < 0 için toplam al¬rsak

jA (x; t)j �
Z

E+(0;t)

jT yf (x)j jyj��n�
 y
dy =
�1X

k=�1

Z
2kt�jyj�2k+1t

jT yf (x)j jyj��n�
 y
dy

� c
�1X

k=�1

�
2kt
���n�
 Z

2kt�jyj�2k+1t

jT yf (x)j y
dy � ct
 (MBf) (x)

elde ederiz. Burada f; x ve t den ba¼g¬ms¬zd¬r.

Şimdi C (x; t) ifadesi için bir eşitsizlik elde edelim.

C (x; t) =

Z
Rn+nE+(0;t)

T yf (x) jyj��n�
 y
dy

biçimindedir. Hölder eşitsizli¼gini kullanarak

jC (x; t)j �

0B@ Z
Rn+nE+(0;t)

jT yf (x)jp y
dy

1CA
1
p
0B@ Z
Rn+nE+(0;t)

jyj(��n�
)p
0
y
dy

1CA
1
p0

� kT yfkLp;


0B@ Z
Rn+nE+(0;t)

jyj(��n�
)p
0
y
dy

1CA
1
p0

� ct�
(n+
)
q kfkLp;
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eşitsizli¼gini elde ederiz. Böylece

jI�;
f (x)j � c
�
t�M
f (x) + t

� (n+
)
q kfkLp;
(Rn+)

�

t =
h
(M
f (x))

�1 kfkLp;
(Rn+)
i p
n+


al¬n¬rsa

jI�;
f (x)j � c (M
f (x))
p
q kfk1�

p
q

Lp;
(Rn+)

elde edilir. Sonuç olarak,

Z
E+(0;t)

jI�;
f (y)jq y
dy � c kfkq�pLp;
(Rn+)

Z
Rn+nE+(0;t)

(M
f (x))
p y
dy � c kfkq

Lp;
(Rn+)

elde edilir ve ispat tamamlan¬r.

(iii) f 2 L1;

�
Rn+
�
olsun.

jfx : jI�;
f (x)j > 2�gj
 � jfx : jA (x; t)j > �gj
 + jfx : jC (x; t)j > �gj


eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. (3:2:1) eşitli¼gini Teorem 4.1.1 e uygularsak

�
���x 2 Rn+ : jA (x; t)j > �	��
 = � R

fx2Rn+:jA(x;t)j>�g
x
dx � �

R
fx2Rn+:ct�M
f(x)>�g

x
dx

= �
���x 2 Rn+ :M
f (x) >

�
ct�

	��


� � c1t�

�

R
Rn+

jf (x)jx
dx = c1t� kfkL1;
(Rn+)

elde edilir.

jC (x; t)j �
Z

Rn+nE+(0;t)

jT yf (x)j jyj��n�
 y
dy

� t��n�

Z

Rn+nE+(0;t)

jT yf (x)j y
dy = t�
(n+
)
q kfkL1;
(Rn+)
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oldu¼gu görülür.

t�
(n+
)
q kfkL1;
(Rn+) = �

al¬n¬rsa jC (x; t)j � � sa¼glan¬r. Sonuç olarak

���x 2 Rn+ : jI�;
f (x)j > �	��
 = 0
elde edilir. Buradan,

���x 2 Rn+ : jI�;
f (x)j > 2�	��
 � c1
�
t� kfkL1;
(Rn+)

= c1t
n+
 = c1�

�q kfkq
L1;
(Rn+)

=
c

�
kfkq

L1;
(Rn+)

elde edilir. Böylece f ! I�;
f operatörü zay¬f (1; q) tipindendir.
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5. LAPLACE-BESSEL D·IFERENS·IYEL OPERATÖRÜNE KARŞILIK

GELEN GENELLEŞT·IR·ILM·IŞ MAKS·IMAL FONKS·IYON VE

GENELLEŞT·IR·ILM·IŞ RIESZ POTANS·IYEL·I

Bu bölümde B�konvolüsyon için O�Neil tipinden bir eşitsizlik ispat edilecek bu eşit-

sizlik yard¬m¬yla Laplace-Bessel diferensiyel operatörüne kaŗs¬l¬k gelen (rough) kaba

çekirdekli kesirli maksimal fonksiyon (genelleştirilmi̧s kesirli B�maksimal fonksiyon)

ve kesirli integral (genelleştirilmi̧s B�kesirli integral) operatörlerinin s¬n¬rl¬l¬¼g¬ispat

edilecektir.

Aşa¼g¬daki Hardy eşitsizlikleri ana sonuçlar¬m¬z¬n ispat¬nda önemli bir yere sahiptir.

Lemma 5.1. 1 < p � q < 1 olsun. Aşa¼g¬daki eşitsizli¼gi sa¼glayacak şekilde '

fonksiyonundan ba¼g¬ms¬z bir c sabiti vard¬r.

0@ 1Z
0

0@ tZ
0

' (s) ds

1Aq

! (t) dt

1A
1
q

� c

0@ 1Z
0

' (t)p � (t) dt

1A 1
p

, K = sup
r>0

0@ 1Z
r

! (t) dt

1A 1
q
0@ rZ
0

� (t)1�p
0
dt

1A 1
p0

<1 (5.1)

Burada p+ p0 = pp0 dir. Ayr¬ca (5:1) yi sa¼glayan en iyi c sabiti ise

K � c � k (p; q)K (5.2)

dir. (5:2) deki k (p; q) sabiti,

k (p; q) = p
1
q (p0)

1
p0 ; k (p; q) = q

1
q (q0)

1
p0 veya k (p; q) =

�
1 +

q

p0

� 1
q
�
1 +

p0

q

� 1
p0

gibi çeşitli biçimlerde verilir (Mazya1985).

Lemma 5.2. 1 < p � q <1; � ve ! ölçülebilir, (0;1) üzerinde pozitif iki fonksiyon

olsun. Bu durumda aşa¼g¬daki eşitsizlik sa¼glanacak şekilde ' fonksiyonundan ba¼g¬ms¬z
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bir c sabiti vard¬r.

0@ 1Z
0

0@ 1Z
0

' (s) ds

1Aq

! (t) dt

1A
1
q

� c

0@ 1Z
0

' (t)p � (t) dt

1A 1
p

, K1 = sup
r>0

0@ rZ
0

! (t) dt

1A 1
q
0@ 1Z
r

� (t)1�p
0
dt

1A 1
p0

<1 (5.3)

(5:3) ü sa¼glayan en iyi c sabiti K1 � c � k (p; q)K1 aral¬¼g¬ndad¬r (Mazya 1985).

5.1 B�Konvolüsyonun 
�Yeniden Düzenlemesi ·Için O�Neil Tipli Eşitsizlik

Aşa¼g¬daki teoremdeB�konvolüsyonun 
�yeniden düzenlenmesi için O�Neil tipli eşit-

sizlik elde edilmi̧stir.

Teorem 5.1.1. f ve g, Rn+ üzerinde pozitif ölçülebilen fonksiyonlar olsun. Bu

durumda 0 < t <1 için,

(f 
 g)��
 (t) � c


0@f ��
 (t) tZ
0

g��
 (u) du+

1Z
t

f �
 (u) g
��

 (u) du

1A (5.1.1)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r (Guliyev, Şerbetçi and Safarov 2007).

·Ispat. t > 0 için bir Et kümesi seçebiliriz öyle ki,

�
x 2 Rn+ : jf (x)j > f �
 (t)

	
� Et �

�
x 2 Rn+ : jf (x)j � f �
 (t)

	
kapsama ba¼g¬nt¬s¬gerçeklenir.

f1 (x) =
�
f (x)� f �
 (t)

�
�Et (x)

f2 (x) = f (x)� f1 (x)
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ile verilsin. Herhangi ölçülebilir A � Rn+ kümesi için jAj
 = t olsun.Z
A

(g 
 f1) (x)x
ndx =

Z
A

Z
Rn+

f1 (y)T
yg (x) y
nx



ndydx

=

Z
Rn+

Z
A

f1 (y)T
yg (x) y
nx



ndxdy

=

Z
Rn+

f1 (y) y


ndy

Z
A

T yg (x)x
ndx

elde edilir. Lemma 2.3.5 ten;

Z
A

(g 
 f1) (x)x
ndx � c


tZ
0

g�
 (u) du

Z
Rn+

f1 (y) y


ndy

� c


tZ
0

g��
 (u) du

Z
Rn+

f1 (y) y


ndy

oldu¼gu görülür. f1 de¼geri yerine yaz¬ld¬¼g¬nda;

Z
A

(g 
 f1) (x)x
ndx � c


tZ
0

g��
 (u) du

Z
Rn+

�
f (y)� f �
 (t)

�
�Et (y) y



ndy

= c


tZ
0

g��
 (u) du

0@Z
Et

f (y) y
ndy � f �
 (t) t

1A
elde edilir. Böylece (2:3:4) eşitli¼ginden,

(g 
 f1)��
 (t) =
1

t
sup
jAj
=t

Z
A

(g 
 f1) (x)x
ndx

� sup
jAj
=t

c


tZ
0

g��
 (u) du

0@1
t

Z
Et

f (y) y
ndy � f �
 (t)

1A
� c


�
f ��
 (t)� f �
 (t)

� tZ
0

g��
 (u) du
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elde edilir. Lemma 2.3.5 ve (2:3:4) eşitli¼gini kullanarak,

(Tg (x))�
 (s) � (Tg (x))
��

 =

1

t
sup
jAj
=t

Z
A

T yg (x) y
ndy =
1

t
c


tZ
0

g�
 (s) ds = c
g
��

 (s)

(5.1.2)

elde edilir. Lemma 2.3.4 ten,

(g 
 f2) (x) =

Z
Rn+

f2 (y)T
yg (x) y
ndy �

1Z
0

f �
;2 (u) (Tg)
��

 (u) du �

1Z
0

f �
;2 (u) g
��

 (u) du

= c


0@f �
 (t) tZ
0

g��
 (u) du+

1Z
t

f �
 (u) g
��

 (u) du

1A
elde edilir. Sonuç olarak (2:3:4) eşitli¼ginden,

(g 
 f2)��
 (t) � c


0@f �
 (t) tZ
0

g��
 (u) du+

1Z
t

f �
 (u) g
��

 (u) du

1A
ve

f �
 (t) � f ��
 (t)

oldu¼gundan,

(g 
 f2)��
 (t) � c


0@f ��
 (t) tZ
0

g��
 (u) du+

1Z
t

f �
 (u) g
��

 (u) du

1A
eşitsizli¼gi elde edilir.

Teorem 5.1.2. g 2 WLr;

�
Rn+
�
; 1 < r <1 olsun.

(f 
 g)�
 (t) � (f 
 g)
��

 (t) � c1 kgkWLr;


0@t� 1
r

tZ
0

f �
 (s) ds+

1Z
t

s�
1
r f �
 (s) ds

1A
(5.1.3)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r, burada c1 = c
r0 (1 + r0) eşitli¼gi ile verilir (Guliyev, Şerbetçi and

Safarov 2007).
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·Ispat.

kgkWLp;

= sup

t>0
t
1
pf �
 (t)

biçimindedir. Buradan

t
1
r g�
 (t) � kgkWLr;


oldu¼gu görülür. Dolay¬s¬yla

g�
 (t) � t�
1
r kgkWLr;


elde edilir. Son buldu¼gumuz eşitsizlikte her iki taraf¬n integralini al¬rsak,

1

t

tZ
0

g�
 (t) dt � kgkWLr;


1

t

tZ
0

t�
1
r dt

oldu¼gundan

g��
 (t) �
r

r � 1 kgkWLr;

t�

1
r

sa¼glan¬r. Buradan

g��
 (t) � r0 kgkWLr;

t�

1
r

eşitsizli¼gini elde ederiz. Teorem 5.1.1 den

(f 
 g)��
 (t) � c

�
f ��
 (t)

tR
0

g��
 (u) du+
1R
t

f �
 (u) g
��

 (u) du

�

� c


0@1
t

tZ
0

f �
 (s) ds

tZ
0

r0 kgkWLr;

u�

1
r du+

1Z
t

f �
 (u) r
0 kgkWLr;


u�
1
r du

1A
� c


0@1
t

tZ
0

f �
 (s) dsr
0 kgkWLr;


tZ
0

u�
1
r du+ r0 kgkWLr;


1Z
t

u�
1
r f �
 (u) du

1A
� c1 kgkWLr;


0@1
t

tZ
0

f �
 (s) ds+

1Z
t

u�
1
r f �
 (u) du

1A
istenilen eşitsizlik elde edilir.
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5.2 B�Konvolüsyon ·Için O�Neil Tipli Eşitsizlik

Bu k¬s¬mda B�konvolüsyon için O�Neil tipli eşitsizlik ispatland¬.

Teorem 5.2.1.

(i) 1 < p < q < 1; 1
p0 +

1
q
= 1

r
; f 2 Lp;


�
Rn+
�
ve g 2 WLr;


�
Rn+
�
olsun. Bu

durumda f 
 g 2 Lq;

�
Rn+
�
ve

kf 
 gkLq;
 � A1 kfkLp;
 kgkWLr;

(5.2.1)

eşitsizli¼gi gerçeklenir, burada

A1 = c
r
0 (1 + r0)

�
p
1
q q

1
p0 + (p0)

1
q (q0)

1
p0
�

ile verilir.

(ii) p = 1; 1 < q < 1; f 2 L1;

�
Rn+
�
; g 2 WLq;


�
Rn+
�
olsun. Bu durumda

f 
 g 2 WLq;

�
Rn+
�
ve

kf 
 gkWLq;

� A1 kfkL1;
(Rn+) kgkLq;
(Rn+) (5.2.2)

eşitsizli¼gi gerçeklenir, burada

A1 = 2c
r
0 (1 + r0)

ile verilir (Guliyev, Şerbetçi and Safarov 2007).

·Ispat.
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(i) (2:3:3) eşitli¼gini kullanarak,

kf 
 gkLq;
 = k(f 
 g)
�kLq(0;1) =

0@ 1Z
0

((f 
 g)�)q (t) dt

1A 1
q

elde ederiz. (5:1:3) eşitsizli¼ginde her iki taraf¬n q: kuvvetini alal¬m. Bu durumda

((f 
 g)�)q (t) � cq kgkqWLr;


0@t� 1
r

tZ
0

f �
 (s) ds+

1Z
t

s�
1
r f �
 (s) ds

1A
1
q

elde ederiz. Şimdi her iki taraf¬n integralini alal¬m.

�1R
0

((f 
 g)�)q (t) dt
� 1

q

� c kgkWLr;


�1R
0

�
t�

1
r

tR
0

f �
 (s) ds+
1R
t

s�
1
r f �
 (s) ds

�q
dt

� 1
q

� c kgkWLr;


24 1Z
0

t�
q
r

0@ tZ
0

f �
 (s) ds

1Aq

dt

35
1
q

+ c kgkWLr;


24 1Z
0

24 1Z
t

s�
1
r f �
 (s) ds

35q dt
35

1
q

eşitsizli¼gini Hölder eşitsizli¼gini kullanarak elde ederiz. (2:3:3) ve (5:1:3) eşitsizliklerini

kullanarak,

kf 
 gkLq;
 = k(f 
 g)
�kLq(0;1)

� c1

0@ 1Z
0

t�
1
r

0@ tZ
0

f �
 (s) ds

1Aq

dt

1A
1
q

+ c1

0@ 1Z
0

0@ 1Z
t

s�
1
r f �
 (s) ds

1Aq

dt

1A
1
q

elde ederiz.
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Lemma 5.1 de ! (t) = t�
1
r ve � (t) = 1 alal¬m.

0@ 1Z
0

t�
1
r

0@ tZ
0

f �
 (s) ds

1Aq

dt

1A
1
q

� c2

0@ 1Z
0

�
f �
 (t)

�p
dt

1A 1
p

, c2 = sup
t>0

0@ 1Z
t

s�
q
r ds

1A 1
q
0@ tZ
0

ds

1A
1
p0

= sup
t>0

�
s1�

q
r

1� q
r

j1t
� 1

q

t
1
p0

elde edilir.

Öncelikle q
r
> 1 oldu¼gunu gösterelim.

1

p0
+
1

q
=
1

r
) 1� 1

p
+
1

q
=
1

r
) q � q

p
+
q

q
=
q

r
) q

�
1� 1

p

�
+ 1 =

q

r

q
�
1� 1

p

�
� 0 oldu¼gundan q

r
> 1 dir. Ohalde c2 yi yeniden yazarsak,

c2 = sup
�q
r
� 1
�� 1

q
�
t1�

q
r

� 1
q
t
1
p0 =

�q
r
� 1
�� 1

q
sup
t>0
t
1
q
� 1
r
+ 1
p0 =

�q
r
� 1
�� 1

q

eşitli¼gi t nin kuvvetinin s¬f¬r olmas¬yla elde edilir. Ayr¬ca Lemma 5:2 den,

�1R
0

�1R
t

s�
1
r f �
 (s) ds

�q
dt

� 1
q

� c3
�1R
0

f �
 (t)
p dt

� 1
p

, sup
t>0

�
tR
0

ds

� 1
q
�1R
t

s�
p0
r ds

� 1
p0

=

�
p0

r
� 1
�� 1

p0

sup
t>0
t
1
r0�

1
p
+ 1
q <1

Burada

c3 �
�
p0

r
� 1
�� 1

p0

p
1
q (p0)

1
p0 = p

1
q q

1
p0

eşitsizli¼gini sa¼glar ve 1
p
� 1

q
= 1

r0 dir.
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Son olarak bulunan bu eşitsizlikler yerlerine yaz¬l¬rsa,

kf 
 gkLq;
 � c1 (c2 + c3) kfkLp;
 kgkWLq;


elde edilir.

(ii) p = 1; 1 < q <1; f 2 L1;

�
Rn+
�
ve g 2 WLq;


�
Rn+
�
olsun.

kf 
 gkWLq;

= sup

t>0
t
1
q (f 
 g)� (t)

� sup
t>0
t
1
q

8<:c1 kgkWLq;


0@t� 1
r

tZ
0

f �
 (s) ds+

1Z
t

s�
1
r f �
 (s) ds

1A9=;
= c1 kgkWLq;


sup
t>0
t
1
q

0@t� 1
r

tZ
0

f �
 (s) ds+

1Z
t

s�
1
r f �
 (s) ds

1A
= c1 kgkWLq;


0@sup
t>0

tZ
0

f �
 (s) ds+ sup
t>0
t
1
q t�

1
q

1Z
t

f �
 (s) ds

1A
= 2c1 kgkWLq;




f �


L1(0;1) = 2c1 kgkWLq;

kfkL1(0;1)

elde edilir.

5.3 Lp;
 Uzaylar¬nda Genelleştirilmi̧s B�Riesz Potansiyeli ve Genelleşti-

rilmi̧s B�Maksimal Operatörlerinin S¬n¬rl¬l¬¼g¬


 2 Ls;

�
Sn�1+

�
; s � 1; Sn�1+ =

�
x 2 Rn+ : jxj = 1

	
ve 
; Rn+ üzerinde s¬f¬r¬nc¬

dereceden homojen yani, 8t > 0; 8x 2 Rn+ için 
 (tx) = 
 (x) olsun.

Tan¬m 5.3.1. Genelleştirilmi̧s kesirli B�maksimal operatör

M
;�;
f (x) = sup
r>0

1

rn+
��

Z
B(0;r)

j
 (y)jT y jf (x)j y
ndy (5.3.1)

olarak tan¬mlan¬r.
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Tan¬m 5.3.2. Genelleştirilmi̧s B�Riesz potansiyeli veya B�kesirli integral ope-

ratörü

I
;�;
f (x) =

Z
Rn+


 (y)

jyjn+
��
T yf (x) y
ndy (5.3.2)

ile tan¬mlan¬r.

Yukar¬daki iki tan¬mda 
 � 1 oldu¼gu zamanM
;�;
; B�maksimal operatörüM�;
 ke-

sirli maksimal fonksiyonu ve I
;�;
; B�Riesz Potansiyeli I�;
 olur. Kolayca göster-

ilebilir ki

g (x) = jxj��n�
 2 WL n+

n+
�� ;


�
Rn+
�
; 0 < � < n

dir. Ayr¬ca bu durum için;

g�;
 (t) = ! (n; 
) t�
n+


n+
��

g�
 (t) = (! (n; 
) t�1)
1� �

n+


kgkWL n+

n+
�� ;


= (! (n; 
))1�
�

n+


olur. Burada ! (n; 
) = jB (0; 1)j
 ve B (0; 1) =
�
x 2 Rn+ : jxj < 1

	
biçimindedir.

E¼ger g (x) = 
(x)

jxjn+
�� ; 0 < � < n;

Burada 
; Rn+ üzerinde s¬f¬r¬nc¬dereceden homojen ve 
 2 L n+

n+
�� ;


�
Sn�1+

�
olarak

al¬n¬rsa
g�;
 (t) = A

n+

t�

n+

n+
��

g�
 (t) =
�

A
(n+
)t

�1� �
n+


g��
 (t) = n+

�
g�
 (t)

oldu¼gu kolayca görülür. Burada A = k
k
n+


n+
��

L n+

n+
�� ;


(Sn�1+ )
biçimindedir. Ayr¬ca

g 2 WL n+

n+
�� ;


�
Rn+
�
ve

kgkWL n+

n+
�� ;


=

�
A

(n+ 
)

�1� �
n+


eşitli¼gi sa¼glan¬r.

71



Lemma 5.3.1. 0 < � < n + 
 olmak üzere 
; Rn+ üzerinde s¬f¬r¬nc¬ dereceden

homojen ve 
 2 L n+

n+
�� ;


�
Sn�1+

�
olsun. Bu durumda

(I
;�;
f)
�

 (t) � (I
;�;
f)

��

 (t)

� c4 k
kL n+

n+
�� ;


(Sn�1+ )

0@t �
n+


�1
tZ
0

f �
 (s) ds+

1Z
t

s
�

n+

�1f �
 (s) ds

1A
eşitsizli¼gi gerçeklenir, burada

c4 = �
�2 (n+ 
)

�
n+


+1 c


ile verilir.

·Ispat. Teorem 5.1.2 de g (x) = 
(x)

jxjn+
�� olarak seçelim.

kgkWL n+

n+
�� ;


=

�
A

n+ 


�1� �
n+


=

2664k
k
n+


n+
��
L n+

n+
�� ;


n+ 


3775
n+
��
n+


=

k
kL n+

n+
�� ;


(n+ 
)1�
�

n+


Burada

A = k
k
(n+
)
n+
��
L n+

n+
�� ;


dir. Teorem 5.1.2 de yerine yazarsak,

(I
;�;
f)
�

 (t) � (I
;�;
f)

��

 (t)

� c4 (n+ 
)
�

n+

�1 k
kL n+


n+
�� ;


24t �
n+


�1
tZ
0

f �
 (s) ds+

1Z
t

t
�

n+

�1f �
 (t) dt

35
elde edilir.

Lemma 5.3.2. 
 2 Ls;

�
Sn�1+

�
; s � 1; 0 < � < n+ 
 olsun. Bu durumda

M
;�;
f (x) �
2n+
��

1� 2��n�
 Ij
j;�;
 (jf j) (x)
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eşitsizli¼gi vard¬r.

·Ispat.

Ij
j;�;
;j (jf j) (x) =
Z

B(0;2j)nB(0;2j�1)

j
 (y)j
jyjn+
��

T y jf (x)j y
ndy

ve

Ij
j;�;
 (jf j) (x) =
Z
Rn+

j
 (y)j
jyjn+
��

T y jf (x)j y
ndy

olsun.

Ij
j;�;
 (jf j) (x) =
X
j2z
Ij
j;�;
;j (jf j) (x) (5.3.3)

Ij
j;�;
;j (jf j) (x) � (2j)(��n�
)
R

B(0;2j)
B(0;2j�1)

j
 (y)jT y jf (x)j y
ndy

=
�
2j
�(��n�
) 264 Z

B(0;2j)

j
 (y)jT y jf (x)j y
ndy �
Z

B(0;2j�1)

j
 (y)jT y jf (x)j y
ndy

375
=

1

2j(n+
��)

Z
B(0;2j)

j
 (y)jT y jf (x)j y
ndy

� 2��n�


2(j�1)(n+
��)

Z
B(0;2j�1)

j
 (y)jT y jf (x)j y
ndy

oldu¼gundan

Ij
j;�;
;j (jf j) (x) +
2��n�


2(j�1)(n+
��)

Z
B(0;2j�1)

j
 (y)jT y jf (x)j y
ndy

� 1

2j(n+
��)

Z
B(0;2j)

j
 (y)jT y jf (x)j y
ndy

elde edilir. j 2 Z üzerinden supremum al¬rsak,

sup
j2Z

Ij
j;�;
;j (jf j) (x) + sup
j2Z

2��n�


2(j�1)(n+
��)

Z
B(0;2j�1)

j
 (y)jT y jf (x)j y
ndy

� sup
j2Z

1

2j(n+
��)

Z
B(0;2j)

j
 (y)jT y jf (x)j y
ndy
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sup
j2Z

Ij
j;�;
;j (jf j) (x) �
�
1� 2��n�


�
sup
j2Z

1

2j(n+
��)

Z
B(0;2j)

j
 (y)jT y jf (x)j y
ndy

(5.3.4)

elde edilir. Di¼ger taraftan,

Mj
j;�;
f (x) = sup
j2Z

1

2j(n+
��)

Z
B(0;2j)

j
 (y)jT y jf (x)j y
ndy

� 2(n+
��) sup
j2Z

1

(2j)(n+
��)

Z
B(0;2j)

j
 (y)jT y jf (x)j y
ndy (5.3.5)

elde ederiz.

Sonuç olarak (5:3:3) ve (5:3:5) eşitliklerinin kullan¬lmas¬yla

Mj
j;�;
f (x) �
2n+
��

1� 2��n�
 supj2Z
Ij
j;�;
;j (jf j) (x) �

2n+
��

1� 2��n�
 Ij
j;�;
 (jf j) (x)

elde ederiz.

Sonuç 5.3.1. 
; Rn+ üzerinde s¬f¬r¬nc¬dereceden homojen ve 
 2 L n+

n+
�� ;


�
Sn�1+

�
;

0 < � < n+ 
 olsun. Bu durumda her 0 < t <1 için;

(M
;�f)
�

 (t) � (M
;�;
f)

��

 (t) � c

0
4

0@t n
n+


�1
tZ
0

f �
 (s) ds+

1Z
t

s
�

n+

�1f �
 (s) ds

1A
eşitsizli¼gi geçerlidir, burada

c04 =
2n+
��

1� 2��n�
 c4

ile verilir.

Sonuç 5.3.2. B�Riesz Potansiyelinin

I�;
f (x) =

Z
Rn+

T y jxj��n�
 f (y) y
ndy; 0 < � < n+ 
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eşitli¼gi ile verildi¼gini daha önce belirtmi̧stik. 0 < t <1 için,

(I�;
f)
�

 (t) � (I�;
f)

��

 (t) � c5

0@t �
n+


�1
tZ
0

f �
 (s) ds+

1Z
t

s
�

n+

�1f �
 (s) ds

1A
eşitsizli¼gi sa¼glan¬r, burada

c5 = c


�
n+ 


�

��
1 +

n+ 


�

�
! (n; 
)1�

�
n+


ile verilir.

Sonuç 5.3.3. 
; Rn+ üzerinde s¬f¬r¬nc¬dereceden homojen ve 
 2 L n+

n+
��

�
Sn�1+

�
;

0 < � < n olsun. Bu durumda

(i) 1 < p < n+

�
; f 2 Lp;


�
Rn+
�
ve 1

p
� 1

q
= �

n+

ise I
;�;
f 2 Lq;
 (R) ve

kI
;�;
fkLq;
 � A3 k
kL n+

n+
��

(Sn�1+ ) kfkLp;


eşitsizli¼gi sa¼glan¬r, burada

A3 = c
�
�2 (n+ 
)

�
n+


+1
�
p
1
q q

1
p0 + (p0)

1
q (q0)

1
p0
�

ile verilir.

(ii) p = 1; f 2 L1;

�
Rn+
�
ve 1� 1

q
= �

n+

ise I
;�;
f 2 WLq;
 (R) ve

kI
;�;
fkWLq;

� A4 k
kL n+


n+
�� ;

(Sn�1+ ) kfkL1;


eşitsizli¼gi sa¼glan¬r, burada

A4 = c
c
�2 (n+ 
)

�
n+
+1

ile verilir.
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·Ispat.

(i) Lemma 5.3.1 den,

(I
;�;
f)
�

 (t) � (I
;�;
f)

��

 (t)

� c4 k
kL n+

n+
�� ;


(Sn�1+ )

0@t �
n+


�1
tZ
0

f �
 (s) ds+

1Z
t

s
�

n+

�1f �
 (s) ds

1A
elde edilir. Bu eşitsizlikte önce her iki taraf¬n p: kuvveti al¬n¬p integre edilirse ve

daha sonra da Lemma 5.1 ve Lemma 5.2 kullan¬l¬rsa,

�1R
0

h
(I
;�;
f)

�

 (t)

ip
dt

� 1
p

� c4 k
kL n+

n+
�� ;


"�1R
0

�
t

�
n+


�1
�p� tR

0

f �
 (s) ds

�p
dt

� 1
p

+

�1R
0

�1R
t

s
�

n+

�1f �
 (s) ds

�p
dt

� 1
p

#

� c4 k
kL n+

n+
�� ;


(�1R
0

�
f �
 (t)

�p
dt

� 1
p

+

�1R
0

�
f �
 (s)

�p
ds

� 1
p

)

= 2c4 k
kL n+

n+
�� ;




f �


Lp;
 = 2c4 k
kL n+

n+
�� ;


kfkLp;


elde ederiz.

(ii) Lemma 5.3.1 den,

(I
;�;
f)
�

 (t) � (I
;�;
f)

��

 (t)

� c4 k
kL n+

n+
�� ;


0@t �
n+


�1
tZ
0

f �
 (s) ds+

1Z
t

s
�

n+

�1f �
 (s) ds

1A
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eşitsizli¼gi vard¬r. Bu eşitsizli¼gin her iki taraf¬n¬t
1
q ile çarp¬p supremum al¬rsak,

t
1
q (I
;�;
f)

�

 (t) � c4 k
kL n+


n+
�� ;


0@t �
n+


�1+ 1
q

tZ
0

f �
 (s) ds+ t
1
q

1Z
t

s
�

n+

�1f �
 (s) ds

1A
� c4 k
kL n+


n+
��

0@ tZ
0

f �
 (s) ds+

1Z
t

s
1
q
+ �
n+


�1f �
 (s) ds

1A
� 2c4 k
kL n+


n+
�� ;




f �


L1;
 = 2c4 k
kL n+

n+
�� ;


kfkL1;


elde edilir.

Sonuç 5.3.4. 0 < � < n olsun.

(i) 1 < p < n+

�
; f 2 Lp;


�
Rn+
�
ve 1

p
� 1

q
= �

n+

ise I�;
f 2 Lq;
 (R) ve

kI�;
fkLq;
 � A5 kfkLp;


eşitsizli¼gi sa¼glan¬r, burada

A5 = c
 (pq + q � p)
�

pq

(q � p)2
�
! (n; 
)

1
p0+

1
q

�
p
1
q q

1
p0 + (p0)

1
q (q0)

1
p0
�

ile verilir.

(ii) p = 1; f 2 L1;

�
Rn+
�
ve 1� 1

q
= �

n+

olsun. Bu durumda I�;
f 2 WLq;
 (R) ve

kI�;
fkWLq;

� A6 kfkL1;


eşitsizli¼gi sa¼glan¬r, burada A6 katsay¬s¬

A6 = c
 (pq + q � p)
�

pq

(q � p)2
�
! (n; 
)

1
p0+

1
q

ile verilir.

Teorem 5.3.1. 0 < � < n + 
 olmak üzere, 
; Rn+ üzerinde s¬f¬r¬nc¬dereceden
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homojen ve 
 2 L n+

n+
�� ;


�
Sn�1+

�
; olsun. Bu durumda

(i) E¼ger 1 < p < n+

�
ise bu durumda I
;�;
 n¬n Lp;


�
Rn+
�
uzay¬ndan Lq;
 (R) uzay¬na

s¬n¬rl¬olmas¬için gerek ve yeter koşul 1
p
� 1

q
= �

n+

olmas¬d¬r.

(ii) E¼ger p = 1 ise bu durumda I
;�;
 n¬n L1;

�
Rn+
�
uzay¬ndan WLq;
 (R) uzay¬na

s¬n¬rl¬olmas¬için gerek ve yeter koşul 1
p
� 1

q
= �

n+

olmas¬d¬r. (Guliyev, Şerbetçi and

Safarov 2007).

·Ispat. 1 < p < n+

�
; 1
p
� 1

q
= �

n+

olsun. Sonuç 5.3.3 ten

kI
;�;
fkLq;
 � A3 k
kL n+

n+
�� ;


kfkLp;


eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. E¼ger f 2 Lp;
 ise kfkLp;
 < 1 oldu¼gundan kI
;�;
fkLq;
 < 1

olacakt¬r. Bu da bize I
;�;
 2 Lq;
 oldu¼gunu gösterir. Yani I
;�;
 operatörü Lp;

uzay¬ndan Lq;
 uzay¬na s¬n¬rl¬bir operatördür.

Kaŗs¬t olarak kabul edelim ki I
;�;
 operatörü Lp;

�
Rn+
�
uzay¬ndan Lq;
 (R) uzay¬na

s¬n¬rl¬bir operatör ve 1 < p < n+

�
olsun. t > 0 için ft (x) = f (tx) fonksiyonunu

tan¬mlayal¬m. Buradan kolayca görülebilir ki

kftkLp;
 = t�(
n+

p ) kfkLp;


(I
;�;
ft) (x) = t��I
;�;
f (tx)

ve

kI
;�;
ftkLq;
 = t
���n+


q kI
;�;
fkLq;


eşitlikleri vard¬r. ·Ilk olarak

kftkLp;
 = t
�(n+
p ) kfkLp;
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eşitli¼ginin sa¼gland¬¼g¬n¬gösterelim.

kftkLp;
 =

0B@Z
Rn+

jft (x)jp x
ndx

1CA
1
p

=

0B@Z
Rn+

jf (tx)jp x
ndx

1CA
1
p

=

0B@Z
Rn+

jf (u)jp t

x
n
t


du

tn

1CA
1
p

= t�
(n+
)
p

0B@Z
Rn+

jf (u)jp u
du

1CA
1
p

= t�
(n+
)
p kfkLp;


elde edilir.

Şimdi de

(I
;�;
ft) (x) = t
��I
;�;
f (tx)

oldu¼gunu gösterelim.

(I
;�;
ft) (x) =

Z
Rn+


 (y)

jyjn+
��
T yft (x) y



ndy = t

n+
��
Z
Rn+


 (u)

jujn+
��
T yf (u)

u


t

du

tn

= t��
Z
Rn+


 (u)

jujn+
��
T yf (u)u
du = t��I
;�;
f (tx)

elde edilir.

Son olarak;

kI
;�;
ftkLq;
 =

0B@Z
Rn+

jI
;�;
ft (x)jq x
ndx

1CA
1
q

=

0B@Z
Rn+

�
t��I
;�;
f (tx)

�q
x
ndx

1CA
1
q

= t��

0B@Z
Rn+

(I
;�;
f (u))
q u




t

du

tn

1CA
1
q

= t��t�
n+

q kI
;�;
fkLq;


elde edilir. I
;�;
; Lp;

�
Rn+
�
uzay¬ndan Lq;
 (R) uzay¬na s¬n¬rl¬bir operatör oldu¼gun-
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dan

kI
;�;
fkLq;
 � c kfkLp;


eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Burada c; f den ba¼g¬ms¬z bir sabittir.

kI
;�;
fkLq;
 = t
�+n+


q kI
;�;
ftkLq;
 � ct
�+n+


q t�
n+

p kftkLp;
 = ct

�+n+

q
�n+


p kfkLp;


elde edilir. ·Iki durum söz konusudur.

1. durum: 1
p
< 1

q
+ �

n+

ise 8f 2 Lp;


�
Rn+
�
için t ! 1 iken kI
;�;
fkLq;
 = 0

olacakt¬r. Çünkü

1

q
� 1
p
+

�

n+ 

> 0) n+ 


q
� n+ �

p
+ � > 0

oldu¼gundan t nin kuvveti pozitiftir.

2. durum: 1
p
> 1

q
+ �

n+

ise 8f 2 Lp;


�
Rn+
�
için t ! 1 iken kI
;�;
fkLq;
 = 0

olacakt¬r. Çünkü

1

q
� 1
p
+

�

n+ 

< 0) n+ 


q
� n+ �

p
+ � < 0

oldu¼gundan t nin kuvveti negatiftir.

Sonuç olarak 1
p
= 1

q
+ �

n+

eşitli¼gini elde ederiz.

(ii) p = 1; 1� 1
q
= �

n+

olsun. Sonuç 5.3.3 ten

kI
;�;
fkWLq;

� A4 k
kL n+


n+
�� ;

kfkL1;


eşitsizli¼gi vard¬r. E¼ger f 2 L1;
 ise kfkL1;
 < 1 oldu¼gundan kI
;�;
fkWLq;

< 1

olur. Yani I
;�;
 2 WLq;
 d¬r. Bunu her f için yazabilece¼gimizden I
;�;
 operatörü

L1;

�
Rn+
�
uzay¬ndan WLq;
 (R) uzay¬na s¬n¬rl¬bir operatör olur.
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Kaŗs¬t olarak I
;�;
 operatörünün L1;

�
Rn+
�
uzay¬ndan WLq;
 (R) uzay¬na s¬n¬rl¬bir

operatör oldu¼gunu kabul edelim. Kolayca gösterilebilir ki,

kftkL1;
 = t�n�
 kfkL1;

(I
;�;
ft) (x) = t�� (I
;�;
f) (tx)

ve

kI
;�;
ftkWLq;

= t���

n+

q kI
;�;
fkWLq;


eşitlikleri sa¼glan¬r. L1;

�
Rn+
�
uzay¬ndan WLq;


�
Rn+
�
uzay¬na I
;�;
 operatörünün

s¬n¬rl¬l¬¼g¬ndan,

kI
;�;
fkWLq;

� c kftkL1;


eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Burada c; f den ba¼g¬ms¬z bir sabittir.

(I
;�;
ft)� (�) = t�n�
 (I
;�;
f)� (t
��)

kI
;�;
ftkWLq;

= t���

n+

q kI
;�;
fkWLq;


ve

kI
;�;
fkWLq;

= t�+

n+

q kI
;�;
ftkWLq;


� ct�+
n+

q kftkL1;
 = ct

�+n+

q t�n�
 kfkL1;


eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

E¼ger 1 < 1
q
+ �

n+

ise 8f 2 L1;


�
Rn+
�
için t ! 0 iken kI
;�;
fkWLq;


= 0 elde edilir.

E¼ger 1 > 1
q
+ �

n+

ise 8f 2 L1;


�
Rn+
�
için t!1 iken kI
;�;
fkWLq;


= 0 elde edilir.

Sonuç olarak 1 = 1
q
+ �

n+

elde ederiz.

Sonuç 5.3.5. 0 < � < n+ 
 olsun.

(i) E¼ger 1 < p < n+

�
ise, bu durumda I�;
 n¬n Lp;


�
Rn+
�
uzay¬ndan Lq;
 (R) uzay¬na

s¬n¬rl¬olmas¬için gerek ve yeter koşul 1
p
� 1

q
= �

n+

olmas¬d¬r.
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(ii) E¼ger p = 1 ise bu durumda I�;
 n¬n L1;

�
Rn+
�
uzay¬ndan WLq;
 (R) uzay¬na

s¬n¬rl¬olmas¬için gerek ve yeter koşul 1
p
� 1

q
= �

n+

olmas¬d¬r.

Sonuç 5.3.6. 0 < � < n + 
; 
; Rn+ üzerinde s¬f¬r¬nc¬ dereceden homojen ve


 2 L n+

n+
�� ;


�
Sn�1+

�
olsun.

(i) 1 < p < r0 olsun. Bu durumda M
;�;
 n¬n Lp;

�
Rn+
�
uzay¬ndan Lq;
 (R) uzay¬na

s¬n¬rl¬olmas¬için gerek ve yeter koşul 1
p
� 1

q
= �

n+

olmas¬d¬r.

(ii) p = 1 olsun. Bu durumda M
;�;
 n¬n L1;

�
Rn+
�
uzay¬ndan WLq;
 (R) uzay¬na

s¬n¬rl¬olmas¬için gerek ve yeter koşul 1� 1
q
= �

n+

olmas¬d¬r.

·Ispat.

(i) 1 < p < r0; 1
p
� 1

q
= �

n+

olsun. M
;�;
 operatörünün s¬n¬rl¬oldu¼gunu gösterece¼giz.

Teorem 5.3.1 (i) den I
;�;
 operatörünün s¬n¬rl¬oldu¼gu görülür. Lemma 5.3.2 den

M
;�;
f (x) �
2n+
��

1� 2��n�
 Ij
j;�;
 (jf j) (x)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. I
;�;
 operatörü s¬n¬rl¬oldu¼gundanM
;�;
 operatörünün de yukar¬-

daki eşitsizlikten dolay¬s¬n¬rl¬oldu¼gu görülür.

Kaŗs¬t olarak M
;�;
 operatörü Lp;

�
Rn+
�
uzay¬ndan Lq;
 (R) uzay¬na s¬n¬rl¬bir o-

peratör ve 1 < p < r0 olsun. t > 0 için ft (x) = f (tx) fonksiyonunu tan¬mlayal¬m.

Buradan

M
;�;
ft (x) = t
��M�


 f (tx)

ve

kM
;�;
ftkLq;
 = t
���n+


q kM
;�;
fkLp;


oldu¼gu kolayca görülür. M
;�;
 operatörü Lp;

�
Rn+
�
uzay¬ndan Lq;
 (R) uzay¬na
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s¬n¬rl¬bir operatör oldu¼gundan

kM
;�;
ftkLq;
 � c kfkLp;


eşitsizli¼gi gerçeklenecek şekilde f den ba¼g¬ms¬z bir c sabiti vard¬r.

kM
;�;
fkLq;
 = t�+
n+

q kM
;�;
ftkLq;
 � ct

�+n+

q kftkLq;


= ct�+
n+

q t�

n+

q kfkLp;
 = ct

�+n+

q
�n+


p kfkLp;


oldu¼gu

kftkLp;
 = t
�n+


p kfkLp;


eşitli¼ginin sa¼glanmas¬yla kolayl¬kla görülür.

E¼ger 1p <
1
q
+ �

n+

ise ozaman her f 2 Lp;


�
Rn+
�
için t! 0 iken

kM
;�;
fkLq;
 = 0

oldu¼gu görülür. Çünkü 1
q
� 1

p
+ �

n+

> 0 iken n+


q
� n+�

p
+ � > 0 oldu¼gundan t nin

kuvveti pozitiftir.

E¼ger 1p >
1
q
+ �

n+

ise ozaman her f 2 Lp;


�
Rn+
�
için t!1 iken

kM
;�;
fkLq;
 = 0

olur. Çünkü 1
q
� 1

p
+ �

n+

< 0 iken n+


q
� n+�

p
+ � < 0 oldu¼gundan t nin kuvveti

negatiftir. Bu nedenle 1
p
= 1

q
+ �

n+

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

(ii) p = 1 ve 1� 1
q
= �

n+

olsun. Gösterece¼giz kiM
;�;
 operatörü L1;


�
Rn+
�
uzay¬ndan

WLq;
 (R) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r. Teorem 5.3.1 (ii) den I
;�;
 operatörünün s¬n¬rl¬oldu¼gu

görülür. Lemma 5.3.2 deki

M
;�;
f (x) �
2n+
��

1� 2��n�
 Ij
j;�;
 (jf j) (x)
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eşitsizli¼ginin kullan¬lmas¬yla M
;�;
 operatörünün de s¬n¬rl¬oldu¼gu kolayca görülür.

TersineM
;�;
 operatörü L1;

�
Rn+
�
uzay¬ndanWLq;
 (R) uzay¬na s¬n¬rl¬bir operatör

olsun.

M
;�;
ft (x) = t
��M�


;�;
f (tx)

ve

kM
;�;
ftkWLq;

= t���

n+

q kM
;�;
fkWLq;


eşitlikleri sa¼glan¬r. L1;

�
Rn+
�
uzay¬ndan WLq;
 (R) uzay¬na M
;�;
 operatörünün

s¬n¬rl¬l¬¼g¬ndan

kM
;�;
fkWLq;

� c kfkL1;


eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

kM
;�;
fkWLq;

= t�+

n+

q kM
;�;
ftkWLq;


� ct�+
n+

q kftkL1;
 = ct

�+n+

q t�n�
 kfkL1;


oldu¼gu görülür. E¼ger 1 < 1
q
+ �

n+

ise her f 2 L1;


�
Rn+
�
için t! 0 iken

kM
;�;
fkWLq;

= 0

olur. E¼ger 1 > 1
q
+ �

n+

ise her f 2 L1;


�
Rn+
�
için t!1 iken

kM
;�;
fkWLq;

= 0

olur. Bu nedenle 1 = 1
q
+ �

n+

eşitli¼gi gerçeklenir.
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