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ONSOZ

Bu tez ¢alismasinda hasarli malzeme mikromorfik teori ile modellenerek, malzeme
Ozeliklerinin  belirlenmesi amaciyla kullanilan homojenlestirme tekniklerinin
cogunda temel adim olarak kabul edilen Eshelby tansorleri mikromorfik teori ile elde
edilmigstir. Doktora Oncesi hep kagmayi tercih ettigim Mekanik konularina ilgi
duymami saglayan, tez ¢alismam siiresince desteklerini esirgemeyen ve olabildigince
Onlimii agmaya c¢alisarak bana yeni bakis agilar1 kazandiran, kendisiyle ¢alismanin
bir zevk oldugunu 6zellikle belirtmek istedigim Sayin Hocam Prof. Dr. Esin INAN’
a ve tiim hayatim boyunca maddi manevi her konuda yanimda olan aileme ve esime
sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.

Kasim, 2006 Ahmet KIRIS
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HASARLI MALZEMELERIN MIiKRO ELASTIK TEORILERLE
MODELLENMESIi VE ESHEBY TANSORLERI

OZET

Miihendislik alanlarinin hemen hepsinde kullanilan malzemelerin dayaniklilik
siirlarinin belirlenmesi problemi ge¢misten glinlimiize 6nemini yitirmeyen temel
miihendislik ugrasilarindan biridir. Malzemelerin mukavemeti dogal olarak
malzemenin i¢ yapisindaki atomik baglarin zamanla kopmasi sonucu olusan ve
ortamda yayili oldugu kabul edilen mikro kusurlarla ve bu kusurlarin giderek
gelismesi ve birleserek makro yapida kusur ve catlaklar olugturmasi sonucu ortaya
cikan hasarla yakindan iligkilidir. Giivenlik i¢in malzemede hasar her durumda
kontrol edilebilmeli, hasar olusumu ve gelisimi izlenerek, malzemenin kalan 6mrii ve
tastyabilecegi yiik ile ilgili 6ngorii hesaplar1 yapilabilmelidir. Bunun i¢in de oncelikle
malzemenin biinye denklemlerinin bilinmesi gerekmektedir. Bu gerekge ile 6ncelikle
malzemede hasar durumu uygun biiyiikliikklerle tanimlanarak, bu biiyiikliikleri
yonetici denklemler bulunmalidir. Yukarida verilen tanimlarla hasarin malzemede
olusturdugu davramis degisikligini inceleyen bilim dali Hasar Mekanigi olarak
isimlendirilir.

Malzemeler klasik Siirekli Ortamlar teorisinde her ne kadar homojen malzeme olarak
tanimlansa da gerc¢ekte mikro boyuta inildiginde bu homojen yapiy1 bozan ¢ok sayida
ve farkli boyut ve nitelikte mikro kusurlara sahip oldugu agiktir. Bu mikro 6lgekteki
kusurlar, yap1 ve dagilimlarina bagl olarak dis etkilerin de varlig1 ile zaman iginde
geliserek, bliyliyerek, birleserek catlak, yirtik, bosluk gibi mikro yap1 6zelliginden
ayrilip makro yapida bozukluklar haline donlismekte ve malzeme mukavemetinin
cok onemli bir problemini olusturmaktadirlar. Bu nedenle de klasik teoride goz
Online alinmayan i¢ yapidaki bu mikro kusurlarin bir bi¢imde isleme katilmasi
gerekmektedir. Iste mikro yapidan kalkarak gozle goriiliir, makro yapida bozukluklar
halini alabilen ve malzeme mukavemetini biiyiik dl¢lide azaltan bu problem Siirekli
Hasar Mekaniginin konusunu olusturmaktadir.

Yukarida deginildigi gibi Oncelikle malzemede hasari tanimlayabilmek i¢in bir
kavrama veya bir biiyiikliige gereksinim vardir. Ik kez bu kavram “hasar
parametresi” olarak Kachanov tarafindan malzemenin kesit alanindaki bosluk
yogunlugu goz oOniinde tutularak yerel olarak oOlclilen ve malzemenin biitiinligi
icinde tanimlanan yeni ve skaler bir degisken olarak tanimlanmistir. Bu konuda farkli
tanimlar da yapilabilir. Ornegin Nunziato ve Cowin malzemedeki boslugun hacim
oranin1 bagimsiz bir kinematik degisken kabul ederek lineer elastik malzemelerde
hasar1 bu orandaki degisim olarak tanimlamiglardir.

Mikro yapisal hasar modelleri farkli bakis agilariyla bir¢cok aragtirmaci tarafindan
incelenmis ve skaler hasar parametresi kavrami pek ¢ok basit problemde basari ile
kullanilmistir. Ancak ¢ok eksenli yiikleme durumlarinda olusan hasari tek bir sayiyla
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yani bir skaler olarak tanimlamak ¢ok zordur. Bu nedenle hasarin vektorel ve
tansorel bir biiylikliik olarak tanimlanmasi daha gergekei goriinerek bu alanda ¢esitli
caligmalar yapilmistir. Ancak yapisal nedenlere dayanmadan yapilan bu tiir
tanimlamalar dar ¢er¢evede uygulama alani bulmus ve genel bir teori kurabilmek i¢in
mikro yapiya inmenin gerekliligi konu iizerinde ¢alisan pek ¢ok arastirici tarafindan
kabul edilmistir.

Mikro yapiya inerek konuyu ele alan ilk caligmalardan biri Markov tarafindan
yapilmistir. Markov mikro boyuttaki kusurlarin ortamda bir mikro distorsiyon
olusturdugu 6ngoriisiinden yola ¢ikarak “hasar tansorii” olarak tanimlanabilecek olan
“mikro distorsiyon” tansOriinii ortamin makro boyuttaki yerdegistirme alanindan
tamamen bagimsiz ve elementer hacim iginde ek bir serbestlik derecesi olarak
tanimlamistir. Bu hasar tansorli kavrami Eringen ve Suhubi tarafindan gelistirilen
mikromorfik teoride verilen mikro sekil degistirme tansorii ile benzesmektedir. Bu
teori malzemenin her parcaciginin klasik sekil degistirmeden bagimsiz olarak ek bir
mikro sekil degistirme yapabildigi fikrine dayanmaktadir ve tiim malzemeler
gercekte heterojen bir yapiya sahip olduklari icin klasik teoriye oranla fiziksel
gergekleri ¢ok daha iyi yansitmaktadir. Ancak lineer izotrop durumda bile gerek
malzeme sabiti sayisinin fazlaligi gerekse ek biinye denklemlerine olan gereksinim
mikromorfik teorinin uygulama alanini1 ¢ok kisitlamis, bu nedenle parcaciklarin
mikro hareketi lizerine bazi kisitlar getirilerek mikropolar, mikrogenlesen ve
mikrogermeli ortam gibi alt teoriler gelistirilmistir. Boylece mikromorfik teorinin
6zel durumlart elde edilerek tanimlar1 verilen bu alt teorilerle yeni modellemeler
yapilabilme olanagi dogmustur. Yine de bu alt teorilerin bilinmeyen malzeme
katsayilarini elde etme konusunda zorluklar i¢erdigini vurgulamak gerekir.

Bilinmeyen malzeme sabitlerinin bulunabilmesi i¢in ¢esitli yontemler gelistirilmistir.
Bunlardan biri yap1 olarak benzesimi géz Oniine alinarak gelistirilen kompozit
malzeme analojisi ve kompozit malzemelerde kullanilan homojenlestirme
yontemleridir. Yukarida verilen tanimi ile hasara bir mikro bosluklar dizisi olarak
bakilabilir. Baslangicta bozulmamig homojen kati bu bozulmalarin etkisiyle
heterojen hale gelir. Heterojen hale geldiginde de ortam parcacik tipli bir kompozit
malzeme gibi diisiiniilebilir.

Heterojen mikro yapiya sahip elastik bir ortamin etkin malzeme sabitlerinin
belirlenmesi ile ilgili olarak yukarida s6zii edilen homojenlestirme yontemlerinin
baslicalar1 “differential scheme”, “self-consistent” ve “Mori-Tanaka” yontemleridir.
Bu homojenlestirme yontemlerinin bir¢ogunun temelinde, konunun onciilerinden
Eshelby’ nin tanimladigi “esdeger doniisiim tansorii” kavrami yatmaktadir. Eshelby
esdeger doniisiim tansorii katki maddesinin (inclusion) serbest genlemesi ile matris
genlemesi arasindaki iliskiyi vermektedir ve elipsoidal bir katki maddesi iginde
homojendir. Bu homojen olma 0zelligi nedeniyle de Mori-Tanaka gibi
homojenlestirme yontemlerinde ilgili genlemeler analitik olarak yazilabilmekte ve
bu da yontemin genel kullanilabilirligi artirmakta ve matematiksel iglemlerde biiyiik
oOl¢iide basitlik saglayarak Mori-Tanaka yontemini avantajli hale getirmektedir.

Kompozit malzeme ile mikromorfik teori kullanilarak modellenen hasarli malzeme
arasindaki analoji ilk kez Inan tarafindan kullanilmis ve etkin malzeme sabitlerini
belirlemek icin kompozitlerdeki gibi Mori-Tanaka yontemi kullanilmistir. Ayrica
mikromorfik modelle tanimlanan hasarli malzemelerde malzeme sabitlerini
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belirlemek i¢in Eshelby’ nin esdegerlik ilkesini ve {inlii “elipsoidal bosluk” ¢coziimii
calismasini, Mori-Tanaka anlaminda ortalama gerilme ile birlestirmistir.

Bu tez ¢alismasi kapsaminda Inan tarafindan &nerilen modele benzer sekilde hasarli
malzemeler ile kompozit malzemeler arasindaki benzerlikten yararlanarak
kompozitlerde kullanilan homojenlestirme yontemleri ile hasarli malzemelerin
malzeme sabitlerinin bulunmasi icin gerekli olan Eshelby tansorleri kavrami mikro
elastik ortama genellestirilmistir. Bunun i¢in oOncelikle ortamin klasik sekil
degistirmeye ek olarak yalniz mikrodonme yapabildigi varsayilarak, mikropolar
teoride katki maddesinden kaynaklanan elastik alanlar verilerek literatiirde Cheng ve
He tarafindan elde edilmis olan mikropolar Eshelby tansorlerine deginilmistir.
Ancak mikropolar teori sivi kristaller veya malzemeyi saglamlastirmak i¢in daha rijit
elastik Ozeliklere sahip katki maddelerinin malzemeye katildig1 parcacikli
kompozitler gibi malzemelerin modellenmesi i¢in uygunsa da, baglangicta mikro
diizeyde bulunan hasarin zamanla gelisecegi gercegini modele yansitamamasi
nedeniyle hasarli malzemelerin modellenmesi i¢in uygun olmamaktadir.

Bu dogrultuda malzemede hasarin zamanla biiyliyerek cogalmasi nedeniyle,
bosluklarin donmesi yerine genlesecegini varsaymak, dolayisiyla da hasari
mikropolar ortam teorisi ile degil de mikrogenlesen ortam teorisi ile modellemek ¢ok
daha anlamli olmaktadir. Ortamin klasik teoriye ek olarak hacimsel mikrogenlesme
ve mikrodonme yapabildigi varsayilan Eringen’ in mikrogermeli ortam teorisinde
mikropolar etkilerin ihmal edilmesiyle elde edilen mikrogenlesen ortam teorisi
Cowin ve Nunziato tarafindan gelistirilen bosluklu lineer elastik malzeme teorisiyle
de tam olarak oOrtlismektedir. Bu amagla tez kapsaminda Oncelikle hasarin bu
mikrogenlesmesini modele daha iyi yansitacag: diisiincesi ile mikrogenlesen ortam
teorisi ile modelleme yapilmistir. Bu nedenle oncelikle mikrogenlesen ortam igin
yerdegistirme ve mikrogenlesme skaleri icin temel ¢ozlimler elde edilmistir. Ayrica
ilk olarak bu c¢aligmada “ekgenleme” ve “mikroekgenleme” kavramlari
mikrogenlesen ortam teorisine genisletilerek Green fonksiyonlar1 yardimiyla katki
maddesinden kaynaklanan elastik alanlar hesaplanmistir. Cheng ve He tarafindan
mikropolar ortam i¢in elde edilen Eshelby tansorlerine benzer sekilde mikrogenlesen
ortam i¢in Eshelby tansorleri bu tez c¢alismast kapsaminda elde edilerek
yaymlanmigtir. Cheng ve He tarafindan mikropolar ortam i¢in dort tane dort boyutlu
Eshelby tansérii elde edilirken, Kiris ve Inan tarafindan mikrogenlesen ortam igin
beklentilere uygun sekilde biri dort, ikisi iki ve biri de skaler olmak iizere toplam
dort Eshelby tansorii hesaplanmistir. Ayrica bu tansorlerin yine mikropolar ortamda
oldugu gibi kiiresel katki maddeleri icinde bile homojen olmadiklar1 ve
mikrogenlesen ortam sabitlerinin sifir alinmasi durumunda klasik Eshelby
tansorlerine indirgendikleri gosterilmistir.

Hasarli malzemelerin mikrogenlesen ortam teorisi ile modellemesinin, mikropolar
ortam modeline gore daha gergek¢i oldugu agiktir. Ancak bu halde 6zellikle mikro
hasarlar diistiniildiigiinde malzemede hasarli yani bosluklu kismin malzemenin kalan
kisminin hacmine orani hayli diisiiktiir. Bu durumda malzemeyi mikrogenlesen
ortam teorisi ile modelleme diisiincesi yani hasarli kismin mikrogenlesmeye maruz
kalacagin1 diisiinerek hareket etmek, hasarin disindaki bolgelerin  sekil
degistirmesinin de klasik sekil degistirmeye ek olarak yalniz mikrogenlesme
yapabilecegi kisitin1 getirdiginden hem pratikte hem de teoride sikintilar ortaya
cikarmaktadir. Gergekte yukarida da deginildigi gibi tiim malzemeler heterojen
yapiya sahiptir ve bu nedenle de mikromorfik teori malzeme modellemesi i¢in en
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uygun teoridir. Ancak mikromorfik modelde yukarida sozii edilen giicliikler ortaya
ciktigindan, hasarli malzemeyi mikrodéonme ve mikrogenlesen ortam teorilerinin
birlesimi olan mikrogermeli ortam teorisi ile modellemek daha gercekei bir model
olan mikromorfik modele gore eksik kalsa da, yalniz mikropolar veya yalmz
mikrogenlesen ortam modeline gore daha anlamli olacag: agiktir.

Mikrogermeli ortam teorisi malzeme parcaciklarinin klasik sekil degistirmeden
bagimsiz olarak hem mikrodonme hem de hacimsel bir mikrogenlesme yapabildigi
fikrine dayanmaktadir. Mikropolar ve mikrogenlesen ortam teorilerinin hasarl
malzemeyi modellemedeki eksikligini gidermek i¢in tez caligmasi kapsaminda ikinci
olarak teorinin anilan istiinliigiinden dolay: hasarli malzeme mikrogermeli ortam
teorisi ile modellenmistir. Mikrogermeli ortam igin statik durumda yerdegistirme ve
mikrodonme vektorleri ile mikrogenlesme skaleri icin temel ¢coziimler verilmis ve ilk
olarak bu caligmada “ekgenleme” ve “mikroekgenleme” kavramlari mikrogermeli
ortam teorisine genisletilmistir. Bu temel c¢o6ziimlerden faydalanilarak Green
fonksiyonlar1 yardimiyla, kiiresel katki maddesi iceren ve mikrogermeli ortam teorisi
ile modellenen malzemeler icin elastik alanlar hesaplanmistir. Elde edilen bu elastik
alanlar mikrogermeli ortamin genleme ifadelerinde kullanilarak mikropolar ve
mikrogenlesen ortam teorilerine benzer sekilde Eshelby tansorleri mikrogermeli
ortam teorisine genisletilmistir.

Tez galigmas1 kapsaminda mikrogermeli ortam teorisi i¢in dort tane dort boyutlu, iki
tane iki boyutlu ve bir skaler olmak tizere toplam yedi Eshelby tansorii hesaplanmis
ve mikrogermeli ortam i¢in elde edilen bu sonuglar yayinlanmistir. Caligmada
mikrogermeli ortam i¢in hesaplanan Eshelby tansorlerinin mikropolar ve
mikrogenlesen ortam teorileri i¢in elde edilenlere benzer olarak yine kiiresel katki
maddeleri i¢inde bile homojen olmadiklar1 gosterilmistir. Ayrica mikrogermeli ortam
icin elde edilen Eshelby tansdrlerinin mikrogenlesen ortam sabitlerinin sifir alinmasi
durumunda mikropolar ortam i¢in Cheng ve He tarafindan hesaplanan Eshelby
tansorlerine ve mikropolar ortam sabitlerinin sifir alinmasi durumunda Kirig ve Inan
tarafindan mikrogenlesen ortam icin elde edilen Eshelby tansorlerine indirgendigi
gosterilmistir. Ayrica tiim mikro malzeme sabitlerinin sifir alinmasi1 durumunda da
klasik Eshelby tansorleri elde edilmektedir. Mikrogermeli ortam teorisi i¢in bulunan
sonuglarda da beklendigi gibi makro sekil degistirmeden kaynaklanan ekgenleme
(eigenstrain) ile ilgili Eshelby tansorlerinde hem mikrodonme hem de
mikrogenlesme ile ilgili alan biiytikliiklerinin katkis1 gézlenirken, mikrodénmeden
kaynaklanan mikroekgenleme (microeigenstrain) ile ilgili Eshelby tansorlerine
mikrogenlesme ile ilgili biiyiikliiklerden higbir katki gelmedigi gozlenmistir. Benzer
sekilde mikrogenlesmeden kaynaklanan mikroekgenleme (microeigenstrain) ile ilgili
Eshelby tansorlerine mikrodonme ile ilgili alan biiyiikliiklerinin etkisi olmadig:
goriilmektedir.

Sonug¢ olarak, tez calismasi kapsaminda mikrogenlesen ve mikrogermeli ortam
teorileri i¢in yerdegistirme, mikrodonme ve mikrogenlesme alanlarinin temel
¢oziimleri elde edilmistir. Ilk olarak “ekgenleme” ve “mikroekgenleme” kavramlar
mikrogenlesen ve mikrogermeli ortam teorilerine genisletilerek Green fonksiyonlari
yardimiyla katki maddelerinden kaynaklanan alanlar mikrogenlesen ve mikrogermeli
ortam i¢in elde edilmistir. Bu elastik alanlar mikrogenlesen ve mikrogermeli ortamin
genleme iligkilerinde kullanilarak sirasiyla mikrogenlesen ve mikrogermeli ortam
icin Eshelby tansorleri bulunmus ve kiiresel katki maddeleri i¢inde homojen
olmadiklar1 gosterilmistir. Mikrogenlesen ortam i¢in elde edilen tansorlerin



mikrogenlesen ortam sabitlerinin sifir alimmast durumunda klasik Eshelby
tansorlerine, mikrogermeli ortam icin elde edilen Eshelby tansorlerinin de uygun
malzeme sabitlerinin sifir alinmasi ile sirasiyla mikropolar, mikrogenlesen ve klasik
Eshelby tansorlerine indirgendikleri gosterilmistir.

Hem Cheng ve He tarafindan mikropolar ortam i¢in hem de Kiris ve Inan tarafindan
mikrogenlesen ve mikrogermeli ortam i¢in Eshelby tansorlerinin elde edilmesinde
temel amag bu tansdrlerin homojenlestirme yontemlerinde kullanilarak mikro elastik
teorilerle modellenen hasarli malzemelerin  etkin  elastik  6zeliklerinin
belirlenebilmesidir. Her ne kadar tez kapsaminda hasarli malzemeler temel alinmissa
da, elde edilen sonuglar geneldir ve her ii¢ mikro elastik teori icin elde edilen bu
Eshelby tansorleri yalniz hasarli malzemelerin etkin 6zeliklerinin belirlenmesinde
degil, bu teorilerle modellenmesi uygun olan kompozit malzemelerin malzeme
sabitlerinin belirlenmesinde de kullanilabilir.

Ancak bu hedefe ulagmak icin Mori-Tanaka ve benzeri homojenlestirme
yontemlerinin mikropolar, mikrogenlesen ve mikrogermeli ortam teorilerine
genellestirilmesi gerekmektedir. Klasik Eshelby tansorlerinin hemen bir¢ok farkli
sekli ifade etmek icin yeterli olan elipsoidal katki maddeleri i¢inde homojen
olmasina ragmen, bahsedilen mikro elastik teoriler icin elde edilen Eshelby
tansOrlerinin ~ kiiresel katki  maddeleri icinde bile homojen olmamasi,
homojenlestirme islemlerinin klasik teoride oldugu gibi analitik olarak ifade
edilmesini engellemekte ve ancak katki maddeleri {izerinde sayisal integrasyon ve
ortalama alma islemleri ile sayisal sonuglar elde edilebilmektedir.

Literatiirde Sharma ve Dasgupta tarafindan mikropolar ortam i¢in Cheng ve He
tarafindan elde edilen Eshelby tansorlerinin katki maddeleri iizerinde ortalama
degerleri kullanilarak Mori-Tanaka homojenlestirme yontemini mikropolar teoriye
genisleterek gergeklestirdikleri bir ¢alisma bulunmakla birlikte, yukarida bahsedilen
giicliikler nedeniyle mikropolar teori i¢in bile heniiz homojenlestirme islemi tam
olarak c¢oziilebilmis degildir. Gelecekte yapilacak calismalarda, elde edilen bu
Eshelby tansorlerinin kullanilarak homojenlestirme probleminin mikropolar,
mikrogenlesen ve mikrogermeli ortam teorilerine genigletilmesi ve bdylece hem
mikro elastik teorilerin klasik teoriye getirdigi katki nedeniyle klasik malzeme
sabitlerinin daha yaklasik hesaplanabilecegi, hem de yeni ortaya ¢ikan mikro
malzeme sabitlerinin belirlenebilecegi beklenmektedir.
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MODELING OF DAMAGED MATERIALS WITH MICRO ELASTIC
THEORIES AND ESHELBY TENSORS

SUMMARY

In almost all engineering fields, the problem of the determination of strength of
materials is one of the main engineering problems, which does not lose its
importance so far. The strength of materials obviously relates to micro defects which
arise due to breaking of the atomic bonds in materials inner structure and assumed as
distributed in the medium and the damage which arise due to gradually growing of
these defects. For safety, damage in materials should be kept under control in every
situation, thus the formation and growing of damage should be observed in some
way and to write the constitutive equations to predict the material’s remaining life
cycle and the allowable stress. To achieve this purpose, damage should be defined by
convenient variables and included to the governing equations. This is called
“Damage Mechanics” that investigate the phenomenon in the material as the result of
damage in the way defined above. Although materials are defined as homogeneous in
the classical theory of Continuum Mechanics, in reality, it is seen that materials have
a lot of micro defects with different sizes and forms that violate the assumption.
These defects, which are not taken into consideration in the classical theory, are the
subject of Continuum Damage Mechanics.

The term “Continuum Damage Mechanics” is used by Kachanov by introducing a
new variable which is locally measured as the ratio of the void density on the
material’s cross-sectional area and defined in the completeness of the material.
Nunziato and Cowin assumed the volume ratio of voids as an independent kinematic
variable and defined the damage in linear elastic materials as the changes in this
ratio. The micro-structural damage models have investigated by many researchers
with different point of view and the “scalar damage parameter” as defined above has
been used in many simple problems, successfully. But, it is impossible to define
damage with a scalar function in multi-directional loadings. Therefore, it seems more
realistic to define damage as a vectorial or tensorial quantity as in the numerous
studies in the field.

Markov defined the “micro-distortion” tensor as an additional degree of freedom in
the elementary volume and as totally independent from the macro displacement field
of media, by means of the prudence that the micro-defects forms a micro-distortion
state in the medium. This damage tensor defined by Markov is similar to the micro
deformation tensor in the theory of micro elastic solids defined by Eringen and
Suhubi. This theory is called as micromorphic theory which relies on the idea that
every material particles of the material can make an additional micro deformation
independent of the classical bulk deformation and reflects the physical realities a lot
better than the classical theory because all materials have a heterogeneous micro
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structure in nature. Unfortunately, the theory is extremely complex even for the
linear isotropic case. Because it contains high number of material constants and there
1s a necessity for information about the materials in the microstructural level.
Therefore it is urged to develop sub-theories of micromorphic theory like micropolar,
microelongation and microstretch theories by imposing some limitations on the
micro motion and to model the material with these special forms of the
micromorphic theory. But, still there are similar difficulties in such sub-theories.

To overcome such difficulties occur in micromorphic theories, one way is to
establish an analogy between damaged bodies and composite materials and then to
use the homogenization methods known for composite materials to obtain the
unknown material coefficients. Considering the above definition of the damage, it is
possible to envision the damage as a sequence of micro voids. Initially, undeformed
homogeneous solid becomes heterogeneous because of the effects of these defects.
Then it can be considered as a particulate composite material. The main
homogenization methods related to the identification of effective material constants
of an elastic medium with heterogeneous micro-structure are; “differential-scheme”,
“self-consistent”, “Mori-Tanaka” and “double inclusion”. The “equivalent
transformation tensor” concept which is defined by one of the pioneers of the
subject, Eshelby, constitutes the basis of the most of these methods. Eshelby’s
equivalent transformation tensor gives the relation between the stress-free strain of
the inclusion and the strain of matrix material and is homogeneous in ellipsoidal
inclusions. Because of this homogeneity of the classical Eshelby tensor, the relevant
strain quantities may be written analytically in the homogenization methods like
Mori-Tanaka’s method and this situation increases the usability of the method and
gives an advantage to Mori-Tanaka’s method by simplifying the mathematical
processes.

In the literature, a new structural approach is proposed firstly by inan by the use of
Mori-Tanaka’s method to damage problems to overcome the difficulties of the
micromorphic theory mentioned above and a similar homogenization technique is
proposed to identify the effective material constants in the damaged material. In
addition, Inan combined Eshelby’s equivalent principle and his famous work, “the
solution of ellipsoidal inclusions” with the notion of average stress by means of
Mori-Tanaka’s method.

In the scope of this thesis, the concept of Eshelby tensors, which is in the basis of
most of the homogenization methods, is extended to micro elastic medium. To
achieve this, first the medium is modeled by micropolar theory in which it is
assumed that the material particles can only make microrotation in addition to the
classical bulk deformation, and than the elastic fields due to inclusions are given and
Eshelby tensors for micropolar theory presented by Cheng and He are discussed.
Although micropolar theory is very convenient to model liquid crystals and
particulate composites that have tougher inclusions than the matrix material, it is not
much convenient to use to model the damage phenomenon, because it does not
reflect the real characteristics of the damage at micro-scale.

Since damage occurs and increases gradually in material, it is more meaningful to
take into account the micro elongation of the voids rather than the micro rotation of
them, then to use the microelongation theory instead of the micropolar theory in the
modeling of damage is more reasonable. As it is already mentioned, microelongation
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and microstretch theories explain the development and the evaluation of damage in
the material much better comparing to other theories, then we first focused ourselves
to these theories and obtained the solutions for the displacement vector and the micro
elongation scalar respectively. Furthermore, extending the idea of “eigenstrain™ and
“microeigenstrain” to microelongation theory, the elastic fields due to the inclusions
are calculated with the help of Green’s functions concept. Also Eshelby tensors for
microelongation theory, like micropolar Eshelby tensors obtained by Cheng and He,
are found. While Cheng and He obtained four Eshelby tensors all in four dimension,
four Eshelby tensors are calculated in this work for microelongation theory but only
one of them is four dimensional, two are two dimensional and one as scalar, as
expected. In addition, it is shown that Eshelby tensors obtained for microelongation
theory are not homogeneous in even spherical inclusions like micropolar Eshelby
tensors and they are reduced to the classical Eshelby tensor, when the
microelongated material constants are taken as zero.

It is obvious that the modeling of damage in materials with microelongation theory is
more realistic comparing to micropolar modeling. Nevertheless, especially when the
micro character of damage is taken into account, the ratio of voids to the remaining
part of the material is quite low. Thus, the idea of modeling of damage in materials
with microelongation theory causes some inconveniences in both theoretical and
practical works. Because it restricts the deformation of the remaining part of the
material to make only microelongation in addition to classical bulk deformation. As
mentioned above, almost all materials have heterogeneous structures, therefore it is
best to model the damage in materials with micromorphic theory. But, because of the
difficulties in micromorphic model, modeling of damaged material by the use of the
microstretch theory that contains some advantages when compared modeling only
with micropolar or microelongation theories, although it is not as perfect as
micromorphic theory.

In this thesis, damaged materials are modeled secondly with microstretch theory, to
overcome the deficiency of modeling the damaged materials with microelongation
and micropolar theories. The fundamental solutions for displacement and
microrotation vectors and microelongation scalar in static case are presented and the
concepts of “eigenstrain” and “microeigenstrain” are defined and included to the
microstretch theory. With the help of these solutions and the use of Green’s functions
concept, the strain and micro strain fields are calculated for the material that contains
spherical inclusions and modeled by microstretch theory and then Eshelby tensors
are extended to the microstretch theory as similar to the micropolar and the
microelongation theories.

We obtained total of seven Eshelby tensors; as four in four dimension, two in two
dimension and one scalar for the microstretch theory in addition to Eshelby tensors
found for the microelongation theory. It is shown that obtained Eshelby tensors for
the microstretch theory similar to the Eshelby tensors calculated for micropolar and
microelongation theories are not homogeneous even in spherical inclusions, unlike to
the classical Eshelby tensor. Besides, it is also shown that obtained Eshelby tensors
for microstretch theory may be reduced to Eshelby tensors calculated by Cheng and
He for micropolar theory, by taking the zero limits of the proper material constants.
Similarly, taking again zero limit of the material coefficients due to micropolar
theory in Eshelby tensors for microstretch theory, one may arrive Eshelby tensors
obtained by Kiris and Inan for microelongation theory and finally taking zero limit of
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all material coefficients due to both micropolar and microelongation theories, the
classical Eshelby tensor may be obtained. As expected, while the field quantities due
to both micropolar and microelongation theories contribute to Eshelby tensors
corresponding to “eigenstrain” due to macro deformations, the field quantities due to
microelongation theory do not have any contribution to Eshelby tensors
corresponding to “microeigenstrain” due to micro rotation, and likewise, the field
quantities due to micropolar theory do not effect Eshelby tensors corresponding to
“microeigenstrain” due to micro elongation.

As explained above, the purpose of working to obtain Eshelby tensors given by both
Cheng and He for micropolar theory, and Kiris and Inan for micro elongation and
microstretch theories is the need to these tensors in the determination of the effective
properties of damaged materials modeled with such micro elastic theories in the
homogenization methods. Although our aim is to use these tensors in damage
mechanics, the obtained results are quite general. Besides Eshelby tensors obtained
for the micro elastic theories may be used to determinate effective properties of
composite materials as well as the damaged materials.

The homogenization methods like Mori-Tanaka’s method have to be extended to
micropolar, microelongation and microstretch medium theories to use it to determine
the effective properties of materials. Although Eshelby tensor for the classical theory
of elasticity is homogeneous in ellipsoidal inclusions which is adequate for defining
many different shapes, the fact that Eshelby tensors obtained for the theories that are
considered here are not homogeneous even in spherical inclusions, prevents us to
express the homogenization process analytically, unlike the classical case and
therefore it is possible only to obtain the numerical results by averaging processes
and by numerical integration over the inclusions.

Though, there is a study by Sharma and Dasgupta that extends Mori-Tanaka’s
method to micropolar theory by use of the averaged micropolar Eshelby tensors
obtained by Cheng and He, the homogenization method even for micropolar theory
still could not be solved exactly due to the difficulties mentioned above. In the future
works, it is expected that, the homogenization can be extended to micropolar,
microelongation and microstretch theories by employing Eshelby tensors obtained
for these theories and therefore, both, the classical material constants can be
calculated more accurately and the new micro material constants due to modeling the
materials with these micro elastic theories, can also be determined.
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1. GIRIS

Cok basit olarak hasar, malzemede atomik baglarin mikro 6l¢ekte kopmasi ile olusan
kusurlarin biiylimesi, gelismesi, birlesmesi ve giderek makro yap1 iizerinde belirgin
etkiler olusturan bozukluklar olarak tanimlanabilir. Bu siire¢ iic kisimda ele
almabilir; hasarsiz bozulmamis durum, hasarin olusumu ve gelisimi ile makro
catlaklarin ve kirilmalarin ortaya ¢ikmasi. Hasar Mekanigi ise hasarin olustugu
malzemede ortaya ¢ikan davranis degisikliginin incelendigi bir Siirekli Ortamlar

Mekanigi dal1 olarak tanimlanir.

Bir malzeme klasik Siirekli Ortamlar Mekanigi’nde homojen malzeme olarak
tanimlansa da, ger¢ekte mikro boyuta inildiginde malzemedeki genel homojen yapiy1
bozan, ¢ok sayida farkli boyutta ve nitelikte mikro kusura sahiptir. Malzemede
olusan bu kusurlarin boyutlar1 ele alindiginda biiytik farkliliklar ortaya ¢ikar. Klasik
stirekli ortamlar mekanigi biitlin maddesel ortamlarda siirekli bir kiitle yogunlugunun
varligina ve hareket denklemleri ve bilinye aksiyomlarinin ne kadar kii¢iik olursa

olsun cismin her AV karakteristik hacim elemani i¢in gegerli olmasi ilkesine
dayanir. Dogaldir ki, bu varsayim goz oniine alinan AV hacmi belirli bir AV" limit

degerinden biiyiik ise dogrudur. Molekiiler teoriler AV <AV" durumunda bunun
dogru olmadigini sdyler. Maddesel bir cisim, ger¢ekte bosluk i¢inde farkl 6zellikte
bir¢ok ayrik pargacigin birlesiminden olusmaktadir, dolayisiyla da yapisinda bir¢cok
heterojen kistm ve bosluklar bulunmaktadir. Bu nedenle siirekli ortamlar

mekaniginde sonsuz kii¢clik hacim olarak tanimlanan karakteristik A} hacmi

AV > AV durumunda bir ideallestirmedir. AV~ malzemenin cinsine ve yapisina
bagli olarak degisir. Ornegin kaya, beton, seramik gibi malzemeler dogal olarak
catlakli yapiya sahiptirler. Metalik malzemelerde makro biiyiikliikler mm, cm ve
benzeri ile dl¢iildiigii halde bosluk, dislokasyon gibi alt biiyiikliikler angstrom ile
mikron arasindaki birimlerle olgiiliirler. Bu nedenle alt boyutlarin makro boyutlara
bagli oldugu agiktir. Dolayisiyla bu tiir malzemelerde ortami dogru tanimlayabilmek

icin karakteristik hacim elemaninin boyutlarinin uygun secilmesi gerekir. Bu boyut



malzemeyi tanimlayabilecek sekilde olmalidir. Yogunluk p = Algmo (Am/AV) ile

tanimlandiginda asagidaki sekil klasik catlak mekanigi ile siirekli hasar mekaniginin

sinirlarini kabaca gostermektedir. Burada Am, AV hacminin kiitlesidir.

Mikro mekanik modeller Stirekli Teoriler, kirilma
Siirekli " Mekanigi
M.a.lze.me Hasar Mekanigi
Bilimi
Modelleri
AV >4y
r(d)
Siirekli Hasar Mekanigi Catlak Mekanigi

Sekil 1.1 : Elementer 4V hacminin boyutlandirilmasi

Siirekli hasar mekaniginin birincil tanimi1 mikro 6lgekte olusan ve ortam iginde yayilt
oldugu varsayilan mikro kusurlardir. Ancak bu kusurlar da yine biytkligi ve tipi
acisindan malzemeden malzemeye degisiklik gosterirler. Metallerde mikro catlaklar,
polimerlerde baglarin kirilmasi, betonda c¢imento, kum ve agrega arasindaki
ylizeylerin ayrigmasi ve mikro bosluklarin meydana gelmesi gibi degisik olusumlar
ornek olarak verilebilir. Malzemenin giivenli kullanimi i¢in hasar her durumda
kontrol edilebilir, hesaplanabilir olmali, ayrica hasarli malzemenin kalan dmriiniin ne
kadar oldugu konusunda bilgi sahibi olunabilmelidir. Ayrica hasar olusumu
saptanarak, Ongorii hesaplarmin yapilabilmesi i¢in biinye denklemleri de
yazilabilmelidir. Tiim bu islemlerin gerceklestirilebilmesi i¢in uygun mekanik
degiskenler kullanarak mikro yapisal hasar durumu tanimlanmali ve hasar 6l¢limii

yapilarak hasar degiskeninin gelisimini yoneten denklemler bulunabilmelidir.

Her ne kadar, “siirekli hasar” kavrami ilk olarak Janson ve Hult [1] tarafindan

kullanilmigsa da, genel olarak kabul edilen goriis, teorinin kesit alanindaki



bosluklarin yogunlugu yardimiyla yerel olarak o6lgiilen ve malzemenin biitiinliigi
icinde tanimlanan yeni bir degisken tanimi ile Kachanov tarafindan ortaya
konuldugudur [2]. Daha sonra Rabotnov daha ¢ok hasar olusumunun fiziksel anlami
tizerinde durmustur [3]. Nunziato ve Cowin malzemede olusan boslugun hacimsel
oraninit bagimsiz bir kinematik degisken kabul ederek lineer elastik malzemelerde
hasar1 bu orandaki degisim olarak tanimlamislardir [4-5]. Mikro yapisal hasar
modelleri, farkli bakis acilariyla bir¢ok arastirmaci tarafindan incelenmis ve farkl
hasar modelleri kurulmustur [6—10]. Siirekli Hasar Mekaniginin gelisimi ve genis bir

literatiir 6zeti Krajcinovic [11] ve Kachanov [12] tarafindan verilmistir.

Pek cok basit problemde basari ile uygulanan skaler hasar parametresi kavraminin
tim pratikligine ragmen uygulama alaninin ¢ok genis oldugunu sdylemek kolay
degildir. Cok eksenli yiikleme durumlarinda hasar1 skaler olarak tanimlamak
olanaksizdir. Bu gibi yiiklemeler i¢in, dnce hasar parametresi vektorel bir fonksiyon
olarak ele alinmistir. Ancak, bu durumda da hasar parametresinin yonelime bagliligi
s6z konusu oldugundan, uygulamadaki sonuglarla aykiriliklar ortaya ¢ikmus ve
hasarin tansorel bir biiyiiklik olarak tanimlanmasi diisiincesi daha gergekei
goriinerek daha ¢ok bu yonde calismalar yapilmigtir. Vakulenko ve Kachanov [13]
tarafindan tanimlanan simetrik catlak yogunluk tansorii metallerde siinme hasarini
tanimlamak icin uygun sonuglar vermis ve Murakami ve Ohno [14] tarafindan
kullanilmigtir. Bahsedilen ¢alismada hasar simetrik bir tansorle karakterize
edilmistir. Bilindigi gibi hasar genelde malzemenin elastik 6zelikleri iizerinde etkili
olmaktadir. Hasar gelistikce malzeme Ozelikleri degisir ve daha ¢ok anizotrop hale
gelir. Bu gercege dayanarak, Cordebois ve Sidoroff [15] hasari, en genel halde 21
bagimsiz bilesen iceren elastik katsayilar tansoriine karsi gelen, dordiincii

mertebeden bir tansorle karakterize etmislerdir.

Markov hasar siirecini mikro boyuttaki kusurlar1 bir anlamda mikro bosluklar olarak
diisiinerek, bunlarin olusma, gelisme ve birlesmeleri seklinde tanimlamis ve bu
bakisi mikro catlamanin ortamda bir mikro distorsiyon olusturdugu fikrine
dayandirmigtir. “Hasar tansorii” olarak tanimlanabilecek bu “mikro distorsiyon”
tansoril, ortamin makro boyuttaki yerdegistirme alanindan tamamen bagimsiz olarak,
elementer hacim icinde ek bir serbestlik derecesi olarak ortaya ¢ikmaktadir [16].
Markov tarafindan ortaya atilan bu modelle hasarli malzeme tanimi, Eringen ve

Suhubi [17-18] anlaminda mikromorfik ortam ve Mindlin [19] anlaminda mikro
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yapil kat1 ile 6rtiismektedir. Bu durum su sekilde gozlenebilir. Kiitle merkezi C olan
bir ¥ hacmi i¢ginde her biri bu hacim ile karsilastirildiginda mikro hacme sahip kiigiik

parcaciklar bulunsun ve bunlarin 7 hacmi i¢inde C noktasina gdére konumlari

Om—

.C u

9

4
m.y/'i

Sekil 1.2 : Mikromorfik modelle hasarin modellenmesi

Sekil 1.2” deki ¥ vektorii ile tantmlansin. Bu durumda, uygulanan dis yiikler altinda
C noktasimnin makro yerdegistirmesi u vektori ile tanimlanirsa, cismin genel sekil
degistirmesi sirasinda C merkezine bagl olarak J hacminde bir pargacigin goreceli
konumunu belirleyen ¥ vektoriiniin & vektoriine donlistiigii diisiiniilecek olursa;

E=3-T (1.1)

a

yazilabilir. Burada yeni tanimlanan T, biiyiikliigii hasar tansorii olarak

adlandirilabilir. Bu yeni tansoriin tanimi1 Eringen-Suhubi [17-18] anlaminda mikro

distorsiyon tansorii ¢,, ile benzesmektedir. Dolayisiyla mikromorfik teoride elde

edilen mikro hiperelastik katinin biinye ve alan denklemleri, yukaridaki analoji ile,
mikromorfik modelle tanimlanan hasarli malzemeler i¢in de gegerli olacaktir. Yani,

Eringen-Suhubi [17-18] de verilen mikro distorsiyon tansérii ¢, burada hasar

tansorline karst gelmektedir. Bilindigi gibi, mikromorfik teori malzemenin her
parcaciginin klasik sekil degistirmeden bagimsiz olarak ek bir mikro sekil degistirme
yapabildigi fikrine dayanmaktadir ve dogada tiim malzemelerin heterojen yapida
olmasi, yani belirli bir dereceye kadar mikromorfik yapida olmasi dolayist ile klasik
teoriye gore fiziksel gercekleri daha iyi yansitmaktadir. Bu anlamda, mikromorfik
model, hasarli malzemeleri tanimlamak ve incelemek i¢in ideal bir teori olmasina
karsin baz1 giicliikleri de beraberinde getirmektedir. Bunlarin en 6nemlisi bu modelle
verilen malzemenin tanimlanmasi i¢in ¢ok sayida malzeme sabitinin ortaya ¢ikmasi

ve teorik olarak ¢ok uygun gibi gériinen mikromorfik teorinin biinye denklemlerinde



cok sayida bilinmeyen bulunmasidir. Mikromorfik teorinin, hem denklem hem de
bilinmeyen sayisinin klasik teoriye gore daha fazla olmasindan kaynaklanan
hesaplama giicliikleri pargaciklarin mikro hareketi {izerine bazi kisitlar getirilerek
asilmaya caligilmaktadir. Bu amagcla, klasik sekil degistirmeden bagimsiz olarak
malzemenin her parcaciginin yalniz hacimsel mikrogenlesme yapabildigi
mikrogenlesme (microelongation) [20-21], yalmiz mikrodénme yapabildigi
mikrodonme (micropolar) [22-24], par¢aciklarin hem hacimsel genlesme hem de
mikrodonme yapabildigi mikrogerme (microstretch) [25] ve makro yapida
tanimlanan izotropiye benzer bir 6zelligin mikro yapida da oldugunu varsayan

mikroizotropi [26] gibi alt teorilerle ¢esitli ¢calismalar yapilmistir.

Yukarida anlatilan noktalarin yani sira, hasarin modellenmesi problemi yerel olarak
analiz edildiginde, uygulamada baz1 baska uyumsuzluklarin ortaya ¢iktig
gozlenmistir. Bu sorunu gidermek icin yapilmasi gereken diizenlemeler konusunda
siirekli hasar mekanigi {izerine ¢alisan pek c¢ok arastiricinin iizerinde birlesmis
olduklar1 veya en az yapay oldugu konusunda ortak goriis belirttikleri nokta, hangi
modelle c¢aligilirsa ¢alisilsin - yerel olmayan etkilerin gz Oniine alinmasi
gerekliligidir. Bilindigi gibi, klasik siirekli ortamlar mekaniginde bir noktadaki
gerilme tansOriiniin veya herhangi bir bagka termoenerjetik bliyiikliigiin yalniz o
noktanin hareket ve sicaklifindan etkilendigi diisiiniiliir. Bu yerellik varsayimi
sonucunda da, malzemede catlak, dislokasyon gibi bozukluklar oldugu zaman bunlar
komsulugunda gerceklerle uyusmayan sonuglar ortaya ¢ikmakta ve bu sorun gatlak
veya bozukluk civarinda farkli uygulamalar yapilarak giderilmeye calisilmaktadir.
Oysa, bu tiir uygulamalara bas vurmadan yerel olmayan etkilerin goz 6niine alinmasi
ile bu sorunlar giderilebilmektedir. Gergekte, ilke olarak mikromorfik modeller her
nokta ile ilgili moment tansorili nedeni ile yapisal olarak, yerel olmayan teorilerle ele
alinmasi gereken modellerdir. Dolayisiyla, gercekei ve tutarli bir teori kurabilmek
icin, hem mikro yapiy1 hem de yerel olmayan etkileri géz oniine alan bir teorinin
kullanilmast gerekli goriilmektedir. Yerel olmayan etkilerin goz oniine alindig1 bir

model Inan tarafindan verilmistir [27].

Malzemedeki hasar1 mikro yapiy1 goz 6niine alarak incelemek i¢in kurulan teorilerde
yukarida sozii edilen tiirde zorluklar1 giderebilmek icin bag vurulabilecek yollardan
biri de kompozit malzemeler icin kullanilan yaklasimlardan yararlanmaktir.

Tamamen farkli amaclarla olusturulan kompozit malzemelerin yapisinin hasarl
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malzeme tanimi ile benzerligi, hasarli malzemelerin incelenmesinde ve 6zellikle,
ortaya ¢ikan giiclikklerin giderilmesinde kullanilma diislincesi yenidir [28]. Farkli
malzemelerin farkli diizenlemelerle kullanilmasi sonucu ortaya ¢ikan kompozitlerde
elde edilen yeni malzemeye Ozgli Ozeliklerin bulunabilmesi igin ¢esitli
homojenlestirme yontemleri kullanilmaktadir [28-64]. Yukarida belirtildigi gibi,
hasara bir mikro bosluk ve mikro catlaklar dizisi olarak bakilabilir. Baslangicta
bozulmamig ve homojen olan kati bu bozulmalarin etkisiyle heterojen hale gelir.
Heterojen hale geldiginde de pargacik tipli kompozit malzeme gibi diisiiniilebilir.
Bilindigi gibi, parcacikli kompozit malzeme Ozelikleri bilinen ve matris olarak
adlandirilan bir ana malzeme ve Ozelikleri matristen farkli mikro boyutta
parcaciklarin matris i¢cinde homojen olmayabilen bir dagilimindan olusmaktadir.
Dolayisiyla, bu mikro pargaciklar yerine mikro catlaklar ve mikro bosluklar da
aliabilecegi diisiintilerek, yani hasarli malzemeyi 6zel bir kompozit malzeme gibi
ele alarak kompozitlerde kullanilan homojenlestirme islemleri hasarli malzemeler
icin de kullanilabilir. Burada amac¢ homojenlestirilmis katinin etkin malzeme

Ozeliklerini belirlemektir.

Parcacikli kompozit malzemelerin etkin 6zeliklerinin belirlenmesi amaci ile birgok
problemde basar1 ile kullanilan, homojenlestirme yontemlerinin baslicalar;
“differential scheme” [40—44], “self-consistent” [45-51], “Mori-Tanaka” [28, 52—

58] ve “double inclusion” [59—-64] yontemleridir.

Yukarida anlatilan dogrultuda, Inan [65] tarafindan mikromorfik model ile kompozit
malzeme arasinda bir analoji kurularak, Mori-Tanaka homojenlestirme yontemi
hasarli malzemelere uygulanmis ve mikromorfik modelin anilan giigliiklerinin
istesinden gelmek amaciyla yeni bir yaklasim sunulmus ve etkin malzeme sabitlerini
belirlemek igin bir teknik &nerilmistir. Inan [66] da ise, mikromorfik modelle
tanimlanan hasarli malzemelerde malzeme sabitlerini belirlemek i¢in, Eshelby’nin
esdegerlik ilkesini ve iinli “elipsoidal bosluk” ¢ozliimii calismasini [67], Mori-
Tanaka [52] anlaminda “ortalama gerilme” tanimi ile birlestirmis ve Benveniste [28]

ve Zhao v.d. [53]’nin yaklagimlarini izlemistir.

S6z edilen homojenlestirme yoOntemlerinin bir¢ogunun temelinde konunun
onciilerinden Eshelby’nin tanimladigi “esdeger doniislim tansorii” kavramu

yatmaktadir [67-69]. Eshelby esdeger doniisim tansorii, katki maddesinin



(inclusion) serbest genlemesi ile matris genlemesi arasindaki iliskiyi vermektedir ve
klasik elastisite igin elipsoidal bir katki maddesi i¢inde homojendir. Ikinci boliimde
deginilecegi iizere, elipsoidal katki maddesi i¢inde klasik Eshelby tansoriiniin
homojen olma 6zelligi nedeniyle, Mori-Tanaka gibi homojenlestirme yontemlerinde
ilgili genlemeler analitik olarak yazilabilmekte ve bu da ydntemin genel
kullanilabilirligini artirarak matematiksel islemlerde sagladig: biiyiik basitlik dolayisi

ile Mori-Tanaka yontemini avantajli hale getirmektedir.

Homojenlestirme islemlerinin yani sira, malzemede “bozulmalar” komsulugunda
gerilme genleme iligkileri analizi i¢in de kullanilan katki maddesi kavramu ile ilgili
klasik elastisitede bir¢ok problem c¢oziilmiistiir [70-71]. Ancak, konunun 6nemine
ragmen, tim yiiksek mertebe teorilerde oldugu gibi mikromorfik teoride de bu tip
problemlerle ilgili ¢aligmalar olduk¢a azdir. Mikromorfik teori ile ilgili hacimsel
bozulmalar i¢in genel formiiller ilk olarak Hsieh tarafindan verilmistir [72-73].
Cheng ve He [74-75], Hsieh’ in bu ¢alismalarindan faydalanarak kiiresel ve dairesel
silindirik katki maddesi igeren mikropolar malzemeler i¢in Eshelby tansorlerini elde
etmislerdir. Klasik elastisitede, elipsoidal katkilar i¢in bir tane Eshelby tansorii
olmasma ragmen, Cheng ve He bu c¢aligmalarinda kiiresel katki maddesi iceren
mikropolar malzemeler icin dort Eshelby tansorii elde etmigslerdir. Ayrica, klasik
durumda elipsoidal katki maddesi i¢cinde Eshelby tansorii homojen olmasina ragmen,
mikropolar durumda kiiresel katki maddeleri i¢inde bile elde edilen Eshelby
tansorleri homojen degildir. Cheng ve He elde ettikleri bu tansorlerin mikropolar
sabitlerin limit durumunda klasik elastisitenin Eshelby tansoriine indirgendigini

gostermiglerdir [74].

Kompozit malzeme kavraminin altinda yatan temel ama¢ malzemenin kullanim
amacina uygun olarak istenilen &zeliklerinin iyilestirilmesidir. Ornegin, bir¢ok
parcacik tipli kompozitte giiglendirme i¢in matris malzemesi i¢ine kendisinden daha
yiiksek dayanim 1iyi elastik Ozeliklerine sahip kiiclik rijit kiiresel pargaciklar
katilmaktadir. Bu tip parcacikli kompozitlerin veya sivi kristallerin mikropolar teori
ile modellenmesi klasik teoriye oranla gercege daha yakin bir yaklagim olmakla
birlikte, hasarli cismin mikropolar modellenmesi bazi sikintilar dogurmakta, bir
baska deyisle mikropolar modelde hasarin baz1 6zellikleri kaybolmaktadir. Gergekte,
malzemede hasarin zamanla biiyiiyerek cogalmasi nedeniyle, bosluklarin donme

yerine genlesme yapacagini varsaymak, dolayisiyla, hasart mikroddnme modeli ile
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degil de mikrogenlesen ortam teorisi ile modellemek ¢ok daha anlamli olmaktadir.
Ayrica, Eringen’in mikrogermeli ortam teorisinde [25], mikropolar etkilerin ihmal
edilmesiyle elde edilen mikrogenlesen ortam teorisi [20-21], Cowin & Nunziato [4-
5] tarafindan gelistirilen, “bosluklu lineer elastik malzeme teorisi” ile de tam olarak

ortiismektedir [76].

Bu nedenle, bu tez calismasinda, hasara malzemedeki mikro bosluklar goziiyle
bakarak mikrogenlesme modeli ile tanimlamak ve kompozit malzemelerde
kullanilan homojenlestirme yontemlerini uygulayarak, hasarli malzemenin elastik
sabitlerini bulabilmek temel amac1 ile yola ¢ikilmistir. Yukarida agiklandig gibi, bu
amac1 gerceklestirmenin ilk adimi gerekli Eshelby tansorlerinin bulunmasidir. Bu
tansorler, Cheng ve He [74]'nin kullandig1 Green fonksiyonlar1 kavrami izlenerek
homojen izotrop merkezcil simetrik mikrogenlesen ortamda kiiresel katki maddesi
iceren malzemeler i¢in bu tez ¢alismasi gercevesinde elde edilmis ve sonuglar Kirig
ve Inan tarafindan yaymlanmistir [20]. Literatiirde ilk olarak bu calismada klasik
elastisitede ki “ekgenleme” (eigenstrain) kavrami, asimetrik “ekgenleme” ve
“mikroekgenleme” (microeigenstrain) kavramlari ile mikrogenlesen ortam teorisine
genigletilmis ve kiiresel katki maddesi iceren mikrogenlesen ortam igin elde edilen
Eshelby tansorlerinin, mikro sabitlerin limit durumunda, klasik Eshelby tansoriine
indirgendigi gosterilmistir. Cheng ve He [74] tarafindan mikropolar ortam igin dort
tane dort boyutlu Eshelby tansorii elde edilmesine ragmen, mikrogenlesen ortam igin
biri dort, ikisi iki boyutlu ve biri de skaler olmak iizere yine dort Eshelby tansorii
elde edilmistir [20]. Burada da, mikropolar teoriye benzer olarak, mikrogenlesen

ortamin Eshelby tansorleri kiiresel katki maddeleri i¢inde homojen degillerdir.

Hasarli malzemenin mikrogenlesen ortam teorisi ile modellenmesinin mikropolar
ortam modeline gore daha gergekci oldugu agiktir. Ancak malzemede hasarli yani
bosluklu kismin 6zellikle mikro hasarlar diisiintildiigliinde malzemenin kalan
kisminin hacmine orani hayli diisliktiir. Bu durumda, yalmz hasarli kismin
mikrogenlesme yapacagini diislinerek hareket etmek, yani malzemeyi mikrogenlesen
ortam olarak modelleme diisiincesi de, hem pratikte hem de teoride sikintilar ortaya
cikarmaktadir. Yukarida da deginildigi gibi, pek ¢ok malzeme gercekte heterojen
yapiya sahiptir ve bu nedenle de mikromorfik teori ile modellenmeleri en
uygunudur. Ancak, mikromorfik modelde de, yukarida s6z edilen giicliikler ortaya

cikmaktadir. Bu durumda, hasarli malzemeyi yalniz mikrodonme veya
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mikrogenlesen ortam teorisi ile modellemek yerine, bu ikisinin birlesimi olan
mikrogermeli ortam teorisi ile modellemek daha gercek¢i bir model olan
mikromorfik modele gore eksik kalsa da, yalmiz mikropolar veya yalniz

mikrogenlesen ortam modeline gore daha avantajli olmaktadir.

Tez caligmasinda ikinci olarak, mikrogerme teorisinin anilan {istiinliiglinden dolay1,
hasarli malzemenin mikrogermeli ortam teorisi ile daha iyi modellenebilecegi
diisiiniilerek, kiiresel katki maddeleri iceren mikrogermeli ortam icin Eshelby
tansorleri elde edilmistir. Mikropolar ve mikrogenlesen ortam i¢in izlenilen benzer
yontemle, kiiresel katki maddesi igeren mikrogermeli ortam igin Once temel
coziimler elde edilmistir. Bu temel c¢oziimlerden faydalanarak, yine Green
fonksiyonlar1 yardimiyla dordii dort, ikisi iki boyutlu ve biri de skaler olmak {izere
toplam yedi Eshelby tansorii elde edilmistir. Ayrica, beklendigi iizere, makro sekil
degistirmeden kaynaklanan ekgenleme (eigenstrain) ile ilgili Eshelby tansorlerinde
hem mikrodénme hem de mikrogenlesme ile ilgili alan biiyiikliiklerinin katkisi
gozlenirken, mikrodéonmeden kaynaklanan mikroekgenleme (microeigenstrain) ile
ilgili Eshelby tansorlerine mikrogenlesme ile ilgili biiyiikliikklerden ve tersine
olarakta, mikrogenlesmeden kaynaklanan mikroekgenleme (microeigenstrain) ile
ilgili Eshelby tansorlerine mikrodénme ile ilgili alan biiyiikliiklerinden higbir katki
gelmemektedir [77].

Mikrogermeli ortam icin elde edilen Eshelby tansorlerinin mikrodénme ile ilgili
sabitlerin limit durumunda mikrogenlesen ortam ic¢in elde edilen Eshelby
tansorlerine, mikrogenlesme sabitlerinin limit durumunda mikropolar Eshelby
tansorlerine ve tim mikro sabitlerin limit durumunda klasik Eshelby tansorlerine
indirgendigi gosterilmistir. Mikrogermeli ortam i¢in elde edilen Eshelby tansorleri
de mikrogenlesme ve mikropolar durumda oldugu gibi klasik Eshelby tansorlerinin
aksine kiiresel katki maddeleri iizerinde bile homojen degillerdir. Literatiirde, Kiris
ve Inan [77] tarafindan verilen, dogrudan kiiresel katk1 maddesi igeren mikrogermeli
ortamin temel ¢Oziimlerinden bagimsiz olarak, Liu ve Hu [78] tarafindan da
mikropolar ortam i¢in elde edilen Eshelby tansorlerine mikrogermenin getirecegi

katkilar ilave edilerek mikrogermeli ortam i¢in Eshelby tansorleri elde edilmistir.

Kirts ve Inan tarafindan kiiresel katki maddesi igeren mikrogermeli ortam icin

yukarida bahsedildigi lizere dort tane dort boyutlu, iki tane iki boyutlu ve bir de



skaler olmak tizere toplam yedi Eshelby tansorii elde edilirken [77], Liu ve Hu
calismalarinda dort tane dort boyutlu, iki tane ii¢ boyutlu, ii¢ tane iki boyutlu, iki
tane bir boyutlu ve bir de skaler olmak {izere toplam on iki Eshelby tansorii elde
etmislerdir [78]. Sonuglar arasindaki bu farklilik temel olarak alan denklemlerinin
farkl1 se¢ilmesinden kaynaklanmaktadir. Liu ve Hu tarafindan verilen sonuglarda
birbirinden bagimsiz olmayan alan biiyiikliikklerin se¢imi nedeniyle mikrogermeli
ortam i¢in elde edilen Eshelby tansorleri arasinda bagimsiz olmayan terimler
bulunmaktadir. Bu iliskiler g6z 6niine alindiginda [78] sonuglarindan [77] ye

gecilebilmektedir.

Mikrogenlesen ve mikrogermeli ortam ic¢in Eshelby tansorlerinin elde edilmesinde
temel amag¢ baslangicta da deginildigi tlizere homojenlestirme yodntemlerinin
kullanilarak hasarli malzemelerin sabitlerinin belirlenmesidir. Elde edilen bu
tansorler hem hasarli malzemelerde hem de pargacik tipli kompozitlerin etkin
Ozeliklerinin belirlenmesi amaciyla homojenlestirme yontemlerinde kullanilabilirler.
Ancak, bu amacin gerceklestirilebilmesi i¢cin Mori-Tanaka homojenlestirme
yonteminin hem mikrogenlesen hem de mikrogermeli ortama genisletilmesi
gerekmektedir. Sharma ve Dasgupta [21] benzer bir ¢alismayr Cheng ve He [74]
tarafindan elde edilen mikropolar Eshelby tansorlerini kullanarak Mori-Tanaka
yontemini mikropolar teoriye genisleterek gerceklestirmislerdir. Sonraki agamada,
mikrogenlesen ve mikrogermeli ortam i¢in yapilacak benzer calismalarda elde edilen
bu Eshelby tansorleri kullanilarak mikrogenlesme ve mikrogerme teorileri ile

modellenen malzemelerin etkin malzeme modiilleri bulunabilecektir.

Bu calismanin ikinci boliimiinde, klasik Eshelby tansorii ve Mori-Tanaka
homojenlestirme yontemi anlatilmistir. Ugiincii boliimde mikromorfik teorinin temel
kavramlar1 ve tez i¢inde kullanilan temel denklemler verilmistir. Ayrica, mikro sekil
degistirme yapabilen malzeme parcaciklarinin hareketi {lizerine sirasiyla; yalniz
donme, yalniz hacimsel genlesme ve hem donme hem de hacimsel genlesme
yapabilme (mikrogerme) kosullar1 getirilerek mikromorfik ortamin temel
denklemlerinden sirasiyla; mikropolar, mikrogenlesen ve mikrogermeli ortamin

temel denklemleri elde edilmistir.

Dordiincii boliimde, mikropolar Eshelby tansorleri, besinci boliimde mikrogenlesen

ortamin Eshelby tansorleri elde edilmistir. Mikrogermeli ortamin Eshelby tansorleri

10



ile bu tansorlerin mikrogenlesme ve mikropolar Eshelby tansorlerine indirgenmesi
altinct bolim kapsaminda ele alinmigtir. Son olarak yedinci boliimde, bu tez
caligsmasi kapsaminda elde edilen sonuglar irdelenmekte ve sonuglar 1s1ginda ileride

yapilabilecek ¢aligmalara deginilmektedir.
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2. KLASIK ESHELBY COZUMU VE MORI-TANAKA YONTEMIi

Klasik elastisitede “inhomojenite* igeren malzemelerle ilgili problemler uygulamali
mekanikte c¢ok ilgi ¢eken bir konudur. Bu problemlerde Oncelikli amag,
“inhomojenite” i¢inde ve diginda gerilme ve genleme alanlarini bulmaktir. Eshelby
1957 de elipsoidal katki maddesi i¢eren sonsuz elastik ortam i¢in sonsuzda iiniform
uygulanan gerilmeler altinda gerilme ve genleme alanlarini belirlemek i¢in “Esdeger
Katki Maddesi” adi verilen ve yaygm olarak benimsenmis giicli bir yontem

Onermistir [67].

Bu boliimde ilk olarak Eshelby’ nin matris malzemesindeki genleme ile katki
malzemesinin serbest genlemesi arasindaki iliskiyi veren “Eshelby tansorleri elde
edilecektir. Ikinci olarak da, bu Eshelby tansorlerini kullanarak etkin malzeme
modiillerinin analitik bir formda elde edilebildigi Mori-Tanaka homojenlestirme

yontemi [52] verilecektir.

2.1 Klasik Eshelby Tansorleri

Genel olarak Eshelby ¢oziimii matris malzemesindeki genleme ile katki maddesinin
serbest genlemesi arasinda

eq =S 2.1)

klmn =~ mn

seklinde bir iligki kurmaktadir. Burada e;, katki maddesinin serbest doniisiim

genlemesini, e;, matriste katki maddesinden kaynaklanan genlemeyi gdstermekte ve

S Eshelby esdeger doniisiim tansorii adin1 almaktadir. Burada ve bundan sonra aksi
belirtilmedik¢ce tekrarlanan indisler iizerinde toplama uylasimi oldugu ve *,”
isaretinin izleyen indisin koordinatina gore tlirevi gosterdigi kabul edilecektir.
Eshelby katki maddesi i¢inde ve disindaki elastik alan problemini bir dizi hayali

kesme, genleme ve kaynak islemleri yardimiyla ¢6zmiistiir [67-69].
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2.1.1 Katki Maddesinden Kaynaklanan Elastik Alanlar

Lineer elastik izotrop bir cisimde, yerdegistirme bilesenleri u,, 4 Lamé sabiti [79-

80] ve x kayma modiilii [80] olmak iizere, e, genleme ve #,, gerilme ifadeleri

¢y = %(uk,l i) 2.2)

t,=Ae

mm

Oy t2uey,

formunda verilir. Burada o0,, Kronecker deltasidir [81-82].

Burada, katki maddesi matristen ¢ikartildiginda veya matris yokmus gibi
diisiiniildiigiinde katki maddesinin yapacagi e/, {iniform déniisiim genlemesine

Robinson tarafindan “gerilmesiz genleme” (stress-free strain) adi verilmistir [83].

Temel problem, katki maddesi matris i¢inde iken hem matriste hem de katki maddesi
igindeki “kisitlanmis genleme” (constrained strain) adi verilen e, ’yi bulmaktir. S,
katki maddesi ve matrisi ayiran yiizeyi ve n, bu yiizeyin dis normalini gostermek

lizere, ele alinan problem, asagidaki hayali kesme, ¢ikarma, genleme ve kaynak

islemleri ile ¢oziilebilir;

1.Adim: Katki maddesi sinirlarindan kesilerek matrisin disina ¢ikarilir ve malzeme

sabitleri degismeksizin, e, serbest genlemesine izin verilir. Bu durumda

e/, genlemesine kars1 gelen gerilme, Hooke yasasi [84-85] ile
th=Ae. S,+2ue, (2.3)

olarak elde edilir. Ayrica, bu durumda matris ve katki maddesindeki

gerilme alanlarinin sifir olduguna dikkat edilmelidir.

2.Adim: 1. adimda ¢ikarilan katki maddesine —, n, yiizey gerilmeleri uygulanarak

doniistimden Onceki sekil ve boyutuna geri getirilir ve matrisle aym
ozeliklere sahip “esdeger bir katki maddesi” ile degistirilerek tekrar yerine
yerlestirilir ve S yiizeyi boyunca kaynaklanir. Boylece yiizey kuvvetleri S

ara yiizeyi lizerinde yayil kiitle kuvvetleri tabakasi gibi is gortir.
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3. Adim: S ara yiizeyinde yayili bu fiktif kiitle kuvvetlerinin etkisini ortadan
kaldirmak igin, S iizerinde +t, n, gerilme dagilimi uygulandig1 diisiiniilir.

Artik cisim dig yiikklemeden bagimsiz, fakat katki maddesinin dontigiimii

nedeniyle kendinden gerilmeli (self-stress) durumdadir.

Yiiksiiz, sonsuz bir lineer elastik ortamin bir r’ noktasinda F, noktasal kuvvetinden

kaynaklanan yerdegistirme alaninin r noktasindaki degeri Love tarafindan [86]

1 K 1 P
47r,u|r—r'| 1677 u(1-v) l@x,@xk

U(@r-r.F)= r—r| (2.4)

seklinde verilmektedir. Burada v Poisson oranidir [82, 87]. Dolayisiyla, 3. adimda

S ara ylizeyi boyunca t,n, yizey gerilmeleri dagihmindan kaynaklanan

yerdegistirme
uf (1) = [U, @ 1,5 n)dS(r") (2.5)
S

ile verilir.

Ikinci adimm sonunda malzemeyi sifir yerdegistirmeli olarak almak uygundur.

Ciinkii matris malzemesinde gerilme ve genleme sifirdir ve katki maddesi gerilmesiz
olmadig1 i¢in yalniz doniisiimden &nceki geometrik sekline sahip oldugundan u

matris ve katki maddesindeki gercek yerdegistirmedir. Dolayisiyla, katki maddesi ve
matristeki genleme

c _ L/ ¢ c
Cu = E(uk,l TU ) (2.6)
ile verilir. Bu genlemeden kaynaklanan matristeki gerilme alan
to=Ae, 5,+2ue, (2.7)

olur. Diger yandan katki maddesi 3. adimdan 6nce
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tk{l = tlg _tlg = /’i’(erim _ery;m)é‘kl +2:u(61§ _elg) (2'8)

gerilmesine sahiptir. (2.4) ifadesi (2.5) integralinde kullanilir ve integrasyon r’

{izerinde oldugundan 8/ ox, tiirevinin —0/0x, anlamina geldigine dikkat edilerek ve

t,, gerilme alamnin homojen oldugu kabulii yapilarak yerdegistirme alani

c 1 r 1

u‘ry)=—t'M,, ———t'M 29
k( ) 167Tﬂ(l_V) Im 1,kim 472_ kl 2,1 ( )
olarak bulunur. Burada
, dv
M, = [|e—r|dv, Mz:jm (2.10)
4 V

sirastyla S ile sinirlanan katki maddesinin /° hacmini dolduran birim yogunluk

izerine etkiyen biharmonik ve Newtonyen potansiyellerdir ve aralarinda

VM, =2M,,
—87 S lizerinde (2.11)

VM, =2V’M, =
0 § disinda

iliskileri vardir. Burada V* Laplace ve V* biharmonik operatérleridir [88-89].

VU =-47p denklemini saglayan bir potansiyel fonksiyonun ikinci tiirevi
yogunluk p lizerinde Ap sigaramasmin oldugu, birim normali 7, olan bir
sireksizlik yiizeyi lizerinde AU, =-47xApn, n, sigramasi yapar [90]. Dolayisiyla,
S aymrm ylizeyinin iki tarafinda kalan bitisik noktalar arasindaki M, potansiyel

farki

Mz,kz (dl§‘) - Mz,kz (i§) =4 n,n (2 12)

ile verilir. Benzer sekilde M| potansiyeli i¢in fark
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Ml,klmn (dl§) - Ml,klmn (l?) = 8 T nk nl nm nn (2 1 3)
seklinde yazilabilir. (2.12), (2.13) ve (2.9) denklemleri kullanilarak katki maddesinin
hemen disindaki noktalardaki genleme katki maddesinin i¢indeki bitisik noktalarin

degerleri cinsinden

11 1-2
¢ (dig) = ¢ (i¢) ~~— e Vg, n, (2.14)
31-v 1-v

Ve

1
‘%IC (dl§) = ‘qdc (lc) +:‘enz:1 nmnnnknl - ‘qg;z nmnl - ‘%Z; nmnk
(2.15)
+

1-2v _; 1
e nno,————e (nn——>o
3(1—‘/) mn "m"‘nkl 31—]/ ( k" 3 kl)

seklinde elde edilebilir. Burada indissiz ve “ * 7 isaretli biiytlikliikler ilgili tansoriin

sirastyla skaler ve deviatorik kisimlarini gostermekte ve herhangi bir f,, tansorii igin

S=fhtat = m Ve fd:sz_%fé}d (2.16)

olarak tanimlanirlar.

Bu noktaya kadar katki maddesinin sekli hakkinda higbir varsayim yapilmamis ve
malzemenin katki maddesi disinda herhangi bir noktadaki genlemesi katki maddesi

icindeki genleme alani ile ifade edilmistir.

2.1.2 Elipsoidal Katki Maddesinden Kaynaklanan Elastik Alanlar

(2.4) denklemi ile tanimlanan yedegistirme alani iireticisi

167 u(1-v)U, =L,|[(3—4v)5k, MCAt YE _X;)J 2.17)

|l'—l'
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olarak yazilip (2.5) integralinde kullanilarak, Green-Gauss teoremi [91-92]

yardimiyla hacim integraline gevrilirse

e J- dv

c —
u, (X)_ 87[(1_‘/) V|X_X!|

7 & (d) (2.18)

elde edilir. Burada d = (x"—x) / |x' - x| dogrultu birim vektoriidiir ve

gklm (d) = (1 - 2V)(5kldm + 5 (219)

km

dl - é‘lmdk ) + 3 dk dl dm
olarak verilmektedir. Katki maddesinden uzak x noktalar1 i¢in, tiim terimler hacim

integrali digina alinirsa (2.18) integrali

1

8x(1-v)r’ (220)

u; (X)=V e, 8y,

seklinde yazilabilir. Katki maddesinin i¢indeki elastik alanlar i¢in ise, (2.18) integrali

acik olarak hesaplanmalidir.

ds "',,..dw

d (d)

do

Q
Sekil 2.1 : Elipsoidal Katki Maddesi Q, x noktas1t merkezli birim kiire

Sekil 2.1 den goriilecegi iizere, elipsoid i¢cinde dv hacim eleman

dv=drdS=drr’do (2.21)
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seklinde yazilabilir, burada dw, x noktasinda merkezlenmis ¥ birim kiiresinin bir

ylizey elemanidir. (2.21) ifadesi (2.18) de kullanilarak, integral birim kiire iizerine

taginir ve » ye gore integral alinirsa

T

c €im
uf (x) =m£r<d)gﬂm<d)da}

elde edilir.

Burada
rd)=—f/g+(f*/g>+h/g)"”
ve

f=dx/la +d,x,/a; +d,x, /a3,
g=d}/a’ +d;/a; +d; /a3,

2 2 2 2 2 2
h=1-x//a; —x;/a, —x;/a;

olup, a,, k=1,2,3 elipsoidin x, yoniindeki yari-eksen boylaridir.

(2.22) integrali
A =d,/a’, A, =d,/a;, AN =d,/a;

tanimlamalari ile

MC(X) — xn el]r-n J.An gklm da)
g sz(l-v)i g

seklinde yazilabilir ve (2.6) yardimiyla

T

eC (X) — emn J.Ak glmn + Al gkmn da)
kl
loz(1-v)s g

18
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(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)



bulunur. (2.27) denklemi agik olarak, elipsoid i¢indeki genlemenin ve dolayisiyla
gerilmenin x konum vektoriinden bagimsiz oldugunu, dolayisiyla homojen

oldugunu gostermektedir.

(2.27) formundaki integrallerin basit integrallere indirgenmesi Routh [93] tarafindan

verilmistir. (2.27) ifadesi ek genlemeler cinsinden

els =5 eT (228)

klmn™"mn

seklinde yazilabilir. Burada, S tansorii Eshelby tansorii olarak adlandirilir ve

bilesenleri
S kimn = S/kmn = Sk/nm b

3 1-2v
S = . 0

—al +———1,
&r(l-v,) &r(l-v,)
1 1-2v
S1122:—a22 12_—0 1,
8r(1-v,) 8r(1-v,)
1 1-2v
*5'1133:—‘132 13_—0 15
dqr(1-v,) 8qr(1-v,)
a’ +a? 1-2v
S1212 = : 2 Thu °
16z (1-v,) l6z(1-v,)

(2.29)

(Il +12)

olarak yazilabilir. Burada v, matris malzemesinin Poisson oramidir [82, 87] ve diger
bilesenler (1,2,3) degerlerinin dairesel permiitasyonu ile ifade edilirler. Dairesel

permiitasyonla ifade edilemeyen degerler, 6rnegin S,,,, = S,,5; =S,5;, =0 ve

2 ©
1, :j%dw:ZEalazan;ds,
s 8 o (@ +5)A(s)
1 J'Lda)—ZimaaT;ds
"olal U@l s AGs) (2.30)
INA R 1
I, =3|—‘2-dw=2raa,a ds,
’ I a‘ayg o j (a; +s)(a; +9)A(s)

A(s)=(a; +5)" (a3 +5)"(a; +5)"

dir.
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Mura [70], cesitli sekilli katki maddeleri i¢in Eshelby tansorii S ’nin bilesenlerini
vermistir. Ornegin kiiresel (a, =a, =a,=a) katki maddeleri i¢in Eshelby

tansOriiniin bilesenleri, (2.29) denklemlerinde (2.30) ifadelerinden elde edilen

I =1,=1, :4_7Z’
3 2.31)
4
Ly=1,=1,=1,=1;=1, :5_2
a
degerleri kullanilarak
7-5v
S =8, =84,=—"3"
1111 2222 3333 15(1—v,)
S5v, —1
S1122 = S2233 = S3311 = S1133 = S2211 = S3322 =15(10—_Vo)’ (2.32)
4-5v
S =8 =8, =—"
1212 2323 3131 15(1-v,)

olarak elde edilmektedirler. Bu tansorler malzemenin etkin 6zeliklerini bulmak igin

cesitli homojenlestirme yontemlerinde kullanilmaktadirlar.

2.2 Mori-Tanaka Homojenlestirme Yontemi

Heterojen malzemelerin makro 6zeliklerinin ortamin mikro 6zeliklerinden hareketle
elde edilmesi problemi mikromekanik teorinin temel amaglarindan biridir. Bu
cercevede, giris boliimiinde de belirtildigi gibi, ¢esitli homojenlestirme modelleri
gelistirilmistir [40—64]. Mori ve Tanaka [52] ilk olarak, gerilmesiz genlemeli (stress-
free strain) veya Mura [70] anlaminda ekgenlemeli (eigenstrain) elipsoidal bir katki
maddesi i¢in Eshelby ¢oziimiine dayanarak, matris malzemesindeki ortalama gerilme
kavramin1 tanimlamiglardir. Bu ydntem, homojenlestirilmis malzemenin etkin
malzeme 6zeliklerini, bilesenlerinin 6zelikleri cinsinden analitik ve kapali bir formda
vermektedir. Dogal olarak, farkli tip ve boyutta katki maddeleri iceren farkl
kompozit malzemelerin homojenlestirilmesi problemi i¢in bu ydntemin her zaman

uygun oldugu gibi bir genellemeye varilamasa da, parcacik tipli kompozitlerin
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homojenlestirilmesi probleminde kapali ve analitik ¢6ziim bulabilme olanagi, diger

yontemlere kiyasla hem dogruluk hem de islem kolaylig1 agisindan iistiinliik saglar.

Bu boliimde, bahsedilen iistiinliigiiniin yani sira, pargacik tipli kompozitlerin hasarl
malzeme teorisinde de kullanilabilirligi nedeniyle de 6n plana ¢ikan Mori-Tanaka

homojenlestirme yontemi, klasik elastisite kapsaminda anlatilacaktir.

2.2.1 Genel Teori

Homojenlestirme probleminin iyi tanmimli olmasi i¢in Oncelikle kompozit
malzemenin sinirlarinda sabit ¢ gerilmesine maruz birakildig1r diisiintilecek ve
matris malzemesi biiyiiklikleri “0”, katki maddesi biiyiiklikleri “1” indisli
gosterileceklerdir. Analizi kolaylastirmak igin, matris ile 6zdes sekilli, ayn1 malzeme
Ozeliklerine ve aymi smir kosullarina sahip fakat tek bir katki maddesi igeren bir

karsilastirma modeli tanimlanabilir, bkz. Sekil 2.2.

—Qql
—Qq|

@
o c
a. Kompozit b. Karsilastirma ¢. Homojen
malzemesi durum

Sekil 2.2 : Sinirlarda ¢ gerilmesine maruz birakilmis kompozit, karsilagtirma
malzemesi ve homojen durum

Dogal olarak, & gerilmesi nedeniyle karsilastirma malzemesinde olusan e’

genlemesi sabittir ve matris malzemesinin elastisite tansorii L, olmak tizere
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6=L,e’, e'=L/c (2.33)

iligkisi ile verilir. Kompozit malzemenin matrisinde ise, ¢cok sayida katki maddesinin

varlig1 nedeniyle, ortalama gerilme ve genleme, dogal olarak, tek katki maddeli

karsilastirma malzemesindeki & gerilmesi ve e’ genlemesinden farklidir, bu

farkliliklar sirasiyla 6 ve € ile gosterilirse, matristeki ortalama gerilme

¢’ =6+6=L,(e" +¢) (2.34)

seklinde yazilabilir [53].

Katki maddelerinin ortalama gerilme ve genlemesi, matris malzemesinin gerilme ve
genlemesinden ¢”' ve e” kadar farkli olsun. Bu durumda, katki maddelerindeki

ortalama gerilme, Eshelby esdeger doniisiim tansorii kullanilarak

¢ =6+6+6” =L, (e’ +é+e”)=L (e’ +é+e” —e') (2.35)

seklinde yazilabilir. Burada, L, katki maddelerinin malzeme ozeliklerini gosteren

tansor, e’ katki maddelerinin kapsadigi bolge icinde tammli esdeger doniisiim

genlemesidir [53].

Diger yandan, f, ve f, swrast ile matris ve katki maddelerinin hacim oranlarini

gostermek tlizere, gerilmenin denkliginden

6=f,6"+f0c, fot+ fi=1 (2.36)

yazilabilir. (2.34) ve (2.35) ifadeleri (2.36) gerilme denkliginde kullanilirsa

G=—fo" (2.37)

iliskisi elde edilir. (2.37) ifadesi (2.35) denkleminde kullanilirsa katki maddelerinde

olusan gerilme

1

6 =6+ f,6"” (2.38)
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ile ifade edilebilir. Ayrica, (2.34) ve (2.35) iliskilerinden

¢” =L, (e —e"), (2.39)
(2.33) ve (2.34) iliskilerinden ise,

6=L,& (2.40)
elde edilir. (2.39) ifadesi (2.37) ve (2.40) ile birlikte kullanilirsa

e=—f(e"—-e") (2.41)

sonucuna ulagilir. S Eshelby tansorii olmak iizere, pertiirbe edilmis genleme Eshelby

esdegerlik iliskisi

e” =Se’ (2.42)
(2.41) denkleminde kullanilarak, I dort boyutlu birim tansor olmak {izere
e=—f(S-I)e’ (2.43)

seklinde yazilabilir.

Kompozitin toplam ortalama genlemesi, bilesenlerinin hacimsel oranlar ile, (2.42)

ve (2.43) iligkileri kullanilarak

(e)=C=fo(e" +&)+ f,(e’ +E+e™)

=e"+&+ f e”
(2.44)
=e’'—fi(S-De' + 1 Se’
=e'+fe
seklinde bulunur. Burada, e’ ifadesi de (2.35) denkleminden
e’ =—(L, —Ly)[(L, ~L)(f, S+ fiD+L,] ¢ (2.45)
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olarak bulunur.

Burada, kompozit malzemenin gerilme genleme iligkisi
c=Le (2.406)

ile (2.33) ifadesinin esitlenmesi ve (2.44) ve (2.45) denklemlerinin bu esitlikte

kullanilmasiyla, malzemenin etkin elastisite modiilii

L=L, {I—fl(Ll -L,)[(L, —LO)(fOS+flI)+L0]1}_l (2.47)

olarak elde edilir.

(2.47) ifadesinden agikca goriildiigii gibi, kompozit malzemenin etkin malzeme
ozelikleri, bilesenlerinin malzeme 6zelikleri ve bosluklarin hacimsel orani cinsinden

kapali olarak elde edilebilmektedir.

2.2.2 Uygulama

[zotrop matris malzemesi i¢ine diizgiin dagilimh kiiresel katki maddeleri katilmis bir

kompozitin etkin malzeme 6zelikleri (2.47) ifadesinden su sekilde hesaplanabilir.

Dordiincii mertebe izotrop bir tansoriin en genel bicimi Lamé sabitleri ile,

Ly = 2.8y 8, + 118y 8y + 8, 51 ) (2.48)

klmn Kkl ~mn In

seklindedir ve hacimsel genlesme modiilii, K = (34 +2x)/3 tanimiyla

In 'm

Lklmn = K 5k1 5mn + ﬂ(5km 5 + 5kn é} _gé}d 5mnj (249)

biciminde de yazilabilir. Dolayisiyla, 4. mertebe en genel izotrop bir tansor

L, =L

kimn

(3K,2u) (2.50)

kimn
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seklinde hidrostatik ve deviatorik kisimlar1 cinsinden ifade edilebilir ki, bu

biiytikliikler sirasiyla
1 1 1
3K :Ekau’ 2u :g(l’klkl _Ekallj (2.51)

seklinde verilirler.

Bu bilgiler 1s1¢inda, S tansorii (2.32) den hidrostatik ve deviatorik kisimlari

cinsinden

st(l 1+v0’£ 4—5v0) (2.52)
31-v, 15 1-v,

seklinde yazilabilir. Burada L, =L,(3K,,24,), L, =L,(3K,,24,) sirasiyla matris ve
katk1 malzemesinin malzeme 6zeliklerini gostermek iizere L =L(3K,2x) tanim ile,

kompozit malzemenin etkin modiilleri (2.47) den

£=1+ fl(K1_K0)
K 1 . 1+v ’
0 Ef‘)l—vz (K, -K,)+K,
(2.53)
oy, S =)
— T2 45y,
Ha Efo 1—v, (ﬂl_ﬂo)"'ﬂo

olarak elde edilir.
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3. MIKROMORFIK TEORI

Mikromorfik siirekli ortam teorisi Eringen tarafindan, sekil degistirebilen kiigiik
hacimlerin stirekli bir toplulugu olarak tanimlanmaktadir [94]. Mikromorfik teori,
basitce, ortamin klasik sekil degistirmesinin yani sira, siirekli ortami tanimlayan
kiigiik hacim i¢indeki pargaciklarin bu klasik sekil degistirmeden bagimsiz olarak da

hareket edebildigi bir ortam olarak tanimlanir. Bu goriis paralelinde, Sekil 3.1 de

X3 P(X: E)
A p(X,é,l‘)

v

Sekil 3.1 : Mikro elemanin sekil degistirmesi [94]

gortldiigi gibi, C merkezli ve AV hacimli bir P pargaciginin igindeki bir C’

noktasinin hareketini tanimlamak icin, ¢ = 0 aninda

X' =X+X (3.1)

yazilabilir. Burada X yukarida tanimlanan kiiciik hacmin kiitle merkezi olan C
noktasinin konumunu, X kiiciik hacim i¢inde bagimsiz olarak hareket edebildigi
varsayillan C' noktasinin C’ye gore konumunu tanimlamaktadir. Buna gore, C’

noktasinin hareketi bir ¢ aninda
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=x(X,1)+&(X, X,1) (3.2)

seklinde verilebilir.

Malzeme pargaciklarinin AV hacmi iginde x etrafinda homojen ve lineer sekil

degistirdikleri varsayilarak & ve X bilesenleri arasindaki iligki

S =Xk Ve Ly =48, (3.3)

olarak yazilabilir. Burada y ve i tansorleri sirasiyla, mikro sekil degistirme ve ters

mikro sekil degistirme tansorleri olarak adlandirilirlar [94].

Bu tez kapsaminda klasik Eshelby tansorlerinin 6zel mikromorfik ortamlara
genellestirilmesi ile ilgilenildiginden, mikromorfik ortamla ilgili yalniz lineer izotrop
durumun temel denklemleri verilerek, bu denklemlerin 6zel durumlara
indirgenmesiyle, lineer izotrop mikrogenlesme, mikropolar ve mikrogermeli

ortamlarin temel denklemleri elde edilecektir.

3.1 Mikromorfik Ortamin Lineer Biinye Denklemleri

Mikromorfik ortamin lineer biinye denklemleri ¢, gerilme, s,, moment ve m,,,

mikromorfik gerilme moment tansorii olmak iizere

ty = AypnEmm + EiinCom + Fi

klmn™ mn kimn™"mn lmnp7 mnp >

Sy =E, &mtBumem+C

m mn~"mn klmnpy mnp °

(3.4)

mklm = F;lplmkgnp + anlmkenp + C knpq]/npq

denklemleri ile verilmektedir [94]. Burada ¢, uzaysal koordinatlarda mikro sekil

degistirme tansoriinli gostermek iizere
=u =G, 2e0=0y+ s Vi =Pum (3.5)

mikromorfik genleme tansorleridir.
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(3.4) denklemindeki diger biiyiikliikler malzemeyi tanimlayan tansérlerdir ve izotrop

homojen, merkezcil simetrik mikromorfik ortam i¢in

AN

kI~ mn

K K
klmn :/15 5 +(lu+5)§km§ln+(lu_5)§kn§1m’

E, =+v)o,0, +(u+o)(o,,95,+9,0,)
By =(A+2v+17)0,0,, +(1+20+n)(J, 5, +,9,,),
Eynpy = Gty =0, (3.6)
Commpg =70(649,,0,,+6,,9,9,)+7,(,6,,0,,+6,90,6,)
+7,6,9,,0,, +1,6,,0,90,,+75(, 9,6, +6,0,0,,)
75 O 010y + 7104, 0,0,y + 74 (S, 6,0, + 3y 6,,5,,)
+7 04, 6,0, + 71004, 0,0, + 7,104, 0,0,

olarak verilirler ve

A

kimn

C

klmnpq

B, =B

kimn mnkl

E, =E

kimn kinm

B

lkmn

= B N
nmkl (37)

= Amnkl s
= Cnqulm >
simetrilerini saglarlar [94]. Burada «,o0,v,n,7,7; (i=1,...,11) mikromorfik yapiy1

tanimlayan yeni malzeme sabitleridir.

Mikromorfik ortamin korunum denklemleri i¢inde, konuyla ilgisizligi nedeniyle
kiitle, mikro atalet ve enerjinin korunumu ile ilgili olanlara burada
deginilmeyecektir, ayrintili bilgi [94]’de bulunabilir. Bu tez kapsaminda kullanilacak
olan yerel momentumun ve momentumun momentinin korunumu, mikro atalet

etkileri thmal edilerek

Lax T fl =0,

Myt =S, t =0

(3.8)

olarak yazilabilir. Burada, f, ve [, sirasi ile kiitle kuvvetleri ve kiitle momentleridir.

(3.4) biinye denklemleri ve (3.5) genleme tansorleri (3.8) denge denklemlerinde

kullanilirsa
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Aklmn un,mk + (Eklmn - Aklmn ) ¢nm,k + ﬁ = 0’

(3.9)
(Aklmn - Emnkl )un,m + (Eklmn + Enmkl - Aklnm - Bklnm ) ¢mn + Clkqpmn¢pm,nq + llk = 0

denge denklemlerine ulasilir. Burada (3.6) kullanilarak, izotrop, homojen, merkezcil
simetrik mikromorfik malzemenin onsekiz malzeme sabiti igeren oniki denge

denklemi,

K
(’u_'_Ej Uk +(/u+ Aty +V by + O B +(O-_K)¢1k»k /=0,

(Tl + TZ ) ¢mm,kl + z-1 ¢mn,nmé‘lk + TZ ¢nm,nm5lk + Z'3 ¢nn,mm51k + (T4 + T() )¢lm,km

+ (TS + 2-8 )(¢km,ml + ¢ml,km ) + (TG + Tll )¢mk,ml + 2-7 ¢lk,mm + TIO ¢kl,mm

K K
_(Vun,n +T¢nn)5lk _Guk,l +(E_O-jul,k _77¢kl _(5+nj¢lk +llk = 07

(3.10)

ile yerdegistirme vektoriiniin li¢ ve mikro sekil degistirme tansoriiniin dokuz bileseni

belirlenir [94].

Girig boliimiinde de belirtildigi gibi mikromorfik teori hasarli cismin modellenmesi
icin ¢ok daha uygun olmasina ragmen, lineer durumda bile hem ¢ok sayida malzeme
sabiti i¢cermektedir hem de denklemler daha ¢ok ve karmasiktir. Bu nedenle,
parcaciklarin mikro hareketi tizerine gesitli kisitlar getirilerek mikromorfik teorinin

baz1 6zel ve daha basit durumlari ele alinacaktir.

3.2 Mikrogermeli Ortamin Lineer Biinye Denklemleri

Mikromorfik teoriden mikrogermeli ortam teorisine gegis, parcaciklarin, malzemenin
makro sekil degistirmesinden bagimsiz olarak yaptigi mikro sekil degistirmesinin
yalniz mikrodonme ve her yonde es hacimsel mikrogenlesmeden ibaret oldugu

varsayilarak, yani mikro kayma etkileri ihmal edilerek yapilir. Bu durumda, ¢ mikro

sekil degistirme tansorii
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Gy = ¢(k/) + ¢[k1]’
¢(kl) :%(¢kl+¢lk)9 (3.11)

1
¢[kl] = 5(¢kl - ¢lk)

seklinde simetrik ve antisimetrik kisimlara ayrilirsa, parcaciklarin mikrodonme

yapabilmesinden dolayi, antisimetrik kisim
Hia) = ~Chim P (3.12)
simetrik kisim ise iiniform hacimsel mikrogenlesme dolayisi ile

¢(kl) =00, (3.13)

olarak yazilabilirler. Burada, ¢, mikrodonme vektorii ve @ hacimsel mikrogenlesme

skaleri olarak tanimlanmaktadir. (3.12) ve (3.13) kisitlar1 altinda, (3.8) denge

denklemleri mikrogermeli ortam teorisi i¢in kapali formda

Lax f/ =0,
My + e, +1,=0, (3.14)

m,+t—s+1=0

olarak yazilabilir. Burada, mikromorfik teoride tanimlanan biiyiikliiklere benzer

sekilde, s, ve m,, gerilme moment tansorleri, m, mikrogerme vektori ve ¢ =¢,, ve
s =s, olarak tanimlanmaktadir. Ayrica, /, ve [ Eringen tarafindan [94] sirasiyla

kiitle moment yogunlugu vektorii ve kiitle mikrogerme kuvvet yogunlugu olarak

adlandirilmislardir.

(3.12) ve (3.13) kisitlar1 mikromorfik ortamin biinye denklemleri (3.4)’te

kullanilirlarsa
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ty =4, 0+4,, ‘9,m+Ak Epn T Chtnn Vo>

Imn < mn

DS s
mkl - Blk 0+Bmlk e,m + C En T B[kmn ymn’

mnlk < mn

. . . . (3.15)
m, =C, 0+Cy 9,1 + A € + By Vi

S—t:CS9+C1:0,k+A1:15k1+B;lykl

mikrogermeli ortamin biinye denklemleri elde edilir. Bu durumda, (3.5) genleme

tansorlerine benzer sekilde mikrogermeli ortamin genleme tansorleri

Ey = Uy teBs V= ¢k,1= Vi = 39,1( (3.16)

olarak tanimlanabilir [94]. Burada (3.15) de goriilen katsay1 tansorleri

Ay, =0, B;=0, C; =0, C,, =0, 4,=427,, By, =b ey,

By, =26,6,,+86,0,+76,0,, C =4, C,=a,6,

kimn kI~ mn

(3.17)

izotrop homojen mikrogermeli ortamin malzeme sabitleridir ve mikromorfik ortamin

(3.6) ile taniml1 sabitleri cinsinden

A, =3v+20, A=97+6mn,
a,=67,+67,+97,+7,+27,+7,+37,+ 27, +7,+37,+7,,,

by=37,-3t,+1,—1, 75+ 7, (3.18)
a=21,—-7,—17,, p=—1,+21,—1,

y=1,-2t,+1,+27, 271, +7,—27,,+7,,,

seklinde elde edilirler [94].

(3.15) biinye denklemleri (3.16) ve (3.17) tanimlarn ile birlikte (3.14) denge
denklemlerinde kullanilirsa, (3.9) mikromorfik ortam denklemlerine benzer sekilde,
izotrop homojen mikrogermeli ortamin dokuz malzeme sabiti igeren yedi denge

denklemi,

K K
4 0, +(/1 +u _5] Up e T (/J"'Ej“/,kk tre, b+ /=0,

@+B)Pu+7 b tre,u,, —2x¢9 +1,=0, (3.19)
ay Oy =4 0-A,u, , +1=0,
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ile yerdegistirme ve mikrodonme vektorlerinin tiiger bileseni ve hacimsel

mikrogenlesme skaleri belirlenir.

3.3 Mikropolar Ortamin Lineer Biinye Denklemleri

Mikropolar ortamin temel denklemleri dogrudan mikromorfik teoriden elde
edilebilecegi gibi, mikrogermeli ortam iizerine bir kisit getirilerek de elde edilebilir.
Mikropolar ortamda, parcaciklarin, klasik sekil degistirmenin yani sira yalniz
mikrodonme yapabildigi varsayimi yapilmaktadir. Dolayisiyla mikrogermeli teoride,
pargaciklarin hacimsel genlesme yapabildigi varsayimindan vazgecilerek mikropolar
ortamin temel denklemleri, mikrogermeli ortamin denklemlerinden elde edilebilirler.

Bu durumda, ¢ mikro sekil degistirme tansoriiniin simetrik kismi sifir alinmalidir

yani

6=0 (3.20)

yazilmahdir. Boylece, ¢ mikro sekil degistirme tansorii yalniz antisimetrik kisim

(3.12) den olusur.

Mikrogermeli ortamin (3.14) denge denklemleri (3.20) kisit1 altinda

tyo+ /=0,
s+ (3.21)
My o+ €yl +1,=0
mikropolar ortamin denge denklemlerine indirgenir. Ayrica, (3.15) ten
tkl = Aklmn gmn + Cklmn ]/mn’ (322)

mkl = C Epn T Blkmn 7mn

mnlk < mn

B

kimn

ve C

. IMalzeme sabiti tansorleri, mikromorfik ve mikrogermeli

yazilir. 4, .,

ortam i¢in verilen malzeme sabiti tansorleri (3.6) ve (3.17) de ve ¢, ve y,, tansorleri

mikrogermeli ortamin genleme tansorleri (3.16) da verildigi gibidir.
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(3.22) biinye iliskileri (3.21) denge denklemlerinde kullanilirsa, mikrogermeli
ortamin (3.19) denklemlerine benzer sekilde, izotrop homojen mikropolar ortamin

alt1 malzeme sabiti igeren alt1 denge denklemi,

K K
(IL[ +5) u[’kk + (/1 + M _5) uk,kl + Kelkm¢m,k + f} = 0’ (323)

7¢/,kk +(a+ﬂ)¢k,k1 -2x¢ +Key, u,, +4,=0

ile yerdegistirme ve mikrodonme vektorlerinin {iger bileseni belirlenir.

3.4 Mikrogenlesen Ortamin Lineer Biinye Denklemleri

Mikrogenlesen ortamda parcaciklarin, klasik sekil degistirmenin yani sira yalniz
hacimsel mikrogenlesme yapabildigi varsayimi yapilmaktadir. Dolayisiyla,
mikrogermeli ortam teorisinde, parcaciklarin hacimsel genlesme yani sira
mikrodonme de yapabildigi varsayimindan vazgecilirse, mikrogenlesen ortamin
temel denklemleri mikropolar ortama benzer sekilde elde edilebilir. Mikrogermeli
ortamda parcaciklar {lizerine getirilen bu kisit sonunda elde edilen mikrogenlesen
ortam teorisi, bosluklu lineer elastik malzemeler i¢cin Cowin ve Nunziato [4-5]
tarafindan gelistirilen teoriyle de Ortiismektedir ve hasarli malzemelerin
modellenmesi i¢in hem klasik teoriye hem de mikropolar teoriye gore daha

gercekeidir.
Bu durumda mikro sekil degistirme tansorii ¢ tizerine

¢(kl) =06,

K =0

(3.24)

kisitlamalar1 getirilmelidir.

Mikrogenlesen ortamin denge denklemleri, mikrogermeli ortamin (3.14) denge

denklemlerinde (3.24) kisit1 kullanilarak

Lax T f/ =0,

(3.25)
m,+t—s+1=0
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seklinde bulunurlar. Biinye denklemleri ise, (3.15) den

s s
ty=4,0+ 4, 0+ At Epn>

m, =C,0+C,0,+4,, ¢,, (3.26)
s—t=C"0+C 0, + 4, ¢,

olarak yazilir. Burada, C°,C;,C},4,,4,, ve 4, malzeme sabiti tansorleri,
mikromorfik ve mikrogermeli ortamin malzeme sabiti tansorleri ile es olup, x =0
olmak tizere (3.6) ve (3.17) de verildigi gibidir. Mikrogenlesen ortamin genleme

tansorii &,,, mikrogermeli ortamin genleme tansorleri (3.16) dan farkli olarak

Eq=Uy, V,=30, (3.27)

ile verilmektedir.

(3.26) biinye iliskileri (3.25) denge denklemlerinde kullanilirsa, mikrogermeli
ortamin (3.19) denklemlerine benzer sekilde, izotrop homojen mikrogenlesen

ortamin bes malzeme sabiti igeren dort denge denklemi,

o O+ (At p) uyyy + pouyy + f, =0,
ay Oy =4 04y, +1=0

(3.28)
ile, yerdegistirme vektoriiniin ii¢ bileseni ve hacimsel mikrogenlesme skaleri
belirlenir. Burada, mikrogenlesen ortamin malzeme sabitleri a,, 4, 4, , mikrogermeli
ortamin malzeme sabitleri (3.18) ile esdir ve / mikrogermeli ortam teorisinde oldugu

gibi kiitle mikrogerme kuvvet yogunlugu olarak adlandirilir [94].

Mikromorfik teori lizerine yukarida agiklanan kisitlar getirilerek elde edilen
mikropolar ortam, mikrogenlesen ortam ve mikrogermeli ortam teorileri i¢in Eshelby

tansorleri takibeden ii¢ boliimde sirasi ile elde edileceklerdir.
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4. MIKROPOLAR ORTAM iCiN ESHELBY COZUMU

Mikropolar teori, 6nceki boliimde agiklandigi gibi, malzeme parcaciklarinin klasik
sekil degistirmenin yam1 sira yalniz mikrodonme yapabildigi varsayimina
dayanmaktadir. Lineer mikropolar teori ile modellenen sinirsiz bir kati iizerine
uygulanan kuvvet ve momentlerin kiitle merkezinde yogunlasmis oldugu kabulii ile
temel ¢ozlimler ilk olarak Sandru [95] tarafindan verilmistir. Hsieh v.d. [72] ve Hsieh
[73] mikropolar ortamda hacimsel kusurlar i¢in genel formiiller gelistirmislerdir. Son
olarak, klasik elastisitede Mura [70] tarafindan tanimlanan ekgenleme (eigenstrain)
kavrami Cheng ve He [74-75] tarafindan mikropolar teoriye genisletilerek, ekdonme
(eigentorsion) tanmimiyla birlikte kiiresel katki maddeleri igeren homojen izotrop
mikropolar ortam i¢in dort Eshelby esdeger doniisiim tansorii Green fonksiyonlari
yardimiyla elde edilmistir. Klasik elastisite teorisinde elde edilen Eshelby tansorleri
elipsoidal katki maddeleri i¢cinde homojen olmasina ragmen, mikropolar ortam igin
elde edilen bu tansorler kiiresel katki maddeleri i¢inde bile homojen degillerdir.
Mikropolar teori i¢in elde edilen Eshelby tansorleri mikropolar malzeme sabitlerinin

limit durumunda klasik Eshelby tansorlerine indirgenmektedir.

Bu boliimde ilk olarak, mikropolar teori ile modellenen malzemeler i¢in temel
denklemler c¢oziilerek, bu c¢oziimler yardimiyla katki maddesinden kaynaklanan
elastik alan ifadeleri verilecektir. Son olarak, kiiresel katki maddeleri i¢eren lineer

izotrop sonsuz bir mikropolar ortam i¢in Eshelby tansorleri elde edilecektir.

4.1 Temel Coziimler

Bu ayitta sonsuz mikropolar ortam i¢in kuvvet ve momentlerin yogunlastirilarak
kiitle merkezinde uygulandigi varsayimi ile Sandru [95] tarafindan verilen temel
coziimlere deginilecektir. Galerkin [96] gOsterimiyle mikropolar ortamin (3.23)

denge denklemleri
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Xk:i’ A=X]+X;+ X3, O, =(A+2u)A,
0x; 4.1

0, =(,u+§)A, 0,=(a+B+7)A-2K, O,=yA-2xk

tanimlar1 yapilarak

U, /
U />

M| |=- (4.2)

w: =
N B

S
s

=N| |, N=[n,] (4.3)

> =

SN
L~

olarak yazilabilir. (4.2) matris denkleminde
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LE

K K
0, +(A+u=X] (A u=D)NX,

K K
(l"'ﬂ_z)Xer 02+(i+ﬂ_5)X22

K K
(ﬂ+ﬂ_5)X1X3 (ﬂ+ﬂ_E)X2X3

0 -k X,
KX, 0

kX, KX,

(ot =X X, 0
K
(/1+ﬂ_5)X2X3 KX,
K\ y2
<>2+(/1+,U—E)X3 kX,
kX, O, +(a+PX;
-k X, (a+pP)X X,
0 (a+pP)X X,

-kX;

KX,
(a+p)X X,
0, +(a+p)X;
(a+P)X, X,

kX,

-kX,

(a+p)X X,
(a+P)X, X,

Oy +(a+ X7 |

(4.4)



olarak verilir. Birada M matrisinin tersi
-1
M =[n,](0, 05 [0, 0, +57 A])

seklinde yazilabilir ve N matrisinin terimleri

{ ﬂ,+,u—— K‘2}Xk2}, k=123

ne =910, 0,=[(a+ )0, " | X7}, k=4,56
{ (l+,u——j<> +K }XkX,, k=1, ki1=123
my=m, =0, [~(a+p)0,+x” | X, X, k=1, kil=4,5,6

My = Tys = Nyg =Ny = N5y =Ny =0,
M5 =—ns =n, =—n, =k 0, 0; X,
Mg =—Ng =Ny ==y, ==K 0 O3 X,

My =—Ng, =Ngy =—Nys =K 0, 03 X,

(4.5)

(4.6)

dir. Burada tekrarlanan indisler iizerinde toplama yoktur. (4.2) ve (4.3) ifadelerinin

sag tarafindaki biiytikliikler arasinda, (4.5) dolayisi ile
{00,[0,0,+°A ]} F ==, {0,0,[0,0, +x"A]} L =1
iligkilerinin varlig1 aciktir. (4.3) ¢coziimii

o=0,F, ¢ =0,L

tanimlar1 ve (4.6) katsayilari ile,

u=<>l<>4(p—K/1+,u—§j<>4—KZ}VV-(p—K%VX(p*,

¢:<>2<>3(p*—[(a+ﬂ —K ]VV ¢ —x0,Vxo

seklinde yazilabilir. Ayrica, (4.7) ve (4.8) ifadelerinden
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0,[ 0,0, +x> A]o=-, w10)
0,[ 0,0, +x* Ao =1 '

iliskileri elde edilir.

Ilk olarak, kiitle momentleri yogunlugunun sifir ve kiitle kuvvetleri alaninin

irrotasyonel, yani

f=Vr,
1=0

(4.11)
oldugu varsayilirsa

(0,0, +K” Ao =VA, (4.12)
tanimi ile (4.9) ve (4.10) denklemlerinden

(4.13)

¢Oziimlerine ve
O A, =-7, (4.14)

iligkisine ulagilir.

Kiitle momentleri yogunlugunun yine sifir ve kiitle kuvvetlerinin solenoidal, yani

f=Vxn

) 4.15
-0 (4.15)
oldugu varsayildiginda
0, p=VxA (4.16)

tanimu ile, (4.9) ve (4.10) denklemlerinden
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u=Vx(0,A),

4.17
d=—kVx(VxA) (17
¢Oziimlerine ve
(0,0, +x” A)A=-m (4.18)

iliskisine ulasilir.

Ikinci olarak kiitle momentleri yogunlugunun irrotasyonel ve kiitle kuvvetleri

alaninin sifir, yani

f=0,

. 4.19
1=Vr, (*.19)

oldugu varsayimi ve
(0,0, +K7 A]o" = VA, (4.20)

tanimi ile (4.9) ve (4.10) denklemlerinden

4.21)

¢Oziimlerine ve
O, A, =-7, (4.22)

iligkisine ulagilir.

Son olarak kiitle momentleri yogunlugunun solenoidal ve kiitle kuvvetlerinin sifir,

yani

f=0,

R (4.23)
= X TC
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oldugu varsayimi ve
0,0 =VxA (4.24)
tanimi ile (4.9) ve (4.10) denklemlerinden

u=—KV><(V><A*),

) (4.25)
d=Vx(0,A")
¢Oziimlerine ve
(0,0,+17 A)A" =1’ (4.26)

sonucuna ulagilir.

4.1.1 Simirsiz Elastik Malzeme Icin Temel Coziim

Statik durumda sinirsiz elastik malzemede (3.23) denge denkleminden yerdegistirme
ve mikrodonme alanlarini belirlemek i¢in 6ncelikle kiitle kuvveti alaninin koordinat
merkezinde yogunlastirilarak uygulandigi kabulii yapilir. Bu durumda kiitle kuvveti

alanm

f = q5(x13x23x3) (427)

seklinde ifade edilebilir. Burada &(x,,x,,x;) Dirac delta [92, 97] fonksiyonudur.

Helmholtz teoremi [98-99] uyarinca eger kiitle kuvveti

f=Vr,+Vxn (4.28)

seklinde yazilirsa, 7, ve m potansiyelleri
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70y (%5 X, x3):—4LJ‘f(§l’ & 53)'v(%]dv’

Ty

(x5 Xy X3) :_%If(fla 5o 53)XV(%JdV

Ty

(4.29)

olarak verilirler. Burada R = [()c1 ~&) H(x-&) +(x &) T/z dir. Burada (4.27)

kullanilirsa

(4.30)
¢oziimleri elde edilir. Burada » = [xlz +X; +X; ]1/2 dir. (4.28) kiitle kuvveti ifadesi ve
(4.30) ¢ozlimleri (4.14) ve (4.18) denklemlerinde yerine konursa

1 1
A+2u)AAN, =—q V| —
( " ,u) 0 47rq (rj’

(4.31)
K ) 1 1
HU+— |y A" =2uxkA|A=—qxV|—
2 4r r
elde edilir. Bu denklemlerin ¢6ztimleri
A= (‘1 rJ,
8ﬂ(ﬂ+2,u) r
, (4.32)
A= ! Vx(qr)—kLVx(ﬂ(l—e”h‘)j
167 ux 87w ukx r
dir. Burada r =x ve
K
(/!"‘Zjﬂ/
h=~—— (4.33)
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dir. Yalmiz kiitle kuvvetleri kiitle merkezinde yogunlastirilarak uygulandiginda,
irrotasyonel durumda (4.13) ¢o6ziimii ile solenoidal durumda (4.17) ¢o6ziimlerinin

toplamindan yerdegistirme ve mikrodénme i¢in ¢6ziim

u=VA,+Vx(0,A),

(4.34)
d=—xkVx(VxA)
olarak elde edilir. Bu ifadede (4.32) ¢6ziimleri kullanildiginda da yerdegistirme ve

mikrodonme alanlari i¢in sonu¢ ¢oziim, bir dizi basitlestirme islemi sonrasinda

! {(3—41/)

u= +(q-r)r} Y ZVXVX{E(I—e_”h‘)},
16z u(l-v) r

r _167ry

(4.35)

¢=LVX(E(1—e—’”’I)
8 u r

olarak bulunur.

Statik durumda sinirsiz elastik malzemede (3.23) denge denklemini ¢ézmek igin
ikinci olarak, kiitle momentleri yogunlugunun koordinat merkezinde uygulandigi

kabulii yapilir. Bu durumda, kiitle momentleri yogunlugu
1=p5(x,x,,x;) (4.36)

ile verilir.

Benzer sekilde kiitle momentleri yogunlugu i¢in de Helmholtz [98-99] ayrisinu
1=Vrz,+Vxn (4.37)

kullanildiginda, (4.22) ve (4.26) denklemleri

[(a+,6’+]/)A—2K]A; =$p-V(lj,

r
,u+£ y A =2 uKA A*=prV 1
2 4 r
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sekillerini alirlar. Bu denklemlerin ¢6ztimleri (4.32) ye benzer sekilde

Ay = —#p-V(la—e-"”ﬂj,

8wk r
(4.39)
2
A = ! Vx(pr)+h—‘Vx(B(l—e_"/h‘)j
167 ux 8ruk r
olarak elde edilir, burada
R CAVAYd) (4.40)

2K

dir. Kiitle momentleri yogunlugu kiitle merkezinde uygulandiginda (4.21) ve (4.25)

¢ozlimlerinin toplami

u:—KVx(VxA*),

p (4.41)
d=VA, +(,u+E)AVxA*

dir. Bu c¢oziimlerde (4.39) ifadeleri kullanilarak bir dizi basitlestirme igleminin

sonunda yerdegistirme ve mikrodonme igin

u :LVX(B(l—e’”’I)}
8 u r
(4.42)

. (2u+
$=VA; +('U—K)V><V><(B(l—e”h‘)]
167 ux r

¢Oziimleri elde edilir.

4.2 Katki Maddesinden Kaynaklanan Elastik Alanlar

Mura, klasik elastisite teorisi ¢ercevesinde, “eigenstrain” kavramini elastik
enlemeye ek olarak ortaya cikan ekgenlemeler, “eigenstress” kavramini ise bu
Y y )

ekgenlemeler nedeniyle olusan gerilmeleri tanimlamak i¢in kullanmistir [70]. Benzer
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sekilde, sirasiyla Hsieh [73] ve Cheng ve He [74] “eigenstrain” kavraminin
mikropolar teoride karsiligii agiklamak {izere “stress-free microstrain” ve
“eigentorsion” kavramlarini, Inan ise [66], “microeigenstrain” kavramni
tanimlamiglardir. Tiirkce karsiliklar1 olarak “eigenstrain” i¢in “ekgenleme”,
“eigenstress” i¢in “ekgerilme”, ve “stres-free microstrain” veya “eigentorsion’ ic¢in
[66] da tanimlandig1 gibi “mikroekgenleme” tanimlar1 kullanilacaktir. Bu nedenle,
bu calismada katki maddeleri iceren sonsuz mikropolar ortamda ekgenleme ve

mikroekgenleme kavramlari

&y = g/tz A(Q), Vi = 7:; A(Q) (4.43)
ve
1, xeQ)
A(Q) = (4.44)
0, xeR’-Q

seklinde tanimlanmiglardir. Burada, € sonsuz cismin katki maddesi tarafindan

[Tk}

kapsanan alt bolgesini, indisli biiytikliikler katki maddesinin ekgenlemesini ve

[3XREE

indisli biiytikliikler de genel “ekgenlemeleri” gostermektedir.

Bu tanimlara gdre, malzemenin igerdigi katki maddelerindeki ekgenlemeler

nedeniyle mikropolar ortamin (3.22) biinye denklemleri

by = A (gmn - g;n ) * Chinn (}/mn - 7r]r;n )’ (4.45)
45

— T T
mkl - Cmnkl (gmn - gmn ) + Bklmn (}/mn - 7/mn )

seklinde yeniden yazilmalidir. Biinye denklemlerindeki bu farklilik (3.23) denge

denklemlerine

K K
(ﬂ +u _5] Ut (/U +Ej U+ Kelkm¢m,k + flt + £, =0,
(4.46)

(a+ﬂ)¢k,kl VP — 2K +Ke,u,, +1 +1,=0
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seklinde yansir. (4.46) denklemlerinde “’” {ist indisli biyiikliikler (3.21) denge
denklemleri kullanilarak
1= _tltk,l’ I = _mztk,z = € i

(4.47)

t t r t
tkl - Aklmn gmn s mkl - Bklmn ymn

olarak elde edilirler.

(4.46) denklemlerinden ¢oziime ulagsmak icin, once yalniz kiitle kuvvetlerinin, sonra
da yalmiz kiitle momentleri yogunlugunun uygulandig1 diisiiniiliip elde edilen
cozlimler siiperpoze edilmelidir. Burada, bilinmeyen u ve ¢ fonksiyonlar1 Green
fonksiyonlar1 kullanilarak belirlenebilir [100-102]. Kars1 gelen problem i¢in klasik
elastisitede bir, mikropolar ortamda dort Green fonksiyonu ¢oziim icin yeterli

olmaktadir.

Birinci grup Green fonksiyonlar1 i¢in gerekli denklemler, koordinat sisteminin
merkezine yalmz f kiitle kuvvetlerinin uygulandigini, 1 kiitle momentleri

yogunlugunun uygulanmadigi varsayilarak

(/1 + /’l _Ej g;cn,kl + (/u +£j g;n,kk + Kelkm Gmn,k + é‘ln §(X - X’) = O’
2 2 (4.48)

(a' +IB) Gowt7Gu—2xG, +Key, gmn,k =0

seklinde elde edilirler.

Ikinci grup denklemler, kiitle merkezine yalmz 1 kiitle momentleri yogunlugunun

etkidigi, f kiitle kuvvetlerinin uygulanmadigi varsayilarak

K A K A A
(’1 +u __J g’kn,kl + (ﬂ +_j Guwe TK€, G, =0,
2 2 (4.49)
(0{ + ,B) ékiz,kl T élr1,kk -2 Kéln tKey, g;mn,k +0, 6(x—x")=0
NI ,11

seklinde elde edilir. Burada “"” ’si1z biiyiikliikkler yalniz kiitle kuvvetlerinin,

blyiikliikler yalmiz kiitle momentleri yogunlugunun uygulandigi duruma Kkarsi
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gelmek tlizere, &, ve gim Green fonksiyonlar1 u, yerdegistirmelerine, G, ve é,m
Green fonksiyonlar1 ise ¢ mikrodonmelerine karsi gelmektedir. (4.48) ve (4.49)

denklemlerinin ¢6ziimii Sandru [95] tarafindan verilen ¢oziimlere benzer sekilde
G (x=x) =G (x—x)+ G,/ (x—x)),

|— e "/h ol
G ( ) 4 uQu+i)| r o

T j (4.50)
I

r

5 1
g;cn(x_x')szn(x_x')z_ eknl(
8 u

R 1 1— —r/h 1 =rlhy, _ -rlh 2+ —r/h
G, (x=x")= ( - j + (e © + £ 2 ° O
167 u r w STK r wm l6muxh™ r

olarak elde edilir. Burada » =[x —x/| ve ¢°(x—x") klasik elastisiteden bilinen Green
kn

fonksiyonu, yani

GEx-x) =2 AL, (4.51)
8 u ro A+2u

dir.

Buradan (4.46) denge denklemlerinin ¢6ziimii olan u yerdegistirmeleri ve ¢

mikrodonmelerini Green fonksiyonlari cinsinden elde etmek i¢in
E =f+f, L=I+I (4.52)
olmak tizere, karsithk teoremi

[(Fow—F u)dv+[(L ¢~L, 4)dv =0 (4.53)

uygulanir ve (4.53) ifadesinde sirasiyla
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{ull"¢1"’F_;€"l_lIk} = {g;cn’Gkn’é‘kn 5(X_XV)JO}
(4.54)

= {-g’\;cn ” ékn’ 0’ 5kn §(X - X')}
olarak alinirsa

u,(0 = [[F(x) G,(x~x)+ L(x) G, (x~x) ] dx’,

) ) (4.55)
4,0 = [[F,(x)G, x-x)+L(x) G, (x—x) | dx’

elde edilir.

Son olarak, (4.47) denklemlerinde f; ve /, biyikliikleri kiitle kuvvetlerinin ve kiitle

momentleri yogunlugunun olmadigi durumda, sirasiyla hayali kiitle kuvvetleri ve
hayali kiitle momentleri yogunlugu olarak kabul edilebilirler. Dolayisiyla, (4.55)
denklemlerinde kiitle kuvvetlerinin ve kiitle momentleri yogunlugunun
uygulanmadigi ve smir terimlerinin sifir oldugu kabul edilerek kismi integrasyon

islemleri ile

_ t t t '
un (X) - _'H:Aklmp gmp g;n,k - Keklm glk Gmn + Bklmp ymp Gln,k :I dX >
14

(4.56)

A

_ t A t 1
¢n (X) - _.[|:Aklmp gmp g;n,k - Keklm glk Gmn + Bklmp }/mp Gln,k :| dX

Vv

sonuglarma ulasilir. (4.56) denklemi u, yerdegistirmesini ve ¢ mikrodonmesini

Green fonksiyonlar1 cinsinden verir. Katki maddeleri i¢ceren mikropolar ortamin
genleme, gerilme, moment ve diger mikro biiyiikliikleri (4.56) ¢oziimlerinin ilgili

denklemlerde kullanilmalartyla elde edilirler.

*

Son  olarak, (4.43) denklemlerinde &,  ekgenlemelerinin ve

mikroekgenlemelerinin katki maddesi Q iizerinde sabit oldugu kabul edilirse [74-

75], (4.56) denklemleri
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u,(x)= ”nc (x)+ ];f;d(x) ‘9;1 +Ju(X) 7/;:1a

X i (4.57)
¢n (X) = Inkl (X) gkl + ']nkl (X) ]/kl
seklinde yazilabilir. Burada
uy (x) = I, (x) & (4.58)

klasik elastik yer degistirmedir ve (4.57) de gorilen ekgenleme ile

mikroekgenlemelerin katsayilari

I5,(X)==(48,8,,+ 8,8, +ud,5,) [ 5, dx'
Q

1000 =284, 8,5, 5,) [ G, '~ 4, [ (G, G, ) '
Q

Q
'
+Ke,, IGmn dax’',
Q

(4.59)
Jnkl (X) = _Bpmkl I Gmn,p dX "
Q

Inkl (X) = _Apmkl I gmn,p dX' + Kelkm _[ Gmn dx "
Q Q

jnkl (X) = _Bpmli.GAmn,p dX'
Q

olarak verilir.

Burada r:|x—x’| olarak alindigma dikkat edilerek, M, (x) ve M,(x) klasik

elastisitede tanimlanan (2.10) potansiyelleri ile es olmak tizere

1 1 ¢1 1 et
Ml(x)=Ejrdx', My =~ j A, Mok = [ —dx’ (4.60)
Q Q

Q

potansiyel fonksiyonlar1 tanimlamalar ile, (4.50) ve (4.51) Green fonksiyonlarinin
(4.59) denklemlerinde kullanilmasi ve bir dizi matematiksel islemden sonra,

ekgenleme ve mikroekgenleme katsayilari,
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A

kl( )_ 2 M, ,X)———0,M,,(x)-5,,M,,(x)-0, M, ,(x),
" 2u

K
];Sd (x)=2B, ﬂhlz M, 4, (x) "‘; (5101 M,, (x)-0, M,, (X))
~B, (’151(1 M3,n1mn(x7hl)+2/’lM3,kln(xﬂhl))

K K
+B Ao, M, (X, )+ 31(/“"‘_)"‘ O, M, (X, hy)
2) 2u

+ |:Bl (:U _gj - ﬁ} O M (X, ),

1
Jnkl (X) = 2 u |:7 enlm 2,km (X) + ﬂenkm 2,Im (X):I +— [7 enlm 3,km (X h )
+phe,, M3,lm(x7h1):|’ (4.61)
A 1
]nkl (X) = E[Kelkm M2,mn (X) - (2 /,l + K) enlmMZ,km (X) - (2 lu - K) enkmM2,/m (X):I
1
T I:(2 /u + K) elkmM3,mn (X’ hl) - (2 lll + K) enlmM3,km (X’ hl )

2Uu+K
—(2/,1 K) enkmM3 Im (X h )]+ elkm 3,mn (X h ) IL/ljhlz elan (X h)

2u+K
lu K I:agkl M3,mmn(xﬂhl)+(7+ﬂ)M3,kln(X9h1)]

; +
S (X) = _74—IBM2,/¢1” (x)+

1
_Z_[a O M, (X, ) +(y+ ,B)Mlk,n (x, hz)J

_ 2u+k

4,U hz[ 5k1M3,n(Xoh1)+751nMs,k(xah1)+ﬂ5knM3,1(Xsh1)]

seklinde bulunur. Burada

- * 4.62
HRp+K) (362

dir.

(4.60) potansiyellerinden ilk ikisi klasik elastisitenin bilinen Newtonyen ve
biharmonik potansiyelleridirler ve Mura [70] tarafindan cesitli sekillerdeki katki

maddeleri icin ifadeleri verilmistir. (4.60) potansiyellerinden {iglinclisii klasik
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elastisitede goriinmemekle birlikte farkli sekilli katki maddeleri i¢in hesaplanmasi

oldukca zor olabilir. Ancak a yaricapl kiiresel bir katki maddesi iizerinde bu

integraller, x = |x| olmak tizere

1

—5(x4—10a2 x> —154"), xeQ),
M, (x)= 7 a°
E[5x+—j, xeR’-Q,
X
1 2 2
—g(x -3a’), x € Q,
M,(x) = 7 (4.63)
3—, X€R3—Q,
X

Kok (k+aye  SOXE o

M;(x,k) = a a —)i/k

k* (a cosh ——k sinh —] , xeR*-Q.
k k) x

olarak elde edilirler.

4.3 Eshelby Tansorleri

Yerdegistirme ve mikrodonme i¢in elde edilen (4.57) ¢oziimleri (3.16) genleme
tanimlarinda kullanildiginda, katki maddelerinin varli§i nedeniyle genleme ve

mikrodonme tansorleri

gkl (X) = Kklmn (X) gmn + Lklmn (X) 7/mn s

; . ; (4.64)
7kl (X) = Kklmn (X) gmn + Lklmn (X) }/mn

seklinde yazilabilir. Burada K, (x), K, (x), L, (x) ve L,

mn

(x) mikropolar

mn

ortamin Eshelby tansorleridirler ve

K (X) = [zrcnn,k (x)+ ]lim,k (x)- €y ipmn (x), I%klmn (x)= jlmn,k (%),

\ ; ) (4.65)
Lklmn (X) = Jlmn,k (X) - eklp men (X)’ Lklmn (X) = Jlmn,k (X)

51



iliskileri ile verilirler.

Klasik Eshelby tansorleri elipsoidal katki maddeleri i¢inde homojen olmasina
ragmen, mikropolar ortam i¢in elde edilen (4.65) “Mikropolar Eshelby Tansorleri”
kiiresel katki maddeleri i¢cinde bile homojen degillerdir. Ayrica, mikropolar ortam
icin elde edilen Eshelby tansdrlerinin mikropolar biiyiikliikklerin sifir alinmasi
durumunda klasik Eshelby tansorlerine indirgendigi gdsterilebilir. Bu durumda,

mikropolar malzeme sabitleri ve mikrodonme vektorii

=0
% =0, (4.66)
alinirsa
Kklmn (X) = Ilfnn,k (X) (467)

ve diger tiim Eshelby tansorleri sifir elde edilir. (4.64) ifadelerinde (4.67)

kullanilarak
1 lr. e ¢ 1, . .
E(Skl + glk ) = EI:Ilmn,k (X) + Ikmn,l (X):Ia(gmn + gnm ) (468)

esitligi yazilabilir ki, burada 7 lfmk (x) biiyiikliigi m ve n indislerine gore simetriktir.

Klasik elastisitede (2.1) Eshelby tansorii ifadesi buradaki biiyiikliiklere uyumlu

olarak

%

& = St € (4.69)

= Mkimn € mn

seklinde yazilabilir. Ayrica, klasik elastisitede &,, genleme tansoriiniin de simetrik

oldugu g6z oniine alinirsa (4.68) ve (4.69) denklemlerinin benzerliginden

1
Skimn = E[IIrcnn,k (x) +1kcmn,1 (X):I (4.70)
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yazilabilir ki, bu durum, K, (x) mikropolar Eshelby tansoriiniin mikro
biiytikliiklerin  sifir alinmasi durumunda S, (x) klasik Eshelby tansoriine

indirgendigini gostermektedir.
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5. MIKROGENLESEN ORTAM iCiN ESHELBY COZUMU

Giris boliimiinde aciklandigi gibi  mikrogenlesen ortam teorisi malzeme
parcaciklarinin klasik sekil degistirmenin yami sira hacimsel bir mikrogenlesme
yapabildigi fikrine dayanmaktadir ve Eringen’in [94] “like a breath” deyisiyle bu
hacimsel genlesme her yonde esittir. Mikrogenlesen ortam fikri Cowin ve Nunziato
[4-5] tarafindan gelistirilen bosluklu lineer elastik malzeme teorisi ile de
ortiismektedir. Yine giris boliimiinde de belirtildigi gibi, hasarin mikrodénmeden ¢ok
mikrogenlesme ile tanimlanabilecegi gerceginden hareketle, hasarli malzemenin
mikrogenlesen ortam teorisi ile modellenmesi fikri agirlik kazanmistir [20]. Bu
dogrultuda mikropolar teoriye benzer sekilde mikrogenlesen ortam i¢in Green
fonksiyonlart yardimiyla hem temel ¢oziimler elde edilmis hem de katki
maddelerinden kaynaklanan elastik alanlar hesaplanarak klasik Eshelby tansorleri

mikrogenlesen ortam teorisine genellestirilmistir [20].

Mikropolar ortam i¢in dort tane dort boyutlu Eshelby tansorii elde edilmesine karsin,
mikrogenlesen ortam i¢in beklentilere uygun sekilde biri dort, ikisi iki boyutlu ve biri
de skaler olmak {izere yine dort Eshelby tansorii elde edilmistir. Ayrica,
mikrogenlesen ortam teorisi i¢in elde edilen Eshelby tansorlerinin mikropolar ortam
icin elde edilenler gibi kiiresel katki maddeleri i¢cinde bile homojen olmadiklari, ve
mikrogenlesen ortam biyiikliiklerinin sifir alinmast durumunda bu tansorlerin de

klasik Eshelby tansorlerine indirgendikleri gosterilmistir [20].

Bu boliimde ilk olarak mikrogenlesen ortam i¢in temel denklemlerin ¢oziimlerine
deginilecek, ardindan da bu ¢6ziimler yardimiyla katki maddelerinden kaynaklanan
elastik alan ifadeleri verilecektir. Son olarak katki maddeleri igeren lineer izotrop

sonsuz mikrogenlesen ortam i¢in Eshelby tansorleri elde edilecektir.
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5.1 Temel Coziimler

Bu ayitta sonsuz mikrogenlesen ortam da, kiitle kuvvetleri ve kiitle mikrogerme
kuvvet yogunlugunun yogunlastirilarak kiitle merkezinde uygulandig1 varsayilarak
temel ¢oziimler elde edilecektir. Mikrogenlesen ortamin (3.28) denge denklemleri,

Galerkin [96] gosterimiyle

Xk=ai, A=X+X;+X], 0, =(A+2u)A, O,=uA, O,=a,A-4 (5.1)
Xk

tanimlar1 yapilarak

U, h
U1 _ 5

M " = P (5.2)
0 [

seklinde yazilabilir. (5.2) matris denkleminin ¢éziimii

U K
U, F,

:N , N: n.. 5.3
Uy F, [U] -2
o L

olarak elde edilir. (5.2) denkleminde

O +(A+WX]  G+wX, X,  (A+@X X, AX,
| XX 0 (GEpXE GrmX, X, AX, 5
(A+mX, X, (A+u)X, X, <>5"’(ﬁv'|',U)X32 Ay X,

_/10 Xl _/10 Xz _2“0 X3 <>6

dir. Burada M matrisinin tersi
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M =[n,](0,[0, 0,+ 42 A]) (5.5)

seklinde yazilabilir ve N matrisinin katsayilari

My =0, O+ A0 A=[ A7 +(A+u) 0, | X7, k=123

n, =9, 0., k=4 56
g =n == Ao +(A+1) 0 | X, X, k=1, k=123

n,=-n, =-4,0, X,, k=1,2,3

dir. Burada tekrarlanan indisler iizerinde toplama yoktur. (5.2) ve (5.3) ifadelerinin

sag taraflarindaki biiyiikliikler arasinda

{000+ A Al F=—f, {0,[00,+4 Al L= (5.7)
iliskileri bulunmaktadir. (5.3) ¢oziimi

o=F, ¢ =L (5.8)
tanimlari ile

u=[0,0+4 Alo=[ 4 +(A+u)0 [VV-9-2,0,Vo",

. (5.9)
0=24,0,V-0+0, 0,0
seklinde yazilabilir. Ayrica, (5.7) ve (5.8) ifadelerinden
0,1 0,04+ 45 A|@=—f,
(5.10)

0, 0,05+ 45 A" =-1
iligkileri elde edilir.

[lk olarak, kiitle mikrogerme kuvvet yogunlugunun sifir ve kiitle kuvvetleri alanmin

irrotasyonel, yani
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f=Vr,,
[=0

oldugu varsayimi ve
Os@p=VA,
tanimi ile (5.9) ve (5.10) denklemlerinden,

u=90 VA,
0=1,V-VA,

¢Oziimlerine ve
(0,04 + 45 A A, =7,

sonucuna ulagilir.

(5.11)

(5.12)

(5.13)

(5.14)

Kiitle mikrogerme kuvvet yogunlugunun yine sifir ve kiitle kuvvetlerinin solenoidal,

yani

f=Vxm,
[=0

oldugu diigiiniildiigiinde,
(0,04+4; A)p=VxA
tanimi ile (5.9) ve (5.10) denklemlerinden

u=VxA,
=0

¢Oziimlerine ve
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0, A=—m (5.18)

sonucuna ulagilir.

Ikinci olarak, kiitle mikrogerme kuvvet yogunlugunun sifirdan farkli ve kiitle

kuvvetleri alaninin sifir, yani

f=0,

120 (5.19)
oldugu varsayimi ve

0,0  =A, (5.20)
tanimi ile (5.9) ve (5.10) denklemlerinden

“:_%ZA?’ (5.21)
0=90A,

¢Oziimlerine ve

(0.0 + 45 A)Ay =1 (5.22)

sonucuna ulasilir.

5.1.1 Simrsiz Elastik Malzeme I¢in Temel Coziim

Statik durumda sinirsiz elastik malzemede (3.28) denge denklemindeki yerdegistirme
ve mikrogenlesme alanlarinin Green fonksiyonlart ¢oziimlerine ulasmak igin,
mikropolar duruma benzer sekilde, dnce kiitle kuvveti alaninin koordinat merkezinde

uygulandig kabulii yapilir.

Bu durumda kiitle kuvveti alan1 (4.27) ifadesi ile verilmektedir. Yine Helmholtz [98-

99] teoremi yardimiyla, (4.28) ayrisimi (5.14) ve (5.18) denklemlerinde kullanilarak

58



1 1

“ﬂ+2yy%A2—«ﬂ+2yyg—&ﬂA]Ao=Z;q-V(;}

. | (5.23)
HAAN=—qxV (—j
4r r
elde edilir. Bu denklemlerin ¢éziimleri
2
7B, r B, r
(5.24)
A= —; V x (q r)
8 u
olarak bulunur. Burada
A+2
n =(B—“)“°, B, =(A+2u)4 ~ 2 (5.25)
2

dir. Yalniz kiitle kuvvetleri kiitle merkezinde uygulandiginda, irrotasyonel durumda
(5.13) ¢oziimi ile solenoidal durumda (5.17) ¢oziimlerinin toplamindan

yerdegistirme ve mikrogenlesme i¢in ¢oziim

u=VxA+(a,A—1)VA,,

(ay A=)V A, (5.26)
0=2,V-(VA,)
olarak elde edilir. Bu ifadede (5.24) ¢6ziimleri kullanildiginda, bir dizi basitlestirme

islemi ile yerdegistirme ve mikrogenlesme alanlari i¢in sonug ¢oziim

yoAH3A-Za, a q, A+wh-A (aT)r

87 uB, r 4zB, 7 87 uB, r
_ 3a, (q-:)r_ /ﬁto2 ﬂe’”hz 4 — 4y _VxVx(ge"/hsj
4B, r Ax(A+21)B, r 4rB, r (5.27)
+£d£igéthXVX Qa—ermy|,
47 B, r

_ Ay q-3r+ Ay V_(ge—r/l'@j
4z B, r 4rnB, r
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olarak bulunur.

Yalnmz kiitle mikrogerme kuvvet yogunlugunun koordinat merkezinde uygulandigi

kabulii yapildiginda
Vi=1=p5(x,x,,x,) (5.28)

yazilabilir. Dolayisiyla (5.22) denkleminden

{(/1+2,u)a0 A? —[(/1+2,u)/11 —ﬂ,oz]A} A, :Lﬁ.v(l] (5.29)
4 r

bulunur ve ¢6ziimii de

- 1 (pr | _/hj

A, =— -3 Vi=-(1-e"" 5.30

‘ 87ZB2( rj 47[sz (r( e (5-30)

olarak elde edilir. (5.21) ¢6zlimlerinden, yerdegistirme ve mikrogenlesme i¢in sonug

u=-1, VA,

- (5.31)
O=(A+2u)ANA,
olarak elde edilir. (5.31) sonuglarinda (5.30) ¢oziimii kullanilarak bir dizi

basitlestirme islemlerinin sonucunda

— =\ _ 2 _
u= /10 B_ (p :)r _ /10 (Be—r/h3j+ ﬁvo h3 VXVX(B(I—e_r/hs ))’
87 B, 4rB,

r r r 4r B, r
_ (5.32)
0= —Mv-[g(l—e’% )j
4r B, r
elde edilir.
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5.2 Katki Maddesinden Kaynaklanan Elastik Alanlar

Mikropolar ortama benzer sekilde, katki maddeleri iceren sonsuz mikrogenlesen

ortamda ekgenleme ve mikroekgenleme kavramlari
eh=g, AQ), 0= AQ) (5.33)

seklinde tanimlanmaktadir.

Malzemede katki maddelerindeki ekgenlemeler nedeniyle mikrogenlesen ortamin

(3.26) biinye denklemleri

tkl = A/f/ (‘9 - et) + A;kl (em - Htm) + Aklmn (gmn - gf);m ),
m, =C;(0- g")+ Cy (‘91 - 6” + Ay, (&, — 81tm ), (5.34)
s—t=C" (H—Ht)+C,f (Qk —¢9fk)+A,fl (&y —g,i,)

seklinde yeniden yazilmalidir. Biinye denklemlerindeki bu farklilik (3.28) denge

denklemlerine

A 9,1+(/1+1u)uk,kl+ﬂul,kk+ﬁ+ﬁt =0, (5.35)
Gy O =2 Oy +1+1'=0 '
seklinde yansir. (5.35) denklemlerinde “’” st indisli biiyliklikler (3.25) denge

denklemlerinde kullanilirsa

t_ gt t_ ot .t t
fi= Lyt I'= m, —t +s',

t _ 45 nt t t s ot b s gt A4S At
ty=4,0 +4,, ¢ m =C, 0, s—-t=C0+4,¢,

klmn < mn >

(5.36)

elde edilir.

(5.35) denklemlerini ¢6zmek icin, 6nce yalmiz kiitle kuvvetlerinin, sonra da yalniz
kiitle mikrogerme kuvvet yogunlugunun uygulandig diisiiniiliip elde edilen ¢6ztiimler
siiperpoze edilmelidir. Burada, bilinmeyen u ve 6@ fonksiyonlar1 Green

fonksiyonlar1 kullanilarak belirlenebilir [100-102]. Kars1 gelen problem i¢in, klasik
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elastisitede bir, mikropolar ve mikrogenlesen ortamda ise dort Green fonksiyonu

¢Oziim i¢in yeterli olmaktadir.

Birinci grup Green fonksiyonlar1 i¢in gerekli denklemler, koordinat sisteminin
merkezine yalniz f kiitle kuvvetlerinin uygulandigi, / kiitle mikrogerme kuvvet

yogunlugunun ise uygulanmadig1 varsayilarak

A gk +(l+ﬂ)g;n,k1 +/’lg,kn,ll +0,, 0(x—x")=0,

(5.37)
ay &, i A g 4 gkn,k =0

seklinde elde edilir.

Ikinci grup denklemler, kiitle merkezine yalmz [ kiitle mikrogerme kuvvet

yogunlugunun etkidigi, f kiitle kuvvetlerinin uygulanmadig: varsayilarak

A gn,k +(l +/J)g’ln,kz + lugkn,ll =0,

R (5.38)
a gn,kk -4 8,4 gkn,k +0, [, 0(x—x")=0

CENAI

seklinde elde edilir. Burada s1z biiyliklikler yalniz kiitle kuvvetlerinin, “ Prop

biiytlikliikler yalniz kiitle mikrogerme kuvvet yogunlugunun uygulandigi duruma
kars1 gelmek lizere, &, ve gﬁm Green fonksiyonlar1 u, yerdegistirmelerine, g, ve

§n Green fonksiyonlar1 ise # mikrogenlesmelerine karsi gelmektedir ve

I - _L[lj (5.39)

Az \r

dir. (5.37) ve (5.38) denklemlerinin ¢6ziimii Sandru [95] tarafindan verilen

cOziimlere benzer sekilde
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Gu(x=x")= G (x—x)+ G, (x-X),
—rlh
e — (1_6 J

4r B, r
A o (5.40)
g;m(x—x')z/lo (/1+2§1)a0 Lzrﬂ{l e J ’

4-77,'B2 h3 2 r kn
A , /1+2y(1—e‘””3j
X—x")=-

g,(x—-x") 7B, )
olarak elde edilir. Burada

a Al 1r l—e"'h
GE(x—x") =220 | My 5.41
kn( ) 472_322 h32 2 7 . ( )

dir ve < (x—x"), (4.51) denklemi ile verilen klasik Green fonksiyonudur. Buradan

(5.35) denklemlerinin ¢6ziimii olan u yerdegistirmeleri ve € mikrogenlesmesini

Green fonksiyonlar1 cinsinden elde etmek i¢in
E =fi+f, L=I'+I (5.42)
olmak tizere, karsithik teoremi

[(Fow, ~F w)av+[(Lo-L 6)av=0 (5.43)
14 vV

uygulanir ve (5.43) ifadesinde sirasiyla

{u,,0,F,L'}={G,.g,.5, 5(x-x,0}

Ao (5.44)
= {g’/cn’gAn’O’ékn Ik5(X—X')}

olarak alinirsa, ¢oziim
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u,(0) = [[F(x) G, (x=x)+L(x) g,(x—x)] dx’,
: — A _ . (5.45)
9(X)=I[(E(X') G(x=x)+L(x) gy(x—xvj/ln (x—x')} dx'

olarak elde edilir.

(5.36) denklemlerinde f, ve [ biyiklikleri, kiitle kuvvetlerinin ve Kkiitle

mikrogerme kuvvet yogunlugunun olmadigi durumda, sirasiyla hayali kiitle
kuvvetleri ve mikrogerme kuvvet yogunlugu olarak kabul edilebilirler. Dolayisiyla,
(5.45) denklemlerinden, kiitle kuvvetleri ve kiitle mikrogerme kuvvet yogunlugunun
uygulanmadigi ve smir terimlerinin sifir oldugu kabul edilirse, kismi integrasyon

islemleri ile

un (X) = _J.|:/10 91 g;m,k + Aklmp grtnp g;n,k +a0 9’ gn,kk _ﬂ'l 61 gn _2’0 5/(1 glil gn:ldx"

Vv

5 P 2 2 2 5.46
A, 0" gkn,k +Aklmp Epp gln,k +a, 6 Sun —h '8, —4 0, €y &, ( )
ox)=-] ;

14 n

dax'

sonuglarina ulasilir. Goriildiigii gibi (5.46) denklemleri, u, yerdegistirme vektorii ve

6 mikrogenlesme skaler biiyiikliiklerini Green fonksiyonlari cinsinden vermektedir.
Katki maddeleri igeren mikrogenlesen ortamin genleme, gerilme, mikrogenlesme ve
diger mikro biiyiikliikleri, (5.46) ¢oztimlerinin ilgili denklemlerde kullanilmalariyla

elde edilirler.

Son olarak, (5.33) denklemlerinde &, ekgenlemelerin ve @ mikroekgenlemelerin

katki maddesi Q {izerinde sabit oldugu kabul edilerek [74-75], (5.46) denklemleri

u,(x)= unc(x)+1,5d(x) g; + K, (x) 0*,
A o . (5.47)
0(x)=1,(x) g, +K(x)0

seklinde yazilabilir. Burada u¢ (x) mikropolar durumda da oldugu gibi klasik elastik

yer degistirmedir ve (4.58) ifadesi ile verilir. (5.47) de goriilen ekgenleme ve

mikroekgenlemelerin katsayilari
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I:;cl(x) = _Apmklj.(gmn,p _g;ncl;,p) dx'+2’0 5/([ J-gn dx'a
Q Q
Kn(x) :_){’Ojg;m,k dX'_aOJ‘gn,kk dx'+ﬂ’lj.gn dx"
Q Q

(5.48)

n

jkl(x) pka. mnp ax'+ 4, 5k1_[
) ol

gn kk

K(x)=-2 j Gins gy j

Q n Q n

dx +/11j

olarak verilir. Burada, (5.40) ve (5.41) Green fonksiyonlar1 kullanilarak, bir dizi

basitlestirme sonrasinda, ekgenleme ve mikroekgenleme katsayilari

200+ A A
I;iz(x):_& Oy 2n( X)—————u l,kln(x)
(A+2u)B, (A+2u)B,

2 2
+%2’5k1M3mmn(X9h3)+2a01 /LlM3kln(X h )
2 2
2610/102 A2

M,,, (x) +B_05k/ M, ,(x,h,),

2

K’7(X):_2MM2’7(X)+ aO /10 (22*0 _Eﬂ«'i‘z/j)ﬂ,l)

M X, h
B2 > B2 3,mmn ( 3)

+ ﬂll 2’0 M3n(xah3)’
B, ’

(5.49)
24 (/1"‘/1)5 + oﬂMlkln(X)_i_zﬂ' (/1+2:u)a0/uM2kln(X)

1, (%)=
! B2 . BZ M2,n (X) 322 2,n (X)

_AAA+2p)a, 5 M (X 113) 22, (A+20)ay 1t M 4y, (X, 1)
B; M, B; M, ,(x)

/10(/1—'—2/'!)5 M3,n(x’h”5)
B M,

R+(+2m i (A+20a,| 225 ~(A+2m) A M, (%, )

K(x)=
( ) B2 B22 MZ,n(X)

_(A+2wA My, (X, hy)
B, Mz,n (x)
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seklinde elde edilirler. Burada M (x), M,(x) ve M,(X,k) potansiyelleri mikropolar

durumda oldugu gibidir ve (4.60) tanimlar ile verilirler.

5.3 Eshelby Tansorleri

Yerdegistirme ve mikrogenlesme i¢in elde edilen (5.47) ¢oziimleri (3.27) ile verilen
genleme biiyiikliikleri tanimlarinda kullanildiginda, katki maddelerinin varligi

nedeniyle genleme ve mikrogenlesme biiyiikliikleri

&q(X) =Ky, (%) Epn + M, (x) ¢,

mn

(5.50)

A
A

0(x) =K

mn

(x)&,, +M(x)0"

seklinde yazilabilirler. Burada K, (X), I%,d(x), M, (x) ve M (x) mikrogenlesen

Imn

ortamin Eshelby tansorleridir ve

K (X) = IIC

nm .k

(X)+Ilim (X, M,(x)=K,,(x),
2 2 s 2 ’ (5.51)
K,(x)=1,(x), M(x)=K(x)

ifadeleri ile verilirler.

Mikropolar ortamin Eshelby tansorlerine benzer sekilde, mikrogenlesen ortam igin
elde edilen Eshelby tansorleri de klasik Eshelby tansorlerinden farkli olarak kiiresel
katk1 maddeleri i¢cinde bile homojen degillerdir ve mikrogenlesen ortamin malzeme
sabitlerinin sifir alinmas1 durumunda yine klasik Eshelby tansorlerine indirgendigi
goriilebilir.  Bu durumda, mikrogenlesen ortamin malzeme sabitleri ve

mikrogenlesme skaleri

0=0,
(5.52)
ay=4y=4=0
alinirsa,
Kklmn (X) = [lim,k (X) (5.53)
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ve mikrogenlesen ortam icin elde edilen diger tiim Eshelby tansorleri sifir olur.
Buradan da, mikropolar durumda da oldugu gibi, tamamen benzer islemlerle, (5.53)

ifadesinin §,,, (x) klasik Eshelby tansoriine indirgendigi kolayca goriilebilir.
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6. MIKROGERMELI ORTAM ICIN ESHELBY COZUMU

Ikinci boliimde tanimi ve temel denklemleri ayrintili olarak verilen mikrogermeli
ortam Eringen’ in mikromorfik ortam teorisinde, malzeme parcaciklarinin mikro
hareketinin yalniz mikrodénme ve hacimsel mikrogenlesmeden ibaret oldugu kisiti
getirilerek tanimlanir. Bagka bir deyisle mikrogermeli teoride parcaciklarin mikro
kaymalar1 ihmal edilmektedir, dolayisiyla da teoriye mikropolar ve mikrogenlesen

ortam teorilerinin birlesimi goziiyle bakilabilir.

Mikropolar ve  mikrogenlesen ortam teorileriyle hasarli  malzemenin
modellenmesinde &nceki boliimlerde deginilen eksiklikler, Kiris ve Inan tarafindan
hasarli malzeme mikrogermeli ortam teorisi ile modellenerek asilmaya calisilmistir
[77]. Bu sakincalar1 ortadan kaldiran mikrogermeli ortam teorisi yukaridaki tanimi
ile hasarli malzemelerin modellenmesinde diger teorilere gore daha gercekci bir

yaklagimdir.

Burada, mikropolar ve mikrogenlesen ortam teorilerine benzer sekilde mikrogermeli
ortam teorisi i¢inde yine Green fonksiyonlari yardimiyla temel ¢oziimler elde
edilmistir. Bu ¢oziimler kullanilarak katki maddeleri iceren elastik alanlar

hesaplanarak, mikrogermeli ortam i¢in Eshelby tansorleri elde edilmistir.

Kiris ve Inan [77] tarafindan, dogrudan kiiresel katki maddesi i¢eren mikrogermeli
ortamin denklemlerinden elde edilen temel ¢ozlimlerden bagimsiz olarak, Liu ve Hu
[78] tarafindan mikropolar ortam i¢in elde edilen Eshelby tansorlerine
mikrogermenin getirecegi katkilar diisiiniilerek mikrogermeli ortam i¢in Eshelby
tansorleri elde edilmistir. Ancak, Kiris ve Inan tarafindan mikrogermeli ortam igin,
dordii dort, ikisi iki boyutlu ve bir de skaler olmak iizere toplam yedi Eshelby tansorii
elde edilirken [77], Liu ve Hu calismalarinda dort tane dort boyutlu, iki tane iig¢
boyutlu, ii¢ tane iki boyutlu, iki tane bir boyutlu ve bir de skaler olmak {izere toplam
on iki Eshelby tansorii elde etmislerdir [78]. Sonuglar arasindaki bu farklilik, temel

olarak alan denklemlerinin farkli se¢ilmesinden kaynaklanmaktadir. Liu ve Hu
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tarafindan verilen sonuglarda birbirinden bagimsiz olmayan alan biiyiikliiklerinin
secimi nedeniyle, mikrogermeli ortam icin elde edilen Eshelby tansorleri arasinda
bagimsiz olmayan terimler bulunmaktadir ve bu iliskiler g6z oniine alinarak [77]

sonuglari elde edilebilir.

Mikrogermeli ortam i¢in elde edilen Eshelby tansorleri de dogal olarak mikropolar
ve mikrogenlesen ortam teorileri i¢in elde edilenler gibi kiiresel katki maddeleri
icinde bile homojen degillerdir. Ayrica, mikropolar sabitlerin limit durumunda
mikrogenlesen ortam i¢in Eshelby tansorlerine, mikrogenlesen ortam sabitlerinin
limit durumunda mikropolar ortamin Eshelby tansorlerine ve tiim mikro sabitlerin

limit durumunda klasik Eshelby tansorlerine indirgenmektedirler.

Bu boliimde, mikrogermeli ortam icin temel denklemlerin ¢oziimleri verildikten
sonra bu c¢oziimlerden, Green fonksiyonlar1 yardimiyla, katki maddelerinden
kaynaklanan elastik alan ifadeleri elde edilecektir. Son olarak, katki maddeleri igceren

lineer izotrop sonsuz bir mikrogermeli ortam i¢in Eshelby tansorleri verilecektir.

6.1 Temel Coziimler

Bu ayitta sonsuz mikrogermeli sonsuz ortam i¢in; kiitle kuvvetleri, kiitle momentleri
yogunlugu ve mikrogerme kuvvet yogunlugunun kiitle merkezinde uygulandigi
varsayilarak temel ¢oziimler elde edilecektir. Mikrogermeli ortamin (3.19) denge

denklemleri Galerkin [96] gosterimiyle

0, =(A+2u)A, <>2=(u+§>A, 0, =(a+pB+7)A-2xk,
(6.1)

0,=yA-2k, Oy =a,A—4

tanimlar1 yapilarak
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formunda yazilabilir. (6.2) matris denkleminin ¢ézimii

u, /i
U />
U /s
¢ |=-|h
#, L,
2 L
o] |1

5> RS R >

I~

3

h

N= [”k! ]m

olarak yazilabilir. Burada
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IL

02+(/1+/1—§)X12 (l+ﬂ—§)X1X2 (l+,u—§)X1X3 0 —k X, KX, A X,
K K. K
(/1+y—5)X1X2 <>2+(/1+,u—5))(2 (ﬂ+y—5)X2X3 KX, 0 -k X, Ao X,
K K K. 2
(/1+,L1—E)X1X3 (/1+,U—E)X2X3 <>2+(/1+,U—E)X3 -k X, KX, 0 A, X, 6.4)
0 K X, KX, O, +(@a+P X (@+PX, X, (a+PX X, 0
KX, 0 -k X, @+ X, X, O, +(@+p)X, (a+B)X,X, 0
—x X, KX, 0 (@+PX, X, (@+PX, X, O,+(@+PX; 0
i 2 X, 20 X, 2 X, 0 0 0 O |




ile verilmektedir. M matris operatoriiniin tersi

M= [nk,](|33 o, D7)71 (6.5)

seklinde yazilabilir. Burada N operatoriiniin bilesenleri

n,, =0, (Dl—Dz X,f), k=1,2,3,

n,, =0, (DS—D6 X,f_3), k=4,5,6,

Ny =505, G,

n,=n, =-0,0,X, X,, k#l, k,1=1,2,3,
n,=n, =-0,0,X, ;X,;, k#1, k,l=4,5,6, (6.6)
n,, =-n,=0,0,4 X,, k=1,2,3,

Ny, =Ny =Ny =Ny =Ngy =Ny =Ny =N, =0, k=4,5,6

N =-N, =Ny, =—N;, =0,0, KX,

N =—Ny =Ny =—Ng =—0,0,KX,,

Ny = —Nys = Nsy; = —N, =0,0, K X,

ve yeni tanimlanan operatorler,

0,=90,0,0, + 4 0, A,

uzz{zg{my—gjoé}orﬁ 0,

0,=0,0, + K A,

0,= 0,0, + A, A, 6.7)
0,=0,9;,

D6=|:(Ol+ﬂ)<>2—l(‘2},

0,=9,,

0=,

olarak  wverilirler ~ve tekrarlanan indisler {izerinde toplama uylagimi

uygulanmamaktadir. (6.2) ve (6.3) ifadelerinin sag tarafindaki biiytikliikler arasinda

o,o0,0,F=—f, o,0o0 L=-1, o,o0,0, L=~/ (6.8)
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iliskileri bulunmaktadir. (6.3) ¢oziimii,
¢=0F, ¢ =[00,+ AL, " =[0,0,+1’A|L (6.9)

tanimlari ile,

u=<>4(<>1 O+ As A)(p—{/lo2 0, +[(/1+,u—§)04—Kﬂ%}VV-(p—K%qu)*

~ 40 Vo, (6.10)
0=0,00"=[(a+8)0, k" [VV-0" ~x(0,0, + 1A}V xo,

0="2,(0,0,+K"A)V-0+0,0,0"

seklinde yazilabilir. Ayrica, (6.8) ve (6.9) ifadelerinden
(0,96 + A5 A)(0,0,+ °A) o =,
0, (0,0, +x°A)@" =1, (6.11)

0, (0,0, + A;A) @™ =1

iligkileri elde edilir.

Ik olarak, kiitle momentleri yogunlugunun ve mikrogerme kuvvet yogunlugunun

sifir ve kiitle kuvvetleri alaninin irrotasyonel, yani

f=Vr,
1=0, (6.12)
[=0

oldugu kabulii ve
(0,0, +57 A)p=VA, (6.13)

tanimu ile, (6.10) ve (6.11) denklemlerinden
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u=VOo/A,,
b=0, (6.14)
0=2,V-(VA,)

¢Ozlimlerine ve
(0,06 + 45 A)A, = -7, (6.15)

iligkisine ulagilir.

Kiitle momentleri yogunlugunun ve mikrogerme kuvvet yogunlugunun yine sifir ve

kiitle kuvvetlerinin solenoidal, yani

f=Vxmn,
1=0, (6.16)
[=0

oldugu varsayimi ve
(0.0, +4 A)o=VxA (6.17)

tanimu ile, (6.10) ve (6.11) denklemlerinden

u=Vx(0,A),
b=—kVx(VxA), (6.18)
=0

¢Ozlimlerine ve
(0,0, +”A)A = (6.19)

iligkisine ulagilir.

Ikinci olarak, kiitle momentleri yogunlugunun irrotasyonel ve kiitle kuvvetleri

alaninin ve mikrogerme kuvvet yogunlugunun sifir, yani
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f=0,
1=V7,, (6.20)
[=0

oldugu varsayilirsa,
(0,0, +K*A)o" =V A, (6.21)

tanimu ile, (6.10) ve (6.11) denklemlerinden

u=0,
d=VA,, (6.22)
0=0

¢Ozlimlerine ve

O, A, =—7, (6.23)

iliskisine ulasilir.

Kiitle momentleri yogunlugunun solenoidal ve kiitle kuvvetlerinin ve mikrogerme

kuvvet yogunlugunun sifir, yani

f=0,
1=Vxn, (6.24)
1=0

oldugu kabulii ve

0,0 =VxA (6.25)

tanimi ile (6.10) ve (6.11) denklemlerinden
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UI—KVX(VXA*),
¢=Vx(0,A’), (6.26)
0=0

¢Ozlimlerine ve

*

(0,0, +”A)A" = (6.27)

iligkisine ulagilir.

Ucgiincii olarak kiitle mikrogerme kuvvet yogunlugunun sifirdan farkli ve Kkiitle

kuvvetleri alaninin sifir, yani

f=0,
1=0, (6.28)
[#0

oldugu varsayimi ve

Aok

00" = A, (6.29)

tanimu ile, (6.10) ve (6.11) denklemlerinden

u=-14,VA;,
b=0, (6.30)
0=0A,

¢Ozlimlerine ve
(0,06 + 45 A)Ay =-1 (6.31)

iligkisine ulagilir.
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6.1.1 Simirsiz Elastik Malzeme Icin Temel Coziim

Statik durumda smirsiz  elastik malzemede (3.19) denge denklemindeki
yerdegistirme, mikrodonme ve mikrogenlesme alanlarinin ¢éziimiine ulagsmak igin,

oncelikle kiitle kuvveti alaninin koordinat merkezinde uygulandigi kabulii yapilir.

Bu durumda (4.27) kiitle kuvveti alan1 ve (4.28) Helmholtz ayrisimi [98-99], (6.15)

ve (6.19) denklemlerinde kullanilirsa

Bﬂ+2yﬁ%A2—«ﬂ+2yLy—&QA]Ao=Z%qfv[l}

r
(6.32)
[,u+£ij2 —2uxA Aziqu[l)
2 4r r
elde edilir. Bu denklemlerin ¢oziimleri de
2
A0:— 1 (q rj_ h3 q.v(l(l_er/lz3)j’
8B, r 4r B, r
(6.33)
2
= ! Vx(qr)—#LVx(g(l—er/h‘)j
lor ux 8ruk r

olarak elde edilir. Yalniz kiitle kuvvetleri kiitle merkezinde uygulandiginda
irrotasyonel durumda (6.14) ¢oziimii ile solenoidal durumda (6.18) ¢o6ziimlerinin

toplamindan

u=(a,A-A4)VA,+(yA-2K)VxA,
b=—kVx(VxA), (6.34)

0=2,V-(VA,)

elde edilir. Bu ifadede (6.33) ¢oziimleri kullanildiginda yerdegistirme, mikrodonme

ve mikrogenlesme alanlar1 i¢in sonug ¢6ziim bir dizi basitlestirme islemi sonrasinda
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_UHIA-Aa, a a (A+mA-4 (@r)r 3¢ (a)r

87zuB, r 4xB,r o 87 uB, 7 4zB, 1’
2
/1 q —r/h3+ VXVX(q —r/h3]
472(2+2/1)B r 47rB2 r
Lz‘j)“ov V x (ﬂ(l—e—"”’s)j—%vwx(ﬂ(l—e’”ﬁ)), (6.35)
4B, r 167 1 r

¢:LVX( —r/hl
87 u r

A q r (ﬂ r/h3j
r

_4ﬂB r 4ﬂB

olarak elde edilir.

(3.19) denge denklemlerini ¢ozmek i¢in ikinci olarak kiitle momentleri
yogunlugunun koordinat merkezinde uygulandigi varsayimi yapilir. Bu durumda,
(4.36) kiitle momentleri yogunlugu ve (4.37) Helmholtz ayrisimi kullanilarak, (6.23)
ve (6.27) denklemleri

. 1
[(a+,6’+7)A—2K]A0 =ip-V(—j,

r

(6.36)
(,LerEijz —2uxA|A =prV(lj
2 4r r
seklinde yazilabilir. Bu denklemlerin ¢6ziimleri de benzer sekilde
* 1 —r/h
Ay =———P- V( (I1-e 2)}
8wk r
(6.37)

* 1 M p —r/h
A = Vx(pr)+—V>< =(=-e"")
167 ux 8ruk r

olarak elde edilir.

Kiitle momentleri yogunlugu kiitle merkezinde uygulandiginda (6.22) ve (6.26)

¢Oziimlerinin toplami, yerdegistirme, mikrodénme ve mikrogenlesme igin
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u:—KVx(VxA*),
¢=VAS+(,L1+§}AV><A*, (6.38)
0=0

¢Ozlimlerini verir. Bu ¢oziimlerde (6.37) ifadeleri kullanilarak bir dizi basitlestirme

islemi sonucunda

u=;Vx(B(1—e”h‘)J,
8mu

r
b (2] L (2o
Ar(a+p+y)\r 8wk r (6.39)
+MVXV>{B(I—8_M‘)}
167 ux r
0=0
elde edilir.

(3.19) denge denklemlerinden yerdegistirme, mikrodonme ve mikrogerme kuvvet
yogunlugunu belirlemek i¢in son olarak mikrogerme kuvvet yogunlugunun koordinat

merkezinde uygulandigi, yani
Vi=1=p5(x,x,,x,) (6.40)

oldugu kabul edilir ve bu iliski (6.31) denkleminde kullanilirsa

{(/1+2,u)a0 N -[(A+2m), —/15]A}A:;* :iﬁ-v(lj (6.41)

r

elde edilir ve ¢Oziimi

— 2
AZ* __ 1 (p rj_ h3 l—)v(l (l_e*f/hs )j (6.42)
8rB,\ r 4rB, r

olarak bulunur. Bu ¢6ziim (6.30) ifadelerinde kullanildiginda yerdegistirme,

mikrodonme ve mikrogenlesme i¢in ¢oziimler bir dizi basitlestirme islemi sonunda
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D D- o 2 —
u= 2/0 B_(p :)r _ ﬂo Befi”/h3 + ﬂfoh3 VXVX B(l_eir/}h) ’
8B, | r r 4r B\ r 4rB, r

$=0, (6.43)

0:_(ﬂ,+2ﬂ)v‘(g(1_e—r/h3)j
47 B, r

olarak bulunurlar.

6.2 Katki Maddesinden Kaynaklanan Elastik Alanlar

Mikropolar ve mikrogenlesen ortam teorisine benzer sekilde, katki maddeleri iceren

sonsuz mikrogermeli ortamda ekgenleme ve mikroekgenleme kavramlari
ey =en AMQ),  yu=r,AQ), 0 =6 AQ), (6.44)

seklinde tanimlanmaktadirlar.

Malzemede katki maddelerindeki ekgenlemeler nedeniyle mikrogermeli ortamin

(3.15) bilinye denklemleri

tkl = Aljl (9 - 9’) + A;’lk[ (g,m - e,tm) + Aklmn (gmn - gt:m) + Cklmn (7mn - }/rtnn )5
mkl = B/;c (9 — l9t) + B,fdk (e,m - H,tm) + Cmnlk (gmn - 8ftnn) + B/kmn (7mn - }/rtnn)’ (6 45)
m, =C; (0-0)+C, 0, —9;)+A,‘;m (& =€)+ Bty (Vi = Vi)

s—t=C" (09—6”)+C;: (ek _‘9})"‘141:1 (gkl_glil)—i_Bljl (71(1_7121)

seklinde yeniden yazilmalidir. Biinye denklemlerindeki bu farklilik (3.19) denge

denklemlerine

K K
A 6’,1 +(/1+/‘_5]”k,k1 +(/U+Ejul,kk + K€y, ¢m,k + i+ fzt =0,

(a+ ) ¢k,kl + 7/¢z,kk + K€y, Uy, —2 K@+l +1 =0, (6.46)

ay O =4 0=y u,  +1+1"=0
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T3]

seklinde yansir. Burada iist indisli buytkliikler (3.19) denge denklemleri

kullanilarak
t ot t t t t t t t
S = Ly ks I, = My k= gy L s I'=-m, -t +s,
t s pnt t t _ ps t t
tkl - Akl 0 + Aklmn gmn s mkl - Bmlk e,m + Blkmn 7/mn > (647)

t s t s t t t s t s t
m, =C, '9,1+Bk1m7/zma s—1=C"0+4,¢,

olarak elde edilirler.

(6.46) denklemlerinden ¢oziime ulasmak icin; 6nce yalniz kiitle kuvvetlerinin, sonra
yalniz kiitle momentleri yogunlugunun ve son olarak yalniz kiitle mikrogerme kuvvet
yogunlugunun uygulandigi diisiiniiliip, elde edilen ¢oziimler siiperpoze edilmelidir.
Burada bilinmeyen wu yerdegistirmesi, ¢ mikrodonmesi ve & mikrogenlesme
fonksiyonlart Green fonksiyonlar1 kullanilarak belirlenebilir. Karsi gelen problem,
klasik elastisitede bir, mikropolar ve mikrogenlesen ortamlarda dort, mikrogermeli

ortamda ise yedi Green fonksiyonunun belirlenmesini gerektirir.

Birinci grup Green fonksiyonlar1 i¢in gerekli denklemler koordinat merkezine yalniz
f kiitle kuvvetlerinin uygulandigini, 1 kiitle momentleri yogunlugunun ve /

mikrogerme kuvvet yogunlugunun uygulanmadigi varsayilarak

K K
A &t (/1 +u _Ej Gw T (ﬂ + Ej gln,kk txey, G, +0, 6(x—x")=0,
(a + ﬂ) Gkn,kl + ]/ Gln,kk + Kelkm g;m,k - 2 K Gln = 0’ (648)
aO gn,kk _ﬂ‘l gn _ﬂ’O g;m,k = 0
seklinde elde edilir.

Ikinci grup denklemler, kiitle merkezine yalniz 1 kiitle momentleri yogunlugunun
uygulandigit ve f kiitle kuvvetleri ve / mikrogerme kuvvet yogunlugunun

uygulanmadigi varsayilarak
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A

~ K 5 K Ja
A&t (’1 TH _Ej G+ (,u + Ej Gon Tk, G, =0,
@+B) Gy 7 Gy +xe4, G —2KG, +6, S(x-x")=0, (6.49)

aO gA.n,kk _ﬂ1 én _/’i’O g;m,k = O

seklinde yazilabilirler.

Son grup denklemleri elde etmek icin sisteme yalmiz / mikrogerme kuvvet
yogunlugunun uygulandigi ve f kiitle kuvvetleri ve 1 kiitle momentleri

yogunlugunun uygulanmadigi kabul edilir: Bu durumda

A A
A

A K\ 5 K A
A g, t [/1 U _Ej gkn,kl + (ﬂ"‘zj gln,kk +xe, G, =0,

A
N

(a+p) ékn,kl + 7G/n,kk +K €y G _2Kéln =0, (6.50)

a, gn,kk -4 g, —4 g;m,k +0, I, 6(x—x")=0

denklemleri elde edilir. Burada mikropolar ve mikrogenlesen ortam teorilerine

A9 D

benzer sekilde s1z biiytlikliiklerin yalniz kiitle kuvvetlerinin, “ "> I biiytikliikkler

A
w N

yalniz kiitle momentleri yogunlugunun ve ” 7 It buyiiklikler yalmz kiitle

mikrogerme kuvvet yogunlugunun uygulandigi duruma kars1 gelmek iizere &, , gjm
ve g}m Green fonksiyonlar1 u, yerdegistirmelerine, G,m,ékn ve ékn Green

fonksiyonlart ¢, mikrodénmelerine, g,, g, ve én Green fonksiyonlar1 ise €

mikrogenlesmelerine kars1 gelmektedir.

kS(X—X'):L 25_""_“—'”,,](” ,
ru\ r A+2u-
B 1— —r/h —r/h
%f(x—rpﬂ—hf[ . ] =8 |- (6.51)
Jkn

a /12 1 7 l_e—r/h3
GE(x—x")=—220 | My
fn (X=X 47 B; | by 2 )
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olmak {izere, (6.48)-(6.50) denklemlerinin ¢oziimleri sirasiyla,

Gu(x=X) = G, (x=X) + G, (x=X) + G, (x-X),

R ' ' 1 l_e—r/hl
G (X=X =G, (x—Xx")=- €inl 5
8 u J

B
A Ay (A+2wa,| 11, (1=
g) X—X' — 0 0 _7_"+ ,
b= e e T,
__-rlhy =rlhy, _ -rlh
G, (x—x)= 1 (1 e j N 1 (e e )
167Z'ﬂ r Jkn 87[’{ r Jkn
_ 6.52)
2 + r/h (
ﬂ £ 2 < §kn’
16 uxh r

ébz(x—x'):gfn(x—x'):O,

—r/h3
g (x—x)=——n (1 ¢ ]

4 B, r
A , ﬂ,+2,u(l—€_r/h3j
X—-Xx')=-
g,(x-x") 7B, )

olarak elde edilir.

Bu sonuglar sirasiyla klasik, mikropolar ve mikrogenlesen ortam teorileri i¢in elde
edilen Green fonksiyonlari ile esdirler. Ayrica, (6.52) ifadelerinden goriilecegi iizere

/. kiitle kuvvetlerinin uygulanmas1 durumunda u, yerdegistirmelerine kars: gelen
&,, Green fonksiyonunun klasik, mikropolar ve mikrogenlesme durumlarina kars:

gelen Green fonksiyonlarinin toplami olarak elde edilebildigine, dahasi beklendigi

gibi [, kiitle momentleri yogunlugunun uygulanmast durumunda &
mikrogenlesmesine karst gelen g, Green fonksiyonunun ve karsit olarak /

mikrogerme kuvvet yogunlugunun uygulanmasi durumunda da ¢, mikrodénmesine

kars1 gelen é,m Green fonksiyonunun sifir olarak elde edildigine dikkat edilmelidir.

Dolayisiyla, (6.48)-(6.50) denklemlerini yazmak i¢in gerekli olan dokuz Green
fonksiyonundan ikisi sifir oldugu i¢in mikrogermeli ortam teorisi i¢in yedi Green

fonksiyonuna gerek duyulmaktadir.
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Buradan (6.46) denklemlerinin ¢oziimii olan wu  yerdegistirmelerini, ¢

mikrodonmelerini ve 6 mikrogenlesmesini Green fonksiyonlar1 cinsinden elde

etmek i¢in
E=f+f, L=0L+1, L=I'+]
olmak tizere, karsithik teoremi

[(Fow—F, w)dv+[(L, ¢,~L 4 )dv+[(LO-L 6)dv =0
14 4 V

uygulanir ve (6.54) ifadesinde sirasiyla

{u/‘(7¢/‘(79'5}?251_4k'72} :{glmaGkn’gnaé‘/m 5(X_X')’ 07 0}5

{6,608, =0,0,8, 5(x-x), 0},

:{ 2G,=0,8,,0,0,0,1, 5(x—x')}
alimirsa bilinmeyen fonksiyonlar

u,(x) = [[F(x) G, (x=x)+ L(x) G, (x=x)+ L(x) g,(x~x) ] dx,

6,0 = [[F(x) &, (x-x)+ L(x) G, (x~x)] dx’,

(9(X)=I[(F‘k(x') gin(x—x')JrZ(x') én(x—x')j/ln (x—x')} dx'.

seklinde elde edilirler.

(6.53)

(6.54)

(6.55)

(6.56)

Son olarak, (6.47) denklemlerinde f;,/, ve /' biiyiikliikleri kiitle kuvvetlerinin, kiitle

momentleri yogunluklarin ve mikrogerme kuvvet yogunlugunun olmadigi durumda

sirastyla hayali kiitle kuvvetleri, kiitle momentleri yogunluklar1 ve mikrogerme

kuvvet yogunlugu olarak kabul edilebilirler. Dolayisiyla (6.56) denklemlerinde kiitle

kuvvetleri, kiitle momentleri yogunlugu ve mikrogerme kuvvet yogunlugunun
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uygulanmadig1 ve smir terimlerinin sifir oldugu kabul edilerek, kismi integrasyon

islemleri ile

_ ¢ t t t
un (X) - _j|:2’0 0 g,kn,k + Aklmp gmp g;n,k + Bklmp ymp Gkn,l - Kepmk gmp Gkn

14

+a,0' g, ~4 0 g,~ 243, &, g, |dx,

mp < mp

¢n (X) = _J‘|:/10 et jkn,k + Aklmp 8;119 g;n,k + Bklmp 7rtnp ékn,l - Kepmk grtnp Gkn:| dX " (657)

v

Q(X) = _J.l:(ﬂ’o et g’,;m,k + Aklmp g:np 'g’\;n,k +a0 et én,kk _ﬂ'l 9’ :n

4

_ﬂ,o §mp 8:”11 é,,)/ln}dx'

sonuglarma ulasilir. (6.57) denklemi u, yerdegistirme ve ¢ mikrodonme

vektorlerini ve @ mikrogenlesme skaler biiyiikliigiinii Green fonksiyonlar1 cinsinden
verir. Mikrogermeli ortamin genleme, gerilme, mikrogenlesme ve diger mikro

biiylikliikleri (6.57) c¢oziimlerinin ilgili denklemlerde kullanilmalariyla elde

edilebilirler.

Mikropolar ve mikrogenlesen ortam teorisine benzer sekilde (6.44) denklemlerinde
g, ekgenlemelerin ve y,, & mikroekgenlemelerin, katki maddesi Q {izerinde sabit

oldugu varsayilirsa [74-75], (6.57) denklemleri

u,(X)=u-(x)+1,,(x) &, +J,(x) 7, +K, (x)0,

8,0 =1,,(x) &, +J,,(x) 75, (6.58)
0(x)=1,(x) £, + K(x) 0’

seklinde yazilabilir. Burada unc(x) (4.58) ile wverilen klasik elastik sekil

degistirmedir. (6.58) ifadelerindeki ekgenleme ve mikroekgenlemelerin katsayilari,
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Inkl(x):_2(§ 5 5/0715 IZInpdx _Apmkl (gmn,p_g;st,p)dx'
Q
+xey, [G,, dx'+ 4, 5, [ g, dx!
Q Q

Jnkl (X) = _Bmpk/ '[ Gmn,p dX "

)
K,(0)==%[4,, dX'—angn,kk dx'+ 7| g, dx!
) )

A A (6.59)
Inkl (X) = _Apmkl J. -gmn N dX +K elkm J- Gmn dx "

jnkl (X) = _Bmpkl J. émn,p dx

jkl(x) pmkl mnp ax'+ 4, 5k1_[
ol

H

Ié(x)z—zj I‘ékkd +11j§" dx'
Q Q

71 n

olarak verilirler. Burada (6.51) ve (6.52) Green fonksiyonlar1 kullanilarak, bir dizi

basitlestirme sonrasinda ekgenleme ve mikroekgenleme katsayilari,

nkl(x) zﬂB}llMZkln(X)+ (5an2,z(X)_5anz,k(X))
U

- B I (ﬂ Ou My (X 1) +2 M5 (X, hl)) +B Ay M;, (X, )

+|:Bl (ﬂ+§j+ﬁ}é}n M, (x,h)

K K
+ |:Bl (:U _Ej _E} O M5, (X, 1), (6.60)
2 2
1) =2 P 5 - M, ()
(A+2u)B, (A+2u)B, ’
/12 2a /12
0 ﬂ“é‘klM?ammn(X’hS)J’_ 0 ILIMSkln(X h”j)
2 2
2a, A’ /12
- Zgzz ° 2kln(x)+Bz Oy M3n(x hy),
Ve
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Inkl (X) = ]}5{1 (X) + ]rﬁd (X),
1
Jnkl (X) = _E |:7/ enkm M2,lm (X) + ﬂ en/m M2,km (X):'
1
+ Z l:y enkm M3,lm (X’ hl ) + ﬂ enlm M3,km (X’ hl ):I b

Ay Ay (2/102 —(l+2,u)/7.1)
B,

A
K, (x)= _2%M2,n (x)+ M, ., (X, hs)

2

+A2M (),

2

A 1
1,,(x)= E[Kelkm M,,, (xX)-2Qu+x) CumM 5 4o xX)-Qu-x) CumM 5 1, (X)]

1
- E[(z ﬂ + K) elkmM3,mn (X’ h’l) - (2 u + K) enlmMS,km (X’ hl)

~Qu-K)e,, M, (X1) ]

1 2u+K
+Eelkm 3mn(x h)+——7F 4/lh2 e M;(X, 1), 6.61)

1

+B

A QU+ K
Jnk;(X)=—y— ﬂ

. [ ad M, .. n)+(y+ M, ,, (X, Iy )]

2kln( )

1
- 2_[05 OuMs (X 1) + (7 + PIM 5y, (X, 1, )J

2U+K
4,U hz [a5k1M3n(x hl)+7/5an3/(Xh)+ﬂ 3,k(X=h|)]a
A M M
Ikl(x)_Z/I (/”L+,Ll)5kl+ o M 1k,n(x)_l_22, (ﬂ+22,u)a0,u 2in (X)
B, B, M, (x) B, M, (x)
— 2’ 2’0 (ﬂ‘ + zlu)ao 5 M3,mmn (X’ hS) _ 2’ﬂ'o (ﬂ' + 2#)“0 H M3,k/n (X’ h.’:)
B, oM, B; M, (x)
Ryt 2) o My, (h)
B, ! M1,n (x) ’
PO RCRe N o L (245 —(A+200 4 | M, (x, )
B2 B22 Ml,n (X)

(A+2wA M, (X hy)
B, Ml,n (x)

olarak bulunur. Burada M, (x), M,(x) ve M,(x,k) potansiyelleri (4.63) ifadeleri ile

verilir.
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6.3 Eshelby Tansorleri

Yerdegistirme, mikrodonme ve mikrogenlesme icin elde edilen (6.58) ¢ozlimleri
mikrogermeli ortamin (3.16) genleme biiyiikliiklerinde kullanilirsa, katki

maddelerinin varligi nedeniyle olusan genleme ve mikrogenlesme terimleri

gkl (X) = Kklmn (X) é‘* + Lklmn (X) }/::m + Mkl (X) 9* >

Yu(X)= Ieklmn (x) 5;n + l:klmn (x) 7;n 5 (6.62)

0(x) = K, (x) &, + M(x) 6

seklinde elde edilirler. Burada K, (X), L, (X), M, (x), K, (x), L, (x), K, (x) ve

M (x) mikrogenlesen ortamin Eshelby tansdrleridirler ve

KX =11, () +1,,,, () =€y, 1,,,,(%),

LX) =T ()=, I (X,

M, () =K, (),

K@) =1,,,,(X), (6.63)
Ly, (%) = J,,,, (),

Ry =1,(x),

M(x) = K(x)

ifadeleri ile verilirler.

Mikrogermeli ortam i¢in, (6.62) ifadelerinden goriildiigii gibi yedi Eshelby tansorii
elde edilmektedir ve yine beklendigi gibi karsilikli olarak mikrodénme ifadesine
mikrogenlesme biiylikliigiinden, mikrogenlesme ifadesine de mikrodénmeden
kaynaklanan bir katki gelmemektedir. Ayrica, mikrogermeli ortam i¢in elde edilen
(6.62)-(6.63) Eshelby tansorii ifadelerinin mikrogenlesmeye ait biiytikliiklerin sifir
alinmas1 durumunda, mikropolar ortam i¢in elde edilen (4.64)-(4.65) Eshelby
tansorlerine ve tersine, mikrodonmeye ait biiyiikliiklerin sifir alinmasi durumunda,
mikrogenlesen ortam ic¢in elde edilen (5.50)-(5.51) Eshelby tansorlerine ve hem

mikrodonme hem de mikrogenlesme biiyiikliiklerinin sifir alinmasi durumunda da
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dogal olarak klasik Eshelby tansorlerine indirgendigi agik olarak goriilmektedir. Ek
olarak yine, mikropolar ve mikrogenlesen ortam teorileri i¢in elde edilen Eshelby
tansorlerine benzer sekilde, mikrogermeli ortam i¢in elde edilen Eshelby tansorleri

de kiiresel katk1 maddeleri icinde homojen degillerdir.
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7. SONUCLAR VE TARTISMA

Girig boliimiinde agiklandig1 gibi, bu ¢alismada hasar, malzemedeki atomik baglarin
mikro Olgekte koparak olusturdugu kusurlarin zamanla gelismesi, birlesmesi ve

makro Olgekte etkili bir hale gelmesi seklinde tanimlanmistir.

Hasarli malzemenin ve hasar olusumunun bu tanimi ile siirekli ortamlar mekaniginin
klasik yaklasiminin basarili olamayacagi agiktir. Bu gerekgeyle, mikro yapidaki
farklilasmalar1 modele katan bir teori kullanmak amaci ile, mikromorfik teorinin
kullanilmast diistinlilmiis ve Eringen ve Suhubi [17-18] tarafindan gelistirilen bu
teori hasarli malzemelere uygulanmistir. Ancak, lineer izotrop halde bile ¢ok sayida
malzeme sabiti iceren ve gerek bilinmeyen bu biiyiikliikler ve gerekse de ek bilinye
denklemlerinin ortaya ¢ikmasi teorinin uygulanmasinda biiyiik giicliikler ¢ikarmis ve
hasar tanimin1 bozmayacak basitlestirici yaklagimlarla alt teorilere gitmek
kaginilmaz olmustur. Bu durumda ilk akla gelen yaklagim, basta sivi kristaller olmak
tizere pek cok alanda iyi sonu¢ veren ve malzeme pargaciklarinin klasik sekil
degistirmeye ek ve ondan bagimsiz olarak sadece mikrodonme yapabildigi
varsayillan mikropolar teori olmakla beraber, bu teori hasarli malzemenin
modellenmesi i¢in uygun degildir. Hasar taniminda kullanilan mikro bosluklarin
mikro donmeden daha ¢ok hacimsel mikro genlesme yaparak gelismesi hasarin
dogasina ¢ok daha yakin oldugu i¢in hasarin mikrogenlesen ortam teorisi ile

tanimlanmasi ¢cok daha akla yatkin gelmektedir.

Bu tez calismasi kapsaminda hasarli malzeme, ilk olarak mikrogenlesen ortam teorisi
ile modellenerek, mikrogenlesen ortam i¢in yerdegistirme vektorii ve mikrogenlesme
skaleri i¢in temel ¢oziimler ve Cheng ve He tarafindan mikropolar ortam i¢in elde
edilen Eshelby tansorlerine benzer sekilde mikrogenlesen ortam i¢in Eshelby
tansorleri elde edilmistir [20]. Cheng ve He [74] tarafindan mikropolar ortam igin
dort adet dort boyutlu Eshelby tansorii elde edilirken, mikrogenlesen ortam igin
beklentilere uygun olarak biri dort, ikisi iki boyutlu ve biri de skaler olmak iizere

toplam dort Eshelby tansorii elde edilmektedir ve yine mikropolar ortama benzer
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sekilde bu tansorler de kiiresel katki maddelerinin i¢inde homojen degillerdir.
Ayrica, elde edilen bu tansorlerin mikrogenlesen ortam sabitlerinin sifir alinmasi

durumunda klasik Eshelby tansorlerine indirgendigi de gosterilmistir [20].

Malzemede hasar gelisiminde mikro bosluklarin donmesinden ¢ok hacimsel mikro
genlesmenin etkili olacagina deginilerek mikrogenlesen ortam teorisi yaklasiminin
uygunlugundan yukarida s6z edilmisti. Ancak, hasarli malzemelerde kusurlarin
toplam hacme orani, 6zellikle baglangi¢ asamasinda yani hasarin henliz mikro
boyutlarda oldugu durumda, oldukca kiiciiktiir. Dolayisiyla mikrogenlesen ortam
olarak modelleme yaklasiminda da malzemedeki hasar ile birlikte hasar disindaki
parcaciklarin da yalniz mikrogenlesme yapabilecegi kisiti ortaya ¢ikmaktadir. Bu
kisit, hasarli malzemenin mikrogenlesen ortam olarak modellenmesinde de
eksiklikler oldugunu gostermektedir. Bu eksikligi ortadan kaldirmanin belki de en
ideal yolu hasarli malzemeyi modellemek i¢in malzemenin heterojen yapisint goz
Oniine alan mikromorfik teoriyi kullanmaktir. Ancak mikromorfik teorinin de izotrop
durumda bile ¢ok sayida malzeme sabiti icermesi ve ek biinye denklemlerine olan
gereksinim nedeniyle hesaplama giigliikleri ortaya ¢ikmaktadir. Bu durumda, hasarli
malzemeyi mikrodonme ve mikrogenlesen ortam teorilerinin birlesimi olan
mikrogermeli ortam teorisi ile modellemek en uygun ¢6ziim gibi goriinmektedir. Bu
teori ideal bir yaklasim olan mikromorfik modele gore eksik kalsa da, yalniz
mikropolar veya yalniz mikrogenlesen ortam modeline gore hasari daha iyi bir

bicimde yansitacaktir.

Mikrogermeli ortam bilindigi gibi pargaciklarin klasik sekil degistirmeden bagimsiz
olarak hem mikrodonme, hem de hacimsel mikrogenlesme yapabildigi fikrine
dayanmaktadir [25] ve hasar1 gercege c¢ok yakin bir sekilde temsil edebilecegi
diisiiniilebilir [77]. Bu c¢alismada mikrogermeli ortam ig¢in statik durumda
yerdegistirme, mikrodénme ve mikrogenlesme i¢in temel ¢oziimler verilmistir. Bu
temel ¢oziimlerin tanimladigi Green fonksiyonlart kullanilarak, kiiresel katki
maddesi igeren ve mikrogerme teorisi ile modellenen bir ortam i¢in elastik alanlar
elde edilmistir. Bu elastik alanlar genleme ifadelerinde kullanilarak mikropolar ve
mikrogenlesen ortam teorilerine benzer sekilde mikrogermeli ortam teorisi igin

Eshelby tansorleri verilmistir.

91



Mikrogermeli ortam i¢in dordii dort, ikisi iki boyutlu ve biri skaler olmak {izere
toplam yedi Eshelby tansorii elde edilmistir. Ayrica, beklenecegi gibi, mikrogermeli
ortam i¢in elde edilen Eshelby tansorlerinin mikrogenlesen ortam sabitlerinin sifir
almmasi durumunda mikropolar ortam icin elde edilen Eshelby tansorlerine,
mikropolar ortam sabitlerinin sifir alinmasi durumunda da mikrogenlesen ortam icin
elde edilen Eshelby tansorlerine indirgendikleri gosterilmistir. Mikrogermeli ortam
icin elde edilen Eshelby tansorleri, mikropolar ve mikrogenlesen ortamlar
tanimlayan tiim mikro sabitlerin sifir alinmasi durumunda ise yine klasik Eshelby
tansorlerine indirgenmektedir. Mikrogermeli ortam i¢in elde edilen Eshelby
tansorleri de, mikropolar ve mikrogenlesen ortamlardaki gibi, kiiresel katki

maddeleri i¢inde bile homojen degillerdir.

Mikrogermeli ortam teorisi i¢in elde edilen sonuglar, beklendigi gibi, makro sekil
degistirmeden kaynaklanan ekgenleme ile ilgili Eshelby tansorlerinde, hem
mikrodonme hem de mikrogenlesme ile ilgili alan biiyiikliiklerinin katkis1 oldugunu,
ancak mikrodonmeden kaynaklanan mikroekgenleme ile ilgili Eshelby tansorlerine
mikrogenlesme ile ilgili biiyiikliklerden ve mikrogenlesmeden kaynaklanan
mikroekgenleme ile ilgili Eshelby tansorlerine ise mikrodonme ile ilgili alan

bliytikliiklerinden hicbir katki gelmedigini gostermektedir.

Giris boliimiinde deginildigi gibi, baslangicta bu ¢alismanin amact mikromorfik teori
ile modellenen hasarli malzemelerde ortaya ¢ikan malzeme sabitlerinin bulunmasi
idi. Dolayisiyla klasik teoride oldugu gibi, gerek Cheng ve He tarafindan mikropolar
ortam i¢in elde edilen Eshelby tansorlerinde [74], gerekse Kiris ve Inan tarafindan
mikrogenlesen [20] ve mikrogermeli [77] ortam i¢in elde edilen Eshelby
tansorlerinde temel ama¢ homojenlestirme yontemlerinin bu teoriler icin de
kullanilmasina olanak saglayarak hasarli malzemenin klasik ve mikro -elastik
sabitlerinin belirlenebilmesine olanak saglamadir. Ancak, elde edilen sonuclar yalniz
hasarli malzemeye 06zgii olmayip geneldir ve parcacikli kompozitler gibi mikro
elastik teorilerle modellenmesi uygun olan tiim malzemeler i¢cin homojenlestirme
islemlerinde kullanilabilir. Ancak, bunun ic¢in yalniz Eshelby tansorlerinin elde
edilmesi yeterli olmamakta ve klasik cercevede ikinci boliimde anlatilan Mori-
Tanaka teorisi [52] gibi homojenlestirme yontemlerinin, ele alinan mikro elastik
teorilere genellestirilmesi gerekmektedir. Bu amacin oniindeki en biiylik giicliik,

klasik durumda Eshelby tansorlerinin hemen bir ¢ok farkli sekli ifade etmek igin
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yeterli olan elipsoidal katki maddeleri i¢inde homojen olmalarina ve bdylelikle
homojenlestirme isleminin analitik olarak ifade edilebilmesine ragmen, mikropolar,
mikrogenlesen ve mikrogermeli ortam teorilerinde elde edilen Eshelby tansorlerin
kiiresel katki maddeleri iginde bile homojen olmamalaridir. Bu durum bahsedilen
mikro teoriler i¢in homojenlestirme isleminin analitik olarak yapilmasini
engellemekte ve ancak sayisal integrasyon ve ortalama alma islemleri ile sonuca
ulagilabilmektedir. Benzer amacl bir ¢calisma Mori-Tanaka [52] teorisi mikropolar
ortama genisletilerek, Sharma ve Dasgupta tarafindan [21] gerceklestirilmigtir.
Ancak, her ti¢ teori i¢cin de homojenlestirme problemi hala tam olarak ¢oziilebilmis
degildir ve gelecek caligmalar beklenmektedir. Gelecekte yapilacak g¢aligsmalarda
mikropolar, mikrogenlesen ve mikrogermeli ortam i¢in elde edilen Eshelby
tansorlerinin  kullanilarak homojenlestirme probleminin bu mikro teorilere
genisletilmesi ve boylece bu teorilerle modellenen malzemelerin etkin modiillerinin

bulunabilecegi beklenmektedir.
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