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Faz gecislerinin analizinde 6nemli matematiksel giigliikkler ortaya ¢ikmaktadir.

Bu nedenle, problemin sayisal analizini gz Oniine almak uygun bir yaklagim

Bu calismada, Monte Carlo simiilasyonu kullanilarak sifir dis alanda tam
¢ozlimil bilinen Ising modelinin bazi termodinamik parametreleri incelenmistir. Sifir
dis alanda iki boyutlu izotrop sistemler i¢in faz gecisi, Boltzmann sabiti ve i¢
etkilesim parametresi birim alindiginda, literatirde S =0,440 ( veya T =2,269)

noktasinda belirlenmistir. Bu calismada ise olas1 kritik noktanin kiigiik orgiiler i¢in

T = 3,000 civarinda oldugu tahmin edilmistir.
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Usteller, Monte Carlo simiilasyonu.



ABSTRACT

Master Thesis

PHASE TRANSITIONS AND SIMULATIONS IN STATISTICAL
MECHANICAL MODEL SYSTEMS

Mustafa AKGUL

Sel¢uk University
Graduate School of Naturel and Applied Sciences
Department of Physics
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Atilla GULEC
2007, 73 pages

Jurry:
Assist. Prof. Dr. Atilla GULEC
Assist. Prof. Dr. Erhan AKIN
Assist. Prof. Dr. O. Faruk YUKSEL

In the analysis of the phase transitions, formidable mathematical difficulties
appear. Therefore, it is a convenient approach to consider numerical analysis of the
problem.

In this study, some thermodynamical parameters of the Ising model knowing
exact solution in zero external field are investigated by using Monte Carlo
simulation. In the literature, the phase transitions for isotropic systems in zero field,
where Boltzmann constant and internal field parameter are unit, has been

determined at B =0,440 ( T =2,269) value. Here it has been guessed that possible

critical point for the small grid becomes in the vicinity of T = 3,000.
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1. GIRIS

Gegmisten glinlimiize bilim ve teknolojideki gelismeler fizik alaninda da
kendini gostermis, makro diizeydeki c¢alismalardan mikro diizeydeki caligmalara
dogru gozle goriiliir bir artis olmustur. Mikro diizeydeki ¢alismalar pek cok giigliigii
de beraberinde getirmistir. Mikro diizeydeki calismalarda ¢ok parcacikli ve ¢ok
serbestlik dereceli sistemlerle calisilmaktadir. Bu karmasik sistemlerle ¢alisilirken bir
cok matematiksel giicliikle karsilasilir. Istatistik fizik, davranisi birka¢ makroskopik
niceligin degisimi cinsinden tanimlanabilen ¢ok serbestlik dereceli sistemleri
incelemektedir. Boyle bir sistemin davranisini  belirlemek i¢in makroskopik
niceliklerden ti¢li sabit segilerek sistemin diger Ozelliklerinin nasil davrandigi
hesaplanabilir. Her bir sabit makroskopik nicelik kiimesi bir toplulugu olusturur.
Ornegin, pargacik sayist (N), sistemin hacmi (V) ve sistemin enerjisi (E) sabit
tutulursa, yalitilmis bir sisteme karsilik gelen mikrokanonik topluluk tanimlanir.
Termodinamik limitte (yani, N — ) topluluklarin timii esdeger olacagindan
toplulugun secimi, problemin ¢oziimiinii miimkiin oldugu kadar kolaylastiracak
sekilde yapilmalidir. Ayrica sozii edilen bu giicliikkleri asmak amaciyla matematiksel
agidan analitik yaklagimlarin yaninda miimkiin oldugu kadar bilgisayarlardan da
faydalanilmaktadir. Gilinlimiizde matematiksel tekniklerin yaninda bilgisayar
programlar1 ve simiilasyonlari, bir ¢ok alanda ve fizik arastirmalarinda da yogun
olarak kullanilmaktadir. Fizigin ¢ok pargacikli sistemlerle ugrasan bir kolu olan
istatistik mekanikte de, bu yaklasim ve metotlardan yararlanilmaktadir. Bu
matematiksel teknik ve simiilasyonlar, istatisttk mekanigin yaygin ¢aligma

alanlarindan biri olan faz gecisleri konusunda da 6nemli bir yere sahiptir.

Istatistik mekanik formalizminin uygulandig cesitli fiziksel olaylar, baslica
iki smifa ayrilabilir. Birincisinde, verilen sistemi olusturan mikroskopik bilesenler
yaklagik olarak etkilesmezler veya etkilesmedikleri diisiiniilebilir. Sonug¢ olarak
sistemin termodinamik fonksiyonlari, tek tek Dbilesenlerin enerji seviyeleri

bilindiginde dogrudan elde edilebilir. Bu smiftaki olaylarin dikkate deger d6rnekleri;



gazlarin 6zgil 1silari, katilarin 6zgiil 1silari, kimyasal tepkimeler ve denge sabitleri,
ideal bose gazinin yogunlasmasi, siyah cisim 1simasinin spektral dagilimi, metallerin
temel elektron teorisi, paramanyetizma olay1 seklinde siralanabilir. Gergekte,
katilarda atomlar arasindaki etkilesme onemli fiziksel rol oynar. Bununla birlikte
atomlarin  gercek konumlari, 6nemli sicaklik degisim araliginda ortalama
degerlerinden 6nemli 6l¢lide uzaklasmadiklari igin, problem normal koordinatlarda
yeniden yazilabilir ve verilen kat1 yaklasik olarak etkilesmeyen osilatorler toplulugu
olarak ele alinabilir. Birinci sinifa giren olaylarin en dnemli 6zelligi, Bose-Einstein
yogunlagsmast hari¢ tutulursa, ilgili sistemlerin termodinamik fonksiyonlarinin

yumusak ve stirekli olmasidir.

Bununla birlikte, ikinci sinifa giren olaylar tamamen farklidir. Genellikle verilen
sistemin termodinamik fonksiyonlarinda analitik siireksizlikler ve tekillikler,
dolayistyla cesitli tiirden faz gecisleri ortaya ¢ikmaktadir. Bu sinifa giren olaylarin
dikkate deger Ornekleri; gazlarin yogunlagmasi, katilarin erimesi, fazlarin bir arada
bulunmast ile ilgili olaylar (6zellikle kritik nokta civarinda), karisimlar ve ¢ozeltilerin
davranisi, ferromanyetizma ve antiferromanyetizma olaylari, alagimlardaki diizen-
diizensizlik gecisleri, normal halden siiper iletken malzemeye gecis seklinde
siralanabilir. Faz ge¢isi, Sistemin bir fazdan diger bir faza gegmesi olayidir. Katidan
stviya, sividan buhara, miknatissizliktan miknatisliliga veya iletkenden siiperiletkene

v.S. gecisler, faz gegisleri olarak bilinen olguyla ilgilidir (Pathria 1996).

Faz gecisi, diger termodinamik degiskenler sabit tutuldugunda, belli bir
sicaklikta olusur ve bu sicakliga kritik sicaklik denir. Kritik sicaklik ve civarinda
sistemin ve sistemi olusturan parcaciklarin davraniglarini incelemek, faz gecisini
anlamak adina onemlidir. Kritik iisteller kavrami tam da bu noktada ortaya gikar.
Sistemin termodinamik fonksiyonlarimin, kritik sicaklik civarindaki davranist bu
tisteller ile anlatilir. Bir termodinamik fonksiyona ait kritik tistel, o termodinamik
fonksiyonun, sicaklik kritik sicakliga gittiginde gosterdigi davranisi (6rnegin,
raksiyorsa 1raksama hizini) anlatir. Bir sisteme ait kritik iisteller arasinda esitsizlikler

ve baz esitlikler yazilabilir.



Faz geg¢isleri, makro diizeyde Oyle birtakim davranis bigimleri igerir ki, mikro
diizeydeki ayrintilara bakarak bunlar1 6ngdrmek pek kolay olmaz. Kati bir cisim
isitildiginda eklenen enerjinin etkisiyle molekiilleri titresir. Molekiiller aralarindaki
baglara ragmen disariya dogru itisirler ve maddeyi genlesmek zorunda birakirlar. Is1
arttikga genlesme de artar. Ancak, belirli bir sicaklik ve basinca erisince, degisme
birdenbire ve siireksiz hale doner. ip dnceleri uzamaktayken simdi kopar. Kristal sekil
erir ve molekiiller birbirinden uzaga kayar. Bunlar, kat1 cisimlerin higbir niteliginden
cikarilmasi miimkiin olmayan yasalara, akiskan cisimlerin yasalarina uyarlar. Atomun
ortalama enerjisi hemen hemen degismemis, fakat malzeme simdi bir sivi, bir
miknatis ya da bir siiperiletken haline gelmis, yepyeni bir aleme dahil olmustur.

Faz gegisleri genel hatlar1 ile Bolim 2’de ele alindiktan sonra Bolim 3’de
sayisal teknikler hakkinda kisaca bilgi verilerek, rasgelelik ve rasgele sayilarin
ozellikleri Boliim 4’de incelenmistir. Bolim 5’de ise Monte Carlo simiilasyonlari
kisaca goz Oniine alinarak manyetik maddeler, Ising modeli ve Monte Carlo
simiilasyonu Bolim 6’da degerlendirilmis ve elde edilen sonuglar Bolim 7°de

sunulmustur.



2. FAZ GECISLERI

2.1. Faz Gegis Isis1

Herhangi bir maddenin iki faz durumunu goz 6niine alalim ve bunlar1 1 ve 2 ile

gosterelim. Sistem faz 1°den faz 2’ye yavasga geg¢sin ve Q kadar bir 1s1 almis olsun.
Olay, sabit basm¢ (AP =P,—-P, =0) ve sabit sicaklikta (AT =T,-T,=0)

gergeklesirse, Q =TAS olacak sekilde tersinirdir. Termodinamigin birinci yasast,

AE = AQ + AW (1)

ile ifade edilmek tizere,

AE =TAS + PAV 2
seklinde yazilarak,
Q=TAS=A(E-PV)=AH (3)

ifadesi elde edilebilir. Yani faz gecis 1sis1, entalpi degisimine esittir (Veytsman,
Kotelyanskii 1997).

2.2. Clausius-Clapeyron Denklemi

Bu formiil, dengede iki farkli fazda bulunan bir sistem i¢in basincin sicaklikla
nasil degistigini aciklayan onemli bir bagintidir. Sekil 2.1°den goriilecegi gibi faz

gecisi, P( T ) egrisi boyunca olusur. Bu egriye tegeti yani dP/dT ’ yi hesaplayalim.



Faz gecis noktasinda iki ayr1 fazin kimyasal potansiyelleri 24 [’(T ),T: ve

75 P(I' ), T : olmak {izere denge noktasinda kimyasal potansiyel esitligi,
# @) T S, €(T) T @)

seklinde yazilabilir. Bu denklemin sicaklia gore tiirevi alinarak,

(&) @) ).

sonucu bulunur. G = N olup,

()43 5
oT Joy N\OT )oy N

(iﬂ) ;(@] __V_ )
k) NP, N

denklemleri yazilabilir. Burada s ve v, molekiil basina entropi ve hacimdir; N

pargacik sayisi ve G Gibbs serbest enerjisidir. Dolayisiyla,

dP
SZ_Slz(Vz_Vl)d_T (8)

> T

Sekil 2.1 (P-T) diizleminde gosterilmis bir es hacim egrisi (izokor).



oldugundan,
dP s,-s
o _52 735 9)
T v,-v
ve
dP dP
S, =V, —=85, -V, — 10
2 1 dT 2 2 dT ( )
ifadeleri elde edilir. Iki faz i¢in pargacik basina entropi ve hacim, sirasiyla,
S V.
S12 = = v Vip = = (11)
Nl,2 Nl 2

olup esit degildir. Bununla birlikte q= € —Szj' ifadesi parcacik basina gizli st
olmak {izere, P sabitken her parcaciga q kadar gizli 1s1 eklenirse sistem bir fazdan
digerine gecer. T sicakliginda faz gecisi Q= Ql—szj' seklinde tanimlanir.
Entalpideki degisim AH = €, —S, T ile ifade edilirse, bir fazdan diger faza gecen
madde miktar1 verilen 1s1 miktar1 ile orantilidir. Burada,

A
S,=§ = ez_sljz_Q:% (12)

L
N N

ifadesi yazilabilir ve Clausius-Clapeyron denklemi,

dP q

T >

seklinde elde edilir. Sonuglar asagidaki sekilde 6zetlenebilir:



ar

-1
1 v,)v, P _(d—Pj Y Ooldugundan q ) Oigin, sivi-gaz faz gecisi olur ve

dT
kaynama noktas1 sicaklig1 basingla birlikte artar.

2. Heldisinda, q) Oigin kati-sivi faz gegisi olur. v, ) v, oldugunda erime
noktas1 sabit basingla artarken, su igin (v, (Vv,) azalir (Veytsman,

Kotelyanskii 1997).

2.3. Faz Gegisi ve Faz Gegis Mertebesi

Herhangi bir maddenin iki faz durumunu goéz oniine alalim. Denge noktasinda
iki fazin kimyasal potansiyeli £, (P,T) ve ,(P,T) olsun. Eger madde faz 1°den faz
2’ye gecerse kimyasal potansiyel siireklidir, fakat kimyasal potansiyelin tiirevi
stireksizdir. Birinci tiirevdeki bu siireksizlik birinci mertebe faz gecisini ifade eder.
Faz gecisi Gibbs serbest enerjisi (G) igin de tanimlanabilir. Gibbs serbest enerjisinin
N. tiirevi siireksiz olmakla birlikte tiim daha diigiik mertebeli tiirevieri siirekli ise, faz
gecisi n. mertebedendir denir. Birinci mertebe faz gegisinde, pargali bir fonksiyon
olarak tanimlanan G siireklidir, fakat G’nin birinci tiirevi siireksizdir (Sekil 2.2.a,b).
Ikinci mertebe faz gecisinde ise G’nin kendisi ve birinci tiirevi siirekli iken G’nin

ikinci tiirevi siireksizdir (Sekil 2.2.c,d). G’nin tam diferansiyeli,

dG =—SdT +VdP + N (14)

seklinde tanimlanirsa, entropi, hacim ve kimyasal potansiyel,

s (2] ve(2) L we(Z) -
T Jpn P Jr n ON Jpr

biciminde elde edilebilir. L, sistemin T sicakliginda tamamen sivi halden gaz hale
gecmesi i¢in gerekli 1s1 olmak iizere, sistemin entropi degimi AS =L/T formiili ile

ifade edilir. Bunada L’ ye buharlasma 1s1s1 (gizli 1s1) denir (Veytsman, Kotelyanskii

1997, Edward 2005).



»
»
[
|

Sekil 2.2 a ve b’de birinci mertebe faz gegisleri, ¢ ve d’de ikinci mertebe faz gegisleri
gosterilmistir.



3. SAYISAL TEKNIiKLER

Glinlimiizde fizikle ilgili problemlerin ¢oziimiinde kullanilan birgok
matematiksel yontem vardir. Diferansiyel denklemler, tiirev ve integral ornek olarak
sayilabilir. Ancak, bu yontemlerin uygulanmasi her zaman kolay olmayabilir. Bu
yontemlerin uygulanmasinda karsilasilan giigliikleri asmak icin ¢esitli yaklasimlar ve
metotlar gelistirilmistir. Ornek olarak, diferansiyel denklemler icin Euler yontemi,
integral hesab1 icin Simpson ve Trapez yontemi sayilabilir. Bunlardan Simpson ve

Trapez yontemini kisaca ele alalim.

3.1. Trapez Yontemi

Bir f(x) fonksiyonunun, tanimli oldugu E,b: kapali araligindaki belirli

integrali,

S= bjf (x)dx (16)

ifadesiyle tanimlanir. Geometrik yoruma gore bu integral, E,b: araliginda f (x)
egrisi ile x ekseni arasinda kalan yiizeyin alani olur (Sekil 3.1). Integralin analitik
¢ozlimil elde edilemediginde veya ¢ok karmagsik oldugu durumlarda sayisal integral
alma yoluna gidilir. Eb: araliginda esit araliklarla siralanmis N sayida nokta g6z

Oniine aliirsa h adim uzunlugu,

(17)

olur ve ug noktalarda hesaba katilirsa bu noktalar,
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Xo=a, X =a+ih, Xy =b (i=1,2,...,N-1) (18)

ile tammlanir. Integral degeri, her bir [i , Xi+1: alt araliklarindaki integral degerlerinin

toplanmasuyla,

Xy Xo N
S= [f(dx+ [F()dx+...+ [f(x)dx (19)
S=5+S,+...+5, (20)

seklinde elde edilir. Eger h adimi ¢ok kiigiikse, en basit yaklasiklikta, her bir aralikta
fonksiyon bir dogru pargasi olarak alinir (Sekil 3.2). Bu durumda, [i y Xig : araliginda

olusan yamugun alani,

. — (sol kenar + sag kenar)

ci + fi+1 D
i 2

x geniglik = T/h (21)

»
»

/\// (x)

v

a b

Sekil 3.1. Bir f(x) fonksiyonunun integrali, fonksiyonun altinda kalan alana esittir.
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seklinde hesaplanabilir. N sayida yamuk alani toplanirsa, sayisal integral i¢in trapez
formiilii,

~ ~ ~
S=‘O;—f1)r1+¢l+f2/h+...+¢N~12+fN/h (22)
veya,
’ 1 1 -
jf(x)dx:h{g fo+ f, 4.+ fN_1+EfN}+062/ (23)

seklinde yazilabilir. Trapez formiiliinde iki nokta arasini bir dogruyla birlestirmekten
kaynaklanan hata paymin 0 62: ile orantil1 oldugu bilinmektedir (Karaoglu, 2004).

Dikkat edilirse, iki u¢ noktanin katsayisi h/2, igerdeki noktalarin katsayist h

olmaktadir. Burada Trapez yonteminin basit bir uygulamasi olarak asagidaki 6rnek

1

verilebilir: | dx
o 1+X

> integralini N = 5 i¢in Trapez yontemi ile hesaplayalim. Burada

her bir terimin hesabinda virgiilden sonra besinci basamaktan sonrasi hesaba

katilmamuistir.
y
A
S /
> X
X, =@ X, X, Xy =b

Sekil 3.2. Trapez metodunda egri altindaki yamuklarin alanlari toplanir.
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yani kesme hatast s6z konusudur. Denk.(23)’de tanimlanan Trapez

formiiliinde N = 5 yazilirsa,

1
dx 1 1
Olerxz:h(5f0+fl+f2+f3+f4+§f5j (24)
ifadesi elde edilir. Denk.(17) kullanilarak, h = 0,2 olarak bulunur ve Denk.(24)’deki
her bir terim 1/2f, =0,50000, f, =0,96153, f,=0,86206, f,=0,73528,
f, =0,60975, 1/2f, =0,25000 olarak hesaplanir. Bu degerler Denk.(24)’de yerine

konulursa,

1
X _ 078372 (25)
1+ x?
0

olarak integralin yaklasik degeri bulunur.

3.2. Simpson Yontemi

Daha iyi bir yaklasiklik i¢in N sayist ¢ift ve ardigik iki alt aralik birlikte ele

alinirsa,

N

S = Xj[f (x)dx+xj[f (X)dx +...+ | f(x)dx (26)

N-

S=5+S;,+..+Sy, (27)

ifadeleri yazilabilir. Herhangi bir s, integrali, X, noktas: etrafindaki [, x,, sift

araligiin katkisini verir. Bu s, araligini olusturan ii¢ noktayi, dogru parcalariyla

birlestirmek yerine bir parabolle temsil edersek yapilan hata daha az olacaktir. Sekil
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3.3’den goriildiigii iizere, [i—l’XH—l: aralifinda her ii¢ noktayr saglayan paraboliin

denklemi,

~
f(X)— ( X} X|+l/ f—1+ ( X—l} X|+1/f ( X|1} X f
—l =X } -1 |+1 A i —l } |+1 A |+l | -1 }Hl | A

(28)

i+1

seklinde yazilabilir. Bu ifade Denk.(26)’da yerine konur ve s, integrali analitik olarak

alinirsa,

Xis1

h -
S. = .[ f(X)dng [1'_1 +4fi + fi+1_ (29)

X

sonucu bulunur. Bu s, ifadeleri Denk.(27)’de yerine konur ve diizenleme yapilirsa,

Simpson formiilii,

:—[0+4f+f } 4, + 1, 4.+ [N2 + £y (30)

=

v
X

X1 X; X

i+1

Sekil 3.3. Simpson metodunda ardisik iic noktadan gegen paraboliin altinda kalan alan
hesaplanir.
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veya,

b
jf(x)dx :2 F,+4f +2f, +4f, +2f, +..+4f,_ +f, $0(h*) (31)

seklinde ifade edilebilir. Simpson formiiliinde {i¢ noktay1 bir egriyle birlestirmekten
kaynaklanan hata payinin 064: ile orantili oldugu bilinmektedir. Yani, Trapez
formiiliine gore iki mertebe daha dogru sonug verir. Dikkat edilirse iki u¢ noktanin
katsayist h/3 olup, igerdeki noktalarin katsayilar1 4, 2, 4, 2, ... seklinde gitmektedir.
Simpson yonteminin basit uygulamasi olarak asagidaki o6rnegi verebiliriz. Simpson

yonteminde N’nin bir ¢ift say1 olmast gerektigi unutulmamalidir. Yukarida Trapez

1
yontemi i¢in kullandigimiz I
0

> integralini bu sefer N = 4 alarak Simpson
+ X

yontemiyle hesaplayalim. Burada her bir terimin hesabinda virgiilden sonra 5.

basamaktan sonrasi hesaba katilmamistir. Denk.(31)’de N =4 yazilirsa,

1
jlf)iz :g¢0+4f1+2f2+4f3+f4: (32)
0

seklinde olur. Denk.(17) kullanilarak h=0,25 ve f, =100000, 4f =3,76468,
2f, =160000, 4f,=256000 ve f,=0,50000 sonuglari bulunur. Bu sonuglar

Denk.(32)’de yerine konulursa,

1
X _ 078535 (33)
1+ x?
0

yaklagik sonucu elde edilir. Her iki Ornekte ele aldigimiz integralin gercek degeri

hesaplanirsa,

fre =7 (34)
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veya yaklagik olarak 0,78539 sonucu bulunur. Yukaridaki o6rnekte ifade etmeye
calistifimiz gibi, N = 5 i¢in Trapez ve N = 4 i¢in Simpson yontemi ile integral degeri
yaklasik olarak hesaplanmistir. Bunlara ek olarak N’ nin ¢esitli degerleri i¢in hem
Simpson hem de Trapez yontemiyle hesaplanan sonuglar Tablo 3.1°de verilmistir.
Ancak, Tablo 3.1’de N c¢ift say1 olmak zorunda oldugundan N = 5 i¢in Simpson
yontemiyle integral degeri hesaplanmamistir. Bulunan sonuglarla integralin gercek
degeri karsilastirildiginda, Simpson yonteminde bulunan yaklasik sonuglarin, Trapez
yontemindeki sonuglara gére daha iyi oldugu goriilmektedir. N sayist arttikga hem
gercek integral degerine yaklasilmakta hem de hesaplamadaki hata azalmaktadir.
Ayrica ayn1 N degeri i¢in ( N = 4 ) Simpson formiiliiyle bulunan sonuglar, Trapez
formiilityle bulunan sonuglara gore gercek degere daha yakindir. Hesaplamalardaki
hata pay1 Trapez ve Simpson yontemlerinde sirasiyla 062 : ve 064: ile degisiyordu.
Burada N sayisinin se¢imi 6nemlidir, ¢iinkii h=(b—a)/N veya N =(b—a)/h
ifadelerinden goriildigi gibi N arttik¢a hata payr ¢ok hizli degismektedir. Eger N
sayist ¢ok biiyiik segilirse hesaplamalarda yuvarlama hatasi artar, buna karsin ¢ok
kiiclik segilirse kotii bir yaklagiklik yapilmis olur. N sayisinin se¢imi igin pratik
olarak sinama-yanilma yontemi kullanilmalidir. N her defasinda iki katina ¢ikarilarak
integral sonuglarinin belli bir degere yakinsamasi beklenir. Belli bir degerden sonra,

sonuglarin rraksamasi goriiliince artirma sona erdirilir (Karaoglu 2004).

Tablo 3.1. Tam degeri yaklasik olarak 0,78539 olan Denk.(34)’deki integralin
Trapez ve Simpson yontemi ile bulunan yaklasik degerleri.

N Trapez Yontemi icin | Simpson Yontemi i¢in sonuglar
sonuglar

4 0,78279 0,78535

5 0,78372

8 0,78474 0,78539
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4. RASGELELIK VE RASGELE SAYILAR

4.1. Rasgelelik

Bir olay, eger varolan kosullar ¢ercevesinde bir siirecin 6ziinden zorunlu olarak
dogmuyorsa, yani baska tiirlii de gergeklesmesi olanakliysa ve olusmasina hi¢ gerek
yoksa, rasgeledir. Zorunluluk ile rasgelelik arasindaki karsithk mutlak degil
gorecelidir, yani boOyle bir karsitliktan ancak belirli kosullar c¢ergevesinde soz
edilebilir. Meydana gelmesi belli kosullar altinda zorunlu olan bir olay, bagka
kosullar altinda rasgele olabilecegi gibi, bunun tersi de olanaklidir. Rasgele bir olay,
siire¢ icinde zorunluluklara doniisebilir. Zorunlulugun daima rasgelelik ile ortaya
¢ikmasi agisindan rasgelelik, zorunlulugun tamamlayicisidir, yani zorunlu bir olay
daima rasgele Ogelerle tamamlanir. Rasgelelik nedenleri bilinmeyen zorunluluk
degildir, rasgeleligin nedenlerinin bilinmesi onun rasgelelik niteligini degistirmez.
Evrende her olgu ve olay, i¢ nedenlerinin etkisiyle zorunlu olarak olusur. Fakat
evrendeki her olgu ve olay, ayn1 zamanda dis nedenlerden de etkilenir. Dis nedenler,

i¢ nedenler gibi temel ve belirleyici degildir.

Dogada ve toplumda var olan her sey, su ya da bu bigimde birbirine baglidir ve
her sey birbirini etkileme durumundadir. Bir insan i¢in nerede dogdugu, yasamak
icin hangi ¢evreyi buldugu tamamen rasgele, yasamin siirdiirebilmesi i¢in yemesi ve
igcmesinin gerektigi ise zorunluluktur. Herhangi bir olgu ya da olayin rasgelelik veya
zorunluluk olup olmadigini1 anlamak i¢in onun bir i¢ nedenin mi yoksa bir dis nedenin
mi {irlinii oldugunu saptamak gerekir. Gerekli onlemler alinarak rasgelelik igeren
olaylar ortadan kaldirilabilir. Bir piyangoda ikramiye cikmasi sans sayilir, ama
bdylesine bir sansa ulasmak i¢in piyango bileti almak zorunludur. Bir kisinin trafik
kazas1 yapmasi rasgeledir, ancak toplumun tiimii trafik kurallarina uydugu, yaya ve
tasit yollarinin diizenli ve kullanish oldugu, toplu tagima araclarinin kullanildigr bir

toplumda kaza yapma olasilig1 azalacaktir.
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Rasgelelik nesneldir, yani insan diigiincesinden ve iradesinden bagimsizdir.
Rasgelelik bazen zorunlulugun isleyisini kismen engelleyebilir. Zorunluluk, cesitli
rasgelelikler arasindan kendi yolunu agar ve gorevini yerine getirir. Dogada ve
toplumda zorunluluk, yasalarin bir sonucudur. Her olay ve olgu, bir baska olay ve
olguyla ya temel ve i¢sel ya da temel olmayan ve digsal bir baglanti igindedir.
Rasgelelik, her zaman bir nesnel zorunlulugu yani bir yasayi gizler. Bir olayin
ger¢eklesmesinin  zorunlu oldugunu sdylemek, onun bagintilarinin tamamlanmig
oldugunu artik distan gelecek etkilere karst direng kazandigini, bdylece
degistirilemeyecegini, karsit egilime gevrilemeyecegini sdylemek demektir. Genel
sonucu bir yasa olan ¢ok biiylik sayidaki olaylarin her biri, yasadan su ya da bu
yonde, ya da su veya bu olglide bir sapma meydana getirir ve bu anlamda da bir
rasgelelik igerir. Burada yasa basarisizlik gostermez, tersine gozlemlenir. Yasa bir
anlamda tamamlanmamis, dar, yaklagiktir. Biitiin bilimler istatistiksel modellemenin
uygulanisindan baska bir sey degildir. Gazlarin kinetik teorisinde, her gaz
molekiiliiniin son derece karmasik bir yoriinge ¢izdigi, fakat biiyiik sayilar yasasi
sonucu, gozlenmesi miimkiin olan ortalama olaylarin Maryot ve Gay-Lussac gibi
basit yasalara uydugu kabul edilir. Kapali bir kap icindeki gaz molekiilleri,
birbirlerine ve kabin duvarlarina rasgele olarak ¢arparlar, ancak kabin her duvarindaki
gaz basinci zorunlu olarak aynidir. Gaz molekiillerinin rasgele hareketlerinin altinda

fiziksel ve kimyasal zorunluluk goriiliir.

Bilim, rasgelelik olgusunu her zaman g6z Oniinde tutar ve onlari en aza
indirgemeye c¢alisir. Evrensel karsilikli iligki diisiincesi altinda hig bir olay ve olgunun
mutlak olmadigy, siirekli olus ve yok olus icinde ilerledigi, birinden digerine gegisi ve
doniistimii goz Oniine almak gerekir. Birbirinden kopuk olarak gelisen bir ¢ok tekil
olayin, bu arada belirli bir diizenlilik ve genel iliski i¢inde biitiinlesebildikleri
durumlar ortaya ¢ikabilir. Bu iligkiler tekrarlanabilir, genel ve siirekli bir duruma
geldiginde rasgelelik son bulur. Rasgele olay belirli kosullarda ortaya ¢ikabilen ya da

ortaya ¢ikmas1 miimkiin olmayan olaydir.
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Bizi ¢evreleyen diinyada, zorunluluk ile rasgelelik arasindaki i¢ baginti nedir?
Bu sorunun yanitlarindan biri su olabilir: Zorunlu olarak olmasi gereken ve
olmayabilecek olan hi¢ bir sey yoktur. Her sey, her olay, ne denli inanilmaz olursa
olsun, su ya da bu yolla olabilir. Bu goriis agisindan, olanaksiz olan bir sey olmadigi
gibi zorunluluk olarak da bir sey yoktur. Dolayisiyla diinyadaki her sey rasgeleligin
sonucudur. Bu nedenle zorunlulugu gérmezden gelip, her seyin olabilirligine inanan
gruba felsefede belirlenmezciler denir. Bilim, her seyin, doganin yasalarina boyun
egdigini ve aman bilmez zorunluluk tarafindan yonetildigini géstermektedir. Hig¢ bir
sey gercekte oldugundan bagka bir yolla olamaz. Bir olayimn kesin olan doga yasasina
karsit olarak gerceklesebilecegini yani, olmasina gerek olmayan bir olayi, rasgele bir
olay olarak varsaymca, bu, nedensiz bir olay yani mucize olur. Oysa mucizeler
gerceklesemezler. Bazi filozoflar, dogada hig bir seyin rasgele olarak olmadig1 ve her
seyin Onceden belirlendigi yargisina ulasmislardir. Bu diisiinceyi benimseyenler
Newton'un determinist klasik mekaniginin yasalarinda dogru yargiya ulastiklarini
diisinmisler ve mekanikgi belirlenimcilik uzun yillar insanligi egemenligi altina
almistir. Ancak, bilim tek tek cisimlerin yoriingelerinden daha karmasik seylerle yiiz

yiize geldiginde mekanikgi belirlenimciligin temelini ¢okertmistir.

Her olayin oniline gegilmez bir bigimde belirlendigi ve kagmilmaz oldugunu
kabul ederek yazgiciliga varmis oluruz. Her seyin degistirilemez bir bicimde 6nceden
belirlenmis oldugunu kabul etmek zorunlu olarak mekanik¢i belirlenimciligin
sonucudur. Doga yasalar1 geregi bitkiler ve hayvanlar diinyasinda, hi¢ bir bitki ya da
hayvanin sonsuza dek yasamadigmi goriiyoruz. Biiylimekte olan bir agacin tam
olarak oliim giiniinii ve saatini saptayan bir yasa yoktur. Bu, biitiin canlilar i¢in de
gecerlidir. Evrenin yiice bir kurami yoktur, yalnizca evreni gittikge daha dogru
betimleyen sonsuz bir kuramlar dizisi vardir. Olaylar belli bir yere kadar
kestirilebilir, bundan otesi geligigiizel ve keyfidir. Cagimizda doga bilimlerinin amaci,
olaylar1 yalnizca belirsizlik ilkesinin saptadigi sinirlara kadar kestirebilecek bir

yasalar takimin1 ortaya koymaktir.

Gerek dogada, gerek toplumda, hig bir siire¢ 6zdes bicimde yinelenemez. Yine

de mutlak olmayan ama yaklasik olan baz1 bagintilarin yinelenmesi zorunlu olarak
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gerceklesir. Tek tek olaylar yasadan belli simirlar icinde sapabilir, ama hi¢ bir olay
yasa ile c¢elismez. Klasik mekanigin yasalari altinda bulunan tek bir nesne
durumunda, salt zorunluluk, rasgelelige yer birakmayarak agir basar. Bu durumda
yasalar, makroskopik her tek nesnhe agisindan mutlak olarak kesindir. Kuantum
fiziginde, lizerinde Ol¢iim yapilan bir sistem hakkinda sorulan her soruya yanit
bulunamaz. Her istenen gozlem sonucu, istenilen kesinlikte belirlenemez. Kuantum
fiziginde Olglim siireci icin kullanilan 6l¢lim aygitlar sistemi degistirir. Atom alt1
diinyada klasik mekanigin yasalar1 yerlerini kuantum mekaniginin yasalarina birakir.

Bir elektronun t aninda x noktasinda bulunmasini bir olasilik belirler.

Newton mekanigindeki determinizm kavrami Laplace tarafindan ortaya
konulmustur. 18. yiizyila egemen olan deterministik diinya goriisii saat gibi kurgulu
bir evren modelidir. Bir sistemin pargaciklarinin konum ve momentumlarini bilirsek,
sistemin zaman igerisindeki evrimini hareket denklemlerinden belirleriz. Laplace
determinizmi denen sey en kaba anlamiyla budur. Giinlik yasamda, klasik fizigin
yasalarinin gecerli oldugu diinyada Laplace anlaminda determinizm gecerlidir.
Kuantum mekaniginde ise olasiliklar s6z konusudur. Reaktorler veya atomlarin
1s1mast i¢in olasilik hesaplar1 yapilir ve gézlemlerle uyusan sonuglar bulunur. Yani,
ongoriilen olasiliklar gozlemlerle dogrulamir. Bu anlamda determinizm, Kuantum
mekaniginde vardir fakat Laplace anlaminda determinist degildir. Dogada ve
toplumda, bilmedigimiz veya hesaba katmadigimiz nedenlerle degisen sonuclar veren
olaylarla ¢ogu zaman karsilasilir. Gergekligi ifade eden matematiksel fonksiyonlar
degildir. Gergekligi ifade eden, biyikliiklerin deneyle belirlendigi dagilim
fonksiyonlaridir. Bilim giderek kati belirlenimcilik anlayisini terk etmekte ve giinliik
yasam Olcegiyle belirlenmis yasalar1 degistirmeden olgularin temelinde yatan daha
esnek bir istatistik belirlenimcilik anlayigina yaklagmaktadir.

Rasgeleligin, olmazsa olmaz iki 6zelligi vardir: Birincisi, fenomenin bir kez
olusundan dolayr sonucun tahmin edilememesi; ikincisi, fenomenin birgok tekrari
sonucunda ortaya bir motifin ¢ikmasi. Ornegin, yiizleri 1’den 6’ya kadar isaretli bir

zar1 atarken, bir sonraki atista tek isaretli ylizeyin tiiste gelecegi tahmin edilemez.
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Ancak, zar1 bir¢ok kez attiktan sonra tek isaretli yiizeyin 600 atisin yaklasik 100’{inde

gelecegi goriiliir.

4.2. Rasgele Sayilarin Uretilmesi

Sayilar tek baglarina rasgele degildir, sadece uzun say1 dizileri rasgelelik
acisindan degerlendirilebilir. Rasgele bir sayi, her basamagin ayni olus olasiligina
sahip oldugu ve ardisik basamaklarin birbirinden tamamen bagimsiz olduklar1 bir
basamaklar serisi olarak tanimlanir. Rasgele sayilar simiilasyon yoluyla zor
problemlerin ¢6zlimiinde kullanilabilir. Bir ¢ok kez tekrarlanan bir deneyin
sonucunda, ona iliskin sabit bir degerle ilgili, gozlemlenen olaya dair goreceli bir
frekansin olustugu gozlenir. Olasilik kavramlarinin arastirilmasinda zar atilmasi
standart bir tekniktir. Ancak, simiilasyonlar uzun zaman alir ve yorucu olabilir. Tek
isaretli ylizeyin gelme sikligi icin 600 kez zar atmayi diisiiniin. Birgcok matematiksel
modele zit olarak, rasgelelik anlasilmasi zor bir konudur. Bircok matematiksel model
determinist, yani gelecege dair tahminlerde kullanilabilecek kesin bilgi temin ettikleri
kabul edilir. Modelden elde edilen Ongoriileri ger¢ek olgularla kiyaslayarak o
modelin tutarliligini, yani gergegi ne derece yansitabildigini ortaya koyabiliriz.
Istatistiki veriler kesin bilgi saglamazlar, dolayisiyla gelecege iliskin tahminlerden
emin olunamaz. Fakat tahmin sekillerine uyan olasilik modelleri kullanilabilir.
Rasgele say1 tiretmek i¢in bir algoritma kullandiginda, zar atilmasinda olandan farkli
bir yol kullanilir. Zar atilmasindan farkli olarak, ilk say1 segildikten sonra, digerleri
algoritmayla belirlenir. Bu sayilara yalanci rasgele sayilar ad1 verilir. Gergek rasgele
sayilarla 1ilgili bir sorun da, onlar1 iireten mekanizma tarafindan bir daha
tiretilememeleridir. Bilim adamlari, elde ettikleri sonuglarin digerlerince kontrolii
icin, simiilasyonlarda kullandiklar rasgele dizileri tekrar {iretebilme ihtiyacini sikg¢a
duyarlar. Bilgisayarda rasgele sayi iiretebilmek igin rasgele say1 iireteglerine ihtiyag
duyulur. Matematikte rasgele say1 iiretmek igin gelistirilen teknikler vardir. Ornegin,
iki biiyiik say1 birbiriyle ¢arpilip, diger bir biiyilik say1 ile boliimiin kalani alinir. Bu

islem defalarca tekrarlandiginda, birbiriyle ilgisi olmayan sayilar tiretilir .
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4.2.1. Lineer congruental algoritma

, sayilarmi

[,0;1,0: araliginda, her biri esit olasilikla dagilmis X, X,,...,X
tiretmek isteyelim. Bunun igin herhangi bir X, baglatici degerinden baslayarak,
carpma ve toplamalarla bir X, sayisi {iretip bunu [,0;1,0: araligina getiririz. Bu X,
sayisina ayni kurali uygulayip X, sayisini buluruz,... vb. Buna goére n. sayimiz X, ise,
X.., = €, +b:m0diilo ¢ bagmtistyla bulunan X, sayis1 giderek rasgele bir
karakter alir. Ornegin, a = 7, b = 11, ¢ = 10 olsun ve X, =12 sayistyla baglanirsa,
x, = €x12+11 modiilo 10 — x, = 0.5, x,=€x5+11_  modiilo 10 —x, = 0.6,
X, = €x6+11_ modiilo 10 —x,= 0.3, . . . seklinde sayilar iiretilebilir. Boyle bir
programi olusturmak igin uygun a, b, c sabitleri ve programi baslatacak bir x, degeri

olmak tizere iki temel parametre vardir. Buradaki (a, b, c¢) Ggliisii rasgele se¢ilmeyip
literatiirde belirtilen sayilardir (Press ve ark., 1992). Literatiirde verilen sayilar a =
211, b = 1663, ¢ = 7875°dir. Bu sayilar1 kullanarak fortran dilinde rasgele say1 iireten
bir fonksiyon alt programi Ek-A’da sunulmustur. Bu program aldigi JBASLA
baslatic1 sayisi ile caligmaya baslayip [,0;1,0: araliginda diizgiin dagilmis reel bir
rasgele sayu iiretir. Ikinci kez ¢alistirildiginda, ilk say1 kullamilarak, ikinci bir rasgele
say1 uretip gonderir ve bu sekilde devam eder. Burada dikkat edilmesi gereken nokta,
rasgele sayt iireten JBASLA baslatici degeri, bir kez verildikten sonra, bir daha

kullanici tarafindan degistirilmemelidir (Karaoglu 2004).

4.2.2. Orta kare algoritmasi

Metropolis ve ark. (Metropolis 1953) tarafindan rasgele say1 iiretimi igin bir
rulet ¢arkim1  simiile eden orta kare algoritmasi Onerilmistir. Bu algoritmada
0000°dan 9999’a  kadar rasgele sayilar iiretmek icin asagidaki basamaklar

kullanilmistir:

1. Herhangi bir dort basamakli say1y1 se¢ ( 6rnegin, 3214),
2. Bu sayinin karesini al (10329799),
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3. Bu saymnin ortasindaki 4 basamagi al (3297),

4. Tk basamak (3) tek basamakli rasgele bir sayidir; 32 iki basamakli rasgele
bir sayidir.

5. 2, 3 ve 4. basamaklar1 yeni say1, 3297 ile tekrar et.

6. Istenildigi kadar rasgele say1 elde edilene kadar algoritma tekrarlanr.

Orta kare algoritmasi zamaninda kabul edilebilirdi. Ancak, rakamlarin
kagimilmaz olarak kendilerini tekrar etmeleri 6nemli bir sorundu. Bu say1 dizisine
¢ember veya periyot denir. Bir periyot basladiginda onu takip eden sayilar
tekrarlanacaktir. Er ya da geg sayilar kendi kendilerini tekrar edecektir ¢iinkii, sonlu

sayida olasilik mevcuttur.

4.2.3. Shift-Register algoritmalar:

1950’lerden beri bilinen diger tekniklere shift-register algoritmalar1 denir. Bu
tip algoritmada, yeni iiretilen her say1 listede daha once belirlenmis bir¢ok sayiya ve
secilmis bir m modiiliine baglidir. Bu metodun basitlestirilmis bir 6rnegi bir Fibonacci
dizisine dayanir. Bir Fibonacci dizisinde onceki iki sayi, bir sonrakini olusturmak icin
toplanir ( yani X =X, , + X, ,). Dizi iki adet 1'le baslar: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34,
55, 89,... Shift-register algoritmasinda, 6nceki iki sayr mod7 de toplanir ve 1, 1, 2, 3,
51,6,0,6,6,5, ... seklinde bir dizi elde edilir. Toplanacak sayilar listedeki bir veya
daha fazla sayiyla da ayrilabilir. mod7 deki bir baska dizi de X =X, , + X,

seklinde ii¢ adet 1 ile baslayabilir (Robinson ve ark. 1998). Bu 6rnekte olusacak dizi
1,1,1,2,3,4,6, 2,6, 5.... seklinde olur. Yeni girisi olusturan sayilarin, her seferinde
yeni say1y1 ekleyip digerini ¢ikararak siirekli degismesinden dolay: algoritmaya shift-
register denilmektedir. Uretilmesi goreceli olarak daha basit olmasina ragmen,
Fibonacci tipi bir algoritmaya dayanan bir say1 serisi rasgeleligi ¢ok iyi test etmez.
Degisik modiillerin ve toplanan degisik sayilarin kullanildigi diger shift-register
algoritmalari, rasgeleligi iyi test edebilen rasgele rakamlar tablolarma gotiriir.
Dizideki ilk sayilarin ve modiiliin se¢imi iyi isleyen bir rasgele rakamlar tablosu

olusturmak i¢in zorunludur.
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4.3. Rasgeleligin Test Edilmesi

Uretilen rasgele sayilar kiimesinin gergekten rasgele oldugunu ispat edebilecek
hi¢ bir yontem yoktur. Sadece rasgelelik test edilebilir. Rasgelelik testleri, rasgele
sayilarm kabul edilmis ozelliklerine dayanir. ilk o6zellik tekdiize dagilim, yani,
basamaklarin dizide esit temsilidir. Tekdiize dagilim bir frekans testiyle kontrol
edilebilir. Tek basamaklar icin, her basamaga zamanin %10’u diser. Dizileri ikili
veya l¢lii gruplara ayirarak da dagilim kontrolii yapabiliriz. 00’dan 99’a kadarki
ciftler esit sayida, veya her c¢ift i¢in %1°lik zaman s6z konusu olmalidir. Rasgelelik
testinde gozetilen baglica ikinci 6zellik basamaklarin bagimsizligi, yani bir sonraki
basamagin, bir onceki basamaga dayanilarak tahmin edilememesidir. Bir say1y1 onu
takip eden sayiyla karsilastiran yiiksek-algak veya yukari-asagi testi bagimsizlik
ozelligi i¢in kullanilabilir. Bu nedenle rasgele sayilar, zamanin %10’u civarinda ayni

kalirlar, % 45’inde artarlar ve % 45’inde azalirlar (Robinson ve ark. 1998).

4.4, Rastlantisal Degisken ve Rastlantisal Olay

Rastlantisal degisken, gelecekteki bir gozlemde alacagi degeri ©Onceden
kesinlikle bilinmeyen bir degiskendir. Bir zarin atilisinda gelecek say1 onceden
bilinemeyeceginden, bu sayiyr temsil eden degisken bir rastlantisal degiskendir.
Rastlantisal degiskenlerdeki belirsizlik, bu degiskenlerin alacagi degerlerin 6nceden
tahmin edilemeyen ¢ok sayida etkene bagli olmasindan ileri gelir. Bu durum dogal
olaylardaki degismelerden kaynaklanabilecegi gibi, olay hakkindaki bilgilerimizin
yetersizliginden de ileri gelebilir. Boyle belirsizlikleri deterministik bir yaklagimla
incelemek miimkiin degildir. Yani degiskenin alacagi degeri 6nceden kesinlikle
belirleyebilen yasalar elde edilemez. Bunun yerine olasiliksal bir yaklasim gerekir.
Bir rastlant1 degiskenin gelecekteki alacagi deger kesin olarak bilinemeyecegine gore,
ancak degiskenin bir gézlem sirasinda belli bir deger almasina bir rastlantisal olay
denilir. Buna gore hangi rastlantisal olaymn goriilecegi ©Onceden kesinlikle
bilinmemekle birlikte, herhangi bir rastlantisal olaymn goriilme olasiligin1 belirlemek

miimkiindiir. Ornegin, zar atiginda segilen bir saymnin gériilmesi bir rastlantisal olay
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olup bu rastlantisal olaylardan herhangi birinin goriilme olasilig1 belirlenebilir.
Olasilik teorisinde bir rastlantisal olayin meydana gelmesi sansi olasilik adi1 verilen
bir biiyiikliikkle ifade edilmektedir. Olasilik teorisine gore her rastlantisal olayin,
degeri 0 ile 1 arasinda degisen bir olasilig1 vardir. Rastlantisal degiskeni biiyiik harfle
(X), rastlantisal degiskenin bir gézlem sirasinda aldig1r degeri bu harfe karsi gelen

kiictik harfle (x) gosterirsek, X=X; rastlantisal olayin olasilig1,
P(X =x)=p, (35)

seklindedir. p, ’nin O ile 1 arasinda degisen olasilik degerinin 0 olmasi, s6z konusu
olayin hichir zaman meydana gelmeyecegini 1 olmasi ise kesinlikle (her gozlemde)
meydana gelecegini gosterir. Olasilik 0’ dan 1’e dogru arttikca gozlemler sirasinda

olayin goriilme sansida artar, yani olayla daha sik karsilagilir.

4.5. Rastlantisal Degiskenlerin Dagilimlari

Bir rastlantisal degiskene ve bu degiskenin iginde bulundugu topluluga ait
cesitli rasgele olaylarin olasiliklarini toplu bir sekilde bir dagilim fonksiyonu ile ifade
edebiliriz. Rastlantisal degiskenin degisme bolgesi genellikle alt ve iistten sonlu
oldugu gibi, dlglimleri de belirli bir duyarlilikla yapilabildigi i¢in degiskeni sonlu
sayida degerden birini alabilen bir degisken gibi diistinmek daha anlamli olur. Boyle

bir degiskene ait cesitli basit olaylarin olasiliklari,
p(xi):P(X:Xi) (36)
seklinde gosterilebilir. Olasiliklar toplami,

D> P(x) =1 (37)
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olacak sekilde daima 1’e esittir (normalizasyon kosulu). Buradan olasilik dagilim

fonksiyonu,
F(x;)=P(X £x,) (38)
seklinde tanimlanir. Fonksiyonun tanimindan hemen goriilebilecegi gibi,

F(x)= > P(x;) (39)

(Xj<x)

ifadesi yazilabilir. F(Xx) fonksiyonu, 0’dan 1’e dogru gidildikge artan basamakli bir

fonksiyondur. Olasilik yogunluk fonksiyonu ile olasilik dagilim fonksiyonunun ayni

bilgileri igerdigi ve ikisinden biri bilindiginde digeri kolayca elde edilebilir.

4.6. Siirekli Rasgele Degiskenler

Siirekli bir rastlantisal degiskenin alabilecegi degerlerin sayisi sonsuzdur. Bagka
bir deyisle, boyle bir degisken biitiin gercek say1 degerlerini alabilir. Bir ¢ok olayda
siirekli degiskenlerle karsilasabiliriz. Ornek olarak bir elemanin iizerinden akan akim
verilebilir. Siirekli bir rastlantisal degiskenin alabilecegi degerlerin sayis1 sonsuz, bu
degerleri alan olasiliklarinin toplami 1’e esit olacagindan X = x seklindeki basit
olaylarin olasiliklart sifira gidecektir. Bu nedenle siirekli rastlantisal degiskenlerde
basit olaylarin olasiliklarindan s6z etmek yerine degiskenin x ile x + dx arasindaki bir
aralikta kalmasi seklinde bir bilesik olayin olasiligini tanimlamak yoluna gidilir.

Bunun i¢in olasilik yogunluk fonksiyonu p(x),
p(x)dx=P(x<X <x+dx) (40)

olarak tamimlanir. Yani p(x) egrisi ile x-ekseni ve X ile x + dx noktalarinda ¢izilen
diisey cizgiler arasinda kalan degiskenin x ile x + dx araliginda bir deger alma

olasiligimi gostermektedir. Degiskenin sonlu bir aralikta bulunmasi olasilig1 bu araligi
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kiiglik pargalara ayirip, bu pargalarda bulunma olasiliklarini toplayarak hesaplanabilir

ve sonug olarak,
P(x, <X <X,) = _fp(x)dx (41)

ifadesine ulasilir. Degiskenin (—0,+o0 ) araliginda bir deger almasi kesin bir olay

olduguna gore p(x) daima,
[p(x)dx =1 (42)

normalizasyon kosuluna wuyar. Siirekli degisken halinde olasilik dagilim

fonksiyonunun tanimi,
F(x)=P(X £x) (43)
seklinde olur ve degismez. F(x) ile p(x) arasindaki iliskinin,
(0= p(n (1 (49 = [pan (a4)
ve
dF (x)

d X
P9 = 5, [pdu==27 (45)

seklinde olacag1 goriilebilir.
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4.7. Dagihm Parametreleri

Bir rasgele degiskenin herhangi bir gozlem sirasinda alacagi deger 6nceden
bilinemez. Fakat, bu degiskenin i¢inde bulundugu toplulukla ilgili dagilim fonksiyonu
bu degiskenin ve i¢inde bulundugu toplulugun davranisi ile ilgili bilgileri kapsar. Baz1
durumlarda dagilim fonksiyonunun verecegi bilgilerin tiimiiniin  bilinmesi
gerekmeyebilir ya da bu bilgileri elde etmek miimkiin olmayabilir. Bu durumda
toplulugun rastlantisal degiskeninin ve davranmisinin  baglica o6zellikleri birkag
parametre yardimiyla Ozetlenebilir. Degiskenin dagilim fonksiyonunun belli
Ozelliklerini yansitan bu sayilara dagilim parametreleri denir. Parametrelerin eldeki
verilerden tahmin edilmesi dagilim fonksiyonunun tahmin edilip kullanilmasina gore
cok kolay olur. Bu nedenle yaklasikta olsa cabuk cevaplarin elde edilmesi gereken
problemlerde bu parametreleri kullanmak gerekir. En ¢ok kullanilan parametreler
istatistik moment tipinde olan ortalama ve varyans’dir. Bu degerler bir islem
yapilmak istenip topluluktan rasgele elemanlar secilerek, yeni olusturulan ve {izerinde
islem yapilmasi1 daha kolay olan alt grup ile, toplulugun tiimii hakkinda bilgi

alinmaya ¢alisildiginda grup parametreleri olarak da oldukg¢a 6nemlidir.

4.8. Merkezi Limit Teoremi

Olasilik temelli ¢aligmalarin en 6nemli amaci, ilgilenilen toplulugun istatistiksel
ozelliklerini ¢ikarmaktir. Boylelikle toplulugun elemanlar1 ve dagilimlar1 hakkinda
bilgi sahibi olunur. Merkezi limit teoremi, olasilik alanindaki en 6nemli teoremlerden
biridir. Bu teorem sayesinde ¢ok genis bir olasiliksal olayi, normal dagilimi
kullanarak hem pratik hem de teorik anlamda yorumlayabilmemizi saglar. Boylelikle
standart normal dagilim tablosunu ve 6rneklerin ortalamalarini da kullanarak ¢oziime
ulagilabilir. Genellikle toplulugun elemanlarimin tiimii, islemin ¢ok pahali ve uzun
olmasindan bu istatistiksel incelemede yer alamazlar. Bu nedenle, topluluk i¢inden
secilen belirli sayidaki 6rnek grubu ile toplulugun tamaminin 6zellikleri belirlenmeye
caligilir. Topluluktan alnan bu Ornek grubunun istatistiksel oOzellikleri, grubun

tamaminin istatistiksel o6zellikleri ile benzerdir. Toplulugun tiimiine iligkin olan
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ortalama ve varyans degerlerine parametre, topluluktan segilen 6rnek grubundan elde
edilen ortalama ve varyans degerlerine de istatistik denir. Genel olarak literatiirde
parametreler Yunan harfleri ile istatistikler ise Latin harfleri ile gosterilir. Bu

tablodaki X degeri,

X: (46)

N
X =
=1

1
N i
denklemi ile hesaplanir. Bir toplulugun parametrelerini belirlemek igin, topluluk
icinden Ornekler alip ortalama ve varyanslarini hesaplariz. Bu islemde elde edilen X
ve &(x)degerleri, X ve o(Xx) gercek ortalama ve varyans degerlerinden sapma
gosterirler. Bu sapma ise bir nevi hataya sebep olur. Ciinkii elde edilen istatistikler
secilen Orneklerin ortalama ve varyansi olmakla beraber, toplulugun tamami ele
alinmadigindan dolay1 gercek degerlerden farklilik gosterir. Toplulugun parametreleri

ve topluluktan aliman orneklerin istatistikleri arasindaki iligki, topluluktan alinan

ornek sayisi ile ilgilidir ve merkezi limit teoremine gore bu iliski su sekildedir:

1. Orneklerin ortalamasi, normal dagilim seklinde dagilir.
2. Bu orneklerin ortalamalarmin dagilimmin ortalamasi toplulugun gercek
ortalama degeri olan X parametresine esit olur ve ortalamalarin standart sapmasinin

dagilimi &(X) olarak gosterilirse, toplulugun standart sapmasi arasindaki iliski,

(x) = 7% 47)

JIN
denklemi ile ifade edilebilir.

Bu formiilden de goriilecegi gibi tam dogru sonuca ancak N — oo
durumunda ulasilabilmektedir. Bu ise, kiimenin tamaminin incelenmesi ile
miimkiindiir. Merkezi limit teoremine gore, ortaya ¢ikan sapma gergek toplulugun
dagilimina bagl degildir ve topluluktan aldigimiz 6rneklerin ortalamasinin dagilimi,

daima normal dagilim seklindedir. Ayrica bir ¢gok dagilim i¢in normal dagilim N (her
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ortalamanin hesaplanmasinda kullanilan 6rnek sayisi) arttikca oldukca hizli bir
yakinsama gosterir. Burada N degeri, her ortalama degeri i¢in ele alinan Ornek
sayisidir, toplam Ornek sayisi degildir. Bu degiskenin normal dagilim 6zelliklerini
gosterebilmesi i¢in eleman sayisinin, N > 30 sartin1 saglamasi gereklidir. Eger eleman
degerleri ¢ok ayrik ve birbirinden oldukga farklilik gosteriyorsa, N > 30 eleman sayis1
degeri bize normal dagilimi garantileyemeyebilir. Bdyle bir durumda 50 ve daha fazla
ornek alinmasi gereklidir. Cok karmasik dagilimli fonksiyonlarin incelenmesi
oldukca risklidir ve hesaplamalarda dikkatli olunmasi gereklidir, ama bdyle bir
dagilima da ¢ok fazla rastlanmaz. Yinede sonuglara daha iyi bir yaklagim yapabilmek
ve giivenilirligi kontrol etmek igin, 50’den fazla 6rnek almak yerinde bir karar
olacaktir. Merkezi limit teoremine ulagsmak icin olasilik teorisinin temeli olan binom

denklemini ele alalim. Bu denklem,

N! ;
<p".g"™ (48)

B(M) = M!(\I.—M ]

olarak yazilir. Bu denklemde N bagimsiz deneme sonucunda elde edilen M basar1
olasiligr ifade edilmektedir. Esitlikteki p degeri, deneme sonucundaki bagari
olasiligmi; q ( = 1 — p ) degeri denemenin basarisizlikla sonuglanmasi olasiligini

gostermektedir. Bu denkleme gerekli yaklasimlar ve islemler yapildiginda,

o~ | N1 B N (X —X)?
= \/; o(X) exp{ 207 (X) } (49)

seklinde Gauss dagilim: elde edilir. Normal (Gauss) dagilimi bir ¢ok farkl fizik,

istatistik ve mithendislik problemlerinin ¢6ziimiinde yaygin olarak kullanilir. Gauss

Tablo 4.1 Ortalama ve standart sapmanin simgeleri.

Parametre Istatistik

Ortalama X X

Standart sapma o(X) a(x)
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modeli’nin en dikkat ¢ekici yonii merkezi limit teoremine dayanmasidir. Bu nedenle
Gauss modeli genellikle eldeki verilerin belirli bir kurala uymadan oldukga degisken
dalgalanmalar gosterdigi durumlarda kullanilir. N o6rnek sayist sonlu oldugu
miiddetce, Ornegin Monte Carlo hesaplamalarin da, tam bir sonu¢ elde etmek
miimkiin degildir. Bu yiizden X civarinda, X ’in belli bir olasilikla i¢inde bulunacagi
bir limit deger veya bir aralik tahmin edilmeye c¢aligilir. Monte Carlo yonteminde
amag, biiyliik elemanlar toplulugunun 6zelliklerinin, rasgele olarak se¢ilmis bir alt
kiimesi araciligy ile cikartilmasidir. Ornegin, herhangi bir f(x) fonksiyonun (a, b)
araligindaki beklenen degeri bu fonksiyonun bu aralikta rasgele secilen sonlu sayidaki

noktalarin beklenen degerinden ¢ikarilabilir.

4.9. Ortalama

Bir rastlanti degiskeninin dagiliminin en 6nemli degeri dagilimin merkezi
degeridir. Cesitli gozlemler sirasinda degiskenin alacagi degerle cevresinde
kiimelendigi merkez i¢in farkli tanimlar kullanilabilir. Ancak bunlarin i¢inde en ¢ok
kullanilan ortalama ya da beklenen deger olarak adlandirilan ve asagidaki sekilde
tanimlanan degerdir. Bu degiskenin ortalamasi, p(x) olasilik yogunluk fonksiyonu ile

x’in ¢arpiminin (—oo,+o0) araliginda integre edilerek,

X = +Txp(x)dx (50)

seklinde bulunur. Rastlantisal degiskenlerle ilgili problemlerde degiskenin ortalama
degeri en anlamli parametredir. Zira degigskenin dagiliminin merkezini, yani ¢esitli
gozlemlerde gozlenecek degerlerin cevresinde dagilacagi degeri gosterir. Bir c¢ok
problemde, rastlanti degiskeni deterministik bir gozle ele alinmak istenirse, bu

degiskenin daima ortalama degerine esit oldugu kabul edilir.
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4.10. Varyans

Ortalama deger bir rastlanti degiskeninin merkezsel degerini gostermekle
birlikte, bu deger c¢evresindeki yayilimin biiyilikliigii hakkinda bilgi vermez. Bu

yayilmayi1 dlgmek i¢in ¢ok kullanilan parametre ise varyans’dir. Varyans,

Var(x) = o(x)* = (x—X)* = T(x —X)? p(x)dx (51)

—0

seklinde tanimlanir. Yukaridaki ifadeye gore varyans, rastlantisal degiskenlerin
ortalamasindan farkinin karesinin beklenen degeridir. Varyansin biiyliik olmasi
degiskenin ortalama cevresindeki yayilmasinin biiyiik oldugunu gosterir. Varyansin
boyutu rastlantisal degiskenin boyutunun karesi seklindedir. Bu ¢ogu zaman fiziksel
acidan anlamli olmadigindan varyans yerine, varyansin karekokii olan standart

sapmayt kullanma yoluna gidilir. Bunu,

o(x) =Var(x) = €-X (52)

seklinde ifade edebiliriz. Standart sapma rastlantisal degiskenle ayni1 boyutta oldugu
icin daha anlamhdir. Bir ¢ok durumda ortalama ve standart sapmayi bilmek
rastlantisal degiskenin dagilimi hakkinda hiikiim vermek i¢in yeterli olur. Standart
sapmanin goz Oniine alinmasi ile degiskenin rastlantisal karakteri de ana hatlariyla

g6z Oniine alinmig olur ( Tavukgu 2000).
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5. MONTE CARLO SIMULASYONU

5.1. Simiilasyon

Simiilasyon, dinamik bir sistemin 06zelliklerini ve davranislarini bilgisayar
araciligiyla taklit eden ve sonuglarini sayisal olarak degerlendiren bir tekniktir. Bagka
bir tanimla, ger¢ek bir problemin bilgisayarla yapilan modelidir. Dogada karsilasilan
bu tiir problemler, rasgele ve karmasik olmalar1 dolayisiyla cok sayida degisken
igerir. COziim i¢in, Monte Carlo gibi simiilasyon teknikleri kullanilabilir. Simiilasyon
onemlidir ¢iinkii, bazi caligmalarin pahali ve dikkat isteyen gergek deneylerle
yapilamasi zordur. Ayrica simiilasyonlar, sistem parametrelerini degistirerek, sistemin
davraniglarin1 gozlemlememize imkan sagladigi gibi gercekte meydana gelebilecek
durumlart 6nceden olusturarak ve bu olaylarin sonucunu gorerek ¢aligmamiza imkan
verir. Simiilasyon modellerinin en 6nemli 6zelliklerinden biri, zamanin en temel
elemanlardan biri olmasidir. Yani, simiilasyon teknigi ile bir sistemin ¢6ziimii demek,
sistemin zaman ig¢inde davraniginin belirlenmesi demektir. Sonucta elde edilenler,
istenen model karakteristiklerine ait birer tahmindir. Herhangi bir amag¢ igin
gelistirilen ve calistirilan bir simiilasyon modeli, kontrol edilebilir kosullar altinda
sistemin dinamik davraniglarinin kontrol altina alinmasina imkan saglar. Basitce

Simiilasyon teknikleri, ilgili problemlerin analizinde bir laboratuvar gérevi tistlenir.

5.2. Monte Carlo Simiilasyonu

Monte Carlo yontemi ismini, Monaco’nun kumarhaneleri ile tinlii sehri Monte
Carlo’dan almistir. Monte Carlo yontemi temelde rasgele say: liretimine dayali bir
tekniktir. Bu yontem olasiliga dayali bir oyun olan rulet oyunu ile benzerlik
gostermektedir. Rulet oyunu, ilizerinde degisik renkler ve sayilar bulunan bir disktir.
Disk, bir yonde hizla dondiiriiliirken kiigiik bir metal top aksi yonde disk tizerinde

dondiiriiliir. Bir siire sonra top, bir renk ve say1 tizerinde durur. Matematiksel olarak
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rulet diski, mekanik bir rasgele sayi iiretecinden bagka bir sey degildir. Monte Carlo
teknigi de temelde rasgele sayi iiretimine dayandigindan bu isim verilmistir. Monte
Carlo simiilasyonu, 6zel bir denemede ya da bir simiilasyon ¢alismasinda bir ya da
daha ¢ok olasilik dagilimindan rasgele sayilar segme teknigidir. Yontemin bugiinkii
kullanimi, genellikle olasilik dagilimlarindan rasgele degerlerin se¢imi seklindedir.
Bu yontemde, hem sayisal integrasyonlarin ve ¢ok serbestlik dereceli sistemlerin
bilgisayar simiilasyonlarin1 yapmak, hem de istatistik ¢alkantilar1 simiile etmek icin
rasgele sayilar kullanilir. Monte Carlo teknigi olasiliksal temelli bir yontem
oldugundan, ¢ok fazla hesaba ve rasgele ortamlar1 modelleyebilecek rasgele sayiya
ihtiyag duymaktadir. Bu sebeple giiclii bilgisayarlar ve rasgele sayi iiretegleri
gereklidir. Monte Carlo teknigi, basit rasgele islemlere ve ¢ok boyutlu integrallere
uygulanirken, beklenen degerlerin tahmin edilmesinde de etkili ve gerekli bir
tekniktir. Bu teknik, c¢ok boyutlu integraller i¢in analitik formiillerden daha
verimlidir. Ayrica, 6zel problemlere olasiliksal olarak rahatlikla uyarlanabilirler ve
belirli integrasyon formiillerinin olmadigi, standart analitik tekniklerle ¢oziilmesi
verimsiz olacak ¢ok karmasik problemlere rahatlikla uygulanabilir. Monte Carlo
teknigi sayisal bir teknik olmakla birlikte, deterministik bir ifadenin sayisal ¢oziimii
ile karigtirllmamalidir. Ciinkii, Monte Carlo deterministik bir teknik degildir.

Ornegin, trigonometrik bir fonksiyonun [:7z araliginda yamuk kuralina gore sayisal

integralinin  hesaplanmasi, deterministik bir hesaplamadir. Monte Carlo yontemi
deterministik bir teknik olmamasina karsin, deterministik ve stokastik problemlere de
uygulanabilir. Monte Carlo teknigi matematiksel formiillerden ziyade, karmagik

modellerin canlandirilmas1 yoluyla modelleme yapan bir tekniktir.

5.3. Monte Carlo Yonteminin Sayisal integrallere Uygulanmasi

Monte Carlo yontemi ile integrasyon temelde rasgele bazi sayilarin iiretilmesi ve
bu sayilar ile integrasyon sonucunun yaklasik olarak bulunmasina dayanir. Monte
Carlo yontemi ile geleneksel integrasyon yontemleri arasindaki fark kendini yiiksek
boyutlu integrallerde gosterir. Geleneksel yontemlerin biiyiik ¢ogunlugu temelde,

integral alinacak bolgede noktalar secip integrantin bu noktalardaki degerlerini
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toplamaktan ibarettir. Monte Carlo yonteminin giicii, yliksek boyutlu integrasyonlarda

ortaya cikar. N secilen nokta sayist ve d integrasyon boyutu olmak iizere, Simpson

yontemi ile yapilan integral alma isleminde hatann N~ ile orantili oldugu

bilinmektedir. integrasyon boyutu arttik¢a, hatanin azalis hiz1 segilen nokta sayisiyla

azalmaktadir. Monte Carlo yontemiyle alinan integralde ise hata N2 le orantilidir.
Integrasyon boyutundan bagimsiz olan bu deger Monte Carlo ydnteminin yiiksek
boyutlu integrasyonlardaki avantajini ortaya c¢ikarmaktadir. Hata, sadece secilen

nokta sayisi ile orantilidir ve nokta sayisinin karekokii ile azalir. Bir f(x)

fonksiyonunun, |.b_ arahigindaki integralini goz 6niine alalim. Bu durumda integral,

| :bjf (x)dx (53)

olur. Matematikten bilinen ortalama deger teoremine gére bir f(x) fonksiyonunun
E,b: araligindaki integrali, fonksiyonun ortalama degerinden ¢izilen dikddrtgenin
alanina esittir (Sekil 5.1). O halde fonksiyonun <f> ortalama degerini bilirsek, (b-a)
ile carpip integrali yaklasik olarak hesaplamis oluruz. E,b: araliginda X;, X,,...,Xy

gibi rasgele secilmis N tane nokta alalim. Fonksiyonun bu noktalardaki aritmetik

ortalamasi hesaplanirsa,

1 N
()= 20 (54)
N =
olur. Bu deger kullanildiginda Monte Carlo integrasyon formiili,
_ N
=275 (x,) (55)
N 3
olarak elde edilir. Buradaki xj,X,,...,X,, noktalari esit araliklarla siralanmis olmayip,

tamamen rasgele se¢ilmis noktalardir. Monte Carlo tekniginde kullanilan yontemler

asagidaki gibi siralanabilir:
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1. Reddetme (rejektion veya hit & miss) yontemi.
2. Ortalama (averaging) yontemi.
3. Kontrol degiskeni (control variates) yontemi.

4. Onem 6rneklemesi (importance sampling) yontemi.

Burada reddetme yontemini kisaca agiklayalim. Reddetme ydnteminde amag,
sayisal bir deger bulmaktan ¢ok integre edilmek istenen egri alaninin rasgele tiretilen
sayllardan elde edilen noktalarla taranarak, integrali alimmak istenen bolgedeki
noktalarla, toplam nokta sayisi arasinda bir oran bulmaktir. Uretilen bu rasgele
sayilarin ka¢imin egrinin altinda kacinin egrinin {stiinde kaldiginin orani, bu
integralin degerini verecektir. Egrinin altinda kalan noktalar integral degerine
eklenecek yani kabul edilecek, egrinin iistiinde kalan noktalar ise bulunmak istenen
egrinin integraline herhangi bir etkide bulunmayarak reddedilecektir. Boylelikle

toplam nokta sayisi ile egri altinda kalan nokta sayis1 arasindaki oran, taranan toplam

f(x)

v

a b

Sekil 5.1. Ortalama < f > degerinden ¢izilen dikddrtgenin alani, egri altinda

kalan toplam alana esit olur.
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alan ile integrali bulunmak istenen alanin oranina esit olacaktir. Reddedilen
noktalarin hesaplama i¢in herhangi bir 6nemi yoktur. Sadece meydana getirdikleri
zaman kaybi ile islem zamaninin uzamasina neden olurlar. Bu nedenle, reddedilen
nokta sayisinin minimuma indirilmesi amaglanir ve nokta atisinin yapilacagi bolgenin
en iyi bir sekilde belirlenmesine calisilir. Eger gerektiginden genis bir alan taranirsa,
reddedilecek nokta sayisi ¢ok fazla artarak biiyiik bir vakit kaybina neden olur. Alan
gerektiginden kiiciik tutuldugu takdirde ise integrali alinacak olan bdolgenin bir kismi
disarida kalacagindan dolay1r yanlis bir sonug elde edilir. Bu yontemin dezavantaji,
belirlenen bolgenin tamaminin taranmasinin gerekmesi ve reddedilen noktalarin
integrale herhangi bir katkisi olmamasindan dolay1 vakit kaybma sebep olmasidir.
Burada, rasgele sayi iiretecinin 6nemi biiyiiktiir. Eger ideale yakin bir sayi iireteci
kullanmazsak, Orneklerimiz iiretecin ideal olmamasindan dolayr bir bdolgeye
yogunlasacagindan o bdlgenin karakterini gosterecek ve istedigimiz degere tam
olarak yaklagsmamiza engel olacaktir. Monte Carlo yonteminin basit bir uygulamasi
olarak reddetme yontemi ile 7 sayisinin hesaplanmasini verebiliriz. Sekilde 5.2°de
goriilen bir kenar uzunlugu a = 2 m olan kare levha ve bunun igine ¢izilmis R = 1 m
yarigaplt daireyi géz Oniine alalim. Bir ok, bu levha iizerine bir¢ok kez atilirsa

dairenin igine diisen oklarin orant,

~ dairealan:  7R* 7#
2 _m 7
toplamalan a® 4

P€<R

(56)

Sekil 5.2. Birim daireye yapilan rasgele atislar.
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olarak bulunur. Bu oran, ¢eyrek daire igin hesap yapilirsa da degismez. O halde,
ceyrek bir levha {izerine diisen okun diistiigii yerin x ve y koordinatlarini [,1:
araliginda rasgele atisla tespit edebiliriz. Eger r?=x*+y*<1 oluyorsa, daire i¢ine
bir atis, degilse daire disina bir atis yapmis sayariz. Cok sayida atig sonucu daire igine
diisen oklarin oranini 4 ile carparsak 7 sayisini yaklasik olarak hesaplamis oluruz.
Burada ok atiglarri 10" (N = 1,2,3...,7) kez yaparak, 7 sayisim hesaplayan bir

fortran programinin ¢iktis1 Tablo 5.1°de verilmistir. Tabloya gore N sayis1 arttikga,
teorik 7 =3.14159... degerine giderek yaklagilmaktadir (Karaoglu 2004).

5.4. Hata Degerlendirmesi

Monte Carlo yontemi, hesaplamada kullanilan programin bir ¢ok kez
calistirilmasi sonucunda ortalama ¢ozlimler verir. Bu nedenle, ¢oziimler beklenen
deger hakkinda yapilan tahminlerin dalgalanmalarint ve yiikselip algalmalarini da
igerir. Olasiliksal bir yaklagim yapildigindan tam olarak kesin bir sonug elde edilmesi
imkansizdir. Monte Carlo yonteminin uygulanmasinda olusan bu olasiliksal
belirsizligi degerlendirmek igin rasgele degiskenlerle iligkili cesitli olasiliksal
tekniklere bagvurulmustur. Monte Carlo yonteminde hata olarak incelenen yukarida
bahsedilen beklenen deger ve bu degerin varyansidir. Bu degerler merkezi limit
teoremi ile incelenir. p(x), x-rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu olmak
tizere bu degiskenin beklenen degeri Denk.(50) ile verildiginden, Monte Carlo

yonteminde kullanilan X; rasgele degiskenlerinin beklenen degeri Denk.(46) ile

TO 2.80000(7)260 Tablo 5.1. 7 igin bulunan degerler.

100 | 3.20000000

1000 | 3.10400000
10000 | 3.14100000
100000 | 3.14500000
1000000 | 3.14462800
10000000 | 3.14463640
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verilecektir. X degeri, tam olarak X gercek beklenen degerine esit
olmayabileceginden, bu iki deger arasindaki sapmalar bize bir hata sagilimi
verecektir. Bu hata sacilimmi bulmak igin, Oncelikle, x’in ger¢ek beklenen

degerinden sa¢iliminin karesinin beklenen degerini asagidaki sekilde elde edebiliriz:
€-X5=x"-2xXx +x? (57)

oldugundan Denk.(51)1,

o’ = +Oji X% p(x)dx — 2>_<+Txp(x)dx X Tp(x)dx (58)

—o0—

seklinde yazabiliriz. Burada da,

o?(x) = €—X (59)

denklemini elde edebiliriz. VVaryansin karekokd, x’in beklenen degeri X etrafinda ne
kadar bir sagilim gosterdiginin bir ifadesi olup standart sapmadir ve Denk.(52) ile
verilir. Bu standart sapma degeri, ayn1 zamanda meydana gelen hatanin biiytikligii
bakimindan bilgi verir. Beklenen degeri X olan, x degerimiz ile Monte Carlo
yonteminde kullandigimiz beklenen degeri X olan bagimsiz ve rasgele segilen X;
orneklerinin standart sapmasi arasinda Denk.(47) ile verilen iliski vardir. Dolayisiyla,
N ornek sayisi ne kadar biiyiik ise Monte Carlo yonteminde hesaplanan X degeri,

X degerine o kadar yakin olacaktir. Monte Carlo yonteminde hata, boyuttan bagimsiz

olup Denk.(47)’den goriilecegi gibi 1/ JIN ile orantilidur. Ornegin, hatay1 1/10
azaltabilmek i¢in Ornek sayisi N =100*N yani 100 kat artirilmalidir. Diger

integrasyon metotlarinda hata, 1/ N ile orantiidir. Bu durumda da Monte Carlo

integral yonteminin 1 boyut i¢in diger yontemler kadar verimli olmayacagi c¢ok

aciktir. Ancak standart sapma, integrasyon boyutundan bagimsiz oldugundan yontem,



39

boyut d > 4 oldugu durumlar i¢in daha hizli ve daha az hatali sonuglar verecektir.
Buradan da anlasilabilecegi gibi, yiiksek boyutlu integral alma islemlerinde Monte
Carlo yontemi daha avantajli bir yontemdir (Tavukg¢u, 2000).
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6. MANYETIK MADDELER, ISING MODELI VE MONTE
CARLO SIMULASYONU

6.1. Ferromanyetik, Paramanyetik ve Diyamanyetik Maddeler

Hareketli yiikler ve akim sekilleri, boslukta degil de bazi maddelerden
meydana gelen ortamda bulunurlarsa, bunlarin olusturduklar1 manyetik alan bosluga
gore ¢ok az farkli olacaktir. Bununla birlikte ferromanyetikler diye isimlendirilen
bazi maddelerin olusturdugu ortamda hareketli yiikler ve akim sekillerinin
olusturdugu manyetik alan degeri, bosluga gore ¢ok farkli olacaktir. Giincel olarak
kullanilan, elektrik jeneratorleri, motorlar, transformatorler ve ev aletlerinde akimca
olusturulan manyetik alanlardan daha iyi yararlanmak i¢in bunlarin yapisal parcasi
olan ¢atilarinda demir, ¢elik veya demir alagimlar1 kullanilir. Bu gatilar, hem meydana
gelen manyetik akiyr arttirirlar hem de bu akiy1 istenilen bolgeye yonlendirirler.
Genelde herhangi bir akim ilmegi, manyetik alana ve buna karsilik gelen manyetik
momente sahiptir. Benzer sekilde bir maddedeki manyetik momentler, i¢ atomik
akimlardan kaynaklanirlar. Bu akimlarin, elektronlarin c¢ekirdek etrafinda ve
cekirdekteki protonlarin birbirleri etrafinda dolanimlarindan ileri geldikleri
bilinmektedir. Elektronlardan kaynaklanan manyetik momentler, daha acik olarak
elektronun net manyetik momenti, elektronun yoriingesel hareketi ile spin adi verilen
ic Ozelliginin Dbirlesiminden meydana gelir. Bu manyetik dipol momentlerin
aralarindaki karsilikli etkilesim Kkuvvetleri ve dis manyetik alan ile etkilesimleri,

manyetik maddeyi anlayabilmek bakimindan 6nemlidir.

Maddeler manyetik alandaki miknatislanmalarina gére paramanyetik,
ferromanyetik ve diyamanyetik olmak {izere {i¢ kisimda toplanirlar. Paramanyetik ve
ferromanyetik maddeler siirekli dipol momentli atomlara sahiptir. Diyamanyetik

maddelerin atomlar ise siirekli dipol momente sahip degildir. Daha agik olarak
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cisimler az veya ¢ok siddetli olmak {izere manyetik 6zellikler gosterirler. Elektriksel
acidan birbirine yakin iki esit zit yiik, bir dipol momenti olusturur. Manyetizmada ise
bir tek manyetik yiikten s6z edilemez ¢iinkii, boyle bir seye simdiye kadar
rastlanmamustir. N ve S kutbu olan bir ¢ubuk miknatisi, ne kadar kii¢iik parcalara
bolersek bolelim sonunda elde edilecek elemanter pargada iki kutuplu olmay1

muhafaza edecektir. Boyle bir yapiya, manyetik dipol momenti adi verilir ve g ile

gosterilir. Halka seklindeki elektrik devreleri (halka seklindeki akim sekilleri), kisa
selonoidler, cubuk seklindeki miknatislar, kendilerinden belli bir uzaklikta bir
manyetik dipole 0Ozdes etki gostermektedirler ve bunlara manyetik dipol
denilmektedir. Bir dipoliin kutuplarmin yerini bir manyetik alan iginde tayin
edebiliriz. Manyetik dipoliin degerini de, yine dipoliin bir manyetik alanda

donmesinde olusan momentten yararlanarak tayin edebiliriz. Buna gore,

7? = ,1,7 X B (60)
bagintisindan g tayin edilir. Bir manyetik dipoliin olusturdugu manyetik alan,
2 (61)

27 r’

bagintisiyla verilir.

6.1.1. Ferromanyetik maddeler

Demir, kobalt, nikel, goddinyum ve dispozyum olduk¢a manyetik maddelerdir
ve bunlara ferromanyetik madde denir. Ferromanyetik maddeler daimi miknatislarin
yapiminda kullanilirlar. Bunlar zayif bir manyetik alan iginde bile birbirlerine paralel
olarak yonelmeye calisan atomik manyetik dipollere sahiptirler. Bu manyetik dipoller,
bir kere paralel hale getirildikten sonra dis alan ortamdan kaldirilirsa bile madde
miknatislanmis olarak kalir. Bu siirekli yonelme, komsu manyetik momentler

arasidaki kuvvetli etkilesimlerden kaynaklanir. Bu etkilesimler, kuantum mekaniksel
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tarzda incelenebilir. Bu tiir maddeler, bir manyetik alan i¢inde alan yoniinde ve ¢ok
siddetli olarak miknatislanirlar. Ferromanyetik maddeler bir miknatisga kuvvetli
olarak ¢ekilirler ve ¢ubuk seklinde olanlar asildiklarinda, ¢ubugun uzun ekseni alan
dogrultusuna paralel oluncaya kadar bir moment etkisinde kalirlar. Bu maddelerin
manyetik momentleri, termik etkilere ragmen, dis manyetik alanla iist tiste gelirler.
Eger maddenin sicakligi, Curie sicakligi adi verilen degerden daha yukariya
cikarilirsa bu st iiste gelme bozulur ve madde ferromanyetik halden diyamanyetik
hale gelir (Kesim 6.1.3). Demir igin Curie sicakligi 1043° K ( = 770° C ) dir.
Ferromanyetizma, atom ve iyonlarin kendine 6zgii bir 6zelligi olmayip komsu atom

ve iyonlarin yapisal kurgu iginde etkilesim bigimlerinden kaynaklanir.

6.1.2. Paramanyetik maddeler

Paramanyetik maddelerin miknatislanmalari ¢ok zayif ve bu miknatislanmasi
da miknatislayic alan ydniindedir. Ornegin, sivi oksijen, azot oksit, ozon, platin,
palladyum, aliiminyum, krom, manganez, v.b. gibi maddeler kuvvetli bir miknatis
tarafindan hafifce c¢ekilirler. Bu tiir maddeleri olusturan maddelerin atom ve
iyonlarinin biiyiik bir kisminda, elektronlarin spin ve agisal momentumundan
kaynaklanan manyetik etkiler birbirlerini yok ederler. N atomdan olusan bir
maddenin z manyetik momentleri, onlar1 etkileyen dis alan dogrultusuna gore
yonelmeye calisacaktir ancak, tiim atomlarn toplam manyetik momenti ( Ng ) bu
alanla tam cakismayacaktir. Ciinkii, dis ortamin termik etkisiyle atomlarin
hareketlenmesi sonucu olasi boyle bir ¢akisma bozulur. Paramanyetik bir madde bir
dis alana kondugunda onun sahip olacagi toplam manyetik momentin degeri, bu
momentin miimkin olan maksimum (Ng) degerinden oldukga kiigiik olacaktir.
Cubuk halinde paramanyetik bir madde manyetik alan igine asilirsa, ¢ubuk, uzun
ekseni manyetik alan dogrultusunda oluncaya kadar bir moment etkisinde kalir. Bazi
kosullar altinda paramanyetik maddelerin miknatislanmasinin alanla dogru, mutlak

sicaklikla ters orantili oldugu Pierre Curie tarafindan bulunmustur. Bu baginti,

M=C—> (62)
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seklinde olup miknatislanmanin artan alanla ve azalan sicaklikta arttiginm
gostermektedir. B = 0’da miknatislanma sifirdir ve bu durumda dipol momentler
rasgele yonelmislerdir. Cok yiiksek dis alanlar ve diisiik sicakliklarda miknatislanma

maksimum degerine ulasir. Bu durumda, biitiin manyetik dipoller dis alan yoniinde
dizilmis olurlar ve y:(zi)ﬁ bagintist gegerliligini Yitirir. Ferromanyetik bir
m

maddenin sicakligi, Curie Sicakligina (T.) ulasinca bu maddenin kendiliginden
miknatislanmasi kaybolur ve madde paramanyetik duruma geger. Curie Sicakliginin
altinda, manyetik momentler paralel dizildiklerinden madde ferromanyetiktir. Curie
sicakliginin dstiinde ise dipoller gelisigiizel yonelmekte ve madde paramanyetik

olmaktadir.

6.1.3. Diyamanyetik maddeler

Atomlar1 siirekli manyetik dipol momente sahip olmayan maddelere
diyamanyetik maddeler denir. Giimiis, bizmut gibi paramanyetik maddelere bir dis
alan uygulaninca madde tarafindan bu alana zit yonde zayif bir manyetik dipol
moment olusur. Her madde boyle davranmakla birlikte bu etki onlarda
onemsenmeyecek kadar kiigliktiir. Diyamanyetik maddelerde, normal konumda

¢ekirdek etrafinda zit yonde ve aymi hizla dénen elektronlar birbirlerinin manyetik
momentlerini yok ederler. Bir dis alan uygulaminca elektronlar, fazladan gV x B gibi

ek bir manyetik kuvvet altinda kalirlar. Ek kuvvet nedeniyle, elektronlarin gordiigi
merkezcil kuvvet artik ayn1 olamaz ve manyetik momenti alana antiparalel elektronun
hizi artarken paralel olaninki azalir. Sonugta, elektronlarin manyetik momentleri
birbirlerini yok edemez ve madde manyetik alana zit yonde bir dipol moment
gosterir. Siiperiletkenler, belirli bir kritik sicakligin altinda sifir elektriksel direng
gosterirler.  Siiperiletkenlerin ~ bazilari,  siiperiletken  konuma  gegtiklerinde
diyamanyetik o6zellik gosterirler. Bu konumdaki siiperiletken kendine uygulanan dig
alan igindeki manyetik aki sifir oluncaya kadar akiy1 disari atar. Akiyr disa atma
olayina Meissner olay1 adi verilir. Diyamanyetik maddelerin miknatislanmalar1 ¢ok
zay1f ve miknatislanmasida miknatislayici alanla zit yonliidiir. Bu maddeler kuvvetli

bir miknatis tarafindan hafifce itilirler. Bakir, glimiis, kursun, antimon, bizmut v.b.
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gibi metaller, biitiin yarimetaller ve organik maddelerin ¢cogu diyamanyetiktirler.
Cubuk halinde boyle bir madde manyetik alan igine asilirsa, ¢ubuk, biiyiik ekseni
manyetik alana dik oluncaya kadar bir moment etkisinde kalir. Boyle bir maddenin
atomlarmin daimi bir manyetik momenti yoktur fakat, bunlarin atomlarinda dis bir

manyetik alan etkisi manyetik bir dipol momenti olusturabilir.

Istatistik mekanikte spin etkilesimlerinin aciklanmasi icin bir ¢ok model
kullanilmaktadir. Ising modeli, Potts modeli, XY modeli, Heisenberg modeli, n-
vektor modeli 6rnek olarak sayilabilir. Bunlardan Ising modeli Kesim 6.2°de ele

alinmistir.

6.2. iki Boyutlu Ising Modeli ve Monte Carlo Simiilasyonu

Demir, nikel gibi baz1 katilarin kalict miknatislanma  6zelligine
ferromanyetizma adi verildiginden daha Once s6z edilmisti (Kesim 6.1.1).
Ferromanyetizma, onceki bolimde belirtildigi gibi, elektronlarin spin manyetik
momentlerinden kaynaklanir. Ising modeli, ferromanyetik-paramanyetik ya da
antiferromanyetik-paramanyetik faz gegisini aciklamaya yonelik bir modeldir.
Basitlestirilmis hali ile Ising modeli, birbiriyle 6zdes en yakin komsu spinlerin

etkilesimlerini i¢ceren bir spin 6rgli modelidir.

Sicaklik degisimi, bir ortamdaki ferromanyetik diizeni etkilediginden dolayi,
bu diizen sicaklik arttikga bozulur ve Cruie sicakligiin tizerinde Sifir olur. Bu durum,
ikinci dereceden bir faz gegcisidir. Iki boyutlu uzayda N tane spinin olusturdugu 6rgii
modelini g6z Oniine alalim. Burada spinler +z ydniinde olabilirler, yani i. spinin

degeri s; = £1 olur. Dig manyetik alan yokken sistemin enerjisi,
E=_‘]xzzsi,jsi,j+l_‘]yzzsi,jsi+l,j (63)
i j i j

seklinde verilir. En genel durumda bu spinler, hem birbirleriyle hem de bir B dis

manyetik alaniyla etkilesirler. Boyle bir sistemin toplam enerjisi ise,
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E =_‘]xzzsi,jsi,j+1 _Jyzzsi,jsm,j _ﬂBZSi,j (64)
i i ij

seklinde ifade edilir. Bu sekilde tanimlanan modele Ising modeli adi verilir. Burada
(i, J) tzerinden yapilan toplamlarda, her spinin en yakin komsusuyla etkilesmesi ve
Sin, =S, Ve SNM ; =S, ; periyodiklik kosulu gz 6niine alinmustir. Ornegin, iki
boyutlu modelde her spinin en yakin komsu spin sayisi dorttiir ve her spinin bu dort
spinle etkilesimi g6z Online alinir (Sekil 6.1). Pozitif J Kkatsayisi, Spin-spin
etkilesmesinin siddetini belirleyen bir sabittir ve , , elektronun manyetik momentini

temsil etmektedir. Her bir spinin ortalama degerine <Si> dersek, N sayida spinin

manyetizasyonu, spinler 6zdes oldugu igin,

M=3(s,)=N(s;) (65)

seklinde olur. O halde bu sistemdeki bir spinin ortalama degerini bilirsek,
manyetizasyonu da hesaplayabiliriz. M )0 oldugu zaman ferromanyetik diizen
olusur. Dis manyetik alan olmasa da spinler arasindaki etkilesmeler, ferromanyetik

diizeni saglamaya Yyeter. Herhangi bir noktadaki spinin en yakin dort komsusuyla

O—0H—"C0——-0—-0
H—E0—0—0—O®
OO O OO

&)
©
&)
©
9,

©

O—0—60—0O

Sekil 6.1. iki boyutlu Ising Modeli. OKlar, spin yoneliminin dogrultusunu gostermektedir.
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etkilesmesi, komsu spinlerin paralel veya anti paralel olmasina gore toplam enerjiye
degisik katkilarda bulunacaktir. Paralel spinler i¢in etkilesme kuvvetinin 6l¢iisii olan
J sabiti negatif, antiparalel spinler igin ise pozitiftir. O halde spinler enerjiyi minimum
yapacak sekilde, paralel konumlari tercih ederler ve J {0 i¢in ferromanyetik diizen

gerceklesir (Sekil 6.2.a). J)0 i¢in ise egilim antiparalel ¢iftlere olur (Sekil 6.2.b).

Tiim 6rgii noktalarindaki §,s,,...,S, spinlerin her birinin belli degerler aldig1 bir
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(b)
Sekil. 6.2.(a) J< 0 (paralel spinler) i¢in ferromanyetik, (D) J> 0 (antiparalel spinler) igin

antiferromanyetik diizen.
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konfigiirasyonu r ile ve enerjisini E, ile gosterirsek sistemin bu konfigiirasyonda

bulunma olasilig1,

g Ee/keT

Pr :W (66)
Boltzman dagilimi ile verilir. Sistemin 6zgiil 1s1s1 enerjinin tiirevi olarak,
d(E
C =—< > (67)
dT
seklinde ifade edilir. Buradan enerjinin ortalamasini,
Ee &/f" E g /&
<E>=zf \ DY (68)

Zre_E' o Zre_ﬁEr

olarak ifade eder ve ,6:L alirsak,
k,T

dE)_d(E)dp__ 1 d(E)
dT  dg dT  k,T* dg

1 [ X €Ee S EeTdy e
k, 72| D el® Qe—ﬂaj ds

-l e JELE )

elde edilir. Bu ifadedeki o’ = <E2> - <E>2 ifadesi varyans olmak iizere C,
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C=—Et (70)
k,T
ile tanimlanir. N parcgacikli sistem i¢in ise yukaridaki ifade parcacik basina,
E2)—(E)?
c:< > <2 ) (71)
Nk , T

seklinde yazilabilir. Buna gore sistem, genelde, toplam enerjiyi minimum yapacak bir
denge konumuna gelmek isteyecektir. Ancak sistem, enerjiyi artiracak bazi spin
konfigilirasyonlarina da gegebilir ve bunlarin ger¢eklesme olasiliklart da Boltzman

dagilimiyla verilir (Karaoglu 2004).

Iki boyutlu Ising modelinin Monte Carlo Simiilasyonunda, spinlerden biri
rasgele secilerek alt-iist (Spin-flip) edilir. Bu yeni durumun toplam enerjisine bakilir.
Eger enerji daha diisiik oluyorsa, bu konfigiirasyon kabul edilir, eger enerji artiyorsa
Boltzman formiiliindeki olasilikla hesaba katilarak devam edilir. Bu islem binlerce
kez tekrar edilerek sistemin dengeye ulasmasi saglanir. Denge durumunda M
manyetizasyonu hesaplanir. Ozellikle bu niceliklerin sicaklikla degisimleri ile

ilgilenilir. Ciinkii sistem, T’nin 6zel bir degerinde (B, = 0.440686degerine karsilik
gelen T, (Onsager 1944)) makroskopik 6zelliklerinde siireksizlikler meydana gelecek

ve bir faz degisimine maruz kalacaktir. Yukarida ifade edildigi gibi, sistemin taban
durumu i¢in mikrohallerin sayisi, en diisiik enerji konfigiirasyonu ya spinlerin hepsi

yukar1 ya da hepsi asagir oldugu i¢in bilinmektedir (yani, g(EgS) =2). Bu sekilde

herhangi bir durumun mutlak serbest enerjisi bulunabilir. Mevcut 1sisal enerji (kT) ile
J etkilesim degis-tokus enerjisi arasindaki denge, Ising modelinin davranigini tanimlar
ve sistem davraniginin genel tasviri sadece bu bilgiden hesaplanabilir. Isisal enerjinin,
i¢ enerjiden c¢ok daha biiyiikk oldugu yiiksek sicakliklarda (yani, A ’nin diisiik
degerlerinde) etkilesimler, 1s1 banyosunun rasgele etkileri nedeniyle etkisiz hale

getirilecek ve dolayisiyla Orgii iizerindeki spin deseni rasgele olacak ve
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miknatislanma s6z konusu olmayacaktir. Bununla birlikte sicaklik azaldikga, spinler
arasindaki korelasyonlar etkin olmaya baslayacaktir. Diisiik sicakliklar, biiytikliigii
sistemin korelasyon uzunlugunu (¢ ) tanimlayan spin benzeri klastirlarin olusmasina
izin verecektir. Korelasyon uzunlugu, kritik sicaklikta sonsuz olana kadar T azalirken
artar ve spinler, bir ¢ok spin yukar1 oldugu kadar asag1 da olacak sekilde fraktal bir

desen olusturur. ¢ 1raksarken, ergodik zaman (t,) ve 0zgiil 1s1 da wraksar. Bu kritik

noktadan sonra sistem, T =0’da tiim spinler ya yukari ya da asagi dogrultuda olana
kadar hangi spin dogrultusunun uygun olacagi kararmni verecektir. Her iki se¢im
enerji agisindan es degerdir ve sistemin hangisini segecegini 6nceden tahmin etmenin
hi¢ bir yolu yoktur. Spinler i¢in uygun dogrultunun secilmesi gibi simetri kirilmasi ve

&, t, ve C gibi sistem parametrelerinin 1raksamasi, genelde faz degisimlerinin

karakteristik Ozellikleridir.

Karsilagilan problem, Denk.(68)’de acik¢a ifade edilen toplamin gergek
¢Ozlimiiniin, en basit sistemlerin incelenmesi diginda, muazzam sayida olas1 mikrohal
nedeniyle 6nemli 6lgiide sorun olusturmasidir. Ornegin, Ising modeli simiilasyonu
icin goreli olarak az sayida spin, drnegin 10x10’luk bir 6rgli gz Oniine alinirsa,
serbestlik derecesi 100 olur ve dolayisiyla olasi mikrohallerin sayis1 2'%° (~1.3x10%
kombinasyon) diir. Bu kombinasyonlarin tiimiiniin hesaba katilmas1 ¢ok uzun zaman

alacaktir (saniyede bir milyar kombinasyonun enerjisi hesaplanabilse bile

integrasyonun tamamlanmasi 4x10™ yil alacaktir). ikinci bir segenek, konfigiirasyon
uzayinda bir orgii noktasindan oOrneklenerek verilerin alindigi bir ¢esit kuadratiir
integrasyon prosediirii yapmak olacaktir. Dolayisiyla problem, Boltzmann carpani
sadece faz uzayimn kiiciik bir kisminda 6nemli olacak sekildedir ve bu prosediir
cogunlukla ilgili alanlar1 vurmayacaktir. Ayrica, kuadratiir 6rgiisti (grid) makul bir
integrasyona izin verecek sekilde oldukca ince (veya dar) ise hesaplama igin gerekli

zaman ¢ok uzun olacaktir. Dolayisiyla, farkli bir yaklasimin gerekli oldugu agiktir.

Monte Carlo teknigi, faz uzaymdan rasgele 6rnek noktalar alarak ve daha
sonra verileri sistemin genel davranisini bulmak i¢in kullanarak calisir. Bu olay,

secim diisiincesine benzer. Ozel bir konu iizerine halkin genel fikri arastirilmak
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istenirse konu ile ilgili bir referandum yapilmasi yiiksek maliyetli ve ¢ok zaman
gerektiren bir durumdur. Bunun yerine, niifusun rasgele segilen bir boliimiine sorular
sorulabilir ve onlarin diisiincelerinin ortalamasi tiim iilkenin diisiincesinin temsili
olarak kullanilabilir. Bu, herkese soru sormaktan daha kolaydir ancak giivenilir
degildir. Soru sorulan insanlarin gercekten rasgele segildiginden (fikirler arasindaki
korelasyonlardan kaginmak amaciyla) emin olunmalidir ve sadece goreli olarak az
sayida insana soru soruldugunu verecek sekilde beklenen sonuglarin ne kadar dogru
oldugu 6grenilmelidir. En temel 6rnekleme teknigi, sistemin konfigiirasyon uzay1
icerisinde herhangi bir yerde tamamen rasgele noktalar se¢ilmesinden olusur ve basit
ornekleme adi verilir. Cok sayida spin deseni (tlim Orgii i¢in) rasgele iiretilir ve bu
verilerden ortalama enerji ve miknatislanma hesaplanir. Bununla birlikte bu teknik,
kuadratiir yaklasimi ile tam olarak ayni sorunlarla karsilasacaktir (cogunlukla faz

uzayinin dnemsiz bolgelerinden alinan 6rnekler gibi).

Hepsi yukarv/hepsi asagi spin deseni tireten rasgele olusturulmus spin
dizilerinin olasiliklar1 diisiiktiir (~2™V) ve yiiksek sicaklik rasgele spin dizilimi ¢ok
daha olasidir. Bu problemden kacinmanin en yaygin yolu, mikrohalleri
agirliklandirarak ¢alisan 6nem Orneklemesi (importance sampling) kullanmaktir.

Denk.(68), bu agirliklari icerecek sekilde degistirilerek,

(72)

seklinde ifade edilebilir. Ising modelinin dinamik davranisi incelenmese de Monte
Carlo “zaman” adim1 [Monte Carlo “time” steps (MCS)] birimi kullanilabilir. Monte
Carlo simiilasyonlarinda sistemin baslangi¢ hali ve sinir kosullar1 dikkate alinmalidir.
Ising modeli problemini tanimlayan temel parametre, N spin sayisidir. Kare bir orgii
kullanilirsa, bu orgiiniin kenar uzunluklart L =10-20(yani, N =100-400) olmasi
halinde makul Markov =zinciri adimlarimi hesaplamak i¢in ¢ok uzun zaman
gerektirmeyen makul sonuglar elde edilir. Bununla birlikte, sonsuz orgiiniin
davraniginin simiile edilmesi gerektiginden periyodik sinir kosullar1 kullanilmalidir.

Simiilasyona baslamak icin gerek duyulan son kosul, orgiideki spinlerin baslangic
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kosuludur. Soguk (cold) baslangic ve sicak (hot) baslangi¢ olmak lizere iki temel
olasilik vardir. Soguk baslangi¢la, basitge, biitiin spinlerin ayn1 yonde oldugu taban
durumundan simiilasyona baslanacagi buna karsilik, sicak baglangigla biitiin spinlerin

rasgele diizenlendigi diger u¢ durumda simiilasyona baglanacagi kastedilmektedir.

Sisteme, dengeye gelmek i¢in yeterli zaman verilirse baglangi¢ kosullarinin
0zel se¢imi nihai sonuclari etkilemez. Temelde Monte Carlo simiilasyonlari
makroskopik sistemleri incelemek amaciyla kullanilir. Ancak, ¢ok serbestlik dereceli
sistemler i¢in islemci zamani ve bellek sorunlart nedeniyle, sonlu sistemler
kullanilmalidir. Bu durumda, sonlu biiyiikliik etkileri ortaya c¢ikar ve hesaplarda
dikkate alinmalidir. Simiilasyonlardaki problem, ¢ — « olmasinin aksine, ¢
korelasyon uzunlugu L kenar uzunlugu mertebesinde oldugunda spinler diizenli hale
geleceginden sonlu bir Orgii, sonsuz Orgiiye nazaran daha sik¢a diizenli hale
gelmesidir. Dolayisiyla enerji pikinin konumu, sistem biiyiikliigiine bagl olarak
degisecektir (kuskusuz, toplam enerji sistem biytlikliigi ile lineer olarak

Olceklendirilir ancak spin basina ortalama enerji dagiliminin formu da degisir).

Modelin sonlu biiyiikliiglinden kaynaklanan bir diger beklenen etki, enerji
pikinin genisligindeki degisimdir. Kritik noktanin uzaginda, pikin varyansi
1/ L2 seklinde dolayisiyla standart sapmasi 1/L seklinde degisecektir. Bu, ¢ok kiigiik
orgii biiyiikliikleri i¢in pik genisliginin ¢ok biiyiik olmasi sonucuna goétiiriir ve
dolayisiyla 6zgiil 1s1, kiigiik N degerli sistemler i¢in oldugundan fazla tahmin edilir.

Bununla birlikte, kritik sicaklikta, spin basina ortalama enerji L€y

ve varyans
L%V biciminde degisir. Burada « ve v, kritik dstellerdir. Bu etkilerin simiilasyon
sonuglarint degistirme bi¢imi, termodinamik limitte (L — ) sistemin analitik
sonuclar1 ile simiilasyon verilerinin dogru sekilde karsilastirmasin1 yapmaya izin
verecek sekilde, anlasilmalidir. Etkiler, sistemin ilgili parametrelerinin (bu durumda,

kritik noktada sistemin enerjisi E. Ve ot ile orantili olan kritik 6zgiil 1s1) L’nin

degisim araliginda 1/L ’ye karsi grafikler ¢izilerek incelenebilir. Bu sekilde, sistem
parametrelerinin degeri, sonsuz sisteme karsilk gelen 1/L=0’a geriye dogru

ekstrapole edilebilir.
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Sonlu biiyiikliik etkilerinden genellikle daha ciddi olan 6nem o6rneklemeli
Monte Carlo tekniginin bir diger sorunu, simiilasyonlarin kolayca non-ergodik
olabilmesidir. Ising modeli i¢in, kritik sicakliktan kiigiik veya esit olan sicakliklarda
ergodik zaman, tim konfigiirasyon uzay1 6rneklenmeyecek sekilde simiilasyon igin
yeteri kadar biyiiktiir. Miknatislanma genellikle yukar1 dogru veya genellikle asagi
dogru olabilir ve ¢ogunlukla yukari durumdan g¢ogunlukla asagi duruma ge¢cme
olasilig1 ¢ok kiiciik oldugu i¢in sistem, simiilasyonun c¢ogunda bir konfigiirasyon
uzayina veya diger konfiglirasyon uzayima saplanip kalmis olabilir. Bu, her biri esit
olasiliklt olmasi gerekirken iki durumdan birinin gercek¢i olmayacak sekilde daha
yiiksek olasilikli olmasi sonucuna gotiiriir. Ayn1 zamanda, kritik noktada sistem taban
durumunda bulunamayacagindan bu bolge iyi érneklenmelidir. Multi-kanonik Monte
Carlo tekniginde, 6nem Orneklemesinde mikrohallerin agirliklandirilmas: gibi
sistemin makrohalleri agirliklandirilarak bu problemden kagmilmaya c¢alisilir. Bu,

makroskopik degiskenin dagilimi r=1.--N,, bdlmeden olusan bir histograma

ayrilmasi ile gergeklestirilir. Ozel bir mikrohalde olma olasilig,

p_-& (73)

ifadesi degistirilerek,

- %e‘ﬁ S er (74)

P.

seklinde yazilabilir. Bu durumda sonug¢ dagilim, nem 6rneklemesi simiilasyonundan

elde edilen sonuglarla ayni sekilde analiz edilebilir.

Monte Carlo simiilasyonunda topluluk ortalamalarini elde etmek kolay oldugu
halde, simiilasyonun ne kadar giivenilir oldugunu belirlemek amaciyla sonuglardaki
hatalar1 tahmin etmek gerekir. Topluluk ortalamalarindaki varyans, gercek fiziksel bir
nicelige karsilik gelecegi icin (6rnegin, Denk.(70)’e goére Ising modelinde enerji

varyansi sistemin 1s1 kapasitesine karsilik gelir) uygun bir hata gostergesi degildir. Bu
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durumda, farkli bir hata tahmin teknigi kullanilmalidir. Basit ve gilivenilir olmasi
bakimindan blok hata teknigini (block error technique) kullanmak uygundur. Sistemin
yaklasik korelasyon zamani bilinirse uzun run verileri (bilgisayar programinin
calistirilmasi sonucu elde edilen veriler), her biri korelasyon zamanindan daha uzun

olan N, tane esit kisma ayrilabilir. Bu durumda bu veri bloklari, N, tane bagimsiz

deneysel sonug¢ kiimesi olarak ele alinabilir ve her bloktaki 6zel herhangi bir

makroskopik niceligin topluluk ortalamasi (A, ), her bloktan ortalama alarak ve blok

degerlerinin (Gaussyen dagilim olusturacaklar1 i¢in) varyansmi bularak ilgili

nicelikteki hatayr tahmin etmek i¢in kullanilabilir (Jackson 1997).

Modelin bir boyutta ve dis alan yokken iki boyutta tam ¢6ziimii yapilmustir.
Buna karsilik, iki boyutta dis alan varken ve ii¢ boyutta dig alan yokken bile modelin
¢oziimii yapilamamistir. Ancak bilinen bir ¢oziimiin olmamasi, {i¢ boyuttaki faz
gecisleri hakkinda bir sey bilinmedigi anlamina gelmez. Cesitli yaklasik ¢éztimler ile
ya da bilgisayar simiilasyonlari ile ii¢ boyutta faz gegisleri hakkinda bugiin bir ¢ok
sey soylenebilmektedir (Karaoglu 2004).
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7. SONUCLAR

Dogadaki sistemlerin tamami, en genel hali ile, iki ya da daha ¢ok pargaciktan
olusan ¢ok parcacikli sistemlerdir ve (klasik veya kuantum) istatistik mekanik
formalizminin uygulanmasi1 zorunludur. Ancak, ¢ok parcacikli sistemler i¢in ortaya
onemli matematiksel sorunlar ve gii¢likkler ¢gikmaktadir. Bu gii¢liiklerin basinda da,

ozelikle 6zdeger problemlerinde karsilasilan ve
f(X)=x"+ax""+a,x"?+..+a,,X+a, (75)

bi¢iminde ifade edilen n. mertebeden denklemlerin n >5 igin analitik ¢oziimlerinin
mevcut olmamasi gelmektedir. Bu nedenle, n. mertebeden denklemlerin ¢oziimleri
daha ¢ok sayisal tekniklerle analiz edilmekte ve dolayisiyla ya yapilan yaklasimdan
kaynaklanan veya sayisal ¢oziimler icin gerekli grafiklerin olusturulmasi sirasinda
¢ok sayida verinin hesaplanmasi gerektiginden ¢ok wuzun siiren bilgisayar
hesaplamalar1 gerekmektedir. Eger bir sistemi olusturan pargacik sayis1 (N) sonlu
deger alirsa makroskopik sistemlerin 6zelliklerinin belirlenmesi miimkiin olmamakta,
N — oo (termodinamik limit) durumunda ise sayisal hesaplamalarin yapilmasi

imkansiz hale gelmektedir. Bu nedenle, N € 1: parcacik sayisi sayisal hesaplamalarin

yapilabilmesine izin verecek Olgiide kiiciik ancak makroskopik sistemlerin
ozelliklerini yaklagik da olsa yansitabilecek kadar biiyiik sonlu bir deger segilmelidir.
Bu durumda ise sonlu biiytikliik etkileri ortaya ¢ikmaktadir.

Bu calismada Monte Carlo simiilasyonu kullanilarak sifir dis alanda tam
¢oziimii bilinen (Onsager, 1944) iki boyutlu Ising Modeli’nin bazi termodinamik
parametreleri (E enerjisi, M miknatislanmasi ve sabit hacimde C, &zgil 1s1s1)
incelenmistir. Enerji grafiklerine gore elde edilen egriler Monte Carlo adiminin

artisina gore yontemin yapisinda mevcut olan rasgelelik dolayisiyla mevcut olan

dalgalanmalar1 igermekte ancak davranis genelde aymi bicimde kalmaktadir. Onemli
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sayilabilecek farka yol acan sey daha ¢ok Orgii biiyiikliigliniin artisindan ileri
gelmektedir. Orgii biiyiikliigii artttkga egrilerin davranisi daha diizgiin bir hale
gelirken hesaplama icin gereken siireler hizli bir artigla dakikalar mertebesinden
saatler mertebesine ¢ikmaktadir. Bu durum miknatislanma egrileri i¢in de benzerlik
gostermektedir. Ancak 0Ozgilil 1s1 egrilerinde rasgelelik dolayisiyla hem negatif
degerler hem pozitif degerler ortaya ¢ikmakta ancak 06zgiil 1s1 egrilerinin genel
yapisina uygun dismektedir. Monte Carlo zaman adimimna gore dalgalanmalar
benzerlik gostermekte ancak Orgii biiyiikliigii egrilerin bigimini Snemli Olgiide
etkilemektedir. Kiiciik Orgli durumunda o6zgiil 1s1 egrileri keskin degisimler

gosterirken biiyiik 6rgli durumunda egrinin davranisi netlesmektedir.
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iki boyutlu Ising modelinin enerji egrileri.
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Sekil 7.3. Sistem biiyiikliigii a) L=15 ve b) L=60 igin gesitli MC degerlerinde

iki boyutlu Ising modelinin sabit hacimde &zgiil 1s1 egrileri.
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EK-A

Rasgele sayi iireten bir alt program.

FUNCTION RASGELE(JBASLA)

DATA IA,1B,IC/211,1663,7875/
JBASLA=MOD(JBASLA*IA+IB,IC)
RASGELE=FLOAT(JBASLA)/FLOAT(IC)
RETURN

END
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EK-B

Sifir dis alanda iki boyutlu Ising modeli i¢in enerji (E), miknatislanma (M) ve

sabit hacimde 6zgiil 1s1 (C, ) termodinamik parametrelerini hesaplayan Monte Carlo

programi.

IMPLICIT REAL*8(A-H,0-2)
PARAMETER(L=10,MCARLO=10000)
INTEGER*4 SPIN(L,L),ENERJI,E_ KUMULA
REAL*8 ENE(1000), TENE(1000), TS(1000)
REAL*8 M_ORTA, C(-4:4)

JBASLA=345

L2=L*L

OPEN(3,FILE="TUREV.TXT)
OPEN(4,FILE='IS2.TXT)

DO 50 1T=1,45
T=DFLOAT(IT)/4
E4=DEXP(-4.D0/T)
E8=E4**2
C(4)=ES8
C(-4)=1/E8
C(2)=E4
C(-2)=1/E4

C BASLANGICTA RASGELE BIR KONFIGURASYON OLUSTUR. E VE M YI
HESAPLA.
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DO 10 I=1,L
DO 10J=1,L
IF(RASGELE(JBASLA).LT.0.5D0) THEN
SPIN(1,9)=1
ELSE
SPIN(I,J)=-1
ENDIF
M=M+SPIN(1,J)
10 CONTINUE
ENERJI=0
DO 20J=1,L
IF(J.EQ.L) THEN
IUST=1
ELSE
IUST=J+1
ENDIF
DO 20 I=1,L
IF(1.EQ.L) THEN
ISAG=1
ELSE
ISAG=1+1
ENDIF
ENERJI=ENERJI-SPIN(I,J)*(SPIN(I,IUST)+SPIN(ISAG J))
20 CONTINUE

C MONTE-CARLO DONGUSU... SPINLERI ALT-UST ET. ENERJISINI
KIYASLA.

M_KUMULA=0
E_KUMULA=0



DO 40 IMC=1, MCARLO
DO 30 K=1, L2
|=L*RASGELE(JBASLA)+1
J=L*RASGELE(JBASLA)+1
IF(1.EQ.1) THEN
ISOL=SPIN(L,J)
ELSE
ISOL=SPIN(I-1,J)
ENDIF
IF(1.EQ.L) THEN
ISAG=SPIN(1,J)
ELSE
ISAG=SPIN(I+1,J)
IF(J.EQ.1) THEN
IALT=SPIN(I,L)
ELSE
IALT=SPIN(I,J-1)
ENDIF
IF(J.EQ.L) THEN
IUST=SPIN(I,1)
ELSE
IUST=SPIN(I,J+1)
ENDIF
KOMSU=ISOL+ISAG+IUST+IALT
DELTA_E=SPIN(I,J))*KOMSU
IF(DELTA_E.LE.0) THEN
SPIN(I,J)=-SPIN(1,J)
M=M+2*SPIN(I,J)
ENERJI=ENERJI-2*DELTA_E
ELSEIF(RASGELE(JBASLA).LT.C(KOMSU)) THEN
SPIN(I,J)=-SPIN(1,J)
M=M+2*SPIN(I,J)



ENERJI=ENERJI-2*DELTA_E
ENDIF
ENDIF
30 CONTINUE
E_KUMULA=E_KUMULA+ENERJI
M_KUMULA=M_KUMULA+M
40 CONTINUE
SABIT=1.DO/DFLOAT(L2*MCARLO)
E_ORTA=-E_KUMULA*SABIT
M_ORTA=M_KUMULA*SABIT
Ene(IT)=E_ORTA
TSUT)=T
WRITE(4,*) T, E_ORTA, M_ORTA
50 CONTINUE
CALL TUREV(TS,ENE, TENE)
DO 60 K=1,45
WRITE(3,%)TS(K),ENE(K), TENE(K)
60 CONTINUE
END
FUNCTION RASGELE(JBASLA)
DATA IA,1B,IC/211,1663,7875/
JBASLA=MOD(JBASLA*IA+IB,IC)
RASGELE=FLOAT(JBASLA)/FLOAT(IC)
RETURN
END
SUBROUTINE TUREV(TS,ENE, TENE)
IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-2)
DIMENSION ENE(1000), TENE(1000), TS(1000)
ADIM=0.25
DO 70 KJ=1,44
TENE(KJ)=(ENE(KJ+1)-ENE(KJ))/ADIM
70 CONTINUE
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RETURB
END

EK-C
Algoritma

Monte Carlo algoritmasi su adimlarla yapilir:

1. Bir kenarinda L sayida spin olan ve toplam L? spinden olusan bir kare 6rgii almnir.
Once, T sicakliginda rasgele bir baslangi¢ konfigiirasyonu olusturulur. Yazi-tura
atilarak tiim spinlere (:1: degerlerinden biri verilir. Bu islem Ek(B)’de verilen
fortran programinda, 18-43 adimlar1 arasinda yapilmaktadir. Bu basamaklar
arasinda hesaplanan E enerjisi ve M miknatislanmasi fortran programindaki bir

dosyaya kaydedilmektedir.

2. Monte Carlo déngiisii: Orgiideki spinlerden biri rasgele segilip alt-iist edilir. Bu
spinin x ve y yoniindeki indisleri (i,j) olsun. Bu yeni durumda, o spinin

komsulariyla olan AE enerji artis1 hesaplanir. Iki durum olabilir:

a) AE <0 ise, yani konfigiirasyon dogrudan kabul edilir, enerjisi ve
magnetizasyonu hesaplanir. Burada dikkat edilecek nokta bir spin alt-iist
oldugunda magnetizasyondaki degisim *1 degil *2 olacagidir.
Enerjideki degisimde boyledir.

b) AE)Q ise, Boltzmann formiiliiyle, bu duruma gecis olasiligi p hesaplanir.
Bu durumu kabul edip etmemek iizere, zar atilip [,1: araliginda rasgele
bir q sayisi tiretilir. Yine iki durum olabilir:

bl) < pise, pozitif enerjili bu yeni konfigiirasyon kabul edilir,
enerji ve magnetizasyon hesaplanir.
b2) qg)p ise, bu yeni konfigiirasyon reddedilir, eskisiyle devam

edilir.
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Monte Carlo dongiisti, EK-B’deki programda 45-86 adimlart arasindaki islemlerle
gerceklesmektetedir.

3. Monte Carlo dongiisii binlerce kez tekrarlanir. Her doniiste hesaplanan M

magnetizasyon degerleri kiimiilatif olarak toplanir.

4. Dongii bittiginde, kiimiilatif degerler dongii sayisina ve toplam N spin sayisina

boliinerek, spin basina M magnetizasyonu bulunur.

5. Yeni bir T sicakliginda 1-4 adimlar tekrarlanir.

6. Ek(B)’de verilen fortran programinda 93-98 adimlari arasinda, rasgele say1 iireten

alt program yer almaktadir.
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