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1. GIRIS

Kontak geometri ilk olarak Christian Huygens, Barrow ve Isaac Newton nun calig-
malariyla ortaya ¢ikmistir. Kontak doniisiimler teorisi daha sonralar1 S.Lie tarafin-
dan baz diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinii elde etmek icin geligtirilmistir. Yirminci
yiizyihn ilk yarisinda E.Cartan ve Darboux un kontak geometrinin gelisiminde biiytiik
katkilari olmustur. Kontak manifoldlarda énemli bir yeri olan Sasaki manifoldlarinin
tanimi 1960’ 11 yillarda Japon matematik¢i S.Sasaki tarafindan verilmistir. Yine aym
yillarda yagayan M.Gray, K.Ogiue ve W.M.Bootby gibi matematikgilerin ¢aligmalar:
dikkat ¢cekmektedir. Giiniimiizde ise bu konuda pek ¢ok matematikci caligmaktadir.
Doktora tezimi yazarken ozellikle D.E.Blair ’in makale ve kitaplarindan pek cok kere
yararlandim. 1970 li yillardan sonra kontak geometriyi topolojik olarak da incelemek
onem kazanmaya baslamistir. Bu konuda iilkemizde 6zelikle B.Ozbagc: nin cals-
malar1 dikkat ¢ekmektedir. Kontak geometri ile Simplektik geometri ayrilmaz birer
ikili gibidirler. Simplektik geometri ¢ift boyutlu, Kontak geometri de tek boyutlu
uzaylarda tanimhidir. Bu yonleriyle biribirlerini tamamlayan uzaylardir. Bu yiizden
olsa gerek bu iki geometri i¢in pek c¢ok makale ve kitapda ikiz kiz kardegler diye
bahsedilir. Agikcast neden erkek degil de kiz kardes dendigini bende bilmiyorum.
Kontak geometrinin bir ¢cok alanda uygulamalar1 vardir. H.Geiges makalesinde kon-
tak geometrinin fizik, mekanik, optik, termodinamik ve kontrol teorisi alanlarinda
nasil uygulandigim anlatmigtir (Geiges 2001). Kontak geometride integral alt mani-
foldlar onemli rol oynar. Doktora tez ¢alismamda 6zellikle bir boyutlu integral alt
manifoldlar1 (Legendre egrileri) m inceledik. Ayrica Legendre egrisi olmayan egriler

icin de baz1 sonuclar elde ettik.

Geometride en ¢ok ¢aligilan konulardan biri de egriler geometrisidir. Egriler geometri-
sinde ozellikle geodezikler, cemberler, genel helisler, Bertrant egri ciftleri v.b. gibi
ozel egriler caligilmaktadir. Egriler geometrisinin énemi ve tarihgesiyle ilgili K.
Ilarslan nin doktora tezinde yazmis oldugu giris kisminin okunmasini tavsiye ed-
erim (Ilarslan 2002). Egriler geometrisi calisiirken; bir egrinin Serret-Frenet den-

klemlerinin bulunmasi ve egriliklerinin hesaplanmasi ¢ok 6énemlidir. Oklid uzay-



larinda egrilikleri ve Serret-Frenet denklemlerini hesaplamak kolaydir. Fakat kon-
tak geometride Serret-Frenet denklemlerini bulmak ve denklemlerde gecen catilarda
calismak cok da kolay degildir. Baikoussis ve Blair 1994 yilinda yazdiklar:1 makalede,
ti¢ boyutlu Sasaki uzayinda Legendre egrileri i¢in Serret-Frenet denklemlerini ver-
mislerdir. 2002 yilinda ise Belkelfa ve arkadaslar1 Lorentz geometrisinde, ii¢ boyutlu
Sasaki uzay1 igin bir Legendre egrinin Serret-Frenet denklemlerini vermiglerdir (Baik-
oussis 1994). Ug boyutlu Sasaki uzaylarinda Legendre egriler haricindeki egriler
icin Serret-Frenet denklemlerinin bulunmasi zor bir problemdir. Hatta ticten farkl
bulunmas: hala ¢oziilememis problemdir. Sasaki uzaylarin ¢ok 6zel bir kontak uza-
ylar oldugunu diisiiniirsek, kontak uzayda egriler teorisi ¢caligmanin ne derecede zor

oldugunu anlayabiliriz.

Calismamizin iiciincii boliimiinde kontak geometri tanitilmis ve kontak geometri ile
ilgili temel tanim ile teoremler verilmigdir. Bu boliimde, ilk kez K.Ogiue tarafindan
verilen uzay formlarinin Rieman egriligi ile ilgili formiiliin Lorentz geometrisindeki
karsiligi verilmigtir (Ogiue 1964). Ashnda Rieman egriligini hesaplarken K.Ogiue
‘min makalesi elimde degildi. Daha sonra K.Ogiue 'min makalesi elime gectiginde

makaledeki ispatdan farkli bir ispat yaptigimi fark ettim.

Caligmamizin dordiincii boliimiinde Baikoussis ve Blair ’in 1991’de yaptiklar ¢alig-
manin Lorentz geometrisinde kargiligi bulunmus ve bazi farkliliklarin oldugu goriilmiis-

tiir.

Caligmamizin beginci boliimii genelde orijinal kisimlardan olusmaktadir. Bu boliimde
Barros anlaminda helis tanimini verilmis, R3(—3¢) Sasaki uzayindaki Legendre helis
egrilerinin N?(c) silindirinde yattig1 goriilmiistiir. R®(—3¢) Sasaki uzayinda N4(c)
silindirinin 2-tipli integral alt manifoldunda yatan biharmonik egriler incelenmistir.
Ayrica ii¢ boyutlu Sasaki uzay formlarinda kiiresel Legendre egrileri i¢in bir karak-
terizasyon verilmis, R3(—3¢) Sasaki uzaymda kiiresel Legendre egrinin olmadig1 gos-

terilmigtir. Bu boliimiin son kismi ise Baikoussis ve Blair 'in 1994 ’de yazdiklar



makalede gegen bir agik problem ile ilgilidir. Bu makalede R3(—3¢) Sasaki uza-
yinda “N?(c) silindirinde yatan her hangi bir Legendre egri 1-tiplidir ancak ve ancak
Legendre egrisi sabit egriliklidir.” 6nermesi ispatlanmigtir. Bu teoremin sonlu tipdeki
her hangi egri i¢in karsiligi ise acik problem olarak birakilmigtir. Caligmalarimizin
son kisminda R3(—3¢) Sasaki uzayinda N?(c) silindirinde yatan her hangi bir sonlu
tipdeki egrinin 1-tipinde oldugunu ispatladik. Ayrica N?(c) silindirinde yatan her
hangi bir 1-tipinde egrinin sabit egrilikli olmas1 gerektigini fakat bunun tersinin dogru
olmadigimi gosterdik. Boylece bu agik probleme tam cevap vermis olduk. Yukarida
anlattiklarim bu boliimdeki orjinal ¢aligsmalarimizdir. Bunun haricinde bagka makale

lerden aldigim giizel caligmalara da kaynaklariyla birlikde tezimde yer verdim



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR
2.1 Doniistimlerin Yar1 Grubu

Tanim 2.1.1.(Déniisitimlerin Yar1 Grubu) S bir topolojik uzay ve I' da S den
S ye doniisiimlerin ciimlesi olsun. Asagidaki ozelikleri saglayan I' ciimlesine, S
topolojik uzayimin doéniistimler yari grubu denir.

DYG 1) Vf € T déniigtimii, U,V C S agk ciimleler iken f : U — V seklinde homeo-
morfizimdir.

DYG 2) Sayet f € I' ise f fonksiyonunun tanim ciimlesinin her agik alt ciimlesine

kisitlanigt da I' dadir. Yani U,V C S acik olmak tizere

fEF,f:U—>V,U,CU(a(;lk)isef|Ur€F

DYG 3) U; ler S nin agik ciimleleri olmak tizere U :‘UI U; ve f:U — V doniigiimii
1€

homeomorfizim olsun. f |y,€ I' iken f € I dir. Yani,
U =U U, U;C S, f: U —V (homeomorfizim) ve f |y, € I'ise f € T
1€

DYG 4) S deki her agik ciimlenin birim déniigiimleri I' dadur.

DYG 5) Sayet f € T'ise f~1 € T dur.

DYG6) f: U —=Vileg:U — V' (VNU #0) seklinde tammlanan déniigiimler T’
da iken go f: fH(V NU') — g(VNU’) doniisiimii de I' dadir (Kobayashi 1996).

Teorem 2.1.1.(Darboux Teoremi) n-boyutlu diferensiyellenebilir M manifold iiz-

erinde w 1-formu

A (dw)? # 0 ve (dw)?tt =0

olacak sekilde verilsin. Bu durumda, M manifoldunun her noktasinda

P
w = dyp+1_ Z yidzlsi

=1

olacak gekilde bir (z!,..., 2%, y!, ..., y?) koordinat komsulugu vardir (Blair 1976).



Ornek 2.1.1. S = R?>**! de (z%,4',2) (i = 1,2,3,...n) kartezyen koordinatlar ve 7

bir 1-formu da
n=dz— Z y'da
i=1

olsun. U, V acik ciimleler ve f: U — V bir déniigiim olmak iizere
T:U—=R

(VP € U,7(P) # 0) fonksiyonu igin f*(n) = 7.n oluyorsa f ye Kontak doniigiim

(Contac Transformation) denir. Kontak doniigtimlerin ciimlesi
I={f:U—V:UV CR"™"(agk ciimleler), f*(n) =, VP € U icin 7(P) # 0}

olark tanimlarsak, I' bir yar1 gruptur. Ciinkii,

DYG 1) Vf e ' ve U,V C S (agik ciimleler) ve (VP € U igin 7(P) # 0) f*n =11
oldugundan f : U — V doniigiimiiniin homeomorfizim oldugu agiktir.

DYG2) feTl, f:U—V,U C U(agk ciimle) alahm VP € U igin 7(P) # 0 ise
VP € U’ igin 7(P) # 0 dir. Boylece ( f |v)*n = ™ (VP € V igin 7(P) # 0) olur.
Dolaysiyla f |[pr€ T dir.

DYG 3) U :iLeJI U, Uy C S, f: U — V (homeomorfizim) ve f |y, € I olsun. VP € U
icin VP € U; olacak sekilde ¢ € I vardir. f |y, € ' oldugundan P € U noktasinda

( flu)n=mndur. fly, (P)= f(P) oldugundan f*n = 7n olur. Boylece f € I dur.
DYG 4) VU C R**! agg igin birim doniisiimiin I da oldugu agiktir.

DYG5) feTl, f:U— Vigin f*n=7mn (VP € U igin 7(P) # 0) olsun. Burada
LU - Uve (fY)n = Wl,ln (Vf(P)=Q €V igin # 0) oldugundan
f~1 €T olur.

DYG6) f,ge T, f:U—Vilef :U — V' veVNU # () olsun. Bu durumda
f*n =1nve g'n = 7'y (1(P) # 0,7(Q) # 0,VP € U,¥Q € U’) olacak sekilde 7,7’
vardir. go f: f~H{V NU") — g(V NU’) olmak iizere

1
Tof~1(Q)

(gof)'m = (g"of"n

= g"(f'n)



elde edilir. Burada VQ € f~Y(V NU’) icin (77) (Q) = 7(Q)7'(Q) # 0 oldugundan
go f el di.

2.2 Yonlendirilebilir Manifoldlar

Tanim 2.2.1.(Yo6nlendirme) V, n-boyutlu reel vektor uzayr ve L de V' vektor
uzayinin sirali bazlarimin ciimlesi olsun. w = {uy, ug, ..., up }, v = {v1,v9, ..., v,} € L

icin u; =) a;;v; olacak sekilde A = (a;;) € GL(n, R) vardr.
j=1

“u={uy, ug, ..., un} ~v={vy,ve,...,v,} ancak ve ancak det(a;;))0”

bir denklik bagintisidir. Bu denklik bagintisinin iki denklik simifi vardir. Sayet
det(a;;))0 ise u ile v ye ayn1 yonlendirmeye sahip, det(a;;)(0 ise de karsit yon-
lendirmeye sahiptir denir (Boothby 1986).

Sonuc¢ 2.2.1. V vektor uzayinda n-lineer ve alterne fonksiyonellerin ciimlesi de
bir vektor uzayidir. Bu uzayr ¢ A"V ile gosterirsek “boy A"V = 1”7 dir. Tensor
cebirinden biliyoruzki 2 € A"V igin

Quq, ug, ..., up) = det(a;j) Q(vq, v, ..., vy) (2.2.1)

dir. Hig bir yerde sifir olmayan 2 € A"V n-formunu alahm. Bu durumda (2.2.1)
den, u = {uy, ug, ..., un}, v = {v1, v, ..., v, } bazlarinda aym yonlendirme vardir (veya
kargit) ancak ve ancak bazlarin 2 da aldigi deger ayni isarete sahiptir (veya zit). Bu
yiizden bir vektor uzayindaki yonlendirmeyi n-formlar ile ifade edebiliriz.

01,02 € A"V igin boy A"V =1 oldugundan

Q= A



olacak sekilde A vardir. Boylece 21,025 aym yonlendirmeye sahiptir(veya kargit) ancak
ve ancak \)0 (veya\(0) dir (Boothby 1986).

Tanim 2.2.2.(Y6nlendirilmis Manifold) n-boyutlu bir M manifoldu iizerinde
hi¢ bir yerde sifir olmayan bir €2 n-form varsa, M manifolduna yonlendirilebilir
(Orientable) manifold denir. Bu formlarin her birine yénlendirme(orientation) ve
secilen bu yonlendirmeyle birlikde bu mani

folda da y6nlendirilmis (oriented) manifold denir (Boothby 1986).

Tanmim 2.2.3.(Uygun Yonlendirilmis Atlas) /' = {(Ua, ¢,)},ep climlesi bir M
manifoldunun atlasi olsun. Sayet Vo, 3 € A igin (Uy, ¢,,), (Us, ¢3) haritalar icin

Pa © (90,8)71
doniigtimiiniin Jakobiyen matrisi pozitif determinanta sahip ise bu atlasa M iizerinde

uygun yonlendirilmig (coherently oriented) atlas denir (Boothby 1986).

Teorem 2.2.1. M , n-boyutlu bir manifold olsun. Bu durumda asagidaki énermeler
denktir.

i) M manifoldu yonlendirilebilirdir.

ii) M iizerinde hicbir yerde sifir olmayan n-form vardir.

iii) M iizerinde uygun yonlendirilmis bir atlas vardir (Boothby 1986).

Teorem 2.2.2. Her hangi bir manifoldun tanjant demeti (tangant bundle) manifold

olarak yonlendirilebilirdir (Carmo1992).

Teorem 2.2.4. Yonlendirilebilir bir manifoldun her alt manifoldu da yonlendirilebilirdir

(Carmo1992).

2.3 Lie Gruplari, Carpim Manifoldlar: ve Bir Manifold Uzerinde Etki

Tanim 2.3.1.(Lie grubu) G bir grup ve aym zamanda diferensiyellenebilir manifold

7



olsun. Sayet

GxG—G (r,y) »ayveG — G o —a!

doniigiimleri C* iseler G ye bir Lie grubu denir (Kobayashi 1996).

Tanim 2.3.2.(Carpim Manifoldu) M ve N diferensiyellenebilir manifoldlar ve

{(Ua, ‘Poz)}ae/\ ile {(Vﬁ’ ¢ﬁ) }ﬂel

atlaslar1 da, sirasiyla, M ve N iizerinde diferensiyellenebilir yapilar olsunlar. p € U,
ve q € Vg igin
Pap (P, @) = (0a(p), ¥5(q))

doniigiimiinii tanimlarsak {(Wag = Uy x Vg, qbaﬁ) } climlesi M x N {izerinde bir diferen
siyellenebilir yapidir. Ciinkii
CMI1)MxN= U W,z oldugu aciktir.

a€l,Bel

CM2) (VVoqﬁ1 = Uy, X Vi, gbalﬂl)ve (Wang =U,, X V52,¢a2ﬁ2) haritalarini alirsak

-1
¢a2ﬁ2 © a18, : ¢a1,61 (Walﬂ1 N WOC252) - ¢a2ﬁ2(W0¢151 N WOQﬁz)

olmak tizere

Party © e, P d) = banp, (e, (1), 05, (d)

= (ay © Py (1), 105, 0 05 ()

olur. Burada ¢,, o 4,0;11 ve thg o 1&511 diferensiyellenebilir oldugundan ¢, © qb;llﬂl de
diferensiyellenebilir. Benzer gekilde ¢, 5 © ¢;;ﬁ2 diferensiyellenebilir oldugu goriiliir.
Benzer iglemleri her o, as € A ve 34, 85 € I igin yaparsak M x N garpim ciimlesinin

bir diferensiyellenebilir manifold oldugunu goriiriiz (Carmo1992).

Teorem 2.3.1. M; ve M, manifoldlar: yonlendirilebilir ancak ve ancak

M:M1XM2



carpim manifoldu yonlendirilebilirdir (Steenrod 1951).

Tanim 2.3.3.(Etki) G bir grup ve M de bir diferensiyellenebilir manifold olsun.
Sayet
p:GXM—->M

doniisiimii asagidaki kosullar1 saghyorsa G grubuna M manifoldu iizerinde soldan
etki (G acts on left on M) denir.
E 1) Vg € G igin
Py M — M, p,(z) = ¢(g,z)
déniigiimii difeomorfizim ve ¢, = I (birim doniigiim) dir.

E 2) Vg1,90 € G icin ¢, ,, = ¢, © ¢, dir.

Burada notasyon olarak ¢, (z) = gz yazarsak (E 2) nin bir sonucu olarak

(9192)7 = g1(g2)
oldugu goriiliir. Eger M x G — M doniisiimii Vo € M ve Vg1, g2 € G igin

z(9192) = (291)g2

kosulu saglaniyorsa G grubuna M manifoldu iizerinde sagdan etki (G acts on right
on M) denir. Sayet Vx € M noktasinin, Vg € G igin U N g(U) = ¢ olacak sekilde
bir U komgulugu varsa bu etkiye uyumlu siireksizlik (properly discontinous) denir

(Carmo 1992).

Sonuc¢ 2.3.1. Kabul edelimki G grubu M diferensiyellenebilir manifoldu tizerinde

soldan etki olsun. Bu durumda M manifoldu iizerinde bir denklik bagintisim
r~y&e3dgeG 3 y=gz

seklinde tamimlayabiliriz. Bu bagntimin denklik simflar [z] = {zg: g € G} olur.



Boylece boliim uzayimi
M/G ={[z] :z € M}
elde ederiz. Burada
m:M— M/G
z— m(r) = [z]
seklinde tanimlanan 6rten doniigiime M manifoldundan M /G béliim uzayina pro-

jeksiyon denir (Carmo 1992).

Teorem 2.3.2. M diferensiyellenebilir manifold ve G' grubu M manifoldu tizerinde
uyumlu stireksiz etki olsun. Bu durumda 7 : M — M /G lokal diferensiyellenebilir
projeksiyonu yardimiyla, M /G ciimlesi i¢in bir diferensiyellenebilir yap: elde edebil-
iriz (Carmo1992).

Ispat. M diferensiyellenebilir manifold oldugundan M iizerinde bir {(Uy,@a)}aca
diferensiyellenebilir yapisi alabiliriz. G' grubu M manifoldu iizerinde uyumlu siireksiz
hareket oldugundan Vx € M icin = in U N g(U) = ¢ olacak sekilde bir U acik
komsulugu vardir. z € M nin &yle bir ¢! (V) koordinat komsulugunu segelimki

¢ 'V — M olmak tizere ¢! (V) C U olsun. Burada
Tl M — M/G

dontigiimii birebir dir. Ciinkii, z,y € U igin 7 |y (z) = 7 |y (y) olsun. Bu durumda
[z] = [y] ve x ~ y olur. Boylece 39 € G > y =gz dir. z € U ise y = gz € g(U)
dir. UNg(U) = ¢ oldugundan g = e ve y = ex = x olur. 7 |y ve ¢ birebir ise

¢71:W|U ogo_le—>M/G

de birebir dir. Bu iglemi her z € M igin yaptigimizdan +; ' (V;) koordinat komsuluk-
lar1 elde ederiz. Burada

M/G = Uy (V)

oldugunu gostermek kolaydir. Ayrica (171 (V1),,) ve (15" (V2),4,) haritalarmi alir-
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sak 10,0 17! ve 1, 01py doniigtimlerinin diferensiyellenebilir oldugunu ispatlamamiz

gerekir. 1, o ¢1—1 doniistimii

Py othy ey (9T (VA) Ny 1 (Va)) — why(ey 1 (V2) Napy ' (Va))

seklindedir. 7 nin ¢; ! (V;) ye kisitlamgma 7; dersek v, = o, o 7, * ve

Pyothyt =pyomytom ot
olur. € ¥ (Vi) Nby ! (Va) igin

(W) C oy (Vi) Nyt (Va)

olacak sekilde y = ¢ *(x) in W komsulugunu alalim. Boylece

(p0ur') (@) = (pyomomopr?) (@)

— el om) (o1 @)

olur. Burada a = ¢;*(z) , mi(a) = b ve m,*(b) = ¢ dersek g € G icin ¢ = ag
dir. Sonug olarak (73! om) (a) = ag olur. Tamm.2.2.3 (E1) sikkindan 7" o m
doniisiimiin diferensiyellenebilir oldugu goriiliir. Benzer sekilde ¢, o ¢, doniistimii
de diferensiyellenebilirdir. Boylece {(v; " (V;), ;) } ctimlesi M/G nin bir diferen-

siyellenebilir atlasidir.

Ornek 2.3.1.
c:R— R

x—o(r)=x+2rm

olarak tamimlayalim. G = {¢™ : n € Z} olmak iizere (G, o) bir gruptur. R reel sayilar

tizerindeki bir denklik bagintisin

‘r~y&sdge G 3> y=ga”
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olarak tamimlayabiliriz. Denklik simflar [z] = {o"(z) : n € Z} olur. Burada
o"(z) =x+2mn
oldugunu gormek kolaydir. Boylece
z]={z+2m:neZ}=x+2rZ

olarak yazabiliriz. R/G = R/2nZ = {x+2rZ :x € R} dir. Teorem 2.3.2. den
R/27wZ boliim ciimlesinin diferensiyellenebilir manifold oldugu goriiliir. Simdi de
R /27 Z manifoldunun

S = {(ey) 4 497 = 1)
cemberine difeomorfik oldugunu gosterelim. R deki atlasi {(R,I)} alirsak R/2nZ

nin {¢; ' (Vi),?;} atlast olmak iizere

_ -1 _ -1 _ -1
Y =wp;om =Ilom =m

olur. S! deki atlas1 da

U = {(z,y) €S :2)0},U; ={(z,y) € S :2(0}

Uy {(a:,y)ESI:y>O},U;:{(a:,y)ESI:y<0}

acik ciimleler ve

gpi:U.’L—>I: -1,1)

)

(
of (z,9) =y, o5 (z,y) =2

)

doniistimler olmak tizere { <<,0;’, Ut ) } olarak alalim. Burada
i=1,2

<901+)1 ) = (FVI= ), (w;)l () = (o, FVI— )
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dir. Ayrica
F:R/2rZ — S1
T+2nZ — F(z+2r7) =€

doniigiimiinii tanimlarsak F' doniigiimiiniin iyi tanimli oldugunu gostermeliyiz. Sayet
x+2r =y+2n7

ise In € Z s>x —y = 2mn dir. Boylece

e(xfy)i _ 627rn
= cos(2mn) + isin (27n)

=1

oldugundan

F(rx42r7)=e"=¢e"Y=F(y+2nZ)

dir. Benzer gekilde F' nin birebir ve orten oldugu kolayca gosterilebilir. F' nin
diferensiyellenebilir doniisiim oldugunu gostermek icin ];: (pi; o F onm; ! nin diferen-

siyellenebilir oldugunu gostermeliyiz. Burada

@) = (dforom)@
- (SO;.F o F) (z +277)

= <pi; (cosz,sinx)

oldugundan ja (x) = cosx veya ja (x) = sinz dir. Boylece F diferensiyellenebilir ve
F' de diferaesiyellenebilir doniigiimdiir. F' birebir ve orten oldugundan tersi vardir.
Benzer sekilde tersinin de diferensiyellenebilir doniisiim oldugu gosterilebilir. Boylece

R/27Z manifoldu S ¢gemberine difeomorfik olur.
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Ornek 2.3.2. z = (1, To, ..., T,,) olmak iizere

o;: R — R"

r—oi(r) =z + 27

olarak tammlayalim. (G = {o7' o 05’ o ...02" : p1, P2, ..., pn € Z},0) Dbir Abel grup-

dur. Burada

yat

(0} 0 0% 0...0%) () =  + 27 (p1, P2 -y Pn)

oldugunu gérmek kolydir. Ornek 2.3.1. dekine benzer sekilde R™ iizerinde “z ~ y <

dg € G > y = ga” denklik bagintisin1 tamimlarsak

p1

[z] = {(o}' 005 0..of") () : p1,p2; - Pn € Z}
= {flf + 27r(p1ap2a 7pn) “P1,P2,---,Pn € Z}
= x+4+2n(Z X Z X ...x Z)

= x+2nZ"
olarak yazabiliriz. Boylece
R"/G =R"2nZ" ={x+2nZ" : x € R"}
olur. Ayrica R"/27Z" in bir diferensiyellenebilir manifold ve (n-Torus)
T"=8"xS'x ... x S*

(n tane S' in kartezyen carpimi ) carpim manifolduna difeomorfik oldugu Ornek

2.3.1. deki gibi gosterilebilir.
Tanim 2.3.3.(Serbest Etki) G grubu M manifoldu iizerinde bir hareket olsun.

Sayet dx € M igin R,(x) = = iken a = e (G nin birim elemam) oluyorsa G grubuna

M manifoldu iizerinde serbest etki (G acts freely on M) denir (Kobayashi 1996).
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2.4 Lif Demetleri

Tanim 2.4.1.(Asli Lif Demeti) P ve M birer manifold ve G de bir Lie grubu
olsun. Ayrica G grubu P manifoldu iizerinde etki olmak iizere

ALD1) G grubu P iizerinde sagdan serbest etki olsun. Yani
(u,a) € P x G — Ry(u) =ua € P

olamak tizere 3z € M icin R,(x) = x iken a = e dir.

ALD2) M manifoldu G grubu tarafindan elde edilen denklik bagintisinin béliim uzay1
(M = P/G)olacak. Ayrica m : P — M kanonik projeksiyonu diferensiyellenebilir
olacak.

ALD3) P manifoldu lokal asikar (locally trivial) olacak. Yani, Yz € M naoktasmin
oyle bir U komsulugu olacakki 7—1(U) ciimlesi U x G ye izomorf olacak. Bagka bir
deyisle

Uinl(U) = U x G, ¥(u) = (n(u), o(u))

olacak sekilde bir difeomorphisim vardir. Burada ¢ doniigiimii
p:m N U)—GVYuerm ' (U),acG

icin p(ua) = p(u)a sartin1 saglayan doniisimdiir. (ALD1), (ALD2) ve (ALD3)
kogullar1 saglaniyorsa P manifolduna G grubu tarafindan olugturulmug M manifoldu
tizerindeki asli lif demeti (principal fibre bundle) denir. Burada P manifolduna
total uzay (total space) veya demet uzay1 (bundle space), M manifolduna baz

uzay1 (base space) ve G grubuna da yapi grubu (structure group) denir. Bu asli

lift demeti P(M, G, m) veya P(M, Q) ile gosterilir (Kobayashi 1996).

Tanim 2.4.2.(Asikar Lif Demeti) P(M,G) asli lif demeti olsun. Sayet G grubu
P = M x G iizerinde serbest etki (G acts freely on M x G) ise P(M,G) asli lif

demetine asikar lif demeti denir. Burada

Ry: M xG— M xG, Ry(x,a) = (x,ab)
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olarak tanimlanir (Kobayashi 1996).

Tanim 2.4.3.(1ligik Lif Demeti) P(M, G) asli lift demeti ve F' manifoldu G' grubu
tizerinde

(a,) e G X F — al € F.

seklinde soldan hareket olsun. Bu durumda F' standart lifi ve P ile baglantili
E(M, F,G, P) ilisik lif demetini inga ederiz. Burada

P:(PxF)xG—PxF®((u,f),a) = (u,&)a = (ua,a &)

doniisiimiinii tanimlarsak G' grubu P x F' manifoldu iizerinde sag etkidir. Boylece

boliim ciimlesine £ = P x F//G = P x¢ F dersek
E={(u8G : (u,§) € P x F}
olur, burada (u,§)G = {(u,{)a : a € G} seklinde denklik siifidur.
m|p: PxgF — M, 7|g (u,&)G) = m(u)

doniisiimii de E {izerinde projeksiyon denir. Ayrica Vo € M igin 7—!(z) ciimlesine x

tizerinde E nin bir lifi denir (Kobayashi 1996).

Sonug 2.4.1.

1 (PxF)xG— PxF0(u8)a) = (u,&a— (ua,a€)
doniigiimiinii tanimlarsak G grubu P x F' manifoldu tizerinde sag etki oldugu goriiliir.
Ciinkii,

H 1) G Lie grubu oldugundan a — o' doniisiimii diferensiyellenebilirdir. G grubu

P ve I manifoldlar: iizerine sagdan ve soldan etki oldugundan

(u,a) = ua, (u,§) — Eu
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doniigtimleri de diferensiyellenebilirdir. Dolayisiyla ((u,€),a) — (ua,a™*¢) doniigtimii

de diferensiyellenebilir olur. Ayrica e € G (birim eleman) icin

(u,8)e = (ue,e”'¢)

dir.
H 2) (u,&) € P x F ve a,b € G igin

(u,&)(ab) =

elde edilir. m: P — M kanonik projeksiyon olmak iizere

PxF—M
(u, &) — m(u)

biciminde tanimlh doniigiimden yararlanarak

g BE=PxgF —M
(v, )G — mg ((u,§)G) = 7(u)

doniigimii tanimlanabilir. Burada 7 nin iyi tanimh oldugunu gérmek kolaydir.

Ayrica
Q:F—F

§—= Q) = (G
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doniigiimiinii tanimlarsak (2 nin birebir oldugunu goriirtiz. Ciinkii

Q&) =Q2(&) = (1,6)G = (4,8,)G
— Jda €G3 (v,&) = (u,&)a
= (u7§1) = (’LLCL, a71§2)

— u=ua, & =al&

sert&st;tki 04— e ve 51 _ 6_162 _ 52

olur. Ayrica u,u; € P olmak iizere m(u) = m(u;) iken

{ ()G : €€ F} ={ (u,§)G: £ € F}

oldugunu kolayca gorebiliriz. Boylece x € M icin

g () = { (4, §)G : m(u) = x}

ciimlesinin elemanlarini bulmak i¢in m(u) = x olacak sekildeki P nin en az bir u

elemanini alip £ de F' de degistirmelidir. Boylece m(u) = = olmak iizere

O:F—MxF
(u, )G = O ((u,§)G) = (x,¢)

doniigtimiiniin birebir ve orten oldugunu goriirtiz. © € M igin 7' (z) ciimlesi =

tistiindeki lif olarak adlandirilir ve F), ile gosterilir. P(M, G) asli lif demeti ve
m:P—M
kanonik projeksiyon olmak iizere
Vir H(U) = U x G, ¥(u) = (r(u), (u))
olacak sekilde bir difeomorphisim var idi. Ayrica ¢ doniigiimii
po:m ' U)—GVYueca(U),acqG
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icin p(ua) = p(u)aidi. Boylece 771(U) ile U x G nin difeomorfik oldugunu séylemistik.
Sonug olarak (z,a) € G igin ¥(u) = (z,a) olacak sekilde bir tek v € 7= *(U) vardur.

m(u) =z ve p(u) = e olmak iizere
0:7,'(U) - UxF

dontigiimiini 0 ((u, £)G) = (z, ) olarak tammlayalim.f doniistimii iyi taniml, birebir

ve ortendir. Gergekten, m(u) =z, p(u) =e ve m(v) =y, p(v) = e igin

(u,§)G = (v, )G

olsun. Bu durumda Ja € G > (v,n) = (u,&)a ve

(v,n) = (u,§)a
= (ua,a”'¢)

olur. Boylece v = ua ve n = a~'¢ elde edilir. Diger taraftan

e=p(v) = p(ua) = p(u)a = ea

oldugundan a = e dir. Dolayisiyla u = v ve n = £ olur. Boylece 7(u) = x = y = 7(v)
ve

0 ((u,8)G) = (2,€) = (y,n) = 0 ((v,;n)G)

olurki bu da bize # nin iyi tanimli oldugunu s6yler. Diger taraftan m(u) = x, p(u) = e

ve m(v) =y, ¢(v) = e igin 0 (v, £)G) = (z,¢) = (y,n) = 0 ((v,1)G) iken z =y ve
¢ =ndir. m(u) =z =y = 7(v) oldugundan v = wua olacak sekilde a € G vardir.

Burada

oldugundan a = e ve u = v dir. Sonug olarak (u,£)G = (v,n)G oldugundan 6
birebir olur. Ayrica her (z,£) € U x F igin € U ve £ € F dir. Benzer gekilde
U7 U) — U x G difeomorfizim oldugundan m(u) = z, p(u) = e olacak gekilde
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bir tek u € 7~ H(U) vardir.
Te((u,8)G) =7(u) =z €U

oldugundan (u,&)G € 75" (U) dur. § min tammindan 0 ((v,€)G) = (2,€) € U x F
dir. Boylece 0 doniisiimii 6rten olur. Burada P x F' nin diferesiyllenebilir manifold
oldugunu biliyoruz. Teorem 2.3.1 den £ = P X F' de diferesiyellenebilir manifold

oldugu goriiliir. Hatta

Qi : ’ﬂ'El(UZ) — Uz x F

dersek A = { (75" (U;), ;) }ieA ailesi £ = P X¢ F nin bir atlasidir (Yilmaz 1999).

Tanim 2.4.4. (Cross section) E(M,F,G, P) ilisik lif demeti olsun.
m|lgr E=PXxgF —M

bir projeksiyon oldugunu biliyoruz. = |g oo = Id olacak sekilde o : M — E doniigiim
varsa o ya cross section denir. Burada o cross section nin olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul P demet uzaymin M x G de agikar demet olmasidir (Kobayashi 1996).

Ornek 2.4.1. M, n boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold olsun. P € M icin
Tp(M) nin sirali bir {X;, Xy, ..., X,,} tabanina P noktasindaki lineer ¢ati denir ve
u = (P; X1, Xs, ..., X,,) ile gosterilir. P noktasidaki biitiin lineer ¢atilarin ciimlesi

L(M) ile gosterilir. Boylece
L(M)={u=(P;X1,X2,....,X,): Pe M, {X1,Xy,..., X} ciimlesi Tp(M) de taban}

olur. Ayrica projeksiyon fonksiyonu

m: L(M)— M
u=(P; X1, X5,..,.X,) = 7m(u)=P

olarak tamimlanir. M manifoldunun bir atlasi {(Ua, ¢,)}ep Olsun. (Uy, ¢, )haritas:
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P € U, noktasinda (x1, zs, ..., z,) koordinat komgulugu ile verilsin. Boylece Tp(U,)

nin dogal tabam 0 , 0 s 0 olur. X, Xs,..., X, € Tp(U,) oldugundan
O0x1 Oxa oz,

X; —i X, 9 azilabilir A 0 ve { X1, X X, } ctimleleri TpU,

i _j:1 i @:B] y . aﬁl’fl’ ax27 cey al’n 1y A2y -0y A PUqa

da taban oldugundan det [X;;] .~ # 0 dir. L(M) de bir haritay

Y, (U,) — Uy X GL(n, R)
u = (P;Xl,XQ, ,Xn) — wa(u) = (QOQ<$1,.T2, ...,Q?n), [XZ]]

’I’LX’I’L)

olarak tammlarsak {(7~!(Uy),%4)}4ea climlesinin L(M) de bir atlas oldugunu goriiriiz.
Boylece L(M) ciimlesinin diferensiyellenebilir manifold ve boygr L(M) = n®+n oldugu
kolayca goriilebilir. GL(n, R) grubunun bir Lie grubu oldugunu biliyoruz.

U = (P;Xl,XQ, ,Xn) c L(M)

ve a = [a;] ..

€ GL(n,R) i¢cin Y; =) a;;X;
=1
v=ua=(P;Y1,Ys,...Y,)

olmak tizere
0: L(M)x GL(n,R) — L(M)

(u,a) — 0 (u,a) = ua
doniisiimii tanimlanirsa

E1l)u=(P;X1,Xs,...,X,) igin

Ou(u) = 0O(u,a)
= ua
= (P;Y,Ys,..,Y,)
dir. Burada Y; =) a;;X; oldugundan Y;(j = 1,2,...,n) ler diferensiyellenebilirdir.

=1
Boylece Va € GL(n,R) igin 6, diferensiyellenebilir déniigiimdiir. a € GL(n, R)

~ AT
iken ™! = £ [Ai]} € GL(n, R) olur. Benzer sekilde 6,-1 de diferensiyellenebilir

oldugu goriiliir. Sonug olarak 6, diffeomorfizim dir. Ayrica a = I, = e alrsak
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0.(u) = ul, = u oldugunu gormek kolaydir.
E 2) Eger X = (X1, X, ..., X,)],,,, matrisini alirsak

u = (P;Xl,XQ, ,Xn) = (P, [Xl,XQ, ,Xn]) = (P,X)

oldugunu gosterebiliriz. Boylece a € GL(n, R) igin ua = (P; Xa) oldugunu gormek
kolaydir. a,b € GL(n, R) i¢in

u(ab) = (P;X(ab))

P;(Xa)b)
P; Xa)b

(P; X)a)b

AAAA

olur. Dolayisiyla GL(n, R) grubu L(M) manifoldu tizerinde sag etkidir.

ALD 1) Ju = (P; X1, Xy, ..., X») € L(M) ve a = [ajq] .., i¢in Re(u) = ua = u olsun.

Bu durumda ua = (P; Y1, Y5, ..., Y,,) olmak iizere V; = X; =) a;;X; (1 =1,2,....,n)
j=1

ve

aﬂXl + a/iQXQ + ...+ (aii — 1) Xz + ...+ (Zan =0

elde edlir. {Xi, Xs,..., X,,} ciimlesi Tp(M) taban oldugundan a;; = a;p = ... =

Aii—1) = Qi(i41) = - = Qin = 0, az; = 1 ve a = [ay] = I, = e dir. Boylece

nxn

GL(n, R) grubu L(M) manifoldu iizerinde sagdan serbest etkidir.
ALD 2) L(M) manifoldu iizerinde denklik bagimtisini

fu = (P;X17X27 JXTL) ~U = (Q? Ylvi/év JYTL) < P = Q ve

Ja = [ayl,,, € GL(n,R) > v=ua
seklinde tanimlayalim. Boylece u € L(M) nin denklik simifi

[u] = {ua:a € GL(n,R) }
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olur. P € M igin u = (P; X1, X5, ..., X)) ve v = (P;Y1,Y5,....Y,) lineer catilarim
alalm. {X7, Xy, ..., X,,} ve {¥1,Y5, ..., Y,,} ciimleleri Tp(M) de birer taban oldugun-
dan (X1, X3, ..., X,) [aij],, .., = (Y1, Y2, ..., Y,,) olacak gekilde a = [a;], . € GL(n, R)

vardir. Boylece u ~ v ve u = (P; X1, Xs, ..., X;,) iken w nun denklik simifi
[u] = {(P; X1, Xs, ..., X,,) : {X1, Xs, ..., X;,} ciimlesi Tp(M) de taban}

olur. Boylece L(M) deki elemanlarmn denklik simifimin sadece M manifoldundaki
noktalara baglh oldugu goriiliir. Bu yiizden [u] denklik siifi ile P € M noktalar

arasinda bire bir egleme vardir. Sonug olarak
M = L(M)/GL(n, R)

olur. Aymnca (U,, ¢, )haritast P = (p1,p2,...,pn) € U, noktasinda (x1,za, ..., )

koordinat komsgulugu ile verildiginde x;(P) = p; dir. Boylece

m: L(M)— M
u=(P; X1, Xs,...X,) = 7(u)=P

dontistimii

’ﬂ'(l'l, T2y .eey Ty, X117 Xlg, ceey Xnn) = (1’1, T2y eny I’n) (241)

seklinde de verilebilir. (2.4.1) den 7 nin diferensiyellenebilir doniigiim oldugu agiktir.
ALD 3) VP € M noktas igin bir U C M komgulugunu diigiinelim. P € U noktasi
(21,2, ...,x,) koordinat komsulugu ile verilsin. Boylece Tp(U) min dogal tabani
{ 0 9 0 } olur. Xy, Xo, .. X, € Tp(U) oldugundan X; =3° X;-2

0z, 0z’ Oz, i ija_xj
yazilabilir. ¥ doniigtimiinii

U Y U) - UxGL(n,R), ¥(u) = (m(u), p(u))
u= (P X1, Xz, .0, Xn) = U(u) = (7(u),(u) = (7(w), [Xil,,)

seklinde tanimlarsak p(u) = [Xj;]  olur. Boylece W(x1, 2o, ..., Ty, X11, X2, .oy Xon) =

(21, T2, ..., Tn, [ Xij] oldugundan diferensiyellenebilir oldugu goriiliir. Ayrica u =

an)
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(P;XlaXQa "'7Xn)’ V= (Qa}/la}/% 7Yn) S Wﬁl(U) lgln \II(U) = \I/(,U) iken

(7r(u), [Xij]nxn) = (77(”)’ [Yij]nxn)

olur. Boylece 7(u) = P = Q = n(v) ve [Xy;] .. = [Yij], ., dir. Bu iki matris egit
n a n

oldugundan X;; = Y;; ve X; =) X;;— = Yij=— =Y, elde edilir. Boylece
j=1 8%- j=1 8xj

u=(P; X1, Xs,...X,) = (Q; Y1,Y2,...,Y,) = v ve ¥ birebir dir. ¥ nin &rtenligi de
kolayca stylenebilir. Dolayisiyla ¥—! vardir ve X; =Y Xij% olmak tizere
Jj=1 J
U~1:U x GL(n,R) — n1(U)
\I’_l(QJ [XZ]]an) = (Q; Xl; X27 ooy Xn)

n 0
seklinde bir doniigiimdiir. Burada X;; diferensiyellenebilir ise X; =) Xija— diferen
Jj=1 Ly

siyellenebilir vektor alamdir. Boylece ¥~ !diferensiyellenebilir bir donistimdiir. Boylece
U bir difeomorfizim ve 771(U) ile U x GL(n, R) de difeomorfiktir. Diger taraftan

u=(P; X1, Xs,...,X,) ve a = [agi,, i¢cin ua = (P;Y1,Ys,....Y,) ve Y; =3~ ay Xy
k=1

n 0
idi. X, =) Xi;=— esitliginden
j=1 8xj

Y, = Zaika

k=1

= Z ke (Z ijai
k=1 j=1

= Z (Z aikaj aa
j=1 k=1

elde edilir. Boylece p(ua) = [Z Xikakj} ve p(u) = [Xj], ., oldugundan
k=1

nxn

o(ua) = p(u)a = [Z Xikakj} oldugunu gormek kolaydir. Bu islemlerden sonra
k=1 nxn

L(M)(M,GL(n, R)) nin asli lif demeti oldugunu soyleyebiliriz. Burada L(M) ye M

manifoldu iizerinde lineer ¢atinin demeti diyecegiz.
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Ayrica a = [a;] € GL(n,R) ve £" = (£,&,,...,&,) € R™ icin

p:GL(n,R) x R* — R™

&1

(0.6) = plas€) = at = lay,., | 7 | e o

&n

seklinde bir doniigiim tanimlarsak G L(n, R) grubunun R" iizerine soldan etki oldugunu

gormek kolaydir. Boylece E = P xq F = L(M) Xgrm,r) R" olmak iizere
L(M) x R"(M, R",GL(n, R), L(M))
ilisik lif demetidir.Burada
®: (L(M) x R") x GL(n,R) — L(M) x R",® ((u,€),a) = (u,&)a = (ua,a™'€)

doéniigtimiinii tamimlarsak GL(n, R) grubu L(M) x R™ manifoldu iizerinde sagdan

etkidir.

T |g: E=LM) Xgrmpr R" — M, ©|g (v, §)GL(n, R)) = 7(u)

projeksiyon olmak tizere VP € M igin 7 |;' (P) lifini hesaphyalm. Her P € M
noktasim1 P € U koordinat komsulugu ile verelim. U nun koordinat fonksiyonlari

(21, T2, ..., ) olsun. TpM teget uzaymin dogal tabam

o 0 0
Ox, 0xy’ " Ox,,

olur. 77HU) ile U x G ciimleleri ¥(u) = (7(u), p(u)) doniisiimii altinda difeomor-
fik oldugundan ¥(u) = (w(u), ¢(u)) = (P,e = I,) olacak sekilde bir tek u € L(M)
vardir. m(u) = P iken Tp(M) nin bir { X3, Xs, ..., X, } baziicin u = (P; X1, Xo, ..., X,)
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n 0
olarak yaziyorduk. Burada X; =) Xija— olsun. Diger taraftan
7=1 L

o(u) = [Xijl,un = In

oldugundan

R Y B R N
axla 2 — ax27"'7 n ax Vi - )

olur. Yukarida yaptigimiz iglemler altinda & = (£, &,, ...,&,,) € R™ igin

olur. Boylece X; =

a: 5 (P) — Tp(M)

(u,§)GL(n, R) — a((u,§)GL(n, R)) = & (8%)13 +& <3%)P Tt (%)p

olarak tamimlayalim. « doniigiimii iyi tanimli birebir ve ¢rtendir. Kabul edelimki

(u,€)GL(n, R) = (u,n)GL(n, R) olsun. Bu durumda
da € GL(n,R) 5> (u,n) = (u,&)a

dir. Boylece

ve u = ua, 7 = a ¢ olur. GL(n,R) grubu L(M) manifoldu iizerinde soldan
serbest etki oldugundan R,(u) = wa = u iken a = e dir. Boylece n = £ ve

a((u,§)GL(n, R)) = a ((u,n)GL(n, R)) oldugunu gérmek kolaydir. Yani
a7y (P) — Tp(M)
doniistimii iyi tammmhdir. Benzer sekilde
a((u,§)GL(n, R)) = o ((u,n)GL(n, R))
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olsun.

0 0 0
L =X=¢(— — 4 .. —
a((u7§)G (n7 R)) 6181‘1 +§2ax2 + +§naxn
ve
0 0 0
L == — 4 .. —
«Q ((u’n)G (n7 R)) nlaxl +7728x2 + +nnaxn
dersek
S T R R R
Yor, 20z 7 "0z, _m@xl 7728332 77"83:”
olur 0 9 0 lineer bagimsiz oldugundan &; = & = &, =
"\ oz 02y’ O, g g 1= M5 S2 = M2y -8n = Ty

ve £ = n dir. Boylece
(u,§)GL(n, R) = (u,n)GL(n, R)

olur. Yani « doniigiimii birebirdir. Ayrica her

0 0 0
=6 (a—xl)ﬁz (@—@)p+"'+€" (a—%)P & (M)

icin £ = (£,&,, ..., &,) € R" yazabiliriz. Boylece a ((u,&)GL(n, R)) = X olur. Buda
bize o min 6rten oldugunu soyler. Bu eslemeden dolay1 75" (P) = Tp(M) oldugunu
diisiinebiliriz. Boylece standart lifi R™ olan L(M) ye iligik lif demetinin T'(M) oldugu
kolayca goriilebilir (Yilmaz 1999).

Sonug 2.4.1. P € M, {X;,Xs,..., X, } climlesi Tp(M) de taban olmak iizere u =
(P; X1, X2, ..., X,) € L(M) idi. Burada {X;, X, ..., X,,} tabanim Gram-Schmidt

metodu ile ortonormal hale getimek icin

E, = X5
E, = Xp— <X2’E21>E1 =Xo— Ak
| E1]]
Ey = X3— ﬁ;ﬁ? By — ﬁ;jﬁ By = X3 — A By — Ao Es
E, = X,— S Xn’Ek = X,— Z M By,
— || B
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ve

X! — El 1 E2 1 En
1 — 2 2 — PREREE n — 2
[ | E.|| 1Bl

islemlerini yapmaliy1z. Yukaridaki esgitlikleri

(Xo, By)

E, =X, By =Xy —
B4 2

Ey = -1 Xi + X,

ve

E o <X3;E1> <X3;E2>
3 = 3T T2 T T s 2 T2
[ | B2 ||

= =AM X1 — A2l + X3
= —A5Xq1 — A2 (A Xy + Xo) + X

= (Az2da1 — A31) Xi — A Xo + X3
seklinde diisiiniip islemleri devam ettirdigimizde
By = ppy Xa + po Xo + oo+ oy X1 + X, (F=1,2,..,n)
esitliklerini elde ederiz, burada
Hpi = ,Uk@'()\kl ..... Ak(kfl,))\(kfl)l ..... )\(kfl)(ka)y oy A31, A32, )\21)

katsayilar1 A\, larin garpim ve toplamlarimin fonksiyonlandir. {Xi, Xy, ..., X,,} ta-

banim {X], X}, ..., X/} ortonormal tabanima déniigtiiren matrise D,, dersek bu ma-

trisi ~ _
1 K21 K31 Hni
AR [ IBsI? " Bl
_M& Hno
1B ]” 157 TEP

_ _Hn3 _

D,=1] 0 0 mE  TET (2.4.2)

1

0 0 0 .

I 1 Enll”
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olarak elde ederiz. Burada [Xi, X5, ..., X,;] D, carpimini hesaplarsak

[ 1 2551 31 22551 1
1E1? B2 IBs1® 7 Bl
0 Mz _Hna
3 n
||E2||2 AR | Enl®
1
(X0, X,y X Du - = [X1, Xy X |0 S e
|| Es||
1
0 0 0 .
i 1Bl

= [X},X5,..., X]]
olur. Bu iglemler altinda u = (P; X1, X, ..., X;,) € L(M) ve a € O(n) igin
ua = (P; XD, aD;")
olarak tanimlayalim. 6 : L(M) x O(n) — L(M)

0: L(M) x O(n) — L(M)

(u,a) — 0(u,a) = ua

seklinde bir doniigiim tanimlarsak O(n) ortogonal grubunun L(M) manifoldu iiz-

erinde sag etki oldugunu goriiriiz. Gergekten

Xn, £ y : : R .
H1)M\y = W oldugundan diferensiyellenebilirdir. p,,; ler A, lerin ¢arpim-
k

lar1 ve toplamlar: seklinde fonksiyonlar oldugundan p,, de diferensiyellenebilirdir.

Boylece D, nun diferensiyellenebilir operator oldugu (2.4.2) den agiktir. Ayrica

1
B B2 .. | Bl

;40

u

oldugundan D! vardir ve benzer sekilde diferensiyellenebilir operatér oldugunu

soyleyebiliriz. Sonug olarak her a € O(n) i¢in

Ou(u) = 0O(u,a)

= (P;XDyaD;")
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oldugundan 6, diferensiyellenebilir olur. Diger taraftan
0.(u) = (P; XDy,eD,") = (P; X) =

elde edilir.
H 2)

u(ab) = (P;XD,abD;")
(P; (XD, aD,") D,bD,")
= (P;(XDyaD,"))b
(

(P; X)a)b

olur. Burada £ = P Xgrm,r) R" = P Xo(@n) R" oldugunu gérmek kolaydir. Boylece
yapt grubu GL(n, R) den O(n) ortogonal grubuna indirgenebilir (Walschop 2004).

2.5 Vektor Demeti Olarak Yonlendirilebilme ve Dagilim

Tanim 2.5.1. E(M, R",GL(n, R), L(M)) ilisik lif demeti verilsin. Sayet L(M) iize
rindeki GL(n, R) yap1 grubu GL™(n, R) indirgenebiliyorsa R™ lifi ile birlikte M mani
foldu iizerindeki £ = T'(M) manifoldu vektér demeti olarak yonlendirilebilir
dir denir. Sonu¢.2.4.1 den GL(n,R) yap1 grubunun O(n) ortogonal grubuna in-
dirgendigini biliyoruz. Bu yiizden vektor demeti olarak yonlendirmeyi; L(M) iizerin
deki O(n) ortogonal yapr grubunu SO(n) grubuna indirgenebiliyorsa R™ lifi ile bir-
likte M manifoldu iizerindeki £ = T(M) manifoldu vektor demeti olarak yon-
lendirilebilirdir seklinde de yapabiliriz (Blair 1976).

Teorem 2.5.1. E(M,R",GL(n, R), L(M)) iligik lif demetinde T'(M) teget demeti
(tangent bundle) vektor demeti olarak yonlendirilebilirdir ancak ve ancak M ciimlesi

manifold olarak yonlendirilebilirdir (Blair 1976).

Ispat. Kabul edelimki T(M) teget demeti vektor demeti olarak yonlendirilebilir
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olsun. M diferensiyellenebilir manifold oldugundan {(Us,, ¢,)}.cA seklinde bir atlasi

acl

vardir. «, 3 € A icin (Ua, ¢,), (Us, ¢3) koordinat komsuluklarini alahm. Bu koor-
dinat komsuluklarimin P € U, N Ug noktasindaki koordinat fonksiyonlar1 sirasiyla

(1, T2y .oy ) Ve (Y1, Y2, ..., Ypn) Olsun. Boylece
Po (Ua) =Va C R, ¥s (Ug) =Vs C R"
olmak tizere P, = ¢, (P) € V, noktasindaki teget uzayin standart baz

o 0 0
Oxy Oxy’ 7 Oz,

ve P, = g (P) € Vg noktasindaki teget uzayin standart tabam da
{i R i}
Oy’ Oy2” " Oy

_ 0 ~ 1[0
B = (e (o 1) ve Bir = (2)." (o2 Ir)

dersek {Ep, Eap, ..., E,p} ile {EIP,EQP,...,EHP} ciimleleri Tp(M) nin birer ta-

olur.

banidir.
u = (P;E\p, Eap, ..., Enp) , v = (P;E1P>E2P> "'aEnP> € L(M)

alirsak T'M vektor demeti olarak yonlendirilebilir oldugundan 3a = [a;;] € GL*(n, R)

icin v = ua dir. Boylece
Eip :Z aj;Ejp
j=1

olur. Diger taraftan

J(pq 0 9051) = [ai] = a
oldugu goriiliir. Bunu Vo, € A igin yapabiliriz. Bu durumda bu atlas uygun
yonlendirilmigtir. Teorem 2.2.1 den M manifoldunun yonlendirilebilir oldugu goriiliir.

M ciimlesi manifold olarak yonlendirilebilir oldugunda yukaridaki iglemlerin tersine

gidildiginde T'(M) teget demeti vektor demeti olarak yonlendirilebilir oldugu goriiliir.
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Tamm 2.5.2.(Dagilma) m = (n + k)-boyutlu M manifoldu verilsin. VP € M

noktasinda
A:M-— U T,M
qeEM

olmak tizere Ap ciimlesi TpM nin ‘n’ boyutlu alt uzay1 olsun. Ustelik VP € M

noktasimnin bir U komsulugunda V() € U i¢in AAg nun bir baz

{(X1)g. (X2)g (Xs)g s (Xag |

olacak gekilde C'*° vektor alanlart X, X5, X3, ..., X, var olsun. Bu durumda A ya M

manifoldunun n—diizlem dagilmasi(distributionu) denir (Boothby 1986).

Tanim 2.5.3.(Integral Altmanifold) m— M manifoldunun C* n—diizlem distri-
butionu A olsun. N manifoldu M manifoldunun baglantili C**°alt manifoldu olmak
tizere V@) € U icin TpN C Ag oluyorsa N manifolduna n—diizlem distributionu A
nin integral altmanifoldu denir (Boothby 1986).

Teorem 2.5.2. m = (n + k)-boyutlu M manifoldu verilsin. A da M manifoldunun
n—diizlem distributionu olsun. Bu durumada T'M tanjant demetinin yap1 grubu

GL(m, R) den G = GL(n, R) x GL(k, R) alt grubuna indirgenebilir (Blair 1976).

. A0
Ispat: A€ GL(n,R), B € GL(k, R) olmak iizere a = ve
0 B

u=(P; X1, X, e, X, X1, oors Xnire) € L(M)

icin

ua = (P, [Xl,XQ, ,Xn] A, [Xn+1, ...’XnJrk:I B)

olarak tanimlayip Ornek.2.4.1 deki islemelerin benzerlerini yaparsak, standart lifi R"
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olan L(M) ye ilisik lif demetinin 7'(M) oldugunu goriilebilir. Burada

U : GL(n, R) x GL(k, R) — GL(m, R)
A0
0 B

(A,B) — U (A, B) =

seklinde bir doniisiim tnimlarsak ¥ nin grup monomorfizmi oldugunu gérmek kolay-

dir. Boylece M manifoldunun yap: grubunu GL(n, R) x GL(k, R) olarak gorebiliriz.
2.6 Hodge Yildiz Operatorii
Tanim 2.6.1.(Hodge Yildiz Operatorii) (V, @, F, +, ., ®) n-boyutlu vektor uzayi

ve bu uzayda ‘g’ de metrik olsun. Bu uzaym ortogonal bir tabamm {c!, o2, ..., 0"}

olarak alalim. Dolayisiyla A*V uzayimin bir tabani

{a“ AT AN 1 < (ig(l iy < n}

dir (Boothby 1986). A*V de bir ‘g,’ metrigi alahm. Biliyoruzki boyA®V =

dir. Simdi sabit bir A € APV i¢in S
Byt ATV s ATV
p—ha(p) = AAp
olarak tammhyalim. o = o' A 6? A ... A 0™ dersek
AN = gp(*X, p)o (2.6.1)

esitligini saglayan bir *A € A"PV elemani vardir. Burada

£ APV s APV

A — %A

doniistimii lineer bir doniigtimdiir. Bu yildiz doniistimiindeki ‘x’ operatoriine Hodge
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yildiz operatorii denir. Bu operator lineer oldugundan A = o A 0™ A ... A 0% olarak
alip incelememiz yeterli olacaktir. Kabul edelimki *\ = co'+! Ag2 A ... Ao®™ olsun.

(2.6.1) esitligi Vu € APV icin saglandigindan ozel olarak p = o7+ Ag»+2 A ... A o'

alirsak
AN = (6" AN2 A Ad?)A (g NPT A LA™
= glco™ NaPP2 AL NG o AP AL Ao
= cg(a™ Ao 2 AL Ao gt AoPTEN LA oo
= co
. 1 2 ...n
elde edilir. Ayrica 6 = olmak tizere
i1 G2 ... iy
AN = ("N A AT?)A (6P NPT A LA™

= sgn(@)c ANa® A ... Ao"

= sgn(f)o

esitligine ulagirniz. Boylece co = sgn(0) o esitliginden ¢ = sgn(f) esitligine ulagiriz.
Dolayisiyla
*\ = sgn(0)o» Ao A LA o™ (2.6.2)

olarak bulunur. Simdi *(xA) nin neye esit oldugunu aragtiralim.

o 1 2 . n—p n—p+1 ... n
Ip+1 Ipr2 - In 1 el
olmak tizere
x(*\) = sgn(0')o™ Ao A ... No™ (2.6.3)

olur. Burada A = 6 A g™ A ... Ao ve u = ot A o2 A A o' dersek

AA g = (=1)PO P AN
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dir. Dolayisiyla,

$(A) A ($X) = (=1)PIP (X)) A x(x))
CUA NG NG A LN = (1Pt A A gt At AL A o

sgn(@)c* Ao® A A" = (1P Psgn(@)ot Ao A ... Ao

dir. Son esitlikden sgn(') = (—1)?"Psgn() elde edilir. Bunu (2.6.3) de yerine
yazarsak *(*\) = (—=1)P("Psgn(f)o™ A o2 A ... Ao olur. (2.6.2) den

£(+X) = (=1)Pn=P) ) (2.6.4)
sonucuna ulagiriz . Ayrica tamimdan VA, p € APV olmak iizere

AN () = A (%)
oldugunu gormek kolaydir (Aubin 2001).

Sonug 2.6.1. VA € APV ve V¢ € A" PV igin A A ¢ = gp(*\, ¢)o ve oA A =
Gn—p(A, x¢)o dir. Boylece

Go(:A, 0) = (=17 g, (N, %9)

oldugunu gormek kolaydir.

Sonug 2.6.2. (V,®, F,+,.,®) n + 1-boyutlu vektér uzay: olsun ve bu uzaya bir ‘g’
metrigi koyalim. Bu uzaym ortogonal bir bazim {c!, o2, ...,0""!} alahm. Boylece
A"V uzaymmn bir bazi {0 A o2 A ... Aot i1 <y (ig(...(is < n} ve

n+1
boyA"V = =n+1

n
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olur. Burada Hodge yildiz operatorii

x: A"V — A"V
. . : . . . 2 ... n n+1
seklinde bir doniistimdiir. o"* Ac”?A...Ac*» € A"V i¢in =
11 12 ... 1p In+1
olmak iizere
x (0" Ao A Ao™) = sgn(f)o"
n+1 )
oldugunu biliyoruz. Boylece a; =) | ajio* € V vektorleri igin
i=1
n+1
ar ANag A .. Aoy, :Z 14, 02ip--ni, O NTZ N oA\ O™
i=1
olur ve
x(ap ANag Ao Aay) = Z sgn(0)a19(1)a20(2)---Ano(n) o t1)
0€Sn+1
n+1 ) )
esitligi elde edilir. Diger taraftan ) det(o, aq, g, ..., oy, )0’ degerini hesaplarsak
i=1
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
Z det(o*, a1, ag, ..., an)0" = Z det(o*, Z a;, o', Z 2,0, ..., Z Upi, 0" )0
i=1 i=1 i1=1 ia=1 in=1
n+1
= Z 14, A4y ---Apg, det(o’, o't 02, ... 0™ )0
0i15emrin=1
2 ... n n+1
olur. Burada 6 = dersek
R T
n+1
Z det(o', aq, g, ...,ap)0" = Z sgn(0)a19(1)a20(2) ---Ono(n) o t1)
i=1 0€Sh+1
olur. Boylece
n+1

(g ANag A oo A\ ay) :Z det(c", ay, g, ..., ) 0"
i=1
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esitligini elde ederiz. Bu esitligin bir sonucu olarak
x(og Nag Ao Nay) Laj (1=1,2,...,n)

diyebiliriz. Ciinkii

n+1 n+1
g (xlaaNas Ao ANay),05) = ¢ (Z det(o', a1, ag, ..., )0, Z ajk0k>
i=1 k=1

n+1
i ik
= g ajr det(c’, o, g, ..., ) 1 (U,U)
ik=1
n+1
i
= E aj; det(o", 0, ag, ..., )
i=1
n+1
i
= det(g aj;i0', 00, Qz, ..., Q)
i=1

= det(oj, a1, az, ..., )

=0
olur.Benzer gekilde
g1 (x(aa Nag A ... Nay), B) = det(B, ag, ag, ..., )
esitligini de kolayca ispatlayabiliriz.
Sonug 2.6.3. V nin dual uzay1 V* ve V* 1n dual tabani
() () o (7))
olsun. Bu boliimde notasyon olarak sapkali terimi yok sayacagiz. V vektor uzayinda
O = {ay, a9, .y 1, Oy Qi1 eeey Qi1 )

ciimlesi lineer bagimsiz olmak iizere, U = sp{ay, ag, ..., i1, @, Qiy1,y .oy Qpyq + der-
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sek (U, @, F,+,.,®) altilist V' nin bir alt vektor uzayidir. U nun keyfi bir baz

U = {ﬁl,ﬁg, ---,ﬁi_laﬁmﬁi—i—l? ’ﬁn}

olsun. Bu durumda

Wi = * ((0_7,)*) (617627 "'aﬁi—l?ﬁi?ﬁi—&—l’ 7671)

ve

w :E w;o"

i=1

olarak tanmimlayalim. Burada

123 .. i—1 i i+l .. n+1
i 1 2 i—2 i—1 i+1 .. n+1
= (1,4,i—1,..,3,2)

= (1,2)(1,3)(1,4)...(1,¢ — 1)(1,4)
olarak tamimlarsak
((0)) = sqn ((01)* A A (G A () A (0 A A (wﬂ)*)
_ (e ((01)* A A A () A (0 A A (wﬂ)*)

n+1

olur. Ayrica a; =3 a;;0" olmak tizere
i=1
’ i\ * N
w; = * ((U) ) (041;0427---;0%7170@, 04i+17---;04n+1)

= (D)"Y A A (09 A A (@) @y oy iy oy A1)

seklinde tanimlayalim. Burada sapkali terim olmayan terimdir. Boylece

1 2 3 .. 1—1 1 1+ 1 n+1
0(1) 0©2) 0@B3) .. 0G—1) i OG+1) .. ¢(n+1)
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dersek

ve

0'es!,

wi= (=" Z sgnd'. { <(00l(1))*(a1)) ((09'(1;,1))*(%—1))' }

(") (@11)) - () (ani) )

n+1

;wgai
(e g (7T )

— s z+1 az+1) ((09 (n+1) (Otn+1))

nzﬂ(_l)i—l ngn@’. (agan) - (agG-1)6-1) 5
i=1 0'es! (aof i+1 (z+1) (a0’(n+1)(n+1))

n+1

Z (=1)"""det(o", u, a2, ..oy A1, X1, oony Aip1)0°
=1

* (Oél Nag Ao N1 N (e7AN} VANPPRIAN Oén+1)

esitlikleri elde edilir. Diger taraftan ® bazindan ¥ bazina gecis matrisine A dersek

* ((0)") n—formu alterne oldugundam

ve

w; = % ((O-Z)*) ((1/1,(1/2, --wai—laa/;a it "'7an+1>
= (detA) * ((O-Z)*) (517527 "’J/Bi—17ﬁi7/8i+17 7/871)
= (det A)w;
n+1
W= Z wio?
=1
n+1
= detA Zw@-ai
=1
= (detA) w
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olur. Boylece

(detA)w = *((1/1/\042/\.../\()li_l/\()!i+1/\.../\04n+1)

= (det A)* (By A By Ao ABi_y ABi A By Ao A By)

ve

w=%(By APy A A By ABi A B Ao A By)

elde edilir. Sonug olarak her § € U igin

B=Y_\b;
i=1

yazabiliriz ve

9w, B) = G (By ABy A ABiy ABs A By Ao ABy) L B)
= qi(x (ﬁl/\62/\"'/\ﬁifl/\ﬁi/\ﬁz#l/\'”/\ﬁn)7Z>‘iﬁi)
i=1

= > NG (ByABo A ABiy ABi A Bt A A BL) L B)
=1
=0

olur. Boylece w € Ut oldugu goriiliir.

2.7 Flow, 1-Parametreli Grup ve Lie Tiirevi

Tanim 2.7.1.(Flow, 1-Parametreli grup) M bir diferansiyellenebilir manifold

olmak {izere,

o : MxR—M

(m,t) = o(m,t) = ¢, (1)
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doniigimii, m € M ve t,s € R igin
i) @(m,0) =m (2.7.1)

i1) p(e(m,t),s) = p(m,t+s) (2.7.2)

sartlarin sagliyorsa ‘¢’ ye M manifoldu iizerinde bir flow denir. Burada m ile ¢ nin
yerlerini degistirirsek 6;(m) = ¢,,(t) doniisiimiinii elde ederiz.(0;).c; ciimlesi bilegke
igslemine gore bir gruptur. Bu gruba 1-Parametreli grup denir. Ayrica burada

I C R ciimlesi de bir araliktir (Boothby 1986).

Tanim 2.7 .2.(integral Egrisi) 0, bir M manifoldu iizerinde 1-Parametreli grup
olsun. X € x(M) olmak tizere

db,

o (m) = X(6:(m)) (2.7.3)

sart1 saglaniyorsa 6, ye X vektor alaninin integral egrisi denir (Boothby 1986).

Tanim 2.7.3.(Lie Tiirevi) LxY vektor alanina X in Y yoniinde Lie tiirevi denir.

LxY Lie tiirevi VP € M noktasinda tamimlidir ve

(LxY)p =lim % [(0—¢)(Yo,(p)) — Y| (2.7.4)

t—0

olarak tanimlanir. Burada 6; 1-Parametreli grubu, X vektor alaninin integral egri-

sidir (Boothby 1986).

Tanim 2.7.4.(Lie Cebiri). gl = {V,®, R, +, -, x} bir reel vektor uzay1 olsun. gl

iizerinde bilineer operator

L]+ glxgl—gl (2.7.5)
(Xa Y) - [a] (X7 Y) = [X7Y]

olarak tanimlansin. Sayet bu operator
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i) [X,Y] =—1Y, X] (ters-simetrik)
i) [[X, Y], Z]+ Y, Z],X]|+[[Z,X],Y] =0 (Jacobi 6zdesligi) tzeliklerini sagliyorsa
[,] ye braket operatorii ve (gl,[,]) ikilisine Lie cebiri denir. Bu cebiri kisaca gl ile

gosteririz (Hacisalihoglu 2000).

Teorem 2.7.1. X ve Y vektor alanlar1 M manifoldu iizerinde C* ve f € C* (M, R)
olmak tizere

Lxf=X(f) (2.7.6)
(LxY)p = [X,Y]p (2.7.7)

dir (Boothby 1986).

Tanim 2.7.5.(Tens6r Alanlarinin Lie Tiirevi). M manifoldu iizerinde (¥, U) haritasini
alahm. X, U iizerinde C* vektor alani ve S € Tens®? (U) tipinde tensor alani olmak

tizere Vm € M igin

LS —lim % [(6-0)+(Soy(m) — o] (2.7.8)

t—0
olarak tanimlanir. Burada 6; 1-Parametreli grubu, X vektor alaninin integral egri-

sidir. Ayrica Tens®?(U) den kastinmiz

TensP)(U) ={ S :(TpU)* x ... x (TpU)* XTpU x ... x TpU p+q lineer R
D t;;e q‘t;ne

seklindeki lineer doniigiimler ciimlesidir (Boothby 1986).

Tanim 2.7.6.(Kontraksiyon Operatérii). Bir A € Tens®9(U) tensoriiniin ‘r’
yinci ve ‘s’ yinci elemanlar1 boyunca kontraksiyonu C7A € Tens®~19~1) () seklinde

bir diger tensordiir ve

T 1 r—1 r+1 P
CiA(a, ..., "™ ., aP 2y, o sy, Tspn,y oy T)

_ 1 r—1 _a _r+l
= Ao, ..,a" e a" ol X, 1, €0y Tty ey Tg)
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olarak tammlanir. Burada {e;}, ., climlesi x(U) uzaymm bir baz ve {e'},_;,

ciimlesi de x(U)* uzaylarinin dual bazidir (O’Neill 1983).

Ornek 2.7.1. a) w € TensOV(U),z € TensO(U) tipli tensorler olmak iizere
Clw®r = w(z) (2.7.9)

dir.
b) F € Tens®?(U), X € TenstO)(U) ve Y € TensHO(U) tensorler olmak iizere

Cl{(CIF®X)®Y)=F(X,Y) (2.7.10)
dir. Buna benzer pek cok 6rnek verilebilir.
Teorem 2.7.2. H € TensP9(U), K € Tens"*)(U) ve X € x(U) olmak iizere
Ly(HRK)=(LxH)® K+ H® (LxK) (2.7.11)

Lx(CTH) = C"Ly(H) (2.7.12)

dir (Kobayashil996). Burada (2.7.8) den Lie tiirevini hesaplamak kolay degildir.
(2.7.11) ve (2.7.12) denklemlerini kullanarak Lie tiirevini daha kolay hesaplayabiliriz.

Ornek 2.7.2. M bir diferansiyellenebilir manifold ve ‘g’ de M de (0,2) tipli bir
metrik olsun. Simdi VX,Y,Z € x(M) igin (Lxg)(Y, Z) degerini hesapliyalim.

Lx (C{((Clg@Y)® Z)) = CiLx ((C{g®Y)® Z)
= CH(Lx(CigY)®@Z+Ci(Clg®Y)® LxZ
= Cl(CiLx(gRY)®@Z+Ci{(Clg®Y)® LxZ
= Ci(Cil((Lxg) ®Y)® Z+ C{(Ci(g® LxY))® Z
+CH(Clg®Y)® LxZ
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(2.7.7), (2.7.9) ve (2.7.10) kullanilirsa

Lxg(Y,Z) = (Lxg)(Y,Z)+g(LxY,Z) +g(Y,LxZ)

= (LXQ)G/: Z) + g([X, Y] ,Z) + g([X, Z] 7Y)
dolayisiyla
(Lxg)(Y,Z) = Xg(Y, Z) — g([X,Y], Z) — g([X, Z],Y) (2.7.13)

formiiliinii elde ederiz.

Ornek 2.7.3. M bir diferansiyellenebilir manifold ve ‘n’ da (M) de (0,1) tipli bir
tensor olsun. VX, Y € x(M) igin (Lxn)(Y) degerini hesaplayalim

Lx(Clln ®RY) = C'lle(U ®Y)

= C/(Lxn)®Y +Cin® LxY
yine (2.7.7) ve (2.7.9) kullanilirsa

Lxn(Y) = (Lxn)(Y)+n(LxY)
= (Lxm)(Y) + (X, Y])

dolayisiyla
(Lxn)(Y) = Xn(Y) —n([X,Y]) (2.7.14)

elde edilir.

Ornek 2.7.4. M bir diferansiyellenebilir manifold ve ‘¢’ da x(M) de (1,1) tipli
tensor olsun. VX,Y € x(M) i¢in (Lx¢)(Y) degerini hesapliyalim.

Lx(Cll¢®Y) = C’lle(¢®Y)
= O}(Lx¢)®Y +Cl¢® LxY
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benzer gekilde (2.7.7) ve (2.7.9) kullanilhirsa

Lxo(Y) = (Lx9)(Y)+ ¢(LxY)
(X, 0(Y)] = (Lx¢)(Y)+8([X,Y])
olur. Boylece
(Lx¢)(Y) = [X,0(Y)] — o([X,Y]) (2.7.15)

sonucuna ulaglrlz.

Tanim 2.7.7.(Killing Vektor Alani). M bir diferansiyellenebilir manifold ve ‘g’
de M de (0,2) tipli bir metrik tensor olsun. VX,Y € x(M) icin (Leg)(X,Y) =0
oluyorsa & vektor alanina, ‘g’ metriginin Killing vektor alani denir (Kobayashi 1996).
Ornek 2.7.6. R? deki standart kordinat sistemini (21, z2) = (z,y) ve bu uzaydaki
metrigimizi ds* = da? + dy? olarak alalim. Bu metrigimize gore Killing vektor alan

da & = 51% + 52% olsun. Burada &' = ¢'(x,y) seklinde fonksiyonlardir. Ayrica

10
metrigimize karsilik gelen matris g, = ve g = (gaup) ' = dir. &
01 1
killing vektor alanini bulmak igin Vi, j € {1,2} i¢in(Leg) (5— 9z: Bz, ——) = 0 olmahdur.
(1.1.13) den
TS o€
L J = g
( ﬁg ; ( 8:)3 Gaj + 8931 g]a)
oldugunu biliyoruz. Bu denklemden
o 9 ~ (cadon | 06 O
Leg) (=—,—) = @ a
(60 () = Do (65 + G+ e
dgn |, O ' dgn | 0€° o¢?
_ 1 2 - 2
0 = (¢ 9z, | oy g1 + B, gu) + (§ Dy + Oy 1921+ 8:)31912)
o€t o€ 0&? 0&?
el oS 2 %
0_(§O+a 1+811) (§0+a 0+610)
o¢!
- 925
0 83:1
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o o¢!

olur. Boylece son esitlikden —— = 0 dir. Bengzer sekilde

or, or
o 0 o 0
Leg) (—— . —) = (Leq) (— . ——) =
(Leg) (s ) = () (s ) =0
esitliginden il + ai 0 ve (Leg) ( 0 i) esitliginden de 8—52 = 0 denklemi
& or | By 9\ ony Bz, B By
1 2
elde edilir. Bu {i¢ diferensiyel denklemi ¢ozersek, —— o =0 ise &' = € (y) ve aaiy =0
1 1 2
ise £ = £*(x) dir. Boylece ai + O;i = 0 egitligini afa;y) = _858539:) seklinde
1 2
yazabiliriz. Bu esitligin saglanabilmesi i¢in (%Tiy) = _858235) = c(sabit) olmasi

gerekir. Boylece £'(y) = cy + ¢y, €2(z) = —cx + ¢; ve
0 0
5 — (Cy + Cl)% + <—CI‘ -+ C2)a_y

olarak buluruz. Bu son egitligi diizenlersek

0 0 0 0

=c(y—=— — 2.7.1
g C(yax ay) +Cla +Cgay ( 7 7)
. ) 9 C prerge R 0 6 0
dir. Dolayisi ile R* deki Killing vektor alanlar (y— — cz—), — dir. Simdi
ox oy’ Or 8y
£ = yag — azaﬁ Killing vektor alanina karsilik gelen bir parametreli gruba
Z Y

0, = (01(t),02(t))

dersek ‘;—it(m) — £(0,(m)) denkleminden (01 (t),0s (t)) = (B2(t), —01(t)) esitligine
ulagiriz. Bu egitlikden 91 (t) = 05(t) ve 92 (t) = —64(¢t) dir. Dolayisiyla él (1) :ég
(t) = —04(t) ise él (t) + 61(t) = 0 ve benzer sekilde ég (t) 4+ 02(t) = 0 diferansiyel

denklemini elde ederiz. Bu iki diferansiyel denklemi c¢tzersek

01(t) = Acost+ Bsint

02(t) = Ccost+ Dsint
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¢Oziimiinii elde ederiz. 6, (t) = 05(t) esitliginden

—Asint+ Bcost = Ccost+ Dsint
(A+ D)sint+ (B —C)cost = 0

olur. {sint,cost} ciimlesinin lineer bagimsizhigindan D = —A ve B = C' elde edilir.
Boylece 0, = (Acost+ Bsint, —Asint + B cost) bir parametreli grubu elde edilir ve

I C R olmak iizere

0 : IxR>— R?

(t,(x,y)) — O0i(z,y) = (zcost + ysint, —xsint + y cost)
olur. Burada 6,(m) = ¢,,(t) esitliginden

cost  sint T
P (t) = .
—sint cost Y

flowu elde edilir. Bu flow bize ¢ vektor alaninin donme yaptirdigini soyler.

0
Benzer sekilde & = 2 alirsak bu vektor alanina kargilik gelen bir parametreli grubun
x

‘9t<x7y) = (.I‘,y) + <t7 0)

0
oldugu goriiliir. Bu ise ox ekseni boyunca 6telemedir. £ = EN killing vektor alanini
ele alirsak, benzer iglemler sonucunda 6;(x,y) = (z,y) + (0,t) olur. Bu ise oy ekseni
boyunca ttelemedir. Boylece R ? de metrigi koruyan doéniistimler dénme, Steleme ve

yansimalardir.
2.8.Koneksiyon ve Egrilikler

Tanim 2.8.1.(Koneksiyon). Diferansiyellenebilir bir M manifoldu iizerinde

D x(M) x x(M) — x(M)
(X,Y) — D(X,Y) = DxY
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seklinde tamimlanan doniigiim, Vf, g € C*°(M, R) igin

1 : Dx+X/Y:DXy+Dle
2 Dx<Y—|—Y/):DXy+DXy/
3 Dny:fDXy

4 : DxgY =gDxY + X(g9)Y

sartlarii sagliyorsa, D ye M iizerinde bir afin koneksiyon denir (Hacisalihoglu 2004).

Teorem 2.8.1. H € Tens®?(U), K € Tens®9)(U) ve X € x(U) olmak iizere

Dx(H® K)=(DxH)® K+ H® (DxK) (2.8.1)

Dx(CTH) = C"Dy(H) (2.8.2)

dir (Kobayashil996).

Ornek 2.8.1. M bir diferansiyellenebilir manifold ve ‘¢’ de x(M) de (1,1) tipli bir
tensor olsun. VXY € x(M) i¢in (Lx¢)(Y') degerini hesaplayalim.

Dx(qub@Y) = C%Dx(qb@Y)
= C{(Dx¢)®Y +Cl¢® DxY

benzer sekilde (2.7.7),(2.8.1) ve (2.8.2) kullanilirsa
Dx¢(Y) = (Dx¢)(Y) + ¢(DxY)

olur. Boylece

(Dx)(Y) = Xo(Y) — ¢(DxY') (2.8.3)

sonucuna ulaglrlz.

Ornek 2.8.2. M bir diferansiyellenebilir manifold ve ‘g’ de M iizerinde (0,2) tipli
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bir metrik olsun. Simdi VX,Y,Z € x(M) i¢in (Lxg)(Y, Z) degerini hesaplayalim.

Dx (C{((Clg®Y)® Z)) = C|Dx((Cig®Y)® Z)
= C}/(Dx(Clg®Y)®Z+CH{CigRY)® DxZ
= Cl(CiDx(g®Y))®Z+CH{CigRY)® DxZ
= Ci(Ci((Dxg) ®Y)® Z + C1(Ci(g® DxY)) ® Z

+C1(Clg®Y)® DxZ
(2.7.7),(2.8.1) ve (2.8.2) kullanilirsa

Dxg(Y,Z) = (Dxg)(Y,Z)+g(DxY,Z) +g(Y,DxZ)

= (Dxg)(Y,2) +9(DxY, Z) + g(Y, Dx Z)
olur. Boylece
(Dxg)(Y,Z) = Xg(Y,Z) — g(DxY, Z) — (Y, Dx Z) (2.8.4)

formiiliinii elde ederiz. Bununla ilgili daha pek ¢ok 6érnek verebiliriz.

Tanim 2.8.2.(Torsiyon Egrilik Tensorii) Diizgiin bir M manifoldu iizerinde Tor-

siyon egrilik tensoriinii,

T x(M) x x(M) — x(M)
(X,Y)— T(X,Y) = DxY — Dy X — [X,Y]

olarak tanimlariz (Hacisalihoglu 2004).
Teorem 2.8.2. Herhangi bir Rimannian veya yari Rimannian manifoldda Torsiyon
egrilik tensorii 6zdes olarak sifira esittir. Yani, VXY € x(M) igin T'(X,Y) = 0 dur.

Bunu biz Tp = 0 olarak da ifade edebiliriz (O.Neill 1983).

Teorem 2.8.3. g bir metrik olmak {iizere herhangi bir (M, g) manifoldunda Dg = 0
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ve Tp = 0 olacak sekilde, M {izerinde bir tek D koneksiyonu vardir (O.Neill 1983).

Ispat: Dg = 0 olduguna dikkat edersek (2.8.4) den, VXY, Z € x(M) icin
Xg(Y, 2) = g(DxY, Z) + g(Y, Dx ) (2.8.5)

oldugu goriiliir. Ayrica Tp = 0 ise VX,Y € x(M) i¢in [X,Y] = DxY — Dy X dir.
Dolayisiyla,

Xg(Y,Z) = g(DxY,Z)+g(Y,DxZ)
Yo(X,Z) = g(DyZ,X)+g(Z,DyX)

Z9(X,Y) = g(DzX,Y)+g(X,DzY)
esitliklerini elde ederiz. Burada ilk ikisini toplayip iigiinciisiinii ¢ikarirsak

Xg(Y,Z)+Yg(X,Z) - Zg(X,Y) = g(Y,DxZ — DzX)+g(DyZ — DzY,X)
+9(DxY + Dy X, Z)

sonucuna ulaginiz. Dy X = DxY — [X,Y] esitligini gz 6niine alip bu son esitligi

diizenlersek

29(DxY,Z) = Xg(Y,Z)+Yg(X,Z)— Zg(X,Y) +g([X,Y],Z) (2.8.6)
—9(1X, 2],Y) = g(IY, 2], Z)

elde edilir. (2.8.6) formiilii metrik ile koneksiyonun birbiri ile baglantili oldugunu
gosterir. Simdi kabul edelim ki M iizerinde D'g = 0 ve Tp = 0 kosullarimi saglayan
bagka bir D’ koneksiyonu olsun. Benzer sekilde bu koneksiyonun (2.8.6) esitligini

saglamasi gerekir. (2.8.6) esitliginin ikinci tarafi koneksiyondan bagimsiz oldugundan

290(DxY, Z) = 29(DyY, Z)
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olmalidir. Boylece

29(DxY — DYY,Z)=0ve 29((D — D) (X,Y),Z) =0

elde edilir. Metrik nondejenere oldugundan ve bu son esitlik VZ € y(M) i¢in sag-
landigindan (D — D')(X,Y) = 0 dir. Doniigiim tamimindan D — D’ = 0 olur.
Dolaywsiyla D = D’ sonucuna ulagiriz. Bu da bize koneksiyonun tekligini soyler.

(2.8.6) kosulunu saglayan bu koneksiyona Levi-Civita koneksiyonu denir.

Tanim 2.8.3.(Riemanian Egrilik Tensorii). Diizgiin bir M manifoldu iizerinde

afin koneksiyon D olsun.

R:x(M) x x(M) x x(M) — x(M)
(X,Y,Z) — R(X,Y)Z = DxDyZ — DyDxZ — Dixy\Z

(2.8.7)

selinde tanimlanan (1,3) tipindeki tensore Riemannian egrilik tensorii denir (Hacisa-

lihoglu 2004).

Tanim 2.8.4.(Riemanian-Christoffel Egrilik Tensorii). ¢ bir metrik olmak

tizere diizgiin bir M manifoldu iizerinde

R x (M) x x(M) x x(M) x x(M) — C*(M, R)

- (2.8.8)
(X,Y,Z,W) — R(X,Y,Z,W) = g(R(X,Y)Z,W)

seklinde tanimlanan (0,4) tipindeki tens¢ére Riemannian-Christoffel egrilik tensor

alani denir (Hacisalihoglu 2004).

Teorem 2.8.4. E, diizgiin bir M manifoldu iizerinde Riemannian egrilik tensor

alani olsun. Bu durumda,

)R(X,Y,Z,W) = —R(Y,X,Z,W)

2)R(X,Y,ZW) = —R(X,Y,W,Z)

BR(X,Y,Z,W) = R(Y,X,W.2)

o1



esitliklerini saglar (Hacisalihoglu 2004).

Tanim 2.8.5.(Kesitsel Egrilik). Diizgiin bir M manifoldu iizerinde afin konek-

siyon D olsun.

Ko x(M) x x(M) — x(M)
g(R(X,Y)Z, W) (2.8.9)

(X,Y) — K(X,Y) =

seklinde tanimlanan doniigiime kesitsel egrilik (Sectional curvature) denir. Burada
AP(X)Y) = (X, X)g(Y,Y) — g(X,Y)? ifadesi alan elementinin karesidir (Hacisalih-
oglu 2004).

Teorem 2.8.5. K, diizgiin bir M manifoldu iizerinde kesitsel egrilik olsun. Bu

durumda ad — be # 0 olmak iizere, Va,b € R ve VX,Y € x(M) igin

K(aX +bY,cX +dY) = K(X,Y)

dir (Hacisalihoglu 2004).

Sonug 2.8.1. M manifoldu iizerindeki vektor alanlar uzayr x(M) ve {Xo, Yo} li-
neer bagimsiz vektor alanlar1 olmak iizere m = sp { Xy, Yo} C x(M) olsun. boym = 2
oldugundan, lineer cebirden biliyoruzki 7 diizleminin bir baz1 { Xy, Yy} dir. Dolayisiyla,
VX,Y € x(M) igin Xy = aX + bY ve Yy = c¢X + dY olacak sekilde a,b € R vardir.
{Xo, Yo} lineer bagimsiz oldugundan ad — be # 0 olmasi gerektigini gérmek kolaydir.
Teorem.2.8.5 den

K(Xo,Yy) = K(aX +0bY,cX +dY)
= K(X,Y)

elde edilir. Bu ise bize kesitsel egriligin bir diizlemdeki vektorlerin segilisinden bagim-
siz oldugunu gosterir. Yani, kesitsel egrilik her diizleme bir sabit karsilik getirir. Bu

yiizden VP € M noktasindaki kesitsel egriligi 7p = sp{Xp,Yp} olmak iizere K(7p)
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olarak da gosterebiliriz.

Teorem 2.8.6. Sabit kesitsel egriligi ¢ olan uzaylarda VXY, Z € x(M) igin
RX,Y)Z =c(g9(Y,Z2)X —g(X,2)Y) (2.8.10)
dir (Yano 1984).

2.9 Yari-Riemann Alt Manifold ve Sonlu Tipde Egriler

Tanim 2.9.1.(Yari-Riemann Alt Manifold) m- boyutlu M;" manifoldunun in-

deksi ‘p’ ve n- boyutlu N manifoldunun indeksi ‘g’ olsun. Sayet

[N — M)

dontiglimii bir izometrik immersiyon ise N, manifolduna A" manifoldunun yari-
Riemann alt manifoldu denir. M* manifoldunda ‘G’ metrigi ve ;' alt manifoldunda

ise ‘g’ metrigi tanimh olsun. Boylece VX, Y € x(N]') igin

9(X,Y) = G (f.(X), f+(Y))

dir (Blair 1976).

Tanim 2.9.2.(Sekil Operatorii) N manifoldu M" manifoldunun yari-Riemann
alt manifoldu olsun. M deki metrik ‘G’ ve bu metrige karsiik gelen Levi-Civita

koneksiyon V olsun. ¢ € X(N;)L olmak {izere

At x(N7) — x(Ng)
X — Ag(X)=-Vx¢

seklinde tanimlanan A, lineer doniigimiine { normal vektor alanina karsihk gelen

sekil oparatorii (Weingarten doniigiim) denir (O.Neill 1983).
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Tanim 2.9.3.(Ikinci Temel Form) N, manifolduna M;" manifoldunun yar-

Riemann alt manifoldu olsun. VX,Y € x(N}) i¢in

hs X(N2) % X(N7) — x(N2)

q

(X,)Y) —h(X)Y)

olarak tammlanan simetrik bilineer ‘A’ doniisiimiine N nun ikinci temel formu

denir (Chen 1973).

Teorem 2.9.1. N/ manifoldu M;" manifoldunun bir yari-Riemann alt manifoldu
olsun. M manifoldundaki ‘g’ metrigine kargihk gelen Levi-Civita koneksiyonu V ve
N7 Sasaki uzaymnda ‘G’ metrigine kargilik gelen Levi-Civita koneksiyonu da V olsun.

Boylece VX, Y € x(N7) Gaus formiilii

VxY =VxY +h(X,Y) (2.9.1)
ve VX € x(N"),V & € x(NJ)* igin Weingarten formiilii

Vx& = —Ae X + Dxé, (2.9.2)

dir (Chen 1973).

Tanim 2.9.4.(Ortalama Egrilik Vektoér Alan1) N7 manifoldu M;" manifoldunun
yari-Riemann alt manifoldu olsun. N . manifoldunun ortonormal bir bazi {e; e; ..., e, }

olsun. Burada ¢; = g(e;, e;) = £1 olmak iizere
H=13 cfene)
=- ill\€i, €
L

seklinde tammh H vektor alanina N manifoldunun ortalama egrilik vektor alam
denir. Sayet H = 0 ise N manifolduna M" manifoldunun minimal alt manifoldu

denir (Kocayigit 2004).

Tanim 2.9.5(Laplace Operatérii) N} manifoldu M}" manifoldunun yari-Riemann
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alt manifoldu olsun. N . manifoldunun ortonormal bir tabam {e; es,..., €,} ve burada
gi = g(ei,e;) = +1 olmak tizere M deki ‘G’ metrigine karsihk gelen Levi-Civita
koneksiyonu V , N, deki ‘g’ metrigine karsilik gelen Levi-Civita koneksiyonu V ol-
mak iizere VV € x(NJ')* igin

n

AV => & (Vv,eV = Ve, Ve, V) (2.9.3)

1 7
i=1

dir. Sayet f € C*(N7, R) ise f fonksiyonunun Laplasiyeni

Af =) e ((Vee)f —eeif) (2.9.4)
=1
olur (Kocayigit 2004).

Tanim 2.9.6.(Sonlu Tipde Egriler) M manifoldu kompakt C* Riemanian man-
ifold olsun. C*°(M) de M deki diizgiin (smooth) fonksiyonlarin ciimlesi olsun.
C>® (M) iizerinde eliptik self-adjoint diferansiyel operator olan A Laplace opera-

toriiniin karakteristik degerlerinin kiimesi
spec(M) = {0 = MM (... (... T o0} (2.9.5)

olsun. A Laplace operatoriiniin k yinc: karakteristik degeri olan )\, ya karsilik gelen

karakteristik uzay

Vi ={f € C%(M): Af = A f}

olur. Burada V} sonlu boyutludur. dV hacim elementi olmak tizere C*°(M) de i¢
¢arpimi

(f,9) =/ fgdv (2.9.6)

olarak tamimlayabiliriz. Boylece Vf € C*°(M) icin bu fonksiyonun spektral ayrigimi

f :Z fo, Afi=Mfi (2.9.7)

t>0
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olarak diisiinebiliriz. Bunu bir izometrik immersiyona uygularsak
x:M— E™

bir izometrik immersiyon olsun. Burada z in koordinat fonksiyonlar1 A = 1,....m
icin x4 ise x = (z1,...,%,,) olarak yazabiliriz. Burada
g4

Ta—(za)g =) (za), (2.9.8)

t=pa
olmak iizere py = {inft : (z4), # 0} ve g4 = {supt : (x4), # 0} olarak tanimlaniyor.
Eger p =inf{pa}, ¢ =sup{qa}, zo sabit bir vektor ve

e M — E™

dontigiimleri de sabit olmayan diizgiin(smooth) doniistimler iken (2.9.8) iin spektral

ayrigimi

q
T — o :Z (),, Azy= My (2.9.9)
t=p

olur. Burada ¢ sonlu ise E™ de M ye sonlu tipte alt manifold denir. (2.9.9) deki
spektral ayrigimda x; lerden k tane varsa E"™ de M ye k-tipte alt manifold denir
(Baikousis 1994).
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3. KONTAK MANIFOLDLAR

3.1 Kontak Manifold ve Genis Anlamda Kontak Manifold

Tanim 3.1.1.(Kontak Manifold) Bir 2n+1-boyutlu C* differansiyellenebilir
M manifoldu verilsin. Sayet bu manifold tizerinde verilen 7 1-formu M nin her

noktasinda

nA(dn)"#0

oluyorsa, n ya kontak form (M, n) ya da Kontak manifold denir (Blair 1976).

Sonug 3.1.1. V bir vektor uzay1r ve V* da V nin dual uzay1 olmak iizere AV*
Grassman cebiri tanimlanabilir. Burada 6 kuadratik form olmak iizere sayet 6" # 0

ve 0" = 0 ise rankf = 2r dir. Ayrica

Vo={XeV:V¥WWeVoX,Y)=0}

olarak tamimlarsak

rankf = boyV — boyVy

oldugunu goriiriiz (Yano 1983). Kontak manifold tanmimina bakarsak (dn)™ # 0 ve
(dn)™*™ = 0 dir. Burada 7 = n, rankf = 2n ve boyx(M) = 2n + 1 olur. Ayrica

Do = {X € x(M) : VY € x(M),dn(X,Y) = 0}

dersek boyDy = 1 oldugunu goriiriiz. Kabul edelimki 0 # X € Dy igin n(X) = 0
olsun. X € Dy i¢in tabana tamamlama teoreminde x(M) in bir {X, Y7, ..., Y5, } sek-
linde tabani vardir. Burada(n A (dn)™) (X, Y1, ..., Ya,) = 0 oldugunu gérmek kolaydir.
Bu ise n A (dn)™ # 0 olmasiyla geligir. Boylece X # 0 igin n(X) # 0 dir. Sonug
olarak her Y € x(M) i¢in dn (Y, £) = 0 ve n (§) = 1 olacak sekilde bir tek £ € x (M)
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vardir. Bu vektor alanina karakteristik vektor alanmi diyoruz.

D = {X € x(M): 5 (X) =0}

ciimlesine M manifoldunun kontak dagilimi (distribution) denir. x(M) vektor
uzay1 2n + 1 boyutlu oldugundan y(M)* 2n + 1 boyutludur. Bu iki dual vektor
uzaylarmin, sirasiyla, {£, X1, ..., Xon} ve {1, 14, ..., 05, } dual tabanlar1 vardir. Boylece
i=1,2,..2n igin n(X;) = 0 ve {Xy, ..., Xo,} C D dir. Burada D = sp{Xy, ..., Xo,}
oldugunu gormek kolaydir. Dolayisiyla boyD = 2n olur.

Sonug 3.1.2. 7 formu M iizerinde kontak form oldugundan D iizerinde (dn)" # 0
dir. Boylece dn 2-formu D iizerinde non-dejenere, anti smetrik bir bilineer form olur.

Ciunkit X,Y € D igin

—_

dn(X,Y) = S (XnY) = Yn(X) —n(X,Y])

[\)

1
= —n(x.Y)
oldugundan dn nin anti simetrik oldugu aciktir. X € D ve her Y € D igin
dn(X,Y)=0
iken kabul edelimki X # 0 olsun. boy D = 2n oldugundan D uzayinin bir
{Xa }/:la ) Y(2n71)}

baz1 vardir. Fakat burada (dn)" (X Y1, ., Y(gn,l)) = 0 oldugu goriiliir. Bu ise bir

geligkidir. Dolayisiyla X = 0 ve dn 2-formu D iizerinde non-dejenere olur.

Sonug 3.1.3. (M, n) kontak manifoldunda dn 2-formu D dagilim iizerinde nonde-

jenere, anti smetrik bilineer form oldugunu biliyoruz. Boylece her P € M noktasinda

dT]ZDpXDPHR

o8



bir simplektik yapi (simplektik form) olur. Ayrica Darboux teoreminden her P € M

noktasi icin,

(xlax% <oy Ty Y1, Y2, ---;ymz)

koordinat fonksiyonlari ile verilen n 1-formu

= (@) (dz— Z yidiﬂz)

olacak sekilde bir (U,, ¢,) haritasinin var oldugunu biliyoruz. Boylece dn 2-formu

dn = (p,) (Z dz; A dyz)

olur. ¢, (U,) =V, C R" olmak iizere Q = ¢, (P) € V,, noktasindaki teget uzaymn

tabani

i| i| i| i| i‘ i| ﬁ|
0x Q’&Ug Q"”’axn Q’ayl Q’ay2 Q”"’ayn @y, @

dir. Burada

_ 0 0 _ 0
EiP - (9004)*1 (ax + (Q)@ |Q) JEnJriP - (90(1)*1 <ay ‘Q) ve

& = (P (% |Q>

{E1P7 EZPa teey EQnPa f}

dersek

ciimlesi Tp(M) uzaymin bir tabamdir. Ayrica

1) = (dz—zyzda:)( e (310))
S (2]
-~ (dz—Zyzde (— |Q)

=1
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ve her X € x(M) icin

MXE = (g) (Z da; A dy@-) (e (5 10))
- (z doi A dyZ) (0. 0. (0. 0 )7 (3 1o))
. (Z dai A dyi) (2. (0. 3 1e)

=0

oldugundan ¢ € y(M) karakteristik vektor alamdir. Boylece 1 < k,1 < n i¢in

& 0 0 0 0
dn (Exp, Eip) = (E da; /\dyi) <% o +3i(@) 5 loy 5~ lo +4i(@) 7~ |Q)
i=1 4 i

=0
olur. Benzer sekilde 1 < k,1 < n i¢in
dn (Exp, Ep) = dn (E(n+k)P= E(n+l)P) =0 ve dn (EkP7 E("+l)P) = Ok

dir. Boylece {Eip, Fap, ..., Eopp} ciimlesi Dp dagilmimin kanonik simplektik ta-

banidir. Bu tabana karsilik gelen matris de

0 I,
Jo =
-1, 0
olur. Sonug olarak her X,Y € Dp igin
dn(X,Y) = X' LY (3.1.1)

dir (Ata 2004).

Tanim 3.1.2.(Genis Anlamda Kontak Manifold) M?"™! diferansiyellenebilir
manifold ve kontak doéniisiim kiimesi olan I' Ornek 3.1.1. deki gibi olsun. Sayet

M*+1 i 6rten {U, } agik ciimlelerin ailesi ve f, : U, — V,, C R?>*™! homeomorfizimler
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Va, 3 igin fo o fz' tammh iken f, o f3' € I' oluyorsa M>*™ diferansiyellenebilir
manifolduna genis anlamda kontak manifold (contact manifold in the wider

sense) denir (Blair 1976).

Tanim 3.1.3.(Genis Anlamda Kontak Yapi) M?""genis anlamda kontak

manifold olsun.” {(U,, fa)} ve {(Us, f5)} ciimleleri M?"*! iizerinde birer atlas olmak
tizere " {(Ua, fa)} ~ {(Us, f5)} ancak ve ancak fgo f,! tammh iken fzo f;' €T
oluyorsa” bagintisi bir denklik bagintisidir. Bu denklik bagintisinin denklik siniflarina

M?*+1 iizerinde genig anlamda kontak yapi(contact structure in the wider sense

on M?"*1) denir (Blair 1976).

Sonug 3.1.4. Darboux teoreminden gorebilirizki her kontak manifold genig anlamda

kontak manifoldur. Fakat bunun tersi dogru degildir (Blair 1976).

Ornek 3.1.1. M?"*! = R™! x PR™ carpim manifoldu genis anlamda kontak mani-
folddur, fakat kontak manifold degildir. Neden? R™"! deki koordinatlar (z!, 2, ..., z"™1)
ve PR" reel projective uzaymdaki homojen koordinat komsgulugunu (1, ta, ..., t,11)
alalm. M?"*!deki bir agk ortiiytt {U; : ¢; #0(i = 1,2,...,n+ 1)} secelim. U; deki

1-form 7, yi
n+1

1 .
—— E !
m=7 2. tidx

T .

t .
olarak tammlarsak 7, A (dn,)™ # 0 ve n;, = t_j;nj dir. Boylece Vn icin M?"*! manifoldu
genis anlamda kontak yapiya sahiptir. Fakat biliyoruzki PR" manifoldu n cift iken
yonlendiremezdir. Dolayisiyla M2 = Rt x PR"™ manifoldu da yonlendiremez
olur. Sonug olarak M?"*! kontak yap1 tasimaz (Blair 1976).

Tanim 3.1.4. M?*""! manifoldunu &rten {U,} acik ciimlesi ve U, komsulugu

acA
tizerinde lokal olarak tanimh n, Kontak formlar ile elde edilen genig anlamda Kontak

yap1 6 olsun. m € U, noktasmnda TM?***! nin D alt demetinin D,, lifi

Dy = { Xy € Tn(M*™) : 0o (X,) = 0}
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olarak tanimlanir (Blair 1976).

Sonug 3.1.5. 7, ve 1y formlan sirasiyla U, ve Us iizerinde kontak form olsun.
Boylece D,, iizerinde (dn,)" # 0 ile (dnﬂ)n # 0 ve dn, ile dng 2-formlarinm D,,

tizerinde nondejenere, anti smetrik bilineer form oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla

Na = Aag M3

olacak sekilde U, N Uj tizerinde sifir olmayan A,z fonksiyonu vardir. Boylece
d'fla = d)‘aﬂA UJ] + )‘aﬁ d UK]

olur. Burada 74 1-form oldugundan nzAng = 0 ve n,Adn, = )\iﬂ ngAd ng olur.

islemi boyle devam ettirirsek

o (dne)" = Nof' mA (d )"

oldugu goriiliir. Ayrica )\Zgl fonksiyonunun bu iki komsgulugunun, koordinat fonksi-

yonlarinin jakobian matrisinin determinantina egit oldugunu gostermek kolaydir.
Yani (Ua, ¢,), (Up, @) koordinat komguluklar: icin det J(@gop, ') = )\Zgl dir. Sayet
M2 ve n cift ise )\Zgl fonksiyonu daima pozitiftir. Boylece D vektor demeti yon-
lendirilebilirdir. n tek iken Gray (Gray 1959) makalesinde M?"*! yonlendirilebilir
olsa bile D vektor demetinin yonlendirilebilir olamayabilecegine dair érnek vermistir

(Blair 1976).

Ornek 3.1.2. J.Martinet 1971 yilinda 3-boyutlu her kompakt (Tikiz) manifoldun
kontak yapi tasiyacagimi gostermistir (Martinet 1971). T3 = R3/27Z3 (3-boyutlu
Torus) manifoldunun S* x S x S! carpim manifolduna difeomorfik oldugunu biliy-
oruz. S' cemberi kompakt oldugundan 7 3-boyutlu Torusu da kompaktir. Boylece

T3 Torusu iizerinde bir kompak yap1 oldugunu soyleyebiliriz.

T3 ~ St x 81 x St
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oldugundan
T3 ~ {( . . . . 6
~ {(cos x1,sin x1, COS Tq, Sin g, COS T3, Sinx3) : T1,x2,23 € R} C R

seklinde yazabiliriz. R® = {(y1,¥2, Y3, Ya, Y5, Y6) : Y1, Y2, U3, Ys, ¥, Y6 € R} uzaymda

1-formu

w = —YYsdyr + Y1Ysdys — YaYsdys + Y3Yedys

olarak tanimlar ve w min T iizerine kisitlamsina 1 dersek

n o= w|r
— sin? 2y cos z3dry + cos® 1 cos xydry + sin? o sin 23dzy + cos? s sin z3dxs

= cosxzdr) + sin rzdxsy
olur. Boylece n nin T° iizerinde 1-form oldugunu goriiriiz. Ayrica
dn = —sin xsdrsAdr, + cos rzdrsAdz,
oldugundan

nAdn = (coszzdr; + sinzzdry) A (— sin zzdrsAdry + cos xzdrsAdzs)
= cos? zydri AdrsAdxs — sin® zsdraAdrsAdx,

= —dl’lAdl’gAdZBQ

elde edilir. Boylece her P € T? igin nAdn # 0, n bir Kontak form ve (T3,7) da

Kontak manifoldtur.

Teorem 3.1.1. 2n+ 1 boyutlu yonlendirilebilir M manifoldu genig anlamda Kontak
manifold ve n ¢ift ise Kontak manifolddur (Blair 1976).

Ispat. M manifoldu yonlendirilebilir ise Teorem 2.5.5. den TM de vektor demeti

olarak yonlendirilebilirdir. n ¢ift oldugudan D de vektor demeti olarak yonlendirilebilir
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oldugunu Sonug 3.1.5. de gostermistik. Boylece T'M /D

TM/D = PgM{Anger:)\eR}
S, (PG A e R)
= {(P,Xp): P € M,)\ € R}

boliim demeti de reel dogru demeti olarak yonlendirilebilirdir. Boliim demeti, reel
dogru demeti olarak yonlendirilebilir oldugundan yap:1 grubunu (GL(1, R) ~ R, .) gu-
rubundan (GL*(1,R) ~ R*,.) altgurubuna indirgeyebiliriz. Boylece TM /D boliim
demeti hi¢ bir noktada sifir olmayan bir cross section kabul eder. Diger bir ifadeyle
M manifoldunun her bir U, komsulugunda S, lokal kross seksim (cross section)
N,(Sa) = 1 olacak sekilde tanmimlayabiliriz. Her noktada S, ve S kross seksinlari

(cross section) sifir olmuyorsa S, = h,S olacak sekilde U, iizerinde her noktada

sifir olmayan h, = fonksiyonu vardir. Boylece U, iizerindeki bir n 1-formunu

1
14(5)

1n = hqan, olarak tanimlarsak M iizerinde bir 1-form tanimlamis oluruz. Ayrica

dn = dho A1, + hadn, ve n = han, oldugundan

n A (dn)" = (ha)" 14 Adng # 0

elde edilir.

Teorem 3.1.2. M?*! manifoldu R?"*? tklid uzaymm regiiler hiperyiizeyi olsun.
Bu durumda

,L':M2n+1 N R2n+2

diizgiin hiperyiizey immersiyonu vardir. Ayrica kabul edelimki M?"*! manifoldunun
her noktasindaki tanjant uzay orijin noktasin icermesin. Yani her P € M icin

TpM N {0} = 0 olsun. Bu durumda M?"*! manifoldu kontak yap: tagir (Blair 1976).

Ispat. R*"*? de (11,2, ..., Toani2) kartezyen koordinatlar ve

a = x1dTy — Todw1 + ... + Top1dTont2 — Toni2dTont1
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olsun. Boylece

do = 2 (dZL’lAdI’Q + ...+ dZL’Qn+1AdI’2n+2)

ve

2n+1
al ()" = 2"7'nl Y (=1)'7  aidry AdwoA.dai g Adaig A Admn i Adayy
i=1

2n+1

= 2" 1pl Z x; % (dx;)
i=1

olur. xy = (3:10, L0y +ee) x(2n+2)0) noktasinda M nin tanjant uzayimnin lineer bagimsiz

Vi, Va, ..., Va1 vektorlerini alahm. Hodge yildiz operatorii * olmak iizere

olarak tamimlayalim. w = (w1, ws, ...,wan12) dersek Sonug 2.6.2. den w vektorii M

nin normalinde oldugu goriiliir. Diger yandan
(aA (da)™) (Vi, Va, ..., Vapg1) = 2" tnlg(zg, w)

esitligini kolayca elde edebiliriz. M*"*! manifoldunun her noktasindaki tanjant uzay

orijin noktasini icermediginden, her xz, € M?"*! noktas: icin
al (da)" #0
dir. n = 7* (a) dersek 7 doniigiimii M?*"*1 de bir formdur ve

nA (dn)" = i (A (da)”)
£ 0

olur. Boylece (M?""! n) kontak manifolddur.
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Sonug 3.1.5. R*™2 uzayinda
S2n+1 = {(ZL’l,I’Q, ceey ZL’Qn+2) € R2n+2 . (ZL’1)2 + ($2)2 + ...+ ($2n+2)2 = 1}

kiiresi ve PR?*"*! projektif uzay1 Teorem 3.1.2. nin sartlarim saglar. Dolayisiyla bu

iki uzay kontak manifolddur.

Teorem 3.1.3. (M?"*! n) kontak manifold olsun. Bu durumda 7" (M?**!) tanjant

demetinin yap1 grubu U(n) x 1 grubuna indirgenebilir (Blair 1976).

Ispat.T (M?*!) tanjant demetinin yap1 grubunu GL(2n + 1,R) den O(2n + 1)
grubuna indirgeyebildigimizi gostermistik. M?"*! kontak manifold oldugundan man-
ifold olarak yonlendirilebilirdir. Boylece T (M?"*!) tanjant demeti de vektor demeti
olarak yonlendirilebilirdir. Yani yap1 grubunu GL(2n+ 1, R) den GL*(2n+1, R) ye
indirgeyebiliriz. Son iki 6nerme yapi grububnun, GL(2n + 1, R) den

SO2n+1,R)={AcO@2n+1):det A=1}

grubuna indirgeyebilecegimizi soyler. Ayrica M?"*! manifoldunun 2n boyutlu Kon-
tak dagiliminin

D = {X € x(M): 5 (X) =0}

oldugunu biliyoruz. Boylece Teorem 2.5.2 den M?"*! manifoldunun yapi1 grubu
SO(2n+1,R)

den

SO(2n, R) x SO(1, R) = SO(2n, R) x 1

grubuna indirgenebilir. Darboux teoreminin bir sonucu olarak, kontak M mani-

foldunun bir {(Uy, ¢4)},eca atlasmi her oo € A ve (Us, ¢,) haritas: icin

(1'1,1132, wy Ty Y1, Y2, "'ayTwz)
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koordinat fonksiyonlarin

N = (¢a)" (dz— Z yidffz')

olacak sekilde alabiliriz. Boylece

dn = (o) (Z dx; N dyi)
=1

oldugunu gormek kolaydir. «,3 € A icin (U, ¢,,), (Us, ¢g) koordinat komsuluk-
larin1 alalim. Bu koordinat komsuluklarmin P € U, N Ug noktasindaki koordinat

fonksiyonlar1 sirasiyla

(21 = 1,20 = X2, ooy Zn = Ty Zntl = Y1, Znt2 = Y2, ooy 220 = Yn, Zont1 = 2) Ve

A A R | ' R N ' '
(Zl = .7?1,22 = 1‘2, ...,Zn = .YIn,Zn_H = y1,2n+2 = y2, "'72271 = yn7’22n+1 = Z)

olsun. Boylece

dn = (p,)" (Z dx; A dyi> (3.1.2)
dn = (goﬂ)* (Z dz!; A\ dy§>

olur. ¢, (Us) = Vo C R", p53(Us) = Vz C R" olmak tizere Q1 = ¢, (P) € Vq

noktasindaki teget uzayin standart tabam

92 9022 Py
o, Ql’ailig le"'vazn leayl Ql’@yg le"’vayn leaz Q1

ve Q2 = @5 (P) € V3 noktasindaki teget uzaym standart tabani da

L R R N R R
8:)3/1 Qmal’é Qza"'7a$;l Qmayi Qz’@yé sz"aay;l Qmaz, Q2
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olur. Burada

_ 0 0
e = (el (0 o @3 Lo

(0 1[0
E(nti)P = (@a)*l (@ ‘Q1) &= (@a)*l (& ‘Ql)

ve

1

[0 , d
€p = (SD,B)* <@ ‘Qz ‘|‘?Ji(@2)@ |Q2)

~ - 0
E(n+i)P = (90,3)* ' <8—g/ \Qz)

dersek {eip,eap, ..., e2,p, &} ile {€1p, €2p, ..., €2np, &} ciimleleri Tp(M) nin birer ta-

bandir. Sonug.3.1.3 den

0

&= (pa). (a |Q1) = (¢5), (% \Qz>

oldugunu gormek kolaydir. Burada
U = (P; €ip,€2p, -’-7€2nP7§)7 v = (P;apagzp, "’7g2nP7£) S L(M)

dir. Boylece v = ua olacak sekilde bir

Gas 0
0 1

a = [a;] = € SO(2n,R) x SO(1, R)

vardir. Burada G.5 € SO(2n, R),
€ip ZZ aji€;jp (3.1.3)
j=1

dir. Diger taraftan

_ 0 _ 0
E@'P = (9004)*1 (ax |Q1) 7E(n+i)P = (9004)*1 (ay |Q1)

68



ve
~ —1( 0 ~ —1( 0
Bir= (0 (g s )« Bovor = (9)7" ()

dersek, {F1p, Eap, ..., Eanp, £} ile {Elp, E2p, s Ean,g} ciimleleri de Tp M birer ta-

bani olur. ¢ = 1,2, ...,n i¢in

_ (0 , 0
eip = (‘Pﬁ)*l (% [e8 +yz<Q2)$ ‘Qz)
(0 1[0
- (s%)*l (g |Q2) + i (P) (905)*1 (@ |Q2)

/
(2

= Eip+yi(P)E
ve benzer sekilde
eip = Eip + yi(P)§

olur. Ayrica €, ,p = E(nﬂ) P Ve €(nti)p = E(nti)p oldugu goriiliir. Son dort esitlikten

ve (3.1.3) esitliginden

Eip :Z a,jiEjp (314)
j=1

oldugunu gormek kolaydir. Sonug olarak (3.1.3) ve (3.1.4) egitliklerinden, kontak
dagihmindan {e;p,esp, ..., €9,p} tabamindan {€ip,e€sp, ..., €2,p} tabanmma bir gegis

matrisi

J (o 095") = Gap

olarak elde edilir. Ayrica (3.1.2) den

0©©5") (Z dx; N dyz) :Z dz; A dy; (3.1.5)

9,
0z, '

(Sramran) (1. (G ) o, (3)
(Srota0) (&) G1)
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olur. Boylece (3.1.1) esitliginden
(Gap)" JoGas = Jo

esitligi elde edilir. Gus € SO(2n, R) oldugundan (G.s)" = (Gag)” " dir. Sonug
olarak

Gapdo = JoGag (3.1.6)

olur. A, B,C, D matrisleri n x n tipinde matrisler olmak {izere

A B
C D

Gag =

seklinde yazabiliriz. (3.1.6) esitliginden A = D ve C' = —B oldugu goriiliir. Boylece

A B
—B A

Gop =

olarak yazabiliriz. Burada

U: (SO(2n, R),.) — (GL(n,C), )
Gaﬁ — @(Ga/g) =A+1B

seklinde bir doniigiim tanimlarsak, bu doniisiimiin iyi tanimli ve birebir oldugu ko-

layca goriilebilir. Ayrica

A A B
Gaﬂ = ve Ga/ﬂl =
—-B A -B A
icin
AA"— BB’ AB' + BA’
U (GapGry) =

—(AB'+ BA') AA' — BB’
= (AA'— BB')+i(AB' + BA')
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ve

U (Gog) U (.Ga, ﬁ,) — (A+iB) (A +iB)
— (AA'— BB')+i(AB' + BA))

oldugundan
U(GapGry) =¥ (Gap) ¥ ( Gy

elde edilir. Boylece ¥ bir grup monomorphismi olur. Burada

(W)T _ AT BT

ve
AT _BT
T J—
‘I’<(G°‘ﬁ)) = v _(_BT) AT
= AT —iB”
oldugundan

(T1G) = ¥ ((Go)")
= U ((Gap) ™)
= U (Gag)™

esitligi elde edilir. Son esitlikten ¥ (G,p) € U(n) oldugunu sdyleyebiliriz. Ayrica
her A+iB € U(n) i¢in

(A+iB)" = A" —iB" = (A+iB)™"

oldugundan

(AT —iB") (A+iB) = I,

olur. Carpma iglemini yaparsak matris esitligi ve iki karmagik sayimin esitligi tanim-
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larindan

ATA+ BB = AAT+BBT =1,

ATB—BT™A = BTA—-A"B=0

esitlikleri elde edilir. Boylece

at —pr || a4 B| [ AaTA+B'B ATB-BTA
BT AT B A| | ATB-BTA ATA4BTB
oo
o 1
= b,

A B
olur. Son esitlikten € SO(2n, R) oldugu goriiliir. Dolayisiyla
-B A

U (SO(2n,R),.) — U(n) C (GL(n,C),.)

dontigiimii bir izomorfizim ve SO(2n, R) ~ ¥ (SO(2n, R)) = U(n) olur. Sonug olarak

kontak manifoldun yap1 gurubu U(n) x 1 gurubuna indirgenebilir.
3.2 Hemen Hemen Kontak Manifold

Tanim 3.2.1.(Hemen Hemen Kontak Manifold) M bir 2n+ 1 boyutlu manifold

ve ¢, &, da M iizerinde, sirasiyla, (1,1),(1,0),(0,1) tipinde tensor alanlar1 olsun. Eger
¢,&,n icin,VX € x(M) olmak iizere

i) (&) = 1ve ii) ¢*(X) = =X +n(X)¢ (3.2.1)

ozelikleri saglaniyorsa (¢, &, n) iigliisiime M iizerinde hemen hemen kontak yapi ve

(M, ¢,&,n) dortliisiine de hemen hemen kontak manifold denir (Blair 1976).
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Ornek 3.2.1. (z;, i, 2) = (&1, .., Tn, Y1, -, Yn, 2) standart koordinatlar olsun ve
d= 3 i)
= slaz— ag;
n 5 2 Y

0
1-formununu diigiinelim. Burada { = 2— ig¢in n(§) = 1 oldugu goriiliir. Ayrica ¢

0z

endomorfizmine kargilik gelen matris

0 862']' 0
—€6ij 0 0
0 EY; 0

dir. Boylece

P(X) = | =5 0 0| | —e6y5 0 0| Xows
0 EY; 0 0 EY; 0 X2n+1

= 0 —57;3' 0 KXoy
-y 0 0 Xont1

0i; 0 0 X; 0 0 0 X;
= 0 —57;j 0 XnJri + 0 0 0 Xn+7;
0 0 -1 Xont1 -y 0 1 Xont1
X; 0
= - Xn+i + 0
X2n+1 X2n+1_ Z:l szz
ve
X; 0
1 n
¢*(X) =— Xoi + §(X2n+l_ z; viXi) | 0
Xont1 2
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esitligi elde edilir. Burada

0 0 0
X = Xz + Xupig— + Xane15
8xi+ + ayﬁ 9,

dir. Ayrica n(X) degerini hesaplarsak

1 u 0 0 0
nX) = 2 (dz— ; ykda:k> (Xla—xz + Xn+ia—yi + szaa)
1 “ 0 0 0
= 3 <X2n+1_ kz_; yrdxy, (X’a_xz + Xn+ia—yi + X2n+1$>>

1 n
= —(Xq, —E i X
2( 2n+1 i*ly )

olur. Dolaysiyla ¢?(X) = —X + n(X)¢ dir. Boylece (R**t(—3¢), ¢, €, 7, ) hemen

hemen kontak manifolddur.

Teorem 3.2.1. 2n + 1—boyutlu (M, ¢,£,n, ) hemen hemen kontak manifoldunda
asagidaki ozelikler saglanir (Blair 1976).

i)Pp(&) =0, di)nop=0 ve iii)ranke =2n (3.2.2)

Ispat. (i)(3.2.1) de X yerine ¢ yazarsak ¢*(¢) = —¢ 4+ n(€)¢ elde edilir. Burada
n(€) = 1 esitligini kullanirsak ¢*(¢€) = 0 bulunur. Kabul edelim ki ¢(€) # 0 olsun. Bu
durumda ¢*(€) = ¢(¢*(€)) = 0 dir. Ayrica ¢*(€) = ¢*(6(€)) olarak da diisiinebiliriz.
Boylece

¢(§) = n(#(£))¢ (3.2.3)
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sonucuna ulagiriz. Sayet (3.2.3) de n(¢(€)) = 0 ise ¢(§) = 0 olacaktir. Eger

n(#(€)) # 0

ise (3.2.3) de her iki tarafin ¢ altinda goriintiisiinii alirsak

elde edilir. Burada ¢*(£) = 0 ve n(¢(€)) # 0 oldugundan ¢(£) = 0 olur. Dolayisiyla,

¢(&) =0 dur.
i) VX € x(M) icin ¢*(X) = ¢*(¢(X)) olarak diisiiniildiigiinde

¢*(X) = —¢X +n(¢X)¢ (3.2.4)
olacaktir. ¢*(X) = ¢(¢?(X)) olarak diisiiniildiigiinde ise

¢*(X) = ¢(¢*(X))
= ¢(=X +n(X)¢)
= —¢X +n(X)¢¢

olur. Burada ¢(¢) = 0 esitligini kullanrsak
¢’(X) = —¢(X) (3.2.5)
elde edilir. Boylece (3.2.4) ve (3.2.5) den
— X +n(¢X)§ = —¢(X)

ve (¢ X)E = 0 esitligini elde ederiz. Burada £ # 0 oldugundan n(¢X) = 0 olmalidir.
Bu esitlik VX € x(M) igin saglandigindan n o ¢ = 0 dur.
i41) Biliyoruz ki

¢ : x(M) — x(M)
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doniigiimii lineer oldugundan dolay1 gekirdegi vardir ve bu doniigiimiin ¢ekirdegini
Kerg ={X :9X =0,X € x(M)}
olarak ifade edebiliriz. Burada

Ker¢ = Sp{¢}

dir. Ciinkii, VX € Kere icing(X) = 0 ise ¢*(X) = 0 dir. (3.2.1) ve =X +n(X)¢ =0
esitliginden X = n(X)¢ elde edilir ve boylece Ker¢ C Sp{¢} olur. Diger taraftan
VX € Sp{¢&} icin X = X geklinde yazabiliriz. Boylece,

P(X) = Ao(€)

olur. Burada ¢(§) = 0 oldugundan ¢(X) = 0 ve X € Ker¢ olur. Dolayisiyla
Sp{¢} C Kerg elde edilir. Sonug olarak

Kerg = Sp{¢} (3.2.6)

esitligine ulagiriz. Lineer cebirden
rank¢ + sufirlike = boyx (M)

oldugunu biliyoruz. Burada, sifirlik¢ = boy(Kere) ve (3.2.6) dan boy(Ker¢p) = 1
olur. Boylece, rank¢ + 1 = 2n + 1 ve rank¢ = 2n elde edilir.

Tanim 3.2.2(Hemen Hemen Kontak Metrik Manifold) (M, ¢,¢,n), (2n +
1)—boyutlu hemen hemen kontak manifold olsun ve ‘g’ Riemannian veya Lorentzian

metrik iken

9(§,&) =¢ (3.2.7)

(e = £1) olarak tamimlansi. Sayet VX, Y € y(M) icin

9(o(X), ¢(Y)) = g(X,Y) — en(X)n(Y) (3.2.8)
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kogulu saglaniyorsa (¢, &, n, g,¢) yapisina hemen hemen kontak metrik yapi ve
(M, p,&,1, g, ) altihisina da hemen hemen kontak metrik manifold denir (Belkhelfa
2002).

Ornek 3.2.2. (R>"*'(—3¢), ¢, £, 0, ) hemen hemen kontak manifoldunda, ‘g’ metrigini

de
1 n
g=7 D (2} +dyf) +en@n
i=1
bij +eyiy; 0 —ey;
olarak tanmimlarsak bu metrige karsilik gelen matrisin i 0 6 0
—EY;j 0 e
oldugu goriiliir. Boylece
) 5ij + EYiY; 0 —&Y; 0
Q(Xa f) = Z [ Xi Xoti Xonn ] 0 51;3' 0 0
—EyY; 0 e« 2
—2ey;
1
= 4 [ Xi Xnvi Xonp ] 0
2e

1 n
= 85 <X2n+1— ; ini>

ven(X) = eg(X, €) oldugu goriiliir. Ayrica R*"*1(—3¢) uzaymnin ( 0 09

22 2 )dogal
Ox; y;’ 82) 0sa

tabanindan bagka

0 0 0 0 .
o= (ei = Qa—yi, Cnyi = EQE; = 62(6—% + yi&),€2n+1 =¢= 2$> (i=1,2,...,n)

tabanini da alabiliriz. Burada

|
[

gleiej) = (dzk(ei)dwy(e;) + dyr(ei)dyx(e;)) + enlei)n(e;)

k=1

3 |l

0 0 0 0

Ny
=

=1
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hE

(6ix0 k)

Il
>
S
—

olur. Benzer sekilde

3

(drg(pei)dzy(de;) + dyr(pe:)dyr(de;)) + enlpei)n(ge;)

Ny

g(¢eiv ¢€j) =

B
Il
—

0 0 0
+ yia))dﬂﬂk@(% + yj&))

P & 9

oz, yi&))dyk@(a—% +9i52))

_y <dxk( aii)dxk(a%))

k=1

0

k=1 \ +dyp(2(

3

N -

(6ir0jk)

M=

1

I
>
o

J

dir. Ayrica

3

(dzi(ei)drr(pes) + dyr(ei)dyr(ge;)) + enlei)n(ge;)

1

g(ei7 ¢ej) =

0 0 0 0 0 8)

ayi)dl“k(a—xj + yj&) + dyk(a—yi)dyk(a—% + yj&)

I
M 5
Bl

dZL"k(

I
i

ve g(e;, &) = g(de;, &) =0, 9(&,€) = € oldugundan ¢ tabanm ortogonaldir. Burada

-1 ——n-+i —2n+1
X=X €; + X Enii + X €ont1

ve

5J —n+j 2n+1
Y=Y €; +Y En+j +Y €on+1

olsun. Boylece

——n-+i

PpX = E(Yienﬂ- — X" e), oY = 6(?j€n+j — ?n+jej)
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dir. n(¢X) = n(¢Y) = 0 oldugundan

9OX6Y) = 1D (deglgX)dry(9V) + dye(6X)dyi(6Y )

X deglens)V dap(enss) + (=X Vdyi(es) (<7 )dyn(es))

I
N
M:
X\

1 i —n+i—n+j
= (AT ATTT bty i= =k
4
k=1
_ (YZ?’L + Yn-f—i?n-f—i)
i=1
olur. Ayrica
1 n
g(X.Y) = 5 > (dor(X)dan(y) + dys(X)dye(Y)) + en(X)n(Y)
k=1
1 & i —n+j —i —j
= 1 deg(X epyg)dag(Y ]€n+j)+dyk(X ei)dyk(Y]ej))
k=1
+en(X)n(Y)

elde edilir. Dolayisiyla g(¢X, ¢Y) = g(X,Y)—en(X)n(Y) sonucuna ulagiriz. Boylece

(R*™1(=3¢), ¢, &,1m, g, €) hemen hemen kontak metrik manifoldur.

Teorem 3.2.2. (¢,&,n,¢) yapist ile verilen (2n+ 1) boyutlu bir hemen hemen kontak
M manifoldunda

9(d(X), o(Y)) = g(X,Y) —en(X)n(Y)

olacak sekilde bir ‘g’ Riemanian veya Lorentzian metrik tanimlanabilir (Belkhelfa

2002).

Ispat. Her diizgiin manifold parakompak oldugundan Riemannian metrik tanimlana-
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bilir. Kabul edelim ki &', M de Riemanian metrik olsun ve ‘h’ metrigini de
WX, Y) =B (6*(X),4*(Y)) + en(X)n(Y) (3.2.9)

seklinde tanimlayalim.
h 1n simetrik oldugu asikardir.

h m iki lineer oldugunu ispatlayalim. Burada h’, ¢ ve nmmn lineerligini kullanirsak

MAX + X Y) = h(¢*(AX +¢X ), ¢*(Y)) +en(AX + oX )n(Y)
= W (AP (X) + o’ (X), 6*(Y)) + e(Mn(X) + on(X))n(Y)
= M(P*(X), 6% (Y)) + ol (6°(X), ¢*(Y))
+eAn(X)n(Y) + eon(X )n(Y)
= AMR($°(X),°(Y)) +en(X)n(Y)) + o(h' (¢*(X), $*(Y))
+en(X)n(Y))

= M(X,Y) +¢h(X,Y)

elde edilir. Ayrica h simetrik oldugundan bilineerdir.

Son olarak h m nondejenere oldugunu ispatlamaliyiz. VX € x(M) icin
WX, Y) = h'(¢°(X), " (Y)) +en(X)n(Y) =0

olsun. Y = ¢ alirsak

W (9°(X), 6%(€)) + en(X)n() = 0
olur. (3.2.2) den n(X) = 0 elde edilir. Dolayisiyla

I (¢*(X),¢*(Y)) = 0
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olur. Burada Y = X alirsak
h (¢*(X), ¢*(X)) =0
olur. Pozitif tanmimliliktan ve n(X) = 0 esitligini kullanirsak

GP(X) = 0
~X +9(X)E = 0
X =0

elde edilir. Boylece i Riemannian metrik ise A da Riemannian veya Lorentzian

metrik dir. Simdi ‘g’ yi
9(X,Y) = %(h(X, Y) +h(e(X), ¢(Y)) + en(X)n(Y)) (3.2.10)

seklinde tamimlayalim. Burada g nin bilineer ve simetrik oldugunu gormek kolaydir,

fakat nondejenere oldugunu gostermeliyiz. (3.2.9)’da Y = £ alirsak

(X, €) = 1 (§*(X), ¢*(€)) + en(X)n(€)

elde edilir. (3.2.2) den ¢*(¢) = 0 oldugundan ve (3.2.1) den h(X, &) = en(X) olur.
Boylece
n(X) = eh(X,§) (3.2.11)

elde edilir. (3.2.11) de X = ¢ alirsak
h(&, &) =« (3.2.12)
Simdi VX € x(M) igin

9(X,Y) = %(h(X, Y) + h(¢(X),(Y)) + en(X)n(Y)) = 0
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olsun. Y = ¢ alirsak

S (h(X,€) + h(6(X), 6(6)) + en(X)n(€)) = 0

olur. (3.2.2) den
S(h(X,€) +en(X)) =0

dir. (3.2.11) den en(X) = 0 ise n(X) = 0 olur. Dolayisiyla
%(h(X’ Y) + h(¢(X),¢(Y)) =0
elde edilir. Burada Y = X alirsak
%WXJ() + h(p(X), (X)) =0
(3.2.9) dan

h(é(X),6(X)) = h(6*(X),6*(X))

= h(-X,-X)
= h(X,X)
olur. Dolayisiyla
SO, X) + h(B(X), 6(X)) = 5(H ($(X), (X)) + K (X, X)
0 — %(h'(—X, _X) + B (X, X))
0 = h(X,X)

oldugundan ve A’ niin pozitif taniml olmasindan X = 0 bulunur. Boylece g metrigi
nondejenere olur. Benzer sekilde (3.2.10) dan Y = ¢ alirsak yine (3.2.1) den ve
(3.2.2) den

9X,Y) = S(h(X, )+ en(X)
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olur. (3.2.11) den
n(X) =eg(X,¢) (3.2.13)

elde edilir. (2.1.13) de X = ¢ alirsak

9(§,&) =¢ (3.2.14)

sonucuna ulagiriz. Ayrica (3.2.10) da X yerine ¢ X, Y yerine ¢Y yazarsak

9(X,)Y) = %(h(cb(X), o(Y)) + h(¢*(X), 6*(Y)) +en(¢(X))n(¢(Y)))

dir. (3.2.1) ve (3.2.2) nin (4i) kullanirsak

9(0(X), 6(1)) = S(H(B(X),6(¥)) + h(=X +n(X)& =Y + (V)8
= S Y) + h(B(X), 6(Y) +2n(X)n(¥)) = en(X)n(Y)

= g(X,Y) —en(X)n(Y)
elde edilir.

Sonug 3.2.1. (2n+1) boyutlu M manifoldu hemen hemen kontak yapist ile verilsin.

Bu durumda Teorem 3.2.2 geregince

9(o(X), ¢(Y)) = g(X,Y) — en(X)n(Y)

olacak sekilde bir ‘g’ Riemannian veya Lorentzian metrik vardir. Dolayisiyla Tanim

3.2.4 den (M, ¢,&, 1, g,€) hemen hemen kontak metrik yapidir.

Sonug 3.2.2. Sonug 3.2.1 de ‘g’ metriginde Y yerine ¢(Y') yazarsak

9((X),¢* (V) = 9(X, ¢(Y)) — en(X)n(¢(Y))
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olur. (3.2.2) nin (i7) sikkindan 7(¢(Y)) = 0 dir.Boylece

9(o(X), =Y +0(Y)§) = g(X,o(Y))
—9(0(X),Y) +n(Y)g(&, (X)) = g(X,(Y))

elde edilir. Burada (3.2.13) den g(&, (X)) = en(¢(X)) = 0 oldugundan

9(0(X),Y) +g(X,0(Y)) =0 (3.2.15)

bagintisini elde ederiz. Boylece ¢ ye kargilik gelen matris antisimetriktir.

Teorem 3.2.3. M, 2n + 1 boyutlu kontak manifoldu verilsin. Dolayisiyla M de
kontak 1 1-formu vardir. Bu 7 1-formu yardimiyla M de

dn(X,Y) = eg(X, p(Y)) (3.2.16)

olacak sekilde (¢, &, 7, g,€) hemen hemen kontak metrik yapisi vardir. Tersine,
(M, p,&,1m,g,e) hemen hemen kontak metrik manifoldu verilsin. Bu durumda &
2-formunu

O(X,Y) = eg(X, o(Y))

olarak tamimlarsak n A (®)" # 0 dir (Yano 1984).

Tanim 3.2.3. M, (2n + 1) boyutlu manifoldu (¢, &, 7, g,e) hemen hemen kontak
metrik yapisi verilsin. Sayet dn(X,Y) = eg(X, ¢(Y)) oluyorsa (M, p,&,n,g,¢) ye
kontak metrik manifold, (¢,&,n,g,¢) yapisina da M de kontak metrik yapi denir
(Belkhelfa 2002).

Ornek 3.2.3. (R***1(=3¢),¢,£,1, g, €) hemen hemen kontak metrik manifoldunda
n=3(dz— Y yidz;) 1-formunu goz oniine alirsak dn = 1 > (dz; A dy;) dir. Burada
=1 i=1

her
0 0 0
X=Xi—+Xppimgm + Xonp1 -
ox; + Ao y; + Aot 0z
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ve

icin

dn(X,Y) =

i=1

N —
DO | —

(XzYn+z - }/;Xn+z)

=1

= =

elde edilir. Ayrica X = [ X Xori Xonna } olmak iizere,

Oij +eviy; 0 —ey; 0 gby; 0O Y;
o 0(V) = X | 0 R N R R R
—€y; 0 « 0 eyi 0 ] | Yonta
Oij +eviy; 0 —ey; | eYpii
= i[Xz Xnvi X2n+1} 0 0i; 0 —Y;
—E&Yj 0 ¢ ] €Yi Yot

X eYrpi — (U)*Yoyi + (U5)* Yo
= ZS[XZ' Xnti X2n+1] —eY;
—YiYoti + YiYnti
5Yn+i
1
= 15 [ Xi Xnti Xongt ] —cY;
0

1 n
= &y ; (XiYori — YiXot)

= edn(X,Y)

elde edilir. Dolayisi ile dn(X,Y) = eg(X, ¢(Y)) esitligine ulagmig oluruz.
(R?"Y(=3¢),¢,&,m, g,¢) Kontak metrik manifolddur.
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Sonug 3.2.3. Her kontak metrik manifold, kontak manifolddur.

Tanim 3.2.4. M, 2n + 1 boyutlu manifoldu (¢, £, 1, g, €) kontak metrik yapisi ile ve-
rilsin. Sayet £ killing vektor alani ise M ye K-Kontak manifold, (¢, &, 7, g,€) yapisina
da K-Kontak yap1 denir (Belkhelfa 2002).

Teorem 3.2.4. M, 2n + 1 boyutlu manifoldu (¢, &, 7, g, ) kontak metrik yapisi ile
verilsin. Bu durumda agagidaki énermeler denktir.
i) M bir K-Kontak manifoldtur.
1) VX,Y € x(M) igin
9(Vx&Y)+g9(VyE, X) =0 (3.2.17)

dir.
i11) VX € x(M) igin
Vxé=—-¢(X) (3.2.18)

dir (Blair 1976).

Ispat. (i) = (ii) M bir K-Kontak manifold olsun. Dolaysiyla ¢ bir killing vektor

olur. M aym zamanda kontak metrik manifold oldugundan
dn(X,Y) = eg(X, ¢(Y)) (3.2.19)
dir. Ayrica

2dn(X,Y) = Xn(Y)—-Yn(X)-n[X,Y]
= Xg(Y,§) —Yg(X,§) — g([X,Y],§)
= 9(VxY,§) +9(Y,Vx§) — 9(Vy X, &) — g(X, Vy¢)
—9(VxY,€) — g(Vy X, §)

gerekli sadelesgtirmeleri yaparsak

2dn(X,Y) = g(Vx&,Y) — g(X, Vy¢) (3.2.20)
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elde edilir. Ayrica ¢ killing vektor oldugundan Lgg = 0 dir. Burada (Lgg)(X,Y) yi

hesaplarsak

(Leg)(X,Y) = &g(X,)Y) —g([€, X],Y) —g(X,[€,Y])
= g(VeX)Y) +g(VeY, X) — g(Ve X, Y) 4+ g(VxE,Y)
—g(V5Y, X) 4+ g(Vy&, X)

ve gerekli sadelestirmeleri yaparsak

(Leg)(X,Y) = g(VxEY) + g(X,Vy§) (3.2.21)

olur, burada L¢g = 0 oldugundan

9(Vx&,Y) +g(X,Vy§) =0 (3.2.22)

esitligini elde ederiz.

(13) = (i7i) (3.2.17) saglansm. Dolayisiyla

9(Vx&Y) = —g(X, Vy¢) (3.2.23)

olur. (3.2.20) ve (3.2.23) den

dn(X,Y) =g(Vx&Y) = g(X,9(Y)) (3.2.24)

elde edilir. ¢ antismetrik oldugundan

9(X,0(Y)) = —9(¢X,Y) = g(VxEY)

olur ve bu esitlik VX € x(M) igin saglandigindan

Vx§=—¢(X)

sonucuna ulagilir.
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(1i1) = (i) VX € x(M) igin Vx& = —¢(X) olsun.(3.2.21) den ve ¢ antisimetrik

oldugundan

(Leg)(X,Y) = g(Vx&Y)+g(X, Vy)
= g(—=¢(X),Y) +g(X,—¢(Y))
= 0

dir. Boylece € killing vektor ve M manifoldu K-Kontak manifolddur.

3.3 Hemen Hemen Kontak Manifoldlarda Torsiyon Tensorii

M, 2n+1 boyutlu manifoldunda (¢, £, ) hemen hemen kontak metrik yapis: verilsin.
Biliyoruz ki R reel eksen de bir manifolddur. Dolayisiyla M x R kartezyen carpim
uzay1 da (2n + 2) boyutlu bir ¢arpim manifoldu olacaktir. Burada R deki vektor

alanlar

wr) = {15 fec=onm]

seklindedir. Simdi ‘J’ kompleks doniistimiinii

J : x(M x R)— x(M x R)

d d

ve

d

T, F) = (6(X) = FEm(X) ) (33.1)

olarak tanimlayalim. Bu doniisiimde
i) Lineer bir doniigtimdiir.

it) J? = —1

ozellikleri vardir (Yano 1984).
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. , d d .
Ispat. i) V<X’f£)’ (Y,gﬁ) € x(M x R) i¢in

TOX, 40+ pYog0) = T(OX +aY (A + g) )
= (OOX +Y) — (V] + g€, X + i¥) )
= DX) 4 p0(¥) — AE — g, Mn(X) %+ pn(¥) )
= ((X) = AFE (X)) + O6(X) — gt (V)5
= A F5) + (Y, g5)
olur. Béylece J nin lineer oldugu gorilir.
i) (X, f%) € x(M x R) icin
PXf2) = T f)
= J(O0X) - fEn() %)
= (6(6(X) — &) —n(X)E(6(X) — &) )
= (@X) — 16(O) ~ n(X)E, (70 O)(X) — Fu(e)

(3.2.1) ve (3.2.2) den

P f) = (X +n(X)E—n(X)E, )
= (_X7 _.f%)
- X1

= -I(X, f5)

d
olur. Bu =) € x X icin saglandigindan = —I dir. Burada J ye
| BVdet M x R) ici glandigindan .J? I dir. Burada J

M x R iizerinde hemen hemen kompleks yap1 denir.

Tanim 3.3.1.(Nijenhuis Torsiyon Tensoérii) F' bir M manifoldu iizerinde (1,1)
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tipinde tensor alani olmak iizere Np tensor alani

Np : x(M) x x(M) — x(M)
(X,Y) — Np (X,Y)

Np (X,Y) = FA([X,Y]) + [F(X), F(Y)] = F([F(X),Y]) = F([X, F(Y)])

olacak gekilde (1,2) tipinde bir tensor alamdir. Np tensor alanina Nijehuis tensor

alani denir. Burada F' = J alirsak
Ny(X,Y)=-[X, Y]+ [J(X),J(Y)] = J([J(X),Y]) = J([X, J(Y)]

elde edilir (Yano 1984).

Tanim 3.3.2.(integrallenebilir manifold) Sayet Nijehuis torsiyonu N; 6zdeg

olarak sifir ise, J hemen hemen komleks yapiya integrallenebilir denir (Yano 1984).

Tanim 3.3.3.(Normal manifold) Sayet M x R de J hemen hemen komleks yapisi
integrallenebilir ise (¢, £,77) hemen hemen kontak yapisina normal yapi denir (Yano

1984).
Sonug 3.3.1. Ny Nijenhuis torsiyon tensorii iki lineer ve antismetrik tensordiir.

Tanim 3.3.4.( x(M x R) de Braket Operatorii) (2n+1) boyutlu bir M manifoldu,
(¢, &,1n,) hemen hemen kontak yapisi ile verilsin. M x R nin de bir manifold oldugunu

belirtmistik. M x R deki operatorii

[] o X(M X R) x x(M x R) — x(M x R)

(079 (Vg ) — | (X, F2), (V)
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olmak tizere

s g = (10 - v g)

seklinde tanimlayalim. Bu operator
i) Anti simetriktir
i1) Jakobi 6zdegligini saglar.

Boylece tammladigimiz bu operatdr bir Lie braketidir (Blair 2002).

d) € x(M x R) igin

. , d
Ispat. i)V (X,f%)a( at

x| = (e -ving)
= - (mxnoo - xg)
d d
- - |mog. sy
elde edilir. Boylece anti simetrik oldugu goriiliir.

W) VA= (X, [5), B = (Y,g5),C = (Z,h) € x(M x R) icin

dt
Al = [ [ (2 hi)”
- (i - X209) - .2 (1) )
B[, 4] = {(ngt H

- (w2 X(o) - 1ZX1(1) )

{
5] = [@ng hd { H
_ ( VIl

-V g)

burada

(X,Y]=XY -YX
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esitlgini goz oniine alirsak ve T = [A, [B, C|] + [B, [C, A]] + [B, [C, A]] dersek

XY 2N+ Y (2, X + 12, [X, YT
T = (X YT - X YT+ Y, Z](f) | d
~ 21 () + 2. X1 () - XY ) @
d
= (0, OE)
oldugundan jakobi zdesligi saglanir. Simdi N;((X,0), (Y,0)) ve N;((X,0), (0, %))
degerlerini hesaplayalim.
N;((X,0),(Y,0) = —[(X,0),(Y,0)] + [J(X,0), J(Y,0)] = J([J(X,0), (Y, 0)])
~(X.¥],0)+ ([¢<X>,¢<Y>] @O00Y) = 6 (X))
- (9lo0 X nf00).¥15 )
d
- (emroe0l - Conenx.om
NJ((X7 0)7 (Y7 0)) = (_ [X’ Y] + [¢(X)7 ¢(Y)] —¢ [¢(X)7 Y] —¢ [Y> ¢(X)]
—Yn(X)§ + (Xn(Y))E, (o(X)n(Y) — (Y )n(X)
0 [6(X), Y] =0 [X, 6(¥)]) )
elde edilir. Burada
N(X,Y) = —[X,Y]+[6(X),6(Y)] - ¢[6(X),Y] — ¢ [Y, $(X)] — Yn(X)§

+(Xn(Y))E

= —[XY]+n[X,Y]{+[6(X), ¢(Y)] — ¢ [¢(X), Y] = ¢ [Y, $(X)]
—Yn(X)§+ (Xn(Y))§ —n[X,Y]E

= —[X,Y]+n[X,Y]{+ [0(X),0(Y)] — ¢ [6(X), Y] = ¢ [Y, ¢(X)]
+(Xn(Y) = Yn(X) —n[X,Y])E
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dir. (3.2.1) den

N'(X,Y) = ¢ [X,Y]+[3(X),¢(Y)] — ¢ [p(X),Y] = ¢ [Y, ¢(X)]
+HXn(Y) = Yn(X) —n[X,Y])§

elde edilir. Ayrica

No(X,Y) = ¢* [X, Y] + [¢(X), 6(Y)] = ¢ [¢(X), Y] = ¢ [Y, $(X)] (3.3.2)
2dn(X,Y)=Xn(Y) - Yn(X)—n[X,Y] (3.3.3)

oldugundan
NYX,Y) = Ng(X,Y) +2dn(X,Y)é (3.3.4)

elde edilir. Ayrica ikinci tarafa
N2 (X,Y) = ¢(X)n(Y) = ¢(Y)n(X) —n[p(X),Y] = n[X, ¢(V)] (3.3.5)

dersek ve

(Lexyn)Y = o(X)n(Y) —nlpX,Y]
(LgrmX = o(Y)n(X) —n[sY, X]

esitliklerini taraf tarafa ¢ikarirsak

(Ligxym)Y — (Lgrym) X = ¢(X)n(Y) = o(Y)n(X) =1 [p(X), Y] =1 [X, ¢(Y)]
olur. (3.3.4) den
N*(X,Y) = (LxmY — (Lgyyn X (3.3.6)

elde edilir. Simdi N;((X,0), (0, %)) yi hesaplarsak

d

N0, 0.5) = - [(X0,0.5)] + 150,70, 5)]
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olur. Burada

_J {J(X, 0), (0, %)] o [(X, 0), J (0. %)]

_ (— (), € ,én(X)%) + <¢ X&) m X, €] %)

NY(X) = &n(X)+n[X,¢

dersek, bunlar1 diizenledigimizde

dir. Ayrica

esitliklerinden

elde edilir.

N} (X) = [€,0(X)] — ¢ [X,¢] (3.3.7)

NY(X) = &n(X) — € X] (3.3.8)

(Lep) X = [§,0(X)] — 0 [X,¢]
(LemX = &n(X) —nl¢, X]

Teorem 3.3.1. 2n+1—boyutlu M manifoldu (¢, &, n) hemen hemen kontak yapisiyla

verilsin. Bu yapiin normal olabilmesi icin gerek ve yeter kosul N!, N2, N3 ve N*

tensorlerinin sifir olmasidir (Yano 1984).
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Ispat.( =) :

d

Ny, £, (Y g50) = Na((X,0) 4 (0, 7). (V:0) + (0,95)

Burada J nin lineerligini, N; nin bilineer ve antisimetrik olusunu kullanmirsak

No(X, £, (V.9 20) = No((X,0),(¥,0)) + 9N5((X,0), 0, )
~FNS((Y,0),0,5) + FgNy((0, 5. (0, 5))
. d d y
elde edilir. N;((0, a), (0, a)) = 0 oldugu aciktir. Dolayisiyla,
d d d
NJ(<X7 f@)v (ng%)) = NJ(<X7 0)7 (Yv 0)) + gNJ((X= O)v (07 E))
~INS((Y.0), 0,0
= (VX Y)NAXY)) g (V) M)
—f (N*(Y), NY(Y))
= (N'(X,Y) +gN*(X) — fN*(Y), N*(X,Y)
+gN*(X) — fNY(Y))
olur. Sayet N; = 0 ise
NYX,Y) + gN*(X) — fN3(Y) =0 (3.3.9)
N3 (X, Y)+gNYX)— fN*(Y) =0 (3.3.10)

elde edilir. (3.3.2)den Ny ve (3.3.3) den dn antisimetrik oldugu goriiliir. Boylece
(3.3.4) den N' de antismetrik olur. (3.3.9) esitligi VX,Y € x(M) igin saglanr.
(3.3.9) da X =Y alirsak

N(X.X)=(f-9N'(X) (f#9) (3.3.11)
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elde edilir. N! antisimetrik oldugundan N*(X, X) = 0 dir. Dolayisiyla
(f —gIN*(X) =0

ise

N3(X)=0

olur. (3.3.5) den N? de antisimetrik oldugu goriiliir. Benzer yolla (3.3.10) dan
NY(X)=0

bulunur. N3(X) = 0 ve N*(X) = 0 esitlikleri VX € x(M) i¢in dogru oldugundan
(3.3.9) ve (3.3.10) egitliklerini kullamirsak N*(X,Y) = 0 ve N?(X,Y) = 0 elde edilir.
Burada ispat yapilirken f # g kabul edilmigti. f = g i¢gin (3.3.9) da ¥ = —X
yazilirsa ve N'(X, X) = 0 oldugunu kullanirsak

~NYX, X))+ fN3(X)+ fN?*(X) = 0O
2fN3(X) = 0

f # 0 oldugundan
N3(X)=0
elde edilir. Aym iglemleri (3.3.10) da yaparsak N*4(X) = 0 elde edilir, yine (3.3.9) ve

(3.3.10) dan N}(X,Y) =0 ve N?(X,Y) = 0 oldugu goriiliir.
(<) : Tersine kabul edelim ki N*(X,Y) = N3(X,Y) = N3(X) = N4(X) = 0 olsun.

NJ((X,F9). (Vg )) = (N'(XY) 4 gN*(X) — FN*(Y), N*(X,Y)

+gNY(X) — FNU(Y))
= (0,0)

elde edilir. Bu V (X,f%), (Y,g%) € x(M x R) i¢in saglandigindan N; = 0 dir.

Dolayisiyla (¢, &, n) hemen hemen kontak yapisi normaldir.
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Teorem 3.3.2. 2n+1—boyutlu M manifoldu (¢, £, n7) hemen hemen kontak yapisiyla
verilsin. Sayet N1 =0 ise N2 = N = N* = 0 dir (Yano 1984).

Ispat. Sayet N' = 0ise N'(X,£) =0 dir.(3.3.2), (3.3.3) ve (3.3.4) den
NY (X, &) = [, X] + ¢ ¢ 0(X)] — (En(X)E=0 (3.3.12)

elde edilir. Her iki tarafin ‘n’ altinda goriintiisiinii alirsak

& XT+n(o [, (X)) — (En(X))n(§) =0 (3.3.13)

(3.2.1) den
nl€, X] = (En(X)) =0 (3.3.14)

olur. (3.3.8) den

NY(X) = (Len)X
= n[§X] = (§n(X))

elde edilir. (3.3.12) de X yerine ¢(X) alirsak

g, ¢(X)] =0

olur. (3.3.12) de her iki tarafa ¢ yi uygularsak

$16, X] + ¢ €, ¢(X)] = (En(X))d(§) = 0
¢1&X] =& o(X)] +nl60(X)] = 0
96, X]—[&0(X)] = 0

ise

N3(X) = (Led)X = 016, X] — [, 6(X)] = 0
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elde edilir. Ayrica N!' =0 dan N'(¢(X),Y) = 0 dir. Boylece

N (O(X),Y) = —[o(X),Y]+n[d(X),Y]E+ [-X +n(X)E, ¢(Y)]
—¢ [=X +n(X)E, Y] = ¢[o(X), o(Y)] + o(X)n(Y)E
—Yn(o(X))§ —n[e(X),Y]¢

0 = —[o(X), Y] = [X,0(Y)]+ n(X)E, o(Y)] — ¢ [-X + n(X)E, Y]
—¢[0(X), o(Y)] + ¢(X)n(Y)E
0 = —[o(X),Y] - [X,¢(Y)] = o(Y)n(X)§ + n(X) [, o(Y)]

—¢[=X +n(X)§, Y] = ¢[¢(X), o(Y)] + ¢(X)n(Y)E

her iki tarafa n yii uygulayip 7 [£, #(X)] = 0 1 gbz Oniine alirsak

(X )n(Y) — (Y )n(X) —n[d(X), Y] —n[X,¢(Y)] =0

elde edilir. Dolayisiyla N?(X,Y) = 0 dir. Boylece ispat biter.

Sonug 3.3.2. 2n+ 1—boyutlu M manifoldu (¢, £, ) hemen hemen kontak yapisiyla
verilsin. Bu durumda her XY € x(M) igin

dn((9(X), 9(Y)) = dn(X,Y)
dir (Yano 1984).
Ispat. (3.3.3) de X yerine ¢(X) alirsak

2dn($(X),Y) = ¢(X)n(Y) = Yn(o(X)) = n[¢(X), Y]

olur. Benzer sekilde Y yerine ¢(Y") yazarsak

2dn(X, ¢Y) = Xn(¢(Y)) — o(Y)n(X) —n[X, ¢(Y)]
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elde edilir. Burada iki esitligi taraf tarafa toplar ve o ¢ = 0 6zdesligini kullanirsak

2dn($(X),Y) + 2dn(X, ¢Y) = ¢(X)n(Y) — ¢(Y)n(X) = n[6(X), Y] =7 [X, 6(Y)]

olur ve

2dn(¢(X),Y) + 2dn(X, ¢Y) = N*(X,Y) (3.3.15)
elde edilir. Sayet N' = 0 ise N? = 0 dir. Boylece

2dn(p(X),Y) +2dn(X,¢(Y)) = 0
dn(¢(X),Y) +dn(X,¢(Y)) = 0

olur. Burada Y yerine ¢(Y') yazarsak

dn(6(X),¢(Y)) + dn(X,¢*(Y)) = 0
dn((X), o(Y)) +dn(X, =Y +n(X)§) = 0
dn(¢(X), o(Y)) — dn(X,Y) +n(X)dn(X,§) = 0

elde edilir. Ayrica
2dn(X, §) = Xn(§) — &n(X) —n[X, €]

dir. Burada Xn(§) = X (1) = 0 oldugundan

= —&n(X) + 7€, X]
= —(Len)X
= 0
olur. Boylece
dn((¢(X), ¢(Y)) = dn(X,Y) (3.3.16)
elde edilir. Bu bize, N? = 0 olmasi durumunda (¢,&,n) hemen hemen kontak

yapisinin, ¢ altinda dn nin invaryanthigini séyler.
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Sonug 3.3.3. 2n+ 1—boyutlu M manifoldu (¢, £, ) hemen hemen kontak yapisiyla
verilsin. (¢, &, n) yapist normaldir ancak ve ancak N! = 0 dir (Yano 1984).

Teorm 3.3.3. 2n + 1—boyutlu M manifoldu (¢, &, n, g,¢) kontak metrik yapisiyla

verilsin. A lineer operatoriinii

h: x(M) — x(M)
X — hX) =3 (Leo) (X)

)

ve h = %ngb olarak tamimlayalim. Bu durumda A operatorii
i) Simetrik
ii) ¢ ile anti-komutatif (Yani, ph = —he )
iii) trh =0
iv) VX € x(M) icin
Vx€ =—¢X — phX

v) Sayet M ii¢ boyutlu ise VX,Y € x(M) igin
(Vxd)Y = eg(X +hX,V)E —n(Y) (X +hX) .
(Blair 2002).

Tanim 3.3.5. 2n + 1—boyutlu M manifoldu (¢,&,7,g,¢) normal kontak metrik
yapisiyla verilsin. Bu durumda M manifolduna Sasaki manifold ve (¢,&,1,g,¢)

yapisina da Sasaki yap: denir (Belkhelfa 2002).

Lemma 3.3.1. ¢ nin kovaryant tiirevi (¢,&,n,g,¢) hemen hemen kontak metrik

yapisl icin

20((Vx0)Y,Z) = 32d®(X,6(Y), ¢(2)) = 3ed®(X, Y, Z) + (N, 2), 6(X))
+en(X)NO(Y, Z) + 22dn(6(Y), X)n(Z) — 2edn(¢(Z), X)n(Y)
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dir. Burada ®(X,Y) = eg(X, ¢(Y)) dir. Ozel olarak ® = dn kontak durumunda

29(Vx9)Y,Z) = g(N(Y,2),¢(X)) + 2edn(¢(Y), X)n(Z)  (3.3.17)

—2edn(¢(2), X)n(Y)

elde edilir (Belkhelfa 2002).

Teorem 3.3.4. 2n + 1—boyutlu M manifoldu (¢,&,7,g,€) hemen hemen kontak
metrik yapisiyla verilsin. Bu durumda M manifoldu Sasaki manifoldudur ancak ve

ancak VXY € x(M) igin
(Vxo)Y =eg(X,Y)E —n(Y)X . (3.3.18)

(Belkhelfa 2002).

Ispat. (=)Kabul edelim ki (¢, &,7, g, ) hemen hemen kontak metrik yapisi M de
Sasaki yap1 olsun. Bu durumda M manifoldu kontak metrik manifolddur ve ® = dn

dir. Ayrica Sasaki manifoldun tammindan N = N = 0 dir. Boylece (3.3.17) den

9(Vx9)Y, Z) = edn(o(Y), X)n(Z) — edn(¢(Z), X)n(Y')

dir. Yap: kontak metrik yap: oldugundan ®(X,Y) = dn(X,Y) = eg(X, ¢(Y)) dur.
Dolayisiyla,

9(Vx9)Y, Z) = eg(¢(X),d(Y))n(Z) — eg(¢(X), ¢(Z))n(Y)
elde edilir. Yapt hemen hemen kontak metrik yap: oldugundan
9(6(X),0(Y)) = g(X,Y) —en(X)n(Y)
dir. Boylece,

9(Vx9)Y,Z) = n(Z)[g(X,Y) —en(X)n(Y)] = n(Y) [9(X, Z) — en(X)n(Z)]
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= n(2)g9(X,Y) —n(Y)g(X, Z)
= €9(Z,§)9(X,Y) —gn(Y)X, 2)
= g(Eg(X, Y)£ - U(Y)Xa Z)

son esitlik VZ € x(M) saglandigindan ve g nondejenere oldugundan

(Vx9)Y =eg(X,Y)§ —n(Y)X

elde edilir
(«<:) Tersine M, 2n + 1 boyutlu manifoldu (¢, £, 7, g, ) hemen hemen kontak metrik
yapist ile verilsin ve (3.3.17) 6zdesligi saglansin. (3.3.17) de Y = £ alirsak

(Vx9)Y = eg(X,)E—n()X
= n(X)§—-X

olur. Diger taraftan

(Vxo)Y = X¢(§) — o(VxE)
= —9(Vx?)

oldugundan

—¢(Vx€) =n(X)§ - X

olur. Burada ¢ yi tekrar uygularsak

—(=Vx&+0(VxEE) = n(X)o(§) — o(X)

elde edilir. Burada g(&, ) = € esitliginde X yoniinde kovaryant tiirev alirsak

n(Vx§) = g(Vx¢,§)
=0
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dir. Burada ¢(£) = 0 oldugundan

Vx§=—¢(X)

elde edilir. Teorem 3.2.4 den £ nin Killing vektor alani oldugu goriiliir. Ayrica,

(Vxn)Y = Xn(Y)—n(VxY)
(Vxn)Y = Yn(X)-n(VyX)

esitliklerini taraf tarafa ¢ikarirsak

(Vxn)Y = (Vxn)Y = Xn(Y) = Yn(X) —n([X,Y])
= 2dn(X,Y)

esitliginden ve (3.2.20) den

dn(X,Y) = - (Vxn)Y —(Vxn)Y)

N~ N~

elde edilir. Ayrica ¢ Killing vektor alam oldugundan Teorem 3.2.4 ve (3.2.17) den
dolay1

9(Vx§E,Y) = —g(Vy§, X)

dir. Dolayisiyla
dn(X,Y) = g(Vx¢&,Y) (3.3.19)

elde edilir. (3.2.18) den
dn<X= Y) = g<_¢(X)=Y)
= —9(¢(X),Y)

= g(X,¢(Y))
= O(X,Y)
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sonucuna ulagiriz. Boylece ® = dn oldugu goriiliir. Bu ise bize n nin Kontak metrik

yapi ve (M, n) nin Kontak metrik manifold oldugunu styler. Diger taraftan

a(X,Y) = (¢Vyod — Voy9) X — (¢Vx¢ — Vyx )Y

dersek

a(X,Y) = d(Vyo)X — (Veyd) X — ¢(Vxo)Y — (Vex )Y

= ¢ (VyoX — d(Vy X)) = (VoydX — ¢(Vyy X)) — & (VxoY — ¢(VxY))
+(Vox oY — ¢(VyxY))

= P(VxY = VyX) + ¢(VyoX — VyxY) + ¢(Vey X — VxoY)
+Vex @Y — VyyoX

= O*([X,Y]) +o([Y, X)) + ¢([6Y, X]) + [¢X, ¢Y]

= (X, Y]) + [0X, Y] — 6([¢X, Y]) — 6([X, ¢Y])

= Ny(X,Y)

elde edilir. Boylece (3.3.18) den

Ny(X,Y) = ¢(9(X,Y){=n(X)Y) —g(o(Y), X)§ + n(X)o(Y)
—¢ (9(X,Y)E = n(Y)X) + g(¢(X), Y)E — n(Y)$(X)
= —nX)$(Y) — g(¢(Y), X)§ + n(X)(Y) +n(Y)$(X)
+9(#(X), V) — n(Y)e(X)
= —(eg(@(Y),X) +eg(o(Y), X))¢
= —2e9(o(Y), X)¢
= —2dn(X,Y)¢

elde edilir. Dolayisiyla

NU(X)Y) = Ny(XY)+2dn(X,Y)E
=0
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sonucuna ulagiriz. Boylece M manifoldunun Sasaki manifold oldugu goriiliir.

Ornek 3.3.1. (R*'(—=3¢),¢,&,1,9,¢) hemen hemen kontak metrik manifold idi.

Diger taraftan metrigimiz sayet

Oij +eyiy; 0 —ey;

1
Gab = Z 0 51’]‘ 0
—€Y; 0 ¢
ise
613' 0 Y;

y 0 e+|yl

oldugu goriiliir. Burada | y |?= _(y")? dir. Ayrica kristofel sembollerini

1
k. _
k==

29kh (Ginj + Gnji — 9ijn)

oldugunu biliyoruz . Burada Einstein toplam sembolii kullanilmigtir. Ayrica virgiil

kovaryant tiirev anlamindadir. Bu formiilden Kristofel sembollerini hesaplarsak

1 .
Fl(€n+i)j = §9kh (g(n+i)h,j + Ghj,(n+i) — g(n+i)j,h) s h=1,....2n+ 11,5,k =1,2,....n,
1 n N
= 5(9k191j7(n+i) + . +9k Gnj,(n+i) T gk( +1)g(n+1)j,(n+i)
+.. +gk(2n)g(2n)j,(n+i) +gk(2n+1)g(2n+1)j,(n+i) )
1 n
= Q(Qkkgkj,(nﬂ) + gk(2 +1)9(2n+1)j,(n+z'))
1 0 1 0 1
— 4= (=(6.. . Ay —— (— ey
5 (15 G0 + e + g (o))
e[ 0 0
= 3 (a—yi(ykyj)) - yka_yi(yj))
€ 0 0 0
= 3 (yka_yi(yj) + yja_yi@k) - yka_yi(gyj)>
e 0
= Y5 ()
2 ]6yi
€
= §5kiyj
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elde edilir. Benzer yolla

£ . £
Tl iy 2nt) —§5ik, VAR __(6kjyi + Oni¥lj),

F2n+1 €

2n+1
i(n+4) I

(n+i)(2n+1) —

1
5(5%‘?/]- 6ij), 9

dir. Diger Kristofel sembolleri sifirdir. Ayrica

vei gbej

y;

2n+1
F n—H

+k T+

n—H 8k+1“n+z) Opr +

ak + Fn—i—k )

(n+1)(2n+1)~n
8ij)O2nt1
£0ik0k + 00n 4% —

k
F(n+z 2n+1)

+;(
. 1

+y5(=

1
§5yz’yja2n+1 -

—50irY;Ok —

1
4 <_§6ij82n+1 + 6ij82n+1>

50kiy; Ok +

5YiYjOni1

1
4§5ija2n+1
0

0i;€
elde edilir. Benzer sekilde
Veiqbej vgei = _5¢€i

6ii€ = —Vpeej
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i(2n+1) 5]“

= —3Y

0
.)0 6”6 —i—y]l“nﬂ)@nﬂ)a) p=1..2n+1

a2n+1 + 62] 5z

F2n+1

(n+1i)(2n+1) Don+1 )

+ 0i;O0on41

g
§yiazn+1

%6ij82n+1 + 0ijOont1

=V.¢, (3.3.20)



Vggbei = ¢£e; = Vbeif, Veiej = V¢ei¢€j = Vgg =0

olarak bulunur. Burada Y sabit bir vektor olmak tizere ve X = Yiei + Ynﬂenﬂ +

2n+1§ veY =Y e; + Yy enﬂ Lyt ¢ sabit vektor alani icin

7XY = VX(Viei—i—?n €n+z—|—Y2n+1§)
—2n+1l=

= XYV eZ+XY Venﬂ%—XY Ve, €2n+1

—nt+ionti= —2n+l=

+X" YV e+ X Y V. en+z+X iy Ve, €2n41
iy G vy V.t X2n+1—n+zv 4 X2n+1Y2n+1V5§

= XV e XY e — XY+ XY
—SXMHY enti + z—:XQnﬂY e e;

= —5?2n+1 (X Enti — YnH )— X2n+1 (Y Enti — ?n+iei)

——n-+itsi

+g(7i?” ~X Y)§

n+iei) ve oY = ¢( ?jenﬂ- — ?n+jej) oldugundan

dir, burada ¢X = ¢( Yienﬂ -X
VY = —p(V)eX —n(X)oV += (XV =XV ¢

elde edilir. Ayrica Vx& = —¢X oldugunu gormek kolaydir. Boylece

Xn(Y) = eg(VxY,€) +eg(Y,VxE)

——n-+itsi

= egle (KT =X7) ,6) - g(v,6X)
- (X’Y"“ —Y"“'?i> — eg(Y, ¢X)

olur. Dolayisiyla
—i5n+1i —n+it
5<XY ~X Y) = Xn(Y) + eg(Y, X)
elde edilir. Boylece

VxY = —n(Y)¢X = n(X)gY + (Xn(Y) +eg(Y, ¢X)) € (3.3.21)
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olur. Buradan

p(VxY) = —n(Y)¢’X —n(X)¢*Y
= —Y)(=X+n(X)§—n(X) (=Y +n(Y)E)
= Y)X = n(X)nY)§ +n(X)Y —n(X)n(Y)E

elde edilir. Simdi Vx¢Y yi hesaplarsak

VxoY = —n(Y)oX —n(X)o*Y + (Xn(gY) + eg(6Y, $X)) ¢
= —n(X)P’Y +eg(oY, 6X)¢
= X)) (=Y +n(Y)E) +e(g(Y, X) —en(Y)n(X))E
= n(X)Y —n(Y)n(X)€ +eg(Y, X)& — n(Y)n(X)¢

elde edilir. Biliyoruz ki

(Vx¢)Y = VxoY —¢(VxY)
= n(X)Y = n(Y)n(X)€ +eg(Y, X)& — n(X)n(Y)¢
—n(Y)X +n(X)n(Y)§ —n(X)Y +n(X)n(Y)E
= gg(X,Y){—n(Y)X

oldugundan

(Vx9)Y =eg(X,Y) —n(X)Y

sonucuna ulagirz. Boylece (R*"1(—-3¢), ¢, £, 7, g, €) Sasaki manifold olur.

Teorem 3.3.5. 2n + 1—boyutlu M manifoldu (¢, &, 7, g,¢) kontak metrik yapisiyla

verilsin. Bu durumda N? = N* = 0 dir. Ayrica,
N3 =0« ¢ killing vektordiir.

onermesi dogrudur (Yano 1984).
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Ispat.(=) Yapimuz kontak metrik manifold yapisi oldugundan dn(X,Y) = eg(X, ¢(Y)) dir.
Burada X yerine ¢(X),Y yerine de ¢(Y') yazarsak

dn(¢(X),6(Y)) = eg(6(X),¢*(Y))
= —e9(X,6°(Y))
= —eg9(X,—¢(Y))
= e9(X,8(Y))

dolayisiyla
dn(¢(X), p(Y)) = dn(X,Y) (3.3.22)

elde edilir. Ayrica (3.3.22) de Y yerine de ¢(Y') yazarsak
dn($(X),¢*(Y)) = dn(X,(Y))

dn(p(X), =Y +n(Y)§) = dn(X,¢(Y))
—dn(¢(X),Y) +n(Y)dn(¢(X),&) = dn(X,o(Y))

burada
dn(¢(X),£) = eg(#(X),9(§))
=0
oldugundan
dn(o(X),Y) +dn(X,¢(Y)) =0 (3.3.22)

elde edilir. (3.3.15) den N? = 0 olur. Diger taraftan dn(X, &) = g(X, ¢(&£)) = 0 ve

(X, €) = 5(Xn(€) - €n(X) — n((X, )

oldugundan

En(X) —n([X,¢]) =0
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elde edilir. Boylece

NI(X) = (Lep)X
= en(X) - n([X,¢])

olur. BuVX € x(M) icin saglandigindan N = 0 elde edilir. Boylece birinci kismin

ispat1 biter. Ikinci kismin ispatinda

= &n(X) —n([§ X]
= (Len)(X)

ve boylece (Leg)(X, €) = 0 elde edilir. Biliyoruz ki 7 ile dn formlar1 Lie tiirevi altinda
degismez oldugundan L ¢dn = 0 dir. Dolayisiyla VX,Y € x(M) igin

(Ledn)(X,Y) =0
olur. Boylece agilim yaparsak
Edn(X,Y) —dn([¢, X],Y) — dn(X,[¢,Y]) =0
dir. Aynica dn(X,Y) = eg(X, $(Y)) esitliginden
e€g(X, d(Y)) —eg([§, X], o(Y)) — eg(X, 6([€, Y])) = 0 (3.3.24)

elde edilir. Diger tarafdan

(Leg) (X, 0(Y)) = £9(o(Y), X) = g([§, X], o(Y)) — 9(X, [§, 6(Y)])
9(X, (Lep)(Y)) = g(X,[€,¢(Y)] — 9(X, ¢([¢, Y]))
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esitliklerini taraf tarafa toplarsak

(Leg) (X, 0(Y)) + 9(X, (Led) (V) = Eg(o(Y), X) — g([€, X], oY) — 9(X, ¢([€, Y]))

elde edilir. (3.3.24) den

(Leg) (X, 0(Y)) + g(X, (Leg)(Y)) = 0

sonucuna ulagiriz. Burada N3 = 0 ise

(Leg) (X, 0(Y)) =0

olur. Bu esitlik VX, Y € x(M) i¢in saglandigindan Lgg = 0 dir. Dolayisiyla £ killing
vektordiir.

(<) : Tersine ¢ killing vektor ise Lgg = 0 olacagindan ¢g(X, (Lg¢)(Y')) = 0 olur. Bu
esitlik VX € x(M) icin saglandigindan N3 = 0 dir. Boylece ispat biter.

Teorem 3.3.6. Hemen hemen kontak (¢, £, n) yapisi ile verilen differansiyellenebilir
bir M manifoldu, hemen hemen kontak metrik olacak sekilde Riemannian metrigi

kabul ettigi gibi Lorentzian metrigi de kabul eder (Belkhelfa 2002).

Ispat. hg bir Riemannian metrik ve ho(&,€) = 1 olsun. £* da hg metrigi ile baglantil

¢ nin dual vektorii olmak {izere
h=hy—(1—e)*®¢" (3.3.25)

olarak tamimlayalim. Burada h nin bir Lorentzian metrik oldugu Teorem 3.2.2 deki

gibi ispatlanir. Burada

R(E,€) = ho(&,€) — (1—e)E (&) ®E ()
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dir. h, (0,2) tensor alanim
WX, Y) = h(¢*(X),6*(Y)) +en(X)n(Y)

olarak tanimlayalim. Yine Teorem 3.2.2 deki gibi h 1n da Lorentzian metrik oldugu

ispatlanabilir. Burada

h(€,€) = h(¢*(€),9°(€)) +en(€)n(§)

dir. Ayrica Y = £ alirsak

h(X,€) = h(¢*(X),6%(E)) +en(X)n(€)
h(X,€) = en(X)

elde edilir. Benzer sekilde h metriginden yararlanarak g yi
1
9(X,Y) = 5 (h(X,Y) + h($(X), ¢(Y)) + en(X)n(Y)) (3.3.26)

seklinde tanimlarsak g nin bir Lorentzian metrik oldugunu kolayca gorebiliriz. Bu-

rada

9(6,8) = 3 (W& &) + h(@(E), (£)) +en(€)n(€))

(e+0+¢)

LI NGNS NG

ve benzer sekilde (3.3.26) de Y = ¢ alirsak

9(X,8) = 5 (WX, &) + h(d(X), ¢(£)) + en(X)n(€))

= 5 (En(X) +0+en(X))

— DN | =

= en(X)
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her iki tarafi € ile ¢arparsak

n(X) =eg(X,¢) (3.3.27)

elde edilir. (3.3.26) de X yerine ¢(X) ve Y yerine ¢(Y') yazarsak

9((X),0(Y)) = 5 (M&(X),$(Y)) + h(¢*(X), ¢*(Y)) + en(d(X))n(6(Y)))
(h($(X), ¢(Y)) + h(=X +n(X)&, =Y +n(Y)E))

(h(X,Y) + h(p(X), ¢(Y)) + en(X)n(Y)) — en(X)n(Y)

N =N~ DN -

dolayisiyla
9(¢(X),9(Y)) = g(X,Y) —en(X)n(Y) (3.3.28)

elde edilir. ¢ Lorentzian metrigi g(§, &) = ¢ ve (3.3.27) sartim saglar.

Teorem 3.3.7. 2n + 1—boyutlu M manifoldu (¢,&,n, g,¢) kontak metrik yapisi ile
verilsin. Sayet M bir K-Kontak manifold ise M nin her bir noktasinda £ yi kapsayan
diizlem kesitleri igin kesitsel egriligi ‘c 'na esittir (Belkhelfa 2002).

Ispat. VX € x(M) icin

g (R(§ X)X, §)
9(§,§)9(X, X) —g(§, X)?
 g(R(EX)EX)

9(§,6)g(X, X) — g(&, X)?

(&, X)

esitligini hesaplamaliy1z. Ayrica

R, X)§ = VeVx&—VxVel — Viexé
= VeVx{—VxVel — Vo x§+ Vel

dir. Manifold K-Kontak oldugundan Teorem 3.2.4 den Vx¢ = —¢(X) dir. Boylece
V€ = —¢(€) = 0 olur. Dolayisiyla

R(& X)E = —Vep(X) + d(VeX) — 0(VxE)
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= —(Ved)(X) + ¢*(X)
= —(Ve)(X) — X +eg(X, )¢

elde edilir. £ killing vektor alan1 oldugundan Toerem 3.3.5 den L¢¢ = 0 dir. Dolayisi
ile VX € x(M) icin

(Led)(X) = [§o(X)] — o€ X]
0 = VedX — Vyx)€ — o(VeX) + ¢(VxE)
0 = VeoX +¢*(X) = ¢(VeX) — ¢*(X)
0 = VeoX — ¢(VeX)
0 = (Veg)(X)

dir. Ayrica X ile £ ortogonal oldugundan g(X, &) = 0 dir. Dolayisiyla
R X)§ =—-X

sonucuna ulasiriz. Boylece X birim vektor oldugundan

o g(_X7X)
9(§,6)g(X, X) — g(&, X)?
9(X,X)
g(ﬁié)g(X,X) —g(§, X)?

K (&, X)

1-0

(RO N )

elde edilir. Boylece ispat biter.

Lemma 3.3.2. 2n + 1 boyutlu (M, ¢,£,n, g,¢) Sasaki manifoldu verilsin. Bu du-

rumda agagidaki bagimtilar vardir.

1) R(X,Y)E = (V)X — n(X)Y (3.3.29)
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ve

2)R(X, Y = nY)X —eg(X,Y)¢
= —(VX¢)(Y)

iistelik biitiin £ ye ortogonal olan X birim vektorleri icin
R(X,§)X =€

dir (Belkhelfa 2002).

Ispat. Sasaki manifoldlar1 aym zamanda K-Kontak manifold olduklarmdan Teorem

3.24 den Vx¢& = —¢(X) dir.

R(X,Y){ = VxVy{—VyVxé—Vixy)
= —Vxo(Y) + Vyo(X) — ¢([X,Y])
= —(Vxo(Y) = ¢(VxY)) + (Vyo(X) — ¢(Vy X))
= —(Vxo)(Y) + (Vyo)(X)

M Sasaki manifoldu oldugundan (3.3.18) den

R(X,Y)E = —(eg(X,Y)E—n(Y)X) + (eg(X,Y)E —n(X)Y)

= n(Y)X —n(X)Y
elde edilir. Ayrica

9(R(X,8)Y,Z) = g(R(Z,Y)¢, X)
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dir. BuVZ € x(M) igin saglandigindan ve ‘g’ metrigi nondejenere oldugundan
R(X, )Y =n(Y)X —eg(X,Y)E

sonucuna ulagiriz. Burada Y yerine X alirsak
R(X, €)X = (X)X — eg(X, X)¢

olur. X ile £ ortogonal ve X birim oldugundan n(X) = eg(X,£) =0, g(X, X) =1
dir. Dolayisi ile
R(Xv g)X = _65

elde edilir. Boylece ispat biter.

Teorem 3.3.8. ¢ bir killing birim vektor alani olmak iizere, Lorentzian veya Rie-
mannian bir M manifoldunda R(X,Y)& =eg(&,Y)X —eg(§, X)Y ise M bir Sasaki
manifoldudur (Belkhelfa 2002).

Ispat. 7(X) = eg(X, €) idi. Ayrica € killing vektor alam oldugundan Vx¢ = —¢(X)

oldugunu biliyoruz ayrica
R(X,)Y =VxVy& — Vy,vé
dir. Boylece

R(X,8Y = —Vxo(Y)+¢(VxY) (3.3.30)
= —(Vxo)(Y)

elde edilir. Bu (3.3.29), (3.3.30) ve n(Z) = €g(&, Z) esitliklerini kullanirsak

9(Vxo)(Y),Z) = g(—R(X,§)Y,Z)
= g(R(§X)Y, 2)

116



= gm(2)Y —n(Y)Z,X)

(
= n(2)g(Y, X) = g(Z,n(Y)X)
= g(eg(Y, X)¢, Z2) — g(n(Y) X, Z)
(

= g(eg(Y, X)§ —n(Y)X, Z)
olur. Son esitlik VZ € x(M) igin saglandigindan
(Vx9)(Y) = eg(Y, X)€ —n(Y)X

olur. (3.3.18) den M nin Sasaki manifoldu oldugu goriiliir.
3.4. ¢-Kesitsel Egrilik

Tamim 3.4.1. (M, ¢,n,&, g,€) 2n+1-boyutlu kontak metrik manifold ve X € y (M)
birim vektor alani da & karakteristik vektor alanina dik olsun. {X, X} ciimlesi bir

diizlem kesitinin tabani olmak tizere
K (X,0X)=g(R(X,9X) X, X) (3.4.1)
eisitligine ¢—kesitsel egriligi denir (Yano1984).
Tanim 3.4.2. (M, ¢,n,&, g,¢) 2n+1-boyutlu kontak metrik manifold olsun.
B x(M) x x(M) x x(M) x x(M) — R

olarak tamml K (0,4) tensorii VX,Y, Z, W € x(M) ve VX,Y,Z,W € D icin

i + BW,Z,X,Y)=-B(Z,W,X,Y)=-B(W,Z,Y,X)
ii : B(W,Z,X.,Y,)=B(X,Y,W,Z)

iii : B

(

(

W, Z,X,Y)+BW,X,Y,Z)+ BW,Y,Z,X)=0
iv : BW,Z,X,Y)=B(W,¢$Z,X,Y)=BW,Z,¢X,sY)
v : B Z,X,Y)=BW,(X,Y)=BW,Z,6Y)=BW,Z,X,£) =0



ozeliklerini saglasin. Burada (ii) 6zeligi (i) ve (iii) nin bir sonucu olarak da stylenebilir.

Teorem 3.4.1. B ve T (0,4) tensorleri (i),(ii),(iii),(iv) ve (v) ozeliklerini saglasin.
Bu durumda VX, Y € x(M) i¢cin B(X,Y, X,Y) =T(X,Y, X,Y) esitligi saglaniyorsa
YW, Z, X, Y € x(M) igin

BW,Z, X,)Y)=T(W,Z,X,Y) (3.4.2)
dir.

Ispat. B ve T (0,4) tensorleri (i),(ii),(iii),(iv) ve (v) kosullarim saghyorsa B — T
(0,4) tensorii de (i),(ii),(iii),(iv) ve (v) kosullarim saglar. Kabulden VX,Y € x(M)
icin (B—T)(X,Y,X,Y)=0dir. Y yerine Y + W koyarsak

(B-T) X, Y+W,X,)Y+W)=0
olur. Ayrica

B-T)(X,Y+W,X,Y+W) = (B-T)(X,Y,X,Y)+(B-T)(X,Y,X,W)
+(B=T)(X,W,X,Y)+ (B—=T)(X,W,X,W)
= (B=T)(X,Y,X,W)+ (B-T)(X,W,X,Y)
= 2(B-T)(X,Y,X,W)

oldugundan VX, Y, W € x(M) igin
(B—T)(X,Y,X,W) =0 (3.4.3)

gikar. Simdi (3.4.3) de X yerine X + Z koyarsak (B —T) (X +Z,Y, X +Z, W) =0

olur. Ayrica

B-T)(X+ZY,X+2ZW) = (B-T)(X,Y,X,W)+(B-T)(X,Y,Z,W)
+(B-T)(Z,Y,X, W)+ (B-T)(Z,Y,Z,W)
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= B-T)(X,Y,Z,W)+(B-T)(ZY,X,W)
= B-T)(X,Y,Z,W)—(B-T)(X,W,Y,Z)

elde edilir. Boylece
(B-T)(X,Y,Z,W)=(B-T)(X,W,Y,Z)

c¢ikar. Burada Y, Z, W vektor alanlar1 yerine, sirasiyla, Z, W, Y yazarsak
(B-T)(X,Y,Z,W) = (B-T)(X,Z,W)Y)

elde edilir. Dolayisiyla

3(B-T)(X,Y,Z,W) = (B-T)(X,Y,Z W)+ (B-T)(X,Z,W,Y)
+(B-T)(X,WY, Z)

ve (iii) den VXY, Z, W € x(M) igin (B—-T) (X, Y, Z,W) =0 ve

(B=T)(X,Y,Z,W) = (B=T)(ZW,X,Y)
= —(B-T)(W.Z,X,Y)

oldugundan (B—T)(W,Z, X,Y)=0ve BW,Z, X,Y)=T(W, Z,X,Y) elde edilir.
Teorem 3.4.2. B ve T (0,4) tensorleri (i),(ii),(iii),(iv) ve (v) ozeliklerini saglasn.

Bu durumda ¥X,Y € D icin B(X,Y,X,Y) = T(X,Y,X,Y) esitligi saglaniyorsa
YW, Z,X,Y € x(M) icin BIW, Z,X,Y) =T(W,Z,X,Y) (B=T) dir.

=

Ispat. Kabul edelim ki VX,Y € D icin

B(X,Y,X,Y)=T(X,Y,X,Y) (3.4.4)
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esitligi saglansm. VX,Y € x(M) icin X,Y € D olmak iizere

X = X+nX)¢ (3.4.5)
Y = Y +qY)

olarak yazabiliriz. Burada B ve T tensorleri (i),(ii),(iii),(iv) ve (v) kogullarim sagladigin-
dan B — T de (0.4) tipinde bir tensordiir ve (i),(ii),(iii),(iv) ve (v) kosullarimi saglar.
(B—T)(X,Y,X,Y) esitligine bakarsak (A = B — T dersek)

) +n(X)n(Y)AX,Y, €€
) +0(Y)?AX, €, X, €)
n(Y)AX,€,6Y) +n(X)n(Y)?AX, €, €, €)
) +0(X)n(Y)AE Y, X, €)
) +1(X)n(Y)A(E, Y. € €)
n(Y)A(E & X,Y) +n(X)n(Y)?A(€,€, X, €)
)

elde edilir. (v) kogulundan

olur. (3.4.4) den (B—T)(X,Y,X,Y) = 0 dir. Dolaysiyla VX,Y € x(M) icin
(B-T)(X,Y,X,Y) = 0 olur. Son énerme VX,Y € x(M) i¢in B(X,Y, X,Y) =
T(X,Y,X,Y) onermesi ile denk 6nermedir. Teorem 3.4.1 den VW, Z, X|Y € x(M)
icin BW, Z, X, Y) =T(W, Z,X,Y) olur. Boylece ispat biter.

Teorem 3.4.3. B ve T (0,4) tensorleri (i),(ii),(iii),(iv) ve (v) kosullarini saglasin. Bu
durumda VX € D icin B(X,¢X,X,¢X) = T(X,¢$X,X,$X) esitligi saglaniyorsa
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VX,Y € D icin

ey
>
a
sl
=l
I
=
>
<
Il
=l

dir.

Ispat: Kabul edelim ki VX € D icin B(X,¢X,X,¢X) = T(X,¢X,X,$X) olsun
Boylece VX € D icin (B —T) (X,¢X,X,$X) = 0 olur. Burada X yerine Y € D
icin X + Y yazarsak kabulden

[:(B-T)(X+Y,0(X+Y),X+Y,¢(X+Y))=0

ve bu esitligi acarsak VX,Y € D icin

0 = I=4(B-T)(X,¢

X, 0Y)+2(B-T)(X,X,Y,0Y) (3.4.6)
¢

+4(B—-T)(X,$X,X,0Y) +4(B—-T)(Y,pY

Y, ¢X)
olur. Benzer sekilde X yerine X — Y yazarsak, kabulden

II:(B-T)(X+Y,0(X+Y),X+Y,¢p(X+Y))=0
ve

0 = II=4(B-T)(X,¢Y,
—4(B-T)(X,¢X,

olur. (3.4.6) ve (3.4.7) den
esitliklerine ulagirz. (i),(iii) ve (iv) den kolayca

(B-T)(X,¢X,Y,¢Y) = (B-T)(X,Y,X,Y) = (B—T)(X,¢Y,X,¢Y) =
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elde edilir. (3.4.8) ve (3.4.9) esitliklerini taraf tarafa gikarirsak

3(B—T)(X,¢Y,X,¢Y)+ (B-T)(X,Y,X,Y)=0

olur. (3.4.10) de Y yerine ¢Y alirsak

olur.

Ornek 3.4.1. 2n+1-boyutlu (M, ¢,&,m, g,¢) Sasaki manifoldu olsun

BW,Z,X,Y) = R(W,Z,X,Y)

3 Y 2)g(X. W) — g(X, Z)g (Y, W)

4
n(X)n(Z)g(Y, W) —n(Y)n(Z)g(X, W)
)

e | n(Y)n(W)g(X, Z) —n(X)n(W)g(Y, 2)

L rg(8Y, 2)g(0X, W) — g(6X, Z)g(oY, W)

+29(X, ¢Y)g(¢Z, W)
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ve

9(Y, 2)g(X, W) — g(X, Z)g(Y, W)
, +0(X)n(2)g(Y, W) = n(¥Y)n(Z)g(X, W)
Bo(W. 2, X,Y) = 7| +n(Y)n(W)g(X, Z) = n(X)n(W)g(Y, Z) (3.4.13)
+9(0Y, Z2)g(oX, W) — g(6X, Z)g(¢Y, W)

+29(X, ¢Y)g(02, W)

)
(Z

olarak tammmlarsak B ve By (0,4) tensorlerinin 4-lineer oldugu aciktir. VZ, X,Y € D
oldugundan 7(X) =n(Y) =n(Z) =0 dir. B(¢,Z,X,Y) yi hesaplarsak

B(&.Z.X.Y) = REZX.Y)- = (oV.2)9(X.€) - 9(X. Z)g(Y,¢))

elde edilir. Benzer sekilde (i),(ii),(iii),(iv) ve (v) kogullarin sagladigi da gosterilebilir.
{X,Y} ortonormal tabam i¢in

K*(X,Y) = B(X,Y,X,Y)

olarak tamimlayalim. Sayet X, Y lineer bagimsiz keyfi iki vektor alani ise

B(X,Y,X,Y)
g<X7 X)Q(K Y) - g<X7 Y)2

K*(X,Y) =
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olarak yazabiliriz. Boylece m = sp{X, #(X)} i¢in

; _ B(X, ¢(X), X, ¢(X))
B = R X09(6(X), () — 90X, 6(X)P
_ B(X.9(X), X.¢(X))
9(X, X)g(o(X), (X))
elde edilir. Sayet X € D ise
K*(X,9(X)) = BX, 9(X), X, ¢(X))
9(X, X)g(p(X), p(X))
_ B(X,6(X).X.6(X))
9(X, X)?
olur. B ve By 1n tanimindan
B(X,¢(X), X, ¢(X)) = R(X,6(X),X, (X))
By(X.6(X).X.6(X)) = ¢(X.X)?

oldugu goriiliir. Boylece HYH =

HngH esitligini de kullanirsak

_ R(X,¢(X), X, ¢(X))
- ——1
_ X
_ X ¢X) X X ))
T oI T Tox]
. K(;_w@)
X lox]
dir. Burada % %} ortonormaldir. Sasaki uzayimizin ¢—kesitsel egriligi
bir ‘¢’ sabitine esi

VUJ—
=4
—.
»n
@
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olur. Boylece

oldugundan

B(X,¢(X), X, ¢(X)) = cBo(X, $(X), X, ¢(X))

elde edilir. Burada T(X, ¢(X), X, ¢(X)) = (cBo) (X, ¢(X), X, ¢(X)) dersek
T = cBy

4-lineer tensorii (i),(ii), (iii),(iv) ve (v) kogullarim saglar. Teorem 3.4.3 denVX,Y € D
icin

B(X,Y,X,Y) = (cBy) (X,Y,X,Y)

olur. Teorem 3.4.2 den VW, Z, X, Y € x(M) igin BIWW, Z,X,Y) = (¢By) (W, Z, X,Y)
elde edilir. Boylece

ROV, 2,X,Y) = 2= (9(¥, 2)g(X, W) — g(X, Z)g(¥, W)

n(X)n(2)g(Y, W) —n(Y)n(Z)g(X, W)
e | +n(Y)n(W)g(X, Z2) — n(X)n(W)g(Y, Z)
L +9(6Y, 2)9(0X, W) — g(6X, Z)g(6Y, W)
+29(X, ¢Y)g(¢pZ, W)

9(Y, 2)g(X, W) — g(X, Z)g(Y, W)

(Xn(2)g(Y, W) —n(Y)n(Z)g(X, W)
+n(Y)n(W)g(X, Z) = n(X)n(W)g(Y, Z)
+9(0Y, Z)g(p X, W) — g(¢X, Z)g(¢Y, W)

+29(X, ¢Y)g(¢pZ, W)

+n

=10

ve

RX.YVZ = S5 v )X — g(x, 2)Y) (3.4.14)
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- n(Xn(2)Y —n(Y)n(Z)X + g(X, Z)n(Y)§
1 —9(Y, Z)n(X)§ + g(Y, Z)¢X
—9(¢X, Z) +29(X, Y )pZ

elde edilir.

3.5 Sasaki Manifoldlarinin Integral Alt Manifoldlar:

Tanim 2.5.2. ve Tanim 2.5.3 de dagilim ile integral alt manifoldlarinin tanimlarini

verdik. Sonug 3.1.1 de (V,n) Kontak manifoldu i¢in

D = {X € x(N) : g(X) = 0}

ciimlesini de x(NN) nin 2n boyutlu Kontak dagilim olarak tanitmigtik. m—boyutlu
M manifoldu (N?"*1 ) Kontak manifoldunun alt manifoldu olsun. Bu tammlar
altinda sayet her X € x(M) igin n(X) = 0 oluyorsa M manifolduna N*"*! Kon-
tak manifoldunun integral alt manifoldu denir. X,Y € x(M) igin [X,Y] € x(M)

oldugundan

dn(X,Y) = 2 (XnY) = Yn(X) —n(X,Y]))

olur. Sonug olarak M manifoldu N?*"! Kontak manifoldunun integral alt manifoldu
ise

i) Her X € x(M) i¢in n(X) =0

ii) Her X,Y € x(M) igin dn(X,Y) =0

ozelikleri saglanir. Bu iki 6zeligin bir sonucu olarak asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.5.1. 2n + 1 boyutlu bir Kontak manifoldun, integral alt manifoldunun

maksimum boyutu ‘n’ dir (Blair 1976).

Lemma 3.5.1. (N?"™! ¢ & n,g,¢) kontak metrik manifold ve MP de N?"™! mani-
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foldunun integral alt manifoldu olsun. Bu durumda VX € x(MP?) i¢in
$(X) € x(MP)*

dir (Blair 1976).

Ispat. MP? de ‘¢’ metrigine karsilik gelen Levi-Civita konneksiyonu V ve N2t
Sasaki uzaymnda ‘G’ metrigine karsiik gelen Levi-Civita konneksiyonu da V ise

VX,Y € x(MP) igin Gauss formiiliinii uygularsak

[(X,Y] = VxY —-VyX
= VxY +h(X,Y) - VyX —h(Y,X)
= VxY —VyX

oldugundan [X,Y] € x(MP?) dir. Ayrica

G([X,Y],§) = G(VxY.§) - G(VyX,§)
= _G(vXé.vY)—i_G(ngvX)

olur. Teorem 3.3.3 den

G([X,Y],6) = —G(—¢X — ¢hX,Y) + G(—¢Y — ¢hY, X)
= 2G(¢X,Y) + G(¢hX,Y) — G(¢hY, X)

elde edilir. Ayrica h simetrik ve ph = —h¢ oldugundan

G(¢hY,X) = —G(hY,¢X)
= —G(Y, h¢X)
= G(Y,¢hX)
dir. Boylece
G([X,Y],¢) =2G(¢X,Y) (3.5.1)
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esitligi elde edilir. [X,Y] € x(M?) ve MP de N*"*! manifoldunun integral alt man-
ifoldu oldugundan G([X,Y],&) = 0 dir. Boylece (3.5.1) den VY € x(MP) igin
G(¢X,Y) =0 ve ¢(X) € x(MP)* olur.

Sonug 3.5.1. (N2t ¢ £ 1, g,e) Sasaki manifoldu ve
i: MP —si(MP) C N*"H!

olacak sekilde daldirma (inclusion) déniisiimiinii ele alalim. Burada M? manifoldunu
N?"+1 Sasaki uzaymin alt manifoldu olarak diistinebiliriz. Tanmim 3.2.2 geregince eger
MP manifoldu N?"*1 Sasaki uzayinn integral alt manifoldu ise VX € yx(MP) igin
n(X) = 0 dir. Bunun tersi de dogrudur. M?P manifoldu tizerindeki metrik ‘g’ ve

N2+l manifoldu iizerindeki metrik de ‘G’ olmak iizere
g(X)Y) =G (i.(X),i.(Y)) (3.5.2)

olur. Ayrica MP de ‘g’ metrigine karsilik gelen Levi-Civita konneksiyonu V ve N27!
Sasaki uzaymda ‘G’ metrigine karsilik gelen Levi-Civita konneksiyonu da V olsun.

Boylece VX, Y € x(MP) igin Gaus formiilii

VxY =VxY +h(X,Y) (3.5.3)
ve VX € x(MP),V &, € x(MP) igin de Weingarten formiilii

Vx& = —Ae X + Dxé, (3.5.4)

dir. Burada

7

olarak gosterecegiz. ve A; ye &, normal vektor alanina kargilik gelen sekil operatorii
diyecegiz. Biliyoruz ki 2n + 1-boyutlu kontak manifoldun integral alt manifoldunun
maksimum boyutu ‘n’ dir. MP manifoldunu N?"*! in integral alt manifoldu ve p = n

alirsak M™ in ortonormal bir tabam {X;, Xo, ..., X,,} seklinde vardir. Lemma 3.5.1
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den N?"*1 de ortonormal bir tabanin
{X1, Xo, o, X, & = 0X1, 8 = 0X5, .., = 90X, &}
olarak segebiliriz. VX,Y, Z € x(MP) i¢in Gaus ve Weingarten formiillerinden
VxVyZ =VxVyZ +Vxh(Y,Z)

ve

VxVyZ =VxVyZ+ WX, VyZ) — ApyzX + Dxh(Y, Z) (3.5.5)

elde edilir. Benzer sekilde
VyVxZ =VyVxZ+hY,VxZ)— Anx,2)Y + Dyh(X, Z) (3.5.6)

olur. Ayrica

Vixy)Z = -VixyZ +MX,Y],2) (3.5.7)

dir. (3.5.5), (3.5.6) ve (3.5.7) den

R(X.Y)Z = R(X,Y)Z - Awyn X + Anx)Y + h(X,VyZ) (3.5.8)

elde edilir. Burada

I . = R(X, Y)Z - Ah(y7z)X + Ah(X,Z)Y
II :© =h(X,VyZ)—hY,VxZ)—h(X,Y],Z)+ DLh(Y, Z) — DEh(X, Z)

dersek [ ifadesi M™ manifoldunun tegetinde II ifadesi de normalinde oldugundan

VXY, Z,W € x(MP?) i¢in

g(R(X,Y)Z,W) = g(RX,Y)Z, W) + g(Anx.2)Y, W) — g(Any.n X, W) (3.5.9)
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olur. Ayrica (3.4.14) dan VX, Y, Z, W € x(MP) igin

— 3
JR(X,Y)Z,W) = £

(9(Y,2)X —g(X,2)Y)

h(X’ Z) = Z g(AaX7 Z)fa

«

WY, Z) = ) gAY, Z)E,

67

oldugundan

9(Anx,2)Y, W) = Z g(ALY, Z)g(A X, W)

«

9 Ay X, W) = > g(AuX, Z)g(AsY, W)

dir. Boylece

J(RIX,Y)Z,W) = 6235 (9(Y, 2)X — g(X, Z)Y) (3.5.10)

+ Z (AnY, 2)g(AuX, W) — g(AaX, Z)g(AY,W))

elde edilir.

Teorem 3.5.2.(N?""1 ¢ £ n, g, ) Sasaki manifoldu ve

i M" — i(M™) C N*"H!

olacak gekilde daldirma (inlusion) déniigiimii olsun. M™ integral alt manifoldu ise
M™ in ortonormal bir tabam {Xj, Xy, ..., X,,} ve tabana tamamlama teoreminden

den N?"t1 de ortonormal bir tabani

{XlaXZa "-7Xn7€1 = ¢X17§2 = ¢X27 agn = ¢Xn7§0 = 5}
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olarak secebiliriz. Bu tabanin dual tabam

olsun. Gergekten burada n(§) = 1 ve n(X;) = n(¢X;) = 0 oldugundan w® = n dir.
Bu durumda
i) h% =0 dir.

ii) Birinci Kartan yapi denklemi
2n
dw? = — Z wisAw®
B=0

olmak {izere [wﬁ,] matrisi antisimetriktir.
iit) i* =n +4 (i = 1,2,...,n) olmak tizere wj = w] dir.

. 2n ) 2n .
iv) w} :kZ::O hiw®, w? :kZ::O hw* = 0 dir (Blair 1976).

Ispat. i) Burada (&) = 1 ve n(X;) = n(¢X;) = 0 oldugundan w°® = n dir. Boylece

VX, Y € x(M™)
icin
n+1
WX, Y) =) BHX, V),
k=0

dir. Boylece h°(X,Y) = G(h(X,Y),€) dir. Diger taraftan Gauss formiiliinde VxY
tegetsel bilesen oldugundan h°(X,Y) = G(VxY,€) olur. G(Y,&) = 0 ise

R(X,Y) = G(VxY.€)
= —G(Y;vxf)
= G(Y,¢9X)

elde edilir. Burada X € x(M™) ve M™ nin integral alt manifold oldugundan
6X € x(M")*

131



ve 'O(X,Y) = G(Y,¢X) =0 dir.

2n —
i) dw? = — 3 wAw? iken wi(X) = w' (VxXj) ve
B=0

2n
Vi X; =) wh (X;) Xi (3.5.11)
k=0
olarak tamimlanir. Burada G(X;, X;) = 6;; oldugundan Vi, j = 1, ..., 2n icin
G(Vx, X, X;) + G(X;, Vx,X;) =0

dir. (3.5.11) den

2n 2n
D wk (X,) G(Xe, X))+ D> wh (X,) G(Xg, Xi) =0
k=0 k=0
ve
wg (Xp) + w;' (Xp) =0
olur. boylece wg = —w§ oldugundan [wg] matrisi antisimetriktir.

iii) Benzer gekilde Vi, j = 1,...,n i¢cin G(¢X;, X;) = 0 dur. Boylece
G(Vx,0X:, X;) + G(¢X;,Vx,X;) =0 (3.5.12)
dir. Burada N?"*! Sasaki uzay oldugundan

(Vx,0) X; = eG(X;, X;)¢ —n(X))X;

86@'5

dir. Diger taraftan

(Vx.) X; = Vx,6X; — 6 (Vx.X;)

oldugundan

vxi(ij =¢ (?XZXJ) + 862']'5 (3513)
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elde edilir. (3.5.12) esitliginde G(Vx,¢X;, X;) hesaplarsak

G(Vx,0Xi, X;) = G(6(Vx,Xi) + by, X;)
= G(o(Vx,Xi), X;) + G(e6yé, X))
= G(¢(Vx,Xi),X;) +e6,G(¢, X))
= Glo (Vx,Xi) . X))

olur. Boylece (3.5.12)
G(o (Vx,Xi), X;) + G(¢X;, Vx,X;) =0

ve egitliklerinden

G(¢X;, Vx,X;) — G(Vx, X, ¢X;) =0

esitligi elde edilir. Ayrica (3.5.11) den ve

2n 2n
Z wf (Xp) G( Xk, 0X;)— Z wy (Xp) G( Xk, 9X;) =0
k=0 k=0

*

esitliklerinden de w}" (X,) — w]

iv) Burada h'(X,Y) = g(A;:X,Y) olmak iizere R}, = h'(X;, Xj)

2n
olarak tammlamr. w} =37 A5 w* dersek
k=0

2n
w;‘* (Xp) = (Z )\;kwk> (Xp)
k=0
2n .
= Z )‘;‘kwk (Xp)
k=0
= Ay
olur. Boylece w!(X) = w' (VxX;) esitlignden

X, = wj‘* (Xp)

Jp

= w" (VxX))
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(VxpXj, ¢Xi)

(—Vxp0Xi, X))
(= Vxp&ir X))

(= Vxpi X;)

= 9(AiXp, X)

G (V
G
G
G

olur. Dolayisiyla )\;-p = g(A; Xy, Xi) = hi, olur. Bu da bize w Z h kw oldugunu

soyler.

Teorem 3.5.3. (N?"1 ¢ & n,g,¢) Sasaki manifoldu ve

i: M™ — i(M™) C N*"*!

olacak gekikde daldirma (inclusion) doniisiimii ve M™ manifoldu da N?"™! Sasaki

uzayinin integral alt manifoldu olsun. Bu durumda Vi, j = 1,2, ...,n igin
i) AX; =A;X;

i) tr <Z A§)2 =3 (trA;A;)°

dir (Blair 1976).

Ispat. i) Teorem 3.5.1 den wi = w] ise

—thw —thw = w!’

olur. Boylece h;k = hgk egitligine ulagmig oluruz. Ayrica h;'-k = g(A4;X;,

W, = g(A;X;, Xi) oldugundan VX, € x(M™) igin
9(AiX;, Xi) = g(A; Xi, Xx)

olur. Boylece A;X; = A;X; esitligini elde ederiz.
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if)
(i: Ai) ZZP: A A (3.5.14)

,j=1

ve A = [a;;], B = [bij] ve C = [¢;;] i¢in

r(ABC) Z 505k Chi (3.5.15)

1,5,k

oldugunu gormek kolaydir. Burada h’k = g(A;X;, X}) oldugundan A; ye karsihik
gelen matris 4; = [h%,] dir. Dolayisiyla (3.5.14) ve (3.5.15) den

2
(2) - (5
( ij=1

= > trAA?

3,j=1
- Zh mn nk
= Zh’ lz ]n
= ) (trAiAy)

k,m

olur.
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4. R>+1(—3¢) SASAKI UZAYI
4.1 R**(—3¢) Sasaki Uzayinda Izometrik immersiyonun Ozelikleri

Ornek 3.2.1, Ornek 3.2.2, Ornek 3.2.3 ve Ornek 3.3.1 de yapilan islemlerle
(R?"Y(=3¢), ¢,&,m, g, €) altilisimin Sasakian uzay oldugu gosterilmisti. Bu uzayda

(zl} Y, Z) = (1’1, s Tny Y1y -5 Yn, Z)

standart koordinatlar iken n = %(dz — > yidx;) 1-formunu tammlamigtik. Burada

0
karakteristik vektor alam1 £ = 2— ve ¢ endomorfizmine karsilik gelen matris

0z

0 862']' 0
0 EY; 0
idi. Ayrica ‘g’ metrigi
g ZEZ(de +dy?) +en®@n (4.1.2)
4 1 1

olmak iizere, bu metrige karsilik gelen matrisi

Oij +eyiy; 0 —ey;

1
Gab = Z 0 5@' 0
—EY; 0 ¢
2n+1 9 0 9 5
olarak bulmugtuk. R*"*'(—3¢) wzaymn | 0; = —, 01 = =—, O2ns1 = — |dogal
ox; y; 0z

tabanindan bagka

0 0 0 0 .
w= (ei = 28—%’ Cnyi = EQE; = 28(83:7; + yi$)762n+1 == 2&) (t=1,2,...,n)
(4.1.3)

taban1 ortonormal bir taban idi. Simdi U € R?"™(—3¢) vektoriiniin dogal tabanda

U=U,+ U1 0y,11
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ve p— tabaninda yazilis1 da U = T'e A+ U%He%ﬂ olsun. Boylece

—=A +2n+1
U = U €A+U €oan+1

—i —n+i —2n+1
= Ue+U eni +U €2n+1

0 N+t 0 0 T=2n+1 0

— T 20— L 9~
— O —nti O —ont1 —nti, O
- 2U ayi+2U &Bﬁz(U +Y uU )5

—n-+1

= 2U 81 + QUian_H' + 2(?27“_1 + Z yiUn+i)62n+1

elde edilir. Bulmus oldugumuz son esitligi U = U'0; + U0, ; + U?" 10y, ile

kiyaslarsak
T }Ui [ lUnJri T 1(U2n+1 _ Z U
- 2 ’ - 2 ) - 2 yl

esitliklerini ulagiriz. Ayrica burada

es) = 3lds= Y udn)(2g)

0 0
= dz — Zdl‘z—
()~ S vl
- 0=

ve

ewd) = 50z = Y udr) @5 +1,50)
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oldugu goriiliir. Boylece distrubutionun
D = Sp{e;, peii=1,...,2n}
oldugu goriiliir (Baikousis 1991).

Sonug 4.1.1. m— boyutlu M manifoldu R*"*1(—3¢) Sasaki uzaymin alt manifoldu

ve

z: M — R*™M(-3¢)

doniigiimii izometrik immersiyon olsun. Bu immersiyonu
= (22, (A=1,2,...,2n)
koordinat fonksiyonlar ile verelim. Boylece
=204 + 27044

olur. a = a0y + a0y, sifirdan farkh ve ¢ ya dik bir sabit vektor olsun. Bu
durumda @ = ¢(sabit) ve @®"*! = 0 dir. f, = g(z,a) fonksiyonu igin (2.9.7) deki
spektral ayrisimi ve a vektorii yerine eq4 (A = 1,2,...,2n) alirsak da (2.9.8) deki
spektral ayrisimi elde ederiz. Bu durmda p ve g degerleri R*"1(—3¢) deki koordinat
sisteminden bagimsizdir. Sayet (F4,§) (A = 1,2, ...,2n) diger bir ortonormal sistem
ise
=70, + 7" = 7B Ep + 7 = 3P Ep + 7T

esitliklerini elde ederiz. Bu durumda 2% = T4u% yeni bilesenlerin spektral ayrigim
p ve ¢ tamsayilan ile ¢lgiiliir. Boylece p ve ¢ degerleri iyi tanimhdir. R*"1(—3¢)

Sasaki uzay oldugundan (3.2.1), (3.2.13) ve (3.2.16) esitlikleri saglanir. Bundan
dolay1 (2.9.8), (3.2.1), (3.2.13) esitliklerini ve (3.2.16) spektral ayrisimi kullanirsak

q
¢*(z) = ¢*mot > ¢'mi (4.1.4)

t=p
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spektral ayrisimini elde ederiz. Burada

Ag(zy,ea) = Mg(we,ea)
dir. R?"*1(—3¢) Sasaki uzaymda kompak M alt manifoldu veya
x: M — R™1(=3¢)

izometrik immersiyonu i¢in M ile baglantili [p, q] ikililerini elde ederiz. Bu [p,q]
ikilisine R?"*!(—3¢) Sasaki uzaymmda M manifoldunun mertebesi deriz. Sayet q
sonlu ise z immersiyonuna sonlu tipte aksi halde sonsuz tipte deriz. (4.1.4) spek-
tral ayrigiminda sifirdan farkli k& tane ¢®z, ler var ise R?"*'(—3¢) Sasaki uzayinda

kompakt M alt manifolduna k—tipli deriz (Baikousis 1991).

Lemma 4.1.1. m boyutlu M manifoldu, R***1(—3¢) Sasakian uzayinda integral

alt manifoldu olsun. Burada izometrik immersion
r: M — R*™1(-3¢) (4.1.5)

olmak tizere
i) R*t1(—3¢) Sasakian uzaymda, X € x(M) olmak iizere x izometrisi M nin yer
vektorii i¢in

Vxt =X —nx)¢X + (Xn(z) +eg(z, X)) (4.1.6)

dir. Burada V konneksiyonu (4.1.2) metriginden elde edilen R*"*!(—3¢) deki Levi
Civita koneksiyonudur.

i1) Sayet H vektor alan1 M nin ortalama egrilik vektor alani ise
Ag(xz,eq) = —mg(H,es), A=1,2,...,2n (4.1.7)

dir (Baikousis 1991).
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. . —i  —nti —2n+1 P _ .
ispat. i) X = X ¢,+ X e,,+X Ever =Tle; +T" e, + T2 E olmak tizere

Vxr=X-— (Xla:”+l+Xn+zxZ)§—5X n (Tenss —T" ;) —5932”+1(Xzen+i —Xnﬂei)

ve

Xn(z) = n(X)-2X 7"
eg(z,0X) = XXz

esitliklerinden
~(X'TH+ X)) = Xn(Y) +eg(Y, 0X) —n(X)
olur. Boylece
Vxa =X —n(X)(¢x+ &) —n(z)pX + (Xn(x) +eg(z, $X))¢ (4.1.8)

elde edilir. M manifoldu, R?"(—3¢) Sasaki uzayinda integral altmanifoldu oldugun-
dan n(X) = 0 dir. Boylece (4.1.6) esitligini elde ederiz.
i1) Ayrica

Xg(x,ea) = g(Vxz,eq) + g(z, Vxea)

olur. Burada

9(Vxaz,ea) = g(X —n(X)(¢z+ &) —n(x)pX + (Xn(z) + eg(z, pX))E, ea)

= g9(X,eq) —n(X)g(dz,ea) —n(x)g9(¢X, ea)

ve

9(x,Vxea) = glx,—nlea)pX —n(X)pes + (Xnlea) +cglea, X)) &)
= g(z,—n(X)pea +eg(ea, pX)E)
= n(X)g(¢z,ea) + g(r,8§)eg(¢pX, ea)
(

g(
= n(X)g(¢z,ea) + n(x)g(¢X, ea)
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= n(X)g(oz,ea) +n(x)g(dX, ea)

oldugundan

Xg(w,ea) = g(X,ea) —n(X)g(dz,ea) —n(z)g(¢pX, ea)
+n(X)g(pz,ea) +n(x)g(¢X, ea)
= g(Xv eA)

sonucuna ulagiriz. R*"*!(—3¢) den M manifolduna indirgenmis konneksiyon V ol-

mak {izere Laplace denklemi
Af =Y ((VuE) f - EEf)
i=1
idi.. Burada f = g(z,e4) olmak iizere

Vi Eig(z,ea) = 9(VEEi ea)
= (Vg E; — B(E;, E)),e4)

= g(VgEi,es) — g(B(E;, E;),ea)
ve

E,Ef = EiEig(ifaeA)
- Eig(Ei7eA)

= 9(VEEi ea) + 9(Ei,Viea)

elde edilir. Burada E; € x (R*"*1(—3¢)) ve g(E;, €an+1) = 0 oldugundan

2n
Ei =) Mes
B=1
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olarak yazabiliriz. Boylece

2n 2n

9(Ei, Vea) ZZ MACg(ep, Vepea)

B=1C=1

olur. (3.3.20) den (A,B,C =1,2,...,2n) , (i =1,2,...,m) icin g(ep, Ve ea) = 0 ve
g(E;,Vg,es) = 0 oldugu goriiliir. Boylece

Ag(z,ea) = — Y g(B(E:;,Ei)ea)
=1
= — ( B(Ei,Ei),€A>
=1
= _g<mH7 €A)
= _mg(HJ €A)

sonucuna ulagiriz. Ayrica

Ag(¢°z,a) = Ag(z,¢’a)

= Ag(z, Z )\AeA)
i=1

= )‘AAg<'r7 €A)

= —m Y _ Mg(H en)

i=1

= _mg(HJ Z )\AeA)

=1
= _mg(Ha ¢2a)

= mg(H,a) —n(a)g(H,§)

elde ederiz. M C R?"™'(—3¢) m—boyutlu oldugundan {E;, Es, ..., E,,} ortonormal
bazi1 vardir. {51,52, s Eopemy € } de normalindeki ortonormal vektoér alami olsun.

Burada ¢ karakteristik vektor alanina kargilik gelen sekil operatorii (Weingarten map)

A¢ = 0 dir. Boylece



2n—m

= Z (trAe,)E;

=1

esitliginden g(H, ) = 0 elde edilir. Dolayisiyla
Ag(¢*x,a) = mg(H, a)
esitligine ulagiriz. Burada a = e4 alip

9(@*z,en) = glz,d%en)

= —g(l', eA)
esitligini kullamirsak (4.1.7) esitligini elde ederiz.
Sonug 4.1.2. R?>"*1(—3¢) uzaymda

N*(c) = {z € R*™™(=3¢): g(x — zo,z — o) — £ (n(z — z0))° = c} (4.1.9)
— {x € R (=3¢) : iz (&' =z’ + (v — p)?) = c}

silindirini tammliyahm. Burada f(z) = g(z — 20,z — 20) — € (n(x — x))* — ¢ dersek

X € R (—3¢) igin (2.2.20) ve (4.1.7) den

Xf=2g(z — 20, X — n(X)§) (4.1.10)
elde ederiz. Ciinkii,
Xf=29(Vx(z—m0),x—10) = 20(x —20)9(Vx (2~ 20), &) — 2n(2 — 20) g (2 — 20, Vx§)
dir. (2.2.20) ve (4.1.8) den

Vx(z =) = X =n(X)(p(z —20) +&) —n(x = 20) X + (X0 (2 —20) +e9(2 — 70, pX))E
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ve Vxé& = —¢X oldugundan

Xf = 29(X,x—z0) — 2n(x — z0)g(x — 9, X ) — 2en(z — x0)n(X)
+2en(z — x0) X [n(z — x0)] + 2n(z — x0)g(x — w0, 9X)
—2n(z — zo) (en(X) — en(X) + eX [n(z — z0)] + g(z — 20, X))

+2n(x — x0)g(x — 9, pX)
gerekli sadelegtirmeler yapilirsa
X[ =2g9(x — 20, X — n(X)¢E)
elde edilir. Burada —¢*X = X — n(X)¢ oldugundan

Xf = 2g(x —z,—¢°X)

= g(—2¢°(x — x9), X)
olur. Ayrica X f = g(gradf, X) ve metrik nondejenere oldugundan
gradf = —2¢*(x — x) (4.1.11)

elde edilir. Burada gradf vektorii silindirin normalinde olan bir vektordiir.

gradf = —2¢*(z — x0) = 2 ((z — xo) — n(z — z0)¢)

oldugundan

Vx(gradf) = 2(Vx(z—x0) — (Vxn(z — 20))¢ — n(z — 20)VxE)
X = n(X)(@(x — x0) +&) — nlz — x0)9p X
+H(Xn(z —z0) + eg9(x — 20, 9X))E
= 2| —eg(X = n(X)(¢(z — z0) + &) — n(z — 0)pX
+(Xn(x — o) + £9(x — w0, $X))E, €)E
—eg(x — x0, Vx€)& + 1 — 20)pX
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X = n(X)(p(z — o) + &) + Xn(z — 10)§ + €g9(x — 20,9 X))E
—Xn(r —x0)§ — eg(x — 20, $X))§ + €g(r — 70, 9X ))&

gerekli sadelestirmeleri yaparsak

Vx(gradf) =2 [X — n(X)(0(x — 7o) + &) + gl — 10,6X))€]  (4112)
elde ederiz. Burada N?"(c) silindirinin R?"*1(—3¢) deki ikinci temel formu B ise
_ 1
B(X,Y) = ~ 229 (Vx(gradf),Y) gradf (4.1.13)

gradf

dir. Ciinkii, Z =
lgradf||

vektor alam N?"(c) ye dik bir vektor alamdir. Burada

lgradf||* = g(gradf,gradf)
= 49(¢*(x — z0), 9’ (x — xp))
= 4g(¢(z — x0), P(x — o))
= 4 (g(a — o, — 0) — enlz — m0)?)

= 4

gradf

dir. Dolaysiyla ||gradf|| = 2¢c ve Z = elde edilir. Ayrica biliyoruz ki

BX.Y) = —g(A,X.Y)Z

1
= 30(Vx(orady), Y )gradf
dir. Boylece (4.1.12) ve (4.1.13) den

BXy)—_ L 9(X,Y) —en(X)n(Y) = n(X)g(d(z — 2),Y) gradf

4c? +eg(z — x0, pX)g(€,Y)
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olur. Bu esitligi

_ 1 9(X,Y) —en(X)n(Y)

B(X,Y)=——; gradf (4.1.14)
26 | —g(x — o), n(X)Y +n(Y)X

olarak da yazabiliriz. Burada X,Y € x(N?"(c)) dir. Ayrica £f = 0 oldugundan
¢ € x(N?(c)) dir ve B(&,€) = 0 dir. Boylece N?*(c) deki H ortalama egrilik vektor
alani

2n —1

H =
2nc?

®*(z — x0)

dir. Ciinkii N*"(c) nin ortonormal bir bazini (Ey, Es, ..., Ea,_1,£) olarak segebilirim.

Boylece n(E;) = 0 ve (4.1.14) den

— 1

B(E;, E;) = _@9<Ei7 E;)gradf

olur. Dolayisiyla B(&,€) = 0 oldugundan

2n
— 1 —
2n — ( )

_ 2n_1¢2(3:—x0)

2nc?

elde edilir (Baikousis 1991).
Sonug 4.1.3. m boyutlu M manifoldu R?"(—3¢) Sasaki uzayinda, N?"(c) silindirinde

yatan integral altmanifold olsun. R*'*!(—3¢) Sasaki uzayinda M manifoldunun ik-

inci temel formu B ve N?"(c) silindirinde M manifoldunun ikinci temel formu da B’
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olsun. Eger

| R>+1(—3¢)Kon. N?"(c) Kon. M de Kon. Ikinci temel form ]
v \Y% B
AV \Y% B’

I v A4 B |

olarak tamimlarsak Gauss denkleminden

VxY =VxY + B(X,Y) (4.1.15)
ViY =VxY + B (X,Y) (4.1.16)
VxY =Vy4Y + B(X,Y) (4.1.17)

esitliklerini elde ederiz. (4.1.16) ve (4.1.17) den
VxY =VxY + B (X,Y)+ B(X,Y)
olur. Boylece son esitlik ve (4.1.15) den her X,Y € x(M) igin
B(X,Y)=B(X,Y)+ B(X,Y) (4.1.18)

esitligi elde edilir. H ve H' vektor alanlan sirasiyla R?*"T!(—3¢) Sasaki uzay1 ve
N?"(¢) silindirnde M manifoldunun ortalama vektor alanlari olsun. m—boyutlu M
manifoldu N?"(c) silindirinde yatan R*'*1(—3¢) Sasaki uzaymmn integral altmani-

foldu oldugundan bir ortonormal tabam {Ey, Es, ..., E,,} vardir. (4.1.14) den
— 1 9
B(E;, E;) = gg(Ei,Ei)Cb (z — z0)

olur. (4.1.18) den

m m m

=1 i=1 i=1

1
mH = mH + m;ng(:ﬂ — Z9)
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ve

1
H=H+ gqbQ(:): — 20) (4.1.19)

esitligini elde ederiz (Baikousis 1991).

Lemma 4.1.2. m — M manifoldu R*"!(—3¢) nin integral altmanifoldu olsun. M
manifoldu N?*(c) silindirinde yatar < x — xq vektorii M nin dikindedir (Baikousis

1991).

Ispat. M manifoldu R?**'(—3¢) nin integral altmanifoldu ise VX € x(M) igin
n(X) = 0 dir. Boylece

X[ = 29(x —x0, X —n(X)§)
= 2¢g(x — zo, X)

olur. Simdi X X f ’i hesaplarsak

XXf = 2g9(z — 20, VxX) +29(Vx(x — x0), X)
= 2g9(x — 20, VxX)
+29(X —n(z — 20)0X + (Xn(z — 20) + £9(z — 0, 9X))E, X)
= 2g(r — 20, VxX) 4+ 29(X, X)

elde edilir. Burada VxX = VxX + B(X, X) oldugundan
XXf=29(VxX +B(X,X),x —x) +29(X, X)

olur. N?"(c) silindirinde yatan R**!(—3¢) nin m — M integral altmanifoldunun bir

ortonormal tabam (E1, Fs, ..., E,,) olsun. Boylece

A = S (VRE)f - B

i=1

[ 29(VEg,Ei,x — x0) —29(VEg,Ei, x — x0)
i1 —29(B(E;, E;),x — x0) — 29(E;, E;)

148



= —2 Z (9(Ei, Ei) + g(B(E;, Ei), x — x0))
i=1
= —2(m+g(mH,z — xg))
ve buradan
Af=-2m(1+g(H,z — xy)) (4.1.20)

elde edilir.

Teorem 4.1.1. R?(—3¢) Sasaki uzayinda N*(c) de yatan her M? integral yiizeyi
diizdiir (Baikousis 1991).

Ispat. Biliyoruz ki ||gradf|| = 2¢ dir. M? yiizeyinin {X1, X5} ortonormal tabani

gradf

lgradf||

= —29(z —w0)

X4

olacak sekilde secelim. Boylece

{X17X27§1 = ¢X17§2 = ¢X27§}

vektor alanlar R5(—3¢) Sasak uzayimnin ortonormal bir tabani olur. (4.1.15) den

g(B(X“ Xj)v 51) = Q(E(le Xj): 51)

dir. Ciinkii & = —2¢(z — z) vektor alam N?"(c) silindirinin normalindedir ve
B'(X;, X;) de M? nin normalinde fakat, N?"(c) silindirinin tegetinde olan bir vek-
tor alamdir. Boylece ¢(B'(X;, X;),&;) = 0 dir. (4.1.14) de n(X;) = n(X;) = 0
oldugundan

E(XHXJ) = (Xi7Xj)gradf

“2Y

1
= _Eg(Xm Xj)fl
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dir. Dolayisiyla

9B X)),6) = o(—0(X0 X,)6,61)

1
= __g(Xivxj)
c
dir. Ayrica biliyoruz ki
VXZ.X]‘ - VXin + B(XI,X])
ve g(X;,&) =0 ise
9(Vx,X;,61) + 9(Vx,&1, X5) = 0
olur ve boylece
g(B(XIJX])vgl) = g(inXjagl)

= g(_inglv X])
= 9(A¢, X, X))

dir. Son egitlikten

1
9(Ae, X, X;) = 9(-;Xian)

1 1
elde edilir. Boylece A;X; = —=X; ve A} = ——1 sonucuna ulagirz. Burada A¢, = A;
c c

(i = 1,2) doniigiimleri M? yiizeyinin sekil operatorleridir. Kabul edelim ki

A Xy = anXi+anXs

Ay Xy = a1 Xy +anXs
olsun. Teorem 5.3.2. den

ay; = 9(A2X1,X1) = g(_vX1€2aX1) =0

1 1
a1 = 9(A2X1;X2) = 9(A1X2,X2) = 9(—EX2,X2) = _E

1
arz = g(A2Xs, Xy1) = g(Xo, A2 Xq) = =
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22 = Q(A2X2,X2):a

esitliklerini yazabiliriz. Boylece sekil operatorlerini
¢ (4.1.21)

olarak elde ederiz. Burada a reel degerli bir fonksiyondur.(3.5.10) esitliginden M?
nin Gaus egriligi
2
K(Xth) = Z (g(AiX17X1)g<AiX2;X2) - Q(Az’X1;X2)2)

i=1

= Q(Ale, Xl)g(A1X27X2) - Q(A1X1; X2)2
+g(A2X1, X1)9(A2X2, XQ) - g(A2X1, X2)2

11
T2 e
=0

olarak bulunur. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 4.1.2. m boyutlu M manifoldu R*"™'(—3¢) Sasaki uzayimimn kompakt in-
tegral alt manifoldu olsun. M manifoldu 1-tiplidir ancak ve ancak M manifoldu

N?"(¢) de yatan minimal alt manifolddur. Burada ¢* = )\E dir (Baikousis 1991).
P

Ispat. Sayet M manifoldu R*"*'(—3¢) Sasaki uzaymnda 1-tipli ise Ag(zp,eq) =
Mg(zp,ea) dir. Burada ¢’z = ¢*zog+ ¢*wp ve ¢’zy de R¥"(—3¢) uzaymda sabit
vektordiir. Boylece (2.5) den Ag(¢*z,e4) = mg(H,en), (A =1,2,...,2n) dir. Ayrica

Ag(¢*z,ea) = Ag(d*mo + ¢*zp,ea)
= Ag(¢*zp,ea)
= Ag(zp,¢’ea)
= —Ag(zp,ea)

= _)\pg(xP7 eA)
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= Apg($P7 ¢2€A)

= )\pg((b2xp, €A)

elde edilir. Dolayisiyla

mg(H,ea) = A\pg(¢°zp, €4)

dir. Boylece ¢°zp = ¢*(x — x4) oldugundan
g(mH — \¢*(z — 0),e4) =0, (A=1,2,...,2n)

esitligi elde edilir. Sonug olarak mH — )\p¢2(az —x9) = p& dir. A¢ = 0 oldugundan
A

g(H,&) =0 dir. Boylece p =0 gikar. p =0 ise H = Epgf(a: — 1) olarak elde edilir.

VX € x(M) igin

GHX) = (26— m), X)

A
= _pg('r — Xo, ¢2X)
m

A
= 2 — 24, X)
m

g(H,X) = 0 oldugundan VX € x(M) igin g(x — z¢, X) = 0 dir Boylece VX € x(M)

vektor alani (z — zp) in normalindedir. Lemma 4.1.1 den Baz1 M manifoldlar: ¢)0

1
igin N?"(c) de yatarlar. (4.1.19) den H = H' + —2¢2(:B — 1) idi. Boylece
c

A R TR, (4.1.22)

m 2

hS]

olur. Burada H’ ortalama egrilik vektor alani; N2 (c) silindirinde M manifoldunun
ortalama egrilik vektor alamdir. Yani H' vektor alani, N2"(c) nin teget uzayimnda M
manifolduna diktir . Boylece H' vektor alami gradf vektor alanina dik oldugundan
H' =0 dir. Sonuc olarak (4.1.22) den % — é =0vec® = )\ﬁp elde edilir.

Tersine M manifoldu N?"(c) de minimal alt manifold olsun Lemma 4.1.1 in (ii)

1
sikkindan Ag(x,es) = —mg(H,es) ve (4.1.19) dan H = H' + —2¢2(a: — xp) dir. M
c
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manifoldu minimal oldugundan H’' = 0 dir. Boylece

Ag(f[',eA) - —mg(H,eA)
= —mg(5*e — w), ea)
m 2
= —gg(x—xoﬂb ea)

m
= gg(iﬂ — Xo, €A)

olur. Spektral ayrigimi diisiiniirsek

g(z,ea) = g(wo,ea)+ > glx,ea)s (4.1.23)
t=1
dir. Burada Ag(z,e4); = Mg(x,ea); ve
m
Ag(xo,eq) = 59(330 — Tg,e4)
=0

oldugundan

Ag(z,eq) = Aglwo,ea) + > Aglx,ea)

t=1

= Z )\tg(@"» eA)t
t=1

elde edilir. Ayrica

Ag(l‘, €A) = (Z‘ - $0,€A>

wlS%IS

(177 €A (930, €A)

|3

m
g(xo,e4)+ 9(93 ea)t | — C—g(ﬂfo,eA)
t=

o0
m
= 330,€A g E g x, €A t— —9(3307614)
t=1

m
_29(£Ea eA)t

I
1M 3
(@)
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olur. Boylece Y~ Mg(x,ea): =)

t=1 t=1 C
m
S 00 Mg ca) =0, 4= 1220 12

esitligine ulaginiz. Kabul edelim ki A € {1,2,...,2n} ve her s igin g(z,eq)s # 0
olsun. Boylece (4.1.24) den

Z (M — =) (g, ea)s, g(x, ea)s) = 0 (4.1.25)

c2

olur. Burada (,) C*(M) uzayinda tammli bir i¢ garpimdir. A Laplace operatorii

self adjoint oldugundan

>\t (.ft7.f8) = ()\t.ft7.fs) = (Afta.fs) = (.ft7Afs) = (fta)\s.fs) = )\s (.fty.fs)

olur. Boylece (Ay — As) (fi, fs) =0 ve t # s igin (f;, fs) = 0 elde edilir. Sonug olarak
(4.1.25) den t # s igin g(z,e4); # 0 oldugu zaman

-2y (4.1.26)

2
olur. (4.1.26) denklemi tam olarak bir ¢oziime sahip oldugundan, M manifoldu 1-
tiplidir.

4.2 R¥+1(—3¢) Sasaki Uzayinda Alt Manifoldlarin Baz1 Ozelikleri

M manifoldu R?*"*(—3¢) Sasaki uzaymim m—boyutlu integral alt manifoldu olsun.
Boylece R?"™1(—3¢) uzaymda M iizerindeki ortonormal vektor alanlarm Xy, ..., X,
olarak tamimlarsak, baza tamamlamadan R?"*(—3¢) deki ortonormal taban vektor

alanlarin

(Xh crey Xma §m+17 §m+27 ceey £2n+1 = g)

olarak tammlayabiliriz. Ayrica D de R*"*!(—3¢) de M nin normal konneksiyonu
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olsun. Sayet X € x(M) ise (2.2.20) den
vXeA = sg(qbX, 6,4), A= 1, 2, ceny 2n
olur. Ayrica

Xg(H,GA) = g(vXH7€A)+g(HavX6A)
= g(—ApX + DxH,es)+0

= —g(AnX,ea) +9(DxH, en)

elde edilir. Boylece

Ag(H, en) > (Dvy,x.H1 — Dx,Dx,H + Ap, uXi + (Vx,Ag)X
g\t1,ex) =g t=1

+B(Xi, ApXi) — n(Dx, H)pX;), ea

elde edilir. Burada
APH =Y~ (Dy, x,H — Dx,Dx,H) (4.2.1)

t=1

ve

r(VAy) =

Ms

(ADX aXi + (Vx, Ap) X ) (4.2.2)

t=1

dir. Ayrica &, , vektoriinii H ortalama egrilik vektor alalnina paralel secersek

m 2n
Y B(Xi, ApXi) = > tr(AgAa)E,
t=1 t=m+1

2n
= (trA)H+ ) tr(AgAa)g,
t=m+2
elde edilir. Burada A, terimi &, ile baglantih R?"*!(—3¢) de M manifoldunun Wein-
garten doniigtimiidiir. R*"™1(—3¢) de uyumlu vektor alam (allied mean curvature)

ni
2n

a(H) =) tr(AgAa)E,

t=m-+2
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olarak tamimlariz. Yukaridaki esitliklerden

Ag(H,eq) =g (tr(vAH) +APH + (trA2.)H + a(H)— Z n(Dx, H)p X, €A>
t=1

(4.2.3)
olur (Baikousis 1994).

Teorem 4.2.1. M manifoldu R**!(—3¢) de bir Kompakt integral alt manifoldu
olsun. Sayet M manifoldu R*"*1(—3¢) de ortalama egrilik vektor alani, paralel ise

M manifoldu 1-tipdendir ancak ve ancak

1) trA2, ., sabittir.
3)a(H) = 0 (Chen yiizeyi.)

dir (Baikousis 1994).

Ispat. M manifoldu R***'(—3¢) de paralel ise DH = 0 dir. Boylece APH = 0
oldugu tammindan kolayca goriiliir. M manifoldu R**1(—3¢) de 1-tipli olsun. H’
ortalama egrilik vektor alam, N?"(c) de M manifoldunun ortalama egrilik vektor
alamdir. Yani H' vektor alani, N?"(c) nin teget uzaymda M manifolduna diktir .

Boylece H' vektor alani gradf vektor alanina dik oldugundan H' = 0 dir. Dolayisiyla

(4.1.19) dan

H= iqu2(9: — )

c2

olur. Boylece

1
AQ(H’ 6,4) = EAQ(QSQ(ZE - iL’()), 6,4)
1
— ?Ag(az — T, ¢°ea)
1
= —?Ag(:ﬁ — T, €4)

1
= —EAQ(J?; €A)
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Lemma 2.1 (ii) den

Ag(H,eq) = C—n;g(H, en) (4.2.4)

elde ederiz. A\ = C—TZ icin (4.2.3) ve (4.2.4) dan
g (tr(VAg) + (trA2 )H +a(H) —AH,es) =0, A=1,2,...2n
elde edilir. Bu son egitlikten
tr(VAg) + (trA2 )H + a(H) — \H = pé

sonucuna ulagiriz . tr(VAy) nin tanimindan , bu vektoriin M manifoldunun teget
uzayinda ve H ortalama egrilik vektor alam ¢ ye dik oldugundan (1),(2) ve (3)
ozeliklerinin saglandigy goriiliir. Kargit olarak (1),(2) ve (3) ozelikleri saglansin. Bu

esitlikleri (4.2.3) da yerine yazarsak trA2_ , = X (sabit) igin
Ag(H,ea) = Ag(H, ea)

gikar. Teorem 4.1.2 deki benzer iglemlerle M manifoldunun 1-tipden oldugu goriiliir.
Farzedelim ki M manifoldu N*"(c) silindirinde yatan ve R***1(—3¢) Sasaki uzayinin
n-boyutlu integral alt manifoldu olsun. M manifoldunu H ortalama egrilik vektor
alani (4.1.19) deki gibidir. ¢ vektor alanii H' ye paralel birim vektor olarak segersek
H' = d/¢ olarak yazabiliriz. Burada o = ||H'|| dir. X3, Xy, ..., X, vektor alanlar
M manifoldunun lokal ortonormal bazlar1 olsun. Boylece N?"(c) silindirinin normali
= —¢*(z — x0) olmak tizere M manifoldunun ortonormal vektér alammi &, =

H (a= |H), &9 = 07

[~

olarak segebiliriz. Burada

g(gn-l—lagn—&-l) = g(fn—&-%fn-‘r?)
=1

oldugu aciktir. g (¢2(3: — y), H') = 0 oldugundan

ca

g(£n+17£n+2) = g(éHv C+a7—>
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C+adr

elde edilir. Ayrica &,,,, = esitliginden

C+at (+adt

1 =
g(ca,ca)

1 1,1 (a’)2
= %9< H;EH)ﬂLCQazg(T;T)

o
1 (a/)QCQ

c2a? c2a?

ve

1

sonucuna ulagiriz. Teorem 4.1.1 deki metodu kullamirsak 7 = —¢*(z — 2) igin

A; = —IvetrA, = —nolur. Boylece A, = A¢ ve H = % >~ B(X;, X;) olmak iizere

t=1

n

H = E Z g(An-‘rOéXiaXi)gn-f—a (426)

at=1
olarak da elde edilir. §,,,, = ¢X, ve H = a¢X; olarak segersek, (¢.X1, 9 Xs, ..., 0X,,)
vektor alanlarinin lineer bagimsizhigindan ve (4.2.6) dan

trA, 1 ZZ 9(AsX;, X;) = na

=1
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a > 2 ig¢in

n

trAnia =Y 9(AniaXi, X;) =0 (4.2.7)

=1

olur. Ayrica H = a€,,,; ise Ay = aA,4; dir. Dolayisiyla Ay = na® oldugu goriiliir.

Ayrica H' = d/¢ ve (4.1.19) den H = /¢ — %7 elde edilir. Boylece

1
= —/t’f’AH + t’l"AT
a
na?
T d
n
—= E(GP _— —
B n(a/)Q
= —
= na
+d
sonucuna ulagiriz. Ayrica H = da/¢ — 0—127' ve §py0 = CCTT oldugundan
1 1 na’
trAgAne = — [dtrAZ+ trAe — (d)*trA; — —-
rAgAnis ac(arg—irCQ'rg (a")*tr =
1 na na’
- — (a’trAg t - (a')*na’ — ?>
a’ 2 2
= — (trAz —n(d
2 (tr A2 — nla'))
ve
a/
trAgAn,s = P (trAZ — n(d)?) (4.2.8)

elde dilir. H = H' — 6%7' ise trAgApia =trAgAnia + C%trAn+a ve (4.2.7) den

trAgAnia =trAgAnia, «

=3,4,...2n (4.2.9)

sonucuna ulagirz. R?"1(—3¢) Sasaki uzaymda, 7 ya dik M manifoldunun herhangi

bir normal vektorii o i¢in A, = A’ ve Do = D'c dir. Ciinkii

Vxo = —A,X + Dxo (4.2.10)
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Vo = —A X+ Dyo

dir. Burada D, R?*""'(—3¢) da M manifoldunun normal konneksiyonu ve D’ de

N?"(c¢) de M manifoldunun normal konneksiyonudur. Ayrica biliyoruz ki

vxg = VXo'—i—B(O',X)

V/XO' = VXo'—i—B/(O',X)

dir. Buradan

B(o,X) = B'(0,X) + B(o,X)
elde ederiz. N?"(c) nin boyutu 2n dir. N*"(c) nin birim normal vektorii

T = —%ng(a: — Zp)

ve B(o, X) = At oldugundan

g(vXo-?T) = g(VXU+B(UaX)77—)
= g(Vxo,7)+ Ng(T,7)
= )

1
sonucu elde edilir. Ayrica g(o,7) =0, A, = —=1 ve 0 € x(m)* oldugundan
c

A = g(Vxo,7)
= —g(Vxr,0)
= —g(—A, X + Dxr,0)
= 9(A;X,0)
= —%g(X,U)
— 0

olur. Boylece B(o,X) = B'(0,X) elde edilir. Dolayisiyla Vxo = Vo = Vxo

sonucuna ulagiriz. (4.2.10) den A, = A/ ve Do = D'c olur. Boylece
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2n
a(H) = > tr(AgAs)€, oldugundan

t=m-+2

2n

a(H) = tr(AgAmi2)&, 2t Z tr(Ag A€,
t=m+3
a/ 2n
= (trAg — n(a’)2) EmaaT Z tr(AgAq)é,,
t=m+3
2n
dir. Burada o'(H') = >  tr(AgAy,)E, dersek
t=m+3
a(H) = % (trA% = n(d)?) €ypag + d'(H') (4.2.11)

elde edilir. Burada a'(H') vektor alam N?"(¢) de M nin uyumlu ortalama egrilik

vektor alamidir. Ustelik A,,;1 = A1 oldugundan

1
2 D)
trA,, 1 = atrA(a’C—C%T)
1 , 1.,
= atr(aAg—F?])
1

2a’ 1
= - <(a’)2trAg + ?trAg + ?trl)

ve

N2
trA2, | = % ((a/)%rAg NGO ﬁ) (4.2.12)

c? c?

elde edilir. APH igin (4.2.1) den

, 1 «
ADH = AD H — g Z (DVX,L»X'LT - DXiDXiT)
t=1
, 1 «
= AD H/ — g (g(ﬂl? — Xy, £n+i)§n+i - g(.?? — Zo; H¢H)£)

t=1

elde edilir. Fakat g($ - $0a€n+i)€n+i = 9(7—7€n+i)§n+i = T Ve g(flﬁ' - Zlfo,Xi) =0

oldugundan

g(x - .YI(),(,bH) = g(.?: - xﬂaa’(bgnJrl) = _a’g(x - x07X1) = 0
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elde edilir. Boylece
APH=AV'H — —1 (4.2.13)

olur. Ustelik

NE

U(DXzH)¢XZ = g(DXiH’ g)gn-f—i

1M:

t=1

[
NE

ag(£n+17 ¢Xz)§n+z

t=1

= app
veya
> n(Dx,H)$X; = H (4.2.14)
=1
elde edilir. (4.2.3), (4.2.8) ve (4.2.14) den
_ , n 1
tr(VAg) + AP H +d (H) — = (') + =)1
(V) - B@r T\

Ag(H,ea) =g n
+(trAZ + 2 1)H  ea

olur.
Teorem 4.2.2. M manifoldu N?*(c) de silindirinde yatan R?""!(—3¢) Sasaki uza-
ymim n—boyutlu kompak integral alt manifoldu olsun. M manifoldu R?"™!(—3e¢)

uzayinda 2-tipdendir ancak ve ancak

i) M manifoldunun N?"(c) de a’ ortalama egriligi sabit ve

@7 =) (E ) (- 3)

olarak verilir.

ii) tr(VAg) =0

iii) ¢*(AP H') + o/ (H') + (trA2 + C—Z —1)H = (A + ) H
dir (Baikousis 1991).

Ispat. Sayet M manifoldu 2-tipden ise R*+1(—3¢) uzaymmda M nin x pozisyon
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vektorii i¢in

¢2x:¢2x0+¢2xp+¢2$q

yazabiliriz. Burada ¢®rq sabit vektor ve Ag(wy, ea) = A\pg(wp,ea) , Ag(zy,ea) =
Ng(zgea) (A = 1,2,....2n) dir. Ustelik Ag(z,es) = —ng(H,ea) oldugundan

—ng(H, ea) = g(Apxp + A\q, €4) Ve
—nAg(H,eq) = g()\f,a:p + )‘me ea)
esitliklerini elde ederiz. Ciinkii

Ag(xz,eq) = Ag(zo+ x1 + x2,€4)
= Ag(zo,ea) + Ag(xm ea) + Ag(atq, ea)

= Ag(xlh eA) + Ag(!lfq, €A)

I
>

pg(xp; eA) + )‘qg(xqa eA)

= g(Aprp + Agzg, €4)
olur. Boylece —ng(H,ea) = g(Apzp + Ag2q, €4)

—nAg(H,ea) = MAg(zp,ea) + NAg(xg,€4)
= MpApg(Tp,ea) + AAgg(Ty, €a)

= g()\;:np + )\gxq, eq)

olur. Ayrica Ag(z,,es) = Mg(xp,ea) ve Ag(zy,es) = Ag(zg,ea) esitliklerini
toplarsak
1
Ag(H,ea) =g (()\p + A\ H + E)xp)\q(x — Zo), €A>

elde ederiz. Ciinkii —ng(A\,H,ea) = g(A2z,+ApAgZq, €4) ve —ng(AH, e4) = g(A\pAgzpt

Aga:q, ea) esitliklerini taraf tarafa toplarsak

1
—ng(()\p + )‘q)Ha ea) =g <()‘p + )‘q)H + g)‘p)‘q(x — Zo), eA)
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1
sonucuna ulasiriz. Ayrica H = H' — — 7 oldugundan
c

—ng(( + M) H, e4) = g ((Ap A H — (C—lz(xp + ) — %ApAq)T, eA) (4.2.16)

sonucuna ulagiriz. (4.2.15) ve (4.2.16) denklemlerinde metrik nondejenere oldugun-
dan
n

_ , 1
tr(VAu) + AV H' +d'(H') = 5 ((@)* + Z)7
H(tr A2+~ DH = O+ A)H = (B0 +A) = 2407

)

dir. Burada tr(VAy) terimi M nin teget uzaymda ve diger terimler M nin normal

uzaymda oldugundan dolay: tr(VAg) = 0 olur. Boylece yukaridaki denklem

1 1 /
A+ A\)H' — (E(Ap +Ag) — EApAq)r = AP H +d(H) (4.2.17)
n 1 n
—g((a/)2 + g)T + (trAZ + i 1)H'
dir. Burada 7 vektor alan1 N?"(c) nin normali, diger terimler de tegetinde oldugun-

dan

S+ ) =~ 0 M) M)

c? c

elde edilir. Boylece

21 1 1
(a/)2 = E(?O‘p + )‘q) - g)‘p)‘q) T2
c? 1 1 n?
= 2 (n( 2()‘17"‘)‘(1) g)‘p)‘q) g)
A (n n? n
= 3 (E)\q ~ ApAg + ?Ap>
2

I
/3

S| W

yazilabilir. (4.2.17) denklemi diizenlersek

(Ap+ M) H = AP H' + o/ (H') + (tr A2 + % — 1 H (4.2.18)
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olur. a’(H') ve H' vektor alanlar & karakteristik vektor alanina dik olduklarimdan

g(a,(H,)7€) = g(H,ag) =0

dir. Boylece
n(d(H))=n(H)=0

olur. (4.2.18) denkleminin her iki tarafinin ¢* altinda goriintiisiinii alirsak
/ n
—¢* (AP H') +d' (H') + (tr A7 + Z- DH =\, + N\ H' (4.2.19)

bulunur.
Tersine (i),(ii) ve (iii) ozelikleri saglansin. (ii) den tr(VAg) = 0 dir. Bu esitligi
(4.2.15) de yazarsak

’ n 1 n
Ag(H,es) =g (AD H +d(H') - g((a’)Q + E)T + (trAZ + Z HH', eA)

olur. Ayrica (i) den

ve

g(0*(AP'H'), e4) = g(AP H' e.)
esitligini g6z oniine alirsak (iii) den
, 1 1
Ag(H,ea) =g | (A +A)H — (;()‘p +A) — g)‘p)‘q)ﬂ €A
e 1 y
esitligine ulasiriz. Burada H = H' — —7 oldugundan

c2

1
A2g<H7 eA) = (AP + )\Q)Ag(HJ €A) - ﬁ)‘P)‘qg<Tv €A)
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buluruz. Lemma 4.1.1 in (ii). sikkindan Ag(x — z¢,e4) = —ng(H, es) dir. Boylece
A?g(z — x0,e4) = —nAg(H, en)

ve T = —¢*(x — x4) oldugundan

1 1 1
—ﬁAQg(:L" — Tg,eq) = _g()‘p + Aq)Ag(fE — Zop; ea) — gApAqg(_QSQ(x — Tp),€4)

ve
APg(x —x0,e4) = (A + A\)Ag(T — Top, €4) — MpAg(T — T, €4) (4.2.20)
esitliklerini elde ederiz. Spektral ayrigimini diigiiniirsek

g(z,ea) = g(xg,e4)+ Z g(xr,eq), A=1,2..2n (4.2.21)
t=1

olur. Burada g(zo,e4) sabit ve Ag(x,ea); = Mg(z,ea); dir. Boylece (4.2.21) den

o0

g(z — zo,ea) => _ glz,€a)s
t=1

bulunur. Her iki tarafa Laplas operatoriinii uygularsak
Ag(z —xo,ea) = > Ag(x,ea)

= Z )‘tg(xv eA)t
t=1

ve

A’g(z — xg,e4) Z)\tgfv eA)t

elde edilir. (4.2.20) den

(Ap + A)AG(z — zop, €4) — ANpAgg(T — 20, €4) Z MNg(z,ea)
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ve

(Ap +Ag) Z Aeg(, ea)t — ApAq Z g(w,ea)t :Z Afg(x, ea)t
t=1 t=1 t=1

olur. Boylece

(A7 = (A + A A+ ApAg) g(@,ea)s =0 (4.2.22)

t=1
elde edilir. Farzedelim ki baz1 s € A lar icin g(x,e4)s # 0 olsun. Bu durumda
(A = O+ 2D+ XAg) (g9(,ea)s 9(x, ea)s) =0

t=1

olur. Dolayisiyla
A= A+ A)A + XA =0, (g(z,ea); #0

esitligi elde edilir. (4.2.21) den bu denklemin sifirdan farkli iki tane reel ¢oziimii

oldugu goriilmektedir. Boylece M manifoldu 2-tipdendir.
4.3 R?>"*1(—3¢) Sasaki Uzayinda Silindirde Yatan Integral Alt Manifoldlar

Tanim 4.3.1. v bir N Riemann manifoldu {izerinde yay parametresi ile verilmis, r
yinci mertebeden ve v boyunca ortonormal vektor alanlar1 Fy, Es, ..., E,. olan Frenet

egrisi olsun. Bu durumda

’)/' = El,Vy-El = k:lEQ,v—Y-EQ = —k‘lEl + k‘gEg,

av’y'Erfl = _kr72Er72 + krflEr; vﬂy' Er = _krflErfl

dir. Burada ki, ko, ..., k, ler s nin C* fonksiyonlaridir ve k; ye j inci egrilik fonksiyonu
denir. Sayet ki, ko, ..., k,_1 egrilik fonksiyonlar: sabit ise (osculating) mertebesi r olan
Frenet helis egrisi denir. Ornegin geodezikler (osculating) mertebesi 1 olan Frenet he-
lis egrisidir. Cemberler (osculating) mertebesi 2 olan Frenet helis egrisidir(Baikousis

1991).

Teorem 4.2.1. M manifoldu N*(c) silindirinde yatan ve R?(—3¢) Sasaki uzayimm
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2-tipli integral yiizeyi olsun. Boylece M yiizeyi

i) Mertebesi 3 olan iki helis,

ii) Mertebesi 3 olan ve mertebesi 4 olan iki helis,

iii) R%(—3¢) de bir geodezik ve Mertebesi 3 olan bir helis,
iv) Bir ¢cember ve mertebesi 3 olan bir helis,

egrilerinin lokal olarak Riemann ¢arpimudir (Baikousis 1991).

Ispat. X, ve X5, M manifoldunun lokal ortonormal vektor alanlari olsun. Béylece

61 = ¢X17€2 = ¢X27€

de ortonormal vektor alanlarinin bir lokal alanlarimin formudur. &; ye bagh Wein-
garten doniigiimiinii A; olarak tanimlayalim (i = 1,2). X; ve X, taban vektorlerini

oyle seceriz ki A; sekil operatoriine (Weilngarten doniisiimiinii) karsilik gelen matris
y G ) p g ) S g
a 0

0 d

seklinde olur. Bu sekilde secersek genellikten bir sey kaybetmeyiz. Boylece

A Xy = X+ A Xe

A1 Xy = MaXy 4+ A2 Xo

olur. Boylece

Al = Q(Ale,Xl) =a
Ao = A2 =g(A1 X5, Xo) =9(A41 X5, X1) =0
Aog = Q(A1X27X2) =d

dir. Diger taraftan

A Xy = Xy + pg Xo
Ao Xy = p1p Xy + p19p X0
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dersek A X; = A; X5 oldugundan

= g(A4:X1, Xy)
= g(Ale,X1)

olur. Ayrica

Mo = /1’21:g(A2X17X2)

= g(Ai1 Xy, Xp)
= d
ve
o1 = g(A2 X2, Xo) = b
dersek As ye kagilik gelen matris 3 Z olur. Ayrica biliyoruz ki A = 0 dur.

Boylece M yiizeyinin ortalama egrilik vektor alani

3

o = ZtT<Ai)§i

t=1
1 1
= Sla+ g + 50,
dir. Burada a.b.d ler M manifoldu iizerinde tanimlanan reel degerli fonksiyonlardir.

Ayrica

K(X1,X2) = Y (9(AiX1, X1)g(AiXa, X2) — g(AiX1, X2)?)

1
= (g9(A1X1, X1)g(A1 X5, Xo) — g(A1 X1, X2)?)

(9(As X1, X1)g(A2Xa, Xs) — g(A2 X1, X5)?)
= ad— d?
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olur. Burada M manifoldu diiz (flat) oldugundan K (X, X5) = 0 dir. Boylece
dla—d) =0 (4.3.1)

elde edilir. Aynca w*(VxX;) = wf(X) olarak tammlarsak w*(Vx,X;) = wf(X;)
olur. Boylece Vx, X; = )\ijp dersek

W (Vx, X)) = MNw(X,)

v

P8k

P

Ak

ij
elde edilir. Dolayisiyla )\fj = w*(Vx, X;) = wf(X;) olur ve
Vi, X; = wf(X;) X5 (4, j, k, = 1,2)
esitligini elde ederiz. (1.1.19) ve (2.2.18) den
Vx¢Y =eg(X,Y) +¢(VxY) —n(Y)X
dir. Bu esitlikde X = X;,Y = X, yazarsak

Vi, ¢Xi = eg(X;, Xi) + ¢(Vx, Xi) — n(X:)X;

elde ederiz. M manifoldu integral alt manifold oldugundan n(X;) = 0 dir. Ayrica
Vx,X; = Vx,X; + B(X;,X;) ve { = ¢X; oldugundan

V& = ebié + 0(Vx, Xi + B(X;, X))
= by + o(Vx, Xi) + 0B(X;, Xy)

olur. Burada

2
OB(X;, Xi) = > ¢(g(AXs, X;)&;)
k=1
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ve Vx, X; = wk(X;) Xy oldugundan

V& = b€+ ¢(wf(X;)Xe) — AiX;
= —AX;+¢e6i;6+ wf(Xj)Cb(Xk)
= —Ain + E(Sijg + U)f(X])gk

olur. Diger taraftan biliyoruz ki Weingarten formiiliinden vxj § = —A: X+ Dx &,
dir. Boylece
Dx,&; = €656 + wi (X;)&, (4.3.2)

elde edilir. Ayrica Vy, X1 = wi(X;)X; + wi(X;) Xz ve Vx, Xo = wy(X;) X1 +
w3 (X)X, oldugundan

wi(X;) = 9(Vx, X1, X1)
wi(X;) = 9(Vx, X1, X,)
wy(X;) = 9(Vx, X2, X1)
wy(X;) = 9(Vx, X2, X5)

olur. g(Xi,X;) =1 ve g(Xs, X5) = 1 oldugundan
wi(X;) = 9(Vx, X1, X1) = 9(Vix, X2, Xo) = w3(X;) = 0

dir. g(X1,X;) = 0 ise g(Vx, X1, X,) + 9(X1, Vx, Xz) = 0 oldugundan w?(X;) +
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w3(X;) = 0 elde edilir. Boylece

Dx,&; = eby€ +wi(X))E + wi(X))E, (4.3.3)
= w%(Xj)fz +e61;¢
ve
Dx,&y = b9i€ +wy(X;)€; +wi(X;)E, (4.3.4)

= wy(X;)E; + e69¢

= —wi(X;)€; + ey

esitliklerini elde ederiz. (4.3.1) esitligini irdelersek

a 0 0 0
1.Durum: d = 0 ise bu durumda A; = LAy = elde ederiz.
0 0 0 b
(2.3.14) den
c+ 3¢

4
o - ( n(XM(Z)Y —n(Y)n(2)X + (X, Z)n(Y)E — g(¥, Z)n(X) )

_I_
4 +O(Z,Y)pX — B(Z, X)oY + 20(X,Y)pZ

dir. Burada ¢ = —3¢ oldugundan bu denklem

Ry Z = —¢ | MEOMENY =0 n(2)X + (X, Z)n(Y)E = g(Y, Z)n(X)e
+O(Z,Y)¢X — (Z, X)pY +20(X,Y)pZ

olarak yazabiliriz. Eger X = X;,Y = X5, Z = ¢, alirsak

Ry b — —c n(X1)n(§) Xz — n(X2)n(&) X1 + g(Xa, §n(Xa)E — g(Xa, §)n(X1)E
X1X26i — T
+O(&;, X2)p X1 — (&, X1)pXo + 20(X4, Xo) ¢,

ve

Ry x,6 = —€ (P(&5, X2) 9 X1 — ©(&;, X1)90Xa + 2(Xy, X3)0¢;)
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elde edilir. Ayrica biliyoruz ki ®(X,Y") = eg(X, ¢Y) dir. Boylece

D(Xy, Xo) = eg(X1,9X2)

= €g<X17 57,)
= 0
oldugundan
RX1X2£i = —€ (q)(é.mXQ)Qle - CI)(§Z7X1)¢X2) (435)
esitligine ulagiriz. Diger taraftan ,
Ry, x.6 = Vx, Vxoli — Vi, Vi & — Vix, xaé (4.3.6)

dir. Burada Weingarten formiiliinden VXZQ = —A;Xo+ Dx,&; ve

leszfi = —vxlAin + vxl Dx,&,) (4.3.7)
= —(Vx, AiXy + B(X1,AiX3)) — Apy e, X1 + Dx, Dx,§;

ve
Vx,Vx,& = — (Vx,AiXy + B(Xa, AiX1)) — Apy e, Xo + Dx,Dx, &, (4.3.8)

dir. Ayrica
[X1, Xo] = Vx, Xo — Vi, X3

oldugundan Weingarten formiiliinden
Vix, %1€ = Ai(Vx Xa) — Ai(Vx, X1) + Dix, x,06 (4.3.9)
elde edilir. (4.3.7),(4.3.8) ve (4.3.9) yi (4.3.6) da yerine yazarsak

RX1X2€i = —(VxlAi)XQ + (VXzAi)Xl - Aszfin + ADX1§~LX2 (4310)
+B(X, A X1) — B(X1, AiXo) + RE 4.6

7
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sonucuna ulasiriz. Burada

I : = _(VX1Ai)X2 + (VXzAi)Xl - ADX2§Z'X1 + ADXl&iX?
I_[ = —|—B(X2, AZX1) - B<X17 AIXQ) _'_ R§1X2§i
IIT @ = —e®(&, X2)p X1 +e@(&;, X1)9Xo

dersek (4.3.5) ve (4.3.10) dan
I+11=1I1

olur. Burada I esitligi M manifoldunun teget uzayinda ve II ve I11] esitlikleri de M

manifoldunun normal uzayinda oldugundan; I = 11 ve
—(VXlAi)XQ + (VXzAi)Xl — ADX2§iX1 -+ ApxlgiXQ =0 (4311)
dir. (4.3.11) da ¢ =1 igin

O - VXlAl(XQ) - A1<VX1X2) - VX2A1<X1) -+ Al(VX2X1) (4312)

TADx,6, X1 — Apy 6, X2
dir. Burada A;(X;) = aXj, A1(Xs) =0 = Ay(X7) ve Ax(Xz) = bX, dir. Ayrica

VX1X2 = w%(Xl)Xl + w;(Xl)XQ = U)%(Xl)Xl

VXgXl = 'LU}(XQ)Xl + wf(Xg)Xg = wf(Xg)Xg

oldugundan

A1(Vx, Xa) = Aj(wy(X2)X1) = awy(X1) X1
A(Vx,X1) = A(wi(X2)X) =0
Vx,41(Xy) = 0

Vx,A1(X1) = Vx,aX;=aVx,X:+ Xo(a)X;

= awf(Xg)Xg + Xo(a) Xy
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elde edilir. Bu iglemleri devam ettirirsek

ADngle = Aw%(X2)£2+5512§X1
= wi(X2)Ax(Xy)
=0

ve
ADX151‘X2 - Aw%(X1)§2+5511§X2

= w%(Xl)AQXQ + €A§X2

= (X)X,
boylece (4.3.12) den
(aw3(X1) + Xa(a)) X1 + (aw?(Xs) + bwi(X1)) X2 =0
elde edilir { X7, X5} lineer bagimsiz ve w3(X;) = —w?(X;) oldugundan

—awi(X1) + Xz(a) = 0

sonucuna ulagiriz. ¢ = 2 i¢in

O - VXlAQ(XQ) - AQ(VX:lXQ) - VX2A2(X1) + AQ(VX2X1)

+ADy, 6, X1 — Ay e, X2
olur. Burada

AQ(VXlXQ - O

Al(szXl = bw%(XQ)XQ
VXlAQ(XQ = bw%(Xl)leLXl(b)Xg

=0

— N N SN

V x,A2( X1
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ADX2§2X1 = —aw%(Xg)Xl

ApyeXo = 0
dir. Bu egitlikleri (4.3.14) de yerine yazarsak
(—aw?(Xs) + bwy(X1)) X1 + (bwi(Xs) + X1(b)) X2 =0
ve { X1, Xo} lineer bagimsiz oldugundan

—awf(Xg)—l—bw%(Xl) =0

elde edilir. Burada w}(X5) = —w3(Xs) ve w?(X;) = —wi(X;) oldugundan

—aw?(Xs) +bwy(X1) = aws(Xs) + bwy(X,)

= —awi(Xy) — bw?(X;)
olur. Boylece

aw?(Xy) +bwi(X;) = 0 (4.3.15)

bwi(Xy) + X1(b) = 0
elde edilir (4.3.13) ve (4.3.15) den

i) —awi(X;)+ Xa(@) = 0 (4.3.16)
iii) bwi(Xy) +awi(Xe) = 0

bagimtilarini elde ederiz. M manifoldu N*(c) silindirinde yatan ve R®(—3e) Sasaki

uzayinin 2-tipden integral yiizeyi oldugundan Teorem 4.1.4 den trVAy = 0 dir.
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(4.2.2) da m = 2 alip acarsak

tr(VAg) = Apyx, n X1+ Apy,nXo + Vx, Ap(X1) + Vx, An(X2)
_AH<VX1X1) - AH<VX2X2)

1 1
elde ederiz. Burada H = 5@51 + §b§2 ve Vx, X1 = w?(X1) X2, Vi, Xo = wi(X2) X3

oldugundan
Apy nX1 = %a [X1(a) — bwi(X1)] X
AponXs = %b[Xg(b)+awf(X2)} X,
Vx, Ag(X1) = %anl(a)xl+%a2wf(X1)X2
Vi, An(Xs) — %2bX2(b)X2—%b2wf(X2)X1
Ap(Vx, X1) = %bzwf(xl)xg
Ap(Vx,Xo) = —%a%f(XQ)Xl

olur. Boylece

tr(VAg) = = [aXi(a) — abwi(X1) + 2aX1(a) — b*wi(Xa) + a*wi(Xa)] Xa

DO | —

1
+3 [abw?(X5) + bXa(b) + 2bX5(b) — b*wi(X:) + a’*wi(X1)] X,
olur. Burada {Xj, X,} lineer bagimsiz ve tr(VAy) = 0 oldugundan

i) abwi(X;) — (a* — b)wi(Xz) — 3aX1(a) = 0 (4.3.17)

1) (a® — b)w? (X)) + abw?(Xy) 4+ 3bX5(b) = 0

esitliklerini elde ederiz. Teorem 4.1.4 den ortalama egrilik vektor alan1 sabit oldugun-

dan

a® +b* = )} (sb) (4.3.18)

dir. Kabul edelim ki {X7, X5} bazinin belirtigi koordinat komsulugu {z,y} olsun.
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Boylece
a,b: M r— R

(z,y) — a(z,y),b(z,y)

seklinde fonksiyonlardir. (4.3.18) den

a(x,y) = Ao cos f(z,y), a(z,y) = Aosin f(z,y) (4.3.19)

1
olarak diigiinebiliriz. (4.3.16) den bwi(X;) = —awi(Xz2) ve wi(Xz) = —gXl(b)
esitliklerini elde ederiz. Bu esitlikleri (4.2.17) (i) de yerlerine yazarsak

(b* — 2a*) X, (b) + 3abXi(a) =0 (4.3.20)
elde ederiz. Benzer sekilde (4.3.17) min (ii). sikkindan,
(a® — 2b*) X5 (b) + 3abXo(b) =0 (4.3.21)
sonucuna ulagiriz. (4.3.19) ve (4.3.20) den
—2X} frcos f =0
ve boylece f, = 0 ¢ikar. (4.3.20) ve (4.3.21) den
2\ f, cos f =0

ve f, = 0 olur. f, = f, = 0 ise f sabit dolayisiyla a ve b de sabittir. Ayrica a ve b

sabit ise

1
w%(Xl) = EX2(Q) =0
9 1
U)1<X2) = —6X1<b) =0
olur. Dolayisiyla
lexl = a£17 legl =—aX;+ 657 szg = _£i7 (4322)
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ngXQ = by, vX2€2 = —bXy +¢&§
esitliklerini elde ederiz. Ciinkii,
Vx, X1 =Vx, X1+ B(X1,X1)
dir. Burada
Vx, X1 =Vx, Xo = w(X1) X1 + wi(X1) X2 =0

ve

B(X1,X1) = M& + A&y + Asé

dersek A\ = g(Vx, X1,&1), A2 = 9(Vx, X1,6,) ve Ay = g(Vx, X1,€) olur. Ayrica
g(X1,€) = 0ise g(Vx, X1,€&,) + g(X1,Vx,&) = 0 ve boylece 41X, = —Vx, &,
oldugundan

Al = g(leXlagl) =g(A1 X1, X1) =a

elde edilir. Benzer sekilde

X = g(Vx, X1,&) = g(As X1, X1) =0
s = 9(Vx, X1,8) = g(4eX1,X1) =0

bulunur. Bu bulduklarimiz yerlerine yazarsak V x, X1 = a, sonucuna ulagiriz. Diger

taraftan Weingarten formiiliinden

legl = A X+ Dx,&
= —aXi + wi(X1)&, 4 €611€

= —aX1 + 86

dir. Benzer sekilde digerlerinin de ispatlar1 yapilabilir. Simdi egrimizin teget vektor

alan1 X; = FE; olsun. Boylece

Ve B =aé, = kB,
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olur. Burada sayet a)0 ise k1 = a ve Fy = £, dir. Eger a(0 ise k; = —a ve
Ey = —¢, dir. Ayrica biliyoruz ki a = 0 ise X;—egrisi R°(—3¢) nun bir geodezik

egrisidir. Farzedelim ki a ) 0 olsun. Boylece
VElEl = (J,EQ, vElEg = —CLEl —+ Ef = —klEl + k2E3

olur. Bu egitlikten ky = ¢ ve F5 = £ dir. Dolayisiyla k3 = 0 elde edilir. Tanmim
4.1.1 den X;—egrisinin R®(—3¢) uzayinda 3-mertebeden helis oldugu goriiliir. Ben-
zer iglemleri yaparsak a < 0 durumu icin de ayni sonucu elde ederiz. X, = E;
segersek benzer iglemler sonucunda X,—egrisinin R®(—3¢) uzayinda 3-mertebeden
helis oldugu goriiliir. Aym sekilde b = 0 durumunda X,—egrisi R°(—3¢) uzaymda

bir geodeziktir. Boylece (i) ve (iii) siklarii elde etmis oluruz.

2.Durum: Carpimin sifir olabilmesi i¢in a = d olabilir. Bu durumda sekil operator-

leri

a 0 0 a
Alz 7A2:
0 a a b

dir.Boylece
Ale = (IXl, AlXQ = (IXQ, A2X1 = (lXQ

ve As Xy = aX; + b X, olur. Ayrica
Vi, Xi = wi(X;) Xy, ve wi(X1) = wi(X3) =0

oldugundan

Vi, Xo = wy(X1) X1, Vx, X1 = wi(Xa)Xo

dir. Islemleri devam ettirirsek

Al(leXQ) = w%(Xl)Alezaw%(Xl)Xl
A1<VX2X1) = U)%(XQ)A1X2:(ZU)%(X2)X2
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ve

Vi Ai(Xs) = Xi(a)Xs+aVi Xo

= Xi(a)Xs + awy (X)X,
Ve Ai(X)) = Xo(a)Xi+aVi, X,
(a)

= Xy(a)X; + awi(X5)Xs
elde edilir. Diger taraftan (4.3.3) de j = 2 igin Dyx,&; = w?(X3)&, olur. Boylece
Apye X1 = wi(X2) A2 X1 = aw](X2) Xs
benzer sekilde

Dx, & = wi(X1)&, + &€

ve

ADX1£1X2 = w%(Xl)A2X2 - w%(Xl) ((J,Xl + bXQ)

olur. Buldugumuz degerleri (4.3.12) yerlerine yazip diizenlersek
(—Xa2(a) — awi(Xy)) X1 + (Xi(a) + awi(X2) — bwi(X1)) Xo =0
elde edilir. {X;, X5} lineer bagimsiz oldugundan

aw?(X1) + Xa(a) = 0 (4.3.23)

bw? (X)) — aw?(Xy) — Xi(a) = 0
esitlikleri bulunur. Benzer sekilde ¢ = 2 igin

Ay (Vx, Xo) = awy(X1)Xo
A1(Vx,X1) = wi(Xy)(aX; +bXo)
Vi, A2(Xs) = Xi(a)X; + X1(0) Xy + awi(X1) Xy + bwy(X1) X,
Vi, A2(X1) = Xo(a)Xy + awi(X2) X,

ADX2§2X1 = —awf(Xg)Xl
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Apy e, Xo = —awi(X1)X,
elde ederiz. Boylece (4.3.14) den
(bw3 (X1) + awi(Xs) + Xi(a)) X1 + (3awi(X:) + bwi(Xa) + X1 (b) — Xa(a)) X2 =0
benzer sekilde { X7, X5} lineer bagimsiz ve wy(X;) = —w?(X;) oldugundan

i) awi(X)) + Xo(a) =0 (4.3.24)
i) bwi(X)) — aw?(Xy) — Xi(a) =0
iii) 1 3awi (X)) + bw?(Xs) + X1(b) — Xa(a) =0

1
esitliklerini elde ederiz. Diger taraftan H = a&; + 5652 oldugundan

1
Dx,H = DX1(CL§1+§b§2)
1 1
= Xi(a)§; +aDx, & + §X1(b)§z + EbDX1§2
1

= Xu(@)& +a (X0 +26) + 5 Xa(Ds — Shud(X1)E,
1 1

= <X1(a) — 5bw%(){l)) &+ <awf(X1) + §X1(b)) &y +ceal

benzer sekilde

Dot = (Xafa) - 500t(60)) €+ (500 + awd(06a) ) € + et

olur. Islemleri 1.Durum daki gibi yaparsak

1 1
ADXIHX1 = (aXl(a) — éabwf(Xl)) Xl + (awa(Xl) + §QX1<b)) X2

1
QCLXQ(Z)) + awa(XQ)) X1

ADX2HX2 = (
1 1.,
+ CLXQ(CL) + EbXQ(b) + Eabwl (XQ) Xg

Vi Aun(X1) = (2aX1(a) + %abw;(xl)> X, + <a2w§(xl) + %Xl(ab)> X,
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1
VXZAH(XQ) = ( a” + = b2 w2 XQ) + 2X2((1,b)) X1
1
(2(1,X1 + bX1<b) + Eabwf(Xg)) X1
1 1
AH(V)(le) = §abw1(X1)X1 + (a2 + 5()2) w%(Xl)XQ

1
AH(VXZXQ) = a2w§(X2)X1+§abw§(X2)X2
olur. Boylece

—gabw%(Xl) + (a2 - %b2) wi(X2) + 3aXs(a)

1
‘I‘an(b) + §bX2(a)

tr(VAy) = X1

1 3 3
(az - 552) wi(X1) + Sabwi(Xp) + 3aXs(a) + 5bXa(b)

+ 1 Xy
+aX1(b) + 5bX1((1,)
elde edilir. Burada tr(VAgy) = 0 ve {X1, X5} lineer bagimsiz oldugundan
3 .9 2 19 1
0 = —éabwl (Xl) + | a” — 5[) wy (XQ) + ?)CLXQ((Z) + (ZXQ(b) + éng(a) (4325)

1 3 3 1
0 = (a2 — 5()2) wf(Xl) + 5(1,[)11)%()(2) + 3CLX2(CL) + EbXQ(b) + (ZX1<b) + §bX1(a)

esitliklerine ulagiriz. Ayrica ortalama egrilik vektor alani sabit oldugundan

1
a® + Zb2 = \2 (sb) (4.3.26)

dir. Boylece

a($7y) = )\0 cosf(:E,y), a($7y) = 2)\0 Sinf($7y)

diyebiliriz. Buradan

Xi(a) = —Xofasinf(z,y), X1(b) = 2Xof1 cos(z,y)
Xo(a) = —Xofesinf(z,y), Xi(b) = 2Xof 2 cos(z,y)
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olur. (4.3.24) (i) den aw?(X;) = —Xs(a) ve (4.3.24) (ii) den
WH(X) = 2 Xa(a) — 2 (a)
1 A2) = ==X P
olur. (4.3.24) (iii) den ise
(4a® + b*) Xo(a) + abX;(a) — a®X1(b) =0 (4.3.27)
elde edilir. (4.3.25) birinci esitliginden
b(2a® + 1) Xo(a) + a (4a® + b*) X1(a) + 2a°X5(b) = 0 (4.3.28)
ve ikinci esitlikten
3
(2&2 — 62) Xg(a) — CLle (a) + Eang(b) + a2X1 (b) =0 (4329)
sonucuna ulagiriz. (4.2.27) veya (4.2.28) esitliginden
2fosinf + ficos f =0

ve (4.3.28) den
fo2 cos> f =0

elde edilir. Son iki denklemi ¢ozersek f; = f2 = 0 oldugu goriiliir. Dolayisiyla a ve b

sabit ve wi = 0 olur. Diger taraftan d = 0 durumundakine benzer iglemleri yaparsak

VX1 = a&y, Vx, & = —aXi + &€, Vx,& = —¢, (4.3.30)

Vx,Xo = afy +b&y, Vi€ = —aXa, Vx,& = —aXy — bXy + &€
sonucuna ulagiriz. Kabul edelim ki X; = E; olsun Boylece (4.2.30) dan
vElEl =a&; = k1Es
olur. Burada sayet a)0 ise k1 = a ve Fy = £, dir. Eger a (0 ise k; = —a ve
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Ey = —¢&, dir. Ayrica biliyoruz ki a = 0 ise X;—egrisi R°(—3¢) nun bir geodezik

egrisidir. Farzedelim ki a > 0 olsun. Boylece
Ve, Bl =aBy, Vg By = —aFy + € = —kEy + ko Fs
olur. Bu egitlikten
ky=¢e B3 =¢,ve Vg By =—& = —kyFy

dir. Dolayisiyla k3 = 0 olur. Tamim 4.2.1 den X;—egrisinin R*(—3¢) uzaymda 3-
mertebeden helis oldugu goriiliir. Benzer iglemleri yaparsak a (0 durumu i¢in de aym

sonucu elde ederiz. Sayet X, = E; dersek (4.3.30) dan
vElEl = (151 + 662 = kflEg

dir . Boylece
b
Ey = m’ ki = Va2 + b2

a? +b?

oldugunu goriiriiz. Burada a ve b sabit oldugundan v/a? + b? de sabittir. Boylece

— a — b —
Vg By = \/ﬁv)@&ﬂL\/ﬁvxﬁz
—a? b
- Y Xt (aX)—bXote
N a2+62( ! 2+ <)

— (a® +1?)

b
Xo+

—aX1 + 85)

elde edilir. Burada sayet b > 0 ise

—aX; + €€ i bva+1

By = —, P
Ve trl 7t Vet

esitligine ulagiriz. Sayet b < 0 ise

E_—aX1+6§ b — bva?+1
S ar T Vaae

a?+1
dir. Sayet b = 0 ise ko = 0 olacagindan Xs-egrisi bir cember olacaktir. Sayet b > 0
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ise (4.3.30) dan
vElEg = -V a2 + 162 = —k‘QEQ + k‘gE4

elde edilir. Gerekli iglemleri yaparsak a > 0 ise

b= R N/
veya a(0 ise

Ey =

212 0 Rt

/a )
va
esitliklerine ulagabiliriz. Sayet a = 0 ise k3 = 0 olacagindan X,-egrisi 3 iincii mer-
tebeden helis olur. Sayet a)0 ise

a

RN

(aXy — &) = —ksl3

olur. Boylece k1, ko, k3 sabit ky = 0 ve Xs-egrisi 4 iincii mertebeden helis olur. a, b(0

sart1 icin benzer durumlar elde edilir. Boylece ispat biter.

Ornek 4.3.1. z : M — R%(—3¢) izometrik immersiyonu

S t S t
= |acos—,bcos—,asin—,bsin -, z(s,t
< a[? b? a’ 1 b’ ( ) ))

olarak verilsin. Boylece

S S t t
Ty = (— sin —, 0, cos —, 0, zs) ,xy = | 0, —sin -, 0, cos =, 2
a a b b

olur. M yiizeyi integral alt yiizeyi oldugundan n(z,) = n(x;) = 0 olacaktir. Burada

1
=73 (dz —ylda! — y2dx2)
oldugundan
1 . s 0 s 0 0
o) = g (0= pPdst = Paet) (=i ok cos o )
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1 . 9 S
= = <25+asm —)
2 a

ve boylece z; + asin® - 0 elde ederiz. z, = —asin? s integre edersek
a a
(5.8) = Lsin? S~ % 4 pp (4.3.31)
2(s,t) = —sin” — — — 3.
’ 4 a 2
olur. Benzer sekilde z, = —bsin® % oldugu goriiliir. (4.3.31) ifadesinde ¢ ye gore kismi
tiirev alip integre edersek
v? bt
f(t) = Zsirﬂ% — 5

bulunur. Son ifade (4.3.31) de yerine yazilirsa z(s, t) fonksiyonunu

2 b 1
z(s,t) = az sin? 2 + 1 sin2§ ~3 (as + bt) (4.3.32)

olarak buluruz. Burada agikca gorebiliriz ki

(a2 + 1?)

RN

gla,z) —en(x)? =
1
dir. Boylece M yiizeyi ¢ = 3V a? + b? olmak {izere

N*(c) = {x € R*(—3¢) : g(z,x) —en(x)® = i (a® + 52)}

silindiri tizerindedir. R°(—3e) uzaymdaki ¢- tabam

0 0 0 0
=2 ey =2— e =2 — 1=
17N\ TV 92 ) T %G,
1 - 5
ve y* = asin — oldugundan
a
Ty = (—sinE,O,cosf,O,zs)
a a
sin +Coss asm28 0
— _gino 2 s Y s Y
a Ozt a oyt a0z
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ve benzer gekilde
1 t 1.t
Ty = = COS —€y — — Sin —ey

2 b 2 b

olarak elde edilir. Boylece

1 1
¢ors = —cCos fqbel — —sin Egbeg
2 a 2 a
1 t 1 t
oxy = 3 Cos g(beg —3 sin 5¢e4
dir. Burada ¢e; = ce3 ve pey = ceq oldugundan, sirasiyla, ges = —cey, gpey = —ces
olur. Dolayisiyla
/. S s
ory = = (sm —eq + cos —63)
2 a a
é el . t n t
xy = — |sin—es+ cos—e
! 2\ b b

1
elde edilir. Burada agikca g(xs, z5) = g(xy, z;) = 1 Ve g(zs,z;) = 0 dir. Bu yiizden

X = 2z, ve Xy = 2z dersek { X = 2z, Xy = 224} ciimlesi M manifoldunun tanjant
uzaymin lokal ortonormal tabani olur. Boylece ¢ X = 2¢x,, ¢ Xo = 2¢x,& de

ortonormal normal vektor alanlar: olur. Izometrik immersiyonun tanimindan

s t .S .t
z' =acos=, 2% =bcos—,y' =asin—,y* = bsin-
a

b a b

dir. Son egitlikten

el (cos —) = ——tan— (4.3.33)
a
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s
eslcos—) =
a
.S
el (sm—) =
a

QINQ |

.S 4 s
es|lsin—) = ——cot—
a a a
dir. Boylece
— S S S .S S . S
Vx, X1 = cos—e; (cos —) €1 — CoS —eq (sm —) ez — cos —sin —V,e;
a a a a a a

S . S= .S s .S .S
—cos —sin —V,, e3 —sin —e3 (cos — ) e; + sin —e3 (sin — | e
a a a a a a

olur. Burada V,,e; = — V, e3 ve (4.3.33) den

— s S .S S
Vx, X1 = [cos—el (cos—) — sin —e3 (cos—)] e1
a a a a

.S .8 S .8
+ [sm —e3 (sm—) — Ccos —€eq (sm—ﬂ es
a a a a
s 2 s 4 . s
= |cos—|——tan— | — —sin—| e;
a a a a a

{. s< 4 s) 2 5}
+ [sin— | ——cot— | ——cos—| e;3
a a a a a

6 /. s S
= —— (sin—e; + cos —e3
a

a a
= —251
elde edilir. Benzer yolla
Vx, X1 = —ggl, Vix, Xy = —%52, Vx,X1=0 (4.3.34)

olur. Dolayisiyla (4.3.34) esitliklerini Gauss formiiliinde yerlerine yazarsak tegetsel

bilesenlerinin sifir oldugu goriiliir. Boylece
6 6
B(X1,X,) = —afl, B(Xs, X5) = —Efz, B(X1,X5)=0 (4.3.35)

olur. Ayrica

H = %B(Xl,Xl) + %B(Xz,Xz) + %B(f,ﬁ)
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oldugundan

3. 3
H=-2¢-°
“6 -6

esitligini elde ederiz. Burada sekil operatoriinii hesaplamak igin

A Xy = anXi+anXs

A1 Xy = a2 X1+ anXs
dersek

an = g(AX1, X1) = g(=Vx,&, X1)
an = g(Ai Xy, Xp) = g(=Vx,&, Xo)
a2 = g(A4iXs, X1) = g(—Vx,&, X1)

( ) = g( )

Qo2 = 9A1X27X2 =4g —szprz

olur. Sayet g(&,, X1) = 0 esitliginde her iki tarafin X; yoniinde kovaryant tiirevini

alisak

g<vX1X17 51) + g(vxlgla Xl) =0
esitligini elde ederiz. Boylece

— — 6
a1n = g(_Vlele) = g(VXlegl) = _g

a1y = as =g(—Vx,&,Xa) = g(Vx, X5,6,) =0

Qg2 = g(_vX2£17X2) = g(vX2X27§1) =0

Qo

ve ¢, normal vektoér alanina kargilik gelen sekil oporatorii A; = olur.

Benzer iglemleri yaparsak A; = esitligini elde ederiz. (4.3.34) den agikca
0 —
gortiliir ki Vx, X; = 0 dir. Dolayisiyla M manifoldunun Laplace operatorii

oo

2
Af ==Y XiXif
=1
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olur. Sayet ¢’z = —agz, ve ¢’y = —bdx, dersek

P’y + ¢Pry = —adr, — b,
a . s b . t a s b t
= | —zsin—,—=sin—-,—=cos—, —=cos—,0
2 a 2 b” 2 a 2 a
b .t b t
olur. Benzer sekilde ¢*z = —gsinf,—— sin—,—gcosﬁ,——cos—,O dir. Boylece
2 a 2 b’ 2 a 2 a

P*r = ¢*xy + ¢’1y
elde edilir. Burada
1 1
Ag(z1,eq) = Eg(:vl,eA), Ag(za,e4) = ﬁg(:vz, ea), (A=1,2,3,4)

dir. Boylece M manifoldu R°(—3¢) Sasaki uzaymin 2-tipden alt manifoldu oldugu
goriiliir (Baikousis 1991).
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5. UC BOYUTLU SASAKIi UZAYLARINDA EGRILER

5.1 Legendre Egrilerin Serret-Frenet Catisi

Teorem 5.1.1. M bir (¢,&,1,9,¢) Kontak metrik yapisi ile verilmig ii¢ boyutlu
manifold olsun. Bu durumda M bir Sasaki uzayidir ancak ve ancak manifold {iz-
erindeki her bir Legendre egrisinin torsiyonu ¢ dur.
Bu teoremin ¢ = 1 durumundaki ilk ispatin1 1994 yilinda C.Baikousis ve D.E.Blair
yapmisgtir (Baikousis 1994). ¢ = 41 durumundaki genel ispati ise Belkhelfa ve
arkadaglar tarafindan verilmistir (Belkhelfa 2002).

Ispat. (=) : v bir yay parametresi ile verilmis Legendre egrisi olsun. Bu durumda

Frenet fomiilleri

VoVi = xV (5.1.1)
V.YIVYQ = —%‘/1 + 7"/3
Vﬂ,/Vg = —87"/2

dir. Burada V; =+ ve n(v') = eg(v/,£) = 0 dir. M Sasaki uzayi ise (3.3.18) den

(Vyd)(Y) = eg(v',9)E —n(y )y
= &

ve (2.8.3) den
(Vyd) () = Vyo(v) — ¢(Vy)

elde edilir. Boylece
Vyd(Y) =e€+ ¢(Vy) (5.1.2)

sonucuna ulasiriz. Burada g(v/,&) = 0 ise 7/ ile £ ortogonaldir. Ayrica g(V,&, &) =
—g(o(7'),€) = 0 oldugundan ¢(v') ile £ de ortogonaldir. Benzer sekilde ¢(v') ile +/
de biribirine ortogonal oldugunu styleyebiliriz. Dolayisiyla {+', ¢(v'),£} ortogonal
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catisini elde ederiz. Burada g(v/,£) = 0 ise

9(Vy O +9(y,VyE) = 0
9V O +9(v, —8(7)) = 0
9(Vyy', ) +9(v,0(7) = 0
9(Vyy &) = 0
oldugundan V. ile £ ortogonaldir. Boylece
V' = 347 (5.1.3)

oldugu goriiliir. Burada sc degeri v egrisinin birinci egriligidir. Boylece

o(Vyy) = x0*(Y)

= 2(=7 +n(y)8)

—= —%’y/

olur. (5.1.2) de yerine yazarsak
V() = =y + &€ (5.1.4)

sonucuna ulaginz. Burada Vi = o/, Vo = ¢(v'), V3 = £ dir. (5.1.1) ile (5.1.4)
kiyaslarsak 7 = ¢ dur.

(<) : Simdi kabul edelim ki 7 = € olsun. Biliyoruz ki Teorem 3.3.3 den

Vx€ = —¢(X) — oh(X) (5.1.5)

dir. Burada h = %qub dir. v bir yay parametresi ile verilen Legendre egrisi ise v

boyunca g(v',£) = 0 oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla

9V ) +9(v, VyE) = 0
gV, ) +9(, —oh(v)) = 0
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oldugunu gortirtiz. Burada g(V,v',7') = 0 oldugundan Vv = »Ey = a& + bp(7')

dir. Boylece
_ a§+bg(Y)

x

E; (5.1.6)

yazabiliriz. Ayrica a = eg(V,7, &) = eg(v/, ph(v')) dir. Burada

dersek ve g(Vy(v),0(7)) = b = 0, @ = g(Vyo(v').7), © = eg(Vy6(7),€)

oldugundan

Vyo(y) = 9(Vyd(v), Y)Y +eg(Vyd(v), £)€ (5.1.7)
elde ederiz. Ayrica g(¢(v'),7) = 0ise g(Vy+',7) +9(Vyo(v'),7) = 0 dir. Boylece
9(Vyo(v).7) = —9(Vyv', 6(7))

= 9(e(V47),7")
= g(p(a& +bo(v), ")

= 9(6°(").7)
= —bg(?,")
- b
ayrica (5.1.5)de X yerine 4/ alirsak
V& =—¢(7) — ¢h(v) (5.1.8)

olur ve g(é(7),&) = 0 ise g(Vyd(7), &) + g(é(7'), V&) = 0 dir. Boylece

9(Vyo(v),8) = —g9(Vy& 8(7)) (5.1.9)
= —g(=¢(") — oh(?), 6(7"))
= g(o(?) + dh(7), 6(7))
= —g(Y +h(¥),*(7"))

= =90 +h(), =)
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= g(v'+nr(v) )
elde edilir. Burada (5.1.9) ve (5.1.8) ifadelerini (5.1.7) da yerlerine yazarsak
V() = =by +eg(v' + h(v), 7)€ (5.1.10)

a b
olur. Ayrica Vo = —& + —¢(7') vektor alaninin v yoniinde kovaryant tiirevini alip,
” ”

(5.1.10) denklemini kullanirsak

Vyla = (%) ¢+ %Vwﬁ + (%)/cb(v’) + %VW(V’)
= (2) &+ 2(-00) - 6h(r)) (%)lcb(v’)
2 by 4 200 + 1))
— 2= Lo )| - Sk |- 2 - P o)
—~6h()
= —uy +7V3

esitligi elde edilir. Burada h(v') ile £ ortogonaldir. Ciinkii

ise

g(2h(v'),8) = g
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dir. Ayrica g(¢(7'),§) = 0 ise
9(Vyo(7), &) + 9(6(7'), Vel) = 0
oldugundan (V. ¢(+'),€) = 0 dir. Boylece g(2h(v'), &) = 0 elde edilir. Boylece
h(y') = 67 + Ao(7) (5.1.11)

esitligi elde edilir. (5.1.8) esitliginin her iki tarafinin ¢ altinda goriintiisiinii alirsak

oh(y') = 6¢p(7') — Ay olur. Ayrica a = eg(', ph(y')) esitlgini de kullanirsak

)\ - —g(th(’)/),’y/)
= —c(eg(oh(v'),))

= —é&a

elde ederiz. Sayet v egrisini, teget vektor alani her noktada h operatoriiniin karakter-

istik degerine karsilik gelen karakteristik vektor olacak gekilde secersek A = —ea =0
b

olur. Boylece a = 0 sonucuna ulagiriz. Boylece Vo = —¢(7') = ¢(7') ise b = s olur
»

ve (5.1.11) i (5.1.10) yerine yazarsak
Vyp(y) ==by +e(1+6)¢ (5.1.12)

elde edilir. Boylece (5.1.12) yi (5.1.11) ile kiyaslarsak Vi =+, Vo = ¢(v'), V5 = &
oldugu goriiliir. Ayrica bu kiyaslamadan 1+ 6 = 1 ise 6 = 0 oldugu goriiliir. Boylece
(5.1.11) den h = %Léqb = 0 olur. Biliyoruz ki VX,Y € x(M) igin Teorem 3.3.3 den

(Vx¢)(Y) = eg(X + h(X),Y)E —n(Y)(X + h(X)) (5.1.13)
dir. h = %ngb = 0 oldugundan
(Vx¢)(Y) = eg(X,Y)§ —n(Y)X

olur. Boylece Teorem 3.3.5 den M nin bir Sasaki uzay1 oldugu goriiliir. v bir Legendre
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egrisi ise Vi =/, Vo = ¢(7') ve V3 = £ olmak iizere

Vi Vi =V, (5.1.14)
Vi, Vo = =3V + V3 (5.1.15)
Vi Vs =V, (5.1.16)

dir.

Teorem 5.1.2. R?*(—3¢) uzaymdaki her hangi bir Legendre egrisinin egriligi, egrinin
Fuclidean metrigine gore xy diizlemine izdiigiim egrisinin egriliginin iki katina egittir

(Belkhelfa 2002).

Ispat. Kabul edelimki v(t) = (x(t), y(t), 2(t)) egrisi R*(—3¢) de bir Legendre egrisi
olsun. Parametreyi 1 [z'(t)% 4+ y'(t)] = 1 olacak sekilde segebiliriz. Burada v (¢) =

x(t)(% —l—y’(t)(% +z'(t)% olarak yazabiliriz. Burada %, gy ve % baz vektorlerini

0 0 0 0
62—2(%%-3/@),61—28—?;%5—2&

ortonormal vektor alanalar: cinsinden ¢ekipvy'(¢) de yerine yazarsak

¥ ) = 5 (@ (Bea +y (Ber + [2(0) — ya (0] ) (5.1.17)

elde edilir. Burada egrimiz Legendre egrisi oldugundan n(v'(t)) = 0 dir. Boylece
(5.1.17) den
Z(t)—yx'(t) =0 (5.1.18)

1
esitligi elde edilir. Ayrica 2 [z (t)* +y (t)?] = 1 esitliginden z'(t) = —2sin6(t),
y'(t) = 2cos6(t) oldugunu diisiiniirsek ve V., e; = V,es = 0 esitliklerini de kullanir-

sak

V(1) = 5 @ (We +y (Be)
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olur. Boylece s = va‘(t)'Y'(t)H egriligimiz
s =10(t)] (5.1.19)

dir. Diger taraftan v nin zy diizlemine izdiisiim egrisi igin a(t) = (x(¢),y(t)) dersek

| (t)]| = 4 olur. Burada ||.|| Euclidean normdur. «(t) egrisinin egriliginin

oldugunu biliyoruz. Degerleri yerlerine yazarsak K, = 4%9'(15) esitligini elde ederiz.
2

Son esitlikte her iki tarafin karesini alirsak

42 42
K3 = yELd (1) = 5%2

olur. Dolayisiyla »* = 4K? sonucuna ulagiriz.
5.2 U¢ Boyutlu Sasaki Uzayinda Genel Legendre Egrileri
7 bir Legendre egrisi ise T' =/, N = ¢(7') ve B = £ olmak tizere (5.1.14) den
1
N ==V,T
>
1
dir. (5.1.15) den V(—V7T) = —»T + B olur. Bu denklemi diizenlersek
>
1\’ 1
; VT + —=VrV7T = —3T +eB (521)
>

elde ederiz. (5.2.1) den tekrar tiirev alirsak

1\ 1\ 1\ 1
(—) VT + (;) VT + (;) V§T+;V3TT: ~ T — V7T +eVrB

4
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1
olur. Burada VB = —N = ——V T yazip diizenlersek
»

1 / 1 "
VaT + 25 <—) V%T+%((—) +%+£) Vel + 3T =0

Ve r

1\ 1" AN
olur. Burada (—) = —— Ve <—) =2 <—) —— esitliklerini yerlerine yazarsak
P

» P 22
o o A%
VaT — 2— VT + (—7 +2 (;) + 5 +a> ViT +#T =0 (5.2.2)

genel denklemine ulagiriz. Ashnda (5.2.2) denklemi Legendre egriler igin genel bir

denklemdir (Kocayigit 2004).
5.3 Ug Boyutlu Sasaki Uzay Formunda Legendre Helis Egrileri

v Legendre egrisi iig¢ boyutlu bir (M (c), ¢,&,n, g) Sasaki uzay formu iizerinde V; =
T=9,Va=N=0¢()veVs=B=¢

y:ICR—M

s—(s)

seklinde regiiler egri ve “s” ler de egrinin kendi yay parametresi olsun. M uzay formu

tizerinde kovaryant tiirev V olmak tizere Frenet denklemlerinin

Vi, Vi = Vs
VVIVQ =—uVi+eVs
vvl‘/}) - _‘/2

oldugunu biliyoruz. Burada {V; =T =+', Vo, = N = ¢(v'), V3 = B = £} Frenet vek-
torleri ve s da egrinin egriligidir. Egrimiz keyfi hizli bir egri iken luz1 v(t) = ||/(¢)||

dir. Ayrica “t” keyfi bir parametre olmak iizere I' = I' (¢, z) varyasyonunu

I': I x(—e,e) — M(c)
(t,z)s = I'(t,2)
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olacak sekilde diigiinelim. Sayet varyasyon vektor alam Z = Z (t, z) ise

ar' (t,z)

0z =0

Z(t) =

olur. Buraday (t) =T =T'(¢,0) ve V = V() de herhangi bir “” aniindaki hiz vek-
toriidiir. Bu kissmdan sonra v(s, 2), Z (s, 2), V; (s, 2) ve k1 (s, z) seklinde diigiinecegiz

(Barros ).

Teorem 5.3.1: 7 bir (M(c), ¢,£,n,g) Sasaki uzay formu iizerinde

v:1CR— M)
s — ()
seklinde regiiler egri ve “s” de egrinin kendi yay parametresi olsun. Yukaridaki

notasyonlar1 kullanirsak agsagidaki esitlikleri elde ederiz.

H1)[V,Z2] =0

ov =
H2) — |.—0=
) Oz |Z—0 g(vVlZJ‘/l)U
6%2 2 2 ~—
H 3) E |Z=0: Q%Q(VV&Z’%) — 4 g(VV1Za‘/1) +2C%g(Za‘/2)

dir (Barros 1997).

Tamim 5.3.1. v Legendre egrisi ii¢ boyutlu bir (M(c), ¢, &, n, g) Sasaki uzay formu

tizerinde

v: I CR— M(c)
s — 7 (s)

seklinde regiiler egri ve “s” de egrinin kendi yay parametresi olsun. Sayet

ov 02 or?

_Z:_—Z::—Z::()
8z|0 8z|0 8z|0

ise Z = Z (s) vektor alanina -y egrisi boyunca Killing vektor alani denir. Buarada

M (c) Sasaki uzay formu oldugundan biliyoruzki 7 = 1 dir. Boylece
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esitliginin saglandigini soyleyebiliriz (Barros 1997).

Tanim 5.3.2. v Legendre egrisi ii¢ boyutlu bir (M(c), ¢,&,n, g) Sasaki uzay formu

tlizerinde

v:1ICR— M(c)
s — 7 (s)

seklinde regiiler egri ve “s” de egrinin kendi yay parametresi olsun. Sayet v egrisi-

boyunca bir Z (s) Killing vektor alam var ve
|1 Z|| = ¢ (sabit) ve g(Z,V}) = " (sabit)
ise v egrisine genel helis denir (Barros 1997).

Teorem.5.3.2. (M(c),¢,&,mn,g) Sasaki uzay formu iizerinde v = 7 (s) Legendre

egrisi genel helistir ancak ve ancak v egrisinin egriligi sabittir.

Ispat. Kabul edelimki v = v (s) Legendre egrisi genel helis olsun. Burada Killing
vektor alaminin boyunu || Z|| = 1 alirsak genelden bir sey kaybetmeyiz. Sayet

Z=fVi+gVo+hVs

seklinde diisiiniirsek

f=9(Z, V1) =cosf

0 = c'(sabit) olur. Z Killing vektor alaminin V; yoniinde kovaryant tiirevini alirsak
VinZ=—gkVi + (fk1 —h+g)Va+ (g+ 1) Vs

esitligini elde ederiz. Burada

ov —
a ‘ZZOZ g(vV1Z= ‘/1)7) =0
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esitligini kullanirsak gk; = 0 ve g = 0 olur. Ayrica ||Z|| = 1 oldugundan h = sin 6 ve

Z = cos V) +sin Vs (5.3.1)
dir. Boylece
Vv, Z = (scosf —sinf) V, (5.3.2)
ve
V?,lZ = —x(scosf —sinh) Vi + 5/ cos OV, + (sccos — sin0) Vs (5.3.3)

esitliklerini elde ederiz. (5.3.1), (5.3.2), (5.3.3) ve

0%

2 |,—0= Q%g(v;Z, Vi) — 432g(Vv. Z, V1) + 2¢3¢g(Z,Va) = 0

esitliginden 235 cos = 0 ve 3/ = 0 olur. Boylece » = ¢! (sabit) sonucuna ulagiriz.
Tersine kabul edelimki v = 7 (s) Legendre egrisi sabit egrilikli olsun. Bu durumda

—xVi+ V3
w4+ 1

Z = (5.3.4)

vektor alaninm tamimlarsak
VnZ = V32 + 1V, (5.3.5)

ve

Vi Z = =32 + 1 (—Vi + Vi) (5.3.6)

olur. Teorem 5.3.1 ve (5.3.3), (5.3.4), (5.3.5) esitliklerinden

o0, ol
9z 770 9z T
oldugunu gormek kolaydir. Ayrica ||Z| = 1 (sabit) ve g(Z,V;) = _27%“ =c
>
—xV1 + Vi
(sabit) dir. Boylece v = ~(s) Legendre egrisi ekseni Z = it olan bir

Va2 +1

helistir.
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Ornek 5.3.1. Kabul edelimki v(t) = (z(t), y(t), z(t)) egrisi R*(—3¢) de bir Legendre
egrisi olsun. Burada parametreyi § [z'(t)% + y'(£)?] = 1 olacak sekilde segebiliriz.
Boylece x'(t) = —2sin6(t), y'(t) = 2cos(t) ve s« = |0 (t)| oldugunu Teorem 5.1.2 de

bulmusgtuk. Sayet egrimiz Legendre helis egrisi ise s = |0( t)| = ¢* (sabit) olmahdur.

Boylece 9( t) = ¢ (sabit) ve 8(t) = c1t + ca (c1, co sabit) olur. () degerini yerine

yazarsak

x(t) = —2sin(c1t + ¢2)

y(t) = 2cos (et + cz)

esitlikleri elde edilir. Bu iki denklemi integre edersek

2
x(t) = —cos(cit+c2) + xo
(&1
2 .
y(t) = 0—81n(clt+62)+y0
1

olur. Egrimiz Legendre egrisi oldugundan (5.1.18) esitligi saglanir. Boylece

Z(t) = yt)z'(t)

2
= -2 (— sin (1t + ¢2) + yo) sin (1t + ¢2)
6]

olur. Son egitligi integre edersek

1 2 2
2(t) = < sin2 (1t + ¢2) + 290 cos (a1t +c2) — 5t + 29
“ 1 i

sonucuna ulagiriz. Boylece v(t) Legendre helis egrisinin genel denklemini

2
— cos (c1t + ) + Tg

c
y(t) = | —sin(cit 4+ c2) + Yo
T P P
— sin2 (it + c) + 20 cos (cit +c2) — <t + 20
| 4 C1 1 J

203



seklinde buluruz. Burada cy, ¢o, g, Yo, 20 lar birer sabitdir.
5.4 Biharmonik Legendre Egrileri

M, n-boyutlu Riemanian manifold ve E;" de m-boyutlu semi Euclidean uzay olsun.
Farzedelim ki x : M — E}" bir izometrik immersiyon olsun. Dolayisiyla Ej" deki
M nin pozisyon vektorii

Ax =—nH (5.4.1)

esitlgini saglar. Burada H, E}* deki M nin ortalama egrilik vektor alamdir ve
n = boyM = rankJx dir. Eger x : M — E™ doniisiimiinde, A%r = 0 ise bu
izometrik immersiyona biharmoniktir denir. (5.4.1) denkleminden goriilmektedir ki
‘z’ immersiyonu minimaldir ancak ve ancak ‘z’ biharmoniktir. Agikca her minimal
immersiyon biharmoniktir. Sayet M manifoldunu bir boyutlu yani n = 1 ve m = 3
alirsak, (5.4.1) denklemi Az = —H ve burada V; = 4/ olmak iizere H = V, V)
= V,/ V2 olur. Dolaysiyla % = —V,/ V., oldugu goriiliir. Bunu ‘s’ bir yay para-

metresi olmak iizere A = —3 olarak da ifade edebiliriz. = : M* — E} izometrik
s
2 4
x
immersiyon doniigiimiinde A = e oldugundan, A%z = 0 olmasi i 0 olmasini
s s

gerektirir. Boylece son diferansiyel denklemi ¢ozersek
z(s) = 18° 4+ 8% + c35 + ¢4 (5.4.2)

elde ederiz. Burada ci, ca, 3, ¢4 degerleri, E2 uzaymnda sabit vektorlerdir (Belkhelfa

2002).

Teorem 5.4.1. = : M' — E}? dontigtimii 1-boyutlu Riemanian manifold M* den
E3’e izometrik immersiyon olsun. ‘z’ immersiyonu biharmoniktir ancak ve ancak
asagidaki sartlar1 saglar.

1) t =0,1 veya 2 ve ‘z’ immersiyonu lineerdir.

2) t =1 ve E? deki kat1 hareket
x(s) = (68 + 65%, 08> + 65%, 5)

204



seklindedir. Burada 6, ¢ sabit olup 6% + 5 2 0 dir veya

olmasidir. Yine burada 6 sabittir.

3) t =2 ve E5 deki kat1 hareket § sabit olmak iizere

2 62
x(s) = (%33, 232, gsg + s)

dir (Belkhelfa 2002).

Teorem 5.4.2. (M,¢,£,n,9,¢) 3-boyutlu Sasaki uzayinda bir Legendre egrisi bi-
harmoniktir ancak ve ancak egrinin birinci egriligi 0 veya 1 dir. Boylece R3(—3¢)
Sasaki uzayinda Biharmonik Legendre egrileri Legendre geodezikleridir veya aq, as,

b1, ba, b3, ¢ ve ¢y birer sabit olmak iizere

2
v(s) = (a1 + b1, ass + by, alag% + baais + bs) (5.4.3)

ve

v(s) = (2sins + 1,2sins + ¢, —(2s — sin 2s) + 2ccos s + ¢o) (5.4.4)

olan birer Legendre egrileridir (Belkhelfa 2002).

Ispat. v bir yay parametresi ile verilmis Legendre egrisi olsun. Burada H = Vi

dersek AH = —V.,V.,H olur. Ayrica H = V.7 = x¢(7') oldugundan
v’y’H = %V—qub(’)/) + %qb(’)/)
elde edilir. V., ¢(v') = €€ — 27/ esitligini kullanirsak

VoH = (e — )+ #Z9(7)

= el — 3y +Hp()
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elde ederiz. AH = -V, V., H oldugundan
NH = 356 + 3V 16 — 225y — 32,00 + 2'0() + #V0(+)
olur. Burada Frenet formiillerini ve V., ¢(y') = e{—3r7/ esitligini kullanip diizenlersek
AH = (35d) 7 + (352 +€) — ") ¢(7) — (2e5/) € (5.4.5)
elde edilir. Boylece ‘AH = 0 dir ancak ve ancak
350 = 0,5(3% +¢) — 3" =0ve 26/ =0

dir. Burada 2es/ = 0 dir ancak ve ancak s = 0 dir. Boylece s = k(sabit) gikar. s
sabit oldugundan s(»* + ¢) — » = 0 denklemi »(3¢*> + ¢) = 0 olmasim gerektirir.
Son esitlikten s = 0 veya »* + ¢ = 0 olmasi gerekir. » = 0 olmasi1 Legendre
biharmoniklerin geodezikler olmasim gerektirir. Ayrica g(&,€) = ¢ = —1 iken »? +
¢ = 0 denkleminin ¢oziimii > = 1 dir. Dolayisiyla iic boyutlu Sasaki uzayinda
Legendre Biharmonik egrileri ayni zamanda helislerdir. Bunun tersi dogru degildir.
Kabul edelimki (¢) = (x(t),y(t), 2(t)) egrisi R*(—3¢) de bir Legendre egrisi olsun.
Parametreyi

L@ v 07 =1

olacak sekilde segebiliriz. Burada

(O =05 +y O+ 705

olarak yazabiliriz. Burada 3 2 ve — taban vektorlerni

ox’ 0y Oz

0 0 0 0
62—2<%+y$>,61—28—yve§_2§

vektor alanlar1 cinsinden g¢ekipy'(¢) de yerlerine yazarsak

v (t) =35 (@ (t)ex +y (Her + [2(t) — ya (1)) €)

DN | —
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elde edilir. Burada egrimiz Legendre egrisi oldugundan n(v'(t)) = 0 dir. n(e2) =
n(e1) = 0 oldugundan z'(t) = yx'(t) elde edilir. Ayrica (5.4.3) ve (5.4.4) egrilerinin
z'(t) = yx'(t) denklemini sagladig1 ve birinci egriliklerinin sirasiyla, 0 ve 1 oldugunu

gormek kolaydir.

Sonug 5.4.1. Teorem 5.3.2. ve Teorem 5.4.2. den agikca goriilmektedirki, ti¢ boyutlu

Sasaki uzayinda bir biharmanik Legendre egrisi Legendre helis egrisidir.
5.5 Legendre Bertrant Egri Ciftleri

Teorem 5.5.1. Uc boyutlu Sasaki uzaymda bir Legendre egrisinin Bertrant reel

Legendre egri c¢ifti kendisidir.

Ispat. M, iic boyutlu Sasaki uzay ve U,V C M egrileri de, sirasi ile, (I,a) ve
(I, 3) koordinat komgulugu ile verilen egriler Legendre Bertrant egrileri olsun. U ve

V' egrilerinin frenet {tigliileri, siras: ile,

{T'=0/,N =¢(a),B=¢} ve {T" = 3°, N" = ¢(8°), B" = &}

olacaktir. Burada U ve V egrilerinin yay parametreleri, sirasi ile, ‘s’ ve‘s*” ve ayrica
da . C e .
o = T ve B = Te dir. Kabul edelim ki U ve V egrilerinin paremetreleri ayni ‘s’
S s*

olsun. Dolayisiyla Bertrant egrileri olduklarindan
N = ¢(a') = Ap(8%) = N*

d
dir. Burada A = £1 dir. 8° = d_ss* A" ve ¢ lineer oldugundan

ds
=\
ds*

¢(a) $(6)

olur. Son egitlikte her iki tarafin ¢ altinda goriintiisiinii alir ve egrilerin Legendre
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egrisi olmasini kullanirsak

B =+—a =kd =kT

ds

sonucuna ulagiriz. Bu egriler Legendre egrileri olduklarindan 3(s) = a(s) + uN

d
olarak yazabiliriz. Her iki tarafin s e gore tiirevini alirsak
S

B'(s) = a(s)+ N+ puN'

kT = T+ /N — usT + peé
elde edilir. Bu denklem diizenlenirse
(k=14 us)T — ' N — pe€ =0

olur. {T,N, B} sistemi lineer bagimsiz oldugundan k — 1 + psx = 0,—p/ = 0 ve
—pe = 0 olur. Bu denklemler coziiliirse p = 0 ve k = 1 elde edilir. Dolayisiyla
B(s) = a(s) sonucuna ulagiriz. Bu ise bize ii¢ boyutlu Sasaki uzayinda bir egrinin

Bertrant ciftinin sadece kendisi oldugunu soyler.
5.6 Involiit(Basit) ve Evoliit(Mebsut)

Teorem 5.6.1. Uc boyutlu Sasaki uzaymda Involiit-Evoliit Legendre reel egri cifti
yoktur.

Ispat. M, ii¢ boyutlu Sasaki uzay ve U,V C M involut-evolut egrileri de, sirast ile,
(I,a) ve (I, 3) koordinat komgulugu ile verilsin. s € I ya kargilik gelen a(s) € M ve

B(s) € M noktalarinda U ve V nin Frenet 3-ayakhlari, sirasiyla,
{T=0d,N=¢),B=¢E} ve {T* =06, N"=¢(5°%), B* =&}

olsun. U,V C M involut-evolut egrileri olduklarmndan ¢(7',7*) = 0 dir. Burada

B(s) = a(s) + AT olarak yazabiliriz. Son esitlikte her iki tarafin s ye gore tiirevini
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alirsak 3'(s) = o/(s) + N'T + AT” dir. Dolayisiyla,

ds*
ds

T =1+ XN)T + AN (5.6.1)

elde edilir. Boylece

ds
g( g

ds*
ds

S T) = g(A+ X)T.T) + g(AN, T)

g(T*,T) = (1+XN)g(T,T)+ Asg(N,T)

olur. g(T,T*) = g(N,T) = 0ve g(T,T) = 1 esitliklerini kullanir ve 14+)\" = 0 degerini

d *
(5.6.1) de yerine yazarsak T*(s) = N(s) ve di = A olur. Burada N = ¢(d/) ve

T* = [3* oldugundan ¢(a’) = 3* dir. Her iki tarafin ¢ altinda goriintiisiinii alirsak
egriler Bertrant egrileri oldugundan o/ = ¢(/3°) olur. Boylece T'(s) = N*(s) oldugunu

S AN* = —T + €€
s

d
goriirtiz. T*(s) = N(s) esitliginin 75 © gore tiirevini alirsak
s

elde edilir. Her iki tarafin normunu alirsak

*

ds

N =
7 ds

(—"T* + €€)

elde ederiz. Tekrar her iki tarafin normunu alirsak

@8;)2 ()2 + 1) = 52 (5.6.2)

elde ederiz. (5.6.1) ve (5.6.2) esitliklerini oranlarsak

(2%)? 72+ 1

olur. Boylece

(3)256% = (5)258 + (57 + 22 + 1

ve ()% + 32 + 1 = 0 egitligini elde ederiz. Dolayisiyla ii¢ boyutlu Sasaki uzayinda

involut- evolut Legendre egrileri reel degildir.
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5.7 Kiiresel Legendre Egrileri

M, iig boyutlu bir Sasaki uzay1 olsun. Bu uzayda H? = {X € M : g(X, X) = —1} ve
S ={X € M :g(X,X) = 1} olarak tanimlayalim. Ayrica M, ii¢ boyutlu bir Sasaki
uzayda o : I C R — M de bir (I, ) koordinat komsulugu ile verilmis bir Legendre

egrisi olsun. Dolayisiyla bu uzaydaki ¢atimiz
(Vi=T=d,Vo=N=¢(d),Vs=B=¢}
dir.

Tanim 5.7.1(Egrilik Ekseni, Egrilik merkezi) U C M Legendre egrisi (I, «)
koordinat komsulugu ile verilsin. P = «a(sg) € U noktasinda sonsuz yakin ii¢ ortak

noktasi olan kiirelerin merkezlerinin geometrik yeri olan
1
a = Oé(So) + ;‘/2(30) + )\‘/3(80)

dogrusuna U egrisinin P € M noktasindaki egrilik ekseni denir. Egrilik ekseni
tizerindeki

C(s0) = also) + = Vals)

noktasma da M nin P € M noktasindaki Egrilik merkezi denir (Hacisalihoglu
2000).

Tanim 5.7.2.(Oskiilatér Kiiresi) U C M Legendre egrisiyle P € U noktasinda
sonsuz yakin dort noktasi ortak olan kiireye, M nin P € M noktasindaki Oskiilator

Kiiresi veya Egrilik kiiresi ad1 verilir (Hacisalihoglu 2000).

Teorem 5.7.1. U C M Legendre egrisi (I, «) koordinat komsulugu ile verilsin.

a(s) € M noktasindaki oskiilator kiire merkezi ‘a’ ise

a(s) = a(s) +miVi +moVa +m3Vs (5.7.1)
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dir. Burada
(i=T=d,Vo=N=¢(),Vs3=B=¢}

a(s) € M noktasindaki Frenet ii¢ ayaklis1 ve

1
Mo = — Ve M3z = my (5.7.2)
>

diir.
Ispat. U C M iizerinde (I, ) koordinat komsgulugu ile verilen ve yay parametresi
‘s’ olan bir legendre egrisi alalim. Bu egri ile sonsuz yakin ortak dort noktasi olan

Oskiilator kiirenin merkezi ‘a’ ve yarigap: ‘r’ olsun. Burada ‘a’ ve ‘r’ sabittir. Buna

gore

f I —R

s — f(s) = gla(s) — a(s),a(s) — a(s)) £

fonksiyonunu goz oniine alalim. «a(s) noktasinda oskiilator kiire ile U nun sonsuz

yakin dort ortak noktasi olmasi icin

dir.
f'(s) = —29(Vi,a(s) — a(s)) =0

ise g(V1,a(s) — a(s)) =0 dir. (5.7.1) den

g(Vi,mi Vi + maVo +m3gVz) =0
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ve dolaysiyla my = 0 dir. f”(s) =0 ise
9(Vi,a(s) — a(s)) — g(V1,V1) =0

dolayisiyla
g(Vi,a(s) —a(s)) =1 =0

elde edilir. Burada V] = sV, oldugundan
xg(Va,a(s) —a(s)) —1=0 (5.7.3)
(5.7.1) ve my = 0 egitliginden

g(xVo,maVo +mgV3) —1 = 0

mex—1 = 0
olur. Boylece my = i elde edilir. f"”'(s) = 0 esitliginden de
#g(Va,a(s) — afs)) + 2g(V3, a(s) — a(s)) =0
elde ederiz. Vj = —»V; + V3 ve (5.7.1) den
o g(Va, maVa + m3Vs) + scg(—3Vi + Vi, maVa + m3Vs) = 0

esitligini elde ederiz. g(§,&) = g(V3, V3) = e oldugunu kullanmip bu son esitligi diizen-

lersek

%/g(‘/Q7 m2‘/2) + %9(5‘/37 m3‘/3) = O
7 mog(Va, Va) + emssg(Vs, V3) = 0
Amy +e¥mgxe = 0

7me +mzx = 0
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elde edilir. Dolayisiyla

olur. Boylece ispat biter.

Sonug 5.7.1. U C M iizerinde (I, «) koordinat komgulugu ile verilsin. «(s) nok-

tasindaki Oskilator kiirenin merkezi ‘a’ ve yarcaqp: ‘v’ ise m; = 0 ve (5.7.1) den

a(s) = a(s) +maVa + msVs

dir. O halde
g(a(s) — afs),a(s) —als)) = Fr’
g(maVo + msVz, moVa +mslVs) = Fr?
myg(Va, Va) + m3g(Vs, V) = Fr
dolayisiyla

m3 + em3 = Fr? (5.7.4)

elde edilir.

Tanim 5.7.3(Kiiresel Legendre Egrileri) M, ii¢ byutlu bir Sasaki uzay1 ve
U C M de Legendre egrisi olsun. U C H? veya U C 5% ise, U ya M Sasaki uzaymda

kiiresel Legendre egrisi denir.

Teorem 5.7.2: H? ve S%, orijin merkezli kiire ve U C H? veya U C S? kiiresel
Legendre egrisi (I, a) koordinat komsgulugu ile verilsin. Bu durumda s € I yay

parametresi olmak tizere

—mi(s) = glals), Vi(s)) (i =1,2) ve —ma(s) = eg(a(s), Vi(s)) (5.7.5)

_
dir. Burada a(s) yi Oa(s) vektorii olarak diigiiniiyoruz.
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Ispat. Vs € I icin a(s) € H? veya a(s) € S? oldugundan g(a(s), a(s)) = Fr?

yazabiliriz. Son esitlikte ‘s’ ye gore tiirev alirsak
—my = g(V1,a(s)) =0
olur. Son egitligin tekrar tiirevini alirsak scg(V3, a(s))+1 = 0 elde ederiz. Dolayisiyla
1
Mg == g(Va, a(s)) (5.7.6)

olur. (5.7.6) de tekrar tiirev alirsak

—mly, = g(Vi,a(s)) + g(Va, V1)
= g(—%V1+6V3,04(3))
= —3g(V1,a(s)) +eg(Va, als))

olur. Burada m}, = mg3 ve g(Vi,a(s)) = 0 oldugundan —ms = eg(V3, a(s)) elde

ederiz. Boylece ispat biter.

Teorem 5.7.3. H? ve S, orijin merkezli kiire ve U C H? veya U C S? kiiresel
Legendre egrisi (I, ) koordinat komgulugu ile verilsin. Bu durumda U egrisinin her

noktasindaki oskiilator kiiresi Hf veya S? dir.

Ispat. s € I yay parametresi olmak iizere a(s) € U noktasindaki Frenet 3-ayaklisi
{(Vi=T=d,Va=N=¢(),V3=B=¢}
idi. a(s) noktasindaki Oskiilator kiirenin merkezi Teorem 5.7.2 geregince
a(s) = a(s) + meVsy + msVs
dir. Bu ifadeyi, Teorem.5.7.2 geregince

a(s) = a(s) — g(Va, a(s))Va — eg(Vs, afs))Va (5.7.7)
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seklinde yazabiliriz. Diger taraftan
a(s) = MVi+ AVa + A3V3

dersek
M= g(Vi,a(s)) = 0, X2 = g(Va, a(s)) ve Az = eg(V3, a(s))

oldugunu goriiriiz. Boylece
a(s) = g(Va,a(s))Va + eg(Vs, os)) V3
olarak yazabiliriz. Son esitligi (5.7.7) da yerine yazarsak

a(s) = as) —al(s)

N
0

elde ederiz. Bu ise her noktadaki oskiilator kiire ile egrinin tizerinde yattig kiirenin

merkezlerinin cakigtigini gosterir. Boylece ispat biter.

Teorem 5.7.4. M, ii¢ boyutlu bir Sasaki uzay ve U C M Legendre egrisi (I, @)
koordinat komsulugu ile verilsin. ¢(§,&) = ¢ = 1 iken mg # 0 ve ms # 0 veya
g(&,€) = ¢ = —1 iken de m3 # ce®® ve my # ce™® olmak iizere Vs € I igin a(s)
noktasindaki oskiilator kiirenin yaricapi sabittir ancak ve ancak oskiilator kiirelerin

merkezleri aynidir.

Ispat. (=) Sonug 5.7.1 geregince a(s) noktasmda Oskiilator kiirenin yaricap: “r(s)’
ise (5.7.4) den m3 + em2 = Fr(s)? dir. Burada r(s) sabit ise son esitlikte tiirev

alirsak myms4 + emiymg = 0 elde ederiz. Burada mf = mgyazarsak

/ _
MyMms + emams = 0

(mg +emy)m; = 0
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elde ederiz. Burada mg # 0 oldugundan
mo + emy =0 (5.7.8)

dir. Diger taraftan a(s) = a(s) +moVs +msVs esitliginde her iki tarafin tiirevini alip

1
Frenet formiillerini ve my = — esitligini kullanirsak
”

Dya(s) = V44 miVa+ moVy + myVs + mgVy
= Vi +m3Va+ my(—3Vi + eV3) + miyVs — m3Vs
= Vi+maVa — masxVi + maeVs +miVs — maVa
— m+m3%_%{%x@+m2e%+mg%—m3%
= Vi+maVa— Vi +maeVz +myVs — msVs

= (emg+m5)V3
olur. Son esitligi diizenledigimizde
Dya(s) =e(mg + emy) Vs (5.7.9)

elde ederiz. (5.7.8) den D,a(s) = 0 olur. Boylece Vs € I i¢in a(s) = k(sabit) ¢ikar.

(<)Vs € I igin a(s) = k(sabit) olsun. Dolaywsiyla Dya(s) = 0 olur. (5.7.9) da
(mg 4+ emf) V3 = 0 elde ederiz. Boylece mg + emf = 0 olur. Diger taraftan (5.7.4)
den m3 + em3 = Fr(s)? idi. Burada yay parametresine gore tiirev alip, m = ms

esitligini de kullanirsak

d
:trd—z = mymj + emimy
= Mmymg + emimsy
olur. Son esitligi diizenlersek
dr ,
:I:TE = mg (Mo + emy) (5.7.10)
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d
elde ederiz. my + emfy = 0 oldugundan ve (5.7.10) den rd—z =0olur. g(§,§) =e=1
iken mz # 0 ve my # 0 veya g(&,€) = € = —1 iken de m3z # ce™ ve my # ce™®
oldugunda

r(s) =1/m3+emj #0

oldugundan Td_r = 0 egitliginin saglanabilmesi i¢in d—r = 0 olmahdir. Dolayisiyla
s s

r(s) yaricapi sabit olur. Boylece ispat biter.

Teorem 5.7.5. M, ii¢ boyutlu bir Sasaki uzay1 ve U C M Legendre egrisi (I, «)
koordinat komsgulugu ile verilsin. ¢(§,&) = € = 1 iken m3 # 0 ve my # 0 veya
g(€,€) = e = —1 iken de m3 # ce™ ve my # ce™ olsun. Bu durumda U bir kiiresel
egridir ancak ve ancak Vs € I igin a(s) noktasindaki Oskiilator kiirelerin merkezleri

ayni noktadir.

Ispat. (=) U C H? veya U C S? kiiresel Legendre egrisi (I, a) koordinat komsu-
lugu ile verilsin. Teorem 5.7.3 den her noktadaki Oskiilator kiireler H? veya S? dir.
Dolayisiyla her noktadaki Oskiilator kiirelerin merkezleri aynidir.

(<) Vs € I i¢in a(s) € U noktasmdaki Oskiilator kiirelerin merkezleri sabit bir
‘b’ olsun. O halde Teorem 5.7.4 geregince Oskiilator kiirelerin yarigaplar: sabittir.
Dolayisiyla Vs € I icin a(s) noktasi Oskiilator kiire iizerinde oldugundan ve Os-
kiilator kiirelerin merkezleri ve yaricaplari sabit oldugundan egrimiz Oskiilator kiire

tizerindedir. Yani U C H} veya U C S} dir.

Teorem 5.7.6. M, ii¢ boyutlu bir Sasaki uzay1 ve U C M Legendre egrisi (I, @)
koordinat komsulugu ile verilsin. ¢(§,&) = € = 1 iken m3 # 0 ve my # 0 veya
g(&,€) = e = —1 ikende m3 # ce™® ve my # ce®® olsun. Bu durumda U bir kiiresel
egridir ancak ve ancak

emg +my =0 (5.7.11)

dir.

Ispat.(=) U bir kiiresel egri olsun. Teorem 5.7.5 den Oskiilator kiirelerin merkezleri
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Vs € I i¢in sabittir. Bu durumda D,a(s) = 0 olur. (5.7.9) den € (mg + emj) V3 =0

olur. Boylece

e(mg+emy) = emg+my

dir.

(<) emy + m4 = 0 olsun (5.7.9) den

Dya(s) = e(mg+emy) Vs

= (emg+mj) V3

olur. Boylece Vs € I igin ‘a(s)’ sabit olur. Teorem 5.7.5 den U C M Legendre egrisi

kiireseldir.

(5.7.11) Denkleminin Coziimii: (5.7.2) den m3 = m), oldugundan mj = m/ olur.

Son esitligi (5.7.11) da yerine yazarsak

miy + emy = 0 (5.7.12)

elde edilir. Sayet g(£,&) = e = 1 ise (5.7.12) diferansiyel denkleminin ¢tziimii

1
my = — = Acoss+ Bsins (5.7.13)
>
olur. Eger g(&,£) = ¢ = —1 ise denklem mj — my = 0 seklinde olacagindan bu

diferansiyel denklemin ¢oziimii icin
1 .
mg = — = Acoshs+ Bsinhs (5.7.14)

4

elde edilir. Burada ms # ce™® ve my # ce®™ kosulundan dolay1 A # B olmalidir.
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5.8 R3(—3¢) Sasaki Uzayinda Kiiresel Legendre Egrileri

M = R? de (z,y,2) = (1,22, 23) standart koordinatlar olsun ve n = (dz — ydz)

0
1-formunu diigiinelim. Burada ¢ = 2— oldugu goriiliir. Ayrica ¢ endomorfizmine

0z

kargilik gelen matris

0 e O
— 0 0
0 ey O

dir ve ‘g’ metrigini

1
g= Z(dx2+dy2)+en®n

olarak tamimlarsak bu metrige karsilik gelen matris

1+ey? 0 —ey

} 1
1 0 0
—ey 0 ¢
olur. Burada
0 0 0 0

vektor alanlarinin ‘g’ metrigi altinda ortogonal oldugunu gormek kolaydir. Burada

o(er), Pl e2), d(§) leri hesaplarsak

Plex) = - 0 0 0
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olur ve benzer sekilde hesaplanirsa ¢(e;) = € e, ¢(§) = 0 oldugu goriiliir. Burada

vez €1 = —§7Ve1 ea =§ Vel = Vgel = —€€2>Ve2§ = V§€2 =€

oldugu goriiliir. Kabul edelim ki X = (z,y, z) Kontak kiire iizerindeki herhangi bir

nokta olsun. Boylece g(X, X) = +r? olacaktir. Diger taraftan

9(X, X)

_1+5y2 0 —ey x
= i[:ﬂ Y z} 0 10 Y
| —¢€y 0 ¢ z
-:)3+6:By2—5yz
= 1le v 2]
_—Eazy+az
= i(:)32+5:)32y2—5myz+y2—59§yz+622)

elde edilir. Boylece R3(—3¢) Sasaki uzaynda orijin merkezli kiire denklemi

22+ + e + ex®y? — 2exyzr =12 (5.8.2)

olur. Ayrica yay parametresi ile verilen Legendre egrisi

v: I — R3(—3¢)
s — (s) = (2(s),y(s), 2(s))

seklinde verilsin. Boylece v (s) = (j: (s),9 (s),2 (s)) veya

olur. (5.8.1) den

v (s) =z (s)%—l— Y (s)o—+ 2 (s)== (5.8.3)

1 0
5(62—y€)>a—y— 9 $:§§ (5.8.4)
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dir. (5.8.4) egitliklerini (5.8.3) de yerlerine yazarsak

3 (5) =8 (s) (e = y€) + 9 (s)g er 5 ()¢
v (s) = % (56 st Y ey + [é —y :i:] 5) (5.8.5)
elde edilir. Boylece
1) =5 (& (et un(en) + [t~y ] n©))

olur. Burada 7n(e;) = n(ez) = 0 ve n(¢) = 1 oldugunu gérmek kolaydir. Egrimiz
Legendre egrisi ise 7(y) = 0 olmahdir. Boylece R*(—3¢) Sasaki uzaymda legendre
egrisi olma kosulu

z—yz=0 (5.8.6)

dir. Egrimiz sayet kiire iizerinde Legendre egrisi ise (5.8.2) ve (5.8.6) esitliklerini

saglamalidir. Ayrica kiire merkezi a(s) olmak iizere v egrisi bir kiiresel egri ise
a(s) = (s) + maVa + msVs

esitligi saglanir. Burada kiire orijin merkezli ise a(s) = O dir. Boylece

v(s) = —maVa — m3Vs (5.8.7)
. . 1/. -
olur. Burada V5 = ¢ v ve V3 = £ dir. (5.8.5) ve (5.8.6) den 7 (s) = 5 (:B ex+ Y 61)
olur. Boylece
¢ y= ! (f d( e2)+ ¥ ¢ 61))
2
ve
.1 . .
¢ = 3 (6 Yer—ex 61) (5.8.8)

elde edilir. (5.8.7) de a = —ms ve b = —mg3 dersek

(2(s),y(s), () = a5 (¥ ea—ed er) + g

N —
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cay cax
fo ST bt

olur. (5.8.1) den ve

)2 ty() D o) = Yy (0, 0 eazyd
oz 7Y dy oz 2 oz ' 7o, 2 Oy
= ang—éaftg+ (2b+5a y)
N ox oy Y
ve
0 0 0 o, .0 -\ O
x(s)a—x + y(s)a—y + z(s)a—z =cay i By + <2b+ eay ?J) P
e . 0 0 0 . . o o
esitligini elde ederiz. ¢ —, —, — » dogal bazin lineer bagimsizligindan
Oxr’ Oy 0z
T=cay
y=—cax
z = 2b+ cay y
denklemlerine ulagiriz. (5.8.10) ve (5.8.11) esitliklerini oranlarsak
T T +y y=0
ve bu diferansiyel denklemi cozersek ‘¢’ sabit olmak iizere
2yt =2
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esitligine ulagiriz. Ayrica A = —A;ve B = —B; dersek

a = —mg= Acoss+ Bsins, (=1 igin) (5.8.14)
a = —my= Acoshs+ Bsinhs, (¢ = —1 igin)
dir. (5.7.2) den
a=bve b= —ea (5.8.15)

olur. (5.8.12) ve (5.8.15) den
i=—2ea+eayy+ea(y)? +eay y (5.8.16)
elde edilir. (5.8.6) ve (5.810) dan
i=cayy+eayy (5.8.17)
olur. Boylece (5.8.16) ve (5.8.17) den
ca(y)? — 2ea = 0

ve

y:i\/§s+c()

elde edilir. Boylece (5.8.1) den

r = +V2a (5.8.18)
z = 2b++2ea (:I:\/ﬁs + co)

sonucuna ulagiriz. ¢ = 1 icin (5.8.17) ve (5.8.18) deki degerleri (5.8.13) de yerlerine
yazarsak

.2 >3
2(Acoss+ Bsins)” + (i\/és + co) =c (5.8.19)

ve ¢ = —1 i¢in

. 2 >3
2 (Acosh s + Bsinh s)” + (j:\/as + co) =c (5.8.20)
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elde ederiz. (5.8.19) ve (5.8.20) egitliklerinin ya reel ¢oziimii yoktur veya bir ile birden
cok reel c¢oziimler elde edilebilir. Yani bu denklemlerden bir parametreye bagh reel
¢oziim bulmamiz miimkiin degildir. Sonug olarak ii¢ boyutlu Sasaki uzayinda kontak

kiire iizerinde genel olarak Legendre egrisi reel degildir.
5.9 R3(—3¢) Sasaki Uzayda Silindirde Yatan Legendre Egrileri
R3(—3¢) Sasaki uzaymda N?(c) silindirini

N*(c) = {u = (2,9,2) € R*(—3¢) : g(u — ug, u — ug) — & (n(u — UO))2 _ c2}

= {u=(2.9.2) € R*(=3¢) : ((z —m0)* + (y — m)*) =’}

olarak tanimlariz (Baikousis 1991).

Teorem 5.9.1. M manifoldu R3(—3¢) Sasaki uzaymm N?(c) silindirinde yatan

birim hizli Legendre egrisinin genel denklemi

v(s) = (z cos 8(s) + o, 2 sin 6(s) + yo, % sin 26(s) — %9(3) + 2o cosf(s) + zo)
C1 C1 ] (&) C1
(5.9.1)

dir. Burada xg, yo, 20,c1 sabit ve 6(s) = c1s + c2 seklindedir (Baikousis 1994).

Ispat. M manifoldu R?(—3¢) Sasaki uzayda N?(c) silindirinde yatan ve (I,~) birim
koordinat komsulugu ile verilen Legendre egrisi olsun. Egrimizin yay parametresi ‘s’

ve v(s) = (z(s),y(s), z(s)) dersek N?(c) nin tammindan
(= 20)* + (y — 90)* = (20)°
olur. Boylece
x(s) = 2ccosb(s)+ xg

y(s) = 2esinf(s) +yo
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ve

v(s) = (2ccos0(s) + xg, 2¢sin 0(s) + yo, 2(8))

seklin yazabiliriz. Eger M egrisi R*(—3¢) de Legendre egrisi ise n(/(t)) = 0 dir.
R3(—3¢) de Legendre egri olma sart1

idi. Boylece

Z(s) = (2esinf(s) + yo)(—2cb (s)sinf(s))

Z(s) = —4c%0'(s)sin®0(s) — 2cyob (s)sin O(s)
integre edersek
2(t) = sin 20(s) — 2¢*0(s) + 2cyo cos O(s) + 2
elde ederiz. Dolayisiyla
v(s) = (2ccos0(s) + mg, 2csinb(s) + yo, ¢* sin 260(s) — 2¢°0(s) + 2cyo cos (s) + zo)
olur. Burada g, yo, 20, ¢ ler sabittir. Sayet egrimiz birim hizl ise

W )IF = 9(+'(5),7())

=1
dir. Ayrica
v (t) = (—269,(8) sin6(s), 2¢6 (s) cos 0(s), —4¢*6 (s) sin? t — 2cypf (s) sin 9(5))

oldugundan
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((dx(/ () + (ay(+'(5)))*)
((—269,(8) sin 9(3))2 + (209/(3) Cos 9(3))2)
= ¢ (Gl(s))2

e Bl S

elde edilir. Boylece ||y (s)|| = ¢f (s) = 1 oldugundan 6 (s) = — sonucuna ulagirz.
c

— = ¢; dersek

c

0(s) =c18+ ¢

elde edilir. Boylece R3(—3e) Sasaki uzaymim N?(c) silindirinde yatan birim hizh

1
Legendre egrisinin genel denklemini ¢ = — yazarsak
C1

v(s) = (3 cos 8(s) + o, 2 sin 6(s) + yo, 22 sin 26(s) — %9(3) + 2o cosf(s) + zo>
C1 C1 ] 1 C1

olarak buluruz.

Sonug 5.9.1. (5.1.19) dan, R3(—3¢) Sasaki uzayinda her hangi birim hizh Legendre

egrisinin birinci egriliginin

oldugunu biliyoruz. Boylece » = ’9/(3)’ = ¢ (sabit) olur. Sonug olarak R3(—3¢)
Sasaki uzaymda N?(c) silindirinde yatan herhangi bir Legendre egrisi sabit egriliklidir
(Baikousis 1994).

Teorem 5.9.2. R3(—3¢) Sasaki uzaymda N?(c) silindirinde yatan herhangi bir M

Legendre egrisi 1-tipdendir (Baikousis 1994).

Ispat. Teorem 5.9.1 den herhangi bir birim izl Legendre egrisi Yo = (Zo, Yo, 20) Ve

6(s) = c15 + co olmak iizere

v(s) = v+ (2 cosf(s), 2 sinf(s), 32 sin 26(s) — %9(3) + 2o cos «9(3))
C1 C1 Cl Cl C1 0
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olarak verilebilir. Boylece

4 2
v(s) = (—2 sinf(s),2cosf(s), __cos 20(s) — P 2Yo sin9(3)>
1 1

dir. ||¥/(s)|| = 1 oldugundan

4 2
X1 =+/(s) = (—2 sinf(s),2cosf(s), __cos 20(s) — P 2yo sin 9(3))
1 1

olur. V bu egri iizerinde konneksiyon olmak tizere, her egri kendi iizerinde geodezik

oldugundan Vx, X; = 0 dir. Boylece
Vx, X1 = Vx, X1 + B(X1, X))
ise
Vx, X1 = B(X1, X))

elde edilir Ayrica M nin Laplasiyeni X; = 7/(s) oldugundan
Af =-X1X,f =—f"

dir. Burada f € C*(M) dir. (5.9.4) den ve

9 1, 9 (L, L) 2 _ L
ay  2Var \2?7Y2%) 9, T

oldugundan

2 1 1 2 .
v(s) =y = o cosf(s) <§€2 — yif) + o sin f(s

C1 C1

+ (i cos 26(s) — — — 2o sin9<s))

1
= —sinf(s)e; + —cosf(s)es
C1 C1

#3 ((Zeos2006) — 2 — opusingts)) — L costls)) ¢

&1
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olur. Boylece

9((5) ~ 0, €1) = — sinb(s) ve g(1(s) ~ 70, €2) = — cos6(s)

&1

dir. Ayrica

Ag(v(s) = 7o, €1)

ve

Ag(v(s) = 7o, €2)

dir. Sonug olarak

Ag(y(t) — vp,e4) = 6—129(7(8

1

1

_ (C—ll sin@(s))//

— (cosf(s))

1 sinf(s)

- (Gomo)

sin 0(s)

¢y cosb(s)

) - IYanA)a (A = 172)

elde ederiz. Bunun manasi M egrisi 1-tipdendir. Boylece Ornek 5.3.1, Sonuc 5.10.1

ve Teorem 5.10.2 nin bir sonucu olarak agagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 5.9.3. v(t) = (z(t),y(t), 2(t)) egrisi R3(—3¢) Sasaki uzaymda N?(c) silindirinde

yatan herhangi bir regiiler Legendre egrisi olsun. Bu durumda asagidaki ¢zelikler

saglanir.

i) v egrisi sabit egrlilikli bir egridir.
ii) ~ egrisi sonlu tipli egridir.

iii) v egrisi 1-tipli egridir.

iv) ~y egrisi helisdir egrisidir.

228



5.11 R3(—3¢) Sasaki uzayinda Silindirde Yatan Keyfi Egriler

Teorem 5.10.1. M manifoldu R3(—3¢) Sasaki uzaymin N?(c) silindirinde yatan
1-tipden egri ise sabit egriliklidir. Fakat bunun tersi dogru degildir. Yani N?(c)
silindirinde yatan sabit egirilikli her egri 1-tipden degildir.

Ispat. M manifoldu R?(—3¢) Sasaki uzaymm N?(c) silindirinde yatan, (1,~) birim

koordinat komsulugu ile verilen ve yay parametresi ‘s’ olan bir egri olsun.

dersek N?(c) nin tanimindan
(= 20)* + (y — 90)* = (20)°
dir. Buradan

x(s) = 2ccosb(s)+ xg

y(s) = 2esinf(s) + yo

olarak yazabiliriz. Boylece egrimiz v(s) = (2c cos 8(s) + o, 2csin 0(s) + yo, 2(s) + 20)

seklindedir. Tiirev alirsak
v (s) = (—2C¢9l<8) sin0(s), 2¢6 (s) cos 0(s), z’(s))
esitligini elde ederiz. Sayet g(v/(t),7(t)) degerini hesaplarsak

(7 ()" + (dy(vl(s)))Q) +e(n(+'(s))*

(7(s))" + (dy(V'(S)))Q) +e(n(+'(s))*

(~2e/'(s) sine(s))2 + (20 (5) cos 9(3))2) e (v (s)))?
0()) + ey (s)°

9g(y'(5),7(s)) =

e e N e
~—~
— —
I S8
=) 8

N

A/~ 7

Il
o
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olur. Buradan

n(+'(s)) = (dz— ydx) (—269,(3) sin0(s), 2¢8 (s) cos 0(s), z'(s))
= 2/(s) — (2¢sinf(s) + yo) (—209,(5) sin 9(5))
= 2/(s) 4+ 420 (s)sin? O(s) + 2cyof (s) sin O(s)

elde edilir. Eger
a = 2'(s) + 420 () sin® O(s) + 2cyof (s) sin O(s)
dersek ve sayet egrimiz birim hizli ise g(v/(t),~/(t)) = 1 ve
L N\2
c (9 (s)) +ea’ =1

elde edilir. Burada ¢ =1 ise

a=1/1—c2(0(s)) (5.10.1)
e=—11ise
a=/c(0(s)) =1 (5.10.2)
olur. Diger taraftan
/ A ! !
V() = (765 (),7(9)) (5.10.3)
iy, 0 y, 0 y, 0
=z (s)% +vy (8)6_ +z (s)&
dir. Burada
0 0 0 0
61—26—y,62 2(%%—’!/&),63—2&
oldugundan
o 1 o0 1 o 1
By 5617 o9 2 (e2 — yf), 0. 55 (5.10.4)
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olur. (5.10.4) esitliklerini (5.10.3) de yerlerine yazarsak
/ 1,
(e2 = y&) +y (s)er + 52 (s)¢

ve

(y,(s)el +2'(s)eq + af)

% (y s)ep + z s)es +a f)
+% (y Ve + 2 (8)Vyey + ﬁyg)

olur. Burada ikinci tarafi hesaplarsak

Vyer = xlvezel—i—avgel

= —xlg — caes

Vyey = ylveleg%—aneg

= 9 ¢+ eae
ve

vﬁ’g = ylvelg"‘xlvezg

= —Ey,eg + 611,61
dir. (5.10.7), (5.10.8) ve (5.10.9) esitliklerini (5.10.6) de yerlerine yazarsak

VY = (y”el + 2 e+ d €+ 2z e — 25y,62)

1
2
1 " A " A A

5 ((y +2z—:aa:)61+ (a: —25ay)eg+a§)
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elde edilir. Boylece birinci egrilik s = vay’ H oldugundan

1 1 i 2 1" i 2
P = 7 {(y + 25@:)3) - (iB — 2€ay> + Saz} (5.10.10)

olur. (5.10.10) esitligini diizenlersek

]- " 2 1 2 /2 I 2 1 i "o
%2:1{(y) +(x> +4a2(<:)3> +<y> )+25a(y:)s —x y)+z—:a2}

(5.10.11)
dir. Burada
r = —2c0 sinf ve = —2c0 sinf — 2c (9,)2 cosf
y = 206 cos b ve y = 200" cosf — 2¢ (9,)2 sin
oldugundan
(y")2 + (x)2 — 42 ((9”)2 n (9’)4) (5.10.12)
(y’>2 + (a:)2 — 42 (9’)2 (5.10.13)
iesi -1 ()
= 4c? (9,> i cos? (6’ (1 + tan? )
ve

" / " ! ! 3
yr —xy =4c (9> (5.10.14)

elde edilir. Burada ¢ = 1 igin (5.10.1), (5.10.12), (5.10.13) ve (5.10.14) i (5.10.11)

de yerlerine yazarsak

(@) ) ) e () (-2 ()
== \ AN (o) (5.10.15)
! +8¢2 (9) 1—c2(0)" + 1<_ 22 ((9)2)

ve ¢ = —1 igin (5.10.2), (5.10.12), (5.10.3) ve (5.10.14) i (5.10.11) de yerlerine
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yazarsak

. 2 2
w == 4 (g " (5.10.16)
4 , / c* 6 0
—8¢? (9)3 c? («9)2—1— ( ), 2< )
2(0) -1
olur. Sayet egrimiz 1-tipden ise
Ag(y =v0,e1) = Ag(y =70, €1) (5.10.17)

Ag(y —7vg,€2) = Ag(y — 7o, €2)

olmalidir. X; = »' olmak iizere egrimiz birim hizli egri ve her egri kendi iizerinde

geodezik oldugundan Laplas denklemi Af = —X; X, f = —f” olur. Burada .

9 .0 o)
v(s) —v, = 2ccos 9% + 2c¢sin Qa—y + za

1 1 1 1
= 2ccosb (562 — y§§) + 2csinf (561) + 255

= csinfe; + ccosbes + (g — cycos@) &
dir. Boylece

9(y —7p,€1) = csind

90y =70, €2) = ccosf
elde edilir. Ayrica Af = —f” esitliginden

1" / 2
Ag(y —vg,€1) = b cos@—c(ﬁ) sin 0

" ! 2
Ag(y —p,€2) = —cb sinfh —c (9 ) cos 6
elde edilir. (5.10.16) dan

" / 2
ch cosb —c (9 ) sinf = Acsin 6 (5.11.18)
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ve

" / 2
—cf sinf — ¢ (9) cos = Accosf (5.11.19)

olur. (5.10.18) esitligini cosf ile (5.10.19) egitligini de -sinf ile garpip toplarsak
0" =0 ve 0 = pu(sabit) cikar. (5.10.15) ve (5.10.16) dan egrimizin birinci egriliginin
sabit oldugu goriiliir. Dolayisiyla R3(—3e) Sasaki uzaymda N?(c) silindirinde yatan
her 1-tipden egri sabit egriliklidir. Acaba bunun tersi dogru mudur? Kabul edelim
ki egrimiz sabit egrilikli ve 3¢ = k (sabit) olsun. R3(—3¢) Sasaki uzayinda ¢ = 1 ve
N?(c) silindirinde ¢ = 1 alahm. Egrimizin 1-tipden olabilmesi i¢in § mn sabit olmast

gerekir. Simdi s = F(y) ve 6 (s) = y ve —1(y, yo(1 olmak iizere

F:(~1,1) — F(-1,1)
_7 V4 — 3u2du
o V1 — w2V k2 + 12ut — 16u3 — Sudv/1 — 2

y — F(y)

olarak tammlayalim. Burada F(yy) = 0 dir. Ayrica

4 — 3y?
F'(y) = )0
\/1 —yQ\/kQ—I— 12y* — 1693 — 8y34/1 — y?

oldugundan monoton artandir. Boylece F' fonksiyonu birebirdir. Dolayisiyla tersi

vardir ve tiirevlenebilirdir. Boylece s, sy € F(—1,1) igin

s

o(s) = / F~Y(u)du

S0

olarak tammlarsak s = k (sabit) olur. Fakat 6 (s) sabit olmadigindan egrimiz

1-tipden olmaz.

Sonug 5.10.1. M manifoldu R3(—3¢) Sasaki uzaymin N?(c) silindirinde yatan ve

(I,~y) birim koordinat komsgulugu ile verilen sonlu 1-tipden bir egri olsun.
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dersek bu egrinin genel denklemi

x(s) = 2ccosf(s)+ xg

y(s) = 2csinf(s) +yo
v(s) = (2ccos(c1s + ¢2) + xg, 2¢8in(cy s + ¢2) + Yo, 2(5))

seklindedir.

Teorem 5.10.2. M manifoldu R3(—3¢) Sasaki uzaymim N?(c) silindirinde yatan ve
(1,7) birim koordinat komgulugu ile verilen bir egri olsun. Bu durumda agagidaki
onermeler denktir.

1) ~y egrisi 1-tipli egridir.

2) ~y egrisi sonlu tipli egridir.

Ispat. M manifoldu R*(—3¢) Sasaki uzaymin N?(c) silindirinde yatan ve (I, ) birim
koordinat komsulugu ile verilen sonlu k-tipden bir egri olsun. y(s) = (z(s), y(s), z(s))

dersek N?(c) nin tamimindan

x(s) = 2ccosf(s)+ xg

y(s) = 2csinf(s) +yo
ve

9(y —7p,€1) = csind (5.10.20)

9(y —Yo,€2) = ccosl

oldugunu Teorem 5.10.1. den biliyoruz. ~(s) egrisi sonlu k-tipden bir egri oldugundan

¢ (7(s) = 70) = ¢°71(8) + ¢*7a(s) + ... + *vi(s) (5.10.21)
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ve

Ag(vi,e1) = Aig(vq,e1) (5.10.22)

Ag(vs,e2) = Aig(q,e2)

seklinde v, (s),v5($),,7x(s) egrileri vardir. f = g(v;,e4) (A=1,2vei=1,2,... k)
icin Af = —f” oldugunu biliyoruz. (5.10.22) den

f"HAf=0 (5.10.23)

diferansiyel denklemini elde ederiz. Bu denklemi ¢ozersek

9(vi-e1) = Ajcos (\/23) + Aizsin (\/)\78>
9(7v;.e2) = DBicos <\/)\73> + By sin (\/)\73>

ve

v:(s) = (Aﬂ cos \/)\73 + Ajo sin \/)\73> er + (Bil cos \/)\78 + Bijs sin \/)\75) es+ pé&

olur. (5.10.21) den

hE

9y =0 €1) = (Au cos \/Ais + A sin \/)\_@s) (5.10.24)
i=1
k
9y — v, €2) = Z (Bil cos \/)\73 + Bjo sin \/)\Ts)

i=1

esitlikleri elde edilir. (5.10.20) ve (5.10.24) den

i=1 =1

k 2 k 2
(Z (Aﬂ CoS \/)\_is + Ao sin \/)\_@S)> + (Z (Bil cos \/)\_is + B;s sin \/)\_Zs>> — 2
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dir. Son egitlikte her iki tarafinin tiirevini alirsak

ZZ VA (Ai cos Vs + A sinv/Ais) (—Ajisiny/Ajs + Aja cos /A;s)

]17,
+ZZ\/7( Bi1 cos v/Ais + Biasiny/A;s) (—Bjisiny/Ajs 4+ Bja cos /A;js) =0
j=li=

olur. Boylece

1Aj1 + Bi1Bjp) cos Vs sin VA8

—(A )

+(Aj1 Ao + BijiBig) cos\/\jscos /A;s

SN VA (Aidja + B Bia) cos VAis cos v/ =0 (5.10.25)
i ( ZQAjl -+ Bigle) sin \/)\_7;8 sin \/)\_jS

(A )

+(Aj2A o + BiaBjs) sin VS COS 4 T

esitligi elde edilir. (5.10.25) de i = j ve i # j durumlarimi irdelersek

Z Vi ((AiAia + B Bi) cos 2/ Ais + 3 (A% + By, — Al — B) sin2y/\;s)
+ Z (=N (AnAji + BaBji) + v Ai(AinAjs + BiaBj2)) siny/Azs cos /Ajs

+(Aj1Ase + BijiBig) cos / \jscos v/ A;s
i Z ,—)\j ( 14152 1 j2) \/_ J -0
i#] _(AiQAjl + BiZle) sin \/)\_Z‘S sin \/ )\jS
seklinde yazabiliriz. Burada cos 24/);s, sin 2y/);s, cos v/A;ssin /A;s, cos v/ ;s cos /s

ve siny/A;ssin y/\;s fonksiyonlar lineer bagimsiz oldugundan her i = 1,2, ..., k igin

Aj + By = A} + B (5.10.26)
ApAp + ByBin =0 (5.10.27)
vei,j=1,2,....k, 1 # jigin
VA (AinAjy + BaBji) = v/ Ai(AinAjs + BiaBjy) (5.10.28)
AjAjy + ByBjy =0 (5.10.29)

denklemleri elde edilir. Burada A;1, A2, B;1 ve B;s lerden en az birtanesi sifirdan
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farklidir. Kabul edelimki A;; # 0 olsun. Boylece (5.10.27) den

BilBiQ

A=

esitligi elde edilir. Son esitligi (5.10.26) da yerine yazarsak

2
Bi2

2
Ail

(Agl + Bi21) = Az21 + Bi21

ve

|BZQ| = |A7;1‘, ‘B7,1| = ‘A12|

olur. Burada her ¢ = 1,2, ..., k igin
Bip = An, Bii = —Ap (5.10.30)
alirsak genel halden bir sey kaybetmeyiz. (5.10.28) ve (5.10.30) dan
\/)\_j(AilAjl + ApAjpp) = \/xi(AiQAjQ + AnAjn)

ve
(\/)\_a — \/)\_z) (AnAj + Adjp) =0

esitligi elde edilir. Burada 7 # j iken \; # \; oldugundan

A Ay + ApAy =0 (5.10.31)
dir. (5.10.29) ve (5.10.30) esitliklerinden

AiAjn — AnAj =0 (5.10.32)
olur. Burada A;; # 0 kabuliinden

Aq A
det | 771 P | =0
Ajg _Ajl
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ve

A%+ A% =0 (5.10.33)

olmaldir. (5.10.33) esitliginden her j = 1,2, ...,k icin Aj; = Aj» = 0 olur. Bu ise
A; # 0 kabuliimiizle celisir. Bu celigki ancak k& = 1 olmasiyla giderilebilir. Boylece

egrimiz 1-tipden olur. Her 1-tipden egri sonlu tipli oldugundan ispat biter.
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