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Bu calisma ¢ bolim halinde diizenlenmistir.
Birinci bolimde bazi temel tanim ve teoremler verildi.

Ikinci bolimde Ayrism metodu ve lineer olmayan terimler icin Adomian

polinomlari hesaplandi.

Uclincti bélim calismanin esas kismi olup, bu bolimde genisletiimis ayrisim
metodu iki ve (2+1) — boyutlu Boussinesq denklemlerine uygulandi ve sayisal sonuclar
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This thesis is arranged in three chapters.

In first chapter, some basic definitions and theorems are given.
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and non linear terms.
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method to two and (2+1) dimension Boussinesq equations and numerica results are

examined.

Keywords: Adomian Decomposition Method, Adomian Polynoms, Boussinesq
equation.



GIRIS

Ozel bir metot yardimiyla polinomlari hesaplanan ve bilinmeyen fonksiyonun
ayrigtirilmasina dayanan ayrissim metodu yaklasik yirmi sene kadar dnce G. Adomian
tarafindan bulundu.

Bu metotla lineer ve lineer olmayan fonksiyonel denklemleri (fizik, mihendidlik,
biyoloji, tipta kompermental analiz, astro fizik, nikleer reaktorler, lazerler, kompatir
cipleri, radar, milli ekonomideki davranis, cebirsel, kismi tirevli, adi diferansiyel
denklemler, integral denklemler ve bunlar gibi pek ¢ok denklemi ve problemi) ¢ozmek
mumkadnddr.

Bu metodun ilkeleri pek cok makalede ve birkagc kitapta uygulandi, fakat
kullanilabilir teorik veriler Cherruault ve ekibinin [1],[5],[11] ¢calismalariyla hizlandi.

G. Adomian ilk olarak genel durumlari kapsayan pek ¢ok 6rnek Uizerinde calisti.
Fakat uygulamalarda bazi basit denklemleri secip hesaplarin kolaylasmasini sagladi ve
bu calismaarda genellikle badangic ve snir sartlari ayrism metodunun hesaba
katilmasini saglayacak sekilde basit olanlar secildi.

Bu metodun etkinligi baslangicta yalniz 6rneklerde denenmis ve yakinsakligini
ortaya koyacak hichir agiklama yapilmamisti. Daha sonra Cherruault calismalarinda
ayrism metodunun yakinsakligini kanitladi ve bu metodu biyolojik modellere uyguladi
[1] .[2], [11],[12].

Adomian ayrism metoduyla verilen bir problemin yapisi degistirilmeyecek ve
lineerizasyon yapilmayacaktir.

Yapilan calisma U¢ bolime ayrilmistir. Birinci bolimde temel tanim ve
teoremler verildi. Ikinci bdlimde Adomian Ayrism metodu anlatildi. Adomian
polinomlarin hesaplanmasi gosterildi.

Uclincii bélimde, ise ayrism metodu baslangic sartli iki ve (2+1)-boyutlu
Boussinesq denklemlerine uygulandi.



1.BOLUM

1.1.Temel Tanim ve Teoremler

Tanim1l.1.1

L bos olmayan bir cimle ve K, reel veya komleks sayilar cismi olsun.
Asagidaki sartlar saglaniyorsa L ye K Uzerinde lineer uzay (veya vektor uzayi)
denir [13]:
+, . Iki idem olmak Uzere,

A)L,+ idemine gore degismeli bir gruptur.Y ani,

G1) Her x,y1 Licin x+yl L dir (kapalilik 6zelligi )

G2)Her x,y,zI L icin igin x+(y+2) =(x+y)+ z dir (birlesme 6zelligi)
G3) Her x ? L icin x+q =q + X=X olacak sekilde qT L vardir

( 6zdes elamanvarligi) A
G4)Her xI Licin x+ (- x) =(- X) + x=q olcak sekilde (- x)I L vardir

(ters elaman varligi)

GH Her x,yl Licin x+y=y+x dir (degisme 6zelligi)

B) x, yl Lvea,bl K olmak iizere asagidaki sartlar saglanir:
L) a.xl L dir (skalerle capmaya gore kapalilik)

L2) a(x+y)=a.x+b.y dir.

L3) (a+b)x=a.x+b.y

L4) (a.b)x=a(b.x) dir.

L5) 1x= x dir (burada 1, K nin birim elamanidir)

Taniml1.1.2.

Lineer uzaylarda tanimli doniisiimlere operattr denir [13].

Tanim1l.1.3.
L ve L ayni bir K cismi Uzerinde iki lineer uzay olsun.
T :L3%4® L operatori,
T(x+y)=T(X)+T(y) ve T(a.x)=aT(x)sartlarini sagliyorsa T ye lineer
operatér denir (a1 K)[14].

Taniml1l.1.4.
K =R veya K =C olmak Uzere L,K Uzerinde bir vektor uzayi olsun.
f :L34u® K operatoriine fonksiyonel denir [14].

Tanim 1.1.5.
X bir vektor uzayi olsun. | |:X ® R* dénuisimii asagidaki sartlari sagliyorsa, bu

donustime bir norm ve (X, ||) ikilisine de bir normlu uzay denir.
"x yl X icin
N1) |x|2 0

N2) [4|=0U x=q



N3) x| =a [|q (a skaler)
N4) [x-+ |£ x| +[y]
dir [13]. Bir (X, |{) normlu uzayi tam ise, yani bu uzaydan ainan her Cauchy dizisi bu

normlu uzayin bir noktasina yakinsiyorsa bu normlu uzaya Banach uzayi denir [8].

Tanim 1.1.6
Bagimli bir degiskeni ve bu bagimli degiskenin bir yada ¢cok bagimsiz degiskene
gore turevlerini igeren bir denkleme diferansiyel denklem denir [6].

Tanim 1.1.7
Bagimli degiskenin yalniz bir bagimsiz degiskene gore tlrevlerini iceren

diferansiyel denkleme adi diferansiyel denklem denir [6].

Tanim 1.1.8
Bagimli degiskenin iki yada daha ¢ok bagimsiz degiskene gore kismi tirevlerini

iceren diferansiyel denkleme kismi diferansiyel denklem denir. Bu kismi diferansiyel
denklem;
F(x y,u,,u,,u,,u,) =0,

formunda verilir [6].

Taniml1l.1.9
F(xy,y)=0,

denkleminde F fonksiyonu y ve yt ye gore lineerse yani denklem
AX) + B(y)y+C(x) =0
bicimindeyse lineer differansiyel denklem adini alir.

Tanim 1.1.10
Bir degiskenin skaler bir fonksiyon icin Adomian polinomu asagidaki sekilde

verilir.

Fonksiyonu n defa tarevienebilir bir fonksiyon olsun. Bu taktirde Adomian

polinomlari
A= %% U, 2=
n n=0 [1/]

formdld ile tanimlanir [14].



Tanim 1.1.11
A, B, C birer sabit sayi olmak Uzere, x ve y serileri arsinda kesin olan tirden

cesitli fonksiyonel iliskilere deterministik iliski denir. Ornegin,

y = Ax+ B (Dogrusal iliski )
logy =log(Ax+B) (Tam logaritmik iliski)

ifadeleri birer deterministik iliskilerdir. Bunlardan baska daha pek ¢ok deterministik
iliski tipleri yazilabilir [7].

CUnku serilerden birinin aldigi deger bilindiginde, diger serinin alabilecegi deger
kesin olarak hesaplanabilir.

Ornegin bir gazin hacmi ile basinci arasindaki ters yonli iliski, elektrik akimi ile

direnc arasindaki ters yonlU iliskiler hep birer birer deterministik iliskidir.

Tanim 1.1.12
Onceden hangi degerleri alacagi kesin olarak bilinmeyen, fakat yaklasik olarak

bir egilim belirleyen, olaylar arasindaki iliskilere stokastik iliski denir.

Bu tlr iliskilere konu olan olaylarin, hangi sonucu alacagi deney veya olay
gerceklesmeden bilinemez, ancak yaklasik olarak belli bir hata payi ile tahmin edilebilir
[7].

Tanim1.1.13
Hata, genellikle gercek deger ile yaklasik deger arasindaki fark olarak tanimlanir.
X, ilegercek degeri, X, ile yaklask degeri gosterecek olursak;

g

DX =|X, - X,|

iletanimlanan DX "e “mutlak hata” denir.
Mutlak hatanin gercek degere oranina “bagil hata’ olarak tanimlanmasina ragmen
gergek deger bilinmediginden bagil hata;
DX

y

ile hesaplanir. Gergek deger de

olarak  ifade edilir [15].

Teorem 1.1.1
Iki degiskenli bir fonksiyon igin Adomion polinomlari asagidaki formda verilir.

4
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2.BOLUM
2.1. Adomian Ayrism Y ontemi
Ayrisim yontemi bir seri metodu oldugu ve bircok cebirsel, lineer veya lineer
olmayan diferansiyel denklemlere basarili bir sekilde uygulandigi bilinmektedir. Genel
olarak bu metodu verecek olursak, kabul eddim ki F, hem
lineer hem de lineer olmayan terimleri iceren bir genel lineer olmayan adi diferansiyel
operator olmak Uzere
F(u)= g(x), (2.1.2)
denklemini ele alalim. (2.1.1) denkleminde L; verilen diferansiyel denklemin en yiksek
mertebeden tdrevini, R; lineer operatorden kalan kismini ve N; ise diferansiyel

denklemde lineer olmayan terimi gostermek Uzere

Lu+Ru+Nu =g, (2.1.2)
seklinde ayristirarak yazalim. L bir lineer operator ve ters de mevcut olsun (21.2)
esitligi

Lu=g- Ru- Nu (2.1.3)

sklinde yazilabilir ve bu esitligin her iki tarafi L* operatorii ile sol taraftan
(2.1.3) esitligine uygulanirsa

L'lu=L"'g- L'*Ru- L*Nu, (2.1.4)
bulunur.
L ikinci mertebeden ve terss mevcut olan lineer bir operatdr oldugunu kabul edelim.

(2.1.4) esitliginde gerekli islemleri yaptiktan sonra
u=u(0)+tu'(0)- L*Ru- L'*Nu, (2.1.5)

¢6zUm fonksiyonu bulunur. (2.1.5) ile elde edilen esitlikteki Nu lineer olmayan terim

¥
ve Nu = é A, seklinde ifade edilmektedir. Buradaki A, polinomlari 6zel polinomlardir

n=0

ve bu polinomlar daha sonra tartisilacaktir. (2.1.5) esitligindeki u(x,t) ayristirilmis seri
¢cozum fonksiyonudur. Bu seri ¢ozim fonksiyonun birinci terimi u,, verilen baslangic
degeri ve denklemin sag taraf fonksiyonun integrali olmak lizere u, =a+bt- L''gile
bulunur daha sonra uj,terimi kullanilarak u,,u,,u,, K terimleri  elde edilerek

ayrigtirilmis seri ¢6zim fonksiyonu

u(x,t) = 5 un(x,t) (2.1.6)

n=0



seklinde yazilabilir ve serinin yakinsak oldugu varsayilacaktir. Bu seri ¢6zimu

kullanilarak (2.1.5) esitligi tekrar yazilirsa

¥

¥ ¥
au =u-L'du,- L4 A (2.1.7)

n=0 n=0 n=0

seklinde genel seri formu elde edilir. Benzer olarak , (2.1.7) esitligi acik sekilde

1 =- LRy, - LA,
I
[U =- tlml B L-lA.L’

(2.1.8)
iy

iU, =-L*Ru,- L*A,n3 0,
formunda yazilabilir. Buradaki A, polinomlari her bir lineer olmayan terim igin
genellestirilebilir ve bu genellestirmede A,sadece u, a, A sadece u, ve u, e, A, ise,
Uy, Uy, U, ye bagli ve benzer sekilde (2.1.8) esitligindeki biitiin A, Adomian polinomlari
elde edilebilir. A, Adomian polinomu da ayristirilmis hali ise literattrde

A = f(uo)

A= Ul( )f(Uo)

A== (W) )+ () 0D
A=) T ) )+ () ),

1| d ng,aW a n>0 (2.1.10)
nd " e €ka G -o

seklinde verilmektedir. Bu Adomian polinomlarini elde etmek icin bir alternatif
metot ise tarafindan gelistirilmistir. Bazi problemlerin sayisal ¢ozimlerinin daha hassas
olmas istenildigi durumlarda ayrism serisi icin cok sayida terimin hesaplanmasi
gerekebilir. Bu gibi durumlarda (2.1.10) genel formultn kullanilmas, istenildigi kadar
cok sayida (2.1.6) ayristirma serisinin terimlerinin  hesaplanmasinda kolayliklar
saglamaktadir.

Ayrisim metodu kullanilarak u(x,t) kapali ¢tzim fonksiyonunun bu fonksiyona

ait sayisal ¢cozimlerin elde edilmesi icin
n-1
f.060) =Q Uy (X1); n3 o (2.1.12)
k=1

olmak Uzere,



im F , =u(x.t) (2.1.12)

ifadesinin (1.1.8.) indirgeme bagintisi gdz 6ntine alinarak kolayca hesaplanabilir. Buna
ilaveten (2.1.12) seklindeki ayrisim seri ¢6zUimu, genel olarak fiziksel problemlerde gok
hizli yakinsayan sonuclar vermektedir. Ayrisim serisinin yakinsakligi literattrde birgok
yazar tarafindan arastirilmistir. Ayrisim serisinin  yakinsakligi  teorik olarak
incelenmidlerdir. Bu calismalara ilaveten yakin zamandaki calismalari ayrisim serisinin

yakinsakligi bulmada yeni bir yaklasim onerilmistir.

2.2. Adomian Polinomlarinin Hesaplanmasi

Wazwaz [10] lineer olmayan terimlerin adomian polinomlarini hesaplamak igin
son derece kullanisli bir algoritma gelistirdi. Bu agoritmanin kullanilmasiyla A,

Adomian polinomlarinin hesaplanmasi asagidaki yontemle yapilir.

2.2.1. Lineer Olmayan Polinomlar

I. Durum

¥
Eger F(y)=Yy® i y=ay, (2.2.1)

n=0

olmak tizere F(y) = y?lineer olmayan terimi (2.2.1) de yerine yazilirsa

F(Y)=(Yoty,tY,+ys+..)° (2.2.2)
bulunur. Esitligin sag tarafi acilirsa
FOY) = Y5 +2YoY, +2Yo Yy +2Y,oY, + Vi +2Y,Y5 +2Y,Y, + (223

elde edilir. (2.3.2)'deki agilimda indis toplamlari ayni olan terimler bir araya getirilirse
F(Y) = Y5 +2YoY +2Yo Y, +Y; +2YoYs + 2.,
+ 2V, Y, +2Y, Vs + Y2+ 2Y Ve 2V, Y, + 2V, Y, F ... (2.2.4)
olur. (2.2.4)’ den
F(y) = y? icin Adomian polinomlari
A =Ys,
A =2Yos,
A =Y +2Y,Y, (2.25)



A =2y,Y, +2Y,Y,,

A, = Y: +2Y,Y, +2Y,Y,,
formunda bulunur.
Il. Durum

Polinom tipinde verilen lineer olmayan terimler icin nl Z" olmak Uzere asagidaki

genelleme yapilabilir;

A=Y
A =nys,
A, ——n(n Dy AyZ+nyly, (2.2.6)

1 n- n- n-
A =n(n-1(n- 2y ¥y +n(n-1) Y& 2yy, +nyily,

[1l1. Durum

Eger nl Z ise bu takdirde Adomian polinomlari

A=-Y",
A& =- ny(:)(n"'l) ,
=- —n(n +1)y,"2y? - ny, ™y, (2.2.7)

%--—n(n+1)(n+2)y‘“*3)yf n(n+1) ¥, 7wy, - ny,"Pys,

formuldyle bulunur.

V. Durum
Eger n ondalikli bir sayi ise bu takdirde Adomian polinomlari
A = yS,
A =Ny Y,
n- 1 n-
A =nygy; +n(n- Dyg Y, +2n(n- (- 25y,

1 "
A =y, +n(n- Dyl 2 y2+y1y3)+2n(n D(N- 2)Ye °YrYs,
+2in(n H(n- 2)(n- Yo'y}, (228)
M
olarak hesaplanir.



V. Durum

Eger lineer olmayan terim

F(y)=vyy, ise
¥

y=a s (2.29)

n=0

¥
o

Yx=a Yn,

n=0

olmak Uzere (2.2.9) ifades
FOY)=(Yot Yt Yt Yt )X(Yo + Y+ Y, +Y; +.)
= Yo Yo, T Yo, Vit Yo Vi t¥o, Yo Vy Wi (2.2.10)
T Yo Yot Yo, Yat Vi Yot Ya, Vit Vs, Yo
+ Yo, Ya+Yo Ya, + Yy Yot
ve indis toplamlari ayni olan ifadeler gruplandirilirsa
A= Yo Yo,
A= Yo Yi+Yo Vi,
A= Yo, Yot Yo Vi Yo, Yoo
A= Yo Y+ Yy Yot Yo Vit Vs, Yoo
A= Yo, Yatr Yo Ya, * Y, Ya+ Yo, Yot s Vi
\

bulunur.

2.2.2. Trigonometrik Lineer Olmayanlik
[. Durum

F(y)=d9ny ise o zaman ilk olarak A, =F(y,) ifadesini diger terimlerden
ayirmaliyiz, gunku diger terimler y,’a bagli olarak hesaplanmaktadir.

F(y)=sny
Lineer olmayan terimi (2.2.11) de yerine yazilirsa

F(y)=an y, +(y, +Y, + VY, +..)] (2.2.12)
ve bu ifadede g =y,

f=y+y,+y,+.. alinirsa,

sn(q +f ) =dnqcosf +cosq anf (2.2.13)

10



ifadesinden

F(y) =sny,cos(y, +Vy,+ Y, +..)+cosy,an(y, +V, + Y, +...) (2.2.14)
bulunur. Burada cos(y, +y, +y, +...) ve In(y, +y, +y, +...) ifadeleri Taylor serisine
acilirsa

. 1 1
F(y) = 1- =(y,+ Y, +. )2+ =(y, + Y, +..)" - ...
(V) =8N Yol St Yo+’ 0+ Yo ) - ) (2.2.15)

1
+Cosy,[(y, + Y, +...) - E(y1 +y, +.)°+ ]

ve boylece

. 1 1
F(y) =sny,1- E(yf +2y,y, t..+ Eyf +y, +l)- ) (2.2.16)

1
+cosy[(y, + Y, +...)- E(yf +y; )]

bulunur. (2.2.16) ifades dizenlenirse
A, =sn y,,
A =Y, 008Yj,
1 ,.
A, =y, C08Y, - Eyfsn Yor (2.2.17)

A = Y5COSY, - Y;Y, SN Y, - %nyOSyO,

M
elde edilir.
[1. Durum

Eger F(y)=cosy ise yukarida yapilan idemlerin benzerini verilen lineer
olmayan terim icin uygulanirsa;

A, =cosY,,

A =-y8ny,,

. 1
A =-Y,8nY,- ayfcosyo,

_ 1 .. (2.2.18)
A§ =- Y9N Y, - Y,¥,C0SY, - _Y135m Yos

3
L 1, 1, . 1 .,

At =-Y,9NnY,- (§y2y1y3)cosy0 +5y1 Y, any, +Zy1 COSYj,
M

bulunur.

11



[11. Durum
Eger F(y)=dnhy ve F(y)=coshy seklinde hiperbolik lineer olmayanliga
sahip ise ayni algoritma kullanilarak Adomian polinomlari, sirasiyla,
A, =dnh y,,
A =y, coshy,
A, =y, coshy, + (% V2 +Y,y5)Srh o, (2.2.19)

1
+Ey12

M

1 }
y, coshy, +Z y,snh y,,

ve
A =cosh Yo,
A =y, snhy,,

A= y,th y, + 3 coshy, (2.2.20)
. 1,
A =y,snh y, +yy,coshy, +§y1 gnh y,,

: 1 1 } 1
A, =y,srhy, +(§y§y1y3)cosh yox§yfyzsn Yo +ny cosY,,
M

formdlleriyle elde edilir.

2.2.3. Ustel Lineer Olmayanlik
I. Durum

Eger F(y) =€e’isebutakdirde F(y,) =e* teriminin diger terimlerden ayrilmas gerekir.

F(y) =€e’ifades (2.3.1) de yerine yazilirsa

F(y) =gl (2.2.21)
veya
F(y)= el st (2.2.22)
elde edilir.
Bu son ifadede;
.

terimi Taylor serisine agilirsa

12



1
F(y) =e°ox[1+(y,+Y, + VY, +...) "'5(3/1 +y, Y+ +]

1 1
=@+m€“w»+5%m“+w+mn+§ﬁm“

1 1 1
Hw+mw+5ﬁ+5%w+1%mwtn

bulunur. Buradan da

AO = e)’o’
A =Ye",

1
Az :(yz +5y12)ey0’
- 1 3 Yo
%—Wﬁmn+§mm,

1 1 1
Af%w+mw+5ﬁ+5ﬁw+1ﬁmﬁ
M

elde edilir.

Il. Durum

Eger F(y) =€ isebu takdirde Adomian polinomlari
A=e,
Ai:' y1e_ yo’
1 .

A=Y +50)E",

1 )
A=(CYstWY,- Eyf)e v,

1 1 1 )
AZCYat Y+ Yo oY, + e,

seklinde olur.
2.2.4. Logaritmik Lineer Olmayanlik

I.Durum

(2.2.23)

(2.2.25)

Eger F(y)= Iny , y>0 isebu takdirde bu ifade (2.2.1)’ de yerine yazilirsa

F(Y) =In(y, +y, + Y, +..)

13
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bulunur. (2.2.26) ifades ise

2
F(y)=In ey0(1+—+—+___)Q (2.2.27)
0 0
formunda yazilabilir.
In(ab)=Ina +Inb oldugundan (2.2.27) ifadesi
F(y)=lny, +In(1+22+Y2 4 ) (2.2.28)
o Yo

olur. (2.2.28)'de ikinci terim Taylor serisine agilirsa

Fy)=lny, +{(r+ Y2+ Yoy g (2.2.29)
Y Yo Yo
L4
1B Y., 9 ey 9-1 + 9.
2yoy0530y064oy05

elde edilir. (2.2.29)' da indis toplamlari ayni olan terimler gruplandirilirsa, Adomian

polinomlari asagidaki formda bulunur.

A =1ny,,
Aizﬁ
Yo
_Y, 1y
A=22._2L
Yo 2V,
A= ylyz 1y1 (2.2.30)
Yo Yo 3y

Y

4 1
0

_ﬁ_lyi_ylyuylyz_}
A= 2

Yo 2Ys Yo Yo 4y
Il. Durum

Eger F(y)=In(1+y), - 1<y £1liseozaman Adomian polinomlari

A =N+ yp),

14



A=

1+ Yo
A = . l yf 27
1+y, 22(1+y,)
3
A = Ys WY, +E Y1 (2.2.31)

Clty, @+Y,)? 3@ty

A=Y 1 Y: WY . WY, 1 W
14y, 2(1+Y,)" (@+Y,)° (@+y,)° 4(@+y,)

2.2.5. Bileske Fonksiyonlar I¢in Adomian Polinomlari

[.Durum

Eger F(y)=e” isebu takdirde u=y? diyelim, boylece F(y)=e™ olur.

e “ve y? icin Adomian polinomlari sirasiyla, (2.2.25) ve (2.2.5) denklemlerinden
A =€,
A=-ue'™,

N T
Ao =oem (U - ) (2.2.32)
M

B, =Ys.
B, =2Y,Yi,
B, =¥, +2Y,Y,.
M
seklinde yazilabilir. Buna gore

Ao(Up) = A [Bo(Yo)l,
A (Ug,u;) = AL B, (o), Bi( Yo Vo)1,

AZ(UO1U1’U2) = AZ[BO(yo)’ B_L(yo1y1)’ Bz(yoa y11 yz)]a
M

elde edilir. Buradan da F(y) =€ ¥ fonksiyonu icin Adomian polinomlari

AJ - e'yg

15



A =-2yy,e”

A = (2y2y2 - y2- Pypy,)e ¥
M

Il. Durum:
F(y) =e?¥dn(y/2) olsun. Burada
( 3
e’=aA .
< n=0
3
sn(y/2)=a B, .

\_ n=0

seklinde gbsterelim. Boylece

F(y)=(A A4 B)

n=0 n=0

olur.

Buradan da;

F(Yo) = AB:.
F(y) = AB +AB;,

F(y;) =AB +AB, +AB,,
M

F(y,)= & AB,

i+j=n-1

elde edilir. Ayrica dn( y/2) fonksiyonu icin Adomian polinomlari (2.2.18) den

B, =sn(y,/2),
B, =(y,/2) cos(y,/2),

B, = (Y,/2)cos(Y,/2) - (y2/8)sn(y,/2),

M

(2.2.33)

(2.2.34)

(2.2.35)

(2.2.36)

(2.2.37)

formunda hesaplanir. Boylece (2.2.36) ifadesinde, (2.2.25) ve (2.2.37) ifadeleri birlikte

gz dnune ainirsa F(y) = e an( y/2) fonksiyonu igin Adomian polinomlari

F(y,) =e " dn( y0/2),

F(y) =€ *(y,/2)cos(y,/2) - y,&*sn(y,/2),

F(yz) =- yle_ & (y1/2) cos(yo/Z)

+e %] (y,/2)c08y,/2) - (v2/BSN(o/2) | ,

16
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X 1 i
+e Y (-y, +5yf)sn( Yo/2),

seklinde elde edilir.
Denklemlerde ortaya cikan lineer olmayan bileske fonksiyonlara ait Adomian

polinomlari yukaridaki islemlere benzer sekilde hesaplanabilir.
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3.BOLUM
JOSEPH VALENTIN BOUSSINESQ ( 1842-1929)

Joseph Valentin Boussinesq, 13 Mart 1842 de ( Montpellier’ e 30 km uzakliktaki
) Saint Andre de Sangonis de dogdu. Babasi Jackues bir ciftci, annesi bir fabrikatoriin
kizi olan Anne-Marrie Cavalier'di. Bir erkek kardes vardi. Anness Anne-Marrie
Cavalier 1857 yilinda hayatini kaybetti. 7 yasindan sonra kasabanin ilk okuluna basladi
ve oradaki oOgretmeniyle, doga hakkindaki c¢ekici buldugu olgular hakkindaki
dustincelerini paylasti. Peder olan amcasi ona Latince ve Y unanca ogretti. Bu bilgilerin
yaninda Boussinesq'in gencligi hakkinda pek fazla bilgi yoktur.

Boussinesg 16 yasinda Montpellier ve lycée'yi ornek alarak okutman oldu.
Bunlarin paralelinde matematik ve mekanik alanlarinda calissa da edebi yonu de
gelismisti. Gece guindiz bilim adina adanmis bir zaman diliminden sonra 19 yasinda
matematik dalinda diploma aldi. Mekanik ve matematiksel fizikten ilham amasina
ragmen dini ve filozof konulara dailgis vardi.

19.Y Uizyil baslarinda yasamis olan Fourier ve Cauchy gibi bilim adamlarinin
calismalarini neredeyse ezbere biliyordu. Bu yuzyilin alisilmis bilim insani portresinin
disina gikarak tamamen mekanigin istisna bir ismi oldu.

20 yasinda Agde Kolgji’'nde 6gretmenlik yapmaya basladi. Bu ona, diger isler
arasinda Lamé nin ¢alismalari izinde, bilim Uizerinde ¢alisabilmesi icin blyuk bir zaman
ve olanak saglamis oldu. Bunun, ilk Akademik belgesini yayinlamasinda 6nemli bir
etkis oldu. Bu belgede, ince ve dikkatli bir sekilde su jetinin yilizey Uzerindeki
darbelerini tarif eden bir problem cozlllyordu. Bu calismadan sonra Agde den
ayrilarak, akademik kariyerine Vigan Kolgi’'nde Gap ( Prof. James Dauphiné ) ile
devam etti. Geldigi Vigan sehrinde, 1869 da Mende de gorevli bir bakanin kizi olan
Jeanne Giscard of Castling ( 1819-1894 ) ile evliendi.

O gdrdar, isigin dagilim teorisiyle ugrasiyordu. 1867'de Paris Bilim
Akademisi’ nde heterojen ortamlarda isinin dagilmasi konulu tezini vererek doktorasini
adi.

Boussinesq'in doktoratezi, Lamé nin isik teorisine 6nemli bir bakis acisi getirdi.
Tez calismasindan hemen sonra, bir etkiye maruz kalan elastik maddelerin ¢ baslica

yone hareketlendiklerini sorgulayan bir ¢alismayi Akademi’ye gonderdi.
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Birkag yil 6nce, varsayimlarin basitlestirilmesi icin bu soruya bir cevap arayan
Saint- Coming ( 1797-1886 ) ise gerilimlerin eliptik dagilimlarini gosteren bir agiklama
bulmustu.

Ancak Boussinesg, mekanik aanda bircok Gnld bilim adaminin takdirini
toplayan daha genel bir ¢c6zim yoluna giderek sonuca ulasmisti. Matematikci Picardy’e
( 1936 ) gore Boussinesq'in buldugu ¢ozimler elektromanyetik alani hari¢ matematigin
bittin konularinda kullanilabilirdi. Nitekim, yaptigi calismalar sonucu ortaya koydugu
kurallar, mekanikte, optikte, isida, elastik teorisinde, isik teorisinde ve matematikteki
diferansiyel denklemlerde oldukca kullanildi.

Yazim ve anlatim tarzi basit olmaktan ¢ok uzakti ve bazen yaptigi aciklamalar
yazinin kendisinden daha uzun oluyordu. Yazilarini yazarken daktilo basinda yorgun
dustiyordu, ¢ctinkil elde ettigi sonug, tahmin ettiginin Gg kati cikiyordu. Yaradilis geregi
her zaman yepyeni fikirlere sahipti. Cok ayrintili ve gerceklerle dolu cumlelerini
anlamak oldukca zordu.

1868’ deki Fransiz Alpleri’ ndeki gezisinde, hidrodinamik konusunailgi duymaya
badadi. O sirdar Saint-Coming ile aralarindaki mantigin benzerligi bir tesadif degildi.
Bu adam, onun teknik sorulari hakkinda konusabilecegi tek insandi. Sonra, bir aralar
onunla birlikte Universitede diizenlenen bir istasyon projesine katilmak istedi. Ancak bu
projeye katilanlarin bir fizik diplomas olmasi gerekiyordu. Bu konu hakkinda cok
duslinen Boussinesq, 1872 de calistigi kolejden ayrildi ve bir yil sonra 1873 de, Lille
Bilimler Fakiltes’ nde profesorlik Gnvanini almayi basardi.

Bir sure katilarin ve hidrodinamigin mekanik kanunlari Uzerine calisip,
problemlerin teorik yargisinin, uzun zaman sonra anlamini kazanmasini sagladi.
1886'da adindan soz ettirerek Bilim Akademis ne secildi. Calismalari sonucunda,
onceden ailasilamayan bircok mekanik probleminin anlasiimasini sagladi. Adini, “
Boussinesqy Denklemi " veya Boussinesy Problemi “olarak bilinen, Kkatilarin
mekaniginin ¢oztlmesinde kullanilan problemlere vererek basarili bir akademik kariyer
gecirdi ve yine dogdugu yerde, 19 Subat 1929’ da hayata veda etti.
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3.1. Genidetilmis Ayrissm Metodunun Iki Ve (2+1)- Boyutlu Boussinesq

Denklemlerine Uygulanmasi

3.1.1. Genidetilmis Ayrism Metodunun |ki Boyutlu Boussinesq
Denklemlerine Uygulanmasi

Ayrism metodu uygulamali matematikte yaklasik ve analitik ¢ozimler icin
etkili bir yontem olup bu yeni yaklasim uygulamada karsilasilan lineer ya da lineer
olmayan problemlerin ¢oziminde kullanilan 6nemli bir metottur. Bu yaklasm
kullanilarak ele alinan hem lineer olmayan problemleri lineerlestirmeksizin analitik
¢cOzUmlerini ayrism seri fonksiyonlari seklinde elde edilmektedir. Ayrica ele alinan
problemlerin yaklasik sayisal cozimleri de bu ayrism serisinin terimleri kullanilarak
kolayca hesaplanabilmektedir.

Literatirde lineer olmayan kismi diferensiyel denklemlerin sayisal ¢cozimleri
pek azdir. Ozellikle son zamanlarda ortaya konan sayisal metotlar yardimiyla bu tiir
denklemlerin nimeriksel ¢oziimleri yeni yeni yapilmaya baslanmistir.

Simdi 2. bélimde detaylica sunulan ve denklemlerde bulunan lineer olmayan

terimler icin hesaplanan Adomian polinomlarinin kullanilmasiyla

U,- U, +3U?), +U,, =0, (3.1.1)
formundaki 2-boyutlu Boussinesg denkleminin genisletiimis ayrisim metodu yardimiyla
sayisal cozimlerini bulup, analitik ¢cozimu ile karsilastiracagiz. (3.1.1) denkleminde

2 2 4
L = ﬂ—z L = ‘|1_2 L =— Veolmak lzere bu denklemi operatdr formunda
1t x X
LU- LU -3u?), +L,U=0, (3.1.2)
seklinde yazabiliriz. U (x,t) ¢Ozim forksiyonunu bulmak icin (3.1.2) denklemine

soldan L;* operatérinii uygularsak
Uix,t) =U(x0)+tU (x0

(%) =U(x0)+1U (x0) o

+ LU (x,t) + NU(x,t)+ L U (xt)]

tt
esitligini elde ederiz. Burada L*()= ¢gf.)dtdt integral operatoriive NU (x,t)=3{U2),,

00

ifades ise lineer olmayan terimi gostermektedir. Ayrism metodu ¢6zimd

Ulxt)= & U, (xt) (3.1.4)

n=0
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formunda aradigindan bu ifadeyi (3.1.1) de yerine yazarsak,

U (x,t) =U (x,0)+tU, (x,0)

.6 = O o & o) (3.1.5)
+L1'aL6a U, (x) T+ @ AU,,...U )+ L.ca U, (x )%
€ €n=o g n=0 €n=0 A

bulunur. Burada

¥
A =NU)=34 A {U,,..,U,) ifades Adomian polinomu olarak adlandirilir. Herhangi

n=0
bir kismi diferansiyel denklemde ortaya cikacak lineer olmayan terimin durumuna gére
Adomian polinomlarinin nasil hesaplandigi 2. Bolimde genis bir sekilde ifade edilmisti.

Burada lineer olmayan N(U)=3U?), fonksiyoneli ele dinarak A terimlerinin
bazilari

Ay =3Ug)

A=32UU,),,

A =320, +U7), (3.1.6)

A=32U0U,+20U,),,

A =32UU,+2UU,+U2) ,
seklinde elde edebiliriz. Buna goére verilen baslangic sartiyla birlikte 2-Boyutlu
Boussinesg denklemini genidetilmis ayrism metodu ile ¢ozerken asagidaki indirgeme
bagintisini kullanacagiz,

U,(xt) =U(x,0),

U, (%) =tU, (x0) + L (LUo + A, +L,U,),

U, xt)=LLU, +A +LU,) k31 (3.1.7)

Simdi (3.1.1) formundaki lineer olmayan 2- boyutlu Boussinessq derklemini

U (x,0) =%sech2[§(x+1)]
Ut(x,0)=_71023ech2[%(x+1)] tanh[%(xﬂ)] (3.1.8)

badangi¢ sartlari ile birlikte, genisletilmis ayrism metodunu kullanarak bu denklemin
¢ozim fonksiyonunu arastiralim. (3.1.8) badangi¢c sartlarini (3.1.7) indirgeme
formaltnde kullanirsak, asagidaki terimleri elde ederiz.
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Je Jc

Uy (xt) = 7%(: h2[— (x+1)]

U, (x, t)—Tlc sech’ [J—(X+1)]tmh[£(X+1)]t+L1(3'%+(Uo) +Uo)u), (BL9)

U,(xt) =%cztsech4[§(x+l)](- 2(1+ c)t + (1+ c)tcosh[+/c(x+1)] - /csnh( x +1)])

3(xt)—m(c 1+ O)t*sech® [£(x+1)](40t 440ct +15(1+33c)t cosh] V¢ (x +1)]
- 24(30+1)tcosh[2«/—(x+1)]+tcosh[3«/—(x+1)+ctcosh[3«/—(x+1)]+38«/—snh[ Je(x+1)]

+16vcsn 2J/c(x +1)] - 2/csnh 3Vc(x+1),

U,(x.t) = (c 4t4sech[ /e c(1+ X)]” (5760(10 - 10cosh] +/c(x +1)] + cosh[ 2/c(x +1)])

737 280

Jc

sech[7 (x +1)] + (1 + O)t* (- 2604 + 52392¢c - 2562924c°6(- 301- 1546¢ + 540099¢?)

cosh[ ~/c(x +1)] - 96(- 17 + 498c + 8183c?) cosh[ 2v/c (x + )] + 717 cosh[ 3¢ (x +1)]
+13242c cosh 3v/c(x + 1)] + 62637¢ cosh[ 3/c (x + 1)] - 116cosh] 44/c(x +1)]
- 616ccosh] 44/c(x +1)] - 1076¢2 cosh[ 4+/c(x +1)] + cosh[ 5+/c(x +1)] + 2ccosh[ 5/c(x +1)]

+¢? cosh[ 5/c(x +1)])sech[%«/€(x+])]5 - 964/c(L+c?)t (3025 %JE(X+ 1)]
- 575 gJE(x +1)] +snh gJE(x +1))))),

1 1
Ug(xt) = ————(c’t®sec [ =+/c(x + 1)]**(21504c?*(- 600 + 26670c + (59 - 33775¢C
s(01) = o [5etx+ D1 ( ( )

cosh[ A/ (x +1)] + 4(133 + 2050c) cosh[ 2+/c(x +1)] - 123cosh] 3/c(x +1)]

- 645¢cosh] 3/c(x+1) + 4cosh] 4+/c(x +1)] +10ccosh] 44/c(x + 1]

+ (1+ C)t3(325536 - 12764448¢ + 773572320c? - 68035679328¢°

+3(93161 - 1159365¢- 111932229¢? + 31830110057¢°) cosh[ +/c (x +1)]

- 16(11873 - 850413c + 44103507¢> + 2023283441¢%) cosh] 2+/c (X + 1)]

- 164119 cosh[ 3/c(x +1)] +1902075¢ cosh[ 3v/c(x +1)] + 353172795¢2 cosh 3+/c (x +1)]

+ 497330615¢° cosh[ 3/c(x +1)] - 8096 cosh| 4+/c(x+1)] - 2190048ccosh] 4/c(x +1)]

- 48647904¢? cosh] 4/c (X + 1)] - 303205280c? cosh[ 4+/c (x + 1)] +11611cosh] 5/c(x+1)]
+ 224337ccosh] 6+/c(x + 1)] +1879185¢ cosh 5+/c (X + 1)] +5599387 ¢ cosh[ 6+/c(x + 1)

- 496c0sh[ 6+/c(x +1)] - 3792ccosh] 6+/c(x +1)] - 13008c? cosh 6+/C(x +1) +...
Sayisal sonuclari hesaplamak icin bu terimleri asagidaki ifadede yerine yazip,

¥
Ut =8 U,(xt) =U, +U, +U, +U, +... (3.1.10)

n=0
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Mathematica veya Maple gibi programlardan yararlanmak gerekir. Cunki hesaplamalar
hem zaman alici hem de hata yapabilme orani yiksektir. Burada elde edilen (3.1.9)
ayrism serisinin terimleri, (3.1.10) seri formunda yerlerine yazilir ve Taylor acilimi
kullanilirsa (3.1.1) denkleminin kapali formu

U((xt) = sech [J—x+£«/1+d]

seklinde elde edilir. Sayisal karsilastirma yapabilmek icin lineer olmayan 2-boyutlu

Boussinesg denkleminin ayrism seri fonksiyonu ile analitik ¢ozUmini gbz 6nine

dacagiz.

t/x 20 25 30 35 40

0.1 | -1.13536" 10 | _ 7.65003° 10°% | - 5.15455° 10°*¢ | _ 3.47311° 10°%8 | - 2.34016° 10°%°
0.2 | - 454354 10°** | - 3.06141" 103 | - 2.06276" 107 | - 1.38988" 10°* | - 9.36493" 10°®
03| -1.02534" 10 | - 6.90868 10°** | - 4.65504" 10°* | - 3.13654" 10" | - 2.11338" 10 *°
04 | -1.83324" 10 | - 1.23523" 10°* | - 832291 10" | - 5.60793" 10°*" | - 3.77859" 10 *°
05 | - 288913 10°'° | - 1.94668" 10 *? | - 1.31166" 10°** | - 8.83791" 10°*" | - 5.95494" 10 *°
0.6 | - 4.20881 10*° | - 2.83588" 10" | - 1.9108" 10°** | - 1.28749" 10°*® | - 8.67501" 10 *°
0.7 | - 581331 10°*° | - 3.91698 10" *? | - 2.63924" 10°** | - 1.77831" 10°*® | - 1.19821" 10°*®
08 | -772935" 10 | -5208 10* | - 350912" 10°** | - 2.36443" 10 | - 1.50314" 108
09 | - 998996 10 | - 673118 10°** | - 453544" 10°* | - 3.05595" 10" % | - 2.05908" 10 *®
1.0 | - 1.26352° 10° | - 851353 10°** | - 5.73637 10°** | - 3.86513" 10°*® | - 2.60431" 10°'®

Tablo 1. c=1icinayrism serisinin ati terimi kullanilarak elde edilen mutlak hatayi

gosteren tablo.
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—  Analitilk Céminm

=10

Sekil 1. Iki boyutlu Boussinesq denklemi icin genidletilmis ayrisim metodunun bes ve

on terim kullanilarak elde edilen yaklasik ¢oziim ve analitik ¢ozimi gosteren grafik.

10

t/x 20 25 30 35 40

01 | - 687025 10" | -5.83508"10"" |- 495588 10'% | - 4.20916° 10°%* | - 3.57495" 10"
02 | - 2853257107 | - 242334° 1077 | - 2.0582° 10* | - 1.74808" 10" | - 1.48469° 10°*
0.3 | - 6.64626" 10°** | - 5.64484" 10" - 479431 10%° | - 4.07193" 10°% | - 3.45839" 10°*
04 | -1.22546" 100® | -1.04082" 10°*® | - 8.83993" 10°® | - 7.50798" 10°* | - 6.37672" 10°*
05 | - 1.99512" 10°** - 1.6945°10°* | - 1.43918" 10°%° | - 1.22234" 10°** | - 1.03816" 10°®
0.6 | - 3.01246" 10** | - 255856" 107*® | - 2.17305 10°*° | - 1.84563" 10°* | - 1.56754" 10°*
0.7 | - 433107° 10" | - 3.67849 10" | - 3.12423" 10*° | - 2.65349" 10°** | - 2.25368" 10°*
0.8 | - 6.02288" 10** | - 51153810 | -4.34463 10| -3.69 10% |- 3.13402" 10°®
09 | -818272"10" | -6.94979" 10" | - 590264 10°"* | - 5.01326" 10°** | - 4.25789" 10°*
10| -1.09342" 10" | -928671" 10'° | - 7.88744” 10'"° | - 6.69901" 10'** | - 5.68964 10>

Tablo 2. c=2icin ayrisim serisinin alti terimi kullanilarak elde edilen mutlak hatayi

gobsteren tablo.
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Sekil 2. iki boyutlu Boussinesq denklemi icin genisletiimis ayrisim metodunun on
terimi kullanilarak elde edilen yaklasik ve analitik ¢cozimi gosteren grafik, @) c=1b) c=2

3.1.2. Genidetilmis Ayrism M etodunun

(2+1)-Boyutlu Boussinesg Denklemine Uygulanmasi

Simdi 2. bélimde detaylica sunulan ve denklemlerde bulunan lineer olmayan
terimler icin hesaplanan Adomian polinomlarinin kullaniimasiyla

Ue- U, - U?).- U, -U, =0, (3.1.11)
formundaki (2+1)-boyutlu Boussinesg denkleminin genidetilmis ayrism metodu
yardimiyla sayisal ¢ozimlerini bulup, anaitik ¢ozimu ile karsilastiracagiz. (3.1.11)

, 1 1 1 1 " .
denkleminde :W' L, :ﬁ’ L, =w ve L, Z‘H_yz olmak Uzere bu denklemi
operatdr formunda

LU - LU - (U?),- LU- LU =0, (3.1.12)
seklinde yazabiliriz. U(x,y,t) ¢0zUm fonksiyonunu bulmak igin (3.1.12) denklemine
soldan L;* operatérinii uygularsak

U (x,y,t) =U(x,y,0)+tU (x,y,0)

+ L;l[LXU (%, y,t)+ NU(x, y,t) + LU (x, y,t) + LU (x, y,t)]

tt
esitligini elde ederiz. Burada L;l(.) = (‘f{.)dtdt integral operatoru ve

00

(3.1.13)

N, (x,y,t)=(U?), ifades ise lineer olmayan terimi gostermektedir. Ayrisim metodu
¢cozimu (3.1.4)
formunda aradigindan, bu ifadeyi (3.1.1) de yerine yazarsak ,
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. b o &
U(xy,t) =U (x y,0) +tU, (x, y,0)+ L2, 6a U (e yit) = a AU,.-.U,)
) ) e = "o (3.1.14)
a8 0O o a
+ Lxxga Un(X! y’t)++ Lyga Un(X’ y’t)—l:l
ero g €n=0 A

bulunur. Burada lineer olmayan N(U)=(U?), fonksiyoneli ele alinarak A

terimlerinin bazilari
Ay =Ug)
A=(2UU))..
A =(UU,+U7), (3.1.15)
A=(2UU,+20U,),.,
As= (U, +20U,+U)),,
seklinde elde edebiliriz. Buna goére verilen baslangic sartiyla birlikte (2+1) boyutlu

Boussinesg denklemini genidletilmis ayrism metodu ile ¢ozerken asagidaki indirgeme

bagintisini kullanacagiz,

Uo(x, y,t) =U(xy,0),

U, (% y,1) =tU, (%, ,0) + LALU, + A + LU, +L U, ),

Uy =LY, + A+ LU, +LU,) k21 (3.1.16)
Simdi (3.1.1) formundaki lineer olmayan (2+1)- boyutlu Boussinessq denklemini

U (x, y,0) = R- 6k% *tan?[k(ax + by)]
U,(xy,0) =6k‘a?(a?+2Ra * +8k*a’h*)

(3.1.17)
(cod2k(ax + by)])- sec’[k(ax +by)]- 2

baslangic sartlari ile birlikte, genidetilmis ayrism metodunu kullanarak bu denklemin

¢6zUm fonksiyonunu arastiralim.

U,(x,t) = R- 6kZa 2tan?[k(ax+ by)],

U,(xt) = 6k*t?a®(a?+2Ra?+8k* +b2)- 2+cod2k(ax + by)])sec’[k(@x+by)]
+12t%ka 2 sec’[k(ax+ by)]tan[k@x + by)],

U, (xt) =- %ksﬁa 2((1+ 2R)a 2 +8K% * + b? )sec’[k(ax+ by)]

(40kta 2 + 80KRta ? + 2240k %a * + 40k * - 15kt(- a * - 2Ra 2 +120k%a * - b2)cos|2k(ax + by)]
- 24kt(a 2+2Ra?+b )cos[4k(ax + by)] +kt 2 cos[6k(ax+ by)] +2kRta? cos[6k(ax+ by)]
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+8k’ta * cog6k (ax + by)] + ktb 2 cog6k(ax + by)]- 38 sn[2k(@x+ by)]

- 16l sn[4k(ax+ by)]+ 21 sn[ek(@x+ by)], (3118)

t/x 0.1 0.2 0.3 0.4 05

0.1 | 6.06259" 10" | 6.06492" 10*° | 6.0673" 10" | 5 06973" 10°%° | 6.07221" 10°*°
0.2 | 2.42291" 10° | 2.42379° 10°° | 2.42468° 10° | 2.42559° 10°° | 2.42652" 10°°
0.3 | 5.44892° 10° | 5.45076° 10°° | 5.45265" 10° | 5.45458" 10° | 5.45655" 10°°
0.4 | 9.68652° 10°° | 9.68993 10°° | 9.69281" 10° | 9.69607" 10°° | 9.6994" 10°°
0.5 | 151417°10° | 151464 10°® | 1.51512" 10°® | 1.51561" 10°® | 1.51611" 10°®
0.6 | 218244°10° | 21831 10° | 2.18378" 10°° | 2.18448" 10°° | 2.18519" 10°°
0.7 | 2.97487° 10°° | 2.97578” 10°° | 2.97672" 10° | 2.97768" 10°° | 2.97866  10°°
0.8 | 3.89326" 10°° | 3.8945" 10° | 3.89578" 10° | 3.89708" 10° | 3.89842" 10°°
0.9 | 4.9398" 10°° 4.9415 10°° | 4.94323" 10°° | 4.94512" 10°° | 4.94682" 10°°
1.0 | 6.11702" 10® | 6.11933" 10° | 6.1217°10°® | 6.12411" 10°° | 6.12658" 10°®

Tablo 3. (1) denkleminin tam ¢6zUmU (11) ve 0 £ n £ 3 olmak lizere elde edilen sayisal
sonuclar ((f;(x,y,t)) .
Boylece (3.1.6) denklemindeki Adomian polinomlarini (3.1.16) deki indirgeme
bagintisi birlikte kullanilirsa serinin diger terimleri olan U,,U,,U,,... terimlerini de
buluruz. Burada elde edilen (3.1.18) ayrisim serisinin terimleri, (3.1.4) seri formunda

yerlerine yazilirsa,

¥
U(x Vi) =8 U, (X y,t) =Ug +U, +U, + U, + ...

n=0

(3.1.19)

seklinde ayrisim serisinin ¢6zim fonksiyonu elde edilmis olur. Elde edilen bu ¢6zim
fonksiyonunu,

U (x, y,t) = R- 6k%a 2 tan[k(ax + by- | t)]
seklinde kapali formda da yazabiliriz.

Sayisal karsilastirma yapabilmek icin lineer olmayan (2+1)- boyutlu Boussinesq

denkleminin ayrisim seri fonksiyonu ile analitik ¢ozimuni goz 6niine alacagiz.
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t/x

0.1

0.2

0.3

04

0.5

0.1

6.00269"

10

6.00274" 10"

6.00279" 10"

6.00284" 10'*

14

6.00289" 10

0.2

2.40115°

10"

2.40117° 10"

2.40119° 10"

2.40121° 10"

2.40123° 10"

0.3

5.40277°

10"

5.40282° 10"

5.40287° 10"

5.40292° 10' "

5.40297° 10"

0.4

9.60527"

10— 13

9.60536" 10"

9.60545" 10"

9.60554" 10"

9.60563" 10"

0.5

1.50088"

10"

1.5009" 10'*

1.50091" 10*

1.50093" 10'*

1.50094" 10 %

0.6

2.16136°

10%

2.16138" 10"

2.1614" 10°%

2.16142° 10"

2.16145° 10'*

0.7

2.94198°

10— 12

2.94201° 102

2.94204" 10 *?

2.94207° 10"

2.9421° 10°*

0.8

3.84277°

10

3.84281° 10"

3.84285° 10"

3.84289" 10'*

3.84293° 10"

0.9

4.86375"

10— 12

4.8638" 10"

4.86385" 10"

4.8639° 10"

4.86396" 10™*

1.0

6.00494"

10— 12

6.00501" 10 **

6.00507" 10" %

6.00514" 10'*

6.0052" 10'*

Tablo 4. (1) denkleminin tam ¢tzimi (11) ve O£ n £5 olmak lizere elde edilen sayisal

sonugclar.

Tablo 1-5 deki sonuclar x ve t nin gesitli degerlerine karsilik gelen analitik ve yaklasik
¢ozumin farki ainarak, yani mutiak hata [U (x,y,t) - f (x,y,t)| formulii kullanilarak
hesaplanmistir. Burada ayrisim serisinin terim sayisi arttikca elde edilen sayisal ¢6zim
daha hassas olacagindan n degeri Tablo 1 de 3, Tablo 2 de 5 ve Tablo 3 de ise 10,
olarak secilmistir. Ayrica mutlak hata hesaplanirken Tablo 1 de a =0.01, b =0.1,

k=1,1 =0.1,y=0:5; Tablo2de a =0.01, b =0.1,1 =-0.1, y=1; Tablo 3 de
a =001, b=01,1 =-0.1,y =10 dinarak hesaplamalar yapilmistir. Burada sayisal
cOzUmun hassadligi X ve t ve sabit degerlerin segimi ve ayrisim serisinin terimlerinin

cokluguna ve ele alinan denklemin ¢ozim fonksiyonunun yapisina baglidir.
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t/x 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
0.1 | 6.24521° 10 ™ | 6.24526" 10* | 6.24531" 10 ** | 6.24536" 10 | 6.24541" 10
0.2 | 249875 10" | 2.49877 10" | 2.49879" 10'*® | 2.49881" 10" | 2.49883" 10 *®
0.3 | 5.62372" 10" | 5.62376" 10 | 562381 10 ** | 5.62385" 10 | 5.6239" 10"
0.4 | 1.00005" 10** | 1.00005" 10°'** | 1.00006" 10°*? | 1.00007 10 ** | 1.00008" 10 **
05 | 1563 10* | 1.56301 10'? | 1.56303" 10" | 1.56304" 10** | 1.56305 10**
0.6 | 225135 10* | 2.25137° 10'* | 2.25139" 102 | 2.2514" 10 | 2.25142" 10°**
0.7 | 3.0652" 102 | 3.06522" 10*? | 3.06525" 10 ** | 3.06527  10** | 3.0653" 10"
0.8 | 4.00466" 10** | 4.0047° 10°** | 4.00473" 10°*? | 4.00476" 10°*? | 4.00479" 10°*?
09 | 506986 10* | 5.0699" 10" | 5.06994" 10 ** | 5.06998  10'** | 5.07002" 10 **
1.0 | 6.2609° 10 | 6.26095" 102 | 6.261° 10" | 6.26105" 10** | 6.2611" 10°*?

Tablo 5. (1) derkleminin tam ¢6zUmuU (11) ve 0 £ n £ 10 olmak Uizere elde edilen

a) f,(x,y,t) yaklasik ¢ozim fonksiyonu

sayisal sonuclar.
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a) f.(x,y,t) yaklasik ¢ozim fonksiyonu b) Analitik ¢coziim fonksiyonu

a) f,(x,y,t) yaklasik ¢dziim fonksiyonu b) Analitik ¢c6zUm fonksiyonu

Sekil 3. Lineer olmayan (2+1)- boyutlu Boussinesq denkleminin O £ n £ 10olmak Uzere
f (X V,t) yaklasik ve analitik ¢cbzim fonksiyonlari, buradaa =0.1, b =0.1, k =1,
| =0.1,y =0:5 seklindedir.

Yukaridaki grafiklere dikkat edilecek olursa ayrism serisinin terim sayis
arttikca yaklask ¢ozim fonksiyonu analitik ¢ozim fonksiyonuna yaklasmaktadir.
Sayisal ¢Ozimin hassasligi  x ve vy, y ve sabit degerlerin secimine bagli olarak
degismektedir. x vet degeri ne kadar sifira yakin secilirse o kadar hassas sonuclar elde
edilmektedir. X ve t nin blyuk degerleri icin yakinsayan veya hassas sonuclar elde
edebilmek icin ayrism serisine daha ¢ok terim eklemek gerekir.

Ayrica bu metodun yakinsaklik ispatlari igin [1-3] nolu referanslara bakilabilir.
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Sonu¢ olarak, lineer olmayan iki ve (2+1)- boyutlu Boussinesg denkleminin
¢OzUmUnin hassadligi x, t ve y degerlerinin uygun segimine ve ayrism serisinin

terimlerinin ¢cokluguna baglidir.
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