EGE UNIVERSITESI FEN BiLIMLERIi ENSTIiTUSU

(YUKSEK LiSANS TEZi)

TAMSAYILI PROGRAMLAMA
PROBLEMLERI ICIN GARANTI
DEGERLI ALGORITMALAR

Ash GULER

Matematik Anabilim Dali
Bilim Dali Kodu: 619.03.03
Sunus Tarihi: 01.08.2008

Tez Damisman:: Prof. Dr. Urfat G. NURIYEV

Bornova-iZMIiR






I

Ash GULER tarafindan Yiiksek Lisans tezi olarak sunulan “Tamsayih
Programlama Problemleri Icin Garanti Degerli Algoritmalar”
baslikli bu calisma E.U Lisansiistii Egitim ve Ogretim Yonetmeligi ile
E.U Fen Bilimleri Enstitiisii Egitim ve Ogretim Yonergesi’'nin ilgili
hiikiimleri uyarinca tarafimizdan degerlendirilerek savunmaya deger
bulunmus ve 01/08/2008 tarihinde yapilan tez savunma sinavinda aday

oybirligi / oycoklugu ile basarili bulunmustur.

Jiiri Uyeleri: Imza
Jiiri Bagkam : Prof. Dr. Urfat NURIYEV ...
Raportor Uye: Yrd. Doc. Dr. Burak ORDIN ...

Uye : Doc. Dr. Refail KASIMBEYLI ...






\%

OZET
TAMSAYILI PROGRAMLAMA PROBLEMLERI iCIN

GARANTI DEGERLI ALGORITMALAR

GULER, Ash

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Boliimii
Tez Yoneticisi: Prof. Dr. Urfat G. Nuriyev
Agustos 2008, 61 sayfa

Bilindigi gibi cogu tamsayili optimizasyon problemi NP-tam
problemdir ve P=NP olmadig1 siirece bu problemler i¢in polinom
zamanda kesin ¢6ziim veren algoritmalar bulma olasiligi azdir. Bu
nedenle, son yillarda NP-tam problemler i¢in garanti degerli algoritmalar

tasarlamak ilgi cekici konulardan biri haline gelmistir.

Bu calismada teknik ve ekonomik alanlarda bir¢cok uygulamalari
olan tek boyutlu Tamsayur Swrt Cantast Problemleri incelenmis olup bu
problemler icin greedy algoritmalar1 6nerilmistir. Algoritmalarin {irettigi
sonuclarin optimal c¢oziime ne kadar yakin oldugunun bulunmasi
amactyla, onerilen algoritmalarin garanti degerleri hesaplanmistir. Ayrica
Tamsayitli Maksimizasyon Sirt Cantast Problemi icin tiimleyen problem
tanimlanmis ve bu probleme dayanarak daha once hesaplanan garanti

degerin iyilestirilmesi amaclanmustir.

Anahtar Kelimeler: Tamsayili programlama, Sirt cantas: problemleri
Greedy algoritmalar, Garanti deger, En kotii durum analizi, Tiimleyen

problem.
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ABSTRACT

ALGORITHMS WITH GUARANTEE VALUE FOR INTEGER
PROGRAMMING PROBLEMS

GULER, Ash

MSc in Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Urfat G. Nuriyev
August 2008, 61 pages

It is known that many integer optimization problems are NP-
complete and there is little probabilty to find algorithms for these
problems that give exact solutions in polinomial time unless P=NP. As a
result, designing algorithms with guarantee value for NP-complete

problems has become one of the attractive subjects in recent years.

In this thesis, one-dimensional Integer Knapsack Problems, which
have many applications in technical and economic area, have been
studied; then greedy algorithms have been proposed for these problems.
Guarantee values of these algorithms have been calculated in order to
determine how much close the results returned by the algorithms are to
optimal solutions. Furthermore, complementary problem for Integer
Maximization Knapsack Problem has been defined and in terms of this

problem, it has been aimed to improve guarantee value calculated before.

Keywords: Integer programming, Knapsack problems, Greedy
algorithms, Guarantee value, Worst-case analysis, Complementary

problem.
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1. GIRiS

Tamsayilt dogrusal programlama, en genis anlamiyla, normal
olarak siirekli tanimlanmis degiskenlerin, kesikli degerler alan
degiskenler biciminde tanimlanmasidir ve gercek problemlerde en sik
karsilagilan durumlara ¢6ziim aramaktadir. “Ayrik Optimizasyon” ya da
“Kombinatorik Optimizasyon* problemlerinin bir alt sinifi olarak da
bilinen tamsayili programlama problemlerinin miihendislik, iktisat ve
askeri alanlar gibi bir ¢cok alanda uygulamalar1 mevcuttur ve bu nedenle

en yaygin ¢alisilan konulardan biri olmustur.

Bilindigi gibi ¢ogu tamsayili programlama problemi NP-tam
problemdir. Bu problemler i¢in P=NP olmadig: siirece polinom zamanda
kesin ¢oziim veren algoritmalarin bulunmas: iimit edilmemektedir.
Dolayisiyla bu durum, coziim i¢in etkin ve hizli calisan yaklasim
algoritmalar1 gereksinimini ortaya cikarmis ve son yillarda garanti
degerli algoritmalarin tasarimini ilgi c¢ekici konulardan biri haline

getirmistir.

Bu calismada genel olarak tamsayili dogrusal programlama
problemleri ve ¢oziim yontemleri ele alinmistir; 6zel olarak ise sirt

cantasi problemleri ile garanti degerli greedy algoritmalar anlatilmistir.

Tamsayilt dogrusal programlama, dogrusal programlamanin
uzantist oldugu i¢in ikinci boliimde Oncelikle dogrusal programlamaya
yer verilmistir. Bu boliimde dogrusal programlama modelleri, ¢6ziim

yontemleri ve kullanim alanlar1 gibi konular incelenmistir.



Uciincii boliimde tamsayili programlamaya giris yapilmis ve genel
tanim1 ile tamsayilt programlama problemlerinin tiirleri iizerinde
durulmustur. Ayrica calismamizla ilgili oldugundan, 6zel olarak sirt

cantasi problemleri anlatilmistir.

Dordiincii boliimde tamsayili problemlerin ¢oziim yontemleri olan
kesin ve yaklasik ¢oziim yontemleri {izerinde durulmus ve bu siniflara ait
bazi1 yontemler kisaca anlatilmistir. Yine calismamizla ilgili olmasi

dolayisiyla, greedy algoritmalar1 ve garanti deger konular1 incelenmistir.

Besinci bolimde 0-1 KP’ nin maksimizasyon versiyonu igin
onerilmis olan bir greedy algoritmasi, bu problem icin tanimlanan
tiimleyen problem ve Onceki algoritmanin garanti degerini iyilestirmek
icin tiimleyen probleme gore tasarlanmis baska bir greedy algoritmasi

incelenmistir.

Altinc1 boliimde, Oncelikle tamsayilt minimizasyon sirt c¢antasi
problemi icin 6nerdigimiz greedy algoritmasi ve bu algoritmanin garanti
deger hesabina yer verilmistir. Daha sonra maksimizasyon sirt cantasi
icin bir algoritma Onerilmis ve garanti degeri hesaplanmistir. Hesaplanan
bu garanti degerin daha da 1iyilestirilebilecegi diisiiniilerek
maksimizasyon probleminin tiimleyeni olusturulmustur. Elde edilen
tiimleyen problem icin yeni bir greedy algoritmasi Onerilmistir ve bu
algoritmanin da garanti degeri hesaplanarak bazi teoremler yardimiyla

garanti degerdeki iyilesme incelenmistir.

Son boliimde ise elde edilen sonucglar ile algoritmalarin
karmasikliklarina yer verilmis ve sonuclarin geometrik yorumu

gosterilmistir.



2. DOGRUSAL PROGRAMLAMA

Bu calismada kullanilacak olan tamsayili  programlama
problemleri, dogrusal programlama problemlerinin 6zel halidir. Bu
nedenle, bu bolimde Oncelikle dogrusal programlamanin gelisimi,
kullanim alanlar1 ve dogrusal programlama problemlerinin modellenmesi

ile ¢6ziim yontemleri incelenecektir.

2.1. Dogrusal Programlamanin Gelisimi ve Kullamm

Alanlar:

Dogrusal programlama bir matematiksel model olarak ortaya
ctkmis olup 2. Diinya Savasi boyunca, maliyet ve gelir planlamasinda,
ordunun masrafin1 azaltmak ve diigmana verilen zararin artirrmi gibi

konularda kullanilarak gelisme saglamistir.

1947 yilinda yayinlanan simpleks algoritmas: ile George Dantzig,
ayni yil icinde dualite teorisini gelistiren John von Neumann ve
Dantzig’den Once benzer yontemleri ekonomi alaninda kullanan Rus
Matematik¢i Leonid Kantorovich dogrusal programlamanin kuruculari

olarak gosterilirler.

Dogrusal programlama cesitli nedenlerden dolay1r optimizasyonun
onemli bir alanidir. Yoneylem arastirmasinda bir¢ok problem dogrusal

programlama problemi olarak ifade edilelebilir. Benzer olarak, ekonomi
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ve 13 yoOnetiminde, egitim, petrol isletmeleri, gida sektorii, finans
yonetimi gibi ¢esitli alanlarda geliri en biiyliklemek ya da maliyeti en

kiiciiklemek vb. amaglarla siklikla kullanilir.

2.2. Dogrusal Programlama Modeli ve Coziim Yontemleri

Bir sistemin bilesenlerinin simgelerle tanimlanip, bunlar arasindaki
iliskilerin fonksiyonlarla gosterimine matematiksel model; sistemin
yoneticisinin kontrolii altinda olup karar degiskeni olarak isimlendirilen
degiskenlere, hangi degerlerin verilmesi gerektigini belirlemek amaciyla
kullanilan matematiksel modellere de karar modeli denir. Karar
vericinin kontrolii disinda deger alan bilesenlere parametre; modelde
karar degiskenleri ya da karar degiskenleri ile parametreler arasindaki
zorunlu iligkilerin her birine ise kisit adi verilir (Kara, 1991). Karar
verici, karar degiskenlerinin fonksiyonunu en biiyiiklemek (gelir, kar vb.
icin ) ya da en kiigiiklemek (gider, maliyet vb.) ister. En biiyliklenen ya
da en kiiciiklenen bu fonksiyon amag¢ fonksiyonu adini alir (Winston,

1991).

Bir dogrusal programlama modeli, dogrusal bir ama¢ fonksiyonu
ve tiimii dogrusal olarak ifade edilmis kisitlardan olusur. Ornegin m tane
kisit, n tane karar degiskeninden olusan bir dogrusal programlama modeli

asagidaki gibi ifade edilir:



gy

Za..x.(ﬁ , =, 2)b i=1l..m
=

x; 20, j=1..,n 2.2.1)
kisitlar altinda (k.a)

enb Z'= ip‘,xj

j=l
Burada;

x; @ . karar degiskenine atanacak deger,

p;: Bir birim j. karar degiskeninin amag¢ fonksiyonuna katkisi

(gelir, kar, maliyet vb.),
b. : 1. kaynak miktari,
a, : Bir birim x; i¢in gerekli i. kaynak veya girdi,
olarak tanimhdir.
Bir dogrusal programlama modelinin ¢6ziim yaklasimlari,
e  QGrafik ¢oziim,

e  Analitik ¢oziim,



*  Ardisik sayisal ¢oziim

basliklart altinda toplanabilir (Kara, 1991).

Bu yontemlere kisaca deginmek gerekirse; grafik ¢oziim en fazla
tic karar degiskeni oldugunda uygulanabilmektedir. Gercek hayatta
karsilagilan problemlerin ¢ok sayida karar degiskeni iceriyor olmasi
grafik ¢oziimiin ancak kavramlarin anlagilabilirligi icin kullanilmasina
neden olmaktadir. Analitik ¢6ziim ise en iyi ¢Oziimiin varliginin biliniyor
olmas1 halinde kullanilabilir ki cogunlukla bu durum miimkiin degildir.
Bunun yani sira degisken ve kisit sayis1 arttikga olusan denklem

sisteminin boyutu ve dolayistyla islem yogunlugu artar.

Bu iki yontemin gerektirdigi ihtiyaclar dogrultusunda yapilan
caligmalar ardisik ¢6ziim yontemlerini gelistirmistir. Bunlardan ilki ve en
yaygin “Simpleks Algoritmast” olup “Karmarkar Algoritmasi” da en ¢ok

bilinenler arasinda sayilabilir (Kara, 1991).



3. TAMSAYILI DOGRUSAL PROGRAMLAMA

Bu boliimde tamsayili programlama problemlerinin genel tanimi ve
tirleri verilmis olup calismamizla ilgili 06zel olarak sirt cantasi

problemlerine yer verilmistir.

3.1. Tamsayil Programlamanin Genel Tamim ve Tiirleri

Bir problemde tiim degiskenlerin tamsayr olmasi isteniyorsa bu

problem saf tamsayili programlama (TP) problemi olarak adlandirilir.

Tamsayilt programlama teknigi, dogrusal programlamanin bir
uzantist olup dogrusal programlamada meydana gelebilecek gercekei
olmayan sonuglar1 ortadan kaldirmayr amaclar. Bazi dogrusal
programlama modellerinde sonuglarin tamsayr ¢ikmamasi problemin
gercek hayattaki problemlere uygunlugunu bozmaktadir. Ornegin bir
iretim probleminde sonuglarin 1.2 cep telefonu, 3.6 kamera gibi kesirli
cikmas1 gercekei olmamaktadir. Bu sonuglarin tamsayiya yuvarlatilmasi
akla gelebilecek ilk yontem olabilir; ancak boyle bir yol takip etmek
¢Oziimii optimallikten olduk¢a uzaklastirabilir. Tamsayili programlama
teknigi, kisitlar1 bozmadan sonucun tamsayr olmasimi saglamaktadir

(Bakir ve Altunkaynak, 2003).

Tamsayr degerli degiskenler iceren modeller ¢ogunlukla biiyiik

olgekli planlama modelleridir. Ornegin iiretim problemleri, gezgin satict
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problemleri, sirt cantasi, hat dengeleme vb. problemler tamsayili

programlamaya gore modellenebilir.

Tamsayil1 programlama problemlerinin formiilasyonu, siirekli
degiskenli matematiksel modellerin  formiilasyonuyla  benzerlik
gostermesine ragmen, bazi kisitlamalar hesaplama bakimindan tamsayil
problemleri daha zor hale getirir. Cogu tamsayili problem NP-zor sinifina
aittir; dolayisiyla genel dogrusal modeller en kotii durumda etkin olarak
coziilebilirken, tamsayili programlama problemleri iistel hesaplama

zaman gerektirebilir.

Tamsayil1 programlama problemlerinde uygun ¢oziim bolgesi ne
siirekli ne de konvekstir. Problemin uygun ¢6ziim noktalari, ¢oziim
alaninin u¢ noktalarina hatta bolgenin sinirlar {izerine diismeyebilir. Bu
nedenle u¢ noktalarda ¢6ziim arayan dogrusal programlama algoritmalari

tamsay1li programlama problemleri i¢in direkt olarak uygulanamaz.

Genel olarak tek boyutlu bir tamsayili maksimizasyon probleminin

matematiksel modeli asagidaki gibi ifade edilebilir:

Zajijb

jedJ
x; 20 ve tamsay1, je€ J
k.a

enb Z" = ijxj

jeJ
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Eger sadece bazi degiskenlerin tamsayr olmasi isteniyorsa bu

problem karma tamsayili problem olarak adlandirilir.
Ornek 3.1

X +2x,<8

x, 2 0 ve tamsay1
x,20

k.a

enb Z" =4x, +x,

0-1 tamsayitli programlama tamsayili programlamanin Ozel bir
halidir, dyle ki degiskenler rasgele degerler yerine sadece O veya 1
degerini alabilir. Bu problem de NP-zor olarak siniflandirilir ve bu
problemin karar versiyonu Karp’in 21 NP-tam probleminden biridir

(Garey and Johnson, 1979).
Ornek 3.2
15x, +35x, +20x, <60
X, %,,% =0 veya l

k.a

enb Z"=32x, +45x, + 25x,
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3.2. Sirt Cantasi Problemleri

Sirt cantast problemleri (Knapsack problems- KP) tamsayili
programlama problemleri i¢inde en basit olan tiirdiir. Bunun nedeniyse
problemin taniminin anlasilabilir olmas1 ve gergek hayatta karsilasilan bir

cok durumun bu probleme bagli olarak kolayca ifade edilebilmesidir.

Son yillarda sirt ¢antasi problemleri yogun olarak calisilmaktadir.
Bunun nedeni teorisyenler acgisindan problemin basit yapist olup
uygulama alanindakiler ic¢inse bir c¢ok endiistriyel duruma
uygulanabilmesidir. Ornegin sermaye biitceleme, proje se¢imi, kargo
yiikleme, kesme gibi problemler KP’ nin en klasik uygulamalaridir ve bu

problem cercevesinde coziilebilirler.

Problem sadece tek bir kisit ve sadece pozitif katsayilarla en basit
tamsayil1 modeldir; ancak degiskenlerin tamsay1 olma sartinin eklenmesi

sirt cantasi problemini NP-tam sinifina yerlestirir.

Sirt ¢antas1 problemi, bir maksimizasyon problemi i¢in en basit
prototip olmasi nedeniyle yiiz yillardir calisilmaktadir. 1897 yilinda G.B.
Mathews c¢esitli  kisitlarin - nasil  tek  bir sirt  cantasi  kisitinda
toplanabildigini gostermistir. Bu, genel bir tamsayili problemin sirt
cantasi problemine indirgemesinin ilk 6rneklerinden biridir ve dolayisiyla
sirt cantas1 problemini ¢ozmenin en az bir tamsayili problemi ¢ézmek
kadar zor oldugunu ispatlar. Salkin ve De Kluyver (1975) tamsayili

dogrusal programlarin KP’ ye doniistiiriilmesinde ¢ok sayida endiistriyel
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uygulama ve sonuclarim1 sunmuslardir. Martello ve Toth (1979) 0-1 KP
icin kesin algoritmalar ve bunlarin ortalama performanslarini
arastirmiglar sonrasinda ise bu calismay1 diger KP tiirleri ve yaklasik

algoritmalar i¢in genisletmislerdir (1987).

Sirt Cantasi Problemi Nedir?

® Bir tur i¢in sirt ¢antasini hazirlayan ve hangi esyalari yanina almasi
gerektigini belirlemek zorunda olan bir dagci diisiiniin. Tur i¢in kullanish
olabilecek bir siirii nesne ve kapasitesi sinirli olan bir de ¢anta var. Bu
nesnelerin her biri 1’den n’ye kadar numaralandirilmis ve her birinin

sagladigi yarar p, >0 sayisiyla, agirhklarni ise  a;, >0 sayisiyla

Olciilityor. Bu kisi ¢antasin1 maksimum faydayla ve ¢anta kapasitesi olan

‘c’ y1 agmayacak sekilde doldurmak istiyor. Hangi egyalar1 almal1?

¢ Bir yatinmcimn elinde “c” kadar belirli miktarda parasi olsun ve bu
parayr da kazang saglayabilecegi islere yatirmak istesin. Kararlari icin

oncelikle olasi yatirimlarin uzun bir listesini hazirliyor ki burada a;, o ise
yatirmasi gereken para; p; ise o isten beklenen net kazang olarak

belirtiliyor (Burada risk durumu hesaba katilmiyor.). Nereye yatirim

yapmal1?

Yukarida anlatilan her iki problem de KP cercevesinde ¢oziilen
problemlerdir. Problemin formal tanimi ve TP formiilasyonu ise

asagidaki gibidir:
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Yanimiza almak istedigimiz n adet nesne olsun ve bu nesneleri j ile

indeksleyelim, J ={1,2,...,n},

p; J. nesnenin sagladigi fayda,

a;: j.nesnenin agirhig,

b : Sirt cantasinin toplam kapasitesi

olsun. (Genellikle tiim bu degerler pozitif tamsay1 olarak alinir.) Burada
amag, nesneler kiimesinden, toplam faydanin maksimum oldugu ve

toplam agirligin b kapasitesini gecmedigi bir alt kiime se¢mektir.

D> ax; <b (3.2.1)
kisitlar: jed
x;€{0,1}, jelJ (3.2.2)

amag fonksiyonu: enb Z" = z PiX;

jeJ

Karar degiskenlerinin tamimi bakimindan sirt ¢antasi problemini genel

olarak {i¢ tiirde siniflandirabiliriz:
1. 0/1 Sirt Cantas1 Problemleri

2. Negatif olmayan tamsayili sirt cantast problemleri (Kisaca

tamsayili diyecegiz.)
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3. Sinirli tamsayili sirt ¢antast problemleri

Yukaridaki formiilasyon birinci tiir KP problemidir. ikinci tiirdeki

sirt cantast problemleri icinse (3.2.2) kisit1 yerine

x; 20 ve tamsay1, j€ J (3.2.2)

kisit1 kullanilir. (Bu problem sinirsiz tamsayili KP olarak da bilinir.)

Verilen problemde cantaya yerlestirilecek nesnelerin sayilar
sinirlandirilmis olabilir. Bu durumda problem sinirh tamsayili KP” dir ve

bu modelde (2) kisiti,

0<x; <c; vetamsayi, je J (3.2.2)"

kisitiyla yer degistirir ve dolayisiyla problem ¢oziimiinde her hangi bir

x; nesnesi en fazla c; degeriyle yer alir.

Problem igerdigi kisit sayis1 bakimindan ise

1. Bir boyutlu sirt ¢antast problemleri

2. Cok boyutlu sirt ¢cantas1 problemleri

olarak siiflandirilir.
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Eger KP’ de sadece bir tane ana kisit varsa bu tiir problemler “Bir
boyutlu sirt cantasi problemi” olarak adlandirilir; yukaridaki formiilasyon

ve tanim bu tiire ornektir.

Varsayalim ki her bir maddenin hem agirligt hem de cantada
kaplayacagir hacim degeri verilmis olsun. Dagcinin cantasi tasiyacagi
agirlik bakimindan sinirl oldugu gibi hacim bakimindan da sinirli olsun.
Dolayisiyla problem simdi toplam hacim ve toplam agirlik bakimindan
iki kisit altindadir. Bu tiirden bir modelin genel formu, m tane kisit

icerecek sekilde asagidaki gibi tanimlanabilir:

Zaijxj <b i=1,...m

jeJ
Xx; € {0,1}, jelJ
k.a

enb Z" = z PiX;

jeJ

Yukarida bahsedilen KP ¢esitlerinin yan sira ¢alisilan bazi diger

sirt cantasi problemleri asagidaki gibidir:
e  Minimizasyon sirt ¢antast problemi
e  Katlh sirt ¢antasi problemi

e  (Cok secmeli sirt ¢antasi problemi
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e  Kuadratik sirt cantasi problemi
e  (Cok amacl sirt ¢cantas1 problemi

Ozel olarak, minimizasyon KP icin sonlu sayidaki nesneler
kiimesinin Oyle bir alt kiimesi secilmelidir ki nesnelerin toplam maliyeti
minimum ve toplam agirlik en az d kadar olsun. Bu durumda yeni model

0-1 tamsayil1 i¢in asagidaki gibi olur:

2ay;zd

jed

yje{O,l}, jeJ
k.a

enk Z° =ijyj

jeJ

Bir diger problem smirli tamsayili minimizasyon sirt c¢antasi
problemi esas KP’ nin bir doniisiimiidiir ve daha sonraki bdéliimlerde

incelenecektir.



16

4. TP PROBLEMLERINiI COZMEK iCiN
KULLANILAN YONTEMLER

Giliniimiizde, matematiksel modellerin 6zelliklerini goz Oniine
alarak ayr1 ayrn tamsayili problem siniflarini ¢ozmek igin ¢ok sayida
yontem; ayrica kesin ve yaklasik ¢oziimler iireten bazi genel algoritma
semalar1 bilinmektedir. Ancak goz Oniinde bulundurulmasi gereken bir
nokta vardir; tecriibeler gostermistir ki bu problemler hesaplama

acisindan en zor ¢oziilen problemlerin basinda gelir.

Tamsayil1 problemlerin ¢6ziim yontemleri kesin ve yaklasik ¢6ziim
yontemleri olarak ikiye ayrilmaktadir. Kesin yontemler optimal ¢oziimii
garanti ederler; ancak gerek hesaplama zamani gerekse sarf edilen ¢aba
(zaman ya da maliyet) nedeniyle sonuglar her zaman tatmin edici
degildir. Boyle durumlarda yaklasik yontemler kullanilabilir. Yaklasik
algoritmalar optimal ¢oziime ulagmasalar da makul Olc¢iide yaklasarak

kisa siirede ¢oziim iiretebilirler.

4.1. Kesin Yontemler

Bu siniftaki bazi1 yontemler asagidaki gibi sayilabilir:
¢ Sayimlama (Enumeration),

e Kesen diizlemler (Cutting planes),
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¢ Dinamik programlama (Dynamic Programming),

e Dal-sinir (Branch and bound),

e Dal-kesme (Branch and cut).

Sayimlama

Sayma metodu tiim olasiliklar1 saymaya dayanan bir yontemdir.
Bulunan tiim olasiliklar i¢in bir amag¢ fonksiyonu degeri hesaplanir ve
sonunda bunlar arasindan en iyi olan ¢6ziim segilir. Bu yontem az
degiskene sahip problemler icin kullanish olmasina karsin, degisken
sayis1 arttikca incelenen olasiliklar iistel bicimde artar. Ornegin n
degiskenli sirt cantas1 problemini ele alalim; burada incelenmesi gereken
olasilik sayis1 2" dir. Yani n degeri arttik¢a islem yogunlugu artar ve ¢cok
biiyiik n degerleri i¢in su andaki mevcut bilgisayarlarla ¢éziim siiresi yiiz

yillar alabilir.

Kesme yontemi

Kesme yontemi tamsayili dogrusal problemleri ¢6zmek igin ilk
Onerilmis yontemdir. Yontemin semast ilk defa Dantzig tarafindan

aciklanmig sonrasinda ise Gomory tarafindan gelistirilmistir.
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Kesme yoOntemi, tamsayili programlama probleminin dogrusal
programlama problemine gevsetilmesine dayanir. Yani tamsayili bir
problemdeki tiim kisitlar oldugu gibi ele alinirken, degiskenlerin tamsay1
olmast kisit1 kaldirilir. Bu sekilde dogrusal programlama metotlarindan
her hangi biri kullanilarak sonug¢ bulunur; bulunan sonu¢ tamsay: ise
sorun yoktur; degilse tamsay1 olmayan ¢oziimleri disarida birakacak ayni
zamanda tiim tamsayr coziimleri koruyacak yeni bir kisit (kesme)
eklenir. Bu islemlere optimal tamsayi ¢6ziim bulunana kadar devam

edilir.

Kesme yontemlerinin genelde diizensiz oldugu bilinmektedir;
ayrica tiim verilerin simpleks tablo seklinde saklanmasi biiyiik boyutlu

problemler icin sorun yaratmaktadir.

Dinamik programlama

Kesin ¢oziim yontemlerinin icinde dinamik programlama 6zel bir
yere sahiptir. Bu yontem, oOrtiisen alt problemler ve optimal alt yapi
ozelliklerini sergiler; dolayisiyla toplam islem sayisin1 ve kullanilan
zaman1 azaltir. Dinamik programlama algoritmalarinin karmagsikligi
teorik olarak oldukca kolay hesaplanabilir ve bu deger reel karmasikliga
yakindir (Cormen et al., 2001). Ancak iteratif bir yontem olmasi
dolayisiyla kisit ve degisken sayisinin ¢ok olmasi durumunda ya da cok

biiyiik katsayilar icin etkili degildir.
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Dal-sinir yontemi

Dal-sinir algoritmasi ise optimal ¢6ziime ulagsmak i¢in sistemli bir
sekilde uygun c¢oziimleri saymaya dayanir. Ancak sayma yontemindeki
gibi tiim olasiliklar degil, olasiliklarin daha kiiciik bir kismi incelenir,
imit vermeyen bazi olasiliklar sayma asamasinda kesip atilir. Dal-sinir
algoritmasinin avantaji hizli olmasi, verilmis her hangi bir tamsayili
problemin 6zelliklerinin goz 6niinde bulundurulmasi ve yontemin icinde
baska tamsayili metotlarin kullanilmasina imkan vermesidir. Hesaplama
stirecinde ortaya c¢ikan ¢oziimler genellikle iyi yaklasik c¢oOziimlerdir.
Ancak bir dezavantaj1 bilgisayar bellegine daha ¢ok gerek duymasidir.
Ayrica degisken sayisinin artmasi hesaplama siiresini iistel olarak artirir
ve bulunan c¢oziimiin optimal ¢6ziim oldugunu ispatlamak c¢alisma
zamanindan daha fazla zaman gerektirebilir (Papadimitriou and Steiglitz,

1982).

Dal-kesme yontemi

Dal-kesme algoritmas1 hibrid bir yaklasim olup dal-sinir
algoritmasi ile kesme yonteminin birlesmesinden olusur. Verilen problem
icin Oncelikle kesme yontemi kullanilir, bu siire¢ bir tamsayr ¢oziim
bulana kadar veya daha fazla kesme bulunamayincaya kadar devam eder.
Bu asamada dal-sinir algoritmasi devreye girer, bulunan tamsayiya gore

dallanarak ¢6ziim bulununcaya kadar ¢caligmasin siirdiiriir.
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4.2. Yaklasik Yontemler

Yaklasik yontemler, optimizasyonda kesin yoOntemlerin tersine

optimal ¢6ziimii garanti etmezler. Bununla birlikte;

e Verilen problemin kesin ¢Oziim yonteminin olmadigi

durumlarda tek secenek yaklasik ¢oziimlerdir.

e Uzun zamanda bulunan kesin ¢oziimdense kisa zamanda

bulunan yaklasik ¢oziim daha degerlidir.

e Bilinen kesin ¢oziim yontemleri yeteri kadar iyi degil; ciinkii

cogu problem ¢oziimii i¢in zorluklarla karsilasiyorsa;

e Kesin ¢6ziim yoOnteminin getirdigi yogun hesaplama ve
coziim zamam sOz konusu ise yaklasik yoOntemler tercih

edilebilir.

4.2.1. Sezgiseller

Bilgisayar bilimlerinde sezgisel algoritma, ele alinan problemin
ozelligine gore tasarlanmis bir algoritmadir ve ¢6ziimiin dogrulugunun
kanitlanabilir olup olmadigin1 géz ardi eder. Ancak genellikle en iyi
miimkiin ¢6ziime makul 6l¢iide yaklasarak oldukca hizli c¢oziimler iiretir.
Sezgiseller en kotii durum diisiiniildiigiinde cok basarisiz performans

gosterebilirler; hatta kotii bir problem 6rnegi secildiginde optimumdan
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cok uzak bir sonu¢ dondiirebilir ve/veya iistel c¢alisma zamani
gerektirebilir. Bununla beraber iyi sezgiseller bir problemin c¢ogu
orneginde en 1iyi yaklasim algoritmalarinin performansini geride

birakabilirler (Ausiello et al., 1999).

Literatiirde yer alan sezgisellerin ¢cogu ya yinelemeli olarak tek bir
uygun ¢6ziim insa eden “yapict sezgisel” ya da uygun ¢oziimlerin bir
kiimesini inceleyip en iyi sonucu dondiiren “sayma sezgiseli”” dir. Yapici
sezgiseller giiclii olarak problem bagimhidirlar ve genellikle polinom

zaman gerektirirler. Diger yandan sayma sezgiselleri incelenen kiime ¢ok

biiyiik oldugunda iistel ¢calisma zamani gerektirebilirler.

Bazi iyi bilinen sezgiseller sunlardir:

e (Greedy algoritmalar,

e  Yerel arama (Local search),

e Genetik algoritmalar,

e  Tabu aramasi (Tabu search),

e Karinca kolonisi (Ant colony) vs.

Bu tezde greedy tiiriindeki algoritmalara yer verilmistir.
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Yerel arama

Yerel arama algoritmalar1 bazi1 diger algoritmalar tarafindan
bulunmus bir baslangi¢ ¢oziimle ¢alismaya baglar ve daha iyi bir komsu
cOoziime tasinma yoluyla yinelemeli olarak gecerli ¢oziimii gelistirir.
Coziimii daha fazla gelistirebilecek hi¢ bir ¢6ziim bulunamadig: takdirde

algoritma bir yerel optimumda sonlanir (Aarts and Lenstra, 1997).

Ozel bir problem icin bir yerel arama algoritmas1 elde etmek icin
baslangi¢c uygun ¢6ziimii bulan bir algoritma ve bir komsuluk yapisina
ithtiya¢ vardir (Her hangi bir y uygun ¢oziimii i¢in y’nin tiim komsularini
bulmak gerekmez; ancak tek bir tane iyilestirici komsu bulunmasi
yeterlidir.). Ac¢iktir ki NP-zor problemler icin optimal ¢dziime ulasmayi
saglayan bir komsuluk yapist polinom zamanda bulunamaz; bu durumda

yaklasik ¢oziim iireten yerel arama algoritmalar: arastirilir.

Genetik algoritmalar

Genetik algoritmalar en iyi olanin yasamasini ve dogal se¢im
mekanizmasin1 temel alan algoritmalardir. Bu yoOntemde bireylerin
popiilasyonuyla ise baslanir, 0-1" lerden olusan her birey parametre
uzaymda bir noktayr temsil eder. Her nesilde her bir birey i¢in amag
fonsksiyonunun sonucu degerlendirilir ve daha iyi olan bireyler se¢ilerek
yeni bir popiilasyon elde edilir. Ozel olarak, yeni bir nesil asagidaki iic

asamayla elde edilir:
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e Kalite (saglamlik) 6l¢iimii,

e Secim,

®  Yeni bireylerin olusturulmasi.

Tabu aramasi

Tabu aramasi hafiza esashi bir arama stratejisidir. Onceki
asamalarda elde edilen bilgi daha sonraki agsamalardaki yonelimleri
belirlemek i¢in kullanilmaktadir. Bu yontemde amag, miyop
yaklasimin neden oldugu risklerden kaginmak icin basit yerel
aramay1 genellestirmektir. Tabu aramasi, sonucta daha iyi bir yerel
optimuma gotiirebilir diisiincesiyle bulundugu ¢6ziimden daha kotii

sonug veren bir komsuya gegise izin verir.

Greedy algoritmalar

Sezgisel bir yontem olan Greedy tiiriindeki algoritmalar tasarlama
kolaylig1 ve optimum ¢6ziime sik¢a 1yi yaklasimlar vermesi bakimindan
oldukca kullanmighdir. Eger verilen bir problem sinifi i¢in tasarlanan
greedy algoritmasinin optimal degeri iirettigi ispatlanabilirse daha hizlh
olan greedy tiiriindeki bu algoritmanin diger optimizasyon yontemlerine
tercih edilmesi kacinilmazdir. Greedy algoritmalar her zaman olmasa da

baz1 problemler i¢in optimal ¢oziimii verirler (Cormen et al., 2001). Bu
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yontem oldukga giiclii bir yontem olup problemlerin genis bir sinifi i¢in
iyi calisirlar. Ornegin, Dijkstra’ min en kisa yol algoritmasi, Chvital’ n
kiime oOrtiisii sezgiseli ve Kruskal algoritmasi iyi bilinen greedy

algoritmalarindan bazilaridir.

Genel olarak greedy algoritmalarinin 6zellikleri asagidaki sekilde

verilebilir:

o Bir seferde tek bir karar verir.

e Karar verirken yerel bilgiyi kullanir.

e Karan verirken o an icin en fazla faydayr almaya bakar; o
nedenle acgozlii olarak adlandirilir. Bagka bir deyisle global
optimal ¢oziime gotiirebilir umuduyla yerel optimal se¢imler

yapar (Cormen et al., 2001).

e Acggozliligli hizhh karar vermeyi gerektir, herhangi bir
adimda ¢6ziim kiimesinde elde edilen bir deger takip eden
adimlarda degistirilmez. Yani greedy algoritmalar1 asla

secimlerini tekrardan diisiinmez.

Greedy yontemi baslangic olarak nesneleri bazi kriterlere gore
siraya koyar ve bos kiilmeden baglayarak ¢6ziim kiimesini genisletir. Yani
yukarida verilen ilk 6zellik kullamilir: Tek seferde tek nesne i¢in karar
verilir. Eger sondaki ¢Oziim uygun oluyorsa nesne o anki gegerli ¢oziime

eklenir; aksi halde bir daha diisiiniilmemek iizere elenir.
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Geedy algoritmasinin ¢alisma zamani baslangicta n tane nesnenin
siralanmast ve n tane uygunluk testi nedeniyle
O(n)+O(nlogn)=0(nlogn)’ dir (Martello and Toth, 1999). Ayrica
yaklagik c¢oziimiin kalitesi baslangictaki siralamaya baglidir. Agiktir ki
her problem Ornegi i¢cin her zaman optimal bir siralama vardir; ancak
hesaplama agisindan zor bir problemin tiim ornekleri icin bdyle bir
siralamay1 polinom zamanda bulmak pek olas1 degildir. Bununla birlikte
bazi durumlarda, greedy yonteminin iyi yaklasik ¢oziimler bulmasim

saglayacak basit siralamalar bulunabilir (Ausiello et al., 1999).

4.2.2. Yaklasim algoritmalari

Onemli uygulama alanlarinda karsilasilanlar da dahil olmak iizere
cogu tamsayili optimizasyon problemi NP-zor problemdir. Dolayisiyla
P # NP oldugu siirece bu problemler i¢in kesin ¢oziim aramak sadece
zaman kaybidir. Bu nedenle de polinom zamanl algoritmalar kullanarak
yaklasik coziimler iiretmek bilgisayar bilimleri ve matematigin ilgi ¢ekici
konularindan biri haline gelmistir. NP-zor problemler kesin c¢oziimler
bulmak i¢in elverisli degillerse de yakin optimal ¢oziimler bulunabilir.
Dolayisiyla yaklasim algoritmalarinin tasarimi aslinda kesin ¢6ziim veren

algoritmalarin tasarim isleminden pek de farkli degildir (Vazirani, 2001).
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Tanum 4.1: Bir € — yaklagik algoritmasi, Z* optimal degeriyle verilen bir
maksimizasyon [minimizasyon] probleminin her bir Ornegi icin
Z'(1-&)<Z [minimizasyon icin Z<(1+&)Z ]| olacak sekilde bir

Z ¢oziim degeri veren algoritmadir.

Tanmim 4.2: Bir polinomiyal zamanli yaklasim semas: (Polynomial time
approximation scheme- PTAS), belirli bir £>0 hata parametresi igin
£ —yaklagik algoritmadir ve calisma zamani n’ ye bagh bir polinomdur.
Bilinen biitiin PTAS lar tiim miimkiin aday ¢oziimlere bakarak optimal
coziimde yer alan belirli bir nesneler kiimesini tahmin etme fikrini

izlerler (Kellerer et al., 2004).

KP i¢in ilk PTAS Sahni tarafindan Onerilmistir (1975). n,

nesnelerin sayisi; k, verilen her hangi bir negatif olmayan tamsay1 olmak

iizere bu semanin zaman karmasikhig O(n**")’ dir.

Tanum 4.3: Tam polinomiyal zamanli yaklasim semast (Fully polynomial
time approximation scheme- FPTAS) ise PTAS’ tan farkli olarak n ve
1/e¢ nun bir polinom zamanmnda c¢alisir. Problemdeki faydalari
Olceklendirme temel yaklasimi izlenir; boylece farkli fayda degerlerinin
sayisinin azaltilmasiyla olusan bu Ornege dinamik programlama yontemi
uygulanir. FPTAS daha cok yapisal bakimdan sirt ¢antasi problemine

benzeyen problemler i¢in bilinmektedirler.

Ibarra ve Kim, KP i¢in polinom zamanli bir FPTAS elde

etmislerdir (1975). Bu algoritmada oncelikle nesneler katkilarina gore
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biiyiik ya da kiiciik olarak simiflandirilir. Daha sonra dinamik
programlama kullanilarak sadece biiyilk olan nesneler ic¢in problem

¢oziiliir ve ardindan greedy asamasiyla algoritma sonlanir. Algoritmanin

zaman karmasiklig1 belirli bir £ degeri icin O(n/&*)+O(nlogn)’ dir.

Teorem 4.1: Giiclii NP-tam problemleri icin NP=P olmadig: siirece bir

FPTAS yoktur.

Sirt ¢antasi problemi giiclii NP-tam problem degildir ve FPTAS’ a
sahip oldugu bilinmektedir. Bununla birlikte giiclii olmayan her NP-tam

problem icin bir FPTAS olup olmadigi bilinmemektedir.

Bir yaklagim algoritmasi i¢in akla gelen en onemli sorulardan biri
problemin dogru yaklasilabilirligi; yani polinom zamanda ulasilabilen en
1yl performans oramidir. Cesitli problemler icin yaklagim algoritmalari,
oran kalitesi ya da en kotii durum hata sinir1 bakimindan birbirlerinden
oldukca farklidir. Eger bir algoritma her hangi bir £ sabitine gore
£—yaklasik oluyorsa bu algoritma iyi olarak diisliniiliir. Yalmz
karsilagilan bir zorluk, elde edilmis bir yaklasim sonucunun daha da
gelistirilip gelistirilemeyeceginin belirlenmesi ve gelistirlirse ne boyutta

oldugunu belirlemektir (Hochbaum, 1997).
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4.2.3. Performans analizi ve garanti deger

Bir problem icin tasarlanan bir algoritmanin ¢oziime ne kadar
yaklastigl, ne kadar calisma zamani ve bellege ihtiya¢ duydugu bazi
analizler sonucu belirlenir. Aciktir ki optimal ¢oziim iireten her
algoritmanin performans: aynmi derecede iyi degildir. Bununla birlikte
sadece yaklasik sonu¢ veren bir algoritma daha iyi bir hesaplama

zamaniyla bu agigin1 kapatmalidir.

Temel olarak, algoritmalar1 nitelendirmenin ii¢ yolu vardir. 1lk
yaklagim, algoritmayr farkli problem orneklerine uygulayip sonuglari
karsilagtirmaktir. Bu yontemde yazilim, donanim ve uygulama kalitesi
gibi faktorlerin calismay1r etkilememesi icin ¢ok fazla Ozen
gosterilmelidir. Ayrica uygun test problemlerinin secimi de biiyiik bir
sorundur. Ikinci yol, algoritmanin ortalama calisma zamanini
arastirmaktir. Burada gercek hayattan Ornekleri yansitan uygun bir
olasiliksal model bulmak basli basina 6zveri gerektirir. Karsilagilan
teknik giicliiklerin yani sira sonuglarin anlamli olabilmesinin problemin
boyutunun yeterince biiylik olmasiyla ya da algoritmanin yeterince ¢ok
sayida problem oOrnegine uygulanmasiyla baglantili olmasi da bir

dezavantajdir.

Bir algoritmanin performansini degerlendirmede kullanilan tigiincii
ve en yaygin olan yontem calisma zamaninin en kotii durum analizidir.
Bu yontemde verilen bir problem ailesi icin algoritmanin buldugu

¢Oziimiin en kotii durumda optimalden en fazla ne kadar farkli oldugu
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belirlenir (Fisher, 1980). Burada problemin giris parametrelerinden
bagimsiz dyle bir Adegeri bulunur ki verilmis ailedeki her bir bireysel

maksimizasyon [minimizasyon] problemi icin f, algoritmanin buldugu
¢Oziim degeri; R, optimal ¢6ziim degeri olmak {izere A > % [A< % ]

olur. A degeri genellikle algoritmanin garanti degeri olarak adlandirilir.
flerleyen boliimlerde 0-1 ve tamsayili sirt cantasi problemleri icin bazi
0zel durumlar gosterilmistir; bu durumlarda greedy algoritmalar bu

problemler i¢in bilinenlerden daha iyi garanti degerler verir.
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5.0-1 KP iCIN GREEDY ALGORiITMALARI

Giiniimiizde sirt c¢antast problemleri iizerine bircok calisma
mevcuttur. Bu boliimde 0-1 sirt cantast probleminin maksimizasyon
versiyonu icin daha Once Onerilmis bir algoritma incelenecektir.
Ardindan, bu problem i¢in tanimlanmis tiimleyen problem ve bu
probleme dayanarak tasarlanmis farkli bir algoritma ile garanti degerin

iyilestirilmesi bazi teoremler yardimiyla incelenecektir.

5.1. 0-1 Maksimizasyon KP ve AMAX Algoritmasi

0-1 maksimizasyon sirt cantast problemi igin AZ% garanti

degerli Greedy algoritmalar1 bilinmektedir (Nuriyev, 1986). Bu

algoritmalardan biri asagidaki gibi verilmistir.

Dax;<b, x,e{0,1}, je J}, J={1,2,....n}

jeJ

R = max {Z DX,

jeJ
icin R optimal ¢oziim f ise algoritmanin buldugu ¢6ziim olsun. Genelligi

kaybetmeden;

b,ajeZ ve aj<b, jeJ,

Zaj>b

jeJ

oldugu ve degiskenlerin



PPy 5P
a a, a

n

seklinde sirali oldugu kabul edilir. Bu durumda

algoritmasi i¢in J ={1,...,n} sirasinda alinir.

AMAX algoritmasi

k+1
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(5.1.1)

nesneler AMAX

k
Al) Zaj <b< Za ; durumunu saglayan k indisini bulunur.

Jj=1 j=1

A2) f :maX{Zk:Pj’plm}

j=1

A3) fzipj ise {’

X =1

J = Pea e {x =0, izk+l

j
A4) SON.

0-1 maksimizasyon KP i¢in

(5.1.2)
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oldugu gosterilmistir (Nuriyev, 1986).

5.2. 0-1 KP icin Tiimleyen Problem ve AMIN Algoritmasi

Bazi optimizasyon problemleri minimizasyon ya da maksimizasyon
olarak denk bicimde ele alinabilir; bu durumda biri digerinin tiimleyeni
olarak bilinir (Giintzer and Jungnickel, 2000). Yukaridaki problemin
tiimleyeni su sekilde ifade edilmistir (Nikitin ve Nuriyev, 1983) :

B:Zaj, b =B-b, y;= l—xj olmak iizere,

jeJ

R = min {Z P;y;

jeJ

Zajyj Sl;, X; € {(),1}, Jj€E .7}

jeJ

0-1 Minimizasyon KP i¢in A <2 garanti degerli algoritmalar da

mevcuttur (Nuriyev, 1986). Bu algoritmalardan biri asagidaki gibi olup
(5.1.1) kabulii gegerli oldugundan nesneler J ={n,n—1,...,1} sirasinda

alinmaktadir.
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AMIN algoritmasi

Al) f=>p,olsun.

jeJ

AS) Za ;2 b ise Adim2’ ye gecilir.

jed
A6) SON.
0-1 minimizasyon KP i¢in

R<f<2R (5.2.1)

oldugu gosterilmistir (Nuriyev, 1986).
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5.3. 0-1 KP icin Baz1 Teoremler

Asagidaki teoremlerin dogrulugu (Nuriyev, 1986), (Nuriyev ve
Diindar, 1998) ve (Nuriyev vd., 2004) calismalarinda gosterilmistir.

Teorem 5.3.1: P= Z p; olmak tizere R+ R =P dir.

=
Teorem 5.3.2: P—f > f dir.

(1/2)R, eger a<1/3 ise,
Qa/(1+a))R, eger a>1/3 ise,

Teorem 5.3.3: R> ? > {
Burada ?:P—f ve a:?/P dir.

2R, eger f<2/3 ise,

Teorem 5.3.4: R< f< { _
(B/QB-1)R, eger f22/3 ise,

Burada A= f/P dir.
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6. TAMSAYILI KP ICIN GREEDY ALGORITMALARI

Bu boliimde tamsayili sirt ¢antas1 probleminin (Integer knapsack
problem- IKP) minimizasyon ve maksimizasyon versiyonlar1 ele
almmistir. Bu problemler i¢cin greedy algoritmalar1 Onerilmis ve
algoritmalarin garanti degerleri hesaplanmistir. Maksimum IKP
icin hesaplanan garanti degerin iyilestirilmesi amaciyla maksimum
IKP’nin tiimleyen problemi tamimlanmis ve probleme uygun
tasarlanmis garanti degerli yeni bir greedy algoritmasi ile elde

edilen sonuclar incelenmistir.

6.1. Minimizasyon KP icin Greedy Algoritmasi (Tminl1)

Ezz{zpjlez:ajijb, x,€ 2" U{0}, je f} (6.1.1)
jed jed
J= {1,2,...,n} ve Z" ={1,2,...} seklinde taniml1 problem icin EZ optimal
¢oziim degeri, fz algoritmanin buldugu ¢6ziim degeri ve X©

algoritmanin buldugu ¢6ziim vektorii olsun. Degiskenlerin,

PPy < P (6.1.2)

seklinde sirali oldugu kabul ediliyor.
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Tminl

Al) x = {2—‘ degeri hesaplanir;

al
A2) f,=xp;
A3) x,=x;=..=x,=0;

Ad) X©,f, sonuglan yazdirilir;

AS) SON.

Tminl algoritmasinin garanti deger hesabi

]72 , algoritmanin buldugu ¢oziim degeri ve EZ, problemin optimal

cOziim degeri olmak iizere garanti degerin sinirlarini belirleyelim:

f, = {ﬁ—‘ p, ve R, > {EJ p, oldugu goz oniinde bulunduruluyor.
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{EJ =k dersek; A S% =W

q

Dikkat edilirse en kotii durumda, k=1 icin, algoritmanin garanti degeri 2

olacak; aksi halde k — o icin daha iyi sonuclar gonderecektir.

R,<f, <wR, (6.1.3)
6.2. Tmax Algoritmasi ve Garanti Deger Hesabi
R, = max{Z DX Zajxj <b, x;€ Z"U{0}, je J} (6.2.1)
jeJ jeJ

J={1,2,...,n} , seklinde taniml1 problem i¢in R, optimal ¢6ziim degeri,
f, algoritmanin buldugu ¢6ziim degeri ve X algoritmanin buldugu

¢Oziim vektorii olsun.

Degiskenlerin (5.1.1)’deki gibi sirali oldugu kabul ediliyor.
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Tmax

Al) k=1 ve f, =0 atamalar yapilr;

A2) x {ﬁJ;

ak
A3) f,=f,+px’; b=b—ax’;
Ad) k=k+1;
AS) k>n ise Adim7’ ye gegilir;
A6) a, <b ise Adim2’ ye gecilir;
A7) x{=x],=..=x' =0

A8) XY, f, sonuglar yazdirilir;

A9) SON.

Tmax algoritmasinmin garanti deger hesabi

f, » algoritmanin buldugu ¢oziim degeri ve R,, problemin optimal

cOziim degeri olmak iizere garanti deger sinirlarimi belirleyelim:

(Vje J igin a; <b kabul edilmistir.)
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R, < b p, ve f, 2 {EJ p, oldugundan;
a

1

Burada {EJ =m dersek sonug ! ] olacak yani;

al 1+—
m

. m
= lim ——=1
m—e 41

olarak bulunur ki bu durumda m degeri ne kadar biiyiirse sonu¢ o kadar

1yi ¢ikacak; ancak en koétii durumda, m=1 i¢in, algoritmamiz 1/2 garanti

degeriyle sonug verecektir.

m
(ﬁj —¢ = aR <f, <R, 6.2.2)
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6.3. Maksimizasyon IKP icin Tiimleyen Problem

Yukaridaki maksimizasyon probleminde her bir x; i¢in

degerini olusturalim. Burada n;, j. degiskenden en fazla kag tane
alinabilecegini gosterir.
B= anaj, b =B-b, y, =n;—x, olmak iizere timleyen problemi su

jeJ

sekilde olustururuz:

EZ =min{2pjyj

jeJ

Ya,y;2b,y,eZ"U{0}, y,<n,, je 7} (6.3.1)

jeJ

7 ={1,2,...,n}. Gorildigii {lizere burada sirlh tamsayili bir
minimizasyon problemi elde edilmistir. EZ, problemin optimal ¢oziim

degeri; ?Z ve Y sirasiyla algoritmanin buldugu ¢6ziim degeri ve ¢coziim

vektorii; R ise degiskenlerin (2.2.1)’deki gibi siirekli oldugu
minimizasyon probleminin optimal ¢Oziim degeridir. Genelligi

bozmadan,
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a;,vep;, jef

degerlerinin pozitif tamsayr oldugu ve (6.1.2) siralamasi1 kabul

edilmektedir.

6.3.1. Tmin algoritmasi ve garanti deger hesabi
Tmin

Al) k=1 ve ?Z =0 olarak atama yapilir;
A2) ! :[31;

A3) yO>n ise y¢ =n, olarak almir, f, = f, +y%p,, b=b—ya,;
aksi halde ?Z = ?z +y¢ p, olarak hesaplanir ve Adim6’ ya gidilir;

Ad) k=k+1;

A5) b >0 ve k<n ise Adim2’ ye gidilir;

A6) Y, Z sonuclar1 yazdirilr;

A7) SON.
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Tmin algoritmasinin garanti deger hesabi

Oncelikle indis kiimesinin birim katkilara gore artan sirada
diizenlenmis oldugunu kabul edelim, yani (6.1.2) siralamasi gecerli

olsun.

Algoritmada dyle bir indis vardir ki o indise kadar yf =n; olacak;

. b .
ancak tam o indiste y_ = [——l alinarak algoritma sonlandirilacaktir. Bu
a,

indisi s olarak alirsak;

s—lzmax{k

k p—
z na; < b } olur.
j=l

Dolayisiyla algoritmanin sonucunu su sekilde ifade edebiliriz:




Burada algoritmanin iiclincii adimina dikkat edilirse;

seklinde olacakti. Biliyoruz ki;

R<R,<f, = 2R<2R,<27J,

olacaktir. 2 durumu inceleyelim;

1. durum: s>1 ise;

a. .. = max{aj |j = 1,...,n} olsun.

max

43

(6.3.2)
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> mp+—p,
i=1 s i=1 s
|- p‘Y — | ps N px
a, a, a, a a, a
=14+ 1 = <1 ) b <1+ s—1 b
s— b S= _a,
an.pl+—ps {in z pi
i=1 a, i= | 4 =t G
b| b
ol al”
< 1+ 1 ;9 - < 1 ps s—1
—a .
z max pl (b amax )Zﬁ

Burada b _ q dersek;
4%
a
Ast+—1
(b - amax )z 1

olacaktir.
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2. durum: s=1 ise;

Bu durumda algoritma tek adimda sonlamyor demektir. Yukarida
bulunan degerde s=1 i¢in sonu¢ tanimsiz olacagindan yeni bir ispat

gereklidir. Dikkat edilirse

— _ s—1
b=b ve an.pi =0; ayrica

i=1

Viel igin {ﬂ—‘ >1, {EJ >1,
a, a,

dir.Bu durumda;

SHES
\Y
(S
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Sonug¢ olarak, Tmin algoritmast s=1 i¢in ve s>1 oldugunda en kotii
q ——=1 iken, 2 garanti degerini; aksi halde daha

(b - amax )Zl

i=1

durumda; yani

iyi sonuglar verecektir. Garanti degeri J ile gosterirsek;

R, < f, <OR, (6.3.3)
seklinde belirtebiliriz.

2, s=1 ise; q .
Burada d = ‘ ve ——————=y dir
(+7p), s>lise; ]

6.4. IKP icin Baz1 Teoremler
Teorem 6.1: RZ+1’$Z =P (P:an.pi)
i=1

Ispat: X ve Y sirasiyla R, ve EZ optimal degerleri i¢in optimal ¢6ziim

vektorleri olsun.

pa— n n

Ez :zyipi :Z(ni—xi)pi Zznipi—inpi :P_RZ
' ' i=1 p=
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Teorem 6.2: f, + ?z <P
Ispat: Farzedelim ki asagidaki (5.1.1) siralamasi

PPy 3P
a, a, a

gecerli olsun.

n

Yani Tmax algoritmast nesneleri {1,2,...,n} sirasinda alirken Tmin

algoritmasi ise {n,n-1,...,1} sirasinda alsin.

Tmax algoritmasina baktigimizda sadece x, degiskeni n, degerini
alabilecek ve b sinin siirekli giincellendigi i¢in diger degiskenler n, ‘den
kiigiik degerler alacaktir. 7max algoritmasinda belirledigimiz smir k-1
idi. Yani (k-1). degiskene kadar x, = L%J (glincellenen b degerine gore),

k. degiskenden itibarense x, =0 olacaktir.Buna gore;

Minimallestirme algoritmasi i¢in
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— s—1 l?

fZ:znipi+ a_ Py
i=1 s

demistik; ancak bu soyledigimiz (6.1.2) siralamasi kabuliimiizde
gecerliydi. Simdi her seyi (5.1.1) siralamasina gore diizenler ve s=k

olarak alirsak

]72 :{i—‘pk + i‘, n,p;

a i=k+1

olacaktir. Ayrica (6.3.2)’den hatirlayacagimiz iizere {i—‘sm idi. Bu
a

durumda;

i=k+1 i= i=k+1 i=1

— k-1 l? n k-1 n n
fr+ 1z <Znipi +{a_‘lpk + Z n; p; Sznipi +n.p,+ z n;p; :Znipi =P
i=1 k 1

@+Z<P

Garanti Degerin Iyilestirilmesi

(6.2.1) probleminin ¢6ziimii i¢in (6.3.1) problemini ele alalim. Tmin

algoritmasini bu problem i¢in uygulayarak fz =P- ?z diyelim.
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aR,, u<af(2-a) ise

T 63: R, >f >
eorem 22 [ {(2ﬂ/(1+,u))RZ’ ﬂZa/(z_a) ise

Burada u= fz / P’ dir.
Ispat: (6.3.3)’ den en kotii durumda ?Z < 2EZ ve Teorem (6.1)’ den
R, + I?Z = P idi. Bunlara gore;

A =

f,=P-f,2P-2R,=P-2 (P-R,) =2R,—P=2R,—f, /i olup;
f,22R,~f, /1 = F,(1+1u)22R, = f,>(2u/(1+p))R,

bulunur. Teorem (6.2)" den fz :P—Z > f, ve (6.2.2) den f, >aR,

oldugu da goz oniinde bulundurulursa;
fz2f,zaR, (6.4.1)

Ancak bulunan (24/(1+ 1)) degerine baktigimizda eger < a/(2-c)
ise bu deger &’ dan kiigiik olup smirlar (6.4.1)" deki gibi kalacaktir.
Fakat 4> a/(2-a) oldugu anda (24/(1+#)) = & olacagindan teorem

gerceklenmis olur.
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Bu durumda goriiliir ki x> 0{/ (2—a) igin 6nerilen algoritmanin garanti

degeri, bilinen algoritmalarin garanti degeri olan ¢ ¢ dan daha iyidir.

_ _ |6R, A<(sa—8)/(a—5) ise
Teorem 6.4: R, < f, < _
(@A/(A+a-1))R,, Az(da-5)/(a-F) ise

Burada A= Z/P dir.

Ispat: Teorem (6.3)" den fz >R, ve Teorem (6.1)’ den R, +I$Z P

idi. Bunlara gore;

f,=P-f,<P-aR,=P-a(P-R,)=(1-a)P+aR,

2(1—0‘)2//“0‘11

Z —(l—a)j:fz//is aﬁz = Z (1+(a-1)/2) < aﬁz = Z < (aﬂ/(lﬂz—l))ﬁz

elde edilir.

Bu durumda goriiliir ki A>(8er—&)/(a—5) igin onerilen algoritmanin

garanti degeri, bilinen algoritmalarin garanti degeri olan ¢ ‘ dan daha

1yidir.
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6.5. Ornek Uygulama

Asagida verilen tamsayili maksimizasyon problemi i¢in Oncelikle
Tmax algoritmasin1 uygulayalim. Daha sonra ise problemin tiimleyenini
bularak bu probleme Tmin algoritmasim uygulayalim ve sonuclar

karsilagtiralim.

9x, + 5x, + 3x, + 7x, +10x, < 52
x,e27u{0}, j=L5
k.a

enb R, =34x, +18x, +10x; +21x, +28x,

tamsayili problemi veriliyor. Bu problem i¢in optimal ¢oziim degeri
R,=192 ve optimal ¢oziim vektori X ={4,2,2,0,0} oldugu

bilinmektedir.

Ornekte (5.1.1) siralamasi mevcut oldugu igin her hangi bir siralama

yapmaya gerek yoktur. Algoritmay1 uygularsak ilk iterasyon i¢in

xfz{%JzS f,=0+5%34 ve b=52-45=7

olacaktir.
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a, =5<b =" oldugundan ikinci iterasyonda;

xf:{%le f, =170+1%18 ve b=7-5=2
olacaktir.

a,=3>b=2 oldugundan algoritma burada sonlanacaktir. Yani

algoritmanin buldugu deger ve ¢6ziim vektorti

f, =188, X =1{5,1,0,0,0} olmustur. (6.5.1)
b m 5 - , ..
— |=m=5 ve | —— |=a=— oldugu hatirlanirsa (6.1.2)" ye gore
a, m+1 6

asagidaki esitsizlik gerceklenmistir:

%RZ <f, <R, — 170<188<192

Simdi verilen problemin tiimleyenini olusturalim ve Tmin algoritmasini
uygulayalim. Algoritma (6.1.2) siralamasinda calistig1 icin verileri buna

gore yeniden diizenleyerek n; degerlerini bulalim.

n, = \‘EJ ve b=52 idi; buna gore bir tablo olusturalim.



Cizelge 6.1 Tiimleyen problem icin kullanilacak veriler

1 2 3 4
P, 28 21 10 18
a, 10 7 3 5

Tabloda nesneler (6.2.2) ye gore diizenlenmistir.

B=Y na,=5*10+7+7+17%3+10%5+5%9 =245,

jeJ

b=B-b=245-52=193
olmak iizere problem su sekilde ifade edilir:
10y, + 7y, + 3y, + 5y, + 9y, =193

y,€Z"U{0}, y,<n, j=15
k.a

enk R, =28y, +21y, +10y, +18y, + 34y,
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[k iterasyonda,

yo = {2—‘ = [%—l =20 ancak 20>n =5 oldugu icin

a

y. =5 alimr Ve?Z =0+5%28=140, b =193—5%10 =143 bulunur.

Ikinci iterasyonda,

yy = {i—‘ = [#—‘ =21 ancak 21>n,=7 oldugundan

a,

y9 =7, f,=140+7%21=287 ve b =143—-7%7 =94 bulunur.

Uciincii iterasyonda,

yy = {i} = [%—l =32 ancak 32>n,=17, dolayisiyla

yy =17, Z =287 +17*%10=457 ve b =94—17%3=43 olur.
Dérdiincii iterasyonda,

yy = {i—‘ = [?1 =9 bulunur; bu durumda 9<n, =10 oldugu igin

algoritma yy =9, ?Z =457+9%18=619 ve b =43-45=-2 ile

sonlanir.
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Yani algoritmanin buldugu deger ve ¢coziim vektorii

f, =619, Y°={57,17,9,0} olmustur. (6.5.2)

Teorem (6.1)’den RZ+EZ =P idi. Bu durumda tiimleyen problemin

optimal ¢oziim degeri EZ =P—-R, =615 olmaktadir.

Dikkat edilirse
_P :§:6,4, 9 =y ve a_ =10, s=4 icin
p 28 (b—a,, )(s—1)
a 10

(6.3.3)’deki esitsizlik saglanir:
R,<f,<(+»R, — 615<619<(1+0.05)615 = 646

Tiimleyen problem yardimiyla ¢6zdiigiimiiz basta verilen maksimizasyon
probleminin sonucunu gorebilmek ic¢in, siralamayr da diisilinerek,

x; =n;—y, esitligini kullanalim. Bu durumda bulunan ¢6ziim degeri ve

¢cOziim vektorii
f, =188, X9={5,1,0,0,0} (6.5.3)

olmustur.
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7. SONUC

Tamsayil1 programlama problemleri iizerine tasarlanan garanti
degerli algoritmalar1 incelemek icin yapilan bu ¢alismada 6zel olarak, 0-1
sirt cantast ile tamsayill sirt cantasi problemlerinin  maksimizasyon ve
minimizasyon versiyonlar1 incelenmistir. Tamsayili maksimizasyon sirt
cantast problemi icin bir greedy algoritmasi Onerilerek garanti degeri
hesaplanmigtir. Tiimleyen problem kavramina dayanarak sinirli tamsayili
minimizasyon problemi i¢in yeni bir algoritma daha Onerilmis ve
onceden hesaplanmis garanti degerin iyilestirilmesi amaglanmistir. Daha
once 6nerilen AMAX, AMIN algoritmalari ile nerdigimiz Tminl, Tmax
ve Tmin algoritmalarinin karmasikliklari, siralamadan dolayr O(nlogn)’
dir. Teoremler yardimiyla elde edilen ¢oziimlerin geometrik yorumu
asagidaki gibidir.

Sekil 7.1. Elde edilen ¢coziimlerin geometrik yorumu
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Burada;

P=Znial.,

jeJ
R, = Tamsayili maksimizasyon probleminin optimal ¢6ziim degeri,

EZ = Sinirl tamsayil1 minimizasyon probleminin optimal ¢dziim degeri,

f, = Tmax algoritmasinin buldugu ¢6ziim degeri,
Z = Tmin algoritmasinin buldugu ¢6ziim degeri,
£, =lyilestirilmis ¢6ziim degeridir.
Goriildiigti gibi I?Z tiimleyen probleminin ?Z yaklasik ¢oziimii

bulunarak R, probleminin f, yaklasik ¢Oziimiinii iyilestiren bir fz

¢Oziimiiniin bulunmas1 amag¢lanmistir.
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